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 يرجى زيارة الموقع أدناه والثالث لثانيا تحميل القسمل 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/ 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/


1 

 

berlantcommunication@gmail.com 963943608577+ نورأشقر     963941114148+ برلنت مطيط  

 -- ملخص للأفكار المهمة --

 الأشعة

 𝐴𝐵تكتب مركبات الشعاع 

 مساقط أفقية / عمودية
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ((𝑥𝐵 − 𝑥𝐴), (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴), (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ شعاعيا    ⃗ = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)𝑖 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)𝑗 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)�⃗�  

 نظيم الشعاع )طول الشعاع(
�⃗� (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 

𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) 
‖�⃗� ‖ = √𝑥1

2 + 𝑦1
2 + 𝑧1

2 

= �⃗� شعاعين متساويين 𝑣  
‖ �⃗�‖لهما نفس المنحى ونفس الطول  = ‖𝑣 ‖ ونفس الجهة 

 (مركباتهم المتقابلة ىساوتت)

= �⃗� شعاعين متعاكسين −𝑣  
‖ �⃗�‖نفس المنحى ونفس الطول  = ‖𝑣 ‖  وجهتان

 متعاكستان

 جمع الأشعة
 قاعدة متوازي الأضلاع( 1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ إذا كان للشعاعين نفس البداية  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⏟
𝐴𝐵𝐶𝐷 قطر

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 

 )نهاية الأول هي بداية الثاني( كان الشعاعين متعاقبينإذا  قاعدة شال( 2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗غير الترتيب تتغير الإشارة تعند  ملاحظات  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  جمع الأشعة تبديلي وتجميعي ⃗ 

إذا لم يكن الشعاعين متعاقبين ولم يكن لهما نفس البداية، نستبدل أحدهما بشعاع آخر مساوٍ له حتى نتمكن من تطبيق شال أو 
 الأضلاع. وإذا لم يكن ذلك ممكنا  اختر معلما  كيفيا  وحل المسألة.متوازي 

 جمع وطرح الأشعة عبر المساقط ويتم ضرب الشعاع بعدد عن طريق ضرب العدد بالمساقطيتم 

 انتبه إلى ترتيب رؤوس الأضلاع

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐴إذا لم تكن النقاط الأربعة  𝐵, 𝐶, 𝐷 على استقامة واحدة 

⟺وكان  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝐴𝐵𝐶𝐷) متوازي الأضلاع 

 تعيين إحداثيات من شكل بوجود معلم(المعلم في الفراغ )

 معلم متجانسال
(𝑂, �⃗� , 𝑣 , �⃗⃗� ) 

 نقطة وثلاثة أشعة غير مرتبطة خطيا  

, �⃗�الأشعة  𝑣 , �⃗⃗�  متعامدة مثنى 

‖�⃗� ‖ = ‖𝑣 ‖ = ‖�⃗⃗� ‖ = 1 

 مثال: اختيار معلم
 

في المعلم المتجانس 

(𝐴, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ يكون  (⃗ 

𝐴(0,0,0), 𝐵(1,0,0), 

𝐶(0,1,0), 𝐷(0,0,1) 
 

 حساب مسافة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗| (معلم متجانس) 𝐵و 𝐴بين نقطتين   ⃗| = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)2 

,𝐴(𝑥0 (معلم متجانس) بين نقطة ومستقيم 𝑦0)  و𝑑: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐|

√𝑎2 + 𝑏2
 

,𝐴(𝑥0 (معلم متجانس) بين نقطة ومستوي 𝑦0, 𝑧0)  و𝒫: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

) [𝐴𝐵]احداثيات منتصف قطعة مستقيمة 
𝑥𝐵 + 𝑥𝐴
2

,
𝑦𝐵 + 𝑦𝐴
2

,
𝑧𝐵 + 𝑧𝐴
2

) 

 فَهِجْرت ه   رَس ولهوَ  اللِ  إلِى هِجْرَت ه   كَانتَْ  فمََنْ  ، نَوَى مَا مْرِىء  ا لِك لِِّ  وَإنَّمَا ، باِلنِِّيَّاتِ  الأعَْمَال   إِنَّمَا " : صلى الله عليه وسلم اللهه  قاَلَ رَسُولُ 

له اللِ  إلى نْياَ هِجْرَت ه   كَانتَْ  وَمَنْ  ، وَرَس و  هَا امْرأةَ   أوَ ، ي صِيْب هَا لِد    "إلَيْهِ  هَاجَرَ  مَا إلِى فَهِجْرَت ه   ، ينَْكِح 
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 ات وحجوم شهيرةمساح

مساحة المثلث 
القاعدة× الارتفاع

2
= 

 

 مساحة المستطيل

× العرض  الطول = 

 

 = مساحة المثلث القائم

جداء طولي الضلعين القائمتين

2
 

 

مساحة المثلث متساوي 
 (𝑎الأضلاع )طول ضلعه 

𝑆 =
√3 𝑎2

4
 

 

 

مساحة المربع 

(طول الضلع)
2
= 

 

=مساحة شبه المنحرف 

× الارتفاع

(
القاعدة الكبرى+القاعدة الصغرى

2
) 

  

 مساحة الدائرة
𝑆 = 𝜋𝑅2 

 

 

حجم الهرم ورباعي الوجوه 
الارتفاع × مساحة القاعدة 

3
= 

𝑉 =
1

3
. 𝛿. ℎ 

 

 =مساحة متوازي الأضلاع 

× الارتفاع  القاعدة

 

 متوازي أضلاع: الرباعي لإثبات أنّ الشكل: تذكرة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إما   ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐷⃗⃗أو  ⃗  ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 أو نثبت أنّ أقطاره متناصفة

 أشكال فراغية

 متوازي السطوح:
مجسم ثلاثي الأبعاد له ستة 
أوجه كل وجه من أوجهه 

 متوازي أضلاع
)كل وجهين فيه متقابلين 
متوازيين وطبوقين(، 

)الزوايا ليست بالضرورة 
 قائمة(.

 

متوازي 
المستطيلات: هو 
مجسم أوجهه 
مستطيلات وكل 
وجهين متقابلين 
فيه طبوقين 

وأحرفه )متوازية 
إذا كانت متقابلة 
ومتعامدة إذا 
التقت برأس 
  مشترك(.

المكعب: هو مجسم ثلاثي 
مربعة  الأبعاد له ستة أوجه

واثنا عشر حرفا  )حافة( 
وثمانية رؤوس، جميع 
أحرفه )حوافه( متساوية 
الطول )متوازية إذا كانت 
متقابلة ومتعامدة إذا التقت 

 برأس مشترك(.

 

رباعي الوجوه: 
مكون من أربع 
 أوجه مثلثة.

 

دَا   وَأنََّ  الل   إلَّ  إلهَ لَ  أنَْ  تشَْهَدَ  أنَْ  الِإسْلامَ   "  : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  حَمَّ كَاةَ  وَت ؤْتيَِ  ، ةالصَّلاَ  وَت قِيْمَ  ، الل رَس ول   م   ، الزَّ

جَّ  ، رَمَضَانَ  وَتصَ وْمَ   ...... "سَبِيْلا   إلِيْهِ  اسِْتطََعتَ  إِنِ  البيْتَ  وَتحَ 
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  معادلة كرة

,𝐴(𝑥0مركزها  𝑦0, 𝑧0)  ونصف قطرها𝑅 (𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

 المركز ونصف القطر معلومين نعوض مباشرة. .1

المسافة بين  𝑅المركز معلوم وتمر بنقطة )نحسب  .2

 المركز والنقطة(.

المسافة  𝑅المركز معلوم وتمس مستويا  في نقطة ) .3

 بين المركز والمستوي(

بحساب المسافة  𝑅طرفا قطراها معلومين )نحسب  .4

، والمركز من احداثيات منتصف 2وتقسيمها على 

 عة مستقيمة(قط
 

 معادلة أسطوانة

,𝑜)محورها  𝑖 )  نصف قطرها𝑟  مركزي قاعدتيها
(𝑎, 0,0), (𝑏, 0,0) 

𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

,𝑜)محورها  𝑗 )  نصف قطرها𝑟  مركزي قاعدتيها
(0, 𝑎, 0), (0, 𝑏, 0) 

𝑥2 + 𝑧2 = 𝑟2 , 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏 

,𝑜)محورها  �⃗� )  نصف قطرها𝑟  مركزي قاعدتيها

(0,0, 𝑎), (0,0, 𝑏) 
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 , 𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏 

 
 معادلة مخروط

,𝑜)ومحوره  𝑂رأسه  𝑖 )  ومركز قاعدته(ℎ, ونصف  (0,0
 𝑟 القاعدة قطر

𝑦2 + 𝑧2 −
𝑟2

ℎ2
𝑥2 = 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ ℎ 

,𝑜)ومحوره  𝑂رأسه  𝑗 )  0)ومركز قاعدته, ℎ, ونصف  (0
 𝑟 القاعدة قطر

𝑥2 + 𝑧2 −
𝑟2

ℎ2
𝑦2 = 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ 

,𝑜)ومحوره  𝑂رأسه  �⃗� )  0,0)ومركز قاعدته, ℎ)  ونصف

 𝑟 القاعدة قطر

𝑥2 + 𝑦2 −
𝑟2

ℎ2
𝑧2 = 0 , 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ 

 
 الجداء السلمي في المستوي

,�⃗� (𝑥1للشعاعين  𝑦1, 𝑧1) , 𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) 1    �⃗� . 𝑣 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2 

3    �⃗� . 𝑣 =
1

2
[‖�⃗� + 𝑣 ‖2 − ‖�⃗� ‖2 − ‖𝑣 ‖2] 2    �⃗� . 𝑣 = ‖�⃗� ‖. ‖𝑣 ‖. cos(�⃗�  , 𝑣 ) 

 فإنهما في جهتين متعاكستين 𝜋إذا كانت الزاوية بين الشعاعين صفرا  يكون الشعاعان في جهة واحدة، وإن كانت مساوية لـ 

,  cos(�⃗� يمكن حساب الزاوية بين الشعاعين باستخدام 𝑣 ) =
‖�⃗� ‖. ‖𝑣 ‖

�⃗� . 𝑣 
 

 مبرهنة المتوسط

𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑚2 +
𝑎2

2
 

 

 علاقة الكاشي

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝐴 
 

يْمَان...  س لِهِ  ، وَك ت بهِِ  وَمَلِائكَتهِ، باِلله، ت ؤمِنَ  أنَْ  " : الإه هِ  خَيْرِهِ  باِلقدََرِ  وَت ؤْمِنَ  ، الآخَِر وَالْيوَمِ  ، وَر    "وَشَرِِّ

حْسَان...    "رَاكَ يَ  فَإِنَّه   ترََاه   تكَ نْ  لمْ  فإَِنْ  ترََاه ، كَأنَكََ  اللَ  تعَْب دَ  أنَْ  " : الإه
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 الاسقاط في الجداء السلميخاصة 
 

لا تتغير قيمة الجداء السلمي لشعاعين عند استبدال الشعاع 
 بالمسقط القائم

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

 خواص الجداء السلمي

3    �⃗� . 𝑣 = 𝑣 . �⃗�  
2    �⃗� . 𝑣 = 0

⟹  الشعاعان متعامدان
1    �⃗� . �⃗� = ‖�⃗� ‖2 

6    ( �⃗� + 𝑣 ). �⃗⃗� 
= �⃗� . �⃗⃗� 
+ 𝑣 . �⃗⃗�  

5    (𝑎�⃗� ). (𝑏𝑣 )
= 𝑎. 𝑏. (�⃗� . 𝑣 ) 

4    �⃗� . ( 𝑣 + �⃗⃗� ) 

= �⃗� . 𝑣 + �⃗� . �⃗⃗�  

، 𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝑀لإثبات أنَّ نقطة 
:  نثبت أنَّ

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
 

 إثبات التعامد

, �⃗�يكون الشعاعان  𝑣   متعامدان إذا كان جداؤهما السلمي
 مساويا  الصفر:

�⃗� . 𝑣 = 0 ⟹ �⃗� ⊥  𝑣  

 دماعي هنأ تابثإ يفكي يوتسم دماعي ميقتسم نَّ أ تابثلإ 

 مستقيمين متقاطعين فيه.

 ىوتحم عٍ اعش لك دماعي هنإف ا  يوتسم ع  اعش دماع اذإ 

 في هذا المستوي.

 . �⃗� مظانلا عاعشلاب ىمسيُ  ا  يوتسم دماعي عاعش لك 

 الارتباط الخطي

,�⃗� (𝑥1 الارتباط الخطي لشعاعين 𝑦1, 𝑧1), 𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) 
 

, �⃗�يتم إثبات أنَّ  𝑣   مرتبطين خطيا  )متوازيين( بطريقتين
 )تختار احداها حسب المسألة(

 

1  �⃗� = 𝑘. 𝑣  ;   𝑘 ∈ ℝ∗ 
2  المركبات متناسبة 

𝑥1
𝑥2
=
𝑦1
𝑦2
=
𝑧1
𝑧2
= 𝑘 

ونتجاهل حالة 
0

0
 في حال ظهورها 

 نستفيد من الارتباط الخطي لشعاعين

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗لإثبات توازي مستقيمين: إذا كان الشعاعان  .1  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,(𝐴𝐵)مرتبطين خطيا  فإنَّ المستقيمان  (𝐶𝐷) 

 .وبالتالي يشكلان مستويا  متوازيان، 

,𝐴لإثبات وقوع أو عدم وقوع ثلاثة نقاط  .2 𝐵, 𝐶  على

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗استقامة واحدة، إذا كان الشعاعان   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير  ⃗ 
مرتبطين، فإنَّ النقاط ليست على استقامة واحدة، 

 .(𝐴𝐵𝐶)وتشكل المستوي 

    

: عَلَى الِإسْلام   ب نيَِ " : صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول   دَا   وَأنََّ  الل إلَِّ  إِلهََ  لَ  أنَْ  شَهَادَةِ  خَمْس  حَمَّ  وَإِيْتاَءِ  الصَّلاةِ، وَإقِاَمِ  اِلل، رَس وْل   م 

كَاةِ، ِ  الزَّ   "رَمَضَانَ  وَصَوْمِ  البيِْتِ، وَحَجِّ
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  رتباط الخطي لثلاثة أشعةالا

, �⃗�ليكن  𝑣   شعاعين غير مرتبطين خطيا ، نقول عن الأشعة

�⃗� , 𝑣 , �⃗⃗�   أنها مرتبطة خطيا  )تقع في مستوٍ واحد( إذا وجدنا
,𝛼عددين حقيقيين  𝛽 ∈ ℝ :بحيث يتحقق 

�⃗⃗� = 𝛼 �⃗� + 𝛽 𝑣  

نعوض مركبات الأشعة الثلاث في العلاقة السابقة فنحصل  //
,𝛼على ثلاث معادلات بمجهولين  𝛽  نحصل على قيمهم بحل

أول معادلتين ونتحقق من النتيجة في المعادلة الثالثة )إذا 
كانت محققة فالأشعة مرتبطة خطيا  وتقع في مستوٍ واحد، 

قع في وإن كانت غير محققة فالأشعة غير مرتبطة ولا ت
 مستوٍ واحد( //

 نستفيد من الارتباط الخطي لثلاثة أشعة

لإثبات وقوع أو عدم وقوع أربعة نقاط في مستوٍ واحد.  .1
,𝐴تكون النقاط  𝐵, 𝐶, 𝐷  واقعة في مستوٍ واحد إذا كانت

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ثلاثة أشعة مثل   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ مرتبطة خطيا ، وإذا لم  ⃗ 
تكن مرتبطة خطيا  فهي لا تقع بمستوٍ واحد )ويمكن 
 اعتبارها رؤوس رباعي وجوه أو هرم ثلاثي(.

 𝑑لإثبات توازي مستقيم مع مستوٍ. نقول عن المستقيم  .2
يوازي أي  𝑑إذا كان المستقيم  𝒫أنه يوازي المستوي 

 .𝒫مستقيم محتوى في المستوي 

 

 تناسبةمركز الأبعاد الم

,𝐴)لنقطتين  𝐺مركز الأبعاد المتناسبة  𝛼), (𝐵, 𝛽) تحقق 

𝛼 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 ≠ 0 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛼إذا كان  𝐴𝐵منتصف  𝐺يكون  = 𝛽 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺مبرهنة: إذا كانت  𝛼), (𝐵, 𝛽)  وأيا  كانت النقطة𝑀 :عندئذٍ تتحقق العلاقة 

𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝛼 + 𝛽)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

 .ثلاثة أو أربعة نقاطتبقى هذه المبرهنة محققة من أجل 

 نقاطلثلاثة  مركز الأبعاد المتناسبة

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة لـ(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  هي
 نقطة وحيدة تحقق

𝛼 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0 

 مركز الأبعاد المتناسبة لثلاثة نقاط(:الخاصة التجميعية )نستفيد منها في تعيين 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐺إذا كانت  𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  وكانت𝐻  مركز أبعاد متناسبة لـ(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽)  َّفإن𝐺 
,𝐻)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝛼 + 𝛽), (𝐶, 𝛾). 

 ة:قلمركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المث 𝐺إذا كانت 

(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾) 

 𝐺فإن احداثيات 

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
, 𝑦𝐺 =

𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

, 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 

هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث 

𝐴, 𝐵, 𝐶  عندما𝛼 = 𝛽 = 𝛾 

 

 وهي نقطة تلاقي متوسطاته

𝐺  مركز ثقل للمثلث أو للنقاط𝐴, 𝐵, 𝐶  فإن إحداثيات𝐺 
 تكون:

𝑥𝐺 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
, 𝑦𝐺 =

𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶
3

, 

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
 

 مركز الأبعاد المتناسبةنستفيد من 

لإثبات وقوع ثلاثة نقاط على استقامة 
واحدة )نثبت أن إحدى هذه النقاط 

 الباقيتين(مركز أبعاد متناسبة للنقطتين 

لإثبات وقوع أربع نقاط في مستوٍ واحد 
)نثبت أن إحدى هذه النقاط مركز أبعاد 

 متناسبة للنقاط الباقية(

لإثبات تقاطع مستقيمين أو أكثر في نقطة 
واحدة )نثبت وجود مركز أبعاد مشترك 

 بين نقطتين من كل مستقيم(

هِ  بَطْنِ  فِيْ  خَلْق ه   ي جْمَع   أحََدَك مْ  إِنَّ  :"صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول   ضْغَة   يَك وْن   ث مَّ  ذَلِكَ، مِثلَْ  عَلَقَة   يَك وْن   ث مَّ  ن طْفَة ، يَوْمَا   أرَْبَعِيْنَ  أ مِِّ  ث مَّ  ذلَِكَ، مِثلَْ  م 
وْحَ، فِيْهِ  فَيَنف خ   المَلَك   إلَِيْهِ  ي رْسَل   : بِأرَْبَعِ  مَر  وَيَؤْ  الرٌّ ه   إِلهََ  لَ  الَّذِي فوََالل سَعِيْدٌ. أوَْ  وَشَقِيٌّ  وَعَمَلِهِ  وَأجََلِهِ  رِزْقِهِ  بِكَتبِْ  كَلِمَات   إِنَّ  غَيْر 
ل هَا، النَّارِ  أهَْلِ  بِعَمَلِ  فَيَعْمَل   الكِتاَب   عَلَيْهِ  فَيَسْبِق   ذِرَاعٌ  إل وَبَيْنهََا بَيْنهَ   يَك وْن   مَا حَتَّى الجَنَّةِ  أهَْلِ  بِعَمَلِ  لَيَعْمَل   أحََدَك مْ   أحََدَك مْ  وَإِنَّ  فَيَدْخ 

ل هَا الجَنَّةِ  أهَْلِ  بِعَمَلِ  فَيَعْمَل   الكِتاَب   عَلَيْهِ  فَيَسْبِق   ذِرَاعٌ  إل وَبَيْنهََا بَيْنهَ   يَك ون   مَا حَتَّى النَّارِ  أهَْلِ  بِعمََلِ  لَيَعْمَل     "فَيَدْخ 
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  المستقيم

,𝐴(𝑥0نحتاج نقطة  مستويلتعيين مستقيم في ال 𝑦0) ناظم و

�⃗� (𝑎, 𝑏)  شعاع توجيه أو�⃗� (−𝑏, 𝑎) 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

لتعيين مستقيم في الفراغ باستخدام المعادلات الوسيطية له 
,𝐴(𝑥0نحتاج نقطة  𝑦0, 𝑧0)  وشعاع توجيه�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐): 

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡 , 𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡 ,
𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡 

𝑡 مستقيم      ∈ ℝ

𝑡 نصف مستقيم ∈ [0,∞)

𝑡 قطعة مستقيمة ∈ [0,1]

} 𝑡 

 الوضع النسبي لمستقيمين حسب شعاعا التوجيه

 إذا كان الشعاعان مرتبطان خطيا  

فالمستقيمان إما متوازيان )المساواة بين احداثياتهما الوسيطية 
خاطئة( أو طبوقان )المساواة محققة( وفي الحالتين يقعان في 

 مستوٍ واحد.

 إذا كان الشعاعان غير مرتبطين خطيا  

إما متقاطعان )بالحل المشترك نحصل على نقطة فالمستقيمان 
التقاطع( ويكونان بمستوٍ واحد أو متخالفان )المساواة غير 

 محققة أبدا ( ولا يقعان في مستوٍ واحد.

 ويالمست

,𝐴(𝑥0لتعيين المستوي نحتاج إلى نقطة  𝑦0, 𝑧0)  وناظم
�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

نقطة معلومة ويوازي مستوي )ناظم الأول يساوي  .2 معلوم.نقطة معلومة وناظم  .1
 الثاني(.

 نقطة معلومة ويعامد مستويين  .3

�⃗� . �⃗� 1 = 0 , �⃗� . �⃗� 2 = 0. 

. �⃗�نقطتين معلومتين ويعامد مستوي  .4 �⃗� 1 = 0. 

 ثلاثة نقاط معلومة )شعاعي توجيه )حيث يكون الناظم عمودي عليهم((. .5

,�⃗� 1ثبت أنَّ مستويين متقاطعين من خلال إثبات الارتباط الخطي لناظم الأول والثاني ن �⃗� 2  ونوجد معادلة الفصل المشترك ،
 بالحل المشترك وكتابة أحد المجاهيل بدلالة الباقي.

,𝐴 القطعة )وهو مجموعة نقط الفراغ التي تبعد عن طرفي [𝐴𝐵]معادلة المستوي المحوري لقطعة مستقيمة  𝐵 )نفس المسافة 

,𝑀(𝑥بفرض  .1 𝑦, 𝑧)  َّنقطة من المستوي، فإن

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖. 

نوجد منتصف القطعة المستقيمة )وهي نقطة من  .2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗المستوي(، والشعاع   هو ناظم المستوي. ⃗ 

 

 

 

 

  "رَدٌّ  فهَ وَ  مِنْه   ليَْسَ  مَا هَذاَ أمَْرِناَ فيِْ  أحَْدَثَ  مَنْ " : صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول  
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 -- الأشعة في الفراغ --
يعععععععععمعععععععععتعععععععععلعععععععععك الشعععععععععععععععععععععععععاع : تعععععععععععععععععععريعععععععععف

         𝐴𝐵 منحى هو منحى المستقيم

𝐵 إلى 𝐴 اتجاها   يتفق مع الانتقال من

        𝐵 إلى 𝐴 طولا   هو المسافة من

}𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 كلتمت امدنع ةعشلأا ىواستت 

المنحى ذاته

الاتجاه ذاته

الطول ذاته

} 

,𝐴 طاقععن عبرأ انععيدلعع ناكعع اذإ  𝐵, 𝐶, 𝐷  ولم تكن على
 استقامة واحدة، عندئذٍ:

⏟⟺ 𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع
يكافئ

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗�  تحقق 𝐵 توجد نقطة واحدة {
أيا   كانت 𝐴 من الفراغ

أيا   كان  �⃗� شعاع
 

 الأشعة المرتبطة خطيا :

 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  متوازيانأي أنهما خطيا   مرتبطين ⃗ 
 :مبرهنة

∃⏟
يوجد

 𝛼 ∈⏟
تنتمي

ℝ ;  �⃗� = 𝛼𝑣  ⟸⏟
يؤدي

, �⃗�  مرتبطين خطيا   𝑣  

,𝐴 ةفلتخملا طقنلا نوكت  𝐵, 𝐶  ستقامة واحدة إذا على ا

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗كان  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطين خطيا . ⃗ 

 𝐴, 𝐵  نقطتين مختلفتين، عنععدئععذٍ المسعععععععتقيم𝐴𝐵  هو

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗التي تجعل  𝑀مجموعة النقاط  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و   ⃗⃗ مرتبطين  ⃗ 
 مجموعة النقاط 𝑀خطيا ، أي 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 منتصعععععععف 𝐼و  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 : مكعب(14)صعععععععفحة  مثال

 [𝐹𝐺] الحرف

 

 التي تحقق: 𝑀 النقطة عينالطلب الأول: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
 الحل:

 

  للعلاقة الأول الطرف من البداية

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  متوازي أضلاع  ⃗ = 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗ لكن  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

 للعلاقةنعود 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
 ومنه

𝐼 = 𝑀 

 
 أثبت صحة العلاقة الطلب الثاني:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 الحل:

  للثاني وصولا   الأول الطرف من نبدأ

  𝐹 إدخال نحاول

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
الطرف الأول

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

وْرٌ  وَبَيْنهَ مَا بَيِِّنٌ  الحَرَامَ  وَإِنَّ  بَيِِّنٌ  لالَ الحَ  إِنَّ  ": صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول   شْتبَهَِات أ م  ه نَّ  لَ  م   فَقَدِ  الشُّب هَاتِ  اتَّقَى فمََنِ  النَّاس،ِ مِنَ  كَثِيْرٌ  يَعْلَم 

اعِي الحَرَامِ  فِي وَقَعَ  الشُّب هَاتِ  فِي وَقَعَ  وَمَنْ  وعِرْضِه، لِدِيْنهِِ  اسْتبَْرأَ   مَلِك   لِك لِِّ  وَإِنَّ  ألَ فِيْهِ. يَقَعَ  أنَْ  ي وشِك   الحِمَى حَوْلَ  يَرْعَى كَالرَّ

ه ، اللِ  حِمَى وَإِنَّ  ألَ . حِمَى   ضْغَة   الجَسَدِ  فِي وإِنَّ  ألَ مَحَارِم  لُّه   الجَسَد   صَلَحَ  صَلحََتْ  إذَِا م   "القَلْب   وَهيَ  ألَ ك لُّه   الجَسَد   فَسَدَ  فَسَدَت وإذَا ك 
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 ؟استقامة واحدةكيف نثبت وقوع نقاط على 
 الجواب .... من خلال الارتباط الخطي

 متوازي سطوح 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐼𝐽𝐾𝐿 ليكن :(15)صفحة  مثال

 𝐵𝐼𝐾مركز ثقل المثلث  𝐺وليكن 

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗            (1) 
,𝐽أثبت أن  𝐺, 𝐷 .على استقامة واحدة 

 
𝐷𝐺⃗⃗ و  𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗لنثبت أن  ⃗⃗  مرتبطين خطيا   ⃗ 

 الأشعة، لجمع شال علاقة حسب 𝐷 ندخل (1) العلاقة من

 الثالث ونترك لحدين فقط 𝐽 الجديدة للعلاقة ندخل ثم

  الأقطار تساوي من الثالث للحد نستفيد

 الحل:

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

(𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐽𝐼⃗⃗  ⃗

+ 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
=𝐴𝐽⃗⃗ ⃗⃗  ⏟

أقطار مكعب

= 0⃗  

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗  + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + ( … .⏟
متوازي أضلاع

𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐽𝐼⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ⏟    
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 

)

⏟                
=0

= 0⃗  

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

−3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  

3𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  

,𝐽فالنقاط  𝐺, 𝐷 على استقامة واحدة. 
 

منتصعف  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 ،𝐼 (: مكعب16)صعفحة  (1) تدرب

 [𝐹𝐺]منتصف الحرف  𝐽و  [𝐸𝐹]الحرف 
تنطبق  لمساواة الشعاعية المفروضةالمحققة ل 𝑀بين إذا كانت 
 . وعلل إجابتك.رؤوس المكعب أحد علىأو لا تنطبق 

 
𝟏     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

𝐴 نتركها 

+ 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟

هنا العمل

 

𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  متقابلان في المكعب ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑀  تنطبق على𝐹 

𝟐     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

𝐴 نتركها 

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      
خاصة قطري مربع

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
قطري متوازي أضلاع

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑀  تنطبق على𝐺 

𝟑     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      
𝐴 ندخل

 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  𝐴𝐹𝐺𝐷 متوازي أضلاع  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝟒     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
=𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ متساويان في المكعب⃗ 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟       

𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗ من نستفيد لا 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗ منتصف 𝑂 ندخل ،⃗   ⃗  

يْحَةُ قلُْنَا: لهمَنْ يَا رَسُولَ اللهه؟ قاَلَ: للهه، ولكتابه،  ": صلى الله عليه وسلم اللِ  قاَلَ رَس ول   يْنُ النَّصه يْنَ، الدّه ةه المُسْلهمه ولهرَسُوْلههه، وَلأئَهمَّ
مْ  تههه  " وَعَامَّ
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𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
=0

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  لا تقع على الرؤوس. 𝑀إذا  

𝟓     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
( 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐵 ندخل

+ 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐺 ندخل

) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

=
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) +

1

2
(𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟

=𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
=0

) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀  تنطبق على𝐵 

 المحققة للمساواة الشعاعية: 𝑁: حدد موقع الطلب الثاني

𝟏     𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐴𝐵𝐸𝐹 قطر في 𝐴𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 𝐽هي  𝑁إذا  

𝟐     𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
=𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      
=𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝐴𝐸𝐻𝐷 قطر

+ 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 𝐽هي  𝑁إذا  

𝟑     𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟          
𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗=حسب شال أشعة متعاقبة  ⃗ 

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ =⏟
تعاقب أشعة

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

 𝐼هي  𝑁إذا  

عبر عن المجموع الشعاعي بشعاع واحد  :لثالطلب الثا
 باستخدام نقطتين من الشكل حصرا  

𝟏     𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗  
 

𝟐     𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  أشعة لثلاثة تعاقب فكرة استخدم

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟ = 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
=0

+ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (مكعب)

 

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  قطر ⃗ 

𝟑     𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ) + (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ )⏟              
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗ لأن 𝐼 منتصف ⃗ 

= 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝟒    
1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗  

1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗
⏟

إدخال 𝐹 حسب شال

+ 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ =
1

2
(𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗  

=
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗
⏟
𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ⏟    

=0

 

=
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

 (:16)صفحة  (2) تدرب

 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 متوازي سطوح

 
 أثبت صحة ما يلي:الطلب الأول: 

𝟏     𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 علاضلأا يزاوتم راطقأ ةدعاق نم دجن 

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 
𝟐     𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  انيدل   ⃗ = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ، إذا   ⃗ 

𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝟑     𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐶𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      = 0⃗  

 ((-متساويان بإشارة )) متعاكسان قطران متوازيان 
 

دَا   وَأنََّ  الل   إلَِّ  إلِهََ  لَ  أنَْ  يشَْهَد وا حَتَّى النَّاسَ  أ قاَتلَِ  أنَْ  أ مِرْت   ": صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول   حَمَّ وْا اللِ  رَس وْل   م   الصَّلاةَ  وَي قِيْم 
كَاةَ  وَي ؤْت وا وا ذلَِكَ  فعَلَ وا فإَِذَا الزَّ  "تعَاَلىَ اللِ  عَلىَ وَحِسَاب ه مْ  الِإسْلامِ  بحَِقِِّ  إلَِّ  وَأمَْوَالَه مْ  دِمَاءهَمْ  مِنِّيِ عَصَم 
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𝟒     𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 بيترتلا ريغن :(1) ةقيرط 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗ قطر ⃗ 

+ 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐻𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  الأقطار متساوية

+ 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =⏟
𝐻𝐹𝐵𝐷 أقطار

𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 :(2) ةقيرط 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐺𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
ع النقاط  ,𝑃الطلب الثاني: وضّه 𝑄, 𝑅 :بحيث يكون 

𝟏     𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
(𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟ +
1

2
(𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗

⏟        
 

=
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟      
ليسا في متوازي أضلاع

 

 [𝑩𝑮]منتصف  𝑶لتكن 

=
1

2
(𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗)

=
1

2
(2 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

قطر  0⃗⃗=

) 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(2 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 0⃗ ) = 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .𝑂هي  𝑃إذا  

𝟐     𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) +
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗حيث   ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
=𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗

 قطر متوازي الأضلاع 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗     و  ⃗ = 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  قطران متوازيان ⃗ 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 [𝑮𝑬]منتصف  𝑶𝟏لتكن 

=
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗)

=
1

2
(𝐴𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(2𝐴𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂1𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      

=0⃗⃗ 

) = 𝐴𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 .𝑂1هي  𝑄إذا  

 

𝟑     𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 في متوازي الأضلاعلدينا 

−𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

=
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟      

𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

) − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

=
1

2
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐶𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 [𝑫𝑬]منتصف  𝑶𝟐حيث 

 .𝑂2هي  𝑅إذا  

 يساوي الطلب الثالث: عيّن شعاعا  

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 . 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗وأثبت أنّ هذا الشعاع مرتبط خطيا  بالشعاع 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗بما أن   في متوازي السطوح فهما مرتبطان.  𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗يوازي  ⃗ 

 الطلب الرابع: أوجد شعاعا  

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗وأثبت أنّ هذا الشعاع مرتبط خطيا  بالشعاع   ⃗. 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐺𝐹𝐸𝐷 قطر في

+ 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐹𝐵𝐻𝐷 قطر في

= 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗بما أن  𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗و   ⃗   .خطيا   لهما ذات الحامل فهما مرتبطان ⃗ 

 

 كَثرَْة   قَبْلِك مْ  مِنْ  الَّذِيْنَ  أهَْلكََ  فإَِنَّمَا اسْتطََعْت مْ؛ مَا مِنْه   فأتْ وا بهِِ  أمََرْت ك مْ  وَمَا فَاجْتنَبِ وه   عَنْه   نهََيْت ك مْ  مَا": صلى الله عليه وسلم اللِ  قاَلَ رَس ول  
 "أنَْبيِاَئِهِمْ  عَلىَ وَاخْتلِاف ه مْ  مَسَائلِِهِمْ 
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 --الارتباط الخطي لثلاثة أشعة--
,𝐶(: لتكن 3) مبرهنة 𝐵, 𝐴  ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة

المعرفة  𝑀هو مجموعة النقاط  (𝐴𝐵𝐶)عندئذٍ المستوي 
 بالعلاقة:

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛼, 𝛽 ∈ ℝ    حيث 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ونقول إنَّ   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  (𝐴𝐵𝐶)شعاعا توجيه في المستوي   ⃗ 

نقطة

شعاعين غير مرتبطين خطيا  
}𝑃 يتعين مستو 

 
  :تعريف

⟺إذا وجدت نقطة 𝑂 تجعل الأشعة طيا  خ , �⃗� مرتبطين  𝑣 , �⃗⃗�  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗� , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑣 , 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗�  
  تقع في مستوٍ واحد.

 
 :ملاحظة
, �⃗�إذا كان  𝑣   مرتبطين خطيا  عندئذٍ تكون النقاط𝑂, 𝐴, 𝐵  على

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗استقامة واحدة، عندئذٍ يوجد )مستو( يحوي  ،  𝐶والنقطة  ⃗ 

, �⃗� مرتبطين خطيا  وعندئذٍ  𝑣 , �⃗⃗� . 
 مبرهنة: 
 �⃗� , 𝑣 , �⃗⃗�   ثلاثة أشعة وبفرض�⃗� , 𝑣   ، ليسا مرتبطين خطيا
 عندئذٍ:

 ⟺ طيا  خ , �⃗� مرتبطين  𝑣 , �⃗⃗�  
∃ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, �⃗⃗� = 𝑎�⃗� + 𝑏𝑣  

منتصف الحرف  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 ،𝐼مكعب  (:18)صفحة  مثال

[𝐵𝐸]  و𝐽  منتصف الحرف[𝐹𝐺]  أثبت أن ،𝐼𝐽⃗⃗⃗  , 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 مرتبطة خطيا .

 
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا    ⃗, 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐼𝐽⃗⃗⃗ بدلالتهم نكتب  
 

غير مرتبطان ⇐ متعامدان ⇐ [
𝐴𝐵𝐹𝐸 ينتمي للمستوي 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐹𝐺𝐶 ينتمي للمستوي 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗
 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗وبالتالي   ⃗, 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  متعامدان، وبالتالي غير مرتبطان خطيا . ⃗ 

 
 ولدينا حسب علاقة شال:

 𝐼𝐽⃗⃗⃗  =  𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ +  𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗        (1) 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  =  𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ +  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗        (2) 
, (2)بجمع   نجد: (1)

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  =  𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ⏟    
=0⃗⃗ 

+ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ +  𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ ⏟      
=0⃗⃗ 

 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  =   𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  =  
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 وهو المطلوب.
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

�⃗⃗�  𝑣  

�⃗�  

     ⃗⃗ ⃗⃗  

     ⃗⃗ ⃗⃗  

ؤْمِنِيْنَ  أمََرَ  اللَ  وَإِنَّ  طَيِِّباَ   إلَِّ  يَقْبلَ   لَ  طَيِِّبٌ  تعَاَلَى اللَ  إِنَّ ": صلى الله عليه وسلم اللِ  قَالَ رَس ول   رْسَلِيْنَ  بِهِ  أمََرَ  بمَِا الم  س ل   أيَُّهَا )ياَ : فَقَالَ  الم   مِنَ  ك ل وا الرُّ
يِِّباَتِ  ثمَُّ  (172الآية البقرة: ( )رَزَقْناَك مْ  مَا طَيِِّباَتِ  مِنْ  ك ل وا آمَن وا الَّذِينَ  أيَُّهَا ياَ): ، وَقاَلَ )51الآية المؤمنون:) صَالِحا ( وَاعْمَل وا الطَّ

يْلُ السَّفَرَ أشَْعَثَ أغَْبَرَ، يَمُدُّ يَدَيْهه إهلَى السَّمَاء،ه جُلَ يطُه يَ بهالحَرَامه فأَنََّى  ذَكَرَ الرَّ ياَ رَبّه ياَ رَبّه، وَمَطْعَمُهُ حَرَام  ،وَمَشْرَبهُُ حَرَام ، وَغُذه
 " يسُْتجََابُ لذلك
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 كيف نثبت توازي مستقيم ومستو؟

 
 ؟كيف نثبت توازي مستويين

 
 
 

               
 (:20)صفحة  (1) تدرب

𝐴, 𝐵, 𝐶  ثلاث نقط متمايزة في الفراغ. هل الأشعة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيا ؟ ⃗ 
 نعم لأننا يمكن أن نكتب حسب علاقة شال

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 (:20)صفحة  (2) تدرب

𝐴, 𝐵, 𝐶 .ثلاث نقط متمايزة في الفراغ 

𝐸  نقطة تحقق𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗نقطة تحقق  𝐹و ⃗   ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  

,𝐹هل تقع النقاط  𝐸, 𝐶, 𝐵, 𝐴 في مستوٍ واحد؟ 

  (𝐴𝐵𝐶) المستوي في تقع نقطة 𝐸 أن نثبت 1

  (𝐴𝐵𝐶) المستوي في تقع نقطة 𝐹 أن نثبت 2

,𝐹عندئذٍ تكون النقاط  𝐸, 𝐶, 𝐵, 𝐴 في مستو واحد 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗من خلال الارتباط الخطي  1نثبت   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ، لدينا ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗لدينا من نص التمرين   ⃗ =
1

4
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ومنه: ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

4
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗من خلال الارتباط الخطي  2نثبت   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ، لدينا ⃗ 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗نعلم أنّ   ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ومنه  ⃗   ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

=
1

2
(4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗لدينا   ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه  ⃗   ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 وهو المطلوب.
 (:20)صفحة  (3) تدرب

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 مكععععب. 𝐼  منتصعععععععف الحرف[𝐸𝐹]  و𝐽 
 [𝐹𝐺]منتصف الحرف 

 ؟(𝐴𝐵𝐼)للمستوي  𝐽الطلب الأول: هل تنتمي 
وهو عامودي على المستوي  (𝐶𝐵𝐹𝐺)تنتمي للمستوي  𝐽كلا، 

(𝐴𝐵𝐼) 

, 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗الأشعة  تقع هلالطلب الثاني:  𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  في مستو واحد؟ ⃗ 
𝐽  لا تنتمي للمستوي(𝐴𝐵𝐼)  فالأشعة

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  لا تقع في مستو واحد ⃗ 

كيف نثبت توازي مستقيم ومستو؟

شعاعيا   هندسيا  

نجد مستقيم في المستوي يوازي المستقيم الأول

ين؟كيف نثبت توازي مستوي

شعاعيا  

نوجد شعاعين غير مرتبطين في الأول

ينوجد شعاعين غير مرتبطين في الثان

هندسيا  

ولنثبت مستقيمين متقاطعين في الأ

لثانييوازيان مستقيمين متقاطعين في ا

�⃗�   شعاع توجيه لـ𝑑  نجد𝐵 و 𝐴  في المستوي يحققان�⃗� = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

     𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  بحيث  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    ,𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطيا    

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    ,𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطيا    

بْطه رَسُوله اللهه  دٍ الحَسَنه بنه عَلهيّ بنه أبهي طالبٍ سه يَ اللهُ عَنْهُمَا قاَلَ: حَفهظْتَ  صلى الله عليه وسلم عَنْ أبَهي مُحَمَّ نْ رَسُوْله وَرَيْحَانتَههه رَضه مه
 "يرَِيْب كَ  لَ  مَا إلِىَ يَرِيْب كَ  مَا دَعْ  " :  صلى الله عليه وسلم اللهه 
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  (:20)صفحة  (4) تدرب
𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه. 𝑀  للعلاقة نقطة محققة 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗عبر عن  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بععدلالععة   ⃗⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  تنتمي  𝑀. واسعععععععتنت  أنَّ ⃗ 
 . (𝐴𝐵𝐶)للمستوي 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
ندخل 𝐵 باستخدام شال

+
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟

ندخل 𝐵 باستخدام شال

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟       

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ مرتبط مع  ⃗⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ومنه  ⃗  يقع في المستوي   ⃗⃗
(𝐴𝐵𝐶) 

 (:20)صفحة  (5) تدرب

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 فيه .مكعب 𝑀 :نقطة تحقق 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

3
 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗          (1) 

 نقطة تحقق:  𝑁و 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗         (2) 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗الطلب الأول: أثبت أن    ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ نكتب  العلاقة نستخدم ثم شال من بالاستفادة ⃗ 

  𝐷 لادخا بعد الثانية العلاقةو 𝐴 لادخا بعد الأولى

 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗         (∗) 
 (1)لدينا من 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟ =
1

3
 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟  

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      =
1

3
 (𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      ) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
2

3
 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
2

3
 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
(𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟       

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = − 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗         (3) 

 نجد: (2)ومن 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
 (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
 (𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗       (4) 

,(3)نعوض   (∗)في  (4)

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

=
1

3
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − (− 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 المطلوب.وهو 

𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗الطلب الثاني: هل الأشعة   ⃗, 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيا ؟ ⃗ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) السابق الطلب من استفد   ( المفتاح هي ⃗ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
( 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
=−𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
(−𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗فالأشعة   ⃗, 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيا . ⃗ 
 (:20)صفحة  (6) تدرب

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 مكعب. 𝐼   و𝐽  و𝐾  و𝐿 بالترتيب منتصفات 
[𝐴𝐵]  و[𝐵𝐶]  و[𝐶𝐺] و[𝐴𝐸] و .𝑀  النقطعععة المحققعععة
 للعلاقة:

3 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  
 ؟ 𝐴𝐸𝐵هي مركز ثقل المثلث  𝑀الطلب الأول: لماذا 

سْنِ  مِنْ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه   " يَعْنيِْهِ  لَ  مَا ترَْك ه   المَرْءِ  إِسْلامِ  ح 
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𝐴𝐸𝐵  مثلث فيه𝐸𝐼  متوسط 

 تقع أنها نثبت 𝐴𝐸𝐵 للمثلث ثقل مركز 𝑀 أنَّ  نثبت كي

 المتوسط( )رأس 𝐸 عن تبعد) معينة بنسبة المتوسط على

 (المتوسط طول ثلثي قدرها مسافة

 لدينا 

3 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
2

3
 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

 𝐴𝐸𝐵مركز ثقل للمثلث  𝑀إذا  

𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗طريقة ثانية: بأن تثبت أنَّ  ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

 

, 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗الطلب الثاني: هل الأشعة  𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ , 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيا ؟ 

 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗  هي مفتاح الحل 

𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗   عمود على𝐴𝐵𝐹𝐸  ،𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗    عمود على𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗   عمود على𝐶𝐷𝐻𝐺  ،𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗    عمود على𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 بدلالتهم  𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗إذا  لا يمكن كتابة 

 إذا  غير مرتبطين خطيا  

 إذا  غير واقعين بمستوٍ واحد

 --المعلم في الفراغ--

 (:42)صفحة  (1) تدرب

 𝐶(0,−2,2)و 𝐵(2,−1,3)و 𝐴(3,5,2)نتعععأمعععل النقعععاط 

فععععي معععععععععلععععم  𝐹(8,13,3)و 𝐸(3,9,2)و 𝐷(−2,5,1)و

(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) .للفراغ 

الطلب الأول: احسعععععب إحداثيات منتصعععععفات القطع المسعععععتقيمة 
[𝐴𝐵] و[𝐶𝐷] و[𝐸𝐹]. 

[𝐴𝐵]منتصف (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

)

= (
5

2
, 2,
5

2
) 

[𝐶𝐷]منتصف (
𝑥𝐶 + 𝑥𝐷
2

,
𝑦𝐶 + 𝑦𝐷
2

,
𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2

)

= (−1,
3

2
 ,
3

2
) 

[𝐸𝐹]منتصف (
𝑥𝐸 + 𝑥𝐹
2

,
𝑦𝐸 + 𝑦𝐹
2

,
𝑧𝐸 + 𝑧𝐹
2

)

= (
11

2
, 11 ,

5

2
) 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗الأشعة  احسب مركباتالطلب الثاني:   ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) = (
−1
−6
1
) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝑥𝐷 − 𝑥𝐶
𝑦𝐷 − 𝑦𝐶
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

) = (
−2
7
−1
) 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝑥𝐹 − 𝑥𝐸
𝑦𝐹 − 𝑦𝐸
𝑧𝐹 − 𝑧𝐸

) = (
5
4
1
) 

بحيث يكون الرباعي  𝐾عين إحداثيات النقطة : لثالطلب الثا
𝐴𝐵𝐶𝐾 متوازي أضلاع. 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺  𝐴𝐵𝐶𝐾 متوازي أضلاع

,𝐾(𝑥إذا فرضنا  𝑦, 𝑧) :  فإنَّ

𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
−𝑥

−2 − 𝑦
2 − 𝑧

) = (
−1
−6
1
) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝑥 = 1, 𝑦 = 4, 𝑧 = 1 

 .𝐾(1,4,1)ومنه 

 جد مركبات كل من الشعاعين: رابعالطلب ال

𝑣 = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗ = �⃗�   و   ⃗  3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

�⃗� = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3(
−1
−6
1
) + 2(

−2
7
−1
)

= (
−7
−4
1
) 

𝑣 = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 2(
−1
−6
1
) −

1

2
(
−2
7
−1
) + 3(

5
4
1
)

=

(

 
 

14

−
7

2
11

2 )

 
 

 

it's easy 

 " لِنفَْسِهِ  ي حِبُّ  مَا لأخَِيْهِ  ي حِبَّ  حَتَّى أحََد ك مْ  ي ؤمِن   لَ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه 
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 (:24)صفحة  (2) تدرب

;𝑂)في معلم  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  للفراغ. نعطي إحداثيات أربع من رؤوس

المرسوم جانبا ، وهي   𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻متوازي السطوح 
𝐴(2,1, ,𝐵(1,3و  (1−  𝐶(−3,2,0)و  (1−

 . جد إحداثيات الرؤوس الأربعة الأخرى. 𝐸(3,−1,3)و

𝐸(3,−1,3) 𝐶(−3,2,0) 𝐵(1,3, −1) 𝐴(2,1, −1) 

:في م  توازي الأضلاع، نعلم أنَّ

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(𝑥𝐸 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐸 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴)
= (𝑥𝐹 − 𝑥𝐵 , 𝑦𝐹 − 𝑦𝐵, 𝑧𝐹 − 𝑧𝐵) 

(1, −2,4) = (𝑥𝐹 − 1, 𝑦𝐹 − 3, 𝑧𝐹 + 1) 

⟹ {
𝑥𝐹 − 1 = 1 ⇒ 𝑥𝐹 = 2
𝑦𝐹 − 3 = −2 ⇒ 𝑦𝐹 = 1
 𝑧𝐹 + 1 = 4 ⇒ 𝑧𝐹 = 3

⇒ 𝐹(2,1,3)  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(𝑥𝐷 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐷 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴)
= (𝑥𝐶 − 𝑥𝐵, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐵, 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) 

(𝑥𝐷 − 2, 𝑦𝐷 − 1, 𝑧𝐷 + 1) = (−4,−1,1) 

⟹ {
𝑥𝐷 − 2 = −4 ⇒ 𝑥𝐷 = −2
𝑦𝐷 − 1 = −1 ⇒ 𝑦𝐷 = 0
 𝑧𝐷 + 1 = 1 ⇒ 𝑧𝐷 = 0

⇒ 𝐷(−2,0,0)  

 

𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(𝑥𝐺 − 𝑥𝐹 , 𝑦𝐺 − 𝑦𝐹 , 𝑧𝐺 − 𝑧𝐹)
= (𝑥𝐶 − 𝑥𝐵, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐵, 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) 

(𝑥𝐺 − 2, 𝑦𝐺 − 1, 𝑧𝐺 − 3) = (−4,−1,1) 

⟹ {

𝑥𝐺 − 2 = −4 ⇒ 𝑥𝐺 = −2
𝑦𝐺 − 1 = −1 ⇒ 𝑦𝐺 = 0
 𝑧𝐺 − 3 = 1 ⇒ 𝑧𝐺 = 4

⇒ 𝐺(−2,0,4)  

𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(𝑥𝐻 − 3, 𝑦𝐻 + 1, 𝑧𝐻 − 3) = (−4,−1, 1) 

⟹ {
𝑥𝐻 − 3 = −4 ⇒ 𝑥𝐻 = −1
𝑦𝐻 + 1 = −1 ⇒ 𝑦𝐻 = −2
 𝑧𝐻 − 3 = 1 ⇒ 𝑧𝐻 = 4

 

⇒ 𝐻(−1,−2,4)  

  
 (:24)صفحة  (3) تدرب

;𝑂)لعععدينعععا في معلم  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  للفراغ، النقعععاط𝐴(3,0, −1) 

,𝐶(1,2و 𝐵(−2,3,2)و −2) . 

 . [𝐴𝐵]منتصف  𝐼الطلب الأول: جد إحداثيات النقطة 

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

) ⇒ 𝐼 (
1

2
,
3

2
,
1

2
) 

 .𝐶بالنسبة إلى  𝐼نظيرة  𝐷الطلب الثاني: جد إحداثيات النقطة 

𝐷  نظيرة𝐼  بالنسبة إلى𝐶:  ، أي أنَّ

𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝑥𝐶 − 𝑥𝐼 , 𝑦𝐶 − 𝑦𝐼 , 𝑧𝐶 − 𝑧𝐼)
= (𝑥𝐷 − 𝑥𝐶 , 𝑦𝐷 − 𝑦𝐶 , 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶) 

(
1

2
,
1

2
,−
5

2
) = (𝑥𝐷 − 1, 𝑦𝐷 − 2, 𝑧𝐷 + 2) 

⇒

{
 
 

 
 𝑥𝐷 − 1 =

1

2
⇒ 𝑥𝐷 =

3

2

𝑦𝐷 − 2 =
1

2
⇒ 𝑦𝐷 =

5

2

 𝑧𝐷 + 2 = −
5

2
⇒ 𝑧𝐷 = −

9

2

, 𝐷 (
3

2
,
5

2
,−
9

2
)  

 

 "المعلم ليس بالضرورة متجانس"

 التي تحقق العلاقة: 𝑀الطلب الثالث: جد إحداثيات النقطة 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

سْلِم   امْرِئ   دَم   يحَِلُّ  ل " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  : بإِحْدَى إلَِّ  م  انِيْ، الثَّيِِّب   ثلَاث   لِدِيْنِهِ  وَالتَّارك   باِلنَّفْسِ، وَالنَّفْس   الزَّ
فاَرِق    "للجمَاعَةِ  الم 
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𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥𝑀 + 2
𝑦𝑀 − 3
𝑧𝑀 − 2

) = (
−5
3
3
) + 3(

−2
2
−1
) 

⇒ {
𝑥𝑀 + 2 = −5 − 6 ⇒ 𝑥𝑀 = −13
𝑦𝑀 − 3 = 3 + 6 ⇒ 𝑦𝑀 = 12
 𝑧𝑀 − 2 = 3 − 3 ⇒ 𝑧𝑀 = 2

 

⟹ 𝑀(−13,12,2)  

 التي تحقق العلاقة 𝑁الطلب الرابع: جد إحداثيات النقطة 

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

(
−2
2
−1
) = (

𝑥𝑁 − 1
𝑦𝑁 − 2
𝑧𝑁 + 2

)⟹ 𝑁(−1,4, −3)  

 (:24)صفحة  (4) تدرب

,𝐴(2,3لععدينععا النقطتععان  . جععد إن أمكن، 𝐵(5,−1,0)و (2−
 المحققة للعلاقة المفروضة   𝑀في كل حالة، إحداثيات النقطة 

1  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
2 − 𝑥𝑀
3 − 𝑦𝑀
−2 − 𝑧𝑀

) = 2(
3
−4
2
) 

⇒ {
2 − 𝑥𝑀 = 6 ⇒ 𝑥𝑀 = −4
3 − 𝑦𝑀 = −8 ⇒ 𝑦𝑀 = 11
−2 − 𝑧𝑀 = 4 ⇒ 𝑧𝑀 = −6

 , 𝑀(−4,11,−6)  

2  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ⇒ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗    , 𝑀 أيا   كانت 

 تحقق المساواة. 𝑀وهذا يناقض الفرض، إذا  لا يوجد 

3  3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥𝑀 − 5
𝑦𝑀 + 1
𝑧𝑀

) = 3(
−3
4
−2
) 

⇒ {
𝑥𝑀 − 5 = −9 ⇒ 𝑥𝑀 = −4
𝑦𝑀 + 1 = 12 ⇒ 𝑦𝑀 = 11
𝑧𝑀 = −6 ⇒ 𝑧𝑀 = −6

 , 𝑀(−4,11,−6)  

 :نَّ أ ظحلا 

3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

2 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
−𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= 0⃗ ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .1وهي ذات المعادلة الأولى 

4   𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
𝐵𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴وهي غير محققة إلا عندما  = 𝐵 غير محقق من ، وهذا
  الفرض.

 (:24)صفحة  (5) تدرب

 𝐵(3,2,1)و 𝐴(2,3,0) اطالنقعععع لتقع 𝑏و 𝑎أيمكن تعيين 
,𝑀(𝑎و 𝑏,    على استقامة واحدة. (2

𝑨 و𝑩 و𝑴 واحدة استقامة على ⇔ 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و𝑩𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  مرتبطين ⃗ 

𝑀(𝑎, 𝑏, 2) 𝐵(3,2,1) 𝐴(2,3,0) 

𝐴𝐵 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (1, −1,1) 

𝐵𝑀 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑎 − 3, 𝑏 − 2,1) 

𝐵𝑀 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐴𝐵 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ (𝑎 − 3, 𝑏 − 2,1) = 𝑘(1,−1,1) 

{

𝑘 = 1

𝑏 − 2 = −1 ⇒ 𝑏 = 1

𝑎 − 3 = 1 ⇒ 𝑎 = 4

 

 (:24)صفحة  (6) تدرب

,�⃗� (2 الشعععاعان ليكون 𝑎أيمكن تعيين  𝑎, ,𝑣 (1و (5 −2, 𝑎) 
   مرتبطين خطيا ؟ 

 يحقق: 𝑘 يقيقح ددع داجيإ نكمأ اذإ 
𝑣 = 𝑘�⃗�  

(1, −2, 𝑎) = 𝑘(2, 𝑎, 5) 

{
 
 

 
 2𝑘 = 1 ⇒ 𝑘 =

1

2
1

2
𝑎 = −2 ⇒ 𝒂 = −𝟒

5𝑘 = 𝑎 ⇒ 𝒂 =
𝟓

𝟐

 

 .𝑎وهذا تناقض، إذا  لا يمكن تعيين 

 (:24)صفحة  (7) تدرب

تقع  𝐶و 𝐵و 𝐴في كل من الحالات الآتية، بيّن إذا كانت النقاط 
 على استقامة واحدة؟

𝑨 و𝑩 و𝑪 واحدة استقامة على ⇔ 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  مرتبطين 

1  𝐴(3,−1,2), 𝐵(0,2,4), 𝐶(2,0, −3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,3,2) , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−2,−7) 
−3

2
=
3

−2
≠
2

7
⟹  المركبات غير متناسبة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فالشعاعان  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗  غير مرتبطين خطيا ، وبالتالي النقاط لا  ⃗ 
 تقع على استقامة واحدة.

2  𝐴(−4,1,3), 𝐵(−2,0,5), 𝐶(0, −1,7) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1,2) , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1,2) ⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 وبالتالي النقاط تقع على استقامة واحدة.

تْ، أوَ خَيْرَا   فَلْيقَ لْ  الآخِرِ  وَاليوَْمِ  باِللهِ  ي ؤمِن   كَانَ  مَنْ  " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُوْلُ اللهه   الآخِرِ  وَاليوَمِ  باِللهِ  ي ؤمِن   كَانَ  وَمَنْ  لِيَصْم 
 "ضَيْفهَ   فلَْي كْرِمْ  الآخِرِ  واليوَمِ  باِللهِ  ي ؤمِن   كَانَ  ومَنْ  جَارَه ، فَلْي كْرِمْ 
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3  𝐴(1,−1,0), 𝐵(1,−1,4), 𝐶(1, −1,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (0,0,4)⏟    
4(0,0,1)

 , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (0,0, −7)⏟      
−7(0,0,1)

 

⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
4

7
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فالشعاعان  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗  مرتبطين خطيا ، وبالتالي النقاط تقع على  ⃗ 
 استقامة واحدة.

 --المسافة في الفراغ--

 (:27)صفحة  (1) تدرب

 في كل من الحالات الآتية:  �⃗⃗�و  𝑣و  �⃗�احسب نظيم 

1  �⃗� (2, −2,3), 𝑣 (4, −4,−2), �⃗⃗� (4,1, −2) 

‖�⃗� ‖ = √22 + (−2)2 + 32 = √17 

‖𝑣 ‖ = √42 + (−4)2 + (−2)2 = √36 = 6 

‖�⃗⃗� ‖ = √42 + 12 + (−2)2 = √21 

2  �⃗� = 2𝑖 − 3𝑗  ,

𝑣 = 𝑖 + 5�⃗�  , �⃗⃗� = √2𝑖 − √3𝑗 + �⃗�  

‖�⃗� ‖ = √22 + (−3)2 + 02 = √13 

‖𝑣 ‖ = √12 + 02 + 52 = √26 

‖�⃗⃗� ‖ = √√2
2
+ (−√3)

2
+ 12 = √6 

 (:27)صفحة  (2) تدرب

قععائم؟ هععل هو متسععععععععاوي  𝐴𝐵𝐶فيمععا يععأتي، بين هععل المثلععث 
 الساقين؟ هل هو متساوي الأضلاع؟

1  𝐴(1,3, −1), 𝐵(3,6, −2), 𝐶(0,4,0) 

,[𝐴𝐵] الأضلاع أطوال حساب [𝐵𝐶], [𝐴𝐶] 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,3,−1) ⇒ 𝐴𝐵 = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √4 + 9 + 1

= √14 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−2,2) ⇒ 𝐵𝐶 = ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √9 + 4 + 4

= √17 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,1) ⇒ 𝐴𝐶 = ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √1 + 1 + 1

= √3 

نلاحظ أنَّ المثلث غير متساوي الأضلاع ولا الساقين، لكن نجد 
:  أنَّ

𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 

 .𝐴المثلث قائم في  عكس فيثاغورثإذا  حسب 

 

2  𝐴(1,3, −2), 𝐵(2,−1,0), 𝐶(6, −3,−1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−4,2) ⇒ 𝐴𝐵 = √1 + 16 + 4 = √21 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4, −2,−1) ⇒ 𝐵𝐶 = √16 + 4 + 1 = √21 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(5, −6,1) ⇒ 𝐴𝐶 = √25 + 36 + 1 = √62 

 نلاحظ أن المثلث غير قائم ولا متساوي الأضلاع، ولكن 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 .إذا هو متساوي الساقين 

  
 (:27)صفحة  (3) تدرب

نا النقطتان  ,𝐴(5,2لدي قاط 𝐵(3,0,1)و (1−  𝐶. بيّن أيّ الن
، في [𝐴𝐵]تنتمي إلى المسعععععععتوي المحوري للقطعة  𝐸أو 𝐷أو

,𝐶(−2,5حالة  ,𝐷(1,1و (2−  .𝐸(3,2,1)و (3−

 النقاط مجموعة هو مستقيمة لقطعة المحوري المستوي

 نفسها المسافة طرفيها عن تبعد التي

𝐵(3,0,1) 𝐶(−2,5, −2) 𝐴(5,2, −1) 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(5, −5,3) 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−7,3, −1) 

𝐶𝐵 = √25 + 25 + 9 = √59 𝐴𝐶 = √49 + 9 + 1 = √59 

⟸ 𝐴𝐶 = 𝐶𝐵  النقطة𝐶 تنتمي للمستوي المحوري 

𝐵(3,0,1) 𝐷(1,1,−3) 𝐴(5,2, −1) 

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2, −1,4) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−4,−1,−2) 

𝐷𝐵 = √4 + 1 + 16 = √21 𝐴𝐷 = √16 + 1 + 4 = √21 

⟸ 𝐴𝐷 = 𝐷𝐵  النقطة𝐷 تنتمي للمستوي المحوري 

𝐵(3,0,1) 𝐸(3,2,1) 𝐴(5,2, −1) 

𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −2,0) 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0,2) 

𝐸𝐵 = √0 + 4 + 0 = 2 𝐴𝐸 = √4 + 0 + 4 = 2√2 

⟸ 𝐴𝐸 ≠ 𝐸𝐵  النقطة𝐸 لا تنتمي للمستوي المحوري 

 

لنَّبيّه  يَ اللهُ عَنْهُ أنََّ رَجُلا  قاَلَ له نهيْ، قَال : صلى الله عليه وسلم عَنْ أبَهي هُرَيْرَةَ رَضه  " تغَْضَبْ  لَ :"  أوَصه
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 (:27)صفحة  (4) تدرب

قاط  مل الن تأ ,𝐴(1,1ن ,𝐵(√2,−√2و (2√ نظيرة  𝐶، و(0

𝐴  بة إلى المبدأ مثلث قائم  𝐴𝐵𝐶. أثبت أن المثلث 𝑂بالنسععععععع
 ومتساوي الساقين.

𝐶  نظيرة𝐴  بالنسبة إلى المبدأ𝑂   إذا ، 

𝐶(−1,−1, −√2) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2,2√2) ⇒ 𝐴𝐶 = √4 + 4 + 8 = 𝟒 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1 − √2,−1 + √2,−√2) ⇒ 

𝐵𝐶 = √(−1 − √2)
2
+ (−1 + √2)

2
+ (−√2)

2

= √1 + 2 + 2√2 + 1 + 2 − 2√2 + 2 = 𝟐√𝟐 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 − √2, 1 + √2, √2) ⇒ 

𝐵𝐴 = √(1 − √2)
2
+ (1 + √2)

2
+ (√2)

2

= √1 + 2 − 2√2 + 1 + 2 + 2√2 + 2 = 𝟐√𝟐 

𝐵𝐶حيث  𝐵واضح أنَّ المثلث متساوي الساقين رأسه  = 𝐵𝐴 

 نتأكد من أنه قائم باستخدام عكس فيثاغورث

𝐵𝐶2 + 𝐵𝐴2 = 𝐴𝐶2 

8 + 8 = 16 

 𝐵العلاقة محققة فهو قائم في 

 

 (:27)صفحة  (5) تدرب

,𝐴(2,3نتأمل النقاط  ,𝐵(2,8و (1− ,𝐶(7,3، و(1− −1) 
تقع  𝐸و 𝐷و 𝐶و 𝐵. أثبععت أنّ 𝐸(5,3,3)و 𝐷(1,−3,3)و

  .𝐴 على كرة واحدة مركزها

 متساوي 𝐴 عن النقاط بعد كان إذا

𝐴𝐵 = √(0)2 + (8 − 3)2 + (0)2 = 5 

𝐴𝐶 = √(7 − 2)2 + 0 + 0 = 5 

𝐴𝐸 = √(5 − 2)2 + 0 + (3 + 1)2 = 5 

 𝐴 تقع على دائرة واحدة مركزها 𝐸و 𝐶و 𝐵أنَّ النقاط  نلاحظ
 ، ويكون لها المعادلة 5ونصف قطرها 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 1)2 = 25 

  
 لا تقع على نفس الدائرة 𝐷(1,−3,3)بينما نلاحظ أنّ النقطة 

𝐴𝐷 = √(1 − 2)2 + (−3 − 3)2 + (3 + 1)2

= √53 

 --مركز الأبعاد المتناسبة--

 (:31)صفحة  (1) تدرب

بالاسعععععععتفادة من المعلومات المبينة في الشعععععععكل المجاور، عينّ 
 ليتحقق ما يلي: 𝑑و 𝑐و 𝑏و 𝑎الأعداد الأربعة 

 

1 𝐾  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 𝑎) و(𝐷, 𝑑). 

= 𝐾𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗من الرسم نجد أنَّ   2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  أي ⃗ 

𝐾𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐴)مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  𝐾وبالتالي  ,𝐷)و (2 1). 

𝑎أي  = 2𝑑 ≠ 0. 

. ك لِِّ  عَلىَ الِإحْسَانَ  كَتبََ  اللَ  إنَِّ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه   فأَحَْسِن وا ذبَحَْت مْ  وَإذَِا القِتلَْةَ، فأَحَْسِن وا قتَلَْت مْ  فإَِذَا شَيء 
بْحَةَ،  " ذبَيِْحَتهَ   وَلْي رِحْ  شَفْرَتهَ ، أحََد ك مْ  وَلْي حِدَّ  الذِِّ
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2 𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 𝑏) و(𝐶, 𝑐). 

فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  [𝐵𝐶]منتصف  𝐼أنَّ بما 
(𝐵, ,𝐶)و (1 𝑏. أي (1 = 𝑐 ≠ 0. 

3 𝐺 اط المثقلة مركز الأبعاد المتناسبة للنق(𝐴, 𝑎) و(𝐷, 𝑑) 

,𝐵)و 𝑏) و(𝐶, 𝑐). 

مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  𝐺 نّ أ لكشلا نم ظحلان 
(𝐼, ,𝐾)و (3 2) ، 

,𝐼)كانت  [𝐵𝐶]منتصف  𝐼 ولما كانت  مركز أبعاد متناسبة  (3

,𝐶)للنقطتين 
3

2
) , (𝐵,

3

2
). 

+ 𝐾𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗وبما أنَّ  2𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ,𝐾)كانت   0⃗ مركز الأبعاد  (2

,𝐷)المتناسبة للنقطتين 
2

3
) , (𝐴,

4

3
). 

 أو يمكن القول بشكل أعم أنّ 

𝑎 + 𝑑

2
=
𝑏 + 𝑐

3
⇒
3

2
𝑑 =

2

3
𝑏 ⇒ 9𝑑 = 4𝑏 

 يمكن اختيار أي ثوابت تحقق العلاقاتأي 

{
𝑎 = 2𝑑
𝑏 = 𝑐
9𝑑 = 4𝑏

 

 (:31)صفحة  (2) تدرب

 ، في حالة 𝐴𝐵𝐶عين مركز ثقل المثلث 

𝐴(−4,−1,2), 𝐵(−2,1,0), 𝐶(6,3, −5) 

هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث 
(𝐴, ,𝐵)و (1 ,𝐶)و (1  ، ومنه:(1

𝑥𝐺 =
𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
,  

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
, 

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 

𝑥𝐺 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
=
0

3
= 0 

𝑦𝐺 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
=
3

3
= 1 

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
=
−3

3
= −1 

,𝐺(0,1ومنه  −1). 

 

 (:31)صفحة  (3) تدرب

 .𝐶و 𝐵و 𝐴لدينا ثلاث نقاط في الفراغ 

 تحقق  𝑀الطلب الأول: أثبت وجود نقطة وحيدة 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  

هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀نلاحظ من العلاقة أنَّ 
,𝐴)المثقلة  1), (𝐵, 1), (𝐶, 1حيث  (1− + 1 − 1 ≠ 0 

نقطة وحيدة  𝑀ووفقا  لتعريف مركز الأبعاد المتناسبة تكون 
  تحقق ما سبق.

 نلاحظ أيضا  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗وفق الانسحاب الذي شعاعه  𝐴صورة  𝑀أي أنَّ   ⃗. 

ثاني: ما القول عن  على  𝐶و 𝐵و 𝐴عندما تكون  𝑀الطلب ال
 استقامة واحدة؟

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
تنتمي  𝑀، فإنَّ صورتها  (𝐵𝐶)نقطة من المستقيم  𝐴بما أنَّ 

 أيضا ، أي أنّ النقاط الأربعة على استقامة واحدة. (𝐵𝐶)لـ 

 𝐴عندما لا تقع   𝐴𝐶𝐵𝑀الطلب الثالث: ما القول عن الرباعي 
  على استقامة واحدة؟ 𝐶و 𝐵و

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
على  𝐶و 𝐵و 𝐴نستنت  من هذه العلاقة عندما لا تكون النقاط 

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐶𝐵𝑀استقامة واحدة يكون الرباعي 

 (:31)صفحة  (4) تدرب

عععدد حقيقي غير معععدوم ولا  𝑘ربععاعي وجوه و 𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 
 النقاط المعرفة بالعلاقات: 𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼 . لتكن1يساوي 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑘 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝑘 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ = 𝑘 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  و ⃗ 

𝐶𝐿⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑘 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   أنَّ  الطلب الأول: أثبت

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗    (∗) 

 تقع في مستوٍ واحد. 𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼واستنت  أنَّ النقاط الأربع 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = −𝑘 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 𝑘(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗    (1) 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟       

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐿𝐶⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑘 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝑘(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗    (2) 

𝐼𝐽⃗⃗⃗محققة، وأنّ  (∗)أنَّ العلاقة  (2)و (1)من   = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗ أي أن  ⃗ 
تقع في  𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼، فالنقاط  (𝐿𝐾)يوازي  (𝐼𝐽)المستقيم 

 .مستوٍ واحد

 ؟   𝐼𝐽𝐾𝐿: ما طبيعة الشكل الرباعي ثانيالطلب ال

𝐼𝐽⃗⃗⃗بما أنَّ   = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  متوازي أضلاع. 𝐼𝐽𝐾𝐿فالرباعي  ⃗ 

يِّئِةََ  وَأتَبِْعِ  ك نْتَ، حَيْث مَا اللَ  اتَّقِ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  هَا، الحَسَنَةَ  السَّ ل ق   النَّاسَ  وَخَالِقِ  تمَْح   "حَسَن   بِخ 
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 --تمارين إضافية عن فكرة الأبعاد المتناسبة للتمكين  --

,𝛼أوجد (: 1) تمرين 𝛾  لتكون𝐴  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐵, 𝛼), (𝐶, 𝛾)

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
3

8
⟹ 8𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 8𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐵)مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐴ومنه  8), (𝐶, −3) 

 أو بأسلوب آخر:

8𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 0⃗ ⟹ 5𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

−3

5
 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐺قطعة مستقيمة عين  𝐴𝐵(: 2) تمرين

(𝐴, 2⏟
𝛼

) , (𝐵, 3⏟
𝛽

) 

 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐺قطعة مستقيمة عين  𝐴𝐵(: 3) تمرين

(𝐴,−1⏟
𝛼

) , (𝐵, 2⏟
𝛽

) 

 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝛼(: أوجد 4) تمرين 𝛽, 𝛾  لتكون𝐺  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾) تحقق 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 للنقاط السابقة، إذا   مركز أبعاد متناسبة 𝐺الحل: 

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 لدينا 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 

0⃗ = −𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

0⃗ = 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 2 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

0⃗ = 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 2 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

0⃗ = 4⏟
𝛽

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3⏟
𝛼

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2⏟
𝛾

 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝐴, 3), (𝐵, 4), (𝐶, 2) 

مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐻قطعة مستقيمة عين  𝐴𝐵(: 5) تمرين

(𝐴, 1⏟
𝛼

) , (𝐵, 2⏟
𝛽

) 

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 أو

𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 0⃗ ⟹ 𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2(𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

3𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝛼(: أوجد 6) تمرين 𝛽  لتكون𝑀  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽) تحقق 

1     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
2

7
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = 2, 𝛼 + 𝛽 = 7 ⟹ 𝛼 = 5 

2    2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = −1, 𝛼 + 𝛽 = 2 ⟹ 𝛼 = 3 

3    𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = −3, 𝛼 + 𝛽 = 1 ⟹ 𝛼 = 4 

  ةقلاعلا 

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 تكافئ

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 للحدين الثاني والثالث من العلاقة 𝐴 لاخدإب  تنت ثيح 

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐺𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 𝛾 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐺𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 0⃗  

,𝛼 عين ،مثلث 𝐴𝐵𝐶(: 7) تمرين 𝛽, 𝛾 لتكون 𝑀  مركز أبعاد

,𝐴) نقاطهمتناسبة ل 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)، حيث تحققوب 

1    𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = 2 , 𝛾 = −1 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛼 = 0 

كَ  إِنِّي غ لامَ   ياَ " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  َ  ت جَاهَكَ، تجَِده   اللَ  احْفظَِ  يحَفظَك، اللَ  احْفظَِ  : كَلِمَات   أ عَلِِّم   وَإذِاََ  اللَ، فاَسْألَِ  سَألَْتَ  إِذاَ
ة أنََّ  وَاعْلمَ باِلِله، فَاسْتعَِن اسْتعََنتَ   وإنِ لَك، الل   كَتبَهَ   قدَ بِشيء   إلِ يَنْفعَ وكَ  لمَْ  بشِيء   يَنفعَ وكَ  أن عَلىَ اجْتمََعتَ لو الأ مِّ

وكَ  أنَْ  عَلىَ اجِْتمََعوا فعتَ عَليَْكَ، الل   كَتبَهَ   قدَ بشيء   إل يَضروك لمَْ  بِشيء   يضَ رُّ ف   وَجَفِّتِ  الأقَْلام ، ر   "الصُّح 
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2   𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛼 = 1 , 𝛾 = −1 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛽 = 1 

3   𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛼 = 3 , 𝛽 = 2 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛾 = −4 

4   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

2

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = 2 , 𝛾 = 1 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛼 = 1 

,𝛼(: انطلاقا  من الشكل المجاور أوجد 8) تمرين 𝛽, 𝛾  لتكون𝐼 
,𝐴)مركز أبعاد متناسبة لـ  𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)   واستنت𝜆 

 التي تحقق

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 
 

𝐵′  منتصف⟸ [𝐴𝐶]  فهي مركز أبعاد متناسبة لـ 

(𝐴, 1), (𝐶, 1)⏟        
2=1+1 مجموع الوزنين

(𝐵′,2)

 

𝐼  منتصف[𝐵𝐵′]  أي للنقطتين نفس الوزن( فهي مركز أبعاد(
 متناسبة 

(𝐵′, 2), (𝐵, 2)⏟        
(𝐼,4)

 

,𝐼)ومنه حسب الخاصة التجميعية   مركز أبعاد متناسبة لـ  (4

(𝐴, 1), (𝐵, 2), (𝐶, 1) 

مركز أبعاد  𝐺 ،𝐺في  𝐴𝐵ويقطع  𝐼مار من  𝐺𝐶لدينا 
,𝐴)متناسبة لـ  1), (𝐵,  ، أي(2

1𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝜆 = 2 

 

بصفتها مركز أبعاد  𝐶و 𝐵و 𝐴عبر عن النقاط (: 9) تمرين
  متناسبة للنقطتين المتبقيتين.

 

1 𝐵  مركز أبعاد متناسبة 

(𝐴, 2), (𝐶, 3) ⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

5
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2 𝐴  مركز أبعاد متناسبة 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
3

2
⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

−3

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝐵, 5), (𝐶, −3) 

3 𝐶  مركز أبعاد متناسبة 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
2

3
⟹ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

−3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝐴, 2), (𝐵,−5) 

 [𝐵𝐶]من  𝐸رباعي وجوه فيه  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن (: 10) تمرين

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗تحقق   ⃗ = 2 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   النقطة ،𝐼  منتصف[𝐷𝐸] و𝐺  تحقق

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  :المطلوب . 

,𝛼 عين 1 𝛽, 𝛾, 𝛿  لتكون𝐺  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾), (𝐷, 𝛿) 

 

 (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)⏞        , (𝐷, 𝛿)
⏞            ⏞                

 

 لدينا

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 2 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 

(𝐸, ,𝐵)مركز أبعاد متناسبة لـ  (3 1), (𝐶, 2) 

𝐼منتصف  و[𝐷𝐸]   إذا𝐸 و𝐷  لهما الثقل نفسه(𝐷, 3), (𝐸, 3)⏟        
(𝐼,6)

 

,𝐼)وتكون  ,𝐵)مركز أبعاد متناسبة لـ (6 1), (𝐶, 2), (𝐷, 3) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

6⏞
𝐼 ثقل

18
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟹ 

𝛼 = 18 − 6 = 12 

دْه   اللَ  احِفظِ  "أخرى وفي رواية  فْ  أمََامَكَ، تجَ  خاءِ  في اللِ  إلى تعَرََّ  يكَ ن لمَْ  أخَطأكَ  مَا أن وَاعْلمَ الشِّدةِ، في يعَرِفْكَ  الرَّ
بْرِ، مَعَ  النَّصْرَ  أنَّ  وَاعْلمَْ  لِي خطِئكَ، يكَ ن لمَْ  أصََابكََ  وَمَا لِي صيبكَ،  " ي سرا   الع سرِ  مَعَ  وَأنََّ  الكَربِ، مَعَ  الفَرَجَ  وَأنََّ  الصَّ
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,𝐼)مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐺إذا   ,𝐴)و (6 12)، 

 مركز أبعاد متناسبة للنقاط 𝐺ومنه تكون 

(𝐵, 1), (𝐶, 2), (𝐷, 3), (𝐴, 12) 

 التي تحقق 𝑀 عين 2

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐴𝐷𝐸)تنتمي للمستوي  𝑀ثم استنت  أنَّ 

منتصف  𝐼ونستفيد من أنَّ  𝐼 يناثلا فرطلل لخدن 
[𝐷𝐸] 

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ 

 

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ⏟    
0⃗⃗ 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

 .𝐼طبوقة على  𝑀ومنه 

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ثلاثة أشعة مرتبطة خطيا  إذا  تقع في مستوٍ واحد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ا إنَِّ  " صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  ةِ  كَلامَِ  مِن الناَس   أدَرَكَ  مِمَّ  " شِئتَ  مَا فاصْنَعْ  تسَتحَْيِ  لَم إذِا الأ ولىَ النُّب وَّ
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 --معادلة أسطوانة ومخروط  --

 --معادلة أسطوانة--

في معلم متجانس  (0,0,7)النقطة التي احداثياتها  𝐴لتكن 

;𝑂)معطى في الفراغ  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) نتأمل الأسطوانة المولدة من ،

حول المستقيم  𝑂𝐴𝐵𝐶من المستطيل  [𝐵𝐶]دوران الضلع 
(𝑂𝐴) حيث ،𝐴𝐵 = نقطة متحولة من  𝑀، ولتكن 3

 . 𝐻هو  [𝑂𝐴]الأسطوانة مسقطها القائم على القطعة المستقيمة 

,𝑀(𝑥نفترض أنَّ  .1 𝑦, 𝑧) ما احداثيات .𝐻 َّ؟ أثبت أن

 تحقق العلاقتين  𝑀احداثيات 

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥2  و  7 + 𝑦2 = 9 

 𝑀𝐻 = 3  

,𝑀(𝑥المسقط القائم للنقطة  𝐻بما أنَّ  𝑦, 𝑧)  على المحور𝑂𝑧 
,0,0)تكون  𝐻فإحداثيات  𝑧) وهي نقطة من ،[𝑂𝐴]    إذا 

0 ≤ 𝑧 ≤ 7   

𝑀𝐻وبما أنَّ  = 𝑀𝐻2فإنَّ  3 =  ، أي9

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2 = 9 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

,𝑀(𝑥بالعكس إذا كانت  .2 𝑦, 𝑧) نقطة من الفراغ تحقق .

0إحداثياتها  ≤ 𝑧 ≤ 𝑥2  و  7 + 𝑦2 = فأثبت  9

𝑀𝐻أنَّ  =  تقع على الأسطوانة. 𝑀واستنت  أنَّ  3

من الأسطوانة إذا كان بعدها عن محور الأسطوانة  𝑀تكون 
𝑂𝑧  أي إذا كان 3يساوي ،𝑀𝐻 = على  𝑀مسقط  𝐻حيث  3

 محور الأسطوانة،

,𝑀(𝑥ولما كانت  𝑦, 𝑧)  َّفإن𝐻(0,0, 𝑧) 0حيث ≤ 𝑧 ≤ 7   
 كما في الفرض.

 

 𝑀𝐻لنحسب 

𝑀𝐻2 = (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2 

𝑀𝐻2 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑥2ولما كان من الفرض  + 𝑦2 =  ، فإنَّ  9

𝑀𝐻2 = 9 ⟹ 𝑀𝐻 = 3 

تنتمي للأسطوانة المفروضة، وتكون معادلة  𝑀ومنه فإنّ النقطة 
 هذه الأسطوانة:

  𝑥2 + 𝑦2 = 9 , 0 ≤ 𝑧 ≤ 7   

 𝐷(3,0,3)أي النقاط الآتية تقع على الأسطوانة  .3

,𝐸(√3و √6,  .𝐹(1,3,1)و (4

 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 , 0 ≤ 𝑧 ≤ 7 

𝐹(1,3,1) 𝐸(√3, √6, 4) 𝐷(3,0,3) 

لا تحقق معادلة 
 الأسطوانة )لا تقع(

تحقق معادلة 
 الأسطوانة 

تحقق معادلة 
 الأسطوانة

1 + 32 ≠ 9 
3 + 6 = 9 

0 ≤ 𝑧 = 4 ≤ 7 

32 + 0 = 9 

0 ≤ 𝑧 = 3 ≤ 7 

4. (a)  جد معادلة للأسطوانة التي محورها(𝑂, 𝑗 ) 

 .2ونصف قطرها  𝑂وقاعدتها الدائرة التي مركزها 

 لتحديد أسطوانة 

{
 
 

 
مركز قاعدتها 

نصف قطرها

(الارتفاع) المحور 

  

 ارتفاع الأسطوانة فإنَّ معادلتها: ℎإذا كان 

  𝑥2 + 𝑧2 = 4 , 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ   

4. (b)  أعد السؤال(a)  في حال مركز قاعدة الأسطوانة

 .𝑄(0,8,0)هو النقطة 

 ارتفاع الأسطوانة فإنَّ معادلتها: ℎإذا كان 

  𝑥2 + 𝑧2 = 4 , 8 ≤ 𝑦 ≤ ℎ + 8 

,𝑂)جد معادلة للأسطوانة التي محورها  .5 𝑖 )  ومركز

 .6√ونصف قطرها  𝑇(3,0,0)قاعدتها 

 ارتفاع الأسطوانة فإنَّ معادلتها: ℎإذا كان 

  𝑦2 + 𝑧2 = 6 , 3 ≤ 𝑥 ≤ ℎ + 3 

 

سْلامه أبَيْ عمْرَةَ سُفْيَانَ بنه عَبْده اللهه رضي الله عنه قَالَ: قلُْتُ يَا رَسُوْلَ اللهه  عَنه أبَيْ عَمْرٍو، وَقهيْلَ، قلُْ لهيْ فهي الإه
 " استقَِمْ  ث مَّ  باللهِ  آمَنْت   ق لْ : " قوَْلا  لاَ أسَْألَُ عَنْهُ أحََدَا  غَيْرَكَ؟ قاَلَ 
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,𝑀(𝑥صف مجموعة النقط  .6 𝑦, 𝑧)  التي تحقق

 إحداثياتها العلاقات 

1 ≤ 𝑧 ≤ 4 ∶   𝑥2 + 𝑦2 = 25 

واقعة على أسطوانة مركز قاعدتها النقطة  𝑀نقاط مجموعة ال
 ، وارتفاعها 𝑂𝑧، ومحورها 5ونصف قطرها  (0,0,1)

ℎ = 4 − 1 = 3 

 

 

 

 --مخروطمعادلة --

في معلم متجانس  (0,0,5)النقطة التي احداثياتها  𝐴لتكن 

;𝑂)معطى في الفراغ  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )المولد من  مخروط، نتأمل ال

حول  𝐴القائم في  𝑂𝐴𝐾 ثلثمن الم [𝑂𝐾]دوران الضلع 
𝐴𝐾حيث ،(𝑂𝐴)المستقيم  = 2. 

مسقطها القائم على  𝐻نقطة من المخروط و 𝑀لتكن  .1

 . [𝑂𝐴]القطعة المستقيمة 

(a)  َّأثبت أن 

𝑀𝐻2 =
4

25
OH2    ثم     

𝑀𝐻

𝑂𝐻
=
2

5
 

(b)  اكتب المساواة السابقة بدلالة إحداثيات𝑀  ولتكن

(𝑥, 𝑦, 𝑧)  وأثبت أنه إذا كانت𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  نقطة من

 المخروط كان:

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥2  و  5 + 𝑦2 −
4

25
𝑧2 = 0 

 تتناسب الأضلع أو من 𝑂𝐴𝐾و 𝑂𝐻𝑀من تشابه المثلثين 

tan𝐻𝑂�̂� = tan 𝐴𝑂�̂� 

𝑀𝐻

𝑂𝐻
=

𝐴𝐾⏞
نصف قطر الدائرة

𝑂𝐴
=
2

5
⟹ 𝑀𝐻2 =

4

25
OH2 

,𝑀(𝑥إنَّ مسقط  𝑦, 𝑧)  على𝑂𝑧  هو𝐻(0,0, 𝑧)  حيث 

0 ≤ 𝑧 ≤ 5   

 

 وبالتالي:

𝑀𝐻2 =
4

25
OH2 ⟹ 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2 =
4

25
𝑧2 

يّه رضي الله عنه أنََّ رَجُلا  سَألََ النبيعَنْ أبَيْ عَبْده اللهه جَابهره بنه عَبْده اللهه   صَلَّيْت   إذِا أرََأيَتَ : " فقَاَلَ  صلى الله عليه وسلم الأنَْصَاره
مْت   الحَلالََ، وَأحَللَت   رَمَضانَ، وَص مْت   المَكْت وباَتِ، ل شَيئا   ذلَِكَ  عَلى أزَِدْ  وَلمَْ  الحَرَامَ، وَحَرَّ  " نعَمَْ  قاَلَ: ؟ الجَنَّة أدَخ 
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  ومنه معادلة المخروط:

𝑥2 + 𝑦2 −
4

25
𝑧2 = 0;      0 ≤ 𝑧 ≤ 5 

,𝑀(𝑥بالعكس لتكن  .2 𝑦, 𝑧)  نقطة من الفراغ تحقق

 إحداثياتها العلاقات 

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥2   و  5 + 𝑦2 −
4

25
𝑧2 = 0 

𝑧أثبت أنه إذا كان  ≠ كان  0
𝑀𝐻

𝑂𝐻
=
2

5
تقع  𝑀، واستنت  أنَّ  

𝑧على المخروط، ولا تنسى حالة  = 0 . 

,𝐻(0,0فإنَّ  𝑂𝑧على  𝑀مسقط  𝐻بفرض  𝑧)  حيث 

0 ≤ 𝑧 ≤ 5   

 لدينا

𝑀𝐻2 = (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2

= 𝑥2 + 𝑦2 

OH2 = 0 + 0 + (𝑧 − 0)2 = 𝑧2 

 ولدينا من الفرض 

𝑥2 + 𝑦2⏟    
𝑀𝐻2

−
4

25
𝑧2⏟
OH2

= 0 ⟹ 𝑀𝐻2 =
4

25
OH2 

⟹𝑀𝐻 =
2

5
OH ⟹⏟

𝑧≠0

𝑀𝐻

𝑂𝐻
=
2

5
 

𝑀𝐻

𝑂𝐻
=
2

5
=
𝐴𝐾

𝑂𝐴
 

فهي من المخروط  [𝑂𝐾]نقطة من الضلع  𝑀وبالتالي فإنّ 
 حتما .

𝑧في حال كانت  =  𝑀ومنه  𝑂(0,0,0)تنطبق على  𝐻فإنّ  0
 نقطة من المخروط وضوحا . 𝑂أيضا ، و 𝑂تنطبق على 

عين من بين النقاط الآتية تلك التي تقع على المخروط  .3

 مبررا  إجابتك 

𝑇(2,2√3, 10), 𝑆(1,1,3), 𝑅(−2,1,5), 𝑄(2,0,5) 

𝑥2 + 𝑦2 −
4

25
𝑧2 = 0;      0 ≤ 𝑧 ≤ 5 

𝑆(1,1,3) 𝑇(2,2√3, 10) 

 لا تحقق المعادلة لا تحقق المعادلة

12 + 12 −
4

25
32 ≠ 0 0 ≤ 𝑧 = 10 ≰ 5 

𝑄(2,0,5) 𝑅(−2,1,5) 

 لا تحقق المعادلة تحقق المعادلة

4 + 0 −
4

25
25 = 0 

0 ≤ 𝑧 = 5 ≤ 5 

4 + 1 −
4

25
25 ≠ 0 

1 ≠ 0 
 

 

 
 

,𝑂)ومحوره  𝑂اكتب معادلة للمخروط الذي رأسه  .4 𝑖 ) 

ونصف   𝐵(4,0,0)وقاعدته الدائرة التي مركزها 

 .3قطرها 

,𝐻(𝑥، وليكن 𝑂𝑥في هذه الحالة محور المخروط هو  0,0) 
0وحيث  𝑂𝑥على المحور  𝑀مسقط  ≤ 𝑥 ≤ 4 

𝑀𝐻

𝑂𝐻
=
3

4
 

 والمعادلة تكون:

𝑦2 + 𝑧2 −
4

25
𝑥2 = 0;      0 ≤ 𝑥 ≤ 4 

 

 
 
 

، والحَمْدُ للهه تمَْلأُ الميزانَ، وسبُْحَانَ اللهه والحَمْدُ للهه تمَْلآنه  " صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُوْلُ اللهه  يْمَانه مَا بيَْنَ  -أوَ تمَْلأُ  -الطُّهُورُ شَطْرُ الإه
ة  لكََ أوَ عَليَْكَ، كُلُّ النَّ السَّمَاءه  ياَء ، وَالقرُْآنُ حُجَّ بْرُ ضه ، وَالصَّ دَقةَُ برُْهَان  ، والصَّ ، وَالصَّلاةُ نوُر  اسه يغَْدُو فبَاَئهع  والأرَْضه

 "نفَْسَهُ فمَُعْتهقهَُا أوَ مُوبهقهَُا
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 -- تمرينات ومسائل الوحدة الأولى --

 (35)صفحة  :المسألة الأولى

𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه. 𝐼  منتصعععف[𝐴𝐵] 𝐽  منتصعععف[𝐶𝐷] 
 [𝐼𝐽]منتصف  𝑂و 

 
 الفراغالطلب الأول: املأ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + ⋯⋯⋯+ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑫𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

:  استنت  أنَّ

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 لدينا

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الطلب الثاني: بسط كلا  من

1  𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2  𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 استنت  أنَّ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐽⃗⃗⃗   

 مع ملاحظة المنتصفات نجد المطلوب. 2و  1بجمع 

 الطلب الثالث: 
 لماذا؟ (1

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗نصف قطر متوازي الأضلاع المنشأ على   𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗لأن  𝑂𝐵⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  ⃗. 

 لماذا؟ (2

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗و   𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗نصف قطر متوازي الأضلاع المنشأ على   𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗لأن   ⃗. 

 استنت 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐼𝐽⃗⃗⃗منتصف  𝑂وملاحظة  2)و  1)بجمع   . 

 

 الطلب الرابع:
: [𝐵𝐶]منتصف  𝐿و  [𝐴𝐷]منتصف  𝐾لتكن   أثبت أنَّ

𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 لدينا:

𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

=
1

2
( 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

− 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 وبالمثل نجد:

𝐿𝐽⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗نجد  من النتيجتين 𝐿𝐽⃗⃗  متوازي أضلاع. 𝐼𝐾𝐽𝐿فالشكل  ⃗ 

 

 (35: )صفحة ثانيةالمسألة ال

𝐴𝐵𝐶𝐷 وضّع على الشكل النقاط... .رباعي وجوه 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ بالنسبة لـععععععع 𝐼 بين وضع الطلب الأول: مركز  𝐼والمحققة  ⃗ 

,𝐵)الأبعاد المتناسبة  2), (𝐴, 1). 
 لدينا 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⏟ + 2 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة  𝐽الطلب الثاني:  1), (𝐶, 2) 

2 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

2 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   

مْت   إِنِِّيْ  عِبَادِيْ  ياَ:"فيمَا يَرْويه عَنْ رَبّههه عزَّ وجل أنََّهُ قاَلَ  صلى الله عليه وسلم عَن النبي لْمَ  حَرَّ مَا   بَيْنَك مْ  وَجَعَلْت ه   نَفْسِيْ  عَلَى الظُّ حَرَّ وْا، فَلا م   يَا تظََالَم 
ونِيفاسَْتَ  أطَْعَمْت ه   مَنْ  إِلَّ  جَائِعٌ  ك لُّك مْ  عِبَادِيْ  ياَ أهَْدِك مْ، فاَسْتهَْد وْنِي هَدَيْت ه   مَنْ  إِلَّ  ضَالٌّ  ك لُّك مْ  عِباَدِيْ   عَار   ك لُّك مْ  عِبَادِيْ  ياَ أ طْعِمْك مْ، طْعِم 
وْنِيْ  جَمِيْعاَ   الذُّن وْبَ  أغَْفِر   وَأنََا وَالنَّهَارِ  بِاللَّيْلِ  ت خْطِئ وْنَ  إِنَّك مْ  عِباَدِيْ  يَا أكَْس ك مْ، فاَسْتكَْس وْنِيْ  كَسَوْت ه   مَنْ  إلَِّ   ياَ لَك مْ، أغَْفِرْ  فاَسْتغَْفِر 

يْ  تبَْل غ وْا لَنْ  إِنَّك مْ  دِيْ عِباَ وْنِيْ  ضَرِِّ رُّ  ... فَتنَْفَع وْنِيْ  نَفْعِيْ  تبَْل غ وْا وَلَنْ  فَتضَ 
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مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾الطلب الثالث: 
(𝐵, 2), (𝐴, ,𝐷) و         ⏟(1 1), (𝐶, 2)⏟         

 .𝐽و  𝐼لتساوي الثقلين في  [𝐼𝐽]منتصف  𝐾تقع 
(𝐼, 3), (𝐽, 3) 

,(𝐵,−2)مركز الأبعاد المتناسبة  𝐿الطلب الرابع:  (𝐴, 1) 

 𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐿𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2(𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

−𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة  𝑀الطلب الخامس:   (𝐵,−2)و (1

 .(𝐶,−1) و

(𝐵,−2), (𝐴, 1)⏟        
(𝐿,−1)

,𝐶) و −1) 

 [𝐿𝐶]فهي منتصف 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة  𝑁الطلب السادس:   (𝐵,−2)و (1
,𝐷)و  (𝐶,−1) و 1). 

(𝐵,−2), (𝐴, 1), (𝐶, −1)⏟              
(𝑀,−2)

,𝐷) و 1) 

 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2(𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0⃗  

 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
 (35: )صفحة المسألة الثالثة

 في المقولات الآتية، بين الصحيح من الخطأ معللا  إجابتك.
1. 𝐴𝐵𝐶  .مهما كانتمثلث 𝐷  من الفراغ كانت الأشعععة

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗و   𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطة خطيا . ⃗ 

خارج المستوي (𝐴𝐵𝐶) لا يمكن أن تكون الأشعة 

 مرتبطة لأنها ليست على استقامة واحدة
} 1

                   
داخل المستوي (𝐴𝐵𝐶)  نعم

∃𝛼, 𝛽: 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
} 2

}
 
 

 
 

𝐷 

2. 𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه و𝐼 نقطة تحقق 

2𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 على أحد حروف رباعي الوجوه. 𝐼عندئذٍ تقع 

 خطأ،

2𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟  

2𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⏟    + 𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⏟    + 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ⏟     

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

𝐼  منتصف𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نتأمل الأشعة  .3  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ نفترض أن أي شعاعين  ⃗ 
مرتبطين خطيا ، عندها تكون الأشعة  ليسامنها 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  غير مرتبطة خطيا . ⃗ 
 نميز حالتين

1 في مستو واحد مرتبطة                

2 ليست في مستو واحد غير مرتبطة
} 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 

 𝐵(2,−√5,−2)و 𝐴(5,1,3)النقاط  .4

 .𝐾(2,0,1)متساوية البعد عن  𝐶(3,−3,3)و
 العبارة صحيحة لأنَّ 

𝐴𝐾2 = 14, 𝐵𝐾2 = 14, 𝐶𝐾2 = 14 
النقاط  .5

𝐹(5,1,1), 𝐸(1,2,6), 𝐷(0,−2,0), 𝐶(4,0,0) 
للقطعة المستقيمة التي  المحوريتنتمي إلى المستوي 

,𝐵(2,2,0)طرفيها  𝐴(4, −2,2). 
 :المستوي المحورينكتب معادلة 

,𝑀(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧) ،من هذا المستوي 

𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 ⟹ 
(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 0)2 
= (𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 2)2 

 ومنه 

𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0  

 نعوض كل نقطة:
𝐶 تقع في المستوي و𝐷 تقع و𝐹  ،تقع𝐸 تقع في المستوي. ل 

 (36: )صفحة المسألة الرابعة

 --إثبات وقوع نقاط في مستو واحد--

(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) والنقاط معلم متجانس ،𝐴(2,0,1) 

𝐸(3,1,2), 𝐷(−3,−5,6), 𝐶(5,5,0), 𝐵(1,−2,1) 
,𝐴أثبت أنَّ النقاط  𝐵, 𝐶, 𝐷  تقع في مسععععععتوٍ واحد𝒫 وبين إذا ،

 تنتمي إلى المستوي. 𝐸كانت 

 
الرسم هنا غير مطلوب ولن يساعدك في الحل كثيرا  )عليك 

 بحل المسألة تحليليا (

لَك مْ  أنََّ  لوَْ  عِباَدِيْ  ياَ  ... ل   قَلْبِ  أتَقَْى عَلَى كَان وْا وَجِنَّك مْ  وَإِنْسَك مْ  وَآخِرَك مْ  أوََّ لْكِيْ  فَيْ  ذَلِكَ  زَادَ  مَا مِنْك مْ  وَاحِد   رَج   لوَْ  عِباَدِيْ  ياَ شَيْئاَ . م 
لَك مْ  أنََّ  ل   قلَْبِ  فْجَرِ أَ  عَلَى كَان وْا وَجِنَّك مْ  وَإِنْسَك مْ  وَآخِرَك مْ  أوََّ لْكِيْ  مِنْ  ذَلِكَ  نَقصََ  مَا مِنْك مْ  وَاحِد   رَج  لَك مْ  أنَّ  لَوْ  عِبَادِيْ  يَا شَيْئاَ ، م   أوََّ

وْا وَجِنَّك مْ  وَإنْسَك مْ  وَآخِرَك مْ  ا ذلَِكَ  نَقصََ  مَا مَسْألََتهَ   وَاحِد   ك لَّ  فَأعَْطَيْت   فَسَألَ وْنِيْ  وَاحِد   صَعِيْد   فِيْ  قَام   المِخْيطَ   يَنْق ص   كَمَا إِلَّ  عِنْدِيْ  مِمَّ
 ... البَحْرَ، أ دْخِلَ  إذَاَ
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 خطوات الحل الحل:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ مثلا   مرتبطين غير شعاعين نوجد 1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

  (𝐴𝐵𝐶) المستوي في واقعة 𝐷 أنَّ  نثبت 2

غير مرتبطين 

لأن المركبات غير متناسبة
{
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,−2,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,5,−1)
1  

𝐴𝐷⃗⃗لنرى إمكانية كتابة  2 ⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗بدلالة  ⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ ، 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−5,−5,5) =? 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛼 = −10
𝛽 = −5

⇐ {

−5 = −𝛼 + 3𝛽
−5 = −2𝛼 + 5𝛽

5 = −𝛽
 

,𝐴إذا  النقاط  𝐵, 𝐶, 𝐷 .واقعة في مستوٍ واحد 

 ؟النقط الأربعة مستويإلى  𝐸هل تنتمي 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ عاعش دوجو نع ثحبن   في المستوي بحيث ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(1,1,1) = 𝛼(−1,−2,0) + 𝛽(3,5, −1) 

𝛼بحلهععا نجععد  = 𝛼 و 3− = وبععالتععالي لا يمكن تحقق  4−
 لا تنتمي. 𝐸، إذا  المعادلات لوجود قيمتين

 (73: )صفحة خامسةالمسألة ال
 --تقاطع مستقيمينإثبات --

(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) طتين، والنقمعلم متجانس 𝐴(3,−1,1)  و

𝐵(3,−3, ,�⃗� (1,0، والشعاعان (1− ,𝑣 (2,1و (2− −3) 
𝑑  مستقيم مار من𝐴  وموجه بالشعاع�⃗�  
𝑑′  مستقيم مار من𝐵  وموجه بالشعاع𝑣  

 .𝐼متقاطعان، ثم أوجد نقطة تقاطعهما  ′𝑑و  𝑑أثبت أنَّ 

 متوازيين غير ′𝑑و𝑑  أنّ  ثبتن 1

  واحد مستوٍ  في يقعان 2

 
 لعدم تناسب المركبات  𝑣لا يوازي   �⃗�لأنَّ  ′𝑑لا يوازي  𝑑إنَّ  1

1

2
≠
0

1
≠
−2

−3
  

: ′𝑑و  𝑑لنبحث عن وجود  2  بمستوٍ واحد، يكفي أن نبرهن أنَّ

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيا    𝑣و  �⃗�و ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,−2,−2) 
,𝛼والسؤال هل يوجد  𝛽 ∈ ℝ بحيث 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼�⃗� + 𝛽𝑣  
 الجواب نعم 
𝛼 = 𝛽و  4 =  فالمستقيمان يقعان بمستوٍ واحد. 2−
 نقطة التقاطع 𝐼لإيجاد 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛼 �⃗� ⟸ 𝑑 من 𝐼

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛽 𝑣 ⟸ 𝑑′ من 𝐼
} 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = (𝑥 − 3, 𝑦 + 1, 𝑧 − 1) 

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = (𝑥 − 3, 𝑦 + 3, 𝑧 + 1) 

 
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛼 �⃗�  𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛽 𝑣  

𝑧 + 2𝑥 = 7 , 𝑦 = −1 𝑥 = 7, 𝑦 = −1, 
𝑧 = −7 

 تحقق المعادلة، إذا  
𝐼 = (7,−1,−7) 

 (83)صفحة : سادسةالمسألة ال
 --التوازي في الفراغ--

= 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗تحقق  [𝐶𝐷]نقطة من  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 .𝐼مكعب 
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ،

= 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗تحقق  [𝐵𝐶]من  𝐽والنقطة 
3

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ ، أثبت أنَّ المستقيم  ⃗ 

(𝐻𝐼)  يوازي المستوي(𝐸𝐺𝐽). 

 

𝐻𝐼⃗⃗  أنّ  ثبتن  المستوي في متقاطعين بمستقيمين يرتبط  ⃗⃗

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  مرتبطة السابقة الثلاثة الأشعة أنَّ  نثبت أي  𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ و⃗ 

∃𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ∶ 𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗     ∗ 

,𝛼)حتى نستطيع تعيين الإحداثيات وإيجاد المجاهيل  𝛽) 

;𝐴)  نختار المعلم 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  فنجد (⃗ 

𝐼 (
1

4
, 1⏟
مسقطها على 𝐴𝐷 هو 𝐷 و 𝐷 بعدها عن 𝐴 يساوي 1

, 0) 

 يلَ وْمَنَّ  فلَاَ  ذلَِكَ  غَيْرَ  وَجَدَ  وَمَنْ  اللَ  فَليحَْمَدِ  خَيْرَا   وَجَدَ  فمََنْ  إيَِّاهَا أ وَفِّيِْك مْ  ث مَّ  لكَ مْ  أ حْصِيْهَا أعَْمَال ك مْ  هِيَ  إِنَّمَا عِباَدِيْ  ياَ   ...

 " نفَْسَه   إِلَّ 
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𝐻(0, 1⏟
مسقطها على 𝐴𝐷 هو 𝐷 و 𝐷 بعدها عن 𝐴 يساوي 1

, 1) 

𝐽 ( 1⏟
مسقطها على 𝐴𝐵 هو 𝐵 و 𝐵 بعدها عن 𝐴 يساوي 1

 ,
3

4
, 0) 

𝐻(0,1,1) 𝐼 (
1

4
, 1,0) 

𝐸(0,0,1) 𝐽 (1,
3

4
, 0) 

𝐸(0,0,1) 𝐺(1,1,1) 

 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = (
1

4
, 0, −1) 

𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ = (1,
3

4
, −1) 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,1,0) 
 نجد: ∗نعوض في 

𝛼 = −
3

4
  , 𝛽 = 1 

 (93: )صفحة سابعةالمسألة ال
 --مقطع مكعب بمستو  --

ثلاث نقاط من الأحرف  𝑃و 𝑁و 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 .𝑀مكعب 

[𝐹𝐺]و [𝐸𝐹]و [𝐴𝐸]  بالترتيب، أوجد مقطع المكعب
 .(𝑀𝑁𝑃)بالمستوي 

 

 مستويين مستوٍ  قطع إذا فكرة: على الحل يعتمد

  متوازيين بمستقيمين يقطعهما ⟸ متوازيين

فهو يقطع  (𝑀𝑁)بالمستقيم  (𝐴𝐵𝐹𝐸)يقطع  (𝑀𝑁𝑃)نلاحظ 
 ، (𝐷𝐶𝐺𝐻)المستوي الموازي له 

 

 
 لنبحث عن المستقيم المشترك للمستويين

(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐷𝐶𝐺𝐻) 

(𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗   و𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗   يقعان في نفس المستوي(𝐸𝐹𝐺𝐻)  وغير
 (نقطة تقاطعهما 𝑄متوازيين فهما متقاطعان، ولتكن 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗نرسم موازي لـ  𝑄من  ، ويقطع 𝑅في  𝐺𝐶يقطع الحرف  ⃗ 
𝐷𝐶  في𝑆. 

بالفصل المشترك  (𝐷𝐶𝐺𝐻)يقطع  (𝑀𝑁𝑃)نستنت  أنَّ 
(𝑹𝑺). 

 بالمثل نبحث عن المستقيم المشترك بين المستويين
(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐴𝐵𝐶𝐷) 

الموجود فيه  (𝐸𝐹𝐺𝐻)يوازي  (𝐴𝐵𝐶𝐷))لاحظ أنّ المستوي 
 ((𝑁𝑃)المستقيم 

مستقيما  موازيا  لـ  [𝐷𝐶]الموجودة على  𝑆نرسم من النقطة 

(𝑁𝑃)  يقطع(𝐴𝐷)  في𝑇. 
 الفصل المشترك للمستويين. (𝑺𝑻)فيكون 

 كذلك نبحث عن المستقيم المشترك بين المستويين
(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐸𝐴𝐷𝐻) 

𝑀 مشتركة بين المستويين 
 (𝑀𝑇)الفصل المشترك 

𝑇 مشتركة بين المستويين 
 المستقيم المشترك بين المستويينو

(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐴𝐵𝐹𝐸) 
𝑀 مشتركة بين المستويين 

 (𝑀𝑁)الفصل المشترك 
𝑁 مشتركة بين المستويين 

 المستقيم المشترك بين المستويينو
(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐸𝐹𝐺𝐻) 

𝑁 مشتركة بين المستويين 
 (𝑁𝑃)الفصل المشترك 

𝑃 مشتركة بين المستويين 
 المستقيم المشترك بين المستويينو

(𝑀𝑁𝑃)  و(𝐹𝐵𝐶𝐺) 
𝑃 مشتركة بين المستويين 

 (𝑃𝑅)الفصل المشترك 
𝑅 مشتركة بين المستويين  

نْ أصَحَابه رَسُوله اللهه  الله: ذهََبَ أهَلُ  يَارَسُولَ  صلى الله عليه وسلم قَالوا للنَّبي صلى الله عليه وسلم عَنْ أبَي ذَرٍّ رضي الله عنه قال: أنََّ أنَُاسَا  مه
مْ، قَ  ، يصَُلُّوْنَ كَمَا نصَُلّهيْ، وَيَصُوْمُوْنَ كَمَا نَصُوْمُ، وَيَتصََدَّقوُْنَ بفضُُوْله أمَْوَالههه  ... :الَ الدثوره بهالأجُوره
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  (39: )صفحة المسألة الثامنة
 --حساب مسافة--

عمودي على  [𝐵𝐸] وقاعدته مربع. 𝐸رأسه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 هرم

𝐸𝐵، (𝐴𝐵𝐶𝐷)المستوي  = 𝐴𝐵و  2√4 = 4. 

𝑀  نقطة من القطعة[𝐸𝐷]  3تحقق 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  𝑃، لتكن ⃗ 
المسقط  𝐻و  (𝐴𝐵𝐶𝐷)على المستوي  𝑀المسقط القائم للنقطة 

 . (𝐴𝐵)على المستقيم  𝑃القائم للنقطة 
 .[𝑀𝐻]احسب طول القطعة المستقيمة 

 المثلثات، تشابه خلال من إما للحل طريقتين هناك

 قائمة زاوية )ولديك مسافة حساب) الاشعة باستخدام أو

  (متجانسا   معلما   خذ ⟸ الشكل( في

 
 𝑀𝑃𝐻من المثلث  [𝑀𝐻]: الفكرة منها حساب الطريقة الأولى

 ، 𝑃القائم في 

𝐻𝑀2 = 𝑀𝑃2⏟
تشابه المثلثين
𝐷𝐸𝐵
𝐷𝑀𝑃

+ 𝑃𝐻2⏟
تشابه المثلثين
𝐵𝐴𝐷
𝐵𝑃𝐻

 

𝐵𝐷 =  𝑃، ومنه 𝐸𝐷لأنه قطر المربع وهو مسقط  2√4
 .𝐵𝐷على مستوي المربع تقع على القطر  𝑀مسقط 

, 𝐷𝐸𝐵من تشابه المثلثين  𝐷𝑀𝑃  نستنت 

𝐷𝑀

𝐷𝐸
=
𝑀𝑃

𝐸𝐵
⟹
1

3
=
𝑀𝑃

4√2
⟹ 𝑀𝑃 =

4√2

3
 

 :𝐸𝐵𝐷ويكون حسب تالس في المثلث 
𝐵𝑃

𝐵𝐷
=
2

3
 

, 𝐵𝐴𝐷ومن تشابه المثلثين  𝐵𝑃𝐻  لتوازي(𝑃𝐻  مع𝐴𝐷 
 )العمودان على مستقيم واحد متوازيان(( نجد:

𝐵𝑃

𝐵𝐷
=
𝑃𝐻

𝐴𝐷
⟹
2

3
=
𝑃𝐻

4
⟹ 𝑃𝐻 =

8

3
 

 ، 𝑃القائم في  𝑀𝑃𝐻ومن المثلث 

𝐻𝑀2 = 𝑀𝑃2 + 𝑃𝐻2 

𝐻𝑀2 = (
4√2

3
)

2

+ (
8

3
)
2

=
32

9
+
64

9
=
96

9

⟹ 𝐻𝑀 =
4√6

3
 

 

;𝐵)بأخذ الطريقة الثانية:  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) معلم متجانس حيث 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑖  , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑗  , 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4√2 �⃗�  
 وبالتالي:

𝐷(4,4,0) 

𝐸(0,0,4√2) 

 بالاستفادة من العلاقة: 𝑀نحدد احداثيات النقطة 

3 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

3(𝑥 − 4, 𝑦 − 4, 𝑧 − 0) = (−4, −4,4√2) 

⟹ 𝑥 =
8

3
 , 𝑦 =

8

3
 , 𝑧 =

4√2

3
⟹ 𝑀(

8

3
,
8

3
,
4√2

3
) 

𝑃  المسقط القائم للنقطة𝑀  على(𝐴𝐵𝐶𝐷) :وبالتالي 

𝑃 (
8

3
,
8

3
 ,0) 

𝐻  المسقط القائم للنقطة𝑃  على المستقيم(𝐴𝐵) 

𝐻 (
8

3
 , 0,0) 

 ومنه 

𝑀𝐻2 = (
8

3
−
8

3
)
2

+ (
8

3
− 0)

2

+ (
4√2

3
− 0)

2

 

𝑀𝐻2 =
64

9
+
32

9
=
96

9
 

⟹𝑀𝐻 =
4√6

3
 

 

ق وْنَ؟ مَا لكَ مْ  الل   جَعلََ  قدَْ  أوََليَْسَ ... "  دَّ  تهَْلِيْلةَ   وَك لِِّ  صَدَقةَ   تحَْمَيْدَة   وَك لِِّ  صَدَقةَ   تكَْبِيْرَة   وَك لِِّ  صَدَقةَ. تسَْبِيْحَة   بكِ لِِّ  إنَِّ  تصََّ
وْف   وَأمَْرٌ  صَدَقةٌَ  نْكَر   عَنْ  وَنهَْيٌ  صَدَقةٌَ  بالِمَعْر   شَهْوَتهَ   ناَأحََد   أيَأَتْيِْ  اللِ  رَس وْلَ  ياَ قاَل وا: صَدَقةٌَ  أحََدِك مْ  ب ضْعِ  وَفيِْ  صَدَقةٌَ  م 

 " أجَْرٌ  لهَ   كَانَ  الحَلالِ  فيَ وَضَعهََا إذَِا فكََذلَِكَ  وِزْرٌ؟ عَلَيْهِ  أكََانَ  حَرَام   فيَْ  وَضَعهََا لوَْ  أرََأيَْت مْ  قاَلَ: أجَْرٌ؟ فيِْهَا لهَ   وَيكَ وْن  
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  (40: )صفحة المسألة التاسعة
 𝐴𝐵𝐶𝐷 وباعي وجوهر ،𝑎 عدد حقيقي. 𝐼  منتصف[𝐴𝐵] و𝐽 

 العلاقتين: نقطتان تحققان 𝐹و  𝐸. [𝐶𝐷]منتصف 

 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗   و  ⃗   ⃗ = 𝑎𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

تقع على استقامة  𝐼 و 𝐽 و 𝐻، أثبت أنَّ [𝐸𝐹]منتصف  𝐻و 
 واحدة.

 

 الأبعاد مركز خلال من الثلاث النقاط وقوع اثبات

,𝐼 لـ متناسبة أبعاد مركز 𝐻 )نثبت المتناسبة 𝐽) 

 :لحلا ةركف 

:الخطوة الأولى  : نبدأ بإثبات أنَّ

(𝐷, 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) مركز أبعاد متناسبة لـ⏟                    
(𝐸,1)

 𝐸 1  

(𝐶, 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎) مركز أبعاد متناسبة لـ⏟                    
(𝐹,1)

 F 2  

 .𝐻أي  𝐸𝐹فيكون مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط في منتصف 

: نثبت أنَّ مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربعة الخطوة الثانية
(𝐷, 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎)(𝐶, 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎)  يقع على𝐼𝐽 .

 إذا  هم على استقامة واحدة. ⟸ 𝐻يمر من  𝐼𝐽وبالتالي 

 :الحل

 بما أنَّ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑎𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑎𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

(1 − 𝑎)𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑎𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−(1 − 𝑎)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑎𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

(1 − 𝑎)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐸فالنقطة  𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎). 

:  بالمثل نجد أنَّ

(1 − 𝑎)𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  𝐹فالنقطة  𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎). 
 وبالتالي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐷, 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) (𝐶, 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎) 

                
 1مجموعهما  1مجموعهما 

,𝐹) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 1), (𝐸, 1). 
 .𝐻أي في  𝐹و 𝐸لتساوي الثقلين في  𝐸𝐹وهو في منتصف 

 الخطوة الثانية:
  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

(𝐵, 1 − 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) 
,𝐼)لتساوي الثقلين فيهما، أي  𝐴𝐵هو منتصف  2 − 2𝑎). 

(𝐵, 1 − 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) (𝐶, 𝑎), (𝐷, 𝑎) 

                 
2مجموعهما  − 2𝑎  2مجموعهما𝑎 

 ومركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 
(𝐶, 𝑎), (𝐷, 𝑎) 

,𝐽)لتساوي الثقلين فيهما، أي  𝐷𝐶هو منتصف  2𝑎). 
، أي 𝐼𝐽وبالتالي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربع يقع على 

 . 𝐻يمر من  𝐼𝐽أنَّ 

 تقع على استقامة واحدة. 𝐼 و 𝐽 و 𝐻وبالتالي النقاط 

 (14: )صفحة عاشرةالمسألة ال

 𝐶 و 𝐵 و 𝐴 ليست على استقامة واحدة من الفراغ ثلاث نقاط ،
 نقطتان تحققان العلاقتين: 𝐷 و 𝐸و

 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗ 3𝐴𝐷⃗⃗  و  ⃗  ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مستوٍ في تقع  𝐷 و 𝐸و 𝐴 و 𝐵 و 𝐶النقاط أثبت  الطلب الأول:
 واحد.

 

(𝐴𝐵𝐶)  ٍأنَّ  نثبت ، مستو 𝐸 و𝐷 إليه تنتميان  
 (𝐴𝐵𝐶)  ٍمستو 

 
 تنتمي إليه 𝐷نثبت  تنتمي إليه 𝐸نثبت 

 لـ من خلال الارتباط الخطي

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐸  واقعة على(𝐴𝐶)  أي

 (𝐴𝐵𝐶)بالمستوي 
𝐷  واقعة على(𝐴𝐵)  أي

  (𝐴𝐵𝐶)بالمستوي 

𝐼 

𝐽 

: فِيْهِ  تطَْل ع   يوَم   ك لُّ  صَدَقةٌَ  عَلَيْهِ  النَّاسِ  مِنَ  س لامَى ك لُّ  ":  صلى الله عليه وسلم اللهه قاَلَ رَسُولُ   وَت عِيْن   صَدَقةٌَ، اثنْيَْنِ  بَيْنَ  تعَْدِل   الشَّمْس 
لَ  ج  طْوَة   وَبكِ لِِّ  صَدَقةٌَ، الطَّيِِّبةَ   وَالكَلِمَة   صَدَقةٌَ، مَتاَعَه   عَلَيْهَا لهَ   ترَْفعَ   أوَ عَليَْهَا لهَ   فَتحَْمِل   دَابَّتهِِ  في الرَّ  إلِىَ تمَْشِيْهَا خ 

 "صَدَقةٌَ  الطَّرِيْقِ  عَنِ  الأذَى وَت مِيْط   صَدَقةٌَ، الصَّلاةِ 
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𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

2 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐴𝐵𝐶)أي بالمستوي  (𝐴𝐶)واقعة على  𝐸فالنقطة 
 ولدينا أيضا  

 3𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐴𝐵𝐶)أي بالمستوي  (𝐴𝐵)واقعة على  𝐷فالنقطة 

 .واحد في مستوٍ تقع  𝐷 و 𝐸و 𝐴 و 𝐵 و 𝐶النقاط وبالتالي 
أثبت  .[𝐵𝐸]منتصف  𝐽و [𝐶𝐷]منتصف  𝐼الطلب الثاني: لتكن 

 .على استقامة واحدة 𝐴 و 𝐼 و 𝐽وقوع النقاط 

⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐼 بين الخطي الارتباط  ⃗, 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  السابق( الطلب من )استفد  

 لدينا

1     2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

2     2𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 ولدينا من الطلب السابق

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 2نعوض في 

2𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ =
3

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

3

2
(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

3

2
2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 (14: )صفحة ةحادية عشرالمسألة ال
 𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه 𝐸 و 𝐹  و𝐺  هي نظائر𝐴  بالنسبة إلى

 بالترتيب: [𝐵𝐶] و [𝐶𝐷] و [𝐷𝐵]منتصفات 
 الطلب الأول: أثبت أنَّ 

 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  و  ⃗   ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 الأقطار تناصف خلال من أضلاع توازيم اثبات

 السابقة الطلبات من الاستفادةو

بالنسبة لمنتصف  𝐴نظيرة  𝐸) متناصفتان 𝐴𝐸و  𝐵𝐶القطعتين 
𝐵𝐶 ) وبالتالي𝐴𝐶𝐸𝐵  ،متوازي أضلاع لتناصف قطريه

  وبالتالي:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
بالنسبة لمنتصف  𝐴نظيرة  𝐹)متناصفتان  𝐴𝐹و  𝐷𝐶القطعتين 

𝐷𝐶 ) وبالتالي𝐴𝐶𝐹𝐷  ،متوازي أضلاع لتناصف قطريه
 وبالتالي:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 
المنتصف  [𝐹𝐵]و [𝐷𝐸]الطلب الثاني: استنت  أنَّ للقطعتين 

 نفسه.
 من الطلب السابق وجدنا أنَّ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 [𝐹𝐵]و [𝐷𝐸]متوازي أضلاع قطراه  𝐷𝐹𝐸𝐵فالشكل 
 متناصفان.

 
 (𝐶𝐺)و (𝐷𝐸)و (𝐵𝐹)المستقيمات  : أثبت أنَّ ثالثالطلب ال

 متلاقية في نقطة واحدة.

 
 متوازي أضلاع، وبالتالي 𝐴𝐶𝐸𝐵من الطلب الأول وجدنا أنَّ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
بالنسبة  𝐴نظيرة  𝐺) متناصفتان 𝐴𝐺و  𝐵𝐷القطعتين ولدينا 

متوازي أضلاع لتناصف  𝐴𝐵𝐺𝐷وبالتالي  (𝐷𝐵لمنتصف 
 قطريه، وبالتالي:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 "الناس عليه يطلع أن وكرهت نفسك في حاك ما والإثم ، الخلق حسن البر ":  صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُولُ اللهه 
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⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 [𝐺𝐶]و  [𝐷𝐸]متوازي أضلاع قطراه  𝐷𝐶𝐸𝐺وبالتالي 

متوازي أضلاع  𝐷𝐹𝐸𝐵متناصفان ولدينا من الطلب السابق 
 (𝐵𝐹)نستنت  أنَّ متناصفان، وبالتالي  [𝐹𝐵]و [𝐷𝐸]قطراه 

 متلاقية في نقطة واحدة.فهي متناصفة  (𝐶𝐺)و (𝐷𝐸)و

 (14: )صفحة ثانية عشرالمسألة ال
 𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه، 𝐸 ةريهي نظ 𝐴  بالنسبة إلى𝐶و ، 𝐹 
متوازيي  𝐹𝐷𝐴𝐺و  𝐸𝐵𝐶𝐹هما النقطتان اللتان تجعلان  𝐺و 

 :أضلاع
 الطلب الأول: أثبت أنَّ 

∗    𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

  𝐹𝐷𝐸𝐺 الأضلاع متوازي قطر 𝐷𝐺 الحل مفتاح

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐷𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  وبالتالي: 𝐸𝐵𝐶𝐹في متوازي الأضلاع  ⃗ 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 الثاني: استنت  أنَّ الطلب 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝐺ثم أنَّ النقاط  𝐷, 𝐶, 𝐵 .تقع في مستوٍ واحد 

2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ أنَّ  استنتاج  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  المبرهنة من )إما ⃗ 

 يلي( كما أو [𝐴𝐸] منتصف 𝐶 حيث

 
 لدينا 𝐴𝐷𝐶في المثلث 

1    𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 لدينا 𝐷𝐶𝐸في المثلث 

2    𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 نجد: 2و  1بجمع 

2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗حيث  𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  ، الآن نعوض في ( 0⃗متعاكسان )مجموعهم  ⃗ 
 نجد: ∗

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه فإنَّ الأشعة  𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐷𝐺⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗ مرتبطة خطيا ، وبالتالي  ⃗ 
,𝐺تكون في مستوٍ واحد، أي أنَّ النقاط  𝐷, 𝐶, 𝐵  ٍتقع في مستو

 .واحد

 (14: )صفحة ثالثة عشرالمسألة ال

;𝑂)نتأمّل في معلم   𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقاط𝐴(3,2,1)  و𝐵(1,2,0) 

,𝐶(3,1و −2). 
,𝐶الطلب الأول: أثبت أنَّ النقاط  𝐵, 𝐴  ليست على استقامة

 واحدة.

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ أنَّ  نثبت 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗    خطيا   مرتبطان غير ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 3,2 − 2,0 − 1) 

⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−2,0,−1)  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 3,1 − 2,−2 − 1) 

⟹ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0, −1,−3)  

−2

0
≠
0

−1
≠
−1

−3
 

واضح أنَّ المركبات غير متناسبة وبالتالي الشعاعان غير 
,𝐶مرتبطان خطيا  وبالتالي النقاط  𝐵, 𝐴  ليست على استقامة

 .واحدة

رَ  وَإِنْ  لطَّاعَةِ وَا وَالسَّمعِ  وجل عز اللِ  بِتقَْوَى أ وْصِيْك مْ  ":  صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه   مِنْك مْ  يعَِشْ  مَنْ  فإَِنَّه   عَبْدٌ، عَليَْك مْ  تأَمََّ
لفََاءِ  وَس نَّةِ  بِس نَّتيِْ  فعَلَيَك مْ  كَثِيرَا ؛ اخْتلِافاَ   فَسَيَرَى اشِدِينَ  الخ  هْدِيِّيِنَ  الرَّ وا المِّ حْدَثاَتِ  وَإِيَّاك مْ  باِلنَّوَاجِذِ  عَليَْهَا عَضُّ ورِ  وَم   الأ م 

 "ضَلالةٌَ  بدِْعَة   وك لَّ  بدعة، حدثة  م   كلِّ  فإنَّ 
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تنتمي النقطة  𝑚الطلب الثاني: عند أية قيمة للوسيط 
𝑀(𝑚,  ؟ (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي  (1,3

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ خطيا   ارتبطت إذا للمستوي 𝑀 تنتمي  مع  ⃗⃗

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗مكن كتابة أي إذا أ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗بدلالة   ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑚 − 3, 1 − 2, 3 − 1) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑚 − 3,−1, 2) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(𝑚 − 3, −1, 2) = 𝛼(−2, 0, −1) + 𝛽(0,−1,−3) 

 ومنه تنت  المعادلات التالية:

1   − 2𝛼 = 𝑚 − 3 

2   − 𝛽 = −1         

3   − 𝛼 − 3𝛽 = 2 

𝛽نجد  2من  =   3نعوض في  1
−𝛼 − 3 = 2  ⟹   𝛼 = −5 

 نجد: 1نعوض في 

−2(−5) = 𝑚 − 3 ⟹ 𝑚 = 10 + 3 = 13 
𝑚 = 13 

𝑚ومنه من أجل  = تنتمي  𝑀(13,1,3) تكون النقطة 13
 .(𝐴𝐵𝐶)للمستوي 

 𝐶و 𝐵و 𝐴لتقع النقاط  𝑦و 𝑥الطلب الثالث: ما العلاقة بين 
,𝐷(𝑥و 𝑦,  في مستوٍ واحد. (3

𝐴𝐷⃗⃗ الخطي الارتباط ⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ مع ⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 3, 𝑦 − 2, 3 − 1) 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 3, 𝑦 − 2, 2) 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(𝑥 − 3, 𝑦 − 2, 2)

= 𝛼(−2, 0, −1) + 𝛽(0,−1, −3) 

1   − 2𝛼 = 𝑥 − 3  

2   − 𝛽 = 𝑦 − 2    

3   − 𝛼 − 3𝛽 = 2 

,𝑥)من هذه المعادلات نستنت  علاقة بين  𝑦  بدون وجود𝛼و 𝛽) 

  3بالعدد  2نضرب طرفي العلاقة 

4 − 3𝛽 = 3𝑦 − 6 

3   − 𝛼 − 3𝛽 = 2 

 نجد: 4من  3بطرح 

𝛼 = 3𝑦 − 8 

 نجد: 1نعوض في 

−2(3𝑦 − 8) = 𝑥 − 3 ⟹ −6𝑦 + 16 = 𝑥 − 3 

𝑥 + 6𝑦 = 19  

 وهي العلاقة المطلوبة.

  (41: )صفحة المسألة الرابعة عشر
 --مجموعة نقاط--

,𝑀(𝑥 النقاطمجموعة  ℰلتكن  𝑦, 𝑧)  التي تحقق احداثياتها
 العلاقة

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0         (∗) 
 𝐵(5,0,0)و  𝐴(7,1,0) الطلب الأول: أثبت أنَّ النقاط 

 .ℰتنتمي إلى المجموعة  𝐶(2,0,1)و

 المستوي معادلة في نعوض

إلى المجموعة فهي تنتمي  (∗)المعادلة إذا كانت النقاط تحقق 

ℰ. 
 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 5  

5محققة  = 5 7 − 2 + 0 = 5 𝐴(7,1,0) 
5محققة  = 5 5 − 0 + 0 = 5 𝐵(5,0,0) 
5محققة  = 5 2 − 0 + 3 = 5 𝐶(2,0,1) 

 
 الرسم هنا غير ضروري

 .𝒫تحدد مستويا   𝐶و 𝐵و  𝐴 الطلب الثاني: أثبت أنَّ النقاط 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  لـ يالخط الارتباط عدم خلال من 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذا كان الشعاعان  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗  و  𝐴غير مرتبطان خطيا  فالنقاط  ⃗ 
𝐵 و𝐶 .تقع في مستو واحد 

𝐶(2,0,1) 𝐵(5,0,0) 𝐴(7,1,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5 − 7,0 − 1,0) = (−2,−1,0) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2 − 7,0 − 1,1 − 0) = (−5,−1,1) 
−2

−5
≠
−1

−1
≠
0

1
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعان ف 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗  لعدم تناسب  غير مرتبطان خطيا   ⃗ 
 .𝒫تحدد مستويا   𝐶و 𝐵و  𝐴النقاط مركباتهما، ومنه 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ مركبات الشعاع  :لثالطلب الثا ⃗⃗ هي    
(2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧). 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗استنت  أنَّ ثم  ⃗⃗  = 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ ، ماذا يمكنك أن تستنت  ⃗ 
 من ذلك؟

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ نوجد ⃗⃗ ,𝑀(𝑥 أنّ  لما  ع   𝑦, 𝑧) وتحقق (∗) 

𝐵(5,0,0) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥 − 5, 𝑦, 𝑧) 

لنُي الجَنَّةَ وَيبُاَعدني منٍ النار قاَلَ عَن مُعاَذ بن جَبَلٍ رضي  يْمٍ  عَنْ  سَألَْتَ  لَقَدْ ": الله عنه قاَلَ: قلُتُ ياَ رَسُولَ الله أخَبهرنهي بهعَمَلٍ يدُخه  عَظه
يْر   وَإهنَّهُ  : تعَاَلَى اللهُ  يسََّرَهُ  مَنْ  عَلَى لَيسَه كُ  لاَ  اللهَ  تعَْبدُُ  عَلَيْهه لاة، وَتقُهيْمُ  شَيْئاَ، بههه  تشُْره كَاة، وَتؤُتهي الصَّ  البَيْتَ. وَتحَُ ُّ  رَمَضَانَ، وَتصَُومُ  الزَّ
: أبَْوَابه  عَلَى أدَُلُّكَ  ألَاَ  قاَلَ: ثمَُّ  وْمُ  الخَيْره دَقَةُ  جُنَّة ، الصَّ يْئةََ  تطُْفهئُ  وَالصَّ جُله  وَصَلاةُ  النَّارَ، المَاءُ  يطُْفهئُ  كَمَا الخَطه  ثمَُّ  للَّيْله ا جَوْفه  فهي الرَّ

عه  عَنه  جُنُوبهُُمْ  تتَجََافَى" : تلَا  "....يَعْلَمُونْ ": حَتَّى بَلَغَ  "الْمَضَاجه
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𝑥لدينا:   (∗)ومن  − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 
:   فإنَّ

𝑥 − 5 = 2𝑦 − 3𝑧 

⟹ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧)  

𝐶(2,0,1) 𝐵(5,0,0) 𝐴(7,1,0) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,1,0) ⟹ 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝑦, 𝑦, 0) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2 − 5,0,1 − 0) = (−3,0,1) ⟹ 

𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3𝑧, 0, 𝑧) 

𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝑦, 𝑦, 0) + (−3𝑧, 0, 𝑧)

= (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

 .𝒫واقعة في المستوي  𝑀نستنت  من ذلك أنَّ النقاط 

,𝑀(𝑥الطلب الرابع: بالعكس أثبت أنَّ أية نقطة  𝑦, 𝑧)  من
 تحقق المعادلة: 𝒫المستوي 

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 
 ؟ℰما هي المجموعة 

 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) {
𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥 − 5, 𝑦, 𝑧)

𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧)
 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  نقطة من المستوي𝒫  تحقق المساواة السابقةفهي 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) 
 كما تحقق:

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥 − 5, 𝑦, 𝑧) 

 بموازنة العلاقتين نجد:
𝑥 − 5 = 2𝑦 − 3𝑧 ⟹ 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

 إذا وفقط إذا حققت العلاقة السابقة 𝒫من المستوي  𝑀فالنقطة 
𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

,𝑀(𝑥هي مجموعة النقاط  ℰوالمجموعة  𝑦, 𝑧)  التي تحقق
 العلاقة السابقة.

 (42: )صفحة عشر خامسةالمسألة ال

;𝑂)نتأمّل في معلم   𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  المستقيم𝑑  المار بالنقطة

𝐴(2,0,5) الموجه بالشعاع و�⃗� (2,5,  ′𝑑، والمستقيم (1−
,𝐵(2,2المار بالنقطة  . هل 𝑣 (1,2,1)والموجه بالشعاع  (1−

𝑑, 𝑑′ .متقاطعان؟ في حالة الإيجاب عيّن نقطة تقاطعهما 

 
 الرسم هنا غير ضروري

  متوازيان غير أنهما نثبت 1

2 , �⃗�) واحد مستو في يكونا أن  𝑣 , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  (مرتبطة ⃗ 

�⃗� , 𝑣   شعاعا توجيه المستقيمين𝑑, 𝑑′  غير مرتبطين خطيا  لعدم
 تناسب مركباتهما

2

1
≠
5

2
≠
−1

1
 

ومنه المستقيمان غير متوازيان، ويتقاطعان إذا كانا في مستو 

, �⃗�واحد، ولتحقق ذلك يجب أن تكون الأشعة  𝑣 , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ مرتبطة  ⃗ 
 خطيا ، أي يجب أن تتحقق العلاقة

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 �⃗� + 𝛽 𝑣  

 لنتأكد من صحتها 

𝐵(2,2, −1) 𝐴(2,0,5) 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2 − 2,2 − 0,−1 − 5) = (0,2, −6) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 �⃗� + 𝛽 𝑣  

(0,2,−6) = 𝛼 (2,5, −1) + 𝛽(1,2,1) 

{

1  0 = 2𝛼 + 𝛽     

2  2 = 5𝛼 + 2𝛽   

3 − 6 = −𝛼 + 𝛽

 

معادلتين ثم نعوض بالثالثة، إن  أيمن  𝛼 و 𝛽نحسب قيمة 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗حققتها تكون الأشعة مرتبطة وبالتالي  في مستوٍ  ′𝑑و 𝑑و ⃗ 
 .وليست في مستو واحد ، وإلا فهي غير مرتبطةواحد

 نجد: 1ثم نجمعها مع  2بالعدد  3نضرب طرفي 

−12 = 3𝛽 ⟹ 𝛽 = −4 

 نجد: 1نعوض 

𝛼 = 2 

𝛼نتأكد من صحتها بتعويض القيم  = 𝛽 و 2 =  2في  4−

2 =? 5(2) + 2(−4) ⟹ 2 = 10 − 8 ⇒ 2 = 2 

المساواة محققة فالأشعة مرتبطة خطيا  وتقع في مستوٍ واحد، 
 وبالتالي متقاطعان.

,𝑀(𝑥 التقاطع نقطة لإيجاد 𝑦, 𝑧)  

 
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎 �⃗�  
,𝑥تنت  علاقة بين  𝑦, 𝑧 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑏 𝑣  
,𝑥تنت  علاقة بين  𝑦, 𝑧 

 
 نقاطع العلاقتين

,𝑀(𝑥إذا كانت  𝑦, 𝑧)  نقطة تقاطع𝑑 و𝑑′ :عندئذٍ يكون 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎 �⃗�  , 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑏 𝑣  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐵(2,2, −1) 𝐴(2,0,5) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥 − 2, 𝑦 − 0, 𝑧 − 5) = (𝑥 − 2, 𝑦, 𝑧 − 5) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎 �⃗� ⟹ (𝑥 − 2, 𝑦, 𝑧 − 5) = 𝑎(2,5, −1) 

هه ؟ قلُْتُ: بلََى يَا...  رْوَةه سَناَمه هه وَذه سْلامُ وَعَمُودُهُ الصَّلاةُ وَذروَةُ  ثمَُّ قاَلَ: ألَا أخُْبهرُكَ بهرَأسْه الأمَْره وَعَمُوده رَسُولَ اللهه، قاَلَ: رَأسُْ الأمَْره الإه
هَادُ ثمَُّ قَالَ: ألَا أخُبهرُكَ بهملاكه ذلَهكَ كُلّههه ؟ قلُْتُ: هه الجه اللهه وَإهنَّا  نبَهيَّ  رَسُولَ اللهه. فَأخََذَ بهلهسَانههه وَقاَلَ: كُفَّ عَليَْكَ هَذَا. قلُْتُ يَا بلََى ياَ سَناَمه

كَ ياَ لتَْكَ أمُُّ مْ  لَمُؤَاخَذوُنَ بهمَا نتَكََلَّمُ بههه ؟ فَقاَلَ: ثكَه نتَههه مْ إهلاَّ حَصَائهدُ ألَسه هه ره مْ أوَ قاَلَ: عَلَى مَنَاخه هه  "مُعاَذُ. وَهَلْ يَكُبُّ النَّاسَ فهي النَّاره عَلَى وُجُوهه
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{

1   𝑥 − 2 = 2𝑎

2   𝑦 = 5𝑎        

3   𝑧 − 5 = −𝑎

 

𝑎نجد أنَّ  3من  = 5 − 𝑧  ينت : 2و 1، نعوض في  

𝑥 − 2 = 2(5 − 𝑧) ⟹ 𝑥 + 2𝑧 = 12     (1) 

𝑦 = 5(5 − 𝑧) ⟹ 𝑦 + 5𝑧 = 25    (2) 

 
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥 − 2, 𝑦 − 2, 𝑧 + 1) = 𝑏(1,2,1) 

{

1   𝑥 − 2 = 𝑏   

2   𝑦 − 2 = 2𝑏

3   𝑧 + 1 = 𝑏   

 

 ينت : 2و 1في  3نعوض 

𝑥 − 2 = 𝑧 + 1 ⟹ 𝑥 − 𝑧 = 3   (3) 

𝑦 − 2 = 2(𝑧 + 1) ⟹ 𝑦 − 2𝑧 = 4   (4) 

,(1)تحقق المعادلات  𝑀إذا  النقطة  (2), (3), بحلها حل  (4)
 مشترك نحصل على المطلوب:

 نجد: (1)من  (3)بطرح 
3𝑧 = 9 ⟹ 𝑧 = 3 

 نجد: (4)و (3)نعوض في 
𝑥 = 6 , 𝑦 = 10 

 إذا  نقطة التقاطع هي
𝑀(6,10,3) 

 (42: )صفحة عشر سادسةالمسألة ال

متساوية البعد عن النقطتين  𝐶جد على محور الفواصل نقطة  
𝐴(2,−1,3)  و𝐵(0,5, −1). 

,𝐶(𝑥 بعد   𝐴 عن بعدها يساوي 𝐵 عن (0,0

 
 الرسم هنا غير ضروري

𝐶  نقطة من محور الفواصل فإحداثياتها بالشكل(𝑥, 0,0) 

𝐶(𝑥, 0,0) 𝐵(0,5, −1) 𝐴(2,−1,3) 

𝐶𝐴2 = 𝐶𝐵2 

(𝑥 − 2)2 + (0 + 1)2 + (0 − 3)2 

= (𝑥 − 0)2 + (0 − 5)2 + (0 + 1)2 

⟹ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 1 + 9 = 𝑥2 + 25 + 1 

−4𝑥 + 14 = 26 ⟹ 𝑥 =
12

−4
⟹ 𝑥 = −3 

 .𝐶(−3,0,0)إذا  النقطة هي 

  (42: )صفحة عشر سابعةالمسألة ال
,𝐴(3,1 عددا  حقيقيا ، ولنتأمل النقاط الثلاث 𝛼ليكن  و  (3−

𝐵(−1,5, ,𝐶(−1,1و (3− 𝛼) أثبت أنَّ المثلث .𝐴𝐵𝐶 

. أيمكن أن يكون متساوي 𝛼متساوي الساقين، أيا  كانت 
 الأضلاع؟ 

 لنحسب أطوال أضلاع المثلث 

 
 الرسم هنا غير ضروري

𝐶(−1,1, 𝛼) 𝐵(−1,5, −3) 𝐴(3,1, −3) 

𝐴𝐶2 = (−1 − 3)2 + (1 − 1)2 + (𝛼 + 3)2 

𝐴𝐶2 = 16 + (𝛼 + 3)2 

𝐵𝐶2 = (−1 + 1)2 + (1 − 5)2 + (𝛼 + 3)2 

𝐵𝐶2 = 16 + (𝛼 + 3)2 

 فإنَّ  𝛼نلاحظ أنَّه أيا  كانت قيمة 

𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 ⟹ 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 

 .𝐶متساوي الساقين رأسه  𝐴𝐵𝐶وبالتالي المثلث 

𝐴𝐵2 = (3 + 1)2 + (1 − 5)2 + (−3 + 3)2 = 32 

𝐴𝐵 = 4√2 

 متساوي الأضلاع إذا كان 𝐴𝐵𝐶وبالتالي يكون المثلث 

𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 = 4√2 

16 + (𝛼 + 3)2 = 32 ⇒ 𝛼 + 3 = ±√16 

𝛼ويكون المثلث متساوي الأضلاع إذا كانت  = 𝛼أو 1 = −7 

د ودَا   وَحَدَّ  ا،ت ضَيِّعِ وهَ  فلَا فرََائضَِ  فرََضَ  اللَ  إنَِّ " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  مَ  تعَْتدَ وهَا فلَا ح   وَسَكَتَ  تنَْتهَِك وهَا، فَلا أشَْياَءَ  وَحَرَّ
 "عَنْهَا تبَْحَث وا فلَا نِسْياَن   غَيْرَ  لكَ مْ  رَحْمَة   أشَْيَاءَ  عَنْ 
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  (42: )صفحة المسألة الثامنة عشر
 . 𝐵(−1,4,2)و  𝐴(2,1,0) نتأمل النقطتين

  .𝐵و 𝐴الطلب الأول: أوجد نقطة متساوية البعد عن 

𝑁(𝑥𝑁 , 𝑦𝑁 , 𝑧𝑁) منتصف [𝐴𝐵]   
𝑁  منتصف[𝐴𝐵]  فهي متساوية البعد عن𝐴 و𝐵 

𝑁(𝑥𝑁 , 𝑦𝑁 , 𝑧𝑁) 𝐵(−1,4,2) 𝐴(2,1,0) 

𝑥𝑁 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

=
2 − 1

2
=
1

2

𝑦𝑁 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

=
1 + 4

2
=
5

2

𝑧𝑁 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

=
0 + 2

2
= 1}

 
 

 
 

⇒ 𝑁 (
1

2
,
5

2
, 1) 

 
 الرسم هنا غير ضروري

الذي يجعل النقطة  𝜆: أوجد العدد الحقيقي ثانيالطلب ال
𝐶(1,1, 𝜆)  متساوية البعد عن𝐴 و𝐵 . 

𝐶 عن البعد تساويةم 𝐴 و𝐵 أي |𝐴𝐶| = |𝐵𝐶| 

𝐶(1,1, 𝜆) 𝐵(−1,4,2) 𝐴(2,1,0) 

𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 
(1 − 2)2 + (1 − 1)2 + (𝜆 − 0)2 
= (1 + 1)2 + (1 − 4)2 + (𝜆 − 2)2 
⟹ 1+ 𝜆2 = 4 + 9 + 𝜆2 − 4𝜆 + 4 

⟹ 4𝜆 = 16 ⟹ 𝜆 = 4  

,𝑀(𝑥أثبت أنَّ الطلب الثالث:  𝑦, 𝑧)  نقطة من المستوي
 ، إذا وفقط إذا تحقق الشرط  [𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

3𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0 

𝑀 عن البعد تساويةم 𝐴 و𝐵 أي |𝑀𝐴| = |𝑀𝐵| 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐵(−1,4,2) 𝐴(2,1,0) 

𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 
(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 0)2 
= (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 2)2 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 

= 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 + 𝑧2 − 4𝑧 + 4 

⟹ 6𝑥 − 6𝑦 − 4𝑧 + 16 = 0 

⟹ 3𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0  

، كل نقطة منه [𝐴𝐵]وهي معادلة المستوي المحوري للقطعة 
  .𝐵و 𝐴البعد عن  متساوية

 (42: )صفحة عشر تاسعةالمسألة ال

نهدف  𝑀(4,−1,2)و 𝐵(2,3,6)و  𝐴(2,3,0) اطنتأمل النق
 .(𝐴𝐵)عن المستقيم  𝑀إلى حساب بعد 
 . (𝐴𝐵)لا تقع على المستقيم  𝑀ثبت أنّ الطلب الأول: أ

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ لـ الخطي الارتباط عدم إثبات 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗  ⃗  

 

 
 الرسم هنا غير ضروري

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗إذا لم يكن الشعاعان  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗  𝑀مرتبطين خطيا  فالنقطة  ⃗ 
 .(𝐴𝐵)لاتقع على 

𝑀(4,−1,2) 𝐵(2,3,6) 𝐴(2,3,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2 − 2, 3 − 3, 6 − 0) = (0,0,6) 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (2 − 4, 3 + 1, 0 − 2) = (−2,4,−2) 
0

−2
 ,
0

4
≠
6

−2
 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗فالشعاعان  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗ غير مرتبطان خطيا  لعدم تناسب  ⃗ 
 مركباتهما.

 (𝐴𝐵)من المستقيم  𝐾اثبت أن لكل نقطة الطلب الثاني: 
,2,3)إحداثيات من النمط  𝑧) . 

𝐾 المستقيم من (𝐴𝐵) فـ 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗   مرتبطان ⃗ 

𝐾𝐴⃗⃗ إنف (𝐴𝐵)من المستقيم  𝐾إذا كان  ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗   خطيا . مرتبطان ⃗ 

𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝛼 ∈ ℝ 
𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐵(2,3,6) 𝐴(2,3,0) 

 

 في ازهَد": فقَاَلَ: ياَ رَسُول الله: دُلَّني عَلىَ عَمَلٍ إهذاَ عَمَلتهُُ أحََبَّني اللهُ، وَأحَبَّني الناَسُ ؟ فقَاَلَ  صلى الله عليه وسلم جَاءَ رَجُل  إهلىَ النبي
نياَ  "النَّاس   ي حِبَّكَ  النَّاسِ  عِندَ  فيمَا وازهَد ، الل   ي حِبَّكَ  الدُّ
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𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (2 − 𝑥, 3 − 𝑦, −𝑧) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,0,6) 
(2 − 𝑥, 3 − 𝑦,−𝑧) = 𝛼(0,0,6) 

⇒ {
2 − 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 2
3 − 𝑦 = 0 ⟹ 𝑦 = 3
−𝑧 = 6𝛼 ⟹ 𝑧 = −6𝛼

} ⇒ 𝐾(2,3, 𝑧) 

  .𝑧بدلالة  𝑀𝐾2الطلب الثالث: احسب 
𝐾(2,3, 𝑧) 𝑀(4,−1,2) 

𝑀𝐾2 = (2 − 4)2 + (3 + 1)2 + (𝑧 − 2)2 
𝑀𝐾2 = 4 + 16 + (𝑧 − 2)2 = 20 + (𝑧 − 2)2 

أصغر ما يمكن؟  𝑀𝐾يكون  𝑧الطلب الرابع: عند أية قيمة للعدد 
 .(𝐴𝐵)عن  𝑀حدد إذا  بعد 

 للصفر مساويا   كان إذا يمكن ما أصغر الموجب المقدار يكون

𝑀𝐾 = √20 + (𝑧 − 2)2⏟          
المسافة مقدار موجب

 

𝑧)أصغر ما يمكن إذا كان  𝑀𝐾 يكون −  أصغر ما يمكن، 2(2

 أي عندما

(𝑧 − 2)2 = 0 ⟹ 𝑧 = 2 

 وعندها يكون

𝑀𝐾 = √20 + (𝑧 − 2)2 = √20 = 2√5 

𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗يمكن التأكد أنَّ  // 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗عمود على  ⃗  الجداء  التأكد من أنَّ ب ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗السلمي   ⃗. 𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 : 

𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −4,0), 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,0,6) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 × 2 + 0 × −4 + 6 × 0 = 0 

 (24: )صفحة عشرونالمسألة ال
 --المسافات وحجم الهرم--

𝑚 و𝑛  عددان حقيقيان موجبان يحققان𝑛 > 𝑚 > . نتأمل 0

,𝐴(√3النقاط   𝑀(0,6,𝑚)و 𝐵(0,6,0)و (3,0

,𝑁(0,0و 𝑛)  في معلم متجانس(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) عين .𝑚 و𝑛 

 𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁وحجم المجسم  𝐴قائما  في  𝑀𝐴𝑁ليكون المثلث 

 .3√5يساوي 

 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⊥ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇔ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

 𝑉 =
1

3
𝑆 × ℎ الهرم حجم 

 𝑆 =
الارتفاع× مجموع القاعدتين

2
 المنحرف شبه مساحة 

⊥  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗أي  𝐴قائما  في  𝑀𝐴𝑁المثلث  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗  أي  ⃗⃗

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 
 

 

𝑁(0,0, 𝑛) 𝑀(0,6,𝑚) 𝐴(√3, 3,0) 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (0 − √3, 0 − 3, 𝑛 − 0) = (−√3,−3, 𝑛) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (0 − √3, 6 − 3,𝑚 − 0) = (−√3, 3,𝑚) 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (−√3 × −√3) + (−3 × 3) + 𝑚. 𝑛

= 0 

0 = 3 − 9 +𝑚. 𝑛 ⇒ 𝑚. 𝑛 = 6    (∗) 
 𝑂𝑁𝑀𝐵وقاعدته شبه المنحرف  𝐴رأسه  𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁الهرم 

ℎيساوي عن القاعدة  𝐴هو بعد  ℎوارتفاعه  = 𝑥𝐴 = √3. 
 𝑂𝑁𝑀𝐵مساحة شبه المنحرف 

𝑆 =
1

2
((𝐵𝑀⏟

𝑧𝑀

+ 𝑂𝑁⏟
𝑧𝑁

) × 𝑂𝐵⏟
𝑦𝐵

) =
1

2
(𝑚 + 𝑛) × 6

= 3(𝑚 + 𝑛) 
 حجم الهرم

𝑉 =
1

3
𝑆. ℎ =

1

3
3(𝑚 + 𝑛). √3 = √3(𝑚 + 𝑛) 

 من الفرض لدينا 

𝑉 = 5√3 

⟹ √3(𝑚 + 𝑛) = 5√3 ⟹ 𝑚 + 𝑛 = 5    (∗∗) 
 حلا  مشتركا  نجد: (∗∗)و (∗)بحل 

𝑚 = 5 − 𝑛 ⇒ 𝑛(5 − 𝑛) = 6 ⇒ 

𝑛2 − 5𝑛 + 6 = 0 ⟹ 𝑛 = 𝑛 أو 2 = 3 
 ومنه يكون لدينا حلان ممكنان

{
𝑛 = 2 ,𝑚 = 3
𝑛 = 3,𝑚 = 2

 

 
𝑛لكن لدينا من الفرض  > 𝑚   إذا𝑛 = 3,𝑚 = 2 

 

 :قال  صلى الله عليه وسلم  عن أبي سعيد سعد بن مالك بن سنان الخدري رضي الله عنه أن رسول الله
 "ضرار ول ضرر ل" 
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  (43: )صفحة العشرونو ةالواحدالمسألة 
 معرفتين وفق 𝐹و 𝐸، ونقطتين 𝐴𝐵𝐶𝐷نتأمل رباعي وجوه 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗و  ⃗   ⃗ =

2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ مركز الأبعاد  𝐺. أثبت أنَّ ⃗ 

,𝐴)المتناسبة للنقاط  ,𝐵)و (1 ,𝐶)و (3 ,𝐷)و (1 يقع على  (2
[𝐸𝐹] ثم عين النقطة .𝐺  على[𝐸𝐹]. 

(𝐶, 1), (𝐵, 3)⏟        , (𝐴, 1), (𝐷, 2)⏟        ⏟                
𝐺 

 

 
,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين إنَّ  ,𝐶)و (3  𝐼وليكن  (1

 يحقق:

3 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

3 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ +  𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ −4𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ومن الفرض لدينا 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  𝐸أي  𝐸هي  𝐼ومنه 
(𝐵, ,𝐶)و (3 ,𝐸)أي  4مثقّلة بـ  (1 4). 

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين إنَّ  ,𝐴)و (2  𝐽وليكن  (1
 يحقق:

2 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

2 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

3 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ −3𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 ومن الفرض لدينا 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  𝐹أي  𝐹هي  𝐽ومنه 
(𝐷, ,𝐴)و (2 ,𝐹)أي  3 مثقّلة بـ (1 3). 

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ,𝐶)و (3 ,𝐷)و (1 2) 
,𝐴)و ,𝐸)هو مركز الأبعاد المتناسبة لـ  (1 ,𝐹)و (4 3) ،

 تحقق: 𝐸𝐹من  𝐺، وتحديدا  في نقطة 𝐸𝐹وبالتالي فهو يقع على 

4 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

7 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ −7 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

7
 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 (43: )صفحة العشرونالثانية والمسألة 

 معرفتين وفق 𝐽و 𝐼، ونقطتين 𝐴𝐵𝐶𝐷نتأمل رباعي وجوه 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗   و𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 2𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ . 
على  𝐽و 𝐼الطلب الأول: أيمكن أن تنطبق إحدى النقطتين 

 الأخرى؟

 يتلاقيان أن يمكن لا متخالفان مستقيمان

 
𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 2(𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟹ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐴𝐵)واقعة على المستقيم  𝐼فالنقطة 

𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 2𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗  

𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 2(𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟹ 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ = 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐶𝐷)واقعة على المستقيم  𝐽فالنقطة 
متخالفان فلا يمكن أن  (𝐶𝐷)و (𝐴𝐵)وبما أنَّ المستقيمين 

 .𝐽على  𝐼تنطبق 

 من الفراغ، كان:  𝑀الطلب الثاني: أثبت أنَّه أيا  كانت النقطة 

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗ 𝑀𝐴⃗⃗  و  ⃗  ⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀 وندخل المعطاة العلاقة من ننطلق

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  −𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 2 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗−𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗  

يَ اللهُ عَنْهُمَا أنََّ رَسُولَ اللهه   قوَم   أمَْوَال رِجَالٌ  لدَّعَى بدِعوَاه مْ  النَّاس   ي عْطَى لوَْ  ": قاَلَ  صلى الله عليه وسلم عنه ابْنه عَبَّاسٍ رَضه
دَّعِي، عَلىَ البيَنَة   وَلَكِنِ  وَدِمَاءه مْ،  "أنَكَر مَن عَلىَ وَاليَمين   الم 
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𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ −𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= 2 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗−𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 التي تحقق: 𝑀الطلب الثالث: جد مجموعة نقاط الفراغ 

‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖

= ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

𝐵𝐶𝐷 مركز ثقل المثلث 𝐺  

 لدينا

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 .𝐵𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝐺حيث 

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − (𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

= 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 وبالتالي تؤول المساواة المفروضة إلى:

‖3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⟹ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖
2
= ‖𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
 

𝑀𝐺2 = 𝐺𝐴2 ⟹𝑀𝐺 = 𝑀𝐴 
، (𝐵𝐷𝐶مركز ثقل المثلث ) 𝐺و 𝐴ثابت لثبوت  𝐴𝐺وبما أنَّ 

ونصف قطرها  𝐺هي كرة مركزها  𝑀فإنَّ مجموعة النقاط 

𝐴𝐺 . 

 (34: )صفحة عشرونالالثالثة والمسألة 

;𝑂)في معلم متجانس  لدينا 𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقطتان𝐴(2,−1,2)  و

𝐵(−2,1, ,𝑀(𝑥. نقرن بكل نقطة (2− 𝑦, 𝑧)  من الفراغ
 المقدار

𝑓(𝑀) = 𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 
,𝑥بدلالة  𝑓(𝑀)الطلب الأول: احسب  𝑦, 𝑧. 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐵(−2,1, −2) 𝐴(2,−1,2) 
𝑀𝐴2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 2)2 

𝑀𝐵2 = (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 + 2)2 

𝑓(𝑀) = 𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 

𝑓(𝑀) = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 2)2 

           +(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 + 2)2 

= 2𝑥2 + 8 + 2𝑦2 + 2 + 2𝑧2 + 8 

𝑓(𝑀) = 2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18  

التي تحقق   𝑀الطلب الثاني: أثبت أنَّ مجموعة النقاط 
𝑓(𝑀) =  مؤلفة من نقطة واحدة. 18

 منهم كلا   كان إذا الصفر يساوي موجبة أعداد مجموع 

 للصفر مساويا  

𝑓(𝑀) = 18 

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 18 

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 

𝑓(𝑀)التي تحقق   𝑀ومنه مجموعة النقاط  = هي النقطة  18
  .𝑂(0,0,0)الوحيدة 

التي تحقق   𝑀الطلب الثالث: أثبت أنَّ مجموعة النقاط 

𝑓(𝑀) =   . أوجد نصف قطرها.𝑂كرة مركزها  30

 
𝑓(𝑀) = 30 

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 30 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2⏟        
𝑂𝑀2

= 6 

‖𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖
2
= 6 ⟹ ‖𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √6 

 .6√ونصف قطرها  𝑂ومجموعة النقاط هي كرة مركزها 

،  𝑘الطلب الرابع: أثبت أنَّه، وفق شرط على العدد الحقيقي 
𝑓(𝑀)المحققة للعلاقة  𝑀مجموعة النقاط  = 𝑘  هي كرة

 .𝑂مركزها 
𝑓(𝑀) = 𝑘 

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 𝑘 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =
𝑘 − 18

2
 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2⏟        
موجب

=
𝑘

2
− 9

⏟  
 

 الطرف الأول موجب، لذا تكون المعادلة محققة في حال 
𝑘

2
− 9 ≥ 0 ⟹ 𝑘 ≥ 18 

 𝑂في هذه الحالة كرة مركزها  𝑀مجموعة النقاط  وتكون
 ونصف قطرها 

𝑟 = √
𝑘

2
− 9 

ومستحيلة في حال 
𝑘

2
− 9 < 𝑘أي  0 < 18. 

 

نكَرَا   مِنك م رَأى مَن " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُولُ اللهه   وَذلَِكَ  فَبقِلَبِه يَستطَعْ  لَمْ  فإَِنْ  فبَلِِسَانِهِ، يَستطَعْ  لَمْ  فَإِنْ  بِيَدِهِ، فلَي غيَِّرِْه   م 
 "الإيمَانِ  أضَْعَف  
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  (43: )صفحة العشرونالرابعة والمسألة 
 .𝐴𝐵𝐶𝐷نتأمل رباعي وجوه 

. جد مقطع رباعي [𝐴𝐶]نقطة من الحرف  𝑀الطلب الأول: 

 .  (𝐵𝐶𝐷)موازيا  للمستوي  𝑀الوجوه بالمستوي المار بالنقطة 

 
 𝐴𝐵يقطع  (𝐶𝐵)موازيا  لـ  𝐴𝐶𝐵في المستوي  𝑀 نرسم من

 .𝑀1 نقطة ولتكن في

 𝐴𝐷يقطع  (𝐶𝐷)موازيا  لـ  𝐴𝐶𝐷في المستوي  𝑀 نرسم من
 .𝑀2 نقطة ولتكن في

هو مقطع رباعي الوجوه  (𝑀1𝑀2𝑀)فيكون المستوي 
 .(𝐵𝐶𝐷)والموازي للمستوي  𝑀بالمستوي المار من 

 
نقطة من المستقيم  𝐽، و[𝐴𝐷]نقطة من الحرف  𝐼الطلب الثاني: 

(𝐶𝐷)و ،𝐾  نقطة من المستقيم(𝐵𝐶) عين مقطع رباعي .
 .(𝐼𝐽𝐾)الوجوه بالمستوي 

 لرباعي وجهين مع للمستوي المشترك الفصل عين

  التقاطع نقاط ضع ثم الوجوه،

𝐼  تنتمي للمستقيم(𝐴𝐷)  المحتوى في المستوي(𝐴𝐶𝐷) و𝐽 
 (𝐼𝐽)إذا   (𝐴𝐶𝐷)المحتوى في المستوي  (𝐷𝐶)تنتمي للمستقيم 

 (𝐴𝐶𝐷)واقع في المستوي 

 

(𝐼𝐽) لمستوي ينتمي ل
(𝐴𝐶𝐷) 

ينتمي للمستوي  (𝐼𝐽)و
(𝐼𝐽𝐾)   وضوحا 

 (𝐼𝐽𝐾)و (𝐴𝐶𝐷)هو الفصل المشترك للمستويين  (𝐼𝐽)إذا  
 .𝑁1في نقطة ولتكن  (𝐴𝐶)يقطع  (𝐼𝐽)و 

هو الفصل المشترك  (𝐾𝑁1)نجد أيضا  بطريقة مماثلة أنَّ 
في نقطة  (𝐴𝐵)، وأنه يقطع (𝐼𝐽𝐾)و (𝐴𝐵𝐶)للمستويين 

 . 𝑁2ولتكن 
هو المثلث  (𝐼𝐽𝐾)وهكذا يكون مقطع رباعي الوجوه بالمستوي 

𝑁2𝑁1𝐼 . 

 
أوجد مقطع  ،(𝐴𝐵𝐷)نقطة من المستوي  𝐿الطلب الثالث: 

 .(𝐾𝐽𝐿)رباعي الوجوه بالمستوي 

 
  (𝐾𝐽)و (𝐵𝐷)نقطة تقاطع المستقيمين  𝑆 نكتل 

 .(𝐵𝐶𝐷)من المستوي 
𝑆  تنتمي أيضا  إلى المستويين

(𝐾𝐽𝐿) و(𝐴𝐵𝐷) 
𝐿 ين نقطة من المستوي(𝐾𝐽𝐿) 

(𝐴𝐵𝐷) 

(𝑆𝐿)  هو الفصل المشترك للمستويين(𝐾𝐽𝐿) و(𝐴𝐵𝐷) 

(𝑆𝐿)  يقطع(𝐴𝐵) و(𝐴𝐷)  في نقطتين𝑈 و𝑉 على الترتيب 

ك م يَبعِ وَلَ  تدََابرَوا، وَلَ  تبَاَغَضوا، وَلَ  ،وَلتَنَاَجَشوا تحََاسَدوا، لَ  " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  ، بَيعِ  عَلَى بعَض   وَكونوا بعَض 
ه ، يكْذِب ه ، وَل يخَذ ل ه ، وَلَ  يظَلِمه ، لَ  الم سلم، أخَو الم سلِم   إخِوَانَا ، اللِ  عِباَدَ   صَدرِهِ  إِلَى وَي شير   - هَاه ناَ التَّقوَى وَليحَْقِر 

سِلمِ  ك لُّ  الم سلِمَ، أخََاه   يحَْقِرَ  الشَّرأنَ مِن امرىء بحَِسْبِ  - مَرات   ثلَاثََ  سلِمِ  عَلىَ الم  ه   حَرَام الم   "وَعِرض ه وَمَال ه دَم 
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𝐾 تنتمي لـ(𝐴𝐵𝐶) و(𝐾𝐽𝐿) 𝑈 تنتمي لـ(𝐴𝐵𝐶) و(𝐾𝐽𝐿) 

(𝐾𝑈)  ينتمي لـ(𝐴𝐵𝐶) (𝐾𝑈)  ينتمي لـ(𝐾𝐽𝐿) 

(𝐾𝑈)  هو الفصل المشترك للمستويين(𝐾𝐽𝐿) و(𝐴𝐵𝐶) 

 𝑊في  (𝐴𝐶)ويقطع 

 . 𝑈𝑉𝑊هو المثلث  (𝐾𝐽𝐿)مقطع رباعي الوجوه بالمستوي 

  (44: )صفحة العشرونالخامسة والمسألة 

منتصفات  𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼، والنقاط 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻نتأمل مكعبا  
[𝐴𝐸] و[𝐵𝐺] و[𝐸𝐺] و[𝐴𝐵]  بالترتيب. والنقطة𝑀  مركز

,𝐴)الأبعاد المتناسبة للنقاط  ,𝐵)و (1 ,𝐺)و (1 ,𝐸)و (1 1). 

وعين موضعها على  [𝐼𝐽]تنتمي إلى  𝑀الطلب الأول: أثبت أنّ 
 هذه القطعة.  

(𝐺, 1), (𝐵, 1)⏟        , (𝐴, 1), (𝐸, 1)⏟        ⏟                
𝑀 

 

 
,𝐺)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1), (𝐵, هو منتصف  (1

𝐺𝐵  أي في𝐽  1وثقلها + 1 = ,𝐽)أي  2 2). 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1), (𝐸, هو منتصف  (1
𝐴𝐸  أي في𝐼  1وثقلها + 1 = ,𝐼)أي  2 2). 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ,𝐵)و (1 ,𝐺)و (1 1) 
,𝐸)و ,𝐽)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (1 ,𝐼)و (2 2) 

 .𝐽و 𝐼لتساوي الثقلين في  [𝐼𝐽]وهو منتصف القطعة 

 .[𝐼𝐽]منصف  𝑀أي أنَّ 

وعين موضعها  [𝐾𝐿]تنتمي إلى  𝑀الطلب الأول: أثبت أنّ 
 على هذه القطعة.  

(𝐺, 1), (𝐸, 1)⏟        , (𝐴, 1), (𝐵, 1)⏟        ⏟                
𝑀 

 

,𝐺)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1), (𝐸, هو منتصف  (1
𝐺𝐸  أي في𝐾  1وثقلها + 1 = ,𝐾)أي  2 2). 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1), (𝐵, هو منتصف  (1
𝐴𝐵  أي في𝐿  1وثقلها + 1 = ,𝐿)أي  2 2).  

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ,𝐵)و (1 ,𝐺)و (1 1) 
,𝐸)و ,𝐾)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (1 ,𝐿)و (2 2) 

 .𝐿و 𝐾لتساوي الثقلين في  [𝐾𝐿]وهو منتصف القطعة 

 .[𝐾𝐿]منصف  𝑀أي أنَّ 

تقع في مستو  𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼الطلب الثالث: استنت  أن النقاط 
 .𝐼𝐿𝐽𝐾واحد وعين طبيعة الرباعي 

 

𝑀  مركز ثقل النقاط الأربع تقع
، أي أنّ  [𝐾𝐿]و [𝐼𝐽]منتصف 

 (𝐾𝐿)و (𝐼𝐽)المستقيمان 
متقاطعان فهما يشكلان 

 𝐼𝐿𝐽𝐾مستويا ، والشكل 
متوازي أضلاع لتناصف 

  قطريه.

 

 

، وَمَنْ يسََّرَ ع " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  نْ كرَبه يَوم القيامَةه نياَ نَفَّسَ اللهُ عَنهُ كُربةَ  مه ن كُرَبه الدُّ ن كُربةَ  مه لى مُعسرٍ مَنْ نَفَّسَ عَنْ مُؤمه
رَة، وَاللهُ في عَ  نياَ وَالآخه رَة، وَمَنْ سَترََ مُسلهمَا  سَترََهُ الله في الدُّ نيَا والآخه ، يسََّرَ الله عَليَهه في الدُّ ونه العَبده مَا كَانَ العَبدُ في عَونه أخيهه
، وَمَا اجتمََعَ قَوم  في بَيتٍ  لَ اللهُ لهُ بههه طَريقاَ  إهلَى الجَنَّةه لمَا  سَهَّ سُ فيهه عه تابه اللهه وَيتدَارَسونهَ وَمَنْ سَلَكَ طَريقاَ  يلَتمَه نْ بيوته اللهه يتَلونَ كه مه

عْ بيَنَهُم إهلا نَزَلَت عَليَهُم ا ندَهُ،وَمَنْ بَطَّأ بههه عَمَلهُُ لَمْ يسُْره حمَة وحَفتَهُمُ المَلائهكة وَذَكَرهُم اللهُ فيمَن عه  "بهه نسََبهُُ  لسَّكينةَ وَغَشيتَهم الرَّ
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 -- مسألة امتحانية --

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 2ضلعه  مكعب طول ،

(𝐴;
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ مركز ثقل المثلث  𝐾معلم متجانس،  (⃗ 

𝐸𝐵𝐺:المطلوب ، 

,𝐷,𝐾أثبت أنَّ النقاط  (1 𝐹 .تقع على استقامة واحدة 
ثم استنت  بعد النقطة  (𝐸𝐵𝐺)اكتب معادلة المستوي  (2

𝐹  عن المستوي(𝐸𝐵𝐺). 
وتمس المستوي  𝐹اكتب معادلة الكرة التي مركزها  (3

𝐸𝐵𝐺. 

 .𝐵𝐹𝐺𝐸احسب حجم الهرم  (4
على  [𝐴𝐷]منتصف  𝑁عين المسقط القائم للنقطة  (5

 .(𝐸𝐵𝐺)المستوي 
حول  𝐴𝐹اكتب معادلة المخروط النات  عن دوران  (6

𝐴𝐸. 

 
 الحل:

 قبل الحل 

 𝑁و 𝐾 اط المذكورةنكتب احداثيات رؤوس المكعب، والنق

𝐴(0,0,0), 𝐵(2,0,0), 𝐶(2,2,0), 𝐷(0,2,0), 

 𝐸(0,0,2), 𝐹(2,0,2), 𝐺(2,2,2),𝐻(0,2,2) 

𝑁(0,1,0) 

𝐾  مركز ثقل المثلث𝐸𝐵𝐺  إذا ، 

𝐾 (
𝑥𝐸 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐺

3
,
𝑦𝐸 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐺

3
,
𝑧𝐸 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐺

3
) 

𝐾 (
4

3
,
2

3
,
4

3
) 

 

 حل الطلب الأول:

,𝐷,𝐾النقاط حتى تكون  𝐹 نثبت على استقامة واحدة واقعة ،

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐹الارتباط الخطي للشعاعين   ⃗, 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −2,2) 

𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
4

3
,−
4

3
,
4

3
) 

: نلاحظ  أنَّ

2

4
3

=
−2

−
4
3

=
2

4
3

⟹  المركبات متناسبة

 فالأشعة مرتبطة خطيا ، والنقاط تقع على استقامة واحدة.

 حل الطلب الثاني:

  (𝐸𝐵𝐺)معادلة المستوي 

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐵) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐵) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐵) = 0 

𝑎(𝑥 − 2) + 𝑏(𝑦 − 0) + 𝑐(𝑧 − 0) = 0 

,�⃗� (𝑎حيث نفرض  𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐸𝐵𝐺) ٍعندئذ ،
 لإيجاده:

�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2,0) 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0, −2) 

�⃗� ⊥ 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ �⃗� . 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⟹ 2𝑎 + 2𝑐 = 0      (1) 

�⃗� ⊥ 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ �⃗� . 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⟹ 2𝑎 + 2𝑏 = 0      (2) 

 معادلتين بثلاث مجاهيل، نفرض قيمة لأحدهم ونعوض 

𝑐نفرض  =  نجد (1)، ونعوض في 1

𝑎 = −1  

 نجد:  (2)نعوض في 

𝑏 = 1  

 �⃗� (−1,1,1)حيث   (𝐸𝐵𝐺)وبالتالي تكون معادلة المستوي 

−(𝑥 − 2) + 𝑦 + 𝑧 = 0 

−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2 = 0  

 (𝐸𝐵𝐺)عن المستوي  𝐹بعد 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐹, (𝐸𝐵𝐺)) =
|−𝑥𝐹 + 𝑦𝐹 + 𝑧𝐹 + 2|

√1 + 1 + 1
=
2

√3
 

 حل الطلب الثالث:

 (𝐸𝐵𝐺)وتمس المستوي  𝐹الكرة التي مركزها معادلة 

(𝑥 − 𝑥𝐹)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐹)

2 + (𝑧 − 𝑧𝐹)
2 = 𝑅2 

 𝐹إذا  بعد  (𝐸𝐵𝐺))بما أنّ الكرة تمس المستوي  𝑅2لنحسب 
 ( 𝑅يساوي  (𝐸𝐵𝐺)عن المستوي 

 حَسَنةَ   عِنْدَه   الل   كَتبَهََا يعَْمَلْهَا فلَمَْ  بحَِسَنةَ   هَمَّ  فمََنْ  ذلَِكَ؛ بَيَّنَ  ث مَّ  وَالسَّيئاَتِ  الحَسَنَاتِ  كَتبََ  الل إنَِّ  " : صلى الله عليه وسلم لُ اللهه وقاَلَ رَسُ 
 فلَمَْ  بِسَيِِّئةَ   هَمَّ  وَإِنْ  كَثِيْرَة . أضَْعاَف إلِىَ  ضِعْف   سَبْعِمائةَِ  إلَِى حَسَناَت   عَشْرَ  عِنْدَه   الل   كَتبَهََا فعَمَِلهََا بهَِا هَمَّ  وَإنِْ  كَامِلةَ ،

 "وَاحِدَة   سَيِّئِةَ   الل   كَتبَهََا فعَمَِلهََا بهَِا هَمَّ  وَإنِْ  كَامِلةَ ، حَسَنةَ   عِنْدَه   الل   كَتبَهََا يعَْمَلْهَا
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 ومنه تصبح معادلة الكرة

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = (
2

√3
)
2

 

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 =
4

3
 

 
 حل الطلب الرابع:

  𝐵𝐹𝐺𝐸حجم الهرم 

𝑉 =
1

3
𝑆القاعدة ×  الارتفاع

 𝐸𝐵𝐺وقاعدته المثلث المتساوي الأضلاع  𝐹رأس الهرم هو 
 )أضلاعه عبارة عن أقطار وجوه المكعب(

ℎ = الارتفاع = (𝐸𝐵𝐺)عن المستوي 𝐹 بعد =
2

√3
 

𝑆القاعدة =
√3 𝑎2

4
, 𝑎 = |𝐸𝐵| = √4 + 4 = 2√2 

𝑆القاعدة = 2√3 

⟹ 𝑉 =
1

3
2√3 ×

2

√3
=
4

3
 وحدة مكعبة 

 حل الطلب الخامس:

𝑁  منتصف[𝐴𝐷] ومنه ، 𝑁(0,1,0) 

 (𝐸𝐵𝐺)على المستوي  𝑁هي المسقط القائم لـ  𝑀نفرض أنَّ 

 بما أنَّ 

(𝐸𝐵𝐺) ⊥ (𝑀𝑁) 

 المستوي، أيإذا  شعاع توجيه المستقيم هو نفسه ناظم 

�⃗� 𝑀𝑁 = �⃗� = (−1,1,1) 

 (𝑀𝑁)نكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم   الخطوة الأولى

 معلومة، وشعاع التوجيه معلوم 𝑁حيث النقطة 

(𝑀𝑁): {
𝑥 = −𝑡 + 0
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡 + 0

, 𝑡 ∈ ℝ 

في  (𝑀𝑁)نعوض المعادلات الوسيطية لـ  :الخطوة الثانية
 (𝐸𝐵𝐺)معادلة المستوي 

−(−𝑡) + (𝑡 + 1) + 𝑡 + 2 = 0 

⟹ 𝑡 = −1 

بالمعادلات الوسيطية للحصول على احداثيات النقطة  𝑡نعوض 
𝑀  من المستوي(𝐸𝐵𝐺) 

𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑧 = −1 

⟹𝑀(1,0, −1) 

 
 حل الطلب السادس: 

، ومركز القاعدة 𝐴(0,0,0)الرأس و،  𝑂𝑧محور الدوران هو 
𝐸(0,0,2) ونصف قطر القاعدة ،𝑟 = 𝐸𝐹 

الارتفاع = ℎ = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐸| = 2 

 𝑟لحساب 

𝑟 = √(𝑥𝐹 − 𝑥𝐸)2 + (𝑦𝐹 − 𝑦𝐸)2 + (𝑧𝐹 − 𝑧𝐸)2 

𝑟 = √4 + 0 + 0 = 2 

 
 معادلة المخروط هي

𝑥2 + 𝑦2 −
𝑟2

ℎ2
𝑧2 = 0, 𝑧𝐴 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝐸 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 0, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 

بَ  وَمَا باِلحَرْبِ. آذَنْت ه   فَقدَْ  وَلِيَّا   لِي عَادَى مَنْ  قَالَ: تعَاَلَى اللَ  إنَِّ  " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه   إِلِيَّ  أحََبَّ  بِشَيء   عَبْدِيْ  إِلِيَّ  تقَرََّ
ا ب   عَبْدِيْ  وليَزَال   عَلَيْهِ. افْترََضْت ه   مِمَّ  وَبصََرَه   بهِِ، يَسْمَع   الَّذِيْ  سَمْعهَ   ك نْت   بَبت ه  أحَْ  فإَِذاَ أ حِبَّه ، حَتَّى باِلنَّوَافلِِ  إلِيََّ  يَتقََرَّ

 "لأ عِيْذَنَّه   اسْتعَاَذَنيِْ  وَلئَِنْ  لأ عطِيَنَّه ، سَألََنيِْ  وَلئَنِْ  بهَِا. يمَْشِيْ  الَّتيِ وَرِجْلهَ   بهَِا، يَبْطِش   الَّتيِ وَيدََه   بهِِ، ي بْصِر   الَّذِيْ 
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 إن شاء الله القسم الثانينلقاكم في 

 

  

تِي عَنْ  لِي تجََاوَزَ  اللَ  إنَِّ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُولُ اللهه  َ  أ مَّ  "عَليَْهِ  اسْت كْرِه وا وَمَا وَالنِِّسْياَنَ  الخَطَأ

 يرجى زيارة الموقع أدناه والثالث تحميل القسم الثانيل 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/ 
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