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 25صفحة  -فكّر

  قطةالن  إذا كانت M  صورةَ نقطةM  وفق انعكاسٍ محورهd ُقطةالن  ، فما هي صورة M 
 ؟ وفق هذا الانعكاس

  مستقيمين متقاطعين في نقطةٍ  و إذا كانI  بالنسبة إلى مستقيمٍ وكانا متناظرينd ،
 ؟  dعلى المستقيم  I قطةالن  فلماذا تقع 

 
  إن ها النقطةM  لأن ه كانت نفسها.  ذا  على المستقيم  M قطةالنإ هذا ، dغير واقعة  ن  كا

] لقطعة المستقيمةا المستقيم محور ]MM  وكانتM  َالنقطةصورة M  الذي  نعكاسالاوفق
 .dمحوره 

  ة نقطة تقاطع هذين المستقيمينلأن  صور I نقطة تقاطع صورتيهما وفق الانعكاس المعطى،  هي
على صورتها وفق هذا الانعكاس ولا بُد أن تقع على  Iنفسها. إذن تنطبق  Iفهي إذن النقطة 

  dمحوره 

 

 26صفحة  -فكّر

لا تقعُ على استقامة  MوBو Aقاطالنفي التعريف السابق افترضنا أن  
 Mواحدة. يمكننا أن نضع تعريفاً يأخذ هذه الحالة في الحسبان بأن نقول أن  

وفق الت ناظر المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة  Aهي نظيرة 
[ ]MB ،؟ عل ِّل ذلك 

 
وفق الت ناظر  Aنظيرة  Mلا تقعُ على استقامة واحدة وكانت  MوBو Aقاطالن  إذا افترضنا أن  

]المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة  ]MB ، كان الرباعيAMMB  متوازي الأضلاع
 وهو التعريف السابق نفسه. .هلتناصف قطري

على استقامةٍ واحدةٍ  Mو Bو A الثلاث قاطالنأمَّا إذا وقعت 
إلى  وفق الت ناظر المركزي بالنسبة Aنظيرة  Mو كانت 

]منتصف القطعة المستقيمة  ]MB ،كانAB MM  تكانو 
M  صورةM  وفق الانسحاب الذي ينقلA  إلىB  في هذه

 .الحالة أيضاً 
 

 الحل

 الحل

M

M

B

A

MB MA
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 27صفحة  -تدرّب 

 :الصحيحة فيما يأتي وعلل إجاباتك عي ن المقولات 
 للمثل ث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر. 
Iوفق الانسحاب  Bإذا كانت صورة نقطة   J  النقطةهيC كانت القطعتان المستقيمتان ،

[ ]BJ  و[ ]IC .متناصفتين 
بالت رتيب، ولهما نصف القطر نفسه وكانتا  Oو Oدائرتين مركزاهما  و إذا كانت  

)، كان المستقيمان Bو Aمتقاطعتين في نقطتين  )OO و( )AB  كل محوري تناظر للش 
ائرتين. ن من الد   المكو 

متساوي  MONكان المثل ث  60وزاويته  Oوفق دورانٍ مركزه  Mصورة نقطة  Nإذا كانت  
 الأضلاع.

 
، هي محاور أضلاع تساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظرللمثل ث الم 

المثلث، إذ يمر محور كل ضلع بالرأس المقابلة فصورة المثلث وفق التناظر 
 الذي محوره محور هذه الضلع هي المثلث نفسه.

 .السابقة ه النقطة صحيحة وهي موضوع هذ 
)الدائرة متناظرة بالنسبة إلى كل قطر من أقطارها، وعليه يكون خط المركزين   )OO  محور تناظر

ن من الدائرتين   .و للشكل المكو 
OAومن ناحية أخرى، نظراً إلى كون  OA  وOB OB  استنتجنا أن

( )AB  هو محور القطعة المستقيمة[ ]OO والنقطة ،O  هي صورةO 
)عكاس الذي محوره وفق الان )AB  وفق هذا  هي صورة  فالدائرة

)الانعكاس المحوري. هذا يبرهن أن   )AB  هو أيضاً محور تناظر للشكل
ن من الدائرتين   .و المكو 

مثلث متساوي الساقين فيه زاوية قياسها  OMNهذا صحيح، لأن  المثلث  
60. 

 
]منتصف القطعة  Iكن ت، ولAمثل ثاً قائماً في  ABCليكن   ]BC مز إلى الت ناظر  I. نرمز بالر 

 .Iالذي مركزه 
 .Iوفق الت حويل  ABCأنشئ صورة المثل ث  

 ؟ ABAC . ما طبيعة الرباعيI وفق A صورة A لتكن

 الحل

CB

A

OO

B

A

NO

M

60
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 I القطعة  منتصف[ ]BC إذن ،( )I B C  و( )I C B يكفي إذن .

 .Iبالنسبة إلى  Aنظيرة  Aأن ننشئ 
متوازي الأضلاع لتناصف قطريه، وهو في الحقيقة  ABACالرباعي  

 .Aمستطيل لأن  فيه زاوية قائمة هي 

 30صفحة  -تدرّب 

Aوفق الانسحاب C النقطة صورة C لنقطةا . أنشئABC المثل ث ليكن  B ذي ينقل أي ال
A  إلىBالنقطة أيضاً  تكون  . لماذا C  َالنقطة صورة B  وفق الانسحابA CT؟ 

 
]منتصف القطعة المستقيمة  Iلأن   ]BC  هو نفسهI  منتصف القطعة[ ]CB فنظيرة !A  بالنسبة إلى
I  وهي( )A B C  هي نفسها نظيرةA  بالنسبة إلىI  وهي( )A CT B. 

على القطعة المستقيمة  Aالمسقط القائم للنقطة  Hمثل ثاً متساوي الأضلاع. وليكن  ABCليكن  
[ ]BC أنشئ صورة المثل ث .ABC  وفق الانسحابA H. 

 

 

2مثل ثاً متساوي الأضلاع، طول ضلعه  AOCليكن   cm ولتكن .B  نظيرة
وفق الانسحاب  AOC. أنشئ صورة المثل ثA النقطةى بالنسبة إل O النقطة
B C. 

 
Aالمثلث المتساوي الأضلاع  O C  صورة المثلثهو AOC  وفق

B الانسحاب C. 

اً لها في  d، وليكن Oدائرة مركزها  لتكن   . Aالنقطةمستقيماً مماس 
ائرة   .dذي محوره وفق الانعكاس ال صورة  أنشئ الد 

 الحل

A

CB

CB

H

 الحل

 الحل

 الحل

A B

C

I

A

d

AO O

B

A

O C

A

O C
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 33صفحة  -تدرّب 

منتصف القطعة المستقيمة  I النقطة، ولتكن ABCDليكن المرب ع   
[ ]BC أنشئ صورة المرب ع .ABCD  وفق الانسحابA I  الذي

 .Iإلى  Aينقل 

 
أضلاعه توازي  انسحاب هي مربع   الانسحاب يحافظ على الأطوال والزوايا والتوازي، فصورة المربع وفق

)يكفي إذن أن نُنشئ المربع المنشود انطلاقاً من  .أضلاع المربع الأصلي )A I A I A  كما في
 الشكل.

 مركز ثقله. G، وليكن ABCليكن المثل ث  
Aوفق الانسحاب  G النقطةصورة  Gأنشئ   G  الذي ينقلA  إلىG. 
]منتصف القطعة المستقيمة  Iكن لت   ]BC أَتكون .I  منتصف القطعة[ ]GG؟ 

 .BGCG استنتج طبيعة الرباعي  

 
AGوبحيث  G النقطةإلى  AG دنمد     GG.  فنحصل على

Aوفق الانسحاب G النقطةصورة  G النقطة G.  

)استنتجنا أن   ABC نقطة تلاقي متوسطات المثلثهي  Gلم ا كانت   )AG  يلاقي
( )BC  فيI  فالنقاطA وG وI وG  تقع على استقامة واحدة. ولما كان

1 1

2 2
IG AG GG   استنتجنا أنI  تقع في منتصف[ ]GG. 

 .أضلاع بسبب تناصف قطريهمتوازي  BGCGالشكل الرباعي  
 

. أنشئ رباعي اً على المستقيم  واقعةً  نقطةً  Aمستقيمين متعامدين، ولتكن  و ليكن  
ABCD  يكون المستقيمانd محوري تناظر له. و 

 
بالمثل  نختار. و ع المستقيمين نقطة نقاط O مختلفة عن Aنفترض أن  

وفق الانعكاس  Aصورة  C. ثُم نعين Oومختلفة عن  dنقطة واقعة على 
وفق الانعكاس المحوري بالنسبة  Bصورة  D، ونعين dالمحوري بالنسبة إلى 

 المنشود. ABCD. فنحصل بذلك على الرباعي إلى 

d

d

 الحل

 الحل

 الحل

A

C

B

D

A

C

B

D

I

A

CB

G

G

I

A

dB

C

O
D



11 

8يساوي  OAستطيلًا فيه م OABCليكن   cm وOC  6يساوي cm ربع دورة  . وليكن
 .Oمباشرة مركزها 

 بالت رتيب.  وفق الت حويل  Bو Aو C قاطالنصور  Bو Aو C قاطالنأنشئ  
 قائم ومتساوي الساقين. OBBبي ن أن  المثل ث   

10يساوي  BB طول استنتج أن      سنتيمتراً. 2

 
OAنعلم أن    B C ه صورة المستطيل ن  هو مستطيل لأ

OABC لذلك نُنشئ .A وC يصورت A وC  ثُم   وفق
OAليصبح  Bنتمم الشكل بإنشاء  B C .مستطيلًا 

وفق دوران ربع دورة مباشرة حول  Bهي صورة  Bإن    
Oتضي أن يكون ، وهذا يقBOB  مثلثاً قائماً فيO 

 .ومتساوي الساقين
. فمثلًا من BIBأو  BOBيمكن أن نستفيد من أحد المثلثين القائمين  BBب طول احسل 

 الأخير نجد اعتماداً على مبرهنة فيثاغورث :
2 2 2(8 6) (8 6) 2(64 36) 2 100BB 

10 ومنه 2BB. 

العمود على  Bمحور تناظره. نرسم من  d، وليكن Aمثل ثاً متساوي الساقين رأسه  ABCليكن  
)المستقيم  )AB  فيقطعd  في نقطةE. 

)ما هي صورة المستقيم   )BE عكاس الذي محوره وفق الانd ؟ 
)استنتج أن  المستقيمين   )EC و( )AC .متعامدان 

 
 .dإلى الانعكاس الذي محوره  dلنرمز بالرمز  

)لم ا كان  )d E Eو ،( )d B C  المستقيم ، استنتجنا أن ( )CE  هو
)صورة  )BE  وفقd. 

) المستقيموكذلك نرى أن    )AC  المستقيم صورة هو( )AB  وفقd .
)ولكن  الانعكاس المحوري يحافظ على التعامد، إذن  ) ( )AC CE   كانلأن

( ) ( )AB BE. 

 الحل

 الحل

C B

AO

AB I

C

A
d

BC

E
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دوراناً  . ليكن 90AOB، تُحقَّقان Oالتي مركزها  ائرة نقطتين على الد Bو Aلتكن  
 .60وزاويته  Oمباشراً مركزه 

 .وفق  B النقطةصورة  C النقطةأنشئ  
 .ABCاحسب قياسات زوايا المثل ث 

 مرين هناك حالتان.: في هذا الت ملاحظة 

 

 

 دوران مباشر   Cإلى  Aالانتقال من و  60BOCعلى الدائرة بحيث يكون  C النقطةنرسم  
كما يأتي نكتب ذلك  أن  ويمكن  .وفق  Bصورة  Cفتكون  ، )عكس جهة دوران عقارب الساعة(

,60O A C. كما في الشكل. فنحصل على حالتين 
 : نناقش كلَّ حالة على حدتها 

 الحالة الأولى:
1 1

(90 60 ) 15
2 2
1

30
2
180 30 15 135

ABC AOC

BAC BOC

ACB

 

 :الثانيةالحالة 
1 1

(90 ) 45
2 2
1

30
2
180 30 45 105

ACB AOB

BAC BOC

CBA
 

O

 الحالة الأولى

B

C
A

O

 الثانيةالحالة 

B

C

A

 الحل
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 تمرينات ومسائل

 .Oمتوازي أضلاع مركزه  ABCDليكن  
Oوفق الانسحاب  ABCDأنشئ صورة  D  الذي ينقلO  إلىD. 

Oوفق  ABCDإن  صورة   D   هي متوازي أضلاع، أثبت أنD .مركزه 

 
 كانت صورة ،كان الانسحاب يحافظ على التوازي وعلى قياسات الزوايا الم   

Oوفق الانسحاب  ABCDمتوازي الأضلاع  D  هي متوازي الأضلاع
AOCD ح  في الرسم وفق  B النقطةصورة حيث أنَّ  .كما هو موضَّ
Oالانسحاب  D  هيO. 

]هي منتصف  Oت كان الم    ]BD  استنتجنا أن  صورتهاD  الانسحاب وفقO D  هي منتصف
[ ]OD متوازي الأضلاع ، فهي إذن مركزABCD. 

]منتصف القطعة المستقيمة  I النقطة، و ABC ليكن لدينا المثل ث  ]BC لتكن .J  النقطةنظيرة
B النقطةسبة إلى بالن A. 

Aوفق الانسحاب  Bصورة  K النقطةأنشئ   C  الذي ينقلA  إلىC. 
Cوفق الانسحاب  J النقطةما هي صورة   K ؟ 

 
] نمدد  )BA  باتجاهA  النقطةونحدد على الجزء الممدد J  بحيث تكون 

]القطعة المستقيمة منتصف  A النقطة ]BJ  فتكون J  النقطةنظيرة B  بالنسبة
 كما هو موضح في الرسم.، Aلنقطة إلى ا

وفق  B النقطةصورة  K النقطةفتكون  ABKC سم متوازي الأضلاعنكمل ر 
Aالانسحاب  C. 

ACكان  المَّ   BK  الرباعي وكانABCK  جدنا أنَّ متوازي أضلاع و
CK AB  بالتالي وCK JA  النقطةفإنَّ ومنه A النقطةصورة J  وفق

Cالانسحاب  K لأنَّ الرباعي CKAB  ضلاعالأمتوازي. 
في الزاويتين dو d، وليكن Oمستقيمين متقاطعين في نقطةٍ  و ليكن   نتي منص  ن المكوَّ

 .نقطة واقعة على المستقيم  Mبهذين المستقيمين، وأخيراً لتكن 
 M النقطةصورة  P النقطة، و dوفق الانعكاس الذي محوره  M النقطةصورة  N النقطةأنشئ  

 .dوفق الانعكاس الذي محوره 

 الحل

 الحل

A

AB

C D

DC

O

K

J

I

A

BC
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 قائم الز اوية. PMN المثل ثعل ل كون  

 
ف إحدى الزاويتين بين  dالمستقيم    إذن المستقيم  ، و  منص 

 أنَّ  استنتجنا Mكانت  الم  و  .dوفق انعكاس محوره  صورة المستقيم 
N .  ونجد بالمثل أنP فالنقاط .M وO وP .تقع على استقامة واحدة 

OMإن    ON ) َّلأنd  محور([ ]MN.  وكذلكOP ON ) َّلأنd  محور([ ]PN نستنتج ،
]إذن منتصف الضلع  ]MP  في المثلثPMN  مركز الدائرة المارة برؤوسه، فهو مثلث قائم في هوN. 

ع  كما في  O .dمركزه متوازي أضلاع  ABCDليكن   مستقيم  متوض 
كل المجاور، ويقطع القطعة المستقيمة  ]الش  ]CD  فيN كما يقطع ،

]القطعة المستقيمة  ]BC في M ليكن .O  التناظر الذي مركزهO. 
 بالت رتيب. Oفق و  Nو  Mصورتي النقطتين  Nو Mأنشئ النقطتين  
)استنتج أن  المستقيم   )M N  يوازي المستقيمd. 

 
)ع نقطة تقاط Mلتكن   )MO  مع[ ]AD القطعة المستقيمة . لما كانت

[ ]AD صورة [ ]CB وفقO استنتجنا أن  صورة ،M  وفقO  في آن معاً تقع
)على كل من  )OM و( )AD  فهي إذنM أي .( )O M M.  ونجد

)بالمثل أن   )ON N  هي نقطة تقاطعON  مع[ ]AB. 
)متوازي الأضلاع لتناصف قطريه، وعلى الخصوص  NMNM الشكل  ) ( )MN MN  وهي

 الخاصة المطلوبة.
اقين رأسه  ABCليكن  ]على  Aالمسقط القائم للنقطة  H، وليكن Aمثل ثاً متساوي الس  ]BC ،

]نقطة من  Mولتكن  ]AH  مختلفة عنA  وعنH ُيقطع المستقيم .( )BM  َالمستقيم ( )AC 
)، ويقطع المستقيمُ Iفي  )CM  َالمستقيم ( )AB فيJ الانعكاس الذي محوره  . ليكن( )AH. 
)عل ل كون المستقيم    )CJ  صورة المستقيم( )BI  وفق الانعكاس. 

)ما صورة المستقيم    )AC  ؟ وفق 
)استنتج أن     )I J. 

اقين. BJIC عل ل كون الر باعي   شبه منحرف متساوي الس 

 
 Cوجدنا أنَّ  ،كان الارتفاع المتعلق بالقاعدة محوراً للقاعدة في المثلث المتساوي الساقين الم    

)نَّ إأي  ،وفق الانعكاس  Bصورة  )B C ، النقطةو M  تقع على محور التناظر( )AH  

 الحل

 الحل

 الحل

MN

d

O

d

P

M

C

A B

D N

d

O

M

C

A B

D N

d

OM

N

H

A

BC

M

JI



15 

)إذن  )M Mالمستقيم صورة ، وعليه ( ) ( )BM BI ، هي المستقيم ،وفق ( ) ( )CM CJ. 
 ستنتجن ومنه B النقطةهي  C النقطة صورةو  نفسها Aهي  وفق الانعكاس  A النقطةصورة  

)المستقيم صورة  أنَّ  )AC هي المستقيم   وفق( )AB. 
)المستقيمين هي نقطة تقاطع I النقطةكانت  المَّ   )AC  و( )BM  ها وفق جب أن تكون صورتو 

) المستقيمينأي نقطة تقاطع  صوتيهما وفق نقطة تقاطع  )AC و( )CM  وهيJ إذن ( )I J. 
) كان المَّ   )I J  و( )C B كان ( ) ( )BC IJ   هذين المستقيمين عموديان على  لأن

( )AH فالرباعي .BJIC  شبه منحرف. وهو متساوي الساقين لأن المستقيم( )AH .محور تناظر له 
 .BJICيحافظ على الرباعي  حيث إن  الانعكاس المحوري 

 حويلاتتعرّفُ الت 

]و Oدائرة مركزها   ]AB  .أحد أقطارهاM  مختلفة  نقطة واقعة على
)موازياً المستقيم  M النقطةمستقيم  يمر ب . Bوعن  Aعن  )AB نرسم .

)مستقيمين يوازيان المستقيم  Bو Aن م )OM  فيقطعان المستقيمd  في
A وB الترتيب. لتكن بM  رة صوO وفق الت ناظر الذي مركزه M .

 مثل ث  قائم. AMBأثبت أن  المثل ث 

  
O ليكن M  الانسحاب الذي ينقلO  إلىM لما كان كل من .OAAM وOBBM  متوازي

)الأضلاع، استنتجنا أن   )A A و( )B B ًولدينا إنشاء .( )M M إذن المثلث .
ABM  هو صورة المثلثABM  ولكن هذا الأخير مثلث قائم في  .وفق الانسحابM ) لأن

 .Mأيضاً قائماً في  ABMبد أن يكون ، فلا)الدائرة تقابل قوس نصف AMBالزاوية 

 صورة تقاطع مستقيمات 
d  محور قطعة مستقيمة[ ]BC .A وM  نقطتان واقعتان علىd  نفترض

)أن  المستقيمين  )AB و( )CM  يتقاطعان فيN وأن  المستقيمين ،( )AC و
( )BM  يتقاطعان فيP  النقطة. أثبت أن P  النقطةهي صورة N  وفق

 .dالانعكاس الذي محوره 

  
] مستقيمةالقطعة المحور  d. لم ا كان dإلى التناظر الذي محوره  لنرمز بالرمز  ]BC   استنتجنا أن

( )B C و( )C B ومن ناحية أخرى، لم ا كانت النقطتان .A وM  تنتميان إلى محور التناظر
d   استنتجنا أيضاً أن( )A A و( )M M. 

d
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)إذن صورة المستقيم  )MC  هي المستقيم  وفق( )MB رة المستقيم ، وصو( )BA  هي  وفق
)المستقيم  )CA عليه تكون صورة ،N )نقطة تقاطع المستقيمين( )MC  و(( )AB ي نقطة تقاطع ه

)الصورتين  )MB و( )CA  أي النقطةP :( )N P.وهي النتيجة المنشودة . 

 استعمال التعاريف 

ABC   اقين، مثل ث  متساوي السM  نقطة من القطعة المستقيمة[ ]AC ،N 
Bوفق الانسحاب  M النقطةصورة  C  الذي ينقلB  إلىCو  ،P 
والذي ينقل  Aالذي مركزه  وفق الدوران المباشر  M النقطةصورة 

اقين. PCN. أثبت أن  المثل ث Cإلى  Bالنقطة  متساوي الس 

  
)لم ا كان  )B C و( )M P  استنتجنا أن  صورة القطعة المستقيمة[ ]BM  هي  وفق[ ]CP 

CPبوجه خاص و  BM ولم ا كان .MBCN  متوازي الأضلاع  لأن( )B C M N  استنتجنا
CNأيضاً أن   BM  وعليه نرى أن .CN CP  والمثلثPCN ا  قين.متساوي الس 

 استعمال ربع الدورة 
ABC   اقين رأسه  ومتساوي مثل ث  قائم نقطة من القطعة المستقيمة  A ،Iالس 
[ ]AC ،IAJ   اقين في  مثل ث ةو  Aقائم  ومتساوي الس  تقع خارج  Jالنقط

]القطعة المستقيمة  ]AB أثبت أن  المستقيمين .( )BI  و( )CJ .متعامدان 

  
 J تكون  كذلكو  وفق  Bصورة هي  C إن  ،Aالدوران المباشر ربع دورة الذي مركزه  ليكن 

)المستقيم  إذن، وفق  Iصورة  )CJ هو صورة BI  وعليه ،وفق ( ) ( )CJ BI. 
، ولكن هذا ليس ونترك لكم استكشاف طرائق أخرى لحل هذه المسألة دون استعمال التحويلات الهندسية

 موضوع البحث.

 تعرُّف التّناظر المركزيّ  
ABCD  متوازي أضلاع مركزهO ،d النقطةمستقيم  مار  ب O  ويقطع
)المستقيم  )DC  فيP  ويقطع المستقيم( )AB  فيQ ،  مستقيم  مار

)ويقطع المستقيم  O النقطةب )AD  فيN  ويقطع المستقيم( )BC في M .
 متوازي الأضلاع.  MPNQ أثبت أن  الر باعي
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 . لم ا كان ABCDالذي هو مركز تناظر متوازي الأضلاع . Oالتناظر المركزي حول  Oليكن 

( ) ( )O CD AB  و( )O d d 
)التي هي نقطة تقاطع (، Pاستنتجنا أن  صورة  )CD و(d وفق ،O  هي نقطة تقاطع( )AB وd 

)أي  .Qوهي  )O P Q  ونبرهن بأسلوب مماثل أن .( )O M N إذن .O  هي منتصف كل من
]القطعتين المستقيمتين  ]PQ و[ ]MN والرباعي ،MPNQ .متوازي الأضلاع لتناصف قطريه 

 استعمال الدوران 

]. نتأم ل على القطعة المستقيمة O همركز مرب عاً  ABCDليكن  ]AB  نقطة
E وعلى القطعة المستقيمة ،[ ]BC  نقطةF ونقطة ،G  على القطعة

]المستقيمة  ]CD ونقطة ،H  على القطعة المستقيمة[ ]AD  بحيث يكون 
AE BF CG DH  أثبت أن .EFGH مرب ع. 

  
])لم ا كان  .Oالمباشر ربع دورة حول  الدوران ليكن  ]) [ ]BA AD  والدوران يحافظ على الأطوال

])الواقعة على ( Eاستنتجنا أن  صورة  ]BA  ي نقطة من ه ،وفق[ ]AD  تبعد عن( )D A 
)أي  .Hفهي إذن ، E)عن  Aأي بُعد ( AEبمقدار  )E H  ونبرهن بالمثل أن . 

( )H G و( )G F و( )F H 
 مثلًا لأن  مربع ،  EFGH الرباعيهذا يبرهن أن  

([ ]) [ ]EH HG  و([ ]) [ ]HG GF  و([ ]) [ ]GF FH 
 .متساوية الطول ومتعامدة فالأضلاع

 استعمال التنّاظر المركزيّ 

تان خارجاً في و  بالت رتيب،  Oو O، مركزاهما T دائرتان متماسَّ
 .T، مختلفتان عن نقطتان من الدائرة Fو Eونصفا قطريهما متساويان. 

)المستقيم  )ET  ائرة )ويقطع المستقيم  ،Mفي نقطة  يقطع الد  )FT 
ائرة   متوازي الأضلاع. ENMF. برهن أن  الر باعي  Nفي نقطة  الد 

  
)نقطة التماس تقع على خط المركزين  .Tالتناظر المركزي حول  Tن ليك )OO  ولدينا استناداً إلى

TOالفرض  TO.   نستنتج إذن أن( )T O O و( )T. 
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)النقطة  )T F  نقطة مشتركة بين المستقيم( ) ( )TFT FT  والدائرة( )T  فهي إذنN 
)أي  )T F N. 

)ونرى بالمثل أن  النقطة  )T E ة بين المستقيم هي نقطة مشترك( ) ( )TET ET  والدائرة
( )T  فهي إذنM  أي( )T E M . إذنT  هي منتصف كل من القطعتين المستقيمتين

[ ]FN و[ ]EM والرباعي ،ENMF .متوازي الأضلاع لتناصف قطريه 

 استعمال الدوران بربع دورة 

ABCD   مركزه  مرب عO ،M مة نقطة واقعة على القطعة المستقي[ ]ABو ،
N  القطعة المستقيمة نقطة من[ ]BC تُحق ِّق 

90MON. 
اقين. MON المثلث برهن أن    قائم  متساوي الس 

  
])فيكون  .B إلى A الذي ينقل Oالدوران ربع دورة حول  ليكن  ]) [ ]AB BC لتكن .M 

]نقطة من القطعة المستقيمة  M. إن  وفق  Mصورة  ]BC  وهي تقع أيضاً على المستقيم الذي
)يصنع مع  )OM  زاوية قائمة فهي إذنN أي .( )M N. ومنه ON OM المثلث، و MON 

اقين   .قائم  متساوي الس 
لأضلاع مرسومين مثل ثين متساويَي ا ADJو ABI، وليكن Oمرب عاً مركزه  ABCDليكن  

)الانعكاس ال ذي محوره  . ليكن ABCDخارج المرب ع  )AC. 

105JACبرهن أن     IAC. 
)استنتج أن  المستقيم    )AC  َّف الز )وأن ه عمودي على  JAIاوية ينص  )JI. 

)برهن أن     )I J. 
)هي صورة المستقيم ما    )DI  ؟ وفق الانعكاس 

)استنتج أن  المستقيمات    )DI  و( )BJ و( )AC .تتلاقى في نقطة واحدة 

 
 من الواضح أن    

60 45 105JAC JAD DAC 
 .105IACونجد بالمثل 

)نستنتج مما سبق أن    )AC  منصف لزاوية الرأس في المثلث
AJ)لأن ( IAJالمتساوي الساقين  AD AB AI فهو إذن ،

]محور القطعة المستقيمة  ]IJ وبوجه خاص ،( ) ( )AC IJ. 
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)وجدنا أن    )AC القطعة المستقيمة هو محور [ ]IJ ، إذن( )I J . 

)لم ا كان    )AC  محور القطعة المستقيمة[ ]BD )  لأنA  متساوية البعد عنB وD  وكذلك
)، استنتجنا أن  C)بالنسبة إلى  )D B   ورأينا أن( )I J ،إذن ( ) ( )ID JB. 

)نقطة تقاطع المستقيمين  Xلتكن   )ID و( )JB إن  النقطة .( )X  نقطة مشتركة بين صورتي
)المستقيمين  )ID و( )JB  قيمين ، أي بين المستوفق( )ID و( )JB  نفسيهما، فهي إذن النقطةX 
)ذاتها، أي  )X X فالنقطة ،X  تقع على محور التناظر( )AC  والمستقيمات( )DI و( )BJ 

)و )AC .تتلاقى في نقطة واحدة 
]منتصف الضلع  Iمثل ثاً. ولتكن  ABCليكن   ]BCو  ،H  نقطة تلاقي ارتفاعات المثل ث

ABC نسم ي .K  النقطةنظيرة H  بالن سبة إلى المستقيم( )BC ،
 .Iبالنسبة إلى  Hنظيرة  Lونسم ي 

 متوازي أضلاع. BHCLأثبت أن    
 قائمان. ACLو ABLاستنتج أن  المثل ثين   

)أثبت أن     )KL  يوازي( )BC. 
 قائم. AKLاستنتج أن  المثل ث   
ائرة التي قطرها  Kو Cو Bو A قاطالنأثبت أن    ]تقع على الد  ]AL. 
ة :   ة الخاص  ، وقعت ABC هي نقطة تلاقي ارتفاعات مثل ث Hإذا كانت «أثبت صح 

 .»ر ة برؤوس المثل ثالمبالنسبة إلى أضلاع المثل ث على الدائرة ا H النقطةنظائر 

 
]منتصف كل من  Iلم ا كانت    ]BC  و[ ]HL استنتجنا أن  الرباعي BHCL  متوازي الأضلاع

 لتناصف قطريه.
)لدينا  Hاستناداً إلى تعريف   ) ( )AB HC  ولكن( ) ( )BL HC لأن BHCL متوازي الأضلاع 
)إذن  ) ( )AB LB  ونبرهن بالمثل أن .( ) ( )AC LC فالمثلثان .ABL وACL ئمانقا. 
]مع  HK نقطة تقاطع A لتكن   ]BC.  لما كان( )BC  محور القطعة[ ]KH   استنتجنا أن
A  منتصف[ ]KH إذن في المثلث .AKL  المستقيم( )IA  يصل بين منتصفي الضلعين[ ]HL  

]و ]HK فهو يوازي الثالثة أي ،( ) ( )BC LK. 
) ما كانل  )BC عمودي على ( )AK  هو يوازي و( )KL استنتجنا أن ( ) ( )KL AK  فالمثلث
AKL  قائم فيK. 

]إنَّ   ]AL   في المثلثات القائمة مشترك   وتر ABL وAKL وACLالدائرة التي ، فAL قطر فيها، 
 دائرة.ال هذه تقع على Kو Cو Bو Aالنقاط و  .ذه المثلثاته رؤوسبتمر 
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)بالنسبة إلى  H النقطةنظيرة  K النقطة أثبتنا فيما سبق أن  )BC رة برؤوس المتقع على الدائرة ا
)كل من الضلعين بالنسبة إلى  H النقطةجد أنَّ نظيرة وبأسلوب مماثل ن .ABCالمثلث  )AB و( )CA 

 .الدائرةهذه على أيضاً تقع 
OAB وOCD اقين يشتركان بال Oأس ر مثل ثان قائمان ومتساويا الس 

 .Oالذي مركزه  . ليكن الدوران ربع الدورة المباشر 
 ؟ Cالنقطة؟ ما صورة  وفق  A النقطةما هي صورة  
ACاستنتج أن    BD ،  وأن ( ) ( )AC BD. 

 
)وضوحاً لدينا   )A B و( )C D. 
] مما سبق نجد أنَّ   ] [ ]AC BD إذن ،AC BD وBD AC. 

ائرة  Oلتكن   المارة برؤوس المثل ث المتساوي الأضلاع  مركز الد 
ABC ولتكن ،I  منتصف القطعة المستقيمة[ ]ABو ،d    مستقيم

)موازياً  I النقطةيمرُّ ب )BC إلى الدوران المباشر  . نرمز بالرمز
 .120وزاويته  Oالذي مركزه 

]ما صورة القطعة المستقيمة    ]AB  ؟ وفق 
]منتصف  J النقطةهي  وفق  I النقطةاستنتج أن  صورة    ]BC. 

)ما صورة المستقيم    )BC  ؟ وفق 
)هي المستقيم  وفق  dاستنتج أن  صورة المستقيم    )IJ. 

 
])وضوحاً لدينا .  ]) [ ]AB BC .استناداً إلى خواص المثلث المتساوي الأضلاع 
]منتصف  Iإذن صورة  ،الدوران يحافظ على منتصف قطعة مستقيمة  ]AB   هي النقطة  وفق
J منتصف[ ]BC . 

)صورة المستقيم    )BC  هي المستقيم  وفق( )CA. 
) يوازي  d المستقيم  )BCبالنقطة  ، ويمرI منتصف[ ]AB،  فصورته( )d  مستقيم يمر بالنقطة
( )J I  منتصف[ ]BC  ًموازيا( ) ( )CA BC فهو إذن ،( )IJ  المار بمنتصفي الضلعين

[ ]BC و[ ]BA إذن .( ) ( )d IJ. 
ائرة  Oلتكن    المارة برؤوس المثلث المتساوي الأضلاع مركز الد 

ABC ، ولتكنM  نقطة من القوسBC  لا يحوي الذيA .D 
]هي نقطة من  ]AM  تُحق قMD MC. 
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 متساوي الأضلاع ؟ DMCأثبت أن  المثل ث  
وران المباشر الذي مركزه  بالرمز نرمز    .Bإلى  Aوينقل  Cإلى الد 

 ؟ وفق  ADCما صورة المثل ث  
BMاستنتج أن    AD   وأنMB MC MA. 

 
60AMCكان  الم    ABC  كان، لأن ABC زوايا المحيطية مثلث متساوي الأضلاع وال

 MDC المتساوي الساقين، استنتجنا أن  المثلث في الدائرة التي تقابل القوس نفسه متساوية في قياساتها
 .60لأن قياس إحدى زواياه يساوي  الأضلاع متساوي 

)لدينا    )A B  و( )D M.  ومنه صورة المثلثADC هي المثلث   وفق الدوران
BMC. 

])نستنتج من كون   ]) [ ]AD BM   أنAD BM.  ولديناMD MC إذن 
MB MC AD DM AM 

 وهي النتيجة المطلوبة.
 ABCD  مرب ع مركزهO.M  لع ]نقطة من الض  ]AB . يقطع المستقيمُ المار

)عمودي اً على  B النقطةب )CM  َالمستقيم( )AD  فيP بالاستعانة بتحويل .
 اقين.مثل ث قائم ومتساوي الس POMتختاره، أثبت أن  المثل ث 

 
). إن  المستقيم Aإلى  Bوينقل  Oالدوران ربع دورة حول  ليكن  )CM  عمودي المستقيم الهو
)على  )CM  ر بالنقطة امالو( )C B فهو إذن ،( )BP . 

)هي نقطة تقاطع المستقيمين  Mالنقطة  )CM و( )AB  تقاطع صورتيهما هي نقطة  فصورتها وفق
)أي  وفق  )BP و( )AD  فهي إذن النقطةP أي .( )M P وهذا يبرهن أن المثلث .POM 

 .Oوقائم في  متساوي الساقين
. ننشئ خارجه Aمثل ثاً متساوي الساقين، رأسه  ABCليكن  

. بالاستعانة بتحويل تختاره، أثبت ACEFو ABIJمرب عين 
JCأن   BF وأن  المستقيمين ،( )CJ  

)و )BF .متعامدان 

 
. نستنتج Jإلى  Bينقل  نَّ الدوران إ ،Cإلى  Fينقل و  Aمركزه الذي ربع دورة الدوران  ليكن 

])إذن أن   ]) [ ]FB CJ ومنه FB CJ و( ) ( )FB CJ ،وةوهي النتيجة المرج. 
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    ةالهندسة الفراغي  

  
 مات بالمنظوررسم المجسّ  

 لاقيقواعد التّ  

 وازي في الفراغالتّ  

 عامد في الفراغالتّ 
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7َّصفحةََّّ- بتدر َّ

حاً في دفتر  اً، وأعد  ماً تمثيلًا منظوري  ل مجس  لا يمث   ،سوم التاليةالر   ن أي  بي       .كرسمه مُصح 

 

 

 يأتي: كما صح حهالن صحيحاً. تمثيلًا منظورياً  اتلا تمثل مجسم المعطاة جميع الأشكال

 

ً نظوري  باً مرسوماً مل مكع  لتمث   الية  سوم الت  كلاً من الر   أكمل      .ا

 

 
 

 

 

 

 
9َّصفحةََّّ- تدرّب

] الحرف من نقطةً  Iمكع باً. ولتكن  ABCDEFGHليكن   ]AB وJ 
] الحرف نقطة من ]CG . 

تنتميان  Jو I قطتينالن   أثبت أن   ،لاقيبالاستفادة من قواعد الت   
)في آن معاً إلى المستويين  )ABJ و( )CGI. 

)المستويين  ما هو إذن تقاطعُ   )ABJ و( )CGI؟ 
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 I  نقطة من المستقيم( )AB المستوي  المحتوى في( )ABJ  نقطة فهي
) المستوي من  )ABJ وهي وضوحاً تنتمي إلى المستوي ،( )CGI فهي ،

)تنتمي إذن إلى تقاطع المستويين  )ABJ و( )CGI  ونبرهن بالمثل أن .
)تنتمي إلى تقاطع المستويين  Jالنقطة  )ABJ و( )CGI  . 

) المستويان  )ABJ و( )CGI لأن  غير منطبقين ،G  لا تنتمي إلى
)المستوي  )ABCيشتركان بالنقطتين  ، وهماI وJ ، هو المستقيم  هماتقاطعف( )IJ. 

 
] الحرف من نقطةً  Bرباعي وجوه. ولتكن  ABCDليكن    ]BD 

] الحرف من نقطةً  Cو ،Dو Bمختلفة عن  ]CD  ًعن مختلفة C 
). نفترض أن  المستقيمين Dو )B C و( )BC نقطة يتقاطعان في 
E . تقاطع المستويين عي ن( )ABC و( )AB C. 

 

 
)ن يمن المستوي تنتمي إلى كل    Aالنقطة من جهة أولى  )ABC و( )AB C.  ومن جهة ثانية

) إلى المستوي  Eتنتمي النقطة  )ABC   ها نقطة من المستقيملأن ( )BC تنتمي كذلك  وهي ه،المحتوى في
) المستوي إلى  )AB C   ها نقطة من المستقيم لأن( )B C.  ناالمستوي يتقاطعإذن ( )ABC و( )AB C 

) بالفصل المشترك )AE. 

 
12َّصفحةََّّ- تدرّب

] منتصف   Iلتكن ،ABCD وجوهال رباعي   في  ]AB، وJ   منتصف [ ]BC، وK   منتصف 
[ ]CD،  أخيراً وL   منتصف [ ]AD . 

) أثبت أن  المستقيمين  )IL و( )JK متوازيان، وأن  المستقيمين ( )IJ و( )KL متوازيان. 

 ؟ IJKLباعي الر   ما نوعُ  
 

 
بين منتصفي ضلعين  الواصلة ةتقيممسالخاصة الأساسية التي علينا أن نتذكرها هي أن  القطعة ال

  توازي الضلع الثالثة، ولها نصف طولها. في مثلث
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) نستنتج أن   ،ABD من المثلث  ) ( )IL BD ومن المثلث ،CBD  نستنتج
)أن   ) ( )JK BD إذن ، ( ) ( )IL JK لأن  كلًا منهما يوازي ، ( )BD. 

) أننجد وبالمثل  ) ( )IJ LK  ًمنهما يوازي  لأن كلا( )AC. 
 .ي أضلاع لتوازي كل ضلعين متقابلين فيهمتواز  IJKLالرباعي  

 
]من  نقطةً  M. ولتكن ABCDEFGHالمكع ب لدينا ليكن   ]AB ،

)المستوي  تقاطع   نقطة   Nولتكن  )FHM  مع المستقيم( )DA أثبت .
)المستقيمين توازي  )FH و( )MN. 

 

الفصل المشترك . و MNم هو المستقي ABCDو HFMNالفصل المشترك للمستويين 
قاطعاً  HFMNكان المستوي ا م  لو . HFهو المستقيم  EFGHو HFMNللمستويين 

مع المستوي  EFGHو ABCD مستويينكان الفصلان المشتركان لهذين ال ،لمستويين متوازيين
)أي  ،متوازيين HFMN القاطع ) ( )MN HF. 

 
 نقطةً  M. ولتكن ABCDوقاعدته متوازي الأضلاع  Sذي رأسه ال   SABCD الهرمُ لدينا ليكن  

]من  ]SC  ولتكنN  ًمن  نقطة[ ]SB  نفترض أن .( )MN  يوازي( )BC. 
)أثبت أن  المستقيمين   )AD و( )NM .متوازيان 

) في المستوي   )ADMN، يتقاطع المستقيمان ( )AN و( )DM 
 .P قطةالن   في

)تنتمي إلى كل   من المستويين Pأثبت أن    )SAB و( )SDC. 

) ستقيمأثبت أن  الم  )SP  الفصل المشترك للمستويين هو
( )SAB و( )SDC. 

)استنتج أن    )SP  يوازي( )AB. 

 

)أي  ،نامتوازي كل ضلعين متقابلين ABCD في متوازي الأضلاع  ) ( )AD BC،  ًأن   ولدينا فرضا
( ) ( )MN BC، إذن( ) ( )MN AD (لماذا ؟) 
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 Pإذن  ،نقطة من هذا المستقيم Pوالنقطة  SABمحتوى في المستوي  ANالمستقيم   
 Pوالنقطة  SDCمحتوى في المستوي  DMالمستقيم . وبالمماثلة، SABتنتمي إلى المستوي 

 SDCتنتمي إلى المستوي  Pنقطة من هذا المستقيم إذن 

 استنتجنا أن   ،SDCو SABلمستويين بين ا نقطتين مشتركتين Pو S النقطتان تانكا م  ل 
SP  لمستويين لهذين االفصل المشترك هوSAB وSDC. 

)كان  ،ضلاعالأمتوازي  ABCD كانما ل  ) ( )AB DC ولكن المستقيم ،AB  محتوى في
فصل المشترك لهذين فال ،SDCالمستوي  محتوى في و  DCالمستقيم و  SABالمستوي 
)إذن  ،DCو ABمن المستقيمين  يوازي كلاً  المستويين ) ( )AB SP. 

 
15َّصفحةََّّ- تدرّب

]قطرها  Pي المستوي ف دائرةً  كن تل  ]AB في  المستقيم العمودي   ، وليكنA  على المستوي
P نتأم ل نقطة .M  ونقطةمن ، N  من. 

)أثبت أن  المستقيمين   )MA و( )MB .متعامدان 

)أثبت أن  المستقيم   )MB   على المستوي  عمودي( )AMN. 
)المستقيمين استنتج أن    )MB و( )MN .متعامدان 

 
)إذن  Mنصف الدائرة فهي قائمة في تحصر قوس محيطية  AMB الزاوية  ) ( )MA MB. 

 ( )MB كل من عمودي على ( )MA و( )AN  إذن( )MB المستوي  عمودي على ( )AMN. 

 ( )MB  عمودي على( )AMN  و( )MN  محتوى في المستوي( )AMN  إذن( ) ( )MB MN. 
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 تمرينات ومسائل   

الإجابات الصحيحة من بين . بي ن ABCDEFGHنتأم ل المكع ب  
 :يأتيلاث المقترحة فيما الإجابات الث  

  المستقيم( )EA : يوازي  

   المستوي( )HFB.   المستقيم( )HB .   المستقيم( )CG. 

  المستوي ( )EAB  : يوازي 

   المستقيم( )HD.   المستوي( )HGC.    المستوي( )HGB. 

 لمستقيم ا( )HG : عمودي على 
   المستوي( )FGC.   المستوي( )EAD.    المستقيم( )AE. 

  2إذا كانAB  فطول القطعة المستقيمة[ ]HB  يساوي : 

  2 3.   3.   12. 
 

ثات متساوية وجوهه مثل  أي  ،ABCDوجوه منتظم  نتأم ل رباعي   
] منتصف   I قطةلتكن الن   .الأضلاع ]BC  قطة الن  وJ   منتصف [ ]CD. 

 : يأتيلاث المقترحة فيما بي ن الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الث  

  المستقيم( )IJ : يوازي 

   المستقيم( )BD.   المستوي( )BAD.     المستقيم( )AB. 

  تقاطع المستويين( )AIJ و( )ABC هو : 

   المستقيم( )AB.   المستقيم( )AI.     المستقيم( )IJ. 

  في رباعي الوجوهABCD  يكون : 

  3

2
AI AB.  AIJ   اقين.متساوي الس    AIJ  الأضلاع متساوي. 
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قطة من القطعة هي الن   M قطة. الن  ABCDنتأم ل رباعي وجوه  

]المستقيمة  ]AB  1التي تُحق  ق المساواة

4
AM AB،   قطة والنN  هي

]قطة من الن   ]AC   3تي تُحق ق المساواة ال

4
AN AC،  ًقطة الن   ،وأخيرا

P  هي منتصف[ ]AD. 

)أثبت أن    )MN  يقطع( )BC  وأن ،( )NP  يقطع( )CD ،  وأن( )MP يقطع ( )BD. 

 قاط على استقامة  هذه الن   وقوع  . أثبت رتيببالت   ابقةقاطع الس  نقاط الت   Kو Jو I نسم ي  
 واحدة.

 

 
) المستقيمانيقع   )MN و ( )BC  ي مستو الفي( )ABC ،

3لدينا و 

4

AN

AC
1و 

4

AM

AB
AN إذن  AM

AC AB
فهما ، 

 .I نقطة نسميها فيغير متوازيين ولا بُد  أن يتقاطعا 
)ن يالمستقيم ونبرهن بالمثل أن   )MP و( )BD في انيتقاطع 

)ن يالمستقيم، و أن  K نقطة نسميها )NP و( )CD عان اطقتي
 .J نقطة نسميها

)تقع على المستقيم  Iالنقطة   )BC  فهي نقطة من المستوي( )BCD وكذلك نجد أن  النقطتين ،J 
)تنميان إلى المستوي  Kو )BCD وبالمثل نرى أن  النقطة .I لى المستقيم تقع ع( )MN  فهي نقطة من

)المستوي  )MNP وكذلك تنتمي النقطتان ،J وK  تنميان إلى المستوي( )MNP. 
,النقاط  تنتمي إذن ,I J K  إلى الفصل المشترك للمستوين( )BCD  و( )MNP  فهي تقع على استقامة

   واحدة.
 

] منتصف   Mلتكن  .ABCD وجوه   نتأم ل رباعي    ]AB،  لتكن وP 

] منتصف   ]CD،  أخيراً لتكن وN  ًمن  نقطة[ ]AC  3تُحق  ق

4
AN AC. 

)المطلوب هو رسم تقاطع المستوي  )MNP  الوجوه  وجوه رباعي  مع
ABCD. 
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M وN  هينالوجمشتركتان بين نقطتان ABC وMNP  إذنMN  هو

الفصل المشترك  وه NPنجد أن بالمثل و  ،الفصل المشترك لهذين المستويين
 .MNPو ACDللمستويين 

 ABC ي تو مساليقعان في  BCو MNالمستقيمان من جهة أخرى يقع 
AMلأن   وهما غير متوازيين AN

BM CN
  نقطة تقاطعهما. I. لتكن 

I وP  هينالوجمشتركتان بين نقطتان BCD وMNP ،إذن المستقيم IP  هو الفصل
)مع  IP المستقيم نقطة تقاطع Qلتكن . لهذين المستويين المشترك )BC فتكون القطعة المستقيمة ،
[ ]PQ  هي تقاطع الوجهBCD  مع المستوي( )MNP وأخيراً نرى أن  القطعة المستقيمة .[ ]QM  هي

)مع المستوي  ABDتقاطع الوجه  )MNP :تقاطع المستوي . بالنتيجة( )MNP  مع رباعي الوجوه
ABCD الرباعي  الشكل هوMNPQ. 
 

 منتصف Iعليه النقطة  ونضعُ  .ABCD اً منتظم وجوه   نتأم ل رباعي   
[ ]CD نرسم القطعتين المستقيمتين .[ ]AI و[ ]BI  المطلوب إثباتُ أن .

)المستقيمين  )AB و( )CD .متعامدان 

 

]. الوجوه المنتظم هو مثلث متساوي الأضلاعكل وجه من رباعي  ]AI  في المثلثمتوسط ACD  فهو
]لقطعة امحور  ]CD  إذن( ) ( )CD AI وبالمثل نجد أن ،( ) ( )CD BI . إذن( )CD  عمودي على

)مستقيمين متقاطعين في المستوي  )ABI فهو إذن عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي ،
)وخصوصاً على المستقيم  )AB . 

4طول ضلعه  ABCDEFGHنتأم ل مكع باً   cm.  فيهO وO 
احسب أطوال أضلاع  .الترتيبب ADHEو ABCDالوجهين  امركز 

 .OGOالمثل ث 

 

نريد حساب أطوال أو زوايا في الفراغ  نبحث عن أشكال مستوية حتى نتمكن من الاستفادة من  عندما
  .غيرهماو فيثاغورث و  ،تالس مثل مبرهات  المبرهنات المعروفة
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] القطعة المستقيمة ، تصلAHCفي المثلث  ]OO  ضلعينالبين منتصفي [ ]AC و[ ]AH،  فهي توازي
]ساوي نصف طول الضلع الثالثة ي الضلع الثالثة، وطولها ]HC التي هي قطر المربع ،CGHD إذن .

4 2HC 2 و 2OO. 
[ ]OG هو وتر في المثلث القائم OGC  القائم فيCإذن استناداً إلى مبرهنة فيثاغورث نجد . 

2 2 2 8 16 24OG OC CG 
2ومنه  6OG ،ً2. وأخيرا 6O G OGالمثلثين  ، لتطابقOCG وOHG. 

4طول ضلعه  ABCDEFGHنتأم ل مكع باً   cm.  مخططاً ارسم
 الوجوه كل المستوي المت صل الممث  ل لسطح رباعي  الش  ل اً يمث  شبكي  

EACH. 

 

وطول  Eلأنه قائم في  AEHأسهل الوجوه رسماً هو المثلث  .1
4ضلعه القائمة  cm .فنرسمه أولًا 

متساوي الأضلاع، ولقد أنشأنا الضلع  مثلث HACالمثلث  .2
[ ]HA  فهذا ما يسمح لنا برسم النقطةC. 

]، فنقوم بإنشائه على Aمثلث قائم في  CAEالمثلث  .3 ]AC. 
]، فنقوم بإنشائه على Hمثلث قائم في  CHEالمثلث  .4 ]HC. 

 انظر الشكل المجاور.

4cmAB فيه : ،متوازي مستطيلات ABCDEFGH ليكن   BC 3وcmAE. 
 .اقينمتساوي الس   مثل ث   EBD أثبت أن  المثل ث   

كل المستوي المت صل الش  ل اً يمث  مخططاً شبكي   ارسم بالقياس الحقيقي   
 .EABDسطح الموافق ل

 
 

، طبوقان A، القائمان في EADو EABالمثلثان  
4cmABلأن  ADو ،[ ]EA  ضلع مشتركة. إذن

EB ED . 
 انظر الشكل المجاور.  
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]نقطة من  M. ولتكن ABCDالوجوه  رباعي  لدينا ليكن   ]BC. 
)مستقيماً موازياً للمستقيم  Mمن  نرسمُ  )AB  ُفيقطع ( )AC  فيI ،

)كذلك مستقيماً موازياً للمستقيم  ونرسمُ  )CD  ُفيقطع ( )BD  فيJ ،
)المستوي  )MIJ  يقطع المستقيم( )AD  فيN. 

)أثبت أن  كلًا من المستقيمين   )IN و( )MJ  يوازي المستقيم( )CD. 

)أثبت أن  كلًا من المستقيمين   )JN و( )IM  يوازي المستقيم( )AB. 
 ؟IMJN نوع الرباعي   ما 

 

)لما كان   ) ( )CD MJ والمستقيم ،( )MJ  محتوى في( )MIJو ،( )CD  محتوى في( )ACD 
)شترك استنتجنا أن الفصل الم )IN   لهذين المستويين مستقيم يوازي( )CD . 

)وكذلك لما كان   ) ( )AB MI والمستقيم ،( )MI  محتوى في( )MIJو ،( )AB  محتوى في
( )ABD  استنتجنا أن الفصل المشترك( )NJ   لهذين المستويين مستقيم  يوازي( )AB. 

)أن  وجدنا   ) ( )IN MJ و( ) ( )JN MI  فالرباعيIMJN  متوازي أضلاع لأن كل ضلعين
 .نامتوازيفيه فمتقابلين 
 
]من  نقطةً  E. ولتكن ABCD وجوهال رباعي   لدينا ليكن  ]ABو ،F 

] من نقطةً  ]ACو ،G  ًمن  نقطة[ ]ADنفترض أن  المستقيمين . 
( )EF و( )BC    سبة إلى المستقيمين غير متوازيين. وكذلك الأمر بالن
( )FG و( )CD  والمستقيمين( )EG و( )BD.  

)عي ن تقاطع المستوي   )EFG  مع كل   من المستويات( )ABC و( )ACD و( )ABD . 

)لإنشاء تقاطع المستوي   )EFG  مع المستوي( )BCD  يأتيفعلنا ما : 

  عر فناK  نقطة تقاطع( )GF  مع( )CD وعر فنا ،H  نقطة تقاطع( )GE مع ( )BD .
) فيكون المستقيم )HK  هو تقاطع المستويين( )EFG و( )BCD.  

ة هذا الإنشاء.    أثبت صح 
) نقطة تقاطع Iلتكن   )EF  مع( )BCD ُالمستقيماتُ  . هل تتقاطع ( )BC و( )HK و( )EF 

 ؟Iفي 
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 وضوحاً لدينا 
( ) ( ) ( )EFG ABC EF و( ) ( ) ( )EFG ACD FG و( ) ( ) ( )EFG ABD EG 

 K  نقطة تقاطع المستقيم هي( )GF  المحتوى في المستوي( )EFG  مع المستقيم( )CD  المحتوى
)في المستوي  )BCD ،  فالنقطةK  النقطةذين المستويين. وكذلك نرى أن  الفصل المشترك لهتنتمي إلى 

H  لمستويين ل الفصل المشتركتنتمي إلى( )EFG و( )BCD . إذن( )HK  هو الفصل المشترك
 .للمستويين المذكورين

) إلى المستقيم Iقطة ن  التمي تن  )EF  وتنتمي كذلك إلى المستوي( )BCD.  كان  مالو( )EF  هو
) الفصل المشترك للمستويين )EFG و ( )ABC   قطة ن  الوجدنا أنI  إلى المستوي تنتمي ( )ABC، إذن 

)الفصل المشترك  تنتمي إلى I تنتمي )BC لمستويين ل( )ABC و( )BCD . 
) نكا ماول )HK لمستويين ل هو الفصل المشترك( )EFG  و( )BCD وجدنا أن  الن قطة I  تنتمي إلى

) المستقيم )HK،   ونعلم أنI  تقع على( )EF إذن ،I  هي نقطة مشتركة بين المستقيمات الثلاثة
( )BC و( )HK و( )EF. 

باً طول ضلعه  ABCDEFGHليكن    4مكع  cm،  وليكنO  مركز المرب عEFGH . 
)المستقيم  أثبت أن     )OD هو الفصل المشترك للمستويين ( )EDG و( )HDBF. 

 .Oقطة وعي  ن عليه الن   HFBDالمستطيل  ارسم بالقياس الحقيقي   

)المستقيمين أثبت أن    )HB و( )OD .متعامدان 

)المستقيمين  كذلك تعامدأثبت   )HD و( )EG  واستنتج أن .( )EG 
) على المستوي  عمودي   )HFBD  على  ، وأن ه عمودي( )HB. 

)أثبت أن    )HB   المستوي  على عمودي ( )DEG. 

 
)المستقيم  على Oالنقطة  تقع   )EG، إلى تنتمي  فهي

) ي لمستو ا )EDG المستقيم ، وهي تقع أيضاً على( )HF 
) ي لمستو إلى ا ميتفهي تن )HDBF .ن االنقطتفO وD 

)المستويين بين نقطتان مشتركتان  )EDG و( )HDBF، 
)المستقيم ف )OD لهذين المستويين. هو الفصل المشترك 

4لم ا كان    4 2
tan tan

42 2
HOD FBH أن   استنتجناHOD FBH   هاتين لأن

دائري ومن ث م   OIBFالزاويتين حادتان، فالرباعي 
2

OIB OFB  أو( ) ( )OD HB. 
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)المستقيم    )HD المستوي  عمودي على( )EFGH  هفي اةمحتو اتالمستقيمال ي على جميععمودفهو، 
)على و  ) ( )EG HDوفي الوقت نفسه ؛ ( ) ( )EG HF   إذن  .اندمتعام مربعال ي قطر  لأن( )EG 

 EGومنه  ،توي فهو عمودي على المس HFBDالمستوي مستقيمين متقاطعين في عمودي على 
)وبوجه خاص  .محتوى في هذا المستوي  أي مستقيم يعامد ) ( )EG HB. 
)وجدنا أن     ) ( )HB OD   وأن( ) ( )HB EG،  إذن( )HB مستقيمين متقاطعين  لىعمودي ع

)في المستوي  )DEG، .فهو عمودي على هذا المستوي 

 .DEFو ABCموشوراً قائماً قاعدتاه  ABCDEFليكن   
)منتصف  I قطةالن   كنتول )EF وO  مركز المستطيل

BCFE.  لتكن أخيراً وM  نقطة تقاطع( )AO  مع المستوي
( )DEF  باعيالر  . أثبت أن EDFM  ضلاعالأمتوازي. 

 

F وM  نقطتان مشتركتان بين المستويين( )OAB و( )DEF إذن ،( )FM و الفصل المشترك لهذين ه
)المستويين. ولكن  )AB  مستقيم من( )OAB و( )DE  مستقيم من( )DEF  وهذان المستقيمان متوازيان

)مستطيل، إذن الفصل المشترك  ABEDلأن   )FM  يوازي( )DE. 
)نقطتان مشتركتان بين المستويين  Mو Eوبالمثل  )OAC و( )DEF إذن ،( )EM هو الفصل 

)المشترك لهذين المستويين. ولكن  )AC  مستقيم من( )OAC و( )DF  مستقيم من( )DEF  وهذان
)مستطيل، إذن الفصل المشترك  ACFDالمستقيمان متوازيان لأن   )EM  يوازي( )DF. 

)متوازي الأضلاع لأن    EDFMنستنتج مما سبق أن   ) ( )FM DE  و( ) ( )EM DF. 

:Oالذي مركزه  ABCDاً قاعدته المرب ع هرماً منتظم SABCDليكن    . نفترض أن 

OS OA OB OC OD a 
 .Oسبة إلى بالن   Sنظيرة  Tونعر ف 

 .45SBDو  45SACأثبت أن   

 مرب عان. SBTDو SATCن يأثبت أن  الرباعي   

م    متساويةُ  مثل ثات   SABCDTأثبت أن  الوجوه الثمانية للمجس 
م؟ الأضلاع.  ما اسم هذا المجس 
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 ومن ث م   Oقائم في  SOAاستنتجنا أن   هرماً منتظماً  SABCD نكاما ل 
tan 1

OS
SAO

OA
 

 .45SBD. ونجد بالمثل أن  45SACوعليه 
وكذلك نجد أن  مرب ع،  SATCإذن  .متعامدان ومتناصفان ومتساويان SATCقطرا الرباعي  

SBTD .ًمرب ع أيضا 
لاحظ أن  كل حرف من حروف هذا المجسم هو وتر مثلث قائم ومتساوي الساقين طول ضلعه يساوي  
a 2، فطول كل حرف يساويaيسمى هذا المجسم جسم مثلثات متساوية الأضلاع. ، وجميع وجوه الم

 ثماني وجوه منتظم.
 

باً طول ضلعه  ABCDEFGH ليكن  4مكع  cm ولتكن .I  نقطة من
[ ]FE، وK  نقطة من[ ]FB وJ  نقطة من[ ]FG :تُحق  ق الشروط 

1cmFI     2وcmFJ     3وcmFK 
ي  جزأ ي   اً شبكي  طاً مخط  ارسم بالقياس الحقيقي  مستوياً مت صلًا لسطح 

)المكع ب بعد قطعه وفق المستوي  )IJK . 
 .KIو JKو IJالفرجار لتتجن ب حساب  عمل: است مساعدة
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 :متوازي مستطيلات، فيه ABCDEFGH ليكن  
4 cmAE BC  6 وcmAB. 

] منتصف J النقطة تكنل   ]FG نقطةال، و I  من[ ]AD   ق التي تحق
 . 1cmAI  رطالش  

 . Jو Iأقصر طريق يصل بين  ،على سطح متوازي المستطيلات هذا ،ارسم 
 .ABCDEFGHمستوياً مت صلًا مناسباً لسطح  اً طاً شبكي  ط  مخ : ارسم بالقياس الحقيقي   مساعدة

 

 مناقشة الحلول المختلفة الممكنة، وتعيين أقصر الطرق  تجب
الشكل المجاور يبين أن  طول أقصر طريق  .Jو I بين 

، ولقد رسمناه على متوازي المستطيلات كما يلي 85يساوي 
: 

 

 Kو Jو Iولتكن .5cmAB نفترض أن   ،ABCD منتظمالوجوه ال رباعي  لدينا  ليكن 
] حروفهمنتصفات  ]AB و[ ]AC و [ ]AD مستوياً  اً طاً شبكي  مخط   ارسم بالقياس الحقيقي   .رتيبالتب

م  الوجوه  من رباعي   AIJKالوجوه  الذي نحصل عليه بعد حذف رباعي  مت صلًا يمث ل سطح المجس 
ABCD. 
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)الذي نفترض فيه أن   SABCالوجوه  ليكن رباعي    )SA   على  عمودي( )ABC  وأن  المثل ث
ABC   في  قائمB. 
)أثبت أن  المستقيمين   )BC و( )SA متعامدان. 

 .Bقائم في  SBCأثبت أن  المثل ث  
]نقطة من  Hلتكن   ]AB  قطة ، نرسم المستوي المار  بالنH 

)عمودي اً على  )AB فيقطع ،( )AC   قطةفي الن I ويقطع ،( )SC 
)، ويقطع Jفي )SB  فيK . 

)أثبت أن  المستقيمين   )BC و( )HI .متوازيان 

)أثبت أن  المستقيمين   )HI و( )KJ .متوازيان 

)بت كذلك أن  المستقيمين أث  )KH و( )SA  متوازيان. واستنتج توازي( )KH و( )IJ. 

 مستطيل. HIJKأثبت أن   

2SAوأن   1ABنفترض أن    BC   وأنAH x . 

2HIأثبت أن    x  بتطبيق نظري ة تالس في المثل ثABC. 

2أثبت أن    1HK x  بتطبيق نظري ة تالس في المثل ثSAB. 

)احسب   )xمساحة المستطيل :HIJK  بدلالةx. 

2أثبت أن   
4 1 1 1 2x x x. 

هي قيمة   )تي تجعل ال   xما  )x موضع عندئذ  عي  ن  ما يمكن؟  كبر  ] على H أ ]AB 
 في هذه الحالة. HIJK باعي  الر   ن طبيعة  وبي   

 
 ( )SA المستوي  عمودي على( )ABC  المستقيم الذي يحوي ( )BC إذن ( ) ( )SA BC. 

)المستقيم  )BC  عمودي على المستقيمين المتقاطعين( )AB  و( )SA  فهو عمودي على المستوي
( )SAB، المستقيم  لمستوي وخصوصاً فهو عمودي على جميع مستقيمات هذا ا( )SB.  المثلثSBC 
 .Bقائم في 
) لما كان   ) ( )AB HIJK ،  كان( ) ( )AB HI.  أن   فرضاً لدينا و ( ) ( )AB BC  لأن
) المستقيمان وهكذا يكون  .Bفي قائم  ABCالمثلث  )BC و( )HI  من المستوي( )ABC ن ييدو عم

)على المستقيم  )AB .فهما متوازيان 
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)المستويان  يتقاطع  )SBC و( )HIJK  بالفصل المشترك( )JK والمستقيم .( )BC  من المستوي
( )SBC يوازي المستقيم ( )HI  من المستوي( )HIJK  ففصلهما المشترك( )JK  ًمن  يوازي كلا

)المستقيمين  )BC و( )HI.  
) لما كان  ) ( )AB AS و( ) ( )AB KHالمستقيمان ، كان ( )AS و( )HK  من المستوي

( )SAB  عموديين على المستقيم( )AB .فهما متوازيان 
)المستويان  يتقاطع )SAC و( )HIJK  بالفصل المشترك( )IJ والمستقيم .( )AS  من المستوي( )SAC 

) يوازي المستقيم )HK  من المستوي( )HIJK  ففصلهما المشترك( )IJ  ًمن المستقيمين  يوازي كلا
( )AS و( )HK.  

)متوازي أضلاع فيه  HIJKالرباعي   ) ( )AS HI فهو مستطيل.  
HIلدينا ABCثلث في الم  BC،  المبرهنة الأساسية في التشابهحسب نجد : 

AH HI

AB BC
أو   

1 2

x HI  2ومنهHI x. 
KHلدينا  SABفي المثلث   AS،  نجد  المبرهنة الأساسية في التشابهحسب إذن 

BH HK

AB SA
1أو  

1 2

x HK 2منه  و 1HK x 
  :تساوي  HIJKمساحة المستطيل  

( ) 2 2(1 ) 4 (1 )x HI HK x x x x 
 وضوحاً. 
)2 المقداريبلغ   ) 1 (1 2 )x x  2أكبر قيمة له عندما يبلغ المقدار

1 2x  أصغر قيمة

1عندما  ،0وهي  له

2
x،  1مساحة المستطيل  عندها تكون و

2
1 0 في  H، حيث تقع 1

] منتصف ]AB  1ويكونHK HI   والرباعي HIJK   اً.عمرب 
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  ةحليليّ الأشعّة  والهندسة التّ
 

 مقدّمة عامّة

 الأشعّة والمساواة الشّعاعيّة

 جمع الأشعّة وطرحها

 ضرب شعاع بعدد حقيقيّ 

 الارتباط الخطيّ لشعاعين 

 مقدّمة في الهندسة التّحليليّة  
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 الإجابة عن الأسئلة الآتية :لنتأمّل الشّكل الآتي النّاتج عن رصف مقاطع زخرفيّة متماثلة، ولنحاول 

 

 مختلفة انسحاباتٌ 
 :وفق الانسحاب و  كلٍّّ من الحالات الآتية عيّن صورة كلٍّّ من المقطعين في   

   A AT  الّذي  ينقلA  إلىA .  A PT  الّذي  ينقلA  إلىP. 
  A MT  الّذي  ينقلA  إلىM.  D NT  الّذي  ينقلD  إلىN. 

 على المقاطع الزخرفية. مختلفة تأثيراتلنحاول فهم لماذا كان لهذه الانسحابات   
)كون للمستقيمين يأ     )AA و( )AP نفسه ؟ أي هل هما متوزيان ؟ المنحى 

)للمستقيمات   )AA و( )AM و( )DN الانتقال، من  جهةنفسه. قارن  المنحىA  إلىA ،
 .Nإلى  D، ومن Mإلى  Aومن 

 .DNو AA طولَيقارن  

 
  

 . و     .        و     
 . و     .        و     

  
)لا ليس للمستقيمين   )AA و( )AP ن.يزيا، فهما غير متو المنحى نفسه 
)نعم للمستقيمات   )AA و( )AM و( )DN  .المنحى نفسه 

إلى  Aأما جهة الانتقال من  ، Nإلى  D تقال منهي نفسه جهة الان Aإلى  Aجهة الانتقال من 
M  فهي جهة معاكسة لجهة الانتقال منA  إلىA. 
 .DN لا يساوي طول   AA طول   

 
 

( )D NT 4 5 ( )D NT 3 4 ( )A MT 3 1( )A MT 4 2

( )A PT 3 17( )A PT 4 18 ( )A AT 4 6 ( )A AT 3 5
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 متماثلةانسحابات  
 وفق الانسحاب: و و و كلٍّّ من الحالات الآتية عيّن صورة كلٍّّ من المقاطع في   

   A AT  الّذي  ينقلA  إلىA.  B BT  الّذي  ينقلB  إلىB. 
  C CT  الّذي  ينقلC  إلىC.  D DT  الّذي  ينقلD  إلىD. 
  E ET  الّذي  ينقلE إلىE. 

 ة.على المقاطع الزخرفيّ  التأثير نفسهلماذا كان لهذه الانسحابات  اشرح  
باستعمال نقاط أخرى من الشّكل، اذكر انسحاباً آخر تأثيره على المقاطع الزخرفية يماثل تأثير  

Aالانسحاب  AT. 
 

 
 .  و  و  و     
Bحصل على النتائج نفسها في حالة الانسحابات ون    BT  وC CT وD DT وE ET. 
 .لأنها تشترك بالمنحى والجهة ومسافة الانتقال 
M الانسحاب  AT  ًمثل. 

 
 الأشعّة 
Aو AAان الشّعاع”يقول ساطع    A اشرح لماذا جافاه الصواب.“متماثلن . 
 .EDو BCي الشّكل، اذكر أشعة أخرى تمثّل كلً من الشّعاعين باستعمال النّقاط ف  

 

 
Aالشعاع ، في حين أنّ مبدأ A النّقطة و نهايته A النّقطة هو AAالشعاع مبدأ لأن   A هو 

 ، فليس لهما الجهة نفسها.Aو نهايته النّقطة  A النّقطة
Bهي  BCأشعة أخرى تمثّل الشعاع   C وDE أشعة أخرى تمثّل الشعاع ،ED  هيE D 

 .CBو

 47صفحة  - فكّر 

ABواة الشّعاعيّة أ صحيح أنّ الشّرط اللزم والكافي لتحقُّق المسا  DC  هو أن تكون القطعتان
]المستقيمتان  ]AC و[ ]BD  متناصفتين، أي أن يكون منتصف[ ]AC  منطبقاً على منتصف[ ]BD ؟ 

 الحل

 الحل

( )A AT 7 9 ( )A AT 4 6 ( )A AT 3 5 ( )A AT 2 4

7 234
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Aوفق الانسحاب  Dصورة  Cلقد رأينا سابقاً أن كون  BT  الذي ينقلA  إلىB  ي كافئ كونC 

]بالنسبة إلى منتصف  Aنظيرة  ]DB  وهذا بدوره ي كافئ كون القطعتين المستقيمتين[ ]AC و[ ]BD 
)متناصفتين. ومن جهة أخرى القول   )A BT D C  ي كافئ المساواة الشعاعيةAB DC إذن .

 المقول المشار إليها صحيحة:

AB DC  القطعتان المستقيمتان[ ]AC و[ ]BD متناصفتان 

 

 
  48صفحة  -تدرّب 

 

)الشّعاع الذي منحاه  uليكن   )AB  وجهته منA  إلىB  3وطوله cm. 
 .ارسم الشّكل المجاور في دفترك 

uبحيث  EFو  MNأنشئ الشّعاعين   EF MN. 
 

 
فن نشئ متوازي  BAM، وكذلك مع ABFEإلى متوازي الأضلع  ABFنتمّم بواسطة الفرجار المثلث 

 ، كما في الشكل الآتي :BAMNالأضلع 
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 فيما يلي. تأمّل الشّكل التالي، ث م املأ الفراغات  

 
AH M،  PM M،  LI O. 

NR L،  AK H،  KN G. 

 .KCوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  هي صورة  Iالنّقطة   
 .GDب الّذي  شعاعه وفق الانسحا Pهي صورة  النّقطة   
 .Sوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Gهي صورة  Tالنّقطة   
 .Gوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Cهي صورة  Nالنّقطة   

 
AH MT،  PM MJ،  LI RO. 

NR HL،  AK HR،  KN GJ. 

 .KCوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Qهي صورة  Iالنّقطة  
 .GDوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Pهي صورة  Mالنّقطة  
 .FSوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Gهي صورة  T النّقطة 
 .GRوفق الانسحاب الّذي  شعاعه  Cهي صورة  N النّقطة 

 

 A ينظيرت Fو E لتكن .ABCD معيّناً  المجاور الشّكلفي نتأمّل  
 ل ما يأتي:علّ . بالترتيب C سبة إلىبالنّ  Dو

AB DC CF

EF DA CB

AC BF CE
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ااا كااان الر اااعي   ABمعيّناااً اسااتنتجنا أن  ABCDلمَّ DC ااا، و  ساابة إلااىبالنّ  D نظياارة Fكاناات  لمَّ
C  كانDC CF. 

DAمعيّناااً اسااتنتجنا أن  ABCDلمااا كااان   CBااا ، و بة ساابالنّ  Dو A تااينظير  Fو Eكاناات  لمَّ
EFمتوازي أضلع ومنه  ADEFكان  C إلى DA. 

ABلدينا  من   CF  ومنهABCF نه متوازي أضلع، ومAC BF ولما كانت .E 
ACكان  C سبة إلىبالنّ  A نظيرة CE. 
 ABCD وCDEF  هما متوازيا أضلع بحيث لا تقع النّقاطA وB 

 على استقامة واحدة. Fو Eو
 متوازي أضلع. ABFEأثبت أنّ الرّ اعيّ  

 

 
ABمتوازي أضلع كان  ABCDلمّا كان  DC. 
DCمتوازي أضلع كان  CDEFلمّا كان  EF. 

ABنجد أن  و من  EFاعيّ الرّ ، ف  ABFE النّقاط لأن  متوازي الأضلعA وB وE وF 
 .لا تقع على استقامة واحدة

 

 
  50صفحة  -تدرّب 

uثلث نقاط ليست على استقامة واحدة. نضع  Cو Bو Aلتكن  AB وv AC أنشئ .
 التي ت حقّق Hو Gو Fو E النّقاط

, , ,AE u v AF u v AG u v AH u v 

 

 
 

 الحل

 الحل

 الحل

 H

B

EC

A

FG

vu v

uu

vu v
u v

u v

A B

CD

E F
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  54-تدرّب 

 اغات فيما يأتي بالأعداد المناسبةتأمّل الشّكل  المجاور، ث مّ املأ الفر  

HD DC AB FB AC OC

CB KE FB ED AB HE

 

 
1

4 2
2
4 1

4
3 3

HD DC AB FB AC OC

CB KE FB ED AB HE
 

 م علِّلً إجابتك : الآتيةمن الخطأ في العبارات  الصواببيّن  

ABمثلثّاً متساوي السّاقين كان  ABCإذا كان   AC. 
BA كانمتوازي الأضلع  ABCDإذا كان   BC BD. 
]إذا كان   ]AI ي المثلّث متوسّطاً فABC  1كان

2
AI AB AC. 

3ACإذا كان   AB 2 كانBC BA. 
]بالنّسبة إلى منتصف  Aنظيرة  Cت إذا كان  ]BD  كان AC AB AD. 

 

AB خطأ لأن   AC  تقتضي أن يكونAB AC. 
 .صح استناداً إلى طريقة متوازي الأضلع 

 لديناإذ صح  
AI AB BI  و AI AC CI 

تين  بجمع وا لمسا 2AIنجد   و ا AB AC BI CI  نت كا لولما  منتصف   Iقطة نّ ا
[ ]BC  كان الشّعاعانBI وCI  0متعاكسين أيBI CI إذن . 

2AI AB AC 
 

3AC إذا كانخطأ، ف  AB 3 كان 2BC BA BC AB AB AB. 
 .صح، استناداً إلى طريقة متوازي الأضلع 

 الحل

 الحل

A

C

B

O

D H E

F

L

K
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  56صفحة  -تدرّب 

 بالعلقتين Nو M. ونعرّف النّقطتين ABCDنتأمّل متوازي أضلع   
2CM AB     1و

3
CN AD 

 ارسم شكلً مناسباً. 
)استنتج أنّ المستقيمين   )AM و( )DN .متوازيان 

 
 الرسم. 
 ADو ABمعرّفين بدلالة  CNو CMنلحظ أنّ الشعاعين  

 ABبدلالة  DNو AMلنحاول التعبير عن الشعاعين إذن 
 فنجدمستفيدين من علقة شال.أيضاً  ADو

1

3

2

3 3

DN DC CN

AB AD

AM AB BC CM

AB AD AB

AB AD DN

 

)فالمستقيمان  خطياً  مرتبطان DNو AMنستنتج أنّ الشّعاعين  ،إذن )AM و( )DN متوازيان. 
]منتصف  Iمثلّثاً. لتكن  ABCليكن    ]ABو ،J  ّ1قطة الم عرّفة بالمساواة الن

3
CJ CB ًوأخيرا .

 متوازي الأضلع. JCGIقطة التي تجعل الرّ اعيّ النّ  Gلتكن 
]هي منتصف  Gقطة النّ بت أنّ أث  ]AJ. 

 
تحقّق إحدى الخواص المميّزة لنقطة المنتصف  Gأن نبرهن أنّ  يكفي

0GAكأن نبرهن أنّ  GJ باستعمال علقة شال. 
 .ACIهي مركز ثقل المثلّث  Gأثبت أنّ النّقطة  

 

ول التعبير عن الأشعة التي تهمنا ولنحا BCو ABلنبدأ باختيار شعاعين مستقلين خطياً مثل  
] منتصف Iبدلالة هذين الشعاعين. مثلً: لأن  ]AB ،1 نجد

2
AI AB 

 ، نجدمتوازي الأضلع JCGIومن كون  وبالاستفادة من علقة شال

 الحل

 الحل

A B

C
D M

N

A B

C

I

J

G
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1 1 1

2 2 3
AG AI IG AB JC AB BC 

 ومن جهة أخرى 
2

1 2 1 1

2 3 2 3

GJ IB BC IB CJ BC

AB BC BC AB

G

C

J

B

I C
 

AGنستنتج إذن أنّ  GJ فالنقطة ،G  هي منتصف[ ]AJ. 
GA لنحسب المقدار  GI GC : 

GGI CJGA C GJ JC

GJ JC

GA

GA CJ 0
 

0GAإذن  GI GC ّوهذا يبرهن على أن ،G  هي مركز ثقل المثلثACI. 

  62 -فكّر 

 لماذا لا يمكن استعمال علقة المسافة بين نقطتين في م عْل م غير متجانس ؟ 

 
لأننا استندنا عند إثبات العلقة على مبرهنة فيثاغورث، وعلى أنّ واحدة الأطوال على محوري الإحداثيات 

 هي نفسها.

 
  62 -تدرّب 

 :vو uين الشّعاع، ارتباط ت الآتيةادرس، في الحالا  
 2, 3u  6,9وv.    1 1

,
3 2

u  2و 3
,

5 5
v. 

 3, 2u  6و, 1v.    10, 5u  4,2وv. 

 
 .vو uيمكننا بسهولة ملحظة التّناسب بين مركّبات  الشّعاعين  

3vنستنج إذن أنّ  u  والشّعاعانu وv خطياً  مرتبطان.  
. نلجأ إذن إلى شرط الارتباط vومركّبات الشّعاع  uلا نرى تناسباً واضحاً بين مركّبات الشّعاع  هنا 
 لدينا :  وهنا

1 3 2 1 1 1
0

3 5 5 2 5 5
xy x y 

 .خطياً  مرتبطان vو u فالشّعاعان
 : الخطي نلحظ أنّ شرط الارتباط  انطلقاً من 

 الحل

 الحل

 2 3

6 9

u

v
3
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(6 2) ( 1 3) 9 0x y xy 
 .مستقلن خطياً  vو uفالشّعاعان 

 .في هذه الحالة ن خطياً يمرتبط vو u نيالشّعاعنجد بأسلوب مماثل لما سبق أنّ  
عْل م النّقاط    )نتأمّل في م  2, 4)A (4,2)وB 0)و, 1)C و( 3, 0)D لتكن .E  منتصف[ ]AB .

 .AECDو ABCDن عيّن طبيعة الرّ اعييَّ 

 نلحظ أنّ   
4 ( 2) 6

2 4 2
AB      0و ( 3) 3

1 0 1
DC 

2AB، إذن DC والر اعي ،ABCD لأنّ فيه  شبه منحرف( ) ( )AB DC. 
]منتصف  E من جهة أخرى، لأنّ  ]AB  ّ1استنتجنا أن

2
AE AB DC فالر اعي ،AECD 

 متوازي الأضلع.
عْل م متجانس   )لنّقاط ا نتأمّل في م  1,2)A (2,1)وB و( 2, 1)C  احسب أطوال أضلع المثلّث

ABC .واستنتج نوعه 

 
2بالعلقة  Vو Uقطتين نتعطى المسافة بين  2( ) ( )v u v uUV x x y y.  بالتعويض نجد 

2 2

2 2

2 2

(2 1) (1 2) 9 1 10

( 2 1) ( 1 2) 1 9 10

( 2 2) ( 1 1) 16 4 20

AB

AC

BC

. 

ABولما كان  AC  2و 2 2BC AC AB استنتجنا أن ABC متساوي الساقين.و  قائم مثلث 
عْل منتأمّل في    ) النّقاطمتجانس  م  2, 3)A (4,5)وB (0,5)وC (5,1)وD. 

 .ABC ثمحيط المثلّ  احسب 

 .ANط ثم استنتج طول المتوسّ  CB منتصف القطعة N تيحداثيإسب اح 
 .CDو ABينالشّعاعاحسب مركّبات  

) أثبت أنّ المستقيمين  )AB و( )CD .متقاطعان 
 عدداً حقيقياً. kفيما يلي، نفترض 

AM حقّقتي تال M قطةالنّ  تيإحداثيّ ، kبدلالة  ،اكتب  kAB . 
 .CM الشّعاعمركّبات  ،kبدلالة  ،احسب 
نقطة تقاطع إحداثيتي واستنتج  .مرتبطين خطّياً  CDو CM كي يكون الشّعاعان kعيّن  

)المستقيمين  )AB و( )CD. 

 الحل

 الحل
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2بالعلقة  Vو Uتعطى المسافة بين نقطتين   2( ) ( )v u v uUV x x y yبالتعويض نجد . 

2 2

2 2

2 2

(4 2) (5 3) 36 4 40 2 10

(0 2) (5 3) 4 4 8 2 2

(0 4) (5 5) 16 0 4

AB

AC

BC

 

  بالعلقة ABC المثلّثمحيط وعليه يعطى 
2 10 2 2 4AB AC BC 

 :امه Nقطة النّ  تاثيإحدا 
2

C B
N

x x
x ،

2
C B

N
y y

y  2,5 إذنN 
 بالصيغة ANطول المتوسّط وعليه يحسب 

2 2(2 2) (5 3) 16 4 20 2 5AN 
 نكتب CDو  AB ينالشعاعكل من  مركبتيلإيجاد  

4 ( 2) 6

5 3 2
AB    5و 0 5

1 5 4
CD 

) أنّ المستقيمين لإثبات  )AB و( )CD نكتفي بإثبات عدم الارتباط الخطي للشعاعين متقاطعان AB 
 فنحسب CDو 

(6 4) (5 2) 24 20 44 0x y xy 
)خطياً، والمستقيمان مستقلن  CDو  ABفالشعاعان  )AB و( )CD .متقاطعان 

AM. ولكن العلقة OMهما مركّبتا الشعاع  Mلاحظ أنّ إحداثيتي النقطة   kAB  ّتقتضي أن 
OM OA AM OA kAB 

 وعليه
2 6 2 6

3 2 3 2
M

M

x k
k

y k
 

 نكتب، kبدلالة  ،CM الشّعاعب مركّبات احسل 
2 6 0 2 6

3 2 5 2 2
M

C

C

M

x x k k
CM

y y k k
 

 أي مرتبطين خطّياً يجب أن يتحقق شرط الارتباط الخطي CD و CM كي يكون الشّعاعان 
( 4)(6 2) 5(2 2)

24 8 10 10 34 18 0

x y xy k k

k k k
 

18الآتية  kوحلُّ هذه المعادلة يعطي قيمة  9
34 17

k 20، وتكون النقطة 69
17 17

,M  افقة هي نقطة المو
)تقاطع المستقيمين  )AB و( )CD. 

 الحل



 

  49 

 تمرينات ومسائل   

 :الآتيةبيّن الإجابات الصّحيحة من بين الإجابات المقترحة في كلّ من الحالات   
  ليكنABC ز ثقله مثلّثاً، مركG ومنتصف القطعة ،[ ]AC  هوJ: عندئذ ،

 2

3
AG BJ 1

2
GJ GB GA GB AB 

 عْل مفي ال ; م  ,O i j ّ2، نفترض أن 3OM i j 1.5وON i j: عندئذ ،

 OMN .مثلّث O وM وN.3   على استقامة واحدة 4.5MN i j. 
 عْل  لنتأمّل في ال ;المتجانس  مم  ,O i j (4,5) النّقاطA (2,1)وB (8,3)وC: عندئذ .

 OA وBC .2 مرتبطانBC AB. ABC .قائم ومتساوي السّاقين 
 عْل ملنتأمّل في ال ; م  ,O i j 2) النّقاط, 0)A (6,2)وB (3,5)وC 1)و, 4)D: عندئذ .

 ( )AB و( )CD .1 متقاطعان

2
CD AB ABCD .شبه منحرف 

 عْل ملنتأمّل في ال ; م  ,O i j  ّ2)قطة الن, 0)A 3 عاعالش، و 2u i j قطة  النّ . ولتكن 
,M x y المحقّقة للعلقة AM u  ٍّعندئذ :

 1x 7وy. 1x 3وy. M  هي صورةA وفق الانسحاب 
 .uشعاعه  لّذي ا   

 المعرّفة بالعلقات : Qو Pو Nو M النّقاط. عيِّّن Aمثلّثاً قائماً في  ABC ليكن  
,

,

AM AB AC AN AB AC

AP CA BA AQ AC AB
 

 
  النقطةM  هي النقطة التي تجعلBACN .متوازي الأضلع 

  النقطةN  ّق تحقAN CB فهي صورة ،A  وفق انسحاب شعاعهCB. 

  النقطةQ  ّق تحقAQ AN،  فالنقطةQ  نظيرةN  بالنسبة إلىA. 

  النقطةP  تحقّقAP AM فالنقطة ،P  نظيرةM  بالنسبة إلىA. 

 أر ع نقاط في المستوي. أثبت أنّ : Dو Cو Bو Aلتكن   
 ( )AB CD AC BA DA. 
 AD BC AC BD. 

 الحل
B

A C

MN

QP
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  إلى الطرف الأيسر من العلقة المعطاة لنرمز بالرمز  ( )AB CD AC BA ّإن . 

0

AB CD AC BA

AB BA DC CA

DA DA

 

  إلى الفرق بين طرفي المساواة المطروحة  لنرمز بالرمز( )AD BC AC BD: 

0

AD BC AC BD

AD BC CA DB

AD DB BC CA

AB BA

 

 صحيحة.  فالمساواة المقترحة

كزه  ABCDEFليكن   مر منتظماً  نضع Oمسدّساً   .OA i 
OBو j لأشعّة كتب ا  BFو BAو CBو DCو EDو FEو AF. ا
 .jو iين بدلالة الشّعاع DBو FDو

 

2

AF BO j

FE AO i

ED AB OB OA j i

DC OB j

CB OA i

BA OA OB i j

BF OF OB BA OB i j

FD OD OF OA BA 2j i

DB OB OD j i

. 

 الوقوع على استقامة واحدة  

3DCر اعيّاً فيه  ABCDليكن :  الفرْض ABولتكن ، 
M ف منتص[ ]ADو ،N  منتصف[ ]BCو ،P  منتصف

[ ]BD ًوأخيرا ،Q  منتصف[ ]AC. 
 تقع على استقامة واحدة. Qو Pو Nو M النّقاطإثبات أنّ :  الطلب

 الحل

 الحل

O
A

BC

D

E F

i

j

A B

CD

M P Q N

A B

D

M P
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 3 العلقة نستنتج منDC AB  أن( ) ( )DC AB  الر اعي وABCD .شبه منحرف 

  في المثلثABD،  ّقطةالن M  منتصف[ ]ADو ،P  منتصف[ ]BD 1 إذن

2
MP AB. 

  في المثلثADC، النّقطة M  منتصف[ ]ADو ،Q  منتصف[ ]AC 1 إذن

2
MQ DC. 

)إذن  ) ( ) ( ) ( )MP AB DC MQ والنقاط ،M وP وQ تقع على استقامة واحدة. وكذلك 
  في المثلثBDC، النّقطة P  منتصف[ ]BDو ،N  منتصف[ ]BC 1 إذن

2
PN DC. 

  في المثلثABC، النّقطة Q  منتصف[ ]ACو ،N  منتصف[ ]BC 1 إذن

2
QN AB. 

)إذن  ) ( ) ( ) ( )NP DC AB NQ والنقطة ،N  تقع أيضاً على المستقيم( )PQ والنقاط الأر ع .M 
 .مة واحدةتقع على استقا Qو Pو Nو

 ترجمة العلاقات الشّعاعيةّ  
AB مثلّثاً. نعرّف ABCليكن  : الفرْض i وAC j النّقاط، و P وQ وR : بالعلقات 

2 1 1
, ,

3 3 3
AP i AQ j BR BC 

]هي منتصف القطعة المستقيمة  P النّقطةإثبات أنّ :  الطلب ]QR. 

  
 مباشرة الشّكل المفتاحي نتعرّف  ّعاعين . ولدينا فرضاً عبارتا الش

AP وAQ  بدلالةi وj . 
;إذن في المعلم  ,A i j  2لدينا

3
( ,0)P 1و

3
(0, )Q. 

  ّ1ة في المساواة الشّعاعي

3
BR BC إحداثيّات ،B وC  معروفة، إذن يمكننا منها استنتاج

عْل م R تيإحداثيّ   ، فنكتب :نفسه في الم 
1 1

( )
3 3

AR AB BR AB BC AB AC AB 

1                                   ومنه  4 1
( )

3 3 3
AR i j i i j 

;إذن في المعلم  ,A i j  4لدينا 1
3 3

( , )R. 
  إنّ إحداثيتي النقطةM  منتصف القطعة[ ]QR  في المعلم; ,A i j هما 

2

2 3
R

M
Qx x

x 0و
2
R

M
Qy y

y 

 الحل

 الحل

A B

C

i
P

Q

R

j
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]هي منتصف القطعة المستقيمة  Pنفسها. فالنقطة  Pوهما إحداثيّتا النقطة  ]QR. 
 ةنقاط معرّفة بعلاقات شعاعيّ  

 : المعرّفتين بالعلقتين الشّعاعيّتين الآتيتين Nو Mقطتين . أنشئ النّ ABCالمثلّث ليكن  
2 (1)

2 (2)

MC BC AB

NA NB AC
 

 
 معلوماً، أمكننا تعيين النّقطة u وكان الشّعاع ،معطاة D إذا كانت النّقطة بوجه عام،

P  المحقّقة للعلقةDP u (2)و (1). ومن هنا تأتي فكرة تحويل كلّ من العلقتين 
  .الحالةهذه إلى 

  تظهر النّقطة  (1)في العلقةMيغة، المراد تعيينها، مرّة واحدة وهذا يدعونا إلى كتابة العلقة بال  صِّّ
2MC AB BC .أو 

2

2

CM MC BC AB

BC BA
 

 إلى طرفي المساواة السابقة واستعمال علقة شال نجد BCو جمع الشعاع 
2( )BM BC BA 

 .ومنه الإنشاء المبين في الشكل
  علقة  مالباستع (2)تظهر النّقطة  المراد تعيينها مرّتين فعلينا إذن تحويل العلقة  (2)في العلقة

 شال. 
2 2( )

3 2 3 2

AC NA NB NA NA AB

NA AB AN AB
 

 إذن
3 2

( )

AN AB AC AB CA AB

AB CB BA BC
 

 .ومنه الإنشاء المبين في الشكل

 

A

B C

M

N

 الحل

u

D

P
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 إثبات شعاعي  
] المستقيمة منتصف القطعة A ، ولتكنGمركز ثقله  ABCلنتأمّل مثلّثاً   ]BCو ،D  نظيرةG 

]القطعة  منتصف G. أثبت شعاعيّاً أنّ Aالنّقطة سبة إلى بالنِّّ  ]AD. 

 
 رسم مثلّثاً لنABC  النّقاط  عليهعيّن لنوA وG وD. 
 لمّا كان G  كز ثقل المثلّث مرABC   ّاستنتجنا أن 

2AG GA 
  ّومن ناحية أخرى، لأنD  نظيرةG  بالنسبة إلىA  ّ2استنتجنا أنGD GA. نستنتج  قمما سب

0GAأنّ  GD ّوهذا يعني أن ،G  هي منتصف[ ]AD. 
 ثلاثة مربعات  

 ABCD وDCEF وFEGH ضلع كلّ منها  ثة مرّ عات طول  ثل
]منتصف القطعة  I النقطة .1يساوي  ]AC، وJ  نقطة تقاطع

)المستقيمين  )CD و( )AH .م عْل م مناسب أثبت أنّ النّقاطب اً مستعين I 
 تقع على استقامة واحدة. Jو Fو

  

 عْل م  اً دقيق اً رسمالشّكل أوّلًا  رسمنل ;ولنختر الم  ,A i j حيث AD i وAB j يجعل هذا .
 ونجد أن الاختيار إحداثيّات رؤوس المرّ عات أعداداً صحيحة.

1 1
2 2

(0,0), (2,0), (1,1), (3,1), ( , )A F C H I 
  النّقاط وقوعنريد إثبات I وJ وF  ّالنّقطة  تيعلى استقامة واحدة، علينا إذن البحث عن إحداثي 

J . 1ولكن
3

AJ AH 1، إذن
3

(1, )J. 
  لنحسب إذن مركّبات كل من الشعاعينJI وFJ فنجد 

1 1 1 1 1
2 2 3 2 6

1 1
3 3

( 1, ) ( , )

(1 2, 0) ( 1, )

JI

FJ
 

2FJإذن  JI و ،JI وFJ  مرتبطان خطياً، فالنقاطI وF وJ على استقامة واحدة. واقعة 
 الوقوع على استقامة واحدة بطريقتين  
]منتصف القطعة  I ، وليكنAاوية في قائم الزّ  ABCلنتأمّل مثلّثاً   ]ABو ،J ظير نC  بالنسبة

1المحقّقة للعلقة النّقطة  K، وأخيراً لتكن Aالنّقطة إلى 

3
BK BC. 

 تقع على استقامة واحدة. Kو Jو I أثبت أنّ النّقاط

 الحل

A الحل

B CA

D

G

A

B C

D

E

F

H

I

G
J
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 عن أولًا نعبّر لAJ  بدلالةAC لمّا كانت .J  نظيرةC  بالنسبة إلىA 

AJاستنتجنا أنّ  AC ّولأن .I  منتصف[ ]AB  ّاستنتجنا أن 
1

2
AI AB 1و

2
BI AB. 

 النّقاط لإثبات وقوع I وJ وK  على استقامة واحدة، علينا إثبات ارتباط
 :. هناك طريقتانIKو IJين الشّعاع

 الطريقة الأولى  

عْل ملنختر ال ; م  ,A i j  حيثAB i وAC j يجعل هذا .
أعداداً صحيحة، كما يجعل من السهل تحديد  ABCالاختيار إحداثيّات رؤوس المثلّث 

 فنجد أنّ . النّقاطإحداثيّات باقي 
1
2

(0,0), (1,0), (0,1), ( ,0), (0, 1)A B C I J 
)لتعيين  , )x y  إحداثيّتيK  1نلحظ أنّ المساواة الشعاعية

3
BK BC :تكتب كما يأتي 

1
3
1
3

1 0 11
0 1 03

x

y
 

2هما  Kفإحداثيّتا النقطة  1
3 3

( ,  فنجد IJو IKوهكذا يمكننا حساب مركّبات الشعاعين  .(
2 1 1

13 2 6
1 1 6
3 3

1 1
12 2
2

1

20

10

21 0 1

IK

IJ

 

3IJإذن  IK ،فالشعاعان IJ وIK مرتبطان خطياً والنقاط I وJ وK  تقع على
 .استقامة واحدة

 الثانية الطريقة  
علم أنّ فننفرّق كلً منهما إلى مجموعٍّ شعاعيّ.  IKو IJين الشّعاعلإثبات ارتباط 
IJ IA AJ 1ستنتج من ذلك أنّ فن

2
IJ AB AC . 

 نكتب ما يلي : ACو ABبدلالة  IKلتعبير عن ل
1 1

2 3
1 1 1 1

( )
2 3 6 3

IK IB BK AB BC

AB AC AB AB AC
 

3IJوهنا نلحظ مجدداً أنّ  IK ،فالشعاعان IJ وIK مرتبطان خطياً والنقاط I وJ 
 .تقع على استقامة واحدة Kو

 الحل

A B

C

J

I

K
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 النّقطةسبة إلى بالنّ  Aنظيرة  I، ولتكن ABCلنتأمّل مثلّثاً  
Bو ،K  صورةB  وفق انسحاب شعاعهCAو ،M  نقطة

)تقاطع المستقيمين  )CK و( )AB. 
]منتصف القطعة هي  Mالنّقطة  أثبت أنّ   ]KC. 
 Bاستنتج أنّ  ؟BMو BIين الشّعاعما العلقة التي تر ط  
 .CKIمركز ثقل المثلّث هي 

 
BK كان CAه وفق انسحاب شعاع B النّقطةصورة  K لما كانت  CA  الر اعي وACBK 

]متوازي أضلع قطراه  ]AB  و[ ]KC كانت النّقطة متناصفان ، ولما كان قطرا متوازي الأضلعM 
] كل من منتصف ]KC و[ ]AB.  و وجه خاص[ ]IM  متوسّط في المثلثICK. 

لنّقطة   ا نت  كا لى  Aنظيرة  Iلما  إ لنسبة  نت  Bبا لمستقيمة منتصف Bكا ا لقطعة  ] ا ]AI  أي
IB BA.  أنَّ  رأيناولقدM  منتصف هي[ ]AB  2إذنBA BM ،2 ومنهIB BM . فالنقطة

B  هي نقطة من المتوسط[ ]IM  في المثلثICK  تبعد عن الرأسI  مثلي بعدها عن منتصف الضلع
 ، أو مركز ثقله.ICKإذن نقطة تلقي متوسطات المثلث  المقابلة، فهي

 ويمكن بأسلوب آخر أن نلحظ أنّ 
0BC BK BI BC CA AB 

 .ICKمتوسطات المثلث هي نقطة تلقي  Bفالنقطة 
]منتصف القطعة  I نسمّيو ، ABCنتأمّل مثلّثاً   ]AB. 

AJالتي تحقّق  J النّقطةأنشئ   AC. 

1استنتج أنّ   

2
IJ AB AC. 

2المحقّقة للعلقة  Kالنّقطة لتكن   0KB KC. 
 .Kالنّقطة أنشئ  ثمّ  BCبدلالة  BKاكتب  

1استنتج أنّ    1

6 3
IK AB AC  3وأنIJ IK ماذا .

 ؟ في هذه الحالة Kو Jو I النّقاطالقول عن  كيمكن

 
IJعلم أنّ ن  IA AJ 1ستنتج من ذلك أنّ فن

2
IJ AB AC . 

2من العلقة    0KB KC  ّ2نستنتج أن 0KB KB BC 3، ومنهBK BC. 
 نكتب ما يلي : ACو ABبدلالة  IKلتعبير عن ل  

 الحل

 الحل

A

B

C

K

I

M

A B

C

J

I

K
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1 1

2 3
1 1

( )
2 3
1 1

6 3

IK IB BK AB BC

AB AC AB

AB AC

 

3IJوهنا نلحظ أنّ  IK ،فالشعاعان IJ وIK مرتبطان خطياً والنقاط I وJ وK  تقع على
 .استقامة واحدة

التي تحقّق النّقطة  E ، ولتكنABCD متوازي الأضلعليكن  
1
4

AE AB وG  3التي تحقّق النّقطة
4

AG AD نرسم .
) لمستقيماازي يو  اً مستقيم Eمن  )AD  فيقطع المستقيم( )CD 
)لمستقيم اوازي ي اً مستقيم Gنرسم من و ، F النّقطةفي  )AB 

)فيقطع المستقيم  )BC  النّقطةفي H. 
1أثبت أنّ   1

4 4
GF AB AD  ّ3وأن 3

4 4
EH AB AD. 

)أثبت أنّ المستقيمات   )FG و( )EH و( )AC  يةمتواز. 

 
 نلحظ أنّ  

1 3 1 1 1

4 4 4 4 4

GF AF AG AE AD AG

AB AD AD AB AD AC
 

 وأن

1 3 3 3 3

4 4 4 4 4

EH EB BH AB AE AG

AB AB AD AB AD AC
 

1نستنتج من المساواتين الشعاعيتين  

4
GF AC 3و

4
EH AC تقيمات أنّ المس( )FG 

)و )EH و( )AC متوازية. 
د  عْل مالمستوي ب نزوِّ ;متجانس  م  ,O i j ٍّّالنّقاطمن الحالات التالية إذا كانت  . بيّن في كل M 
 على استقامة واحدة.تقع  Pو Nو

1
3

(4, 1), (7, 3), ( 5,5)

( 2,3), ( 3,7), ( 5,14)

2, , (3, 1), (0,1)

M N P

M N P

M N P

. 

 

 الحل

A B

CD

E

F

G H
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  12في الحالة الأولى 3

8 2
4PN 9و 3

6 2
3PM ط فالشعاعان مرتبطان خطياً والنقا

M وN وP تقع على استقامة واحدة. 
  2في الحالة الثانية

7
PN 3و

11
PM  ً3فالشعاعان مستقلن خطيا 11

2 7
(  Mوالنقاط  (

 .تقع على استقامة واحدةلا Pو Nو
  ً3وأخيرا

2
PN 2و 3

24/3
PM PN  فالشعاعان مرتبطان خطياً والنقاطM وN وP 

 .تقع على استقامة واحدة
)و B(8,2)و A(3,7) النّقاطلتكن     4, 2)C  2,5 الشّعاعوu ّعدد حقيقيّ  . نقرن بكلk 

CM : المحقّقة للعلقة M النّقطة ku. 
 .AM الشّعاعواستنتج مركّبات  kبدلالة  M النّقطة تيإحداثيّ  احسب  
 الّذي  kالعدد الحقيقيّ  احسب ABو AMين الشّعاعلارتباط  الشرط التحليليّ  عمالباست  

)نقطة من المستقيم  Mيجعل  )AB. 

 
)إذا رمزنا   , )x y  إلى إحداثيتي النقطةM  استنتجنا من المساواةCM ku  ّأن 

4 2 2

2 5 5

x k
k

y k
 

2)ومنه  4,5 2)M k k ومركّبتا الشعاع ،AM  2تعطى بالصيغة 4 3 2 7

5 2 7 5 9

k k

k k
AM. 

8لمّا كان   3 5 1
5

2 7 5 1
AB  ين الشّعاعلارتباط استنتجنا أنّ الشرط اللزم والكافيAM 

2هو  ABو 7 5 9 0k k  16أو
7

k وهي قيمة .k جعل ت تيالM  نقطة من( )AB. 
د  عْل مالمستوي ب نزوِّ ;متجانس  م  ,O i j 3,0 النّقاط، ونتأمّلA 6,3وB 1,8وC .

) حسابنهدف إلى  , )x y  ّالنقطة تيإحداثي K  ّائرة المارّة برؤوس المثلّث مركز الدABC. 
متساوية البعد  Kيكافئ القول إنّ  ،ABCائرة المارّة برؤوس المثلّث مركز الدّ  Kالقول إنّ  

KAعن رؤوس المثلّث، إذن  KC وKA KB2 المقادير . احسبKA 2وKB 
 ابق.رط السّ اتجة من الشّ ثمّ اكتب العلقات النّ  yو xبدلالة  2KCو

2استنتج أنّ   7x y  3و 6x y. 
 .K النقطة تياحسب إحداثيّ  

 

 الحل

 الحل
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 ين نقطتين لدينااعتماداً على صيغة المسافة ب 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 3)

( 6) ( 3)

( 1) ( 8)

KA x y

KB x y

KC x y

 

2المساواة بإصلح   2KA KC  2و 2KA KB  2نجد 7 0x y3، و 6x y. 
 المعادلتين بالحل المشترك لجملة 

2 7

3 6

x y

x y
 

 .(1,3)هما  K. فإحداثيتا النقطة 3yو 1xنجد 
 : بالعلقاتالمعرّفة  Gو Bو A النّقاطلتكن و  ،OIJK متوازي الأضلعليكن  

1 1 3
, ,

2 3 5
OA OI OB OK AG AB 

عْل ماختر   على استقامة واحدة. Jو Gو O النّقاطاً مناسباً وأثبت أنّ م 

 
عْل ملنختر ال ; م  ,O i j  حيثOA i وOB j.  فيكون 

2 3 2 3OJ OI OK OA OB i j 
 ومن جهة أخرى 

3
( )

5
3 2 3
( )

5 5 5

OG OA AG i OB OA

i j i i j
 

5OJ إذن OG فالشعاعان ،OJ وOG  النّقاطمرتبطان خطياً و O وG وJ على استقامة  واقعة
 .واحدة

مركز ثقل المثلّث  G النّقطة تيإحداثيّ  احسب. 2,5Cو 6,0Bو 1,2A النّقاطلتكن  
ABC. 

 

: هذا تطبيق مباشر للعلقتين
3

A B C
G

x x x
x  و

3
A B C

G

y y y
y ، 7فنجد

3
(3, )G. 

 الحل

 الحل

 الحل
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كما هو مبيّن في مثلّثان متساويا الأضلع ومتوضّعان  BJCو ABCD .AIB ليكن المرّ ع 
تقع على استقامة واحدة  Jو Iو Dيهدف التّمرين إلى إثبات أنّ النقط  المجاور. الشّكل 

 مختلفين. أسلو ينب
 .واياالزّ  عمالاست. الطريقة الأولى 

 .BIJو AIBو DIAوايا من الزّ  قياس كلٍّّ  احسب 
 . ماذا تستنتج؟180DIJبيّن أنّ   

عْل ماختيار  .الثانية الطريقة  عْل ممناسب.اختر  م  ثمّ  Jو Iو D إحداثيّات النّقاط ث مّ احسباً مناسباً، م 
 أثبت أنّها تقع على استقامة واحدة.

 
 . الطريقة الأولى 
 منهو ، 60IAB إذنمتساوي الأضلع  AIBالمثلث  

90 60 30DAI DAB IAB 
إنَّ . أي  75قياس كل من زاويتي القاعدة يساوي ف .Aرأسه متساوي الساقين  AIDالمثلث لكن و 

75AID. 
30 مثلث متساوي قياس زاوية الرأس فيه IBJالمثلث وكذلك فإن  60 90IBJقياس ، ف

 .45BIGأي إنَّ  45يساوي ته كل من زاويتي قاعد
  استنتجنا أنّ  60AIBلمّا كان  

75 60 45 180DIJ DIA AIB BIJ 
  .واحدةتقع على استقامة  Jو Iو Dفالنقاط الثلث 

   .الطريقة الثانية 
عْل ملنختر ال ; م  ,O i j  حيثAB i وAD j. فيكون لدينا 

0,0A 1و, 0B 1,1وC 0,1وD 1و 3
,

2 2
I 3و 1

1 ,
2 2

J . 

1         من ث مّ و  3
1

2 2
DI i j  3و 1

1
2 2

DJ i j 

  فنجد DIو  DJلشعاعين لإثبات ارتباط الشعاعين  شرط الارتباط الخطينطبق 
1 1 3 3

1 1
2 2 2 2

1 3 1 1
1 0

4 4 4 4

xy yx
 

 .واحدةٍّ  على استقامةٍّ قعة وا Jو Iو Dالنقاط و مرتبطان خطياً  DIو  DJالشعاعان ف

 الحل

A B

CD

J
I
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]منتصفات الأضلع  Cو Bو Aمثلثاً. ولتكن  ABCليكن   ]BC ،[ ]CA و[ ]AB  ،بالتّرتيب
 التي تحقّق H. ث مّ لنتأمّل النّقطة ABCمركز الدائرة المارة برؤوس المثلث  Oولتكن النّقطة 

OH OA OB OC 
2AHأثبت أنّ   OA. 

) استنتج أنّ    )AH  هو الارتفاع النازل من الرأسA  في المثلّثABC. 
) أنّ  أثبت بأسلوب مماثل   )BH  هو الارتفاع النازل من الرأسB  في المثلثABC ماذا .

 ؟ ABCبالنِّّسبة إلى المثلّث  Hتمثّل النّقطة 
 . ABCمركز ثقل المثلّث  Gالنّقطة لتكن    

3MGمن المستوي كان  Mأثبت أنّه أياً كانت النّقطة   MA MB MC. 
3OGتفادة من الفقرة السابقة أنّ بالاس أثبت   OH ماذا تستنتج بشأن النّقاط .O وG 

 ؟ Hو

 
]منتصف  Aلمّا كانت    ]BC  ّاستنتجنا أن 

2 2 0 2

OB OC OA A B OA A C

OA A B A C OA OA
 

OHوعليه نستنتج من  OA OB OC  ّأن 
2AH OH OA OB OC OA 

]منتصف الوتر  Aلمّا كانت   ]BC  ّاستنتجنا أن( )OA  هو محور[ ]BC فهو عمودي على ،
[ ]BC 2، ونستنتج من المساواةAH OA  ّأن( ) ( )AH OA  إذن( ) ( )AH BC فالمستقيم ،
( )AH  هو الارتفاع النازل منA  في المثلثABC. 

)نستنتج بأسلوب مماثل أنّ   )HB  عمودي على( )AC  فالمستقيم( )BH  هو الارتفاع النازل منB 
 .ABCهي نقطة تلقي ارتفاعات المثلث  H. فالنقطة ABCفي المثلث 

0GAانطلقاً من المساواة    GB GC  ّنستنتج أن 
0MA MG MB MG MC MG 

3MGوهذا ي كافئ  MA MB MC. 
 نستنتج أنّ  Oمنطبقة على  Mباختيار  

3OG OA OB OC OH 
تقع على استقامة واحدة. يسمّى هذا المستقيم، في حالة مثلث غير متساوي  Gو Hو Oفالنقاط 

 الأضلع، مستقيم أويلر.

A الحل

B CA

BC

O
G

H
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 معادلة مس تقيم

 وجمل المعادلات الخطيّة

  
 ةمة عامّمقدّ  

 معادلة مستقيم  

 ةجمل المعادلات الخطيّ  
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 تدرّب   
)تأمّل المعادلة    2التالية :  ( 3 5x yل ، تلك التي تمثّ  الآتيةيّات . عيِّّن، من بين الثنائ

)حلولًا للمعادلة  ) : 

 

1 1 1 7
3, ,2 ,

3 3 4 4
1 3

2,1 ,2 0,
2 5

 

 
1تمثّل الثّنائيّة لا   7

,
4 4

) معادلةلل حلً   1  ، لأنّ ( 7

4 4

19
2 3 5

4
. 

1لا تمثّل الثّنائيّة  
,2

3
) معادلةحلً لل  16 ، لأنّ  (

2 3
1

3
5

3
2. 

1لا تمثّل الثّنائيّة  
3,

3
) معادلةحلً لل   1 ، لأنّ  (

32 5
3

3 7. 

3لا تمثّل الثّنائيّة  
0,

5
) معادلةحلً لل  3  ، لأنّ (

5
50

9
2 3

5
. 

1تمثّل الثّنائيّة  
,2

2
) معادلةحلً لل  22   ، لأنّ ( 5

1

2
3 . 

) معادلةحلً لل 2,1لا تمثّل الثّنائيّة   2  نّ ، لأ( 3 7 52 1. 

  الآتية : ) رجة الأولىمن الدّ  (،  ، التوابع التآلفيّة لنا في مَعْلَم متجانسمثّ  
1 7 3 5 1 9

: : :
2 2 2 2 2 2

h x x g x x f x x 
 

)ة النّقطتنتمي   1,4)A  ،؟عليهما  دل  إلى مستقيمين 
 لها. حلً  Aتكون إحداثيّات  معادلتين خطيّتين استنتج جملةَ  
 .C(7,8)ثُم  B(3,2) في حالةابقين لبين السّ الطّ  حلّ  أعد 

 
)فنجد  1xلنحسب قيمة كل من التوابع المعطاة عند   1) 4f و( 1) 4g 

)و 1) 4h.  نستنتج أنّ النقطة( 1, 4)A  معادلة كل من الخطين البيانيين للتابعين تحققf وh  ولا
 . فهي إذن تقع على المستقيمين اللذين معدلتاهما :gتحقق معادلة الخط البياني للتابع 

1 9
( )

2 2
y f x x   1و 7

( )
2 2

y h x x 

 الحل

 الحل

C

1

A

B1

O
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)نستنتج أنّ   1, 4)A هي الحل المشترك لجملة المعادلتين 
2 9

2 7

y x

y x
 

(3)ونجد بالمثل أنّ   6f (3)و 2g (3)و 2h ّ(3,2)قطة . نستنتج أنّ النB  تحقق معادلة كل
. فهي إذن تقع على fولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع  hو gمن الخطين البيانيين للتابعين 

 ذين معدلتاهما :المستقيمين الل
3 5

( )
2 2

y g x x   1و 7
( )

2 2
y h x x 

 هي الحل المشترك لجملة المعادلتين B(3,2)نستنتج أيضاً أنّ 
2 3 5

2 7

y x

y x
 

(7)وكذلك نجد أنّ  8f (7)و 8g (7)و 0h (7,8). نستنتج أنّ النّقطةC  تحقق معادلة كل من
لمستقيمين . فهي إذن تقع على اhولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع  gو fالخطين البيانيين للتابعين 

 اللذين معدلتاهما :
1 9

( )
2 2

y f x x  3و 5
( )

2 2
y g x x  

 هي الحل المشترك لجملة المعادلتين C(7,8)نستنتج أيضاً أنّ 
2 9

2 3

3

5

y x

y x
 

 
) بالصيغةالتابع التآلفي المعرف  fليكن   ) 2 3f x x. 

,0)قاط . ثم ارسم بدقة النّ f(2)و  f(1)و f(0)احسب المقادير    (0))A f 1)و, (1))B f 
,2)و (2))C f. 

 على استقامة واحدة ؟ Cو Bو Aقاط تقع النّ أَ   
واحسب من الشكل  Mواختر عليه نقطةً  ،Bو Aتين النّقطب المارّ   ارسم المستقيم  

)إحداثيتيها  , )u v  .مراعياً الدقة 
)تتحقّق المساواة أَ    ) 2 3v f u u ؟ 

 ؟ و ماذا تستنتج من   
 
 
 

 مثال
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(0)نجد مباشرة أنّ    3f (1)و 1f (2)و 1f. 
,0)ونلحظ من الشكل أنّ النقاط    3)A 1)و, 1)B (2,1)وC  تقع على

 استقامة واحدة.
,3)نلحظ من الشكل أنّ المستقيم يمر بالنقطة   3)M ّونلحظ أيضاً أن ،

)إحداثيّتيها  , )u v  تحققان( ) 2 3v f u u. 
)نستنتج أنّ المستقيم   )AB  هو التمثيل البياني للتابعf. 

  فكّر 

)مجموعة نقاط المستوي  1dلتكن   , )M x y  2التي تحقّق إحداثياتها العلقة 3 1y x ولتكن ،
2d توي مجموعة نقاط المس( , )M x y  3التي تحقّق إحداثياتها العلقة 1

2 2
y x 1. قارن بينd 

هل هي وحيدة ؟ . ماذا تستنتج بشأن معادلة مستقيم بوجه عام ؟2dو
 

 
2ادلتين نلحظ أن المع 3 1y x 3و 1

2 2
y x  متكافئتان، فلهما مجموعة الحلول نفسها. أي

1إنّ  2d d.ونستنتج أنّه بوجه عام لا تكون معادلة المستقيم وحيدة . 

 80صفحة  -تدرّب 
د المستوي بمعْلَ     :يأتيم. بيّن الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الثلث المقترحة فيما نزوِّ

 3
1

2
y x  هي معادلةd ه للمستقيم  هو : d. شعاعٌ موجِّّ

 1

3
v. 1

1.5
v . 1

1.5
v. 

 1
4

2
y x  هي معادلةd ه للمستقيم  هو : d. شعاعٌ موجِّّ

 0.5

4
v. 2

2
v . 

0.5

1
v. 

 2
3v :ه للمستقيم الذي معادلته  هو شعاع موجِّّ

 3 2y x. 3
1

2
y x. 3

2
y x. 

  المستقيم معادلةd  ّ2,1ة النّقطب المارA  3 الذي معادلته موازياً المستقيم 1y x ي :ه 
 1 1

3 3
y x. 3 5y x. 3y x. 

 الحل

 الحل

C

1

A
B

1

O
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3المستقيم الذي معادلته  dليكن   2

2 5
y xيِّّن العدد . عt  ة النّقطكي تقع( , 3)M t على d. 

 

)ة النّقط قعت , 3)M t المستقيم على d  تاإحداثي حققتإذا وفقط إذا M  معادلة  المستقيمd أي إذا ،

3 المساواة تحققت 2
3 ( )

2 5
t  34أي

15
t. 

 
 :الآتيتينفي الحالتين  شعاعاً موجّهاً  uويقبل  Aة النّقطالمار ب dمعادلة المستقيم اكتب   

 ( 4,3)A 5و
3u   (5,3)A 0و

2u 

 
)لة المستقيم المار بالنقطة نعلم بوجه عام أن معاد , )a b  وشعاع توجيههu هي  

( ) ( ) 0y b x a 
)5هذه الحالة المعادلة المطلوبة هي في   3) 3( 4) 0y x  5أو 3 3 0y x. 
)0هنا المعادلة المطلوبة   3) 2( 5) 0y x 5 أوx . 

 
 : الآتيتينفي الحالتين  Bو Aتين النّقطالمار ب dاكتب معادلة المستقيم   

 (2,1)A 3)و, 1)B    ( 5,0)A 2)و, 3)B 

 
A : الآتيةالمعادلة  dيقبل المستقيم   A

B A B A

y y x x

y y x x
1أي   2

1 1 3 2

y x أو 

2 3y x. 
0 المعادلة الآتية : dيقبل المستقيم   5

3 0 2 5

y x 7 أي 3 15 0y x. 

,1) حيث ABCث نتأمّل المثلّ    3)A و( 3,5)B و( 1, 1)C. 
]منتصف  Aة النّقط تيعيّن إحداثي   ]BCحداثي ]منتصف  Bة النّقط تي، وا  ]AC. 
 .Aالمتعلق بالرأس  1dاكتب معادلة المتوسط   
 .Bو Aتين النّقطالمار ب م اكتب معادلة المستقي  
 .و . ماذا تقول عن المستقيمين Bو Aتين النّقطالمار ب اكتب معادلة المستقيم   

 الحل

 الحل

 الحل
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] مستقيمةالقطعة المنتصف  A ةالنّقطلما كانت إحداثيّات   ]BC  ُالعلقتين :ى بطَ عْ ت 

   
2

B C
A

x x
x     و 

2
B C

A

y y
y 

 كانت
3 1

2
2Ax    5  و 1

2
2Ay 

 نجد بالمثل أنّ و ، 2,2A ومنه
   1 1

0
2Bx    3  و 1

1
2By 

 .0,1B ومنه
,1) نقطتينمار بالالمستقيم الهو  1dالمتوسط   3)A و( 2,2)A.  وهو يقبل المعادلة 

A A

A A A A

y y x x

y y x x
3أي   1

2 3 2 1

y x 

3 ومنه 8 0y x. 
,1) نقطتينبال هو المستقيم المار   3)A و( 3,5)B.  وهو يقبل المعادلة 

A A

B A B A

y y x x

y y x x
3أي   1

5 3 3 1

y x 

2ومنه  7 0y x. 
)تين النّقطالمار بهو المستقيم    2,2)A (0,1)وB  وهو يقبل المعادلة 

B B

A B A B

y y x x

y y x x
1أي   0

2 1 2 0

y x: 

2 ومنه 2 0y x. 
1الميل نفسه  و نلحظ أن للمستقيمين 

2
ة هندسي ة ، فهما متوزيان. وهذه المسألة توضح خاص

 زي الضلع الثالثة.واي: المستقيم الواصل بين منتصفي ضلعين في مثلث  معروفة
 
 
 
 
 
 

 الحل
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 تمرينات ومسائل   
د المستوي بمَعْلَم    ;نزوِّ ,O i j ّ5)قاط . ونتأمّل الن, 2)A (11,0)وB و( 1,6)C أوجد معادلة ،

 .ABCثلّث لكلٍّّ من متوسطات الم

 
]منتصف القطعة المستقيمة  I ةالنّقط اتإحداثيّ تعطى   ]BC : تعطى بالعلقتين 

2
B C

I

x x
x     و

2
B C

I

y y
y 

,5 ومنه 3I. 
,5) تينالنّقطمار بالمستقيم الهو  Aالمتوسط المتعلق بالرأس  2)A 5)و, 3)I.  ّقطتين للنA وI 

] . إذننفسها 5 الفاصلة ]AI 5محور التراتيب ويقبل  ي واز يx  ًمعادلة. 
]منتصف القطعة  J ةالنّقط يتإحداثيّ  نحسب بالمثل  ]AC (2,2)، فنجدJ . المتوسط المتعلق بالرأس
B (11,0) تينمار بالنّقطالمستقيم هو الB (2,2)وJ.  يقبل المعادلة : فهو 

J J

B J B J

y y x x

y y x x
2أي      2

0 2 11 2

y x 

9ومنه   2 22 0y x. 
]منتصف القطعة  K ةالنّقط تيإحداثيّ وكذلك نحسب   ]AB 8)، فنجد, 1)K. المتوسط المتعلق

) تينمار بالنّقطالمستقيم و اله Cبالرأس  1,6)C 8)و, 1)K.  يقبل المعادلة : فهو 
K K

C K C K

y y x x

y y x x
1أي      8

6 1 1 8

y x 

9ومنه  7 47 0y x. 
د المستوي بمَعْلَم  ; نزوِّ ,O i j ّ1,5قاط . ونتأمّل النA 1و, 1B 5,2وC ونعرّف ،

]منتصف القطعة المستقيمة  Iالنقاط  ]ABو ،J  منتصف القطعة المستقيمة[ ]ACو ،K 
]منتصف القطعة المستقيمة  ]BC ًلكلٍّّ من المستقيمات  ، أوجد معادلة( )IJ و( )IK و( )KJ. 

 
7و I(0,2)د مباشرة أنّ نج 

2
(3, )J 1و

2
(2, )K. 

)وأنّ    )IJ 6  يقبل معادلة 11 12 0y x. 
)و  )IK 4  يقبل معادلة 3 8 0y x. 
)و  )JK 2  يقبل معادلة 6 11 0y x. 
 

 الحل

 الحل
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 .، واشرح النتيجة هندسيّاً  الآتيةحلّ جمل المعادلات  
4 5 3 5

5 5 1 2 3 2

3 5 6 7

6 2 10 2 1

5 1 35 3 9
0

3 4 8 2 4
1 1 7 1 1 17

3 20 8 3 2 36
1 2 1 2 2 4 3

1 2 1 2 2 6 0

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y y x

 

   
 5 3 5

2 3 2

x y

x y
  

7نجمع المعادلتين طرفاً مع طرف فنجد  7x  1ومنهx نعوّض قيمة .x  الأولىفي المعادلة 
 .1,0 لهذه الجملة حلٌ وحيد هو. ف0yنجد ف yلنحسب 

: : المستقيمان 5 3 5d x y و: 2 3 2d x y 1,0ة النّقطفي  متقاطعان. 

 4

5 5 1

x y

x y
  

0بطرح خمسة أمثال المعادلة الأولى من الثانية نصل إلى التناقض  ، هذا التناقض يبرهن أنه لا 21
 يوجد أي حل لهذه الجملة.

: : المستقيمان 5d x y و: 5 5 1d x y متوازيان وغير منطبقين. 

 6 7

2 1

x y

x y
 

6الأولى نحسب من المعادلة  7y x 6)2، ثُمّ نعوّض في الثانية فنجد 7) 1x x ومنه ،
1x وبالعودة إلى قيمة ،y  1نجدy. 1,1 لهذه الجملة حلٌ وحيد هوف. 

: : المستقيمان 6 7d x y و: 2 1d x y 1,1في النّقطة  متقاطعان. 

 3 5

6 2 10

x y

x y
  

، فالمعادلتان متكافئتان، وهناك عدد 2أن المعادلة الثانية تنتج من الأولى بضرب طرفيها بالعدد نلخظ 
)} :لا نهائي من الحلول لهذه الجملة  ,5 3 ) : }x x x . 

: : المستقيمان 3 5d x y و: 6 2 10d x y منطبقان. 

 الحل



 

69 

 
3 9

0
2 4
1 1 17

3 2 36

x y

x y
  

3من المعادلة الأولى نستنتج أن 
2

x y 17، وبالتعويض في الثانية نصل إلى التناقض
36

، إذن 0
 ليس هناك أي حل لهذه الجملة. 

3 : المستقيمان 9
2 4

: 0d x y 171و 1
3 2 36

:d x y متوازيان وغير منطبقين. 

 
5 1 35

3 4 8
1 1 7

3 20 8

x y

x y
     

1ظ أن المعادلة الثانية تنتج من الأولى بضرب طرفيها بالعدد حنل
5

، فالمعادلتان متكافئتان، وهناك عدد 
 . الجملة لا نهائي من الحلول لهذه

5 : المستقيمان 1 35
3 4 8

:d x y 71و 1
3 20 8

:d x y .منطبقان 

 2 2 4 3

2 6 0

x y

y x
  

3من المعادلة الثانية نجد 
2

y x3 :، وبالتعويض في الأولى نجد
2

2 2 4 3x ، أو

1صيغة مُكافئة ب
4 3 4 3

2
x 2، أيx وبالعودة إلى ،y  3نجدyفللجملة . 

,2 حلّ وحيد هو 3. 
:المستقيمان و  2 2 4 3d x y و: 2 6 0d y x 2ة النّقطفي  متقاطعان, 3. 

 1 2 1

1 2 1 2

x y

x y
     

1بملحظة أنّ  2 1 2 1نستنتج أنّ ضرب المعادلة الثانية بالمقدار  1 يعطي  2
للجملة عددٌ لا نهائي من الحلول. ومجموعة الحلول هي نقاط المستقيم الذي المعادلة الأولى ذاتها. ف

1معادلته  2 1x y. 

 إيجاد معادلة مستقيم 

د المستوي بمَعْلَم  ;نزوِّ ,O i j ليكن .d 2 عادلتهالمستقيم الذي م 9y x وليكن ،d 
3yالمستقيم الذي معادلته  x يتقاطع المستقيمان .d وd  فيI ويقطع .d  محور

]منتصف  E. لتكن Bمحور الفواصل في  d ، كما يقطعA التراتيب في ]AI ولتكن ،F 
). أوجد معادلة للمستقيم Eبالنسبة إلى  Bة النّقطنظيرة  )IF. 
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 dهما الحل المشترك لجملة معادلتي المستقيمين  Iإحداثيّتا نقطة التقاطع 

 أي dو

2

2 9

3

y x

y x
 

 وهذا ما يتفق مع الشكل.  I(2,5)فنجد 
]بالنسبة إلى منتصف  Bهي نظيرة  Fإنّ  ]IA فهي إذن صورة ،I  وفق

BAأي  BAالانسحاب الذي شعاعه  IF المستقيم .( )IF  هو المستقيم
كن شعاعَ توجيه. ول BAويقبل الشعاع  Iالمار بالنقطة 

3 1

9 3
3BA فالمستقيم ،( )IF  مستقيم يمر بالنقطةI  وميلهm 

)، فهو يقبل معادلة : 3يساوي  )I Iy m x xy  5أو 3( 2)y x  التي تأخذ بعد
3الاختصار الصيغة  1y x. 

  معادلة مستقيم والوقوع على استقامة واحدة 

1شبه منحرف فيه  ABCDليكن 
3

DC AB ولتكن .E ع نقطة تقاط
)نقطة تقاطع المستقيمين  Fقطري شبه المنحرف، و )AD و( )BC .

)، أنّ المستقيم  أثبت، باستعمال مَعْلَم من اختيارك )EF ة النّقطيمر بI 
]منتصف  ]DC ة النّقط، وبJ  منتصف[ ]AB . 

 

)نختار معلماً  ; , )A i j  فيه للمستوي i AB وj AD 0)، فيكون, 0)A 1)و, 0)B (0,1) وD .
 لما كانو 

 1 1
3 3

AC AD DC j AB j i 
1 كان

3
( ,1)C.  ًلمستقيم ل نكتب معادلة( )AC  لمستقيم ل معادلةً و( )BD لمعفي الم ( , , )A i j . 

 
  المستقيم( )AC 0) بالمبدأ مر  ي, 0)A 1 وبالنقطة

3
( ,1)C ، 3 يقبلفهوy x .ًمعادلة 

  المستقيم( )BD 1)تين النّقطيمر ب, 0)B (0,1)وD ،1  فهو يقبلy x .ًمعادلة 
1نجد :   و  المعادلتين جملة بحل 

4
x ،3

4
y ،ةقطالنّ  اتإذن إحداثي E 1 هما 3

4 4
( , )E. 

  المستقيم( )BC  1)يمر بالنقطتين, 0)B 1و
3

( ,1)C ولأنّه يمر بالنقطة .B  فهو يقبل معادلة من
)الشكل  1)y m x حيث تتعين ،m  1بشرط مروره بالنقطة

3
( ,1)C  3فنجد

2
m. 

 الحل

 الحل

I

1

A

B
1

O

E

F

d

d

A B

CD

E

F

I

J
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3إذن  3
2 2

y x  هي معادلة للمستقيم( )BC.  3ة النّقطعند محور التراتيب وهو
2

(0, )F. 
  المستقيم( )EF  1يمر بالنقطتين 3

4 4
( , )E 3و

2
(0, )F.  ولأنّه يمر بالنقطةF  فهو يقبل معادلة من

3الصيغة 
2

y mx حيث تتعين ،m  1بشرط مروره بالنقطة 3
4 4

( , )E  3فنجدm. 
3إذن 

2
3y x  هي معادلة للمستقيم( )EF. 

  منتصف القطعة المستقيمة[ ]DC  1هو النقطة
6

( ,1)I حداثيّتاها تحققان معادلة المستقيم )، وا  )EF 
)على  Iوضوحاً، إذن تقع  )EF . 

  منتصف القطعة المستقيمة[ ]AB  1هو النقطة
2

( ,0)Jحداثيّتاها تح )ققان معادلة المستقيم ، وا  )EF 
)أيضاً إلى المستقيم  Jوضوحاً، إذن تنتمي النقطة  )EF.وهي النتيجة المطلوب إثبات صحتها . 

 معادلة مستقيم والتناظر بالنسبة إلى نقطة  

د المستوي بمَعْلَم نز  ;وِّ ,O i j ليكن .d  3المستقيم الذي معادلته
2

6y x ة النّقط، ولتكن
(2,2)A ًللمستقيم  . أعطِّ معادلةd  نظير المستقيمd  ّة النّقطسبة إلى بالنA. 

  
)تكون  , )M x y  نظيرة( , )M x y  (2,2)بالنسبة إلىA إذا وفقط إذا كانت ،A طعة منتصف الق

[ ]MM 4، وهذا يُكافئ قولناx x 4وy y. 
)الآن، تنتمي النقطة  , )M x y  إلى المستقيمd 4)، إذا وفقط إذا انتمت نظيرتها ,4 )M x y إلى 

 ، وهذا الشرط يُكافئd، أي إذا حققت إحداثيّتا هذه الأخيرة معادلة المستقيم dالمستقيم 
3

4 (4 ) 6
2

y x 
3أو 

2
8y x .3معادلة  إذن ال

2
8y x م هي معادلةٌ للمستقيd. 

 ، وحلّ المعادلات مساحات السطوح  
سنتيمتراً مربّعاً، ومجموع مساحتي  60مساحة المستطيل في الشكل المجاور  

 المستطيل.سنتيمتراً مربّعاً. أوجد بُعدي  169المربّعين 

  
 فتكون مساحة المستطيل : .yه الآخر بعدَ و  xالمستطيل  يأحد بُعدَ رض تنف
 60x y 
2         مجموع مساحتي المربعينو  2 169x y 

2، ونعوّض 2x )غير المعدوم(بالعدد  دلة نضرب طرفي المعا 2 2( )yx xy  من  3600بقيمتها 
4                        فنجد  2169 3600 0x x 

 الحل

 الحل

y
x
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 ولكن
4 2 2 225)( 144)

( 5)( 5)( 1

169 3600 (

2)( 12)

x

x x

x x

x

x

x
 

من  y. وعندئذ نستنتج قيمة 12، أو 5هي  xفإذا تذكّرنا أنّ أبعاد المستطيل أعداد موجبة استنتجنا أنّ 
 .5و 12. وهكذا نرى أنّ بُعدا المستطيل المنشود هما المعادلة 

 المستقيمات المتلاقية  

د المستوي بمَعْلَم  ;نزوِّ ,O i j ّ3)قاط . ونتأمّل الن, 0)A (3,4)وB (0,4)وC ثُمّ نعرّف ،I 
]منتصف القطعة المستقيمة  ]OAو ،J  منتصف القطعة المستقيمة[ ]ABأنّ المستقيمات  . أثبت

( )AC و( )IB و( )OJ .تتلقى في نقطة واحدة 

 
  طريقة أولى:

]منتصف  Iا تإحداثي ]OA 3 هما
2
, 0I حداثيّتا ]منتصف  J، وا  ]AB  (3,2)هماJ. 

)المستقيم   )OJ  يمر بالمبدأO  (3,2)وبالنقطةJ  ً3فيقبل معادلة 2 0y x . 
)يقبل المستقيم   )IB : المعادلة الآتية 

I I

B I B I

y y x x

y y x x
   وأ   

3
2
3
2

0

4 0 3

xy 

3 أي 8 12 0y x،  وهي معادلةٌ للمستقيم( )IB. 
)المستقيمين  جملة معادلتي حلّ ب )OJ و( )IB : 4 نحصل على إحداثيّتي نقطة تقاطعهما

3
2,M. 

)يقبل المستقيم   )AC 1 الآتية : المعادلة
3 4

x y  3أو 4 12y x.  النقطة  تاإحداثيّ تحقّق
4
3

2,M معادلة المستقيم ( )AC لى أيضاً ع قعتهي ف( )AC  المستقيمات و( )OJ و( )IB و( )AC 
 تتلقى في نقطة واحدة.

 طريقة ثانية:
OAنلحظ أنّ  OC OB  فالشكلOABC  ّمتوازي الأضلع، ولأنّ قطريه متناصفان استنتجنا أن

( )AC  متوسط في المثلثOAB واستناداً إلى التعريف .( )OJ و( )BI  هما أيضاً منتوسطان في
)المثلث نفسه، ولكن نعلم أن المتوسطات في مثلث تتلقى في نقطة واحدة. فالمستقيمات  )OJ و( )IB 

)و )AC .تتلقى في نقطة واحدة 
احسب هذين  .616، أمّا الفرق بين مربّعيهما فيساوي 14يساوي  yو xالفرق بين عددين  

 العددين.

 الحل
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لنوضّح في البداية أنّ مقولة الفرق بين عددين تعني الكبير مطروحاً منه الصغير، وهي من ثَم المسافة 

 التي تفصل بينهما على محور الأعداد.
هو أصغرهما،  yهو أكبر العددين وأنّ  xيمكننا دون الإقلل من عمومية المسألة أن نفترض إذن أنّ 

 وهنا علينا أن نناقش حالتين :
   2حالة 2x yن. فتصبح المسألة تعيي x وy  بحيث 

14x y  2  و 2 616x y 
 ولكن

2 2616 ( )( ) 14( )x y x y x y x y 
44x إذن y 14. بأخذ نصف مجموع المعادلتينx y 44وx y  ّ29نستنتج أنx 

 في هذه الحالة. 15و 29هما ، فالعددان 15y نجدومن ثَمّ 
 
  2حالة 2x y فتصبح المسألة تعيين .x وy  14 بحيثx y  2  و 2 616y x 
44xأسلوب مماثل للحالة السابقة نستنتج أنّ وب y . 

14xومجدداً بأخذ نصف مجموع المعادلتين  y 44وx y  ّ15نستنتج أنx  ّومن ثَم
 في هذه الحالة. 15و 29، فالعددان هما 29y نجد

 x وy  احسب هذين 12، والفرق بين مربّعي مقلوبيهما يساوي 6عددان. الفرق بين مقلوبيهما .
 العددين.

 
xولنفترض أن  yو xالعددين المطلوبين بالرمزين  يمقلوب   لنرمز إلىكما في المسألة السابقة،  y. 
 ن :هنا علينا أن نناقش حالتي

   2حالة 2x y فتصبح المسألة تعيين .x وy  بحيث 
6x y  2  و 2 12x y 

2                    ولكن 212 ( )( ) 6( )x y x y x y x y 
2x إذن y6مجموع المعادلتين  . بأخذ نصفx y 2وx y  ّ4نستنتج أنx  ومن

1، فالعددان هما 2y ثَمّ نجد
4

1و 
2

 في هذه الحالة. 
   2حالة 2x y فتصبح المسألة تعيين .x وy  6بحيثx y  2  و 2 12y x 

2xوبأسلوب مماثل للحالة السابقة نستنتج أنّ  y . 

 الحل

 الحل
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6xالمعادلتين ومجدداً بأخذ نصف مجموع  y 2وx y  ّ2نستنتج أنx ومن ثَمّ نجد 
4y 1، فالعددان هما

4
1و 

2
 في هذه الحالة. 

 احسب هذين العددين. .216، أمّا جداء ضربهما فيساوي 6يساوي  yو xالفرق بين عددين   

 
هو أصغرهما،  yهو أكبر العددين وأنّ  xنفترض أنّ  يمكننا دون الإقلل من عمومية المسألة أن

6x بحيث  yو xفتصبح المسألة تعيين  y  216  وxy 
zأو إذا رمزنا  y 6جدنx z  216  وxz 

2هما جذرا المعادلة  zو xإذن  6 216 0T T  2أو( 23) 2 5T إذن .x وz  هما العددان
ذا كان  12yكان  18xفإذا كان  .12و 18  18yكان  12xوهو الحل الأوّل، وا 

 وهو الحل الثاني.
 متراً. 44متراً مربّعاً، ومحيطه  120حقل مستطيل مساحته  احسب بُعدَي 

 
120x فيكون  yو xالحقل بُعدَي طول أنّ رض تنف y 2و 2 44x y 22و أx y إذن .
x وy  2فهما جذرا المعادلة  120وجداء ضربهما  22عددان مجموعهما 22 120 0T T .

 .12و 10هما  yو xوبالحل نجد أن 
، وطول اً سنتيمتر  36، ومحيطه Aرأسه  ABCاقين مثلّث متساوي السّ  احسب أطوال أضلع 

 سنتيمتراً. 12يساوي  Aارتفاعه النازل من 

 
2فيكون  طول وتر المثلث. نصفإلى  xلنرمز بالرمز  212x  طول الضلع القائمة في المثلث. أمّا

22        محيطه فيساوي إذن 2 144 36x x 
2أو  144 18x x ّبتربيع الطرفين نرى أنّ أي حل .x ة يجب أن يحققلهذه المعادل 

2 2144 324 36x x x 
 هو حلٌّ للمعادلة  5xوبالعكس نتحقّق مباشرة أنّ  .5xأو بعد الإصلح 

2 144 18x x 
 .13,13,10أطوال أضلع المثلث هي و فهو إذن حلها الوحيد. 

د المستوي بمَعْلَم متجانس   ;نزوِّ ,O i j ّكل المجاور ثُمّ أجب . تأمّل الش
 : يأتيعمّا 

 .dأوجد معادلة للمستقيم  

 الحل

 الحل

 الحل
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 .الفواصل بالنسبة إلى محور dنظير المستقيم  1dستقيم أوجد معادلة للم 
 .التراتيب بالنسبة إلى محور dنظير المستقيم  2dأوجد معادلة للمستقيم  
 .Oبالنسبة إلى المبدأ  dنظير المستقيم  3dأوجد معادلة للمستقيم  

 
,4)و B(0,3)تين النّقطب يمر dالمستقيم  0)A  1فمعادلته

4 3

x y 3، أو 4 12x y. 
)إنّ نظيرة النقطة   , )M x y  بالنسبة إلى محور الفواصل هي( , )M x y وعليه تقع ،( , )M x y  على

1d  إذا وفقط إذا وقعت نظيرتها( , )M x y  علىd  3أي إذا كان 4( ) 12x y 1، فالمستقيمd 
3يقبل  4 12x y .معادلة 
)إنّ نظيرة النقطة   , )M x y  بالنسبة إلى محور التراتيب هي( , )M x y وعليه تقع ،( , )M x y  على

2d ها إذا وفقط إذا وقعت نظيرت( , )M x y  علىd  3أي إذا كان( ) 4 12x y 2، فالمستقيمd 
3يقبل  4 12x y .معادلة 
)إنّ نظيرة النقطة   , )M x y النسبة إلى المبدأ بO  هي( , )M x y وعليه تقع ،( , )M x y  3علىd 

)إذا وفقط إذا وقعت نظيرتها  , )M x y  علىd  3أي إذا كان( ) 4( ) 12x y 3، فالمستقيمd 
3يقبل  4 12x y .معادلة 

عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنتَ فيه عندما كان » : ه عن عمره فأجابهسأل رجلٌ صديقَ  
فكم عمر كلٍّّ «. سنة 63ع عمرينا مجمو  يصبحعمري بقدر عمرك، وعندما يصبح عمرك بقدر عمري 

 ديقين؟من الصّ 

 
 xلنرمز إذن إلى عمر الصديق بالرمز  على أن  عُمر الصديق أكبر من عُمر الرجل. الثانية قولةالمتدل 

xإلى عمر الرجل. فيزيد عمر الصديق عن عمر الرجل بمقدار  yوبالرمز  y . 
xقبل   y بعد  الآن سنةx y سنة 

y x 2x عمر الصديق y 
2y عمر الرجل x y x 

2)2أي  “عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنتَ فيه عندما كان عمري بقدر عمرك” )x y x  أو 
 3 4x y 
2)أي  “سنة 63مجموع عمرينا  يصبحعندما يصبح عمرك بقدر عمري ” ) 63x y x أو 
 3 63x y 

 .28xو 21y نجد في   بحل جملة المعادلتين

 الحل

 الحل
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 قائمتان. نفترض أنّ  Bو Aشبه منحرف فيه الزاويتان  ABCD ليكن 
3AD 4وBC 5وAB  وجميع الأطول مُقاسة بالمتر. نختار نقطة
F  من القطعة المستقيمة[ ]AB تُحقّق DF FC احسب .AF. 

 
)نختار معلماً متجانساً  ; , )A i j  (5,0)بحيث يكونB 0)و, 3)D ّ(5,4)، ويكون من ثَمC ،( , 0)F x ،

2. أمّا الشرط xوالمطلوب عيين  2DF FC 22 فيُطتب بالشكل 29 (5 4)x x 
16وبالتربيع والإصلح نجد 

5
x. 

 Cنظيرة  K، وDسبة إلى بالنّ  Oة النّقطنظيرة  M. ولتكن Oمركزه  مربّعاً  ABCDليكن  
 .ADBإلى مركز ثقل المثلّث  Iمز . وأخيراً نرمز بالرّ Bسبة إلى بالنّ 

)ليكن   ; , )A i j  4المَعْلَم المتجانس الذي فيهAB i 4وAD j أوجد إحداثيّات النقاط .A 
 .Iو Kو Mو Oو Dو Cو Bو
)مُ يقطع المستقي  )MI  َالمستقيم ( )AB  فيQ ُويقطع المستقيم ،( )MC  َالمستقيم( )AD  فيP .

 على استقامة واحدة. Pو Qو Kنريد إثبات وقوع النقاط 
  اكتب معادلة للمستقيم( )MI  ّة النّقط تيواستنتج إحداثيQ. 
  اكتب معادلة للمستقيم( )MC  ّة النّقط يتواستنتج إحداثيP. 
  أثبت أنّ النقاطK وQ وP تقع على استقامة واحدة.  

  
,0) ونجد ،الرسم الدقيق يساعد  0)A (4,0)وB (4,4)وC 0)و, 4)D 
)و 2,6)M 4)و, 4)K  ً4وأخيرا 4

3 3
( , )I. 

) المار بالنقطتين MIالمستقيم يقبل   2,6)M 4و 4
3 3

( , )I.  المعادلة
)  الآتية : )( ) ( )( ) 0I M M I M Mx x y y y y x x 

5لتي تُكافئ ا 7 16y x.  16النقطة في يقطع هذا المستقيم محور الفواصل
7

( ,0)Q. 
) المار بالنقطتين MCلمستقيم ايقبل  2,6)M (4,4)وC. المعادلة 

1
6 ( 2)

3
y x 

3التي تُكافئ  16y x 16. يقطع هذا المستقيم محور التراتيب في النقطة
3

(0, )P. 
)يقبل المستقيم  )PQ  1المعادلة

16 / 7 16 / 3

x y  7أو 3 16x y ونتحقّق مباشرة أنّ النقطة .

(4, 4)K  تُحقّق معادلة هذا المستقيم. فالنقاطK وQ وP .تقع على استقامة واحدة 

 الحل

 الحل
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