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مقدمة :ال  
 

الوحید الذي سیدرسھ  (وھو مقرر الجبر المجرد لطلاب السنة الثانیة إحصاء ریاضي في ھذا المقرر
في الجبر  مفاھیم الأساسیةعرض بعض ال تحاولالریاضي خلال سنواتھم الأربعة) طلاب الإحصاء 

و الأمثلة التوضیحیة لمادة بناء اإغولت فحا .ما أمكن بأسلوبٍ مبسطٍ  والتي لا غنى للطالب عنھا، ،المجرد
فاھیم المجردة، والتي في كثیرٍ من الأحیان لا یعي الطالب القصد لتسھیل الم الشروح الخاصة المبسطة

 من ورائھا.

لریاضي.لمنطق االفصل الأول یھتم با   

ظریة المجموعات ھي حجر ن.  من المعلوم أن نظریة المجموعات الفصل الثاني مخصص لمبادئ 
في ھذا  حیث سنتعرض .لم الریاضیات عامة ً وفي فرعي الاحصاء والاحتمالات خاصةً الأساس في ع

الفصل للمفاھیم الأساسیة على المجموعات، و العملیات علیھا (تقاطع، اجتماع، فرق، متممة)، وبعض 
موعات، كما سنتعرض لمفھومي خواص ھذه العملیات، وأسالیب البرھان على صحة متطابقة على المج

 التغطیة و التجزئة لمجموعة. 

  الفصل الثالث مخصص لدراسة العلاقات الثنائیة، و علاقات التكافؤ و الترتیب.

  الفصل الرابع مخصص لدراسة التوابع وصفاتھا (متباین، غامر تقابل)، و بعض خواصھا الأساسیة.

جموعات القابلة للعد.الفصل الخامس یتعرض لمفھوم قدرة مجموعة، و الم  

 الفصل السادس حول خوارزمیة القسمة و الأعداد الأولیة.

  تجدون مدخلاً بسیطاً لنظریة الزمر. والأخیر وفي الفصل السابع

و ینقصھ  ،قد لا یخلو من الأخطاء ، فھوتنقیحة و الاضع یحتاج إلى المزید من الإضافھذا العمل المتوإن 
  .التمارین و )و خصوصاً في بحث الزمرتوسع (ال المزید من

  التالي احات أو تصویبات یمكن ارسالھا عبر البرید الالكترونيأشكر لكم أي اقترف 

talab@gmail.comesam.W 

  و الله من وراء القصد

  2013اط شب 5دمشق 

  وسام طلبد.     

 

 

mailto:talab@gmail.com
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  الفصل الأول
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القضایا : -1-1  
القضیة ھي جملة أو عبارة مفیدة ( سواءً كانت جملة لغویة أو ریاضیة ) تتصف بالصحة فقط أو الخطأ 

یرتبط بأي  فقط ولا یمكن أن تكون صحیحة وخاطئة بنفس الوقت. كما أن نعتھا بالصحة أو الخطأ لا

 رأيٍ شخصي أو ظرفٍ زماني أو مكاني. 

 أمثلة:

من العبارات التالیة لیست قضیة : إن كل   

.    " الساعة الآن التاسعة صباحاً "  لیست قضیة لأنھا قد تكون صحیحة أحیاناً و خاطئة في أحیانٍ 1
 أخرى كون العبارة اللغویة السابقة ترتبطٌ بظرفٍ زماني.

یة لأنھا لیست جملة مفیدة."  لیست قض        ینتمي إلى المجموعة     .    " إذا كان 2   

.    " أنا على بعد خمسة كیلومترات عن العاصمة دمشق "  لیست قضیة لأن الجملة المفیدة السابقة قد 3
 تكون صحیحة وقد تكون خاطئة وفقأً لمكان قارئھا، وبالتالي فھي تتعلق بظرفٍ مكاني.

جمیل " عبارة مفیدة لكن لیست قضیة لأنھا تتعلق برأيٍ شخصي، فمن الممكن أن  .    " الطقس    4
 تكون صحیحة بالنسبة لشخصٍ ما وخاطئة من وجھة نظر شخصٍ آخر.

فقط.   +   "  لیست قضیة  لأنھا صحیحة من أجل إحدى قیم    1 = 2 5 "    .  

من العبارات التالیة ھي قضیة : إن كل  

ة لنرمز لھا  "  ھي قضیة خاطئ  .   2 < 1 1"    .    . 2 "  ھي قضیة صحیحة وھي نفي القضیة السابقة   ، و سنرمز لھا    ~ > 1 2"    .  

3"  ھي قضیة صحیحة لنرمز لھا    . + 4 = 7 3"    .  

.   ∧ 2"  ھي قضیة خاطئة وسنرمز لھا    < 3  و  1 + 4 = 7 4 "    .  

 .   ∨ وسنرمز لھا "  ھي قضیة خاطئة    2 < 3  أو  1 + 4 = 7 5 "    .  

  ملاحظة:

∋  ∀"   الكتابة التالیة ℕ ⇒  ∈ ℝ"   خاطئة لأن العبارة   "∀  ∈ ℕ  لیست قضیة، و أداة   "
   یجب أن تربط بین قضیتین. ⇒الربط 
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جداول الحقیقة -1-2  
و لتكن القضیتین ، ℕ تتین ) من مجموعة الأعداد الطبیعیة  مجموعتین جزئیتین ( مثبَّ   ∶   لتكن   ,     2 ∈           ,          ∶   3 ∈    

من القضیتین السابقتین قد تكون صحیحة أو خاطئة وذلك وفق اختیار المجموعتین  عندئذٍ فإن كل
   . ,  المثبتتین 

 كما أنھ من الواضح أنھ لدینا أربع حالات ممكنة

صحیحة.    صحیحة  و        -  

خاطئة.  و صحیحة           - 
صحیحة.     خاطئة   و        - 
خاطئة.   خاطئة   و        - 

     ویمكن أن نلخص المعلومات السابقة بالجدول التالي
 صحیحة صحیحة
 صحیحة خاطئة
 خاطئة صحیحة
 خاطئة خاطئة

 

ندعوه جدول الحقیقة للقضیتین   سعلى الجدول التالي والذي   ,   ، نحصل 0وكلمة خاطئة بالرقم  1فإذا استبدلنا ( اختصاراً ) في الجدول السابق كلمة  صحیحة بالرقم       
1 1 
0 1 
1 0 
0 0 

 

ھو فإن جدول الحقیقة (مؤلف من ثمان أسطر لقیم الحقیقة )  ومن أجل ثلاث قضایا  ,  ,    
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1 1 1 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
0 0 0 

 

 وفي الحالة العامة فإن جدول الحقیقة لمجموعة منتھیة من القضایا عددھا  ، سیكون مؤلفاً من  2   

 سطراً  ( عللّ ذلك ! ) .

 

أدوات الربط المنطقي -1-3  
 في ھذه الفقرة سنتعرف على أدوات الربط المنطقي التالیة 

⇒ الاقتضاء، ⇔التكافؤ.   الفصل و ھي رمز "أو"،   حرف "و"،الوھي رمز الوصل  ∨   ∽ النفي، ∧ 

النفي    -1-3-1  
صحیحة    ∽، وإذا كانت القضیة    من أجل أي قضیة  ، توجد قضیة وحیدة " نفي  " سنرمز لھا   

ستكون صحیحة.   ∼ خاطئة فإن القضیة    ستكون خاطئة،   وإذا كانت القضیة   ∼  فإن القضیة   

∽ ھو   , قیقة للقضیتین  و بالتالي فإن جدول الح     ∼   
1 1 
0 0 

 

   فمثلاً لتكن القضیة   

          ∶   "2 ∈  ℕ  " 

الخاطئة التالیة من الواضح أن ھذه القضیة صحیحة. إن نفیھا ھو القضیة  .∼   ∶   " 2 ∉ N  " 
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"و"   الوصل   - 2- 3- 1  

∧ ، وتكون  كالتالي    "  سنرمز القضیة الجدیدة   "قضیتین ما، عندئذٍ فإننا      و      لتكن  ,  

صحیحتین، مما یعني أنھ إذا    ھذه القضیة الأخیرة صحیحة فقط وفقط عندما تكون كلتا القضیتین  ,  

ستكون خاطئة.    ∧ خاطئة فإن القضیة      كانت إحدى ھاتین القضیتین (أو كلاھما)  ,  
ھو    ∧ ∧      ویكون جدول الحقیقة للقضیة      

1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 

 

Δ فمثلاً لیكن المستقیمان في المستوي الدیكارتي = { ( ,  ) ∈  ℝ ∶   +  = 0 }      , Δ′ = { ( , ) ∈  ℝ ∶   +  = 1 }         
كما یلي  ∶   ولنعرّف القضیتین ′ ,   یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)           Δ  المستقیم  ′ ∶ یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)           Δ′  المستقیم 

خاطئة.  وكنا قد رمزنا للقضیة      صحیحة بینما القضیة        عندئذٍ فمن الواضح أن القضیة  

یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)"     Δ′  المستقیم    و یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)      Δ  المستقیم " 

اطئة.، و ھذه القضیة خ  ∧  ′ بالرمز      

"أو"   الفصل   - 3- 3- 1  

∨ ، وتكون  قضیتین ما، عندئذٍ فإننا سنرمز القضیة الجدیدة   "     أو   "  كالتالي       لتكن  ,  

خاطئتین، مما یعني أنھ إذا    ھذه القضیة الأخیرة خاطئة فقط وفقط عندما تكون كلتا القضیتین  ,  

ستكون صحیحة.    ∨ صحیحة فإن القضیة      كانت إحدى ھاتین القضیتین (أو كلاھما)  ,  
ھو    ∨  ویكون جدول الحقیقة للقضیة   
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     ∨   
1 1 1 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 

 

Δ لنأخذ المثال السابق. لیكن المستقیمان في المستوي الدیكارتي = { ( ,  ) ∈  ℝ ∶   +  = 0 }      , Δ′ = { ( , ) ∈  ℝ ∶   +  = 1 }         
المعرفتین كما یلي  ∶   و القضیتین ′ ,   یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)           Δ  المستقیم  ′ ∶ یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)           Δ′  المستقیم 

خاطئة.  لنرمز للقضیة      صحیحة بینما القضیة        عندئذٍ فالقضیة  

یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)"     Δ′   أو   المستقیم یمر بمبدأ الاحداثیات   (0,0)      Δ  المستقیم " 

، و ھذه القضیة صحیحة.     ∨  بالرمز ′ 
الاقتضاء   -1-3-4     

  ، ⇒ قضیتین ما، عندئذٍ فإننا سنرمز القضیة الجدیدة   "إذا     فإن  "  كالتالي       لتكن  ,  

  صحیحة أو خاطئة).  خاطئة فإن الاقتضاء سیكون صحیحاً ( سواءً كانت     خاطئة. أي أنھ إذا كانت القضیتین صحیحتین فإن الاقتضاء سیكون صحیحاً، و إذا كانت القضیة     القضیة   صحیحة و  ھذه القضیة صحیحة  دوماً إلا في حالة واحدة فقط عندما تكون القضیة  وتكون

ھو     ⇒ ون جدول الحقیقة للقضیة ویك         ⇒   
1 1 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 

 

في الجدول السابق غیر منطقي، لكن في الحقیقة ھذا غیر  رئ للوھلة الأولى أن السطر الثالثقد یعتقد القا
 صحیح، فمثلاً لو أخذنا القضیتین التالیتین
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 ∶   ( ∀  ∈ ℕ ∶  +  =   )  ∶   ( 2 + 2 = 4 )                     
⇒ صحیحة، و الاقتضاء    خاطئة، والقضیة   لوجدنا أن القضیة   صحیح.  

 مثال:
∧   اكتب جدول الحقیقة للقضیة التالیة ( ∨  )  ⇒  ∼  ∧    

 ثم استنتج متى تكون القضیة السابقة خاطئة.

∨        الحل:    ∧ ( ∨  ) ∼  ∼  ∧    ∧ ( ∨  )  ⇒  ∼  ∧   
1 1 1 1 1 0 0 0 
0 1 1 1 0 0 0 1 
1 0 1 1 1 1 1 1 
1 1 0 1 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 1 
0 1 0 1 0 0 0 1 
0 0 1 1 0 1 1 1 
0 0 0 0 0 1 0 1 

 

نستنتج أنھ ستكون القضیة  الرابعمن الجدول السابق، وبملاحظة السطرین الأول و    ∧ ( ∨  )  ⇒  ∼  ∧   

تالیتینخاطئة فقط في إحدى الحالتین ال  

 الحالة الأولى: القضایا الثلاث صحیحة.

 صحیحتین.  ,  خاطئة، و القضیتین   الحالة الثانیة: القضیة 

 تمرین :
 اكتب جدول الحقیقة لكلٍ من القضایا التالیة

1-  ∧ ~  
2- (~ ∨  ) ∧   
3- ( ⇒ ~ ) ∧ ∼   
4- ∼ ( ⇒  )  ⇒  ( ∨  ) 
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  التكافؤ   -1-3-5
.  ⇔ كما یلي         ( ⇒  )  ∧ ( ⇒ قضیتین ما، عندئذٍ فإننا سنرمز القضیة    (  ⇔   لتكن ,  ویكون جدول الحقیقة للقضیة           ⇒    ⇒    ⇔    

1 1 1 1 1 
1 0 0 1 0 
0 1 1 0 0 
0 0 1 1 1 

  

  نتیجة:
  متكافئتان، إذا كانتا صحیحتین معاً أو خاطئتین معاً.   , تكون القضیتان 

  مثال:
⇒     صحة التكافؤ التاليتحقق من  ~      ⇔         ⇒ ~             

⇒   الحل: ~    ⇔     ⇒ ~   ⇒ ~   ⇒ ~  ∼   ∼       
1  0  0  0  0  1  1  
1  1  1  1  0  0  1  
1  1  1  0  1  1  0  
1  1  1  1  1  0  0  

  

  ومنھ فإن التكافؤ السابق صحیح دوماً.

  تمرین :
  ناقش صحة أو خطأ كلٍ مما یلي 

1-  ∧ ( ∨  )    ⇔        
2-  ∧        ⇒        ⇔   
3- ( ⇒  )   ⇒    [  ( ⇒  ) ⇒ ( ⇒  ) ] 
4-  [ ( ⇒  ) ⇒   ]   ⇒       
5- ~ ∨      ⇔       ⇒   
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6- [( ∨  ) ⇒   ]      ⇔       [ ( ⇒  ) ∧ ( ⇒  ) ]  
7- [( ∧  ) ⇒   ]      ⇔       [ ( ⇒  ) ∨ ( ⇒  ) ]   

  ملاحظات ھامة :
⇒   ت أن الاقتضاء التالي صحیح لإثبات صحة مبرھنة ما فیجب اثبا -1   

⇒    ھي الطلب. وبما أن القضیتین   ھي الفرض والقضیة   حیث القضیة     , ~  ⇒ ~  

⇒   )  متكافئتین، أي أن القضیة   )    ⇔     ( ~  ⇒ ~  ) 

م مبرھنة یكفي إثبات أن عدم تحقق الطلب یقتضي عداً (متطابقة)، فإنھ لإثبات صحة صحیحة دوم  
  تحقق الفرض ، وھذه الطریقة معروفة و تسمى طریقة نقض الفرض.

لإثبات تكافؤ قضیتین (أو شرطین)، یكفي إثبات أن كل منھما تقتضي الأخرى. ولإثبات تكافؤ  -2
⇒ ) یكفي إثبات صحة القضیة التالیة  , , ثلاث قضایا   ) ∧ (  ⇒  ) ∧ (  ⇒  ) 

(تحقق من ذلك !) ، أي أنھ اذا كانت القضیة التالیة صحیحة  1و ذلك لأن علاقة الاقتضاء علاقة متعدیة ( ⇒  ) ∧ (  ⇒ ⇒ فإن القضیة  (  كانت القضیة التالیة  إذاستكون صحیحة، وبالتالي فإنھ   
⇒ )        صحیحة       ) ∧ (  ⇒  ) ∧ (  ⇒ ⇔  فإن التكافؤ التالي محقق(       

,  ,    ضایا  بشكلٍ عام لإثبات تكافؤ عدد منتھي من الق -3 … فإنھ یكفي إیجاد تبدیل   ,   ∋ ⇒      ، یحقق       ∧      ⇒     ∧⋯∧ (    ⇒    ) 

  

  

  

  
                                                           

إنھا متعدیة إذا كان من أجل   معرفة على مجموعة  ℛعند دراسة العلاقات سنتعرف على صفات علاقة على مجموعة، حیث نقول عن علاقة  1 
∈ أي ثلاث عناصر    ,  ,   .   ℛ  فإن    ℛ    و      ℛ  بحیث    
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  مفھوم المجموعة: -2-1
جداً في العلوم كافة، فقبل البدء بدراسة أي فرع من فروع العلوم یجب تثبیت إن للتعاریف أھمیة كبیرة 

التعاریف الأساسیة المعتمدة فیھ، وقبل بدء النقاش بین شخصین حول موضوعٍ ما، یجب تثبیت التعاریف 
 الأساسیة المتعلقة بھذا الموضوع، و إلا فقد یختلف المتناقشان ویكون كلاھما على صواب بسبب اختلافٍ 

، أي أن كلمة "إذا" عند ورودھا بالتعریف یقصد كل تعریف ھو تكافؤفي تعریفیھما لموضوعٍ ما. كما أن 
  .  (if and only if) بھا "إذا و فقط إذا"

  

فنا الزاویة الحادة (في الھندسة المستویة للمرحلة الإعدادیة) كما یلي: نقول عن الزاویة  ،  فمثلاً إذا عرَّ
. أي إذا و فقط إذاھنا یقصد بھا  إذادرجة، فكلمة  90حادة إذا كان قیاسھا أصغر من  في مثلثٍ ما، إنھا

  أنھ :

  درجة 90حادة فإن قیاسھا أصغر من   إذا كانت الزاویة 

  درجة فإنھا حادة. 90أصغر من   و إذا كان قیاس الزاویة 

  ویمكن اختصار التعریف السابق بالتكافؤ التالي:

>        ⇔   حادة       الزاویة  90° 

ف، و  ءھناك حقیقة ھامة جداً وھي أنھ لا یمكن تعریف كل شي في علمٍ ما. فھناك مفاھیم أولیة لا تُعَرَّ
لنأخذ، على سبیل الذكر لا الحصر، مفھومي النقطة و المجموعة. فإن قال أحدھم إن النقطة ھي الأثر 

تعریفاً. وقد یقال ھذا الوصف عادةً للطلاب  الذي یتركھ القلم على الورقة، فھذا وصفٌ توضیحيٌ ولیس
في المراحل الدراسیة الأولى لتوضیح مفھوم النقطة بالنسبة لھم لیس إلا. وإن قال أحدھم لنعرّف 

المجموعة بأنھا فئة من العناصر المختارة و المعینة تعییناً تاماً، لكان السؤال البدیھي: وما تعریف الفئة، 
لةّ بمعنى عُصبة، ومن ثم عُصبة ة، لقیل وما معنى ثلةّ، فسنقول ثفئة بمعنى ثُلّ فإن قلنا تأتي ھنا كلمة 
  بمعنى شعبة، و ھكذا...

فسنصل لمرحلة نعود فیھا  2ولما كانت المرادفات اللغویة لكلمةٍ ما (في أي لغةٍ كانت) عددھا منتھي
  للمرادفة "مجموعة" و من ھنا یتبین استحالة تعریف كلمة مجموعة. 

ف، یمكن إدراكھ (حدسیاً) في كثیرٍ من المواقف التي إذاً،  إن مفھوم المجموعة ھو مفھومٌ بسیط، لا یُعَرَّ
نصادفھا في حیاتنا الیومیة، فمثلاً عند الحدیث عن صفٍ من الطلاب، أو فریقٍ لكرة القدم، أو أسطولٍ 

كونات، و قد من السفن، فمن الواضح أن في كل ما سبق، نحن نتحدث عن شيء یتألف من عدة م
ً  حَ لِ اصطٌ    مجموعة، وعلى تسمیة مكوناتھ عناصر ھذه المجموعة.  ءعلى تسمیة ھذا الشي علمیا

   

                                                           
 10و أن أطول كلمة فیھا مؤلفة من   لإثبات ذلك یكفي ملاحظة أن عدد كل الكلمات في لغةٍ ما سیكون منتھي. لنفرض ان لغة ما عدد أحرفھا   2

  .  10أحرف، فیكون العدد الكلي لكلمات ھذه اللغة لا یتجاوز 

:    كل تعریف ھو تكافؤ ( إذا و فقط إذا ) قاعدة  

 المجموعة مفھوم أولي لا یُعرَّف
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, , , , تستعمل عادةً الأحرف الكبیرة  ,  3لترمیز المجموعات، والأحرف الصغیرة …  ,  , , … 

  لترمیز العناصر. 

… }عة بین قوسین من الشكل وقد تم الاتفاق بین الریاضیین على وضع عناصر المجمو ، مع ذكر {
  عناصر المجموعة ضمن القوسین دون تكرار، ولا أھمیة لترتیب العناصر بین ھذین القوسین.

 

    مثال:
=   ھي مجموعة حروف كلمة "ریاضیات"، عندئذ فإن   لتكن المجموعة   , ت, ي, ر  }  { ض, أ

رتین في كلمة "ریاضیات" إلا أنھ لا یجوز تكرار و نلاحظ أنھ رغم تكرار كل من حرفي الیاء و الألف م
، كما أنھ لا أھمیة لترتیب الأحرف ضمن المجموعة رغم أھمیة ترتیب  أي منھما في المجموعة 
  الأحرف ضمن الكلمة ! .

  : الانتماء -2-2

∈     ، فسنرمز ذلك  أحد عناصر المجموعة   إذا كان العنصر  ∋             أو                   

  " .  ینتمي إلى المجموعة   وسنقرأ الرمز السابق كما یلي  " العنصر 

∉      ، فسنرمز ذلك  أحد عناصر المجموعة   أما إذا لم یكن العنصر   ∌             أو                    

  " .  لا ینتمي إلى المجموعة   وسنقرأ الرمز السابق كما یلي  " العنصر 

، معینة تعییناً تاماً (أو معرّفة جیدأ)، بمعنى أنھ، من أجل أي عنصر  جب أن تكون أي مجموعة كما ی ∋   ، فإن واحدة و واحدة فقط من القضیتین التالیتین تكون محققة                      ,                   ∉   

 

  

                                                           
  ناصر ستكون مجموعات وبالتالي سنرمز للعناصر بأحرف كبیرة.سنرى لاحقا في فقرة أسرة أجزاء مجموعة، أن الع 3

  .المجموعة منوع، و لا أھمیة لترتیب العناصر فيفي المجموعة تكرار العناصر م:  قاعدة
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  الاحتواء : -2-3
) إذا كان كل عنصر  جزء من   (أو   عة أخرى إنھا محتواة في مجمو  سنقول عن مجموعة ما 

∋   ، أي إذا تحقق الاقتضاء التالي: ینتمي إلى   من    ⇒    ∈   

⊃   وفي ھذه الحالة سنرمز ذلك بأحد الرمزین التالیین ⊂            أو                  

  .   تحوي    ، أو   محتواه في   والذي یُقرأ، 

≠ بق لا یعني أن  إن الرمز السا = )        )محتواه تماماً في  (   "  تكافئ القضیة التالیة: محتواه في    ، حیث أن القضیة  "   )             ∨ 

  .    ⊃  فإننا سنرمز ذلك   محتواه تماماً في   وفي حال كانت 

∈  صر إذا وُجِدَ عن  غیر محتواة في المجموعة   وتكون المجموعة  ∉   یحقق      .  

⊅    سنرمز ذلك ⊄       أو         

  تساوي مجموعتین : -2-4
= إنھما متساویتان وسنرمز ذلك   ,  نقول عن مجموعتین  ، إذا كان لھما نفس العناصر، أي إذا  

∈ كان التكافؤ التالي صحیحاً من أجل كل  ∋  المجموعة الشاملة نسبیاً)  (     ⇔  ∈    
⊃   لبرھان تساوي مجموعتین یكفي اثبات أن كل منھما محتواه في الأخرى. ذلك لأن إثبات أن  ∋ یكافئ إثبات صحة الاقتضاء التالي           ⇒     ∈   .  

⊂ و إثبات الاحتواء الآخر  ∋ یكافئ إثبات صحة الاقتضاء التالي          ⇐     ∈   .  

∋   محتواه في الأخرى، یكافئ إثبات صحة التكافؤ التالي  , من المجموعتین و بالتالي فإن إثبات أن كلاً   ⇔  ∈    
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  : 4المجموعات المنتھیة و المجموعات غیر المنتھیة -2-5

  تعریف:
، و في خلاف ذلك إنھا منتھیة إذا كانت مؤلفّة من عدد منتھي من العناصر   نقول عن مجموعةٍ ما 
أو  | |بالرمز   منتھیة. سنرمز لعدد عناصر مجموعة منتھیة  غیر  سنقول إن المجموعة    .  المجموعة   (        ) وسندعوه قدرة  ( )    

  من أھم المجموعات غیر المنتھیة المجموعات التالیة (والتي نذكِّر القارئ بھا)

ℕ     مجموعة الأعداد الطبیعیة = {  0 , 1 , 2 , 3 , … ,  , … }  

ℤ   عة الأعداد الصحیحة مجمو = {… ,−  , … ,−2 ,−1 , 0 , 1 , 2 , … ,  , … }     

ℚ مجموعة الأعداد العادیة =         ∶    ∈ ℤ  ,  ∈ ℤ ,  ≠ 0                      

  .   ℝ  مجموعة الأعداد الحقیقیة

  .    ℂمجموعة الأعداد العقدیة

ℕ  ه تماماً في المجموعة التي تلیھا، أي أنمن الواضح أن كل من المجموعات السابقة محتوا ⊂  ℤ  ⊂  ℚ ⊂  ℝ ⊂  ℂ 

  طرق كتابة مجموعة: -2-6
  التالیتین: الطریقتینیمكن عادة كتابة أي مجموعة بأحد 

 طریقة القائمة:  -2-6-1
 في حال كانت المجموعة عناصر المجموعة بین قوسین، و تستخدم ھذه الطریقة بذكر وذلك

، أو باستخدام النقاط في كر جمیع عناصرھا إما دون استخدام نقاط بالشكل "..."منتھیة وذلك بذ
 قي العناصر.حال كان ذكر بعض العناصر المتصفة بصفة أو خاصة مشتركة یكفي لاستنتاج با

مجموعة الأعداد الطبیعیة   ، 10ھي مجموعة الأعداد الأولیة الأصغر من   لتكن  فمثلاً 
، عندئذٍ فیمكن كتابة كل من المجموعات 2العدد  5مجموعة قوى  ،  99الزوجیة الأصغر من 

=   السابقة بطریقة القائمة كما یلي {2,3,5,7}   = {2,4,6,8, … , 94,96,98 }  
                                                           

  سندرس في فقرةٍ لاحقة (بعنوان قدرة مجموعة) المجموعات غیر المنتھیة بمزیدٍ من التفصیل.  4
 .  أسھا   قوة للعدد    ندعو العدد   , من أجل أي عددین طبیعیین مغایرین للصفر   5
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 = {1 , 2, 2  , 2  , … , 2  , … } 

 طریقة القاعدة : -2-6-2
= وذلك بكتابة أي مجموعة بالشكل التالي  {  ∶   { القضیة ( )  صحیحة

  ,  ,  أي مجموعة العناصر التي تحقق قضیة معینة فالمجموعات السابقة 
=   یمكن كتابتھا باستخدام طریقة القاعدة كما یلي    ∶ (0 <  < 10 ) ∧ أولي عدد                      =    ∶ (0 <  < 99 ) ∧ زوجي عدد           = {  ∶ ∃  ∈ ℕ ;    = 2   }                        

=   أو { 2 ∶    ∈ ℕ  }                                                     
  مثال :

ھي مجموعة الأعداد الطبیعیة   ، المجموعة 12ھي مجموعة قواسم العدد   لتكن المجموعة 
=   غیر منتھیة، حیث  منتھیة بینما   ، عندئذٍ فإن 3المضاعفة للعدد  { 1,2,3,4,6,12},    = {0,3,6,9,12, … ,3 , … } 

=   بالطریقة التالیة  كما یمكن أن نكتب المجموعة  {  ∈ ℕ ∶   {    مضاعف للعدد 3
  حیث تقرأ الكتابة الأخیرة كما یلي:

 . n مضاعف للعدد 3بحیث   تساوي مجموعة الأعداد الطبیعیة   المجموعة 

  المجموعة الخالیة و المجموعة الشاملة نسبیاً:  -2-7
−   المعادلة  مجموعة حلول  عدد حقیقي مثبت ، و لتكن   لیكن  2 +  = ، إن ℝ في   0

< المجموعة السابقة معرفة جیداً، لكن قد تكون المجموعة السابقة خالیة من العناصر (في حال  1  ،(
تحوي أي  ، و ھي مجموعة لا{ }أو  ∅وھذا ما یبرر لنا تعریف المجموعة الخالیة والتي سنرمز لھا 

للمجموعة الشاملة نسبیاً، أي یمكن اعتبار كل   عنصر (أي مجموعة خالیة من العناصر). كما سنرمز 
ً  المجموعات التي نتعامل معھا مجموعات جزئیة من ∋   وعندئذٍ فإن القضیة   .   المجموعة الشاملة نسبیا   

∋   ستكون صحیحة دوماً، والقضیة ∅ 
  .  مھما یكن العنصر  ستكون خاطئة دوماً، وذلك 
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  مبرھنة: 
 إن المجموعة الخالیة محتواه في أي مجموعة أخرى. -1
 المجموعة الخالیة وحیدة. -2

  الإثبات:
∅وبالتالي یوجد ،  ما  مجموعة مجموعة الخالیة لیست محتواه فيلنفرض جدلاً أن ال -1 ∋   

∉  بحیث  الخالیة محتواه في ، وھذا مستحیل. إذا الفرض الجدلي خاطئ وبالتالي المجموعة  
 أي مجموعة.

من ھذه المبرھنة،  1، عندئذٍ بالاعتماد على الفقرة  ∅, ∅لنفرض وجود مجموعتین خالیتین  -2

∅المجموعة الخالیة محتواه في أي مجموعة و منھ  ⊂ ′∅ و ′∅ ⊂ ∅، إذاً   ∅ = ∅′  .█ 

 العملیات على المجموعات: -2-8

  لنعرّف كلاً مما یلي 

∩ ، ورمزه   , المجموعتین تقاطع • ، بأنھ مجموعة العناصر التي تنتمي إلى كلٍ من  
∩   بآنٍ واحد، أي أن  , المجموعتین   ∶= {  ∈  ∶   ( ∈  )  ∧ ( ∈  ) }    

∪ ، ورمزه    , المجموعتین اجتماع • ، بأنھ مجموعة العناصر التي تنتمي إلى إحدى  
∪   (أو كلیھما)، أي أن  , المجموعتین   ∶= {  ∈  ∶   ( ∈  ) ∨ ( ∈  ) }    

∖ ، ورمزه  )  فرق المجموعة   ( أو المجموعة    و   المجموعتین فرق • ،  بأنھ  
∖   ، أي أن ولا تنتمي إلى المجموعة   مجموعة العناصر التي تنتمي إلى المجموعة   ∶= {  ∈  ∶   ( ∈  )  ∧ ( ∉  ) }    

  ، بأنھ مجموعة العناصر التي تنتمي إلى  Δ  ، ورمزه    , للمجموعتین الفرق التناظري •
=∶  Δ     دون أن تنتمي إلى المجموعة الأخرى، أي أن  , إحدى المجموعتین  ( ∖  ) ∪ ( ∖  )                                        

× ، ورمزه   , للمجموعتین الجداء الدیكارتي • التي مسقطھا مجموعة الثنائیات و ، ھو  
×   ، أي أن  ومسقطھا الثاني من المجموعة   الأول من المجموعة   ∶= { ( ,  ) ∶   ( ∈  )  ∧ ( ∈  ) }             

، بأنھ   ، ورمزھا  في المجموعة الشاملة نسبیاً   المجموعة  (complement) متممة •
=∶    ، أي أن  التي تقع خارج   مجموعة عناصر   ∖  =  {  ∈  ∶  ∉   }                     

,  ,   الجداء الدیكارتي لعدد منتھ من المجموعات • … ×   ، یعرّف كما یلي  ,   × ⋯×   ∶= { (  , … ,   )  ∶     ∈    ;∀  ∈ {1,2, … ,  }       }  
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  ملاحظات:
فمثلاً الجداء الدیكارتي  .  مرة بالرمز   بنفسھا   جموعة سنرمز للجداء الدیكارتي للم -1

ℝبدلاً من   ℝبنفسھا ثلاث مرات سنرمز لھ  ℝلمجموعة الأعداد الحقیقیة  ×ℝ ×ℝ . 
× )  إن المجموعات التالیة غیر متساویة -2  ) ×   ,  × ( ×  ) ,  ×  ×   
×  فإن  من أجل أي مجموعة  -3 ∅ = ∅ ×  = ∅ 
×  فإن   ,  مجموعتین غیر خالیتین من أجل أي  -4  =  ×      ⇔       =   
∩  أن  أيإذا كان تقاطعھما خال،  منفصلتانإنھما   ,  نقول عن مجموعتین  -5  = ∅ 

  مثال:
=  لتكن المجموعتین   {1,2,4,5}  ,    = ∩  عندئذٍ فإن{2,3,4}  = { 2, 4 },  ∪  = {1,2,3,4,5},   ∖  = {1,5},  ∖  = {3},   Δ = {1,3,5},  ×  = {( 1,2), (1,3), (1,4), (2,2),(2,3),(2,4),(4,2),(4,3),(4,4),(5,2),(5,3),(5,4)}  

  تمرین:
= المعطتین بالمثال السابق، ولتكن المجموعة   , لتكن المجموعتین  { 1, ∩   ، أوجد المجموعتین  { 4 ( ∩  ) , ( ∩  ) ∩   

∩   ثم تحقق أن  ( ∩  )  =  ( ∩  ) ∩   

  تمرین :
, [1,3]لیكن المجالین المغلقین  [1,3]  ، ارسم المجموعة التالیة في المستوي الدیكارتي [2,4] × [2,4] 
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 العملیات على المجموعات: خواص -2-9

∩   یمكن إثبات أن  , من أجل أي مجموعتین   =  ∩    
  ول إن التقاطع تبدیلي.و سنق 

ً  یكفي ملاحظة أن 6لإثبات ذلك ∧   )من الفصل السابق(نعلم ذلك  التكافؤ التالي صحیح دوما   ⇔    ∧   

∋   وبالتالي فإن   ∩   ⇔ ( ∈  ) ∧ ( ∈  ) ⇔ ( ∈  ) ∧ ( ∈  ) ⇔  ∈  ∩    
، والتي سندعوھا المبرھنة الأساسیة على المجموعات بالمبرھنة التالیةسنلخّص جمیع خواص العملیات 

  في جبر المجموعات.

  مبرھنة:
  الخواص التالیة محققة ، عندئذٍ فإن أي ثلاث مجموعات من المجموعة الشاملة نسبیاً   , ,  لتكن

∩   اللانمو : -1  =    ,    ∪  =   
∪  التبدیلیة : -2  =  ∪     ,    ∩  =  ∩   
∩ ) التجمیعیة : -3  ) ∩  =  ∩ ( ∩  ) , ( ∪  ) ∪  =  ∪ ( ∪  ) 
∩  التوزیع : -4 ( ∪  ) = ( ∩  ) ∪ ( ∩  ) , ∪ ( ∩  ) = ( ∪  ) ∩ ( ∪  )   
= ∩  المحاید : -5    ,  ∪ ∅ =   
= ∪  الماص : -6   ,  ∩ ∅ = ∅ 
∩  الإتمام : -7   = ∅,  ∪   =  ,   = ∅, ∅ =   
= (    ) الارتداد : -8   
∩ ) دومرغان : -9  ) =   ∪    ,   ( ∪  ) =   ∩     

                                                           
  .ة العناصر في الاثبات على صحة متطابقة بین المجموعاتتدعى ھذه الطریقة طریق   6
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إثبات ھذه المبرھنة یترك كتمرین للقارئ، حیث یمكن التحقق من صحة المتطابقات السابقة باستخدام 
  جداول الحقیقة أو باستخدام العناصر، و الفقرة التالیة تشرح ذلك

 المجموعات:إثبات صحة متطابقة على طرق  - 2-10

  لتالیةیمكن برھان صحة متطابقة بین المجموعات بإحدى الطرق الثلاث ا

 باستخدام جداول الحقیقة. •
 باستحدام طریقة العناصر (الطریقة الكلاسیكیة). •
  باستخدام قوانین جبر المجموعات (القواعد الواردة في المبرھنة الأخیرة).  •

  سنقوم الآن بحل مثال توضیحي باستخدام الطرق الثلاثة

  مثال:
∖ )  فإن  , أثبت أنھ من أجل أي مجموعتین   ) ∪ ( ∩  ) =   

  الحل :

   الأولى باستخدام جداول الحقیقةطریقة ال

ً   من أجل أي عنصر    ینتمي إلى المجموعة   ، إذا كان العنصر   من المجموعة الشاملة نسبیا
 . 0في جدول الحقیقة و إذا كان لا ینتمي سنضع  1سنضع 

  الات ممكنة : . لدینا أربع ح  , ، ومھما تكن المجموعتین  من   مھما یكن العنصر 

∋  ) الحالة الأولى (تمثل السطر الأول في جدول الحقیقة) : •   )  ∧   ( ∈  )    
∋  ) في جدول الحقیقة) : الثانیة (تمثل السطر الثانيالحالة  •   )  ∧   ( ∉  )     
∌  ) في جدول الحقیقة) : الثالث (تمثل السطر الثالثالحالة  •   )  ∧   ( ∈  )    
∌  ) في جدول الحقیقة) : تمثل السطر الرابعالرابعة (الحالة  •   )  ∧   ( ∉  )  

  ( ∖  ) ∪ ( ∩  )  ∖    ∩       
1  0  1  1  1  
1  1  0  0  1  
0  0  0  1  0  
0  0  0  0  0  

 

∈ بمقارنة العمودین الأول و الأخیر نستنتج أنھ من أجل كل  ∋   فإن    ( ∖  ) ∪ ( ∩  )   ⇔     ∈    
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∖ ) وبالتالي فإن   ) ∪ ( ∩  ) =   

  

  الطریقة الثانیة باستخدام العناصر (الطریقة الكلاسیكیة)

∋   لنبرھن صحة التكافؤ التالي  ( ∖  ) ∪ ( ∩  )   ⇔     ∈    
∋   لدینا  ( ∖  ) ∪ ( ∩  )   ⇔    ( ∈  ∖  ) ∨ ( ∈  ∩  )   ⇔ (  ∈    ∧    ∈   )  ∨ (  ∈    ∧    ∈  )  ⇔ ( ∈  ) ∧ ( ∈     ∨     ∈   ) 

⇔  ) 7(وذلك یعود لخواص الوصل و الفصل بین القضایا ( ∈  ) ∧ ( ∈   ∪   ) ⇔ ( ∈  ) ∧ ( ∈   ) ⇔  ∈  ∩  ⇔  ∈   

  الطریقة الثالثة باستخدام قوانین جبر المجموعات

 تعتمد ھذه الطریقة على استخدام خوص العملیات على المجموعات الواردة في المبرھنة الأخیرة (مثل
∖ )  لتبدیلیة، التجمیعیة، التوزیع، دومرغان،...ألخ)ا الخاصة  ) ∪ ( ∩  ) = ( ∩   ) ∪ ( ∩  )                         

=خاصة توزیع التقاطع على الاجتماع         ∩ (  ∪  ) 

=خواص الاتمام                                 ∩               

=          ھو حیادي التقاطع          لأن                          

    

                                                           
∧ )  ھذه الخطوة تعتمد على التكافؤ التالي بین القضایا  7  ) ∨ ( ∧  ) ⇔  ∧ ( ∨  ) 
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  أسرة المجموعات: - 2-11   
إنھا أسرة مجموعات (أو مجموعة مجموعات أو جماعة مجموعات)، إذا كان   نقول عن مجموعة ما 

  ھو مجموعة.   كل عنصر من عناصر 

= فمثلاً المجموعة  = ھي أسرة مجموعات، بینما المجموعة   { ∅,{1,2}  } { {1,2}, 3 } 

∋ وفي ھذه الحالة قد یكون لدینا   لیست كذلك. ,  حیث      مجموعتین !  

  :مجموعة أجزاء مجموعة - 2-12
، بأنھا أسرة  2أو ( ) ، ونرمز لھا  مجموعة ما، نعرّف مجموعة أجزاء المجموعة   لتكن 

( )   ، أي أن  المجموعات الجزئیة من  = {  ∶    ⊂  } 
= ا كانت فمثلاً إذ ( )   فإن  {1,2,3} =   {   ∅ , {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}  } 

|( ) |إن قدرة المجموعة السابقة (أي عدد عناصرھا) ھو = 8 = 2  .  

،   2، فإن عدد أجزائھا   منتھیة وعدد عناصرھا   وسنرى لاحقاً أنھ بشكلٍ عام إذا كانت المجموعة 
یةمنتھ    أي أن       ⇒      | ( )| = 2| | 

  مبرھنة:
0أي عدد طبیعي بحیث   ، ولیكن   مجموعة منتھیة عدد عناصرھا   لتكن  ≤  ≤   ، عندئذٍ   

− ) ھو   من الحجم   إن عدد المرتبات في  -1 1)( − 2)⋯ ( −  + ,  )      ، أي أن(1 …   ) ∈   ∶  1 ≤  ≠  ≤  ⇒   ≠    =  ( − 1)⋯ ( −  + 1)   

=    عنصراً، ھو   والتي یحوي كل منھا   أجزاء المجموعة   إن عدد -2      =  ! !   ( −  )! =  ( − 1)( − 2)⋯ ( −  + 1) !  

  
= إن عدد المجموعات الجزئیة من  -3 {  , … |( ) |، أي أن     2ھو  {  , = 2| |  . 

|  2 |  ، وعندھا سیكون  2بالرمز   ما یبرر ترمیز أسرة أجزاء وھذا  = 2| | 
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  الإثبات:
,  )  ، أي عدد عناصر المجموعة  لإیجاد عدد المرتبات من الحجم  -1 …   ) ∈   :   ≠    ;  ∀ 1 ≤  ≠  ≤    

)، ومن ثم عدد طرق   (عدد عناصر   ھو    یكفي ملاحظة أن عدد طرق اختیار المسقط الأول 
− ھو    اختیار المسقط الثاني  ∖ (عدد عناصر  1 )، و عدد طرق اختیار المسقط الثالث  {  } − ھو     ∖ (عدد عناصر   2 {   , ، وھكذا... حتى نجد عدد طرق اختیار المسقط الأخیر  ) {   − ھو      + 1 =   − ( − ∖ دد عناصر (ع (1 {  ,    , … , إذاً حسب المبدأ  . ) {    

,  )الأساسي في العد، یكون عدد طرق اختیار المرتبة  … − )   ھو   من المجموعة  (   1)( − 2)⋯ ( −  + 1) 

 .  مرتبة من الحجم !  عنصر ستقابل   تحوي   إن كل مجموعة جزئیة من  -2

,  ) |  عنصر، نجد أن   التي تحوي   لعدد المجموعات الجزئیة من     فإذا رمزنا  …   ) ∈   :   ≠    ;  ∀ 1 ≤  ≠  ≤   | =  ! ×     

=     عنصر ھو    والتي تحوي  و بالتالي فإن عدد المجموعات الجزئیة من المجموعة   ( − 1)⋯ ( −  + 1) ! =  ! ! ( −  )! =       

   عدد المجموعات الجزئیة من مجموعة مكونة من  من ھذه المبرھنة، 2حسب الفقرة  -3

0، حیث      ھو عنصر   والتي تحوي  عنصر ≤  ≤ = ، من أجل   نحصل على المجموعة  0
= الخالیة، ومن أجل    . نحصل على   

∑   ھوعنصر   من مجموعة مكونة من لمجموعات الجزئیة الكلي ل عددالإن و بالتالي ف           

+ )  نیوتن أن  -لكن نعلم من منشور الكرخي  ) =                    

= 2  ومنھ فإن   (1 + 1) =       1  1   =                  

  █.   2عنصر ھو   یة من مجموعة مكونة من عدد المجموعات الجزئأي أن 
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  العلاقة الثنائیة بین مجموعتین: -3-1

  تمھید:

). 8مجموعة بلدان الكرة الأرضیة (معرفتین في لحظة مثبّتة  مجموعة سكان الكرة الأرضیة و   لتكن

إحدى الدول  فسنقول إن ھناك علاقة تربط بین ھذا  9لھ جنسیة  إذا كان شخصٌ ما من المجموعة 

∈ الشخص و تلك الدولة، فمثلاً إذا كان للشخص  إن ھناك الجنسیة الفرنسیة و المصریة فسنقول   

والدولة التي یملك   علاقة ثنائیة ( تدعى ثنائیة لأنھا تربط بین اثنین من العناصر) تربط بین العنصر 

  .  والعنصرین فرنسا ومصر من المجموعة   من المجموعة   ھناك علاقة بین العنصر  أيجنسیتھا، 

، من   ولتكن ي تلك المدرسة ، ومجموعة مدرس  لتكن مثال آخر، لنأخذ مجموعة طلاب مدرسة ما و 

سھ،  الواضح أن ھناك علاقة بین المجموعتین السابقتین، حیث أنھ یرتبط كل طالب والأساتذة التي تدرِّ

مادة ما في تلك المدرسة و   یدرِّس الطالب   إذا و فقط إذا كان المعلم   یرتبط بھ المعلم   فالطالب 

  .  ℛ   سنرمز لذلك 

سندعو مجموعة الطلاب منطلق العلاقة، ومجموعة المدرسین مستقر العلاقة، وسندعو  وفي ھذه الحالة

= المجموعة  { ( ,  ) ∈  ×  ∶       ℛ   }    .بیان العلاقة  

فةً بشكلٍ تام (لذلك دعونا  بیِّنةً  ℛتصبح العلاقة   فبمعرفة المجموعة     بیان العلاقة).  واضحة و معرَّ

  التعریف العام لمفھوم العلاقة الثنائیة بین مجموعتین.كل ما سبق یمھد لوضع 

  تعریف:

ℛأي مجموعتین غیر خالیتین، سندعو أي ثلاثیة   , لتكن  = ⊃ ، حیث ( , , )  ×   ،

)،   و   علاقة بین (أو اختصاراً:   وعناصر المجموعة   علاقة ثنائیة بین عناصر المجموعة 

  بیان العلاقة أو قاعدة ربطھا.  العلاقة، ستقر م  العلاقة،  منطلق  سندعو 

( , )وإذا كان  ∈   ، و سنقول أحد العبارات التالیة (المتكافئة) :   ℛ  فإننا سنرمز ذلك   

 . ℛوفق العلاقة   یقابل العنصر   العنصر  •

                                                           
لى مجموعة ! و إلا فسیكون ھناك عناصر جدیدة تظھر في المجموعة (الموالید الجدد ع  من الضروري جداً أن تكون اللحظة مثبّتة لكي تكون   8

  سطح الكرة الأرضیة) وعناصر أخرى تختفي من المجموعة (الوفیات الجدد).
  في الواقع قد یكون ھناك أشخاص على ھذه الكرة الأرضیة بدون جنسیة وفي ھذه الحالة فإنھم لن ترتبط بھم أیھ دولة وفق ھذه العلاقة.  9
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 .ℛوفق العلاقة    بالعنصر 10 یرتبط   العنصر •

 . ℛعلاقة وفق ال  یرتبط بھ العنصر   العنصر  •

محققة، فإننا سنقول إن    ℛ   . أما إذا لم تكن القضیة   إلى   و سنمثل ذلك بالرسم بخروج سھم من  ∽  ، و سنرمز ذلك    یرتبط بھ    لا ، أو ℛوفق العلاقة   لا یقابل    ℛ     .  

    دة الربط).تتساوى علاقتان إذا كان لھما نفس المنطلق و المستقر والبیان (أي نفس قاع

ℛ 11فمثلاً لنعرّف العلاقة التالیة = ( ℕ , ℝ ,    ,√   : ∈ ℕ     )  إذاً من أجل كل عدد ،

⇔   ℛ    فإن  وكل عدد حقیقي   طبیعي  ( , ) ∈   ⇔   √ =   

,  ℛ 2 4فسیكون على سبیل المثال  7 ℛ √7 ,   9 ℛ 3   2لكن  ∼ ℛ  3  .  

,   ∀  ، بالعلاقة التالیة ℝد مجموعة الأعداد الحقیقیة لنأخذ مثالاً آخر، لنزو  ∈ ℝ ∶     ℛ  ⇔  =    

=   عندئذٍ فإن بیان ھذه العلاقة ھو  {  ( , ) ∈ ℝ ∶    =     } 
= . للقطع المكافئ الذي معادلتھ   المنحني البیانيھي مجموعة نقاط   أي أن المجموعة        

بعلاقة المساواة، فإننا نجد أن بیان ھذه العلاقة ھو مجموعة  ℝالأعداد الحقیقیة كذلك إذا زودنا مجموعة 

= نقاط المستقیم    منصف الربع الأول في المستوي الدیكارتي.  

  

  

  

                                                           
حیحة تماماً، فالقاعدة اللغویة تقول "الباء یلحق بالمتروك" و دلیل ذلك قولھ قد یعتقد القارئ للوھلة الأولى أن ھذه القراءة خاطئة، لكنھا ص  10

  تعالى:  "أتستبدلون الذي ھو أدنى بالذي ھو خیر".
سنرى لاحقاً أن ھذه العلاقة ھي نوع خاص من العلاقات، حیث كل عنصر من المنطلق یخرج منھ سھم وحید، سندعو ھذا النوع من العلاقات   11 

∶ العلاقة تمثل تابع الجذر    توابع. وھذه ℕ → ℝ  ;    ↦ √      .  
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 (Representation of binary relations)الثنائیة  علاقاتتمثیل ال 3-2

ℛیمكن تمثیل أي علاقة ثنائیة  =   تالیتینبأحد الطریقتین ال ( , , )

 دیكارتیاً : 3-2-1

⃗      بمحور أفقي  حیث نمثل منطلق العلاقة   ، ⃗      بمحور شاقولي    ، ومستقر العلاقة 

∋ ومن ثم إذا كان    , ∈ في المستوي  ( , )، فإننا سنرسم النقطة   ℛ  یحققان   

   ℛ  التي تحقق  ( , )الدیكارتي، وبالتالي فإن المنحني البیاني الناتج عن رسم جمیع النقاط 

  بیان ھذه العلاقة.  ھو 

  :(Venn diagrams)باستخدام مخططات فن  3-2-2

ℛفیمكننا تمثیل العلاقة  = ، بأن نرسم المجموعتین Vennتخدام مخططات باس ( , , ) ∈ و من ثم نرسم سھماً موجھاً من العنصر    ,   ∈ إلى العنصر    في حال كان      ℛ   .  

  ل كان منطلق العلاقة ھو مستقرھا، فیكفي رسم مجموعة واحدة ورسم الأسھم ضمنھا.وفي حا

  علاقات ثنائیة خاصة: -3-3

 علاقة المساواة: -3-3-1
∋ ,   ∀ المعرفة كما یلي :  ℛبالعلاقة   یمكن تزوید أي مجموعة غیر خالیة   ∶ (   ℛ     ⇔     =     ) 

، و بتمثیل ھذه العلاقة دیكارتیاً نجد أن   ة على المجموعة سندعو ھذه العلاقة علاقة المساوا

بیانھا یقابل نقاط منصّف الربع الأول في المستوي. وبتمثیلھا باستخدام مخططات فن فإن كل 

  عنصر سیرتبط وفقط سیرتبط بنفسھ (أي سیشكل عقدة).

 العلاقة الخالیة: -3-3-2
∅ℛ  ، ھي العلاقة التالیة  المجموعة  ، ومستقرھا العلاقة الخالیة التي منطلقھا المجموعة  ∶= ( , ,∅) 

= أي أن  ∈ ، وبالتالي فإنھ من أجل كل ∅   , ∋   .  لا یرتبط بھ   فإن   



31 
 

 © 2013د. وسام طلب       
  

  

  العلاقة التامة: -3-3-3
=∶ ℛ  ، ھي العلاقة التالیة  ، ومستقرھا المجموعة  العلاقة التامة التي منطلقھا المجموعة  ( , , ×  ) 

∈ من أجل كل  أي أنھ   , ∋   .   ℛ  فإن   

  مجموعة: صفات العلاقة الثنائیة على -3-4

ℛلتكن  =   ، عندئذٍ قد تتصف العلاقة  بأحد الصفات التالیة  ، أي أن منطلق العلاقة ھو مستقرھا  علاقة معرّفة على مجموعة غیر خالیة  ( , , )

  (Reflexive)  الصفة الانعكاسیة -3-4-1

ℛنقول عن العلاقة  = ، إنھا انعكاسیة إذا كان كلُّ  ، المعرّفة على المجموعة  ( , , )

∋  ∀  یرتبط بنفسھ وفق تلك العلاقة، أي إذا تحقق الشرط التالي  عنصرٍ من المجموعة   ∶   ℛ   

وبرسم مجموعة واحدة،  Vennبمعنى آخر، عند تمثیل العلاقة الانعكاسیة باستخدام مخططات 

رج منھ سھم و ینعكس عائداً إلیھ. وعند تمثیل العلاقة الانعكاسیة دیكارتیاً فإن كل عنصر سیخ

, )فیجب أن یحوي بیان العلاقة جمیع نقاط منصف الربع الأول، أي جمیع النقاط من الشكل  ∈ حیث  (   .  

  (Symmetric)الصفة التناظریة -3-4-2

ℛنقول عن العلاقة  = أيِّ عنصرٍ أول من المجموعة  ، إنھا تناظریة إذا كان ارتباطُ  ( , , ) ) سیقتضي ارتباط العنصر الثاني بالعنصر الأول (وفق تلك ℛبعنصرٍ ثانٍ (وفق العلاقة   

∋ ,  ∀  تناظریة إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي ℛالعلاقة). أي أنھ تكون العلاقة   ∶ (   ℛ   ⇒      ℛ   ) 

∋ ,  ∀  تاليو الشرط السابق یكافئ ( وضوحاً) الشرط ال  ∶ (   ℛ    ⇔      ℛ   ) 
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بكلامٍ مكافئ فإنھ من أجل أي عنصرین مختلفین، یجب أن تتحقق واحدة فقط من الحالتین 

التالیتین: إما أن لا یخرج أي سھم بین العنصرین و بأي اتجاهٍ كان، أو أن یخرج سھمین بین 

  العنصرین.

وبرسم مجموعة واحدة، فإنھ إذا خرج Venn ططات عند تمثیل العلاقة التناظریة باستخدام مخ

وعند تمثیل العلاقة  . إلى   ، فیجب أن یخرج سھم من  إلى العنصر   سھم من العنصر 

 ً فیجب أن یكون بیان العلاقة متناظراً بالنسبة إلى منصف الربع الأول، أي أنھ  التناظریة دیكارتیا

, ) یحوي نظیرتھا ، فإنھ یجب أن ( , )یحوي النقطة   إذا كان بیان العلاقة  بالنسبة  ( 

   لمنصف الربع الأول.

  (Transitive)الصفة المتعدیة -3-4-3

ℛنقول عن العلاقة  = ، إنھا متعدیة إذا تحقق ما یلي من أجل أي ثلاث عناصر  ( , , )

  :  من المجموعة 

تبط بھ العنصر الثالث، فإن إذا كان العنصر الأول یرتبط بھ العنصر الثاني و العنصر الثاني یر 

, ,  ∀  لي). أي إذا تحقق ما یℛالعنصر الأول سیرتبط بھ العنصر الثالث (دوماً وفق العلاقة   ∈  ∶ (   ℛ   ∧     ℛ   ⇒      ℛ   ) 

، فإنھ إذا خرج سھم من Vennبمعنى آخر، عند تمثیل العلاقة المتعدیة باستخدام مخططات 

، فیجب أن یخرج سھم  إلى العنصر   ، و خرج سھم من العنصر  إلى العنصر   العنصر 

  مایلي:  وعند تمثیل العلاقة المتعدیة دیكارتیاً فیجب أن یحقق بیان العلاقة  . إلى   من 

∈ من أجل كل نقطتین   ( , فإن النقطة الناتجة عن تقاطع المستقیمین  ( , ) , (   ،  ⃗      والموازي للمحور   ھو المستقیم المار بالنقطة    ، حیث  ستنتمي إلى     ,  

  . ⃗      والموازي للمحور   ھو المستقیم المار بالنقطة   ′  

  (Antisymmetric)الصفة التخالفیة -3-4-4

ℛنقول عن العلاقة  = ، إنھا تخالفیة إذا كان ارتباطُ أيِّ عنصرٍ أول من المجموعة  ( , , ) ) سیقتضي عدم ارتباط العنصر الثاني بالعنصر ℛبعنصرٍ ثانٍ مختلف عنھ (وفق العلاقة   

∋ ,  ∀  تخالفیة إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي ℛالأول (وفق تلك العلاقة). أي أنھ تكون العلاقة   ∶ (   ℛ     ∧     ≠       ⇒        ∼ ℛ    ) 

∋ ,  ∀  والذي یكافئ الشرط التالي  ∶   (   ℛ     ∧      ℛ     ⇒      =    ) 
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، فإنھ إذا خرج سھم من Vennبمعنى آخر، عند تمثیل العلاقة التخالفیة باستخدام مخططات 

.  بكلامٍ  إلى   (الذي لا یساویھ)، فیجب أن لا یخرج سھم من   إلى العنصر   العنصر 

قق واحدة فقط من الحالتین التالیتین:               مكافئ فإنھ من أجل أي عنصرین مختلفین، یجب أن تتح

إما أن لا یخرج أي سھم بین العنصرین و بأي اتجاهٍ كان، أو أن یخرج سھم واحد فقط من أحد 

  العنصرین إلى العنصر الآخر.

 ً فیجب أن تكون أي مجموعة جزئیة غیر خالیة (باستثناء  عند تمثیل العلاقة التخالفیة دیكارتیا

لواقعة على منصف الربع الأول) من بیان العلاقة غیر متناظرة بالنسبة إلى منصف الربع النقاط ا

  الأول، وھذا یكافئ ما یلي:

≠ حیث  ( , )یحوي نقطة ما   إذا كان بیان العلاقة التخالفیة  , ) ، فإنھ لن یحوي نظیرتھا      بالنسبة لمنصف الربع الأول. ( 

  

  ملاحظة ھامة:
د القارئ للوھلة الأولى أن شرط التخالفیة ھو عكس شرط التناظریة، أي أنھ قد یعتقد أن قد یعتق  - 1

كانت تناظریة فلن تكون تخالفیة. ومما قد یعزز اعتقاده  إذاالعلاقة إذا لم تكن تناظریة فھي تخالفیة، أو 

ن في الحقیقة . لك)Symmetric, Antisymmetricھو كلمتي تناظریة و تخالفیة باللغة الانكلیزیة  (

، و كان لا یرتبط أي منھما   , مكونة من عنصرین فقط   یكفي ملاحظة أنھ إذا كانت المجموعة 

ℛ  بالآخر، فإن شرط التناظریة و شرط التخالفیة محققین. فمثلاً العلاقة = (   { ,  }  , { , }  , { ( ,  ), ( , ) }    ) 
  متعدیة. ھي انعكاسیة و تناظریة و تخالفیة و

ℛمن أجل علاقة ما    - 2 = ∈ ، إذا وُجِدَ عنصران مختلفان  ( , , )   , (   ℛ  )  یحققان     ∨   (   ℛ  ) 

واحدة فقط من الحالات الثلاث  فإن العلاقة لن تكون تخالفیة وتناظریة بآنٍ واحد، وھذا یكافئ قولنا إن

  ستكون محققة :التالیة 

  تخالفیة و غیر تناظریة. ℛقة العلاالحالة الأولى :  

  تناظریة و غیر تخالفیة. ℛالحالة الثانیة :  العلاقة 
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  غیرتخالفیة و غیر تناظریة. ℛالحالة الثالثة :  العلاقة 

ℛإذا كانت العلاقة    -  3 = ∋ ,   ∀ تناظریة و تخالفیة بآنٍ واحد فإنھ ( , , )   ∶   (  ∼ ℛ   )   ∧    (  ∼ ℛ   ) 

 أمثلة: -3-5

  : 1ثال م

= المعرفة على المجموعة  ℛلتكن العلاقة  {  ,  , = والتي بیانھا {  { ( ,  ), (  , )}  .  

  تتمتع بالصفات التالیة : ℛإن العلاقة 

∽ غیر انعكاسیة لأن  -1 ℛ         لا یرتبط بنفسھ)  (أي . 

.غیر تناظریة لأن   -2 (  ℛ  ) ∧ ( ∼ ℛ   ) 

 متعدیة. -3

  تخالفیة. -4

  : 2مثال 

= المعرفة على المجموعة  ℛتكن العلاقة ل =   والتي بیانھا {1,2,3,4 } { (1,1), (1,2 ), (1,3), (2,1 ), (2,2), (2,3 ), (3,1), (3,2 ), (3,3), (4,4 )   } 
  تتمتع بالصفات التالیة (تحقق من ذلك)  ℛإن العلاقة 

 . انعكاسیة -1

 تناظریة . -2

 متعدیة. -3

 لیست تخالفیة. -4

لا یرتبط إلا بنفسھ. سندعو مجموعة  4كل منھا یرتبط بالآخر، بینما العنصر  1,2,3نلاحظ أن العناصر 

كما  .[1]وسنرمز لھا  1صف تكافؤ العنصر  {1,2,3 }، أي المجموعة 1العناصر التي ترتبط بالعنصر 

 2صف تكافؤ العنصر  {1,2,3 }، أي المجموعة 2سندعو مجموعة العناصر التي ترتبط بالعنصر 
صف  {1,2,3 }، أي المجموعة 3. و سندعو مجموعة العناصر التي ترتبط بالعنصر [2] وسنرمز لھا
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.وسنرمز لھا  3تكافؤ العنصر  ، أي المجموعة 4ط بالعنصر سنرمز لمجموعة العناصر التي ترتب [3] [ ] }  أخیراً لاحظ أن أسرة المجموعات . [4]، بالرمز {4} ∶  ∈ {1,2,3,4} } = { [1], [4]} = { {1,2,3}, {4}} 
, 1 }تشكل تجزئة للمجموعة  2 , 3 , 4 } .  

  :3مثال 

= لنزود المجموعة  = التي بیانھا  ℛبالعلاقة  { 1,2,3 } { (1,2), ، عندئذٍ فإن العلاقة { (2,1) ℛ  (1,1)لم یرتبط بنفسھ كون  1لیست انعكاسیة لأن العنصر ∉ ، وھي تناظریة وغیر تخالفیة،    

(1,2)  لأن غیر متعدیةكما أنھا  ∈    ∧    (2,1) ∈   

(1,1)  .   لكن ∉    
  علاقات التكافؤ و علاقات الترتیب: -3-6

  تعاریف أساسیة:
ℛ، و المزودة بالعلاقة  لتكن المجموعة غیر الخالیة  = ( , , )   

∈  سنقول عن عنصرین ما  -1 إذا خرج سھم من أحدھما إلى الآخر. أي إذا  متقارنانإنھما   , 

 .   ℛ  أو     ℛ  كان 

ℛسندعو العلاقة  -2 = إذا كانت انعكاسیة وتناظریة   على المجموعة  علاقة تكافؤ ( , , )

 ومتعدیة.

ℛلتكن  -3 = ∈ ، من أجل كل  على المجموعة  علاقة تكافؤ ( , , ) صف ، نعرّف  

عناصر ( وبالتالي تلك ال  التي یرتبط بھا   ، بأنھ مجموعة عناصر [ ]ونرمز لھ  ، تكافؤ العنصر 

[ ] أي أن  ترتبط بھ أیضاً كون العلاقة تناظریة). = {  ∈   ∕    ℛ    }   
∖  ینتج من التعریف السابق أن كل عنصر من  كما لن یرتبط بھ العنصر   لن یرتبط بالعنصر  [ ] ∋  ∀  أي أن  .    ∖ [ ] ∶   (  ∼ ℛ   ) ∧ (   ∼ ℛ   ) 
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مجموعة خارج ، وسندعوھا  ⁄ℛ بالرمز   ℛق العلاقة وف  سنرمز لمجموعة صفوف تكافؤ عناصر 

⁄ℛ   ، أي أن على   قسمة  = {  [ ] ∶    ∈     } 
∶   وعندھا فإن التطبیق التالي سیكون غامراً       →    ℛ⁄  ;    ↦ [ ] 

 . ⁄ℛ على مجموعة الخارج   وسندعوه تطبیق الغمر القانوني للمجموعة 

  .ℛوفق ھذا التطبیق ھو مجموعة العناصر المرتبطة بھ وفق العلاقة حیث صورة كل عنصر 

ℛسندعو العلاقة  -4 = إذا كانت انعكاسیة وتخالفیة    على المجموعة علاقة ترتیب ( , , )

. (ℛ,  )وسنرمز ذلك  ℛوفق علاقة الترتیب  مجموعة مرتبة  ومتعدیة. و عندھا سندعو المجموعة 

ً   (أو المجموعة  علاقة ترتیب كليوسندعو علاقة الترتیب ھذه  ) إذا كان كل عنصرین فیھا مرتبة كلیا

ً   (أو المجموعة  علاقة ترتیب جزئيمتقارنین. وفي خلاف ذلك سنقول إن ھذه العلاقة ھي   مرتبة جزئیا

Partially orderd set := Poset.( 

ℛلتكن  -5 = ∈  ولیكن  ،ما علاقة ترتیب ( , , )  ,   

 ) ≥تقرأ كما  ℛ، فإننا سنقرأ ما سبق كما یلي ( أي   ℛ  إذا كان  •

  "   أكبر من  "            أو           "   من  أصغر  " 

≠ و     ℛ  إذا كان  •  ) >تقرأ كما  ℛ( أي ، فإننا سنقرأ ما سبق كما یلي  

  "  تماماً من  أكبر  أو       "         "  تماماً من   أصغر  " 

ℛلتكن  -6 =  ما عندئذٍ  علاقة ترتیب ( , , )

∈ سندعو العنصر  • أصغر من أي   إذا كان    في المجموعة المرتبة  أصغرعنصر   

، مما   یخرج منھ أسھم إلى جمیع عناصر المجموعة  . أي إذا كان العنصر   عنصر آخر في 

∋  ∀ یعني أن    ∶     ℛ   

  لن یكون أصغر منھ (لأن علاقة الترتیب تخالفیة).  وینتج عن ذلك أن أي عنصر مختلف عن 

∈ سندعو العنصر  • أكبر من أي عنصر   إذا كان    في المجموعة المرتبة أعظمعنصر   

∋  ∀ ، أي أن   یصلھ أسھم من جمیع عناصر المجموعة  . أي إذا كان العنصر   آخر في    ∶     ℛ   

  لن یكون أكبر منھ (لأن علاقة الترتیب تخالفیة).  ن وینتج عن ذلك أن أي عنصر مختلف ع
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∈ سندعو العنصر  • أي   في  إذا كان لا یوجد   في المجموعة المرتبة أصغريعنصر   

وأصغر   مختلف عن   ( وھذا یكافئ قولنا: لا یوجد أي عنصر في     عنصر أصغر تماماً من

∋  ∀ . مما یعني أن   من أي عنصر مختلف عنھ فيلا یصلھ اي سھم   منھ). أي إذا كان العنصر   ∖ { } ∶     ∼ ℛ     

∋  ∀  أي  ∶ (   ≠     ⇒      ∼ ℛ      ) 
⇒ وھذا یكافئ أن ( لأن القضیتین التالیتین متكافئتین:    ,   ∼  ⇒ ∼    (  ∀  ∈  ∶ (    ℛ     ⇒      =    ) 

∈ سندعو العنصر  • أي   في  إذا كان لا یوجد   عة المرتبةفي المجمو أعظميعنصر   

وأكبر منھ).   مختلف عن   : لا یوجد أي عنصر في وھذا یكافئ قولنا(     عنصر أكبر تماماً من

∋  ∀ . مما یعني أن   لا یخرج منھ أي سھم تجاه أي عنصر مختلف عنھ في  أي إذا كان العنصر   ∖ { } ∶     ∼ ℛ     

∋  ∀  وھذا یكافئ أن  ∶ (    ℛ  ⇒  =    ) 

   ملاحظات وأمثلة :

 في مجموعة مرتبة ما، العنصر الأعظم (أو الاصغر) وحید إن وُجِد. -1

 ′ لأن   ′  ℛ  فإن   في المجموعة المرتبة  ′ , ذلك لأنھ إذا كان ھناك عنصران أعظمان 

=  فإن عنصر أعظم، ومنھ  لأن     ℛ ′ عنصر أعظم، كما أن  لأن العلاقة ( ′   ℛ(تخالفیة.  

 كل عنصر أعظم ھو أعظمي لكن العكس غیر صحیح بالضرورة. -2

∖ فإن كل عنصر   عنصر أعظم في المجموعة المرتبة   إذا كان  { } ∋ سیخرج منھ   

، مما   إلى   تخالفیة، فإنھ لن یخرج سھم من  ℛ، وبما أن العلاقة  سھم لیرتبط بالعنصر 

  أعظمي.  یعني أن العنصر 

 .(الإثبات یتم بشكل مشابھ) كل عنصر أصغر ھو أصغري لكن العكس غیر صحیح بالضرورة -3

إذا كانت مجموعة ما مرتبة كلیاً، فسیتطابق مفھومي العنصر الأعظمي والعنصر الأعظم، كما  -4

  سیتطابق مفھومي العنصر الأصغري والعنصر الأصغر.
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ة كلیاً (تحقق من ذلك)، و لا تملك عناصر ھي مجموعة مرتب ≥مزودةً بالعلاقة  ℕالمجموعة  -5

 .0أعظمیة ولا تملك عنصر أعظم، لكنھا تملك عنصر أصغري وحید و عنصر أصغر وحید ھو 

ھي مجموعة مرتبة كلیاً (تحقق من ذلك)، و لا تملك عناصر  ≥مزودةً بالعلاقة  ℝالمجموعة  -6

 .  أعظمیة أو أصغریة

، عندئذ فإن ⊃بعلاقة الاحتواء  ( ) موعة أجزائھا مجموعة ما غیر خالیة، ولنزود مج  لتكن  -7 ھي العنصر الأعظم   مجموعة مرتبة جزئیاً (تحقق من ذلك)، المجموعة  (⊃,( ) )

 والأعظمي الوحید فیھا، و المجموعة الخالیة ھي العنصر الأصغر و الأصغري الوحید فیھا .

= لنزود المجموعة  -8 {1,2,3, … , ⇔     ℛ   بالعلاقة التالیة {10 یقسم                ∀  , ∈   ∶          

عندئذٍ فإن العلاقة السابقة ھي علاقة ترتیب (تحقق من ذلك)، وھي تملك عنصر أصغري وحید 

, 6   ، ولا تملك عنصر أعظم، لكن كل من العناصر التالیة ھي عناصر أعظمیة فیھا 1(و أصغر) ھو  7 , 8 , 9 , 10 

= المعرفة على المجموعة  ℛلتكن العلاقة  -9 { ,  , =   والتي بیانھا {  {( , ), ( ,  ) , ( ,  ), ( ,  ) } 
(تحقق من ذلك)، وھي علاقة ترتیب جزئي لأن العنصرین   علاقة ترتیب على   ℛعندئذٍ فإن  ,   غیر متقارنین. وھي لا تملك أي عنصر أعظم أو أصغر.  

, بالمقابل العناصر الأصغریة   , ، و العناصر الأعظمیة      . 

= المعرفة على المجموعة  ℛلتكن العلاقة  - 10 { ,  , =   والتي بیانھا {  { ( ,  ), ( ,  ), ( , ), ( ,  ), ( ,  ) } 
  .(تحقق من ذلك)  على  علاقة تكافؤ  ℛعندئذٍ فإن

[ ]  صفوف التكافؤ ھي = { } [ ] = { ,  } = [ ] 
⁄ℛ و الأسرة   =  {  { }, { , = تشكل تجزئة للمجموعة   {  {  { ,  ,  }.  

  سنرى في مبرھنة لاحقة أن صفوف التكافؤ دوماً تشكل تجزئة للمجموعة المزودة بعلاقة التكافؤ.
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لنزود مجموعة مستقیمات المستوي بعلاقة توازي المستقیمات، فنجد أن ھذه العلاقة ھي علاقة       -11

 صف تكافؤ أي مستقیم ھو مجموعة مستقیمات المستوي التي توازیھ. تكافؤ (تحقق من ذلك)،

لنزود مجموعة مثلثات المستوي بعلاقة تشابھ المثلثات، فنجد أن ھذه العلاقة ھي علاقة  -12

 مجموعة مثلثات المستوي التي تشابھھ. ، و صف تكافؤ أي مثلث ھوتكافؤ(تحقق من ذلك)

 أن قضیة ما ترتبط  أيزودھا بعلاقة تكافؤ القضایا، مجموعة ما من القضایا، ولن  لتكن  - 13

بقضیة أخرى اذا كانتا متكافئتین، عندئذٍ فإن ھذه العلاقة ھي علاقة تكافؤ(تحقق من ذلك)، 

  وصف تكافؤ أي قضیة ھي مجموعة القضایا التي تكافئھا.

لاقة تكافؤ لنزود مجموعة أشعة المستوي بعلاقة تسایر الأشعة، فنجد أن ھذه العلاقة ھي ع - 14

(تحقق من ذلك)، صف تكافؤ أي شعاع سندعوه الشعاع الطلق الممثل لذلك الشعاع أي أنھ 

  مجموعة أشعة المستوي التي تسایره.

لنزود مجموعة نقاط المستوي الدیكارتي بالعلاقة التالیة : ترتبط نقطتان من المستوي  – 15

داثیات. فنجد أن ھذه العلاقة ھي علاقة الدیكارتي ببعضھما إذا كان لھما نفس البعد عن مبدأ الاح

ھي الدائرة التي مركزھا مبدأ الاحداثیات   تكافؤ (تحقق من ذلك)، صف تكافؤ أي نقطة 

 .  والمارة بالنقطة 

  تمرین:

متقارنین وفق   بحیث أن كل عنصرین مختلفین من  ℛمجموعة غیر خالیة مزودة بعلاقة   لتكن 

 كانت ھذه العلاقة تناظریة وغیر انعكاسیة، فلن تكون متعدیة. تلك العلاقة. أثبت أنھ إذا 

  : على  التطابق بالمقاس  -3-7

≠  لیكن  ,   ∀  المعرفة كما یلي  ℛ، بالعلاقة ℤعدد طبیعي مثبّت، و لنزود مجموعة الأعداد الصحیحة  0  ∈ ℤ ∶       ℛ   ⇔    −  ∈  ℤ 

ℤ   ، أي أن ھي مجموعة المضاعفات الصحیحة للعدد  ℤ حیث  ∶=   {  .   ∶    ∈ ℤ  } 
− إذا و فقط إذا كان العدد الصحیح    ℛ  فإن   , أي أنھ من أجل كل عددین صحیحین  یقبل   

− ( أي  ℤفي   القسمة على  − العدد  ℤیقسم في   أو العدد   ℤفي   مضاعف للعدد     .(  
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  نوجد صفوف التكافؤ.ھي علاقة تكافؤ ثم ل ℛو لنبرھن أن العلاقة  

∋  ∀  الانعكاسیة:الصفة  – 1 ℤ ∶    −  = 0 =  × 0 ∈  ℤ 

⇒   ℛ    التناظریة:الصفة  – 2  ∃ ∈ ℤ ∶    −  =  .   ⇒    −  =  (− )  ⇒    ℛ    
∧    ℛ    المتعدیة:الصفة  – 3      ℛ    ⇒    ∃ ,   ∈ ℤ ∶    −  =  .  ∧     −  =     ⇒  −  = ( −  ) + ( −  ) =   +    =  ( +   ) ∈  ℤ ⇒   ℛ   .                                                                

  علاقة تكافؤ. ℛومنھ فالعلاقة 

ℤمن أجل كل   ∋ [ ]  ، فإن صف تكافؤه ھو  ≔ {  ∈ ℤ ∶     ℛ    } =  {  ∈ ℤ ∶    −  ∈  ℤ  }      = {  ∈ ℤ ∶  =  +  ℤ  } =   +  ℤ                    = { …   , − 2  ,  −  ,  ,  +  ,  + 2 ,   … } 
  إذاً 

  

⋯  ونلاحظ أن  = [ − 2 ] = [ −  ] = [ ] = [ +  ] = [ + 2 ] = ⋯ 

ℤ  ومنھ فإن مجموعة كل صفوف التكافؤ ھي  ℛ⁄ = {  [0], [1], [2], … , [ − 1]  } 

∀ ∈     ∶   [ ] = { …   , − 2  ,  −  ,  ,  +  ,  + 2 ,   … } 
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صحیحة ھي علاقة شھیرة وھامة تدعى علاقة التطابق إن العلاقة السابقة على مجموعة الأعداد ال

≡  ، و نكتب عادةً ℤعلى مجموعة الأعداد الصحیحة   بالمقاس    وتقرأ    ℛ  بدلاً من  (  )  
  . أي أنھ   بالمقاس   یطابق 

  

ℤوسنرمز لمجموعة صفوف التكافؤ  ℛ⁄  بالرمزℤ  ℤ⁄.  

= فمثلاً من أجل  ℤ نجد أن  3 3ℤ = { [0], [1], [0]  ، حیث⁄{ [2] = {… ,−9,−6,−3,0,3,6,9, … } [1] = { … ,−8,−5,−2,1,4,7,10, … } [2] = { … ,−7,−4,−1,2,5,8,11, … } 

∋ ,   ∀  المعرفة كما یلي  ℛوالمجموعات الثلاث السابقة ھي صفوف تكافؤ العلاقة  ℤ ∶       ℛ   ⇔    −  ∈ 3ℤ 

، لأن المجموعات الثلاث كل منھا ℤتجزئة للمجموعة  ونلاحظ أن صفوف التكافؤ الثلاث السابقة تشكل 

. في الحقیقة إن ما سبق لیس حالة خاصة، و  ℤغیر خالیة، و منفصلة مثنى مثنى، و اجتماعھا ھو 

بعلاقة تكافؤ فإن صفوف تكافؤھا ستشكل   المبرھنة التالیة تبین أنھ عند تزوید أي مجموعة غیر خالیة 

  .  تجزئة للمجموعة 

  :مبرھنة
  مجموعة ما غیر خالیة، عندئذٍ فإن   لتكن 

 .  ستشكل تجزئة للمجموعة  صفوف تكافؤھا  كل علاقة تكافؤ على   أولاً:

  على المجموعة  ℛیمكن تعریف علاقة تكافؤ   أي تجزئة للمجموعة انطلاقاً من   ثانیاً:
  ھي التجزئة السابقة. ℛبحیث تكون صفوف تكافؤ العلاقة 

 

  

 

        ∀  ,  ∈ ℤ   ∶         ≡   (      )  ⇔    −  ∈  ℤ  
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  ات:الاثب

⁄ℛ   ، ولنُثبتِ أن المجموعة   علاقة تكافؤ على المجموعة  ℛلتكن    أولاً: = { [ ]  ∶     ∈    } 
  . نُذَكِّر بأن شروط التجزئة ھي: تشكل تجزئة للمجموعة 

[ ]          الشرط الأول: • ≠ ∅  ;   ∀  ∈    

∋  وھذا محقق لأن    ، كون العلاقة انعكاسیة.[ ]

  

∋ ,   ∀        الشرط الثاني: •   ∶    (   [ ] ≠ [ ]  ⇒   [ ] ∩ [ ] = ∅   ) 

[ ]لإثبات ذلك نفرض جدلاً وجود  ∩ [ ] ∋ ∋   عندئذٍ فإن    [ ] ∩ [ ]    ⇒     ∈ [ ]  ∧    ∈ [ ]   ⇒     ℛ    ∧      ℛ     ⇒       ℛ    
⇒      ℛ     متعدیة، ومن ثم ℛالعلاقة  والاقتضاء الأخیر ینتج من كون   [ ] = [ ] 

[ ]وھذا یناقض الفرض بأن   ≠ [ ]الفرض الجدلي بأنھ یوجد ، ف [ ] ∩ [ ] ∋ خاطئ، إذاً    [ ] ∩ [ ] = ∅ .  

[ ]  ∋ ∪                الشرط الثالث:   • =   

[ ]  ∋ ∪  من الواضح أن  ⊂   

[ ]  ∋ ∪  و لنثبت أن ⊃   

∈ بما أنھ من أجل كل  [ ]فإن    ∋ { }نستنتج أن  ،   ⊂ =   ، و بالتالي  [ ]  ⋃ ∈  { } ⊂  ⋃ ∈  [ ]  
[ ]  ∋ ∪ومنھ فإن    =  .  
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 ً =   لتكن     :ثانیا {    ∶    ∈    } 
علاقة تكافؤ  ℛبحیث تكون   على المجموعة  ℛ، و المطلوب إیجاد علاقة   تجزئة ما للمجموعة 

ستكون غیر    . نذكِّر بأنھ من تعریف التجزئة، فإن كل مجموعة   ومجموعة صفوف تكافؤھا ھي 

ستكونان منفصلتین (أي تقاطعھما خالي)، وأخیراً فإن اجتماع    ,  خالیة، وكل مجموعتین مختلفتین 

  ، أي أن  سیساوي    كل المجموعات 

 =     ∈   

  التي تحقق الشرطین التالیین ℛبالعلاقة   لنزود المجموعة 

ھو العلاقة التامة ( أي أنھ من أجل   من    على كل مجموعة  ℛمقصور العلاقة   :الشرط الأولً  

∈ كل  ∋  ∀  سیكون كل منھما مرتبط بالآخر). . أي أن   فإن كل عنصرین من نفس المجموعة     ∶    (  , ∈   ⇒     ℛ   ∧     ℛ    ) 

,  )  لن یكونا متقارنین، أي أن  كل عنصرین من مجموعتین مختلفتین من    :الشرط الثاني  ∈   ∧    ≠  )     ⇒     (  ∈   ∧    ∈     ⇒     ∼ ℛ       ∧       ∼ ℛ     ) 

  علاقة تكافؤ لأنھا: ℛعندئذٍ فإن 

∋   انعكاسیة: – 1  ⇒ ∃  ∈  ∶  ∈    ⇒   ∈   ∧   ∈    ⇒      ℛ    
⇒   ℛ    تناظریة: – 2  ∃  ∈  ∶   , ∈    ⇒  ∃  ∈   ∶   ,  ∈    ⇒     ℛ     
⇒   ℛ    متعدیة: – 3  ∃  ∈  ∶   , ∈     
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  ℛ   ⇒  ∃  ∈  ∶   ,  ∈    
∋  ومنھ    ∩ = ، وبما أن    {    ∶    ∈ =  فإن   تجزئة للمجموعة  تشكل {       .  

=  إذاً    ∋   ,   .     ℛ  ومنھ     

  .  علاقة تكافؤ على  ℛمن تحقق الشروط الثلاثة السابقة نستنتج أن 

∈  من أجل كل  ∈  فإنھ یوجد عدد وحید     ∈  یحقق     ℛ، من طریقة تعریف العلاقة   
[ ]نستنتج أن   =     .█  

  تمارین:

في كلٍ مما یلي و بین فیما إذا كانت علاقة تكافؤ أو ترتیب (سواء ترتیب كلي ℛ  ادرس صفات العلاقة 

أو جزئي)، و إذا كانت علاقة ترتیب فابحث عن العناصر الأعظمیة والأصغریة والعنصر الأعظم 

  والأصغر فیھا، و إذا كانت علاقة تكافؤ فابحث عن صفوف التكافؤ 

1-     ∀   , ∈ ℝ ∶       ℛ   ⇔    ≤   

2- ∀   , ∈ ℝ ∶       ℛ   ⇔    <         

3- ∀   , ∈ ℝ ∶       ℛ   ⇔    −  ∈ 2ℤ       

4- ∀  , ∈ ℕ∗ ∶     ℛ   ⇔           أي   یقسم           |  

5- ∀   , ∈ ℤ∗  ∶       ℛ   ⇔     |       

6- ∀   , ∈ ℝ ∶       ℛ   ⇔   ⌊ ⌋ = ⌊ ⌋    

7- ∀ ( ,  ), ( , ) ∈ ℕ  ∶     ( ,  ) ℛ ( , ) ⇔    −  =  −      

8- ∀ ( ,  ), ( , ) ∈ ℤ × ℤ∗  ∶    ( ,  ) ℛ ( , ) ⇔   =        
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  الرابعالفصل 

 التوابع
 مفھوم التابع -4-1
 تساوي تابعین -4-2
 أمثلة -4-3
 مقصور تابع على مجموعة -4-4
 المستقر الفعلي لتابع -4-5
 ة و الصورة العكسیة لمجموعة وفق تابعالصورة المباشر -4-6
 تركیب التوابع -4-7
 التابع المتباین -4-8
 التابع الغامر -4-9
  التابع التقابل -4-10
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  التابع مفھوم -4-1

  تعریف:
= نقول عن العلاقة  ∈ إذا كان من أجل كل  12إنھا تابع ( , , ) ∈  وحیدیوجد عنصر      

( , )، أي یحقق      یحقق  ∈   . 

)  Vennسھمیاً (نفس طریقة تمثیل العلاقات سھمیاً باستخدام مخططات  عنى آخر، وعند تمثیل التابع بم
∈ فیجب أن یخرج من كل عنصر  ∈ سھم واحد فقط لیصل إلى العنصر      . ندعو العنصر  

= ، و سنرمز ذلك  وفق التابع   صورة العنصر   .      بدلاً من  ( ) 

∈ إنھ من أجل أي عنصرین و بالتالي ف   , (  ) بحیث     ≠ ≠  فإن  (  )    .فیكون   

,   ∀  شرط التابع:   ∈   ∶   (     (  ) ≠  (  )    ⇒      ≠      )    
,   ∀   الشرط التالي 13والذي یكافئ   ∈   ∶   (      =      ⇒     (  ) =  (  )   )    

= إذا كانت العلاقة  =   تابعاً، حیث ( , , )      ,  ( )  ∶    ∈       
∶   فسنرمّز ذلك كما یلي                      ⎯⎯⎯⎯                                           ⎯⎯⎯⎯⎯  =  ( ) 

= قاعدة ربطھ  ، و و مستقر    14منطلقھ  و سنقول إن التابع   ( ).  

=   وسندعو المجموعة  { ( ,  ) ∈  ×   ∶    =  ( ) } 
  . بیان التابع 

  

                                                           
، و في أغلب الكتب  application، وتستخدم أیضاً كلمة تطبیق كترجمة لكلمة   fonctionتستخدم كلمة تابع أو دالة كترجمة للكلمة الانكلیزیة  12

 لریاضي، ما لم یُشِر المؤلِّف لخلاف ذلك.الریاضیة نجد أن لھذه الكلمات الثلاث (تابع ، دالة ، تطبیق) نفس المعنى ا
⇒   )لأن      13   )    ⇔     ( ~  ⇒ ~  )  
 كما تدعى في التحلیل مجموعة تعریف التابع. 14
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  تساوي تابعین: -4-2
=  یكون التابعان  (  ,  ,  )  ،  = متساویان إذا كان لھما نفس المنطلق و  (  ,  ,  )

=   نفس البیان). أي إذا كان  ستقر ونفس قاعدة الربط (أونفس الم    ,    =   ,   =    
  بعبارةٍ أخرى، یكون التابعان

          ∶                      ⎯⎯⎯⎯                                         ∶                      ⎯⎯⎯⎯     

                                                              ⎯⎯⎯⎯⎯   ( )                            ⎯⎯⎯⎯⎯   ( )  

  متساویان إذا تحققت الشروط الثلاث التالیة

=      أولاً :   (تساوي المنطلقین)      

=     ثانیاً :   (تساوي المستقرین)      

∋  ∀  ثالثاً :    =   ∶      ( ) =  (تساوي قاعدتي الربط)      ( )  

  أمثلة: -4-3
= مجموعة ما غیر خالیة، عندئذٍ فإن العلاقة الخالیة ( التي بیانھا    لتكن  -1 ) لیست تابعأ. ∅

= كما أن العلاقة التامة (التي بیانھا  وحیدة   ) لیست تابعاً (إلا إذا كانت المجموعة   
ھي تابع یدعى التابع المطابق على   قابل فإن علاقة المساواة على المجموعة العنصر). بالم

∶    أي أن    ، و سنرمز لھ  المجموعة                      ⎯⎯⎯⎯                                                   ⎯⎯⎯⎯⎯    ( ) =   

∅لتكن  -2 ≠  ⊂ ∶   الي، عندئذٍ فإن التطبیق الت                       ⎯⎯⎯⎯                                                   ⎯⎯⎯⎯⎯   ( ) =   

  . في   یدعى التباین القانوني للمجموعة 

∈ أي مجموعتین غیر خالیتین، ولیكن   ,  لتكن  -3 ∶     . إن التطبیق                       ⎯⎯⎯⎯                                                        ⎯⎯⎯⎯⎯     ( ) =   

  .  یدعى التطبیق الثابت ذي القیمة 
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خرج منھ  2أن العنصر  أي، 6|2   و  4|2لیست تابعاً، لأن  ∗ℕعلاقة القسمة على المجموعة  -4
  ). 6والآخر إلى   4سھمین ( إحداھما إلى 

∋ , ∀  المعرفة كما یلي: ℛعلاقة بال ∗ℕلنزود المجموعة   -5 ℕ ∶              ℛ    ⇔      یلي مباشرةً      
ℕ عندئذٍ نجد أن ھذه العلاقة ھي تطبیق، حیث صورة العنصر  ∋ ℕھو العنصر    ∋  =  + 1 .  

  مجموعة الدوائر في المستوي الدیكارتي و مستقرھا   التي منطلقھا  ℛلتكن العلاقة   -6
∋  ∀  و المعرفة كما یلي:  ستوي الدیكارتيمجموعة نقاط الم   , ∈   ∶         ℛ    ⇔  ( الدائرة    مركزھا النقطة    )

  عندئذٍ فإن ھذه العلاقة ھي تابع وصورة كل دائرة ھو مركزھا.

∶ + التالي 15و كأنھا التابع ℝیمكن النظر لعملیة جمع الأعداد الحقیقیة في  -7 ℝ × ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ                         ( , )                    ⎯⎯⎯⎯⎯  +             
,   ∀  المعرفة كما یلي: ℛبالعلاقة  ℝلنزود مجموعة الأعداد الحقیقیة  -8  ∈ ℝ ∶              ℛ    ⇔     =    

(ℛ 3 9)لیست تابعاً، لأن  ℛعندئذٍ فإن العلاقة  ∧ (9 ℛ − 3)  .  

,   ∀  المعرفة كما یلي: ℛبالعلاقة  ℝالحقیقیة  لنزود مجموعة الأعداد -9  ∈ ℝ ∶              ℛ    ⇔     =    

∋  ∀  تابع، لأنھ ℛعندئذٍ فإن العلاقة  ℝ ∶    ( ∃! ∈ ℝ ∶   =    ) 
  : ھامة حالة خاصة

∶   لیكن   ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ ) تابع ماℝ ھو   بیان التابع    ھي مجموعة الأعداد الحقیقیة)، عندئذٍ فإن
  . ℝفي المستوي   مجموعة نقاط المنحني البیاني للتابع 

  مقصور تابع على مجموعة: -4-4
∶ لیكن التابع  ⊂ ولتكن     ⎯⎯⎯⎯                      ≠ بأنھ   على المجموعة   ، نعرّف مقصور التابع ∅

∶  التابع  ∋  ∀   ما یلي    المعرف ك    ⎯⎯⎯⎯                       ∶      ( ) ∶=  ( )  

                                                           
في الفصل السابع و التي بعنوان "قانون التشكیل الداخلي والعملیة الداخلیة على مجموعة" أن ھذا التابع "+" ھو قانون  1-7سنرى في الفقرة   15

  .ℝتشكیل داخلي على 
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  .   في ھذه الحالة ممدود التابع   كما سندعو التابع 

  المستقر الفعلي لتابع: -4-5

∶ لیكن التابع  ( )   سندعو المجموعة     ⎯⎯⎯⎯                     ≔ {  ( ) ∈   ∶    ∈     } 
  . ، أو صورة منطلق التابع  الفعلي للتابع ، أو المستقر  التابع  16مجموعة قیم

∶   فعلى سبیل المثال إن المستقر الفعلي للتابع  ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ    1−]ھو المجال , +1] .  

  الصورة المباشرة والصورة العكسیة لمجموعة وفق تابع: -4-6

∶ نعرّف الصورة المباشرة وفق  ( )   كما یلي:  من   ة جزئیة لمجموع   ⎯⎯⎯⎯                     ≔ {  ( ) ∶    ∈    } 
( )     كما یلي:  من    لمجموعة جزئیة  كما نعرّف الصورة العكسیة وفق  ∶= {   ∈   ∶   ( ∃  ∈   ∶   ( ) =   )   } 

  مثال:
∶   لیكن التابع  ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ                                        ⎯⎯⎯⎯  ( ) =    
({5})   عندئذٍ فإن  = {25} ,  ({2,3,4}) = {4,9,16},  ({7,−7}) = {49},   (∅) = ∅,  (ℝ) = ℝ     ({4}) = {2,−2},    (−4) = ∅,     ({9,7,0}) =  3,−3,√7,−√7, 0 ,      ([4,9]) = [−3,−2] ∪ [2,3],     (∅) = ∅,    (ℝ ∗) = ∅. 

                                                           
تي نقول عن تابع ما إنھ تابع حقیقي (أو صحیح أو...) إذا كانت قیمھ أعداد حقیقیة ( أو صحیحة أو ...). كما أن أغلب الصفات التحلیلیة ال 16

 نطلقھا على التابع تكون صفات مرتبطة بمجموعة قیم التابع، كالمحدودیة و الاستمراریة وغیرھا.
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  مبرھنة:
∶ لیكن التابع  أي    ,  ، ولتكن  أي مجموعتین جزئیتین من    ,  ، ولتكن     ⎯⎯⎯⎯                    

  ، عندئذٍ فإن كلاً من الخواص التالیة محققة  مجموعتین جزئیتین من 

1 -          ≠ ∅        ⇒      (  ) ≠  ∅ 

2 -           ⊂        ⇒      (  ) ⊂  (  ) 

3 -           ⊂        ⇒        (  ) ⊂    (  ) 

4 -        (  ∪   )  =     (  ) ∪  (  ) 

5 -     (  ∪   )   =      (  ) ∪    (  ) 

6 -       (  ∩   )   ⊂    (  ) ∩  (  ) 

7 -      (  ∩   )  =      (  ) ∩    (  ) 

8 -       (  ∖   )    ⊃    (  ) ∖  (  ) 

9 -      (  ∖   )   =      (  ) ∖    (  ) 

10 -     (  (  ) )   ⊃       

11 -   (    (  ) )   ⊂       

    الإثبات :

≠   :  1الخاصة  ∅       ⇒      (  ) ≠  ∅    ≠ ∅  ⇒   ∃  ∈    ⇒    ( ) ∈  (  )   ⇒    (  ) ≠ ∅. 
⊃         :  2الخاصة        ⇒      (  ) ⊂  (  )   ∈  (  )   ⇒   ∃  ∈   ∶   y =  ( )                       ⇒   ∃  ∈   ∶   y =  ( )                           (   ⊂ ⇒                       ( لأن        ∈  (  )          

(  ) ومنھ   ⊂ (  )  .  
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⊃     : 3الخاصة        ⇒        (  ) ⊂    (  )   ∈    (  ) ⇒  ( ) ∈   ⇒  ( ) ∈        ⊂ ⇒  لأن      ∈    (  ). 
(  )   ومنھ  ⊂    (  )  .  

∪  )   : 4الخاصة    )  =   (  ) ∪  (  )  

∋ لنبرھن أن                          (  ∪   ) ⇔   ∈  (  ) ∪  (  )    ∈   (  ∪   ) ⇔ (   =  ( )  )   ∧    (   ∈   ∪     )  ⇔ (  ∈     ∨    ∈    )  ∧  (  =  ( )  )        
                               ⇔ (  ∈     ∧    =  ( ) )   ∨   (  ∈     ∧    =  ( ) ) 

                                ⇔ (  ∈  (  )  )  ∨   (   ∈  (  )  )  ⇔   ∈  (  ) ∪  (  ) .                                         
(  ∪  )        : 5الخاصة   =     (  ) ∪    (  )  

∋ لنبرھن أن                       (  ∪   ) ⇔   ∈    (  ) ∪    (  )    ∈    (  ∪   ) ⇔   ( ) ∈   ∪        

                                  ⇔  ( ) ∈     ∨       ( ) ∈    
                                   ⇔    ∈    (  )   ∨       ∈    (  )               ⇔   ∈    (  ) ∪    (  ) .                                        

∩  )   : 6الخاصة     )   ⊂   (  ) ∩  (  )  

∋ لنفرض أن    ∩ ( ) و لنبرھن أن      ∈  (  ) ∩  (  ) .   ∈   ∩       ⇒    ( ) ∈  (  ∩   ) ⇒  ∈       ∧        ∈                                                             ⇒  ( ) ∈  (  )    ∧       ( ) ∈  (  )                                               ⇒  ( ) ∈  (  ) ∩  (  ).                                                        
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∩  )     : 7الخاصة    )  =     (  ) ∩    (  )  

∋        لنبرھن أن    (  ∩   ) ⇔   ∈    (  ) ∩    (  )   ∈    (  ∩   ) ⇔   ( ) ∈   ∩       

                                  ⇔  ( ) ∈      ∧       ( ) ∈    
                                   ⇔    ∈    (  )    ∧       ∈    (  )         ⇔   ∈    (  ) ∩    (  ) .                                  

∖  )   : 8الخاصة    )    ⊃   (  ) ∖  (  )   ∈  (  ) ∖  (  )  ⇒   ∈  (  )       ∧         ∉  (  )                                     ⇒   (   ∃  ∈   ∶   =  ( )  )   ∧   (  ∀  ∈   ∶  ≠  ( )   )              ⇒                =  ( )    ∧       ∈   ∖                                            ⇒                =  ( )    ∈       (  ∖   ).                            
(  ∖  )     : 9الخاصة    =     (  ) ∖    (  )    ∈    (  ∖   ) ⇔   ( ) ∈   ∖       

                                  ⇔  ( ) ∈      ∧       ( ) ∉    
                                  ⇔    ∈    (  )    ∧       ∉    (  ) ⇔   ∈    (  ) ∖    (  ) .                          

( (  )  )     : 10الخاصة   ⊃        

≕  لتكن  (  )     لدینا بالتعریف ، (  )  = {  ∈   ∶     ( ) ∈    } 
∋   ومنھ       ⇒    ( ) ∈  (  ) =      ⇒    ∈    (  ) =      (  )  

⊃  إذاً         (  )   .  
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( (  )    )   : 11الخاصة   ⊂         ∈      (  ) ⇒ ∃ ∈    (  ) ∶  =  ( ) ⇒  =  ( ) ∈    

 █.     حیث الاقتضاء الأخیر ینتج من تعریف الصورة العكسیة للمجموعة 

  تمرین:
∩  ) ھات مثالاً یحقق        )  ≠   (  ) ∩  (  ) 

  الحل:

∶   لیكن التابع {1,2}                    ⎯⎯⎯⎯ {3}  ; 1 ↦ 3 , 2 ↦ 3 

=  و لنأخذ  {1},  = ∅  ، عندئذٍ فإن{2} =  (∅) =  ({1} ∩ {2}) ≠  ({1}) ∩  ({2}) = {3} ∩ {3} = {3}  
  تمرین:

∖  ) ھات مثالاً یحقق        )  ≠   (  ) ∖  (  ) 

  الحل:

∶   لیكن التابع {1,2}                    ⎯⎯⎯⎯ {3}  ; 1 ↦ 3 , 2 ↦ 3 

=  و لنأخذ  {1,2},  = {3}  ، عندئذٍ فإن{1} =  ({2}) =  ({1,2} ∖ {1}) ≠  ({1,2}) ∖  ({1}) = {3} ∖ {3} = ∅ 

  تمرین:

≠ (  )     ھات مثالاً یحقق         

  الحل:

∶   لیكن التابع {1,2}                    ⎯⎯⎯⎯ {3}  ; 1 ↦ 3 , 2 ↦ 3 

=  و لنأخذ    ، عندئذٍ فإن {1}
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     (  ) =    ( {1}) =    ({3}) = {1,2} ≠ {1} =    

  تمرین:

≠ (  )     ھات مثالاً یحقق         

  الحل:

∶   لیكن التابع {1,2}                    ⎯⎯⎯⎯ {3,4}  ; 1 ↦ 3 , 2 ↦ 3 

=  و لنأخذ  = (  )       ، عندئذٍ فإن {3,4}  (   {3,4}) =  ({1,2}) = {3} ≠ {3,4} =    

  وابع:تركیب الت -4-7
∶ لیكن التابعان                      ⎯⎯⎯⎯   ، ∶ ∘ ونرمز لھ   و   نعرف تركیب التطبیقین    ⎯⎯⎯⎯                       

∘ ) بأنھ التطبیق   یلي   ( یُقرَأ   ∶ ∋  ∀  المعرّف كما یلي    ⎯⎯⎯⎯                      ∶     ( ∘  )( ) ∶=  (  ( )) 

یة تركیب التوابع لیست ممكنة دوماً، وحتى تكون ممكنة یجب أن یكون مستقر التابع الأول لاحظ أن عمل
  ).  ) ھو منطلق التابع الثاني ( أي   (أي 

∘ لھما نفس المنطلق والمستقر، فیكون التركیبان   , وفي حالة خاصة إذا كان التطبیقان   ,  ∘   
  لاحق.شكلٍ عام، كما یبین ذلك مثال اویین بممكنان دوماً ، لكنھما غیر متس

∶ من أجل أي تابع  ∘   سنرمِّز    ⎯⎯⎯⎯                      =    ,  ∘  ∘  =   , … 

ℕو بشكلٍ عام من أجل كل  ∋   )  ∶= ∘   ) فإن      ∘⋯ ∘ =    مرة               

∶ من أجل كل تابع   ∶     ن التابعان المطابقانفإ    ⎯⎯⎯⎯                                         ⎯⎯⎯⎯         ,           ∶                     ⎯⎯⎯⎯   

  سیحققان 
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 ∘    =         ,          ∘  =   

∘ للتحقق مثلاً من أن التابعان       , و نفس  ، متساویان، یكفي ملاحظة أن لھما نفس المنطلق   
  . المستقر 

∋  ∀  كما أن قاعدة الربط ذاتھا لأن  ∶ ( ∘    )( ) =      ( ) =  ( ) 

∘   و بطریقة مشابھة یمكن التحقق من أن التابعان     ,   متساویان.   

  مثال:
∶   لیكن التابعان ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) =          ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) =  + 1 

∘ فیكون لدینا    ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ  ، ∘  ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ  ومن أجل كل ،ℝ ∋ ∘ )  فإن    )( ) ∶=    ( ) =  (  ) =   + 1  ( ∘  )( ) ∶=    ( ) =  ( + 1) = ( + 1)  
∘ نلاحظ أن   ≠  ∘    .  

  نتائج:
  تركیب التوابع لیس عملیة تبدیلیة. -  1

∶   تركیب التوابع عملیة تجمیعیة، أي أنھ من أجل كل ثلاث توابع – 2                     ⎯⎯⎯⎯        ,       ∶                     ⎯⎯⎯⎯       ,      ℎ ∶                     ⎯⎯⎯⎯   

ℎ  فإن ∘ ( ∘  ) = (ℎ ∘  ) ∘   

ℎ  وھذا محقق لأن كلا التابعین  ∘ ( ∘  )      ,      (ℎ ∘  ) ∘   

∈ ، كما أنھ من أجل كل  ، ونفس المستقر  لھما نفس المنطلق  ℎ   فإن   ∘ ( ∘  ) ( ) = ℎ   ( ∘  )( ) = ℎ     ( )    
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 (ℎ ∘  ) ∘   ( ) = (ℎ ∘  )  ( ) = ℎ     ( )   
  :التابع المتباین -4-8

عناصر المنطلق سیؤدي إلى تباین صورھا. أي أنھ نقول  17نقول عن تابعٍ ما إنھ متباین إذا كان تبایُنُ 
∶ عن التابع  ,   ∀  التالي شرط التباینإنھ متباین إذا تحقق    ⎯⎯⎯⎯                       ∈   ∶   (      ≠      ⇒     (  ) ≠  (  )   )    

,   ∀  الشرط التالي 18والذي یكافئ   ∈   ∶   (     (  ) =  (  )    ⇒      =      )    
أنھ من  أي، كل عنصر من المستقر ھو صورة لعنصر واحد على الأكثر من المنطلقبمعنى آخر، فإن 

∈ ل كل أج = یحقق   من   ، فإنھ إما أن یوجد عنصر واحد فقط   ، أو لا یوجد أي ( ) 
  عنصر یحقق ذلك.

  أمثلة:
 التابع الثابت الذي منطلقھ یحوي أكثر من عنصرین لیس تابعاً متبایناً.  •
 التابع المطابق متباین. •
∶       (علل)التالي غیر متباین  التابع • ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) =    
∶           (علل) التابع التالي متباین • ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) = 7 + 5   
∶ +        (علل)   متباین غیر التابع التالي • ℝ × ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ    ;  ( ,  )                  ⎯⎯⎯⎯  +    

  تمرین:
| |مجموعتین منتھیتین بحیث  أي  , لتكن  > | | > ∶ . أثبت أن أي تطبیق 0                     ⎯⎯⎯⎯   

∶ لن یكون متبایناً، ثم استنتج أنھ إذا كان التطبیق  | |متباین، فإن     ⎯⎯⎯⎯                     ≤ | |.  

  :الغامرالتابع  -4-9
المستقر (عند تمثیلھ سھمیاً)، بمعنى أنھ كل  نقول عن تابعٍ ما إنھ غامر إذا غمرت أسھم التابع عناصر

∶ عنصر في المستقر سیصلھ سھم على الأقل من المنطلق. و بكلامٍ ریاضي أكثر دقة، نقول عن التابع  ∋    التالي شرط الغمرإنھ غامر إذا تحقق    ⎯⎯⎯⎯                         ⇒    (  ∃  ∈  ∶  ( ) =    ) 

( ) و الذي یكافئ   =    .                                                                            
  أن أي، من المنطلق قر ھو صورة لعنصر واحد على الأقلكل عنصر من المستبمعنى آخر، فإن 

                                                           
 ھو الاختلاف.التبایُنُ لغَُةً  17
⇒   )لأن   18   )    ⇔     ( ~  ⇒ ~  )  
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∀  ∈   ∶       ({ }) = {  ∈    ∶     ( ) =   } ≠ ∅ 

  أمثلة:
 . ر من عنصرین لیس تابعاً غامراً ثیحوي أك التابع الثابت الذي مستقره •
 التابع المطابق غامر. •
∶  التالي غیر غامر             التابع • ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) =    
∶        غامر           التابع التالي • ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) = 7 + 5  
∶ +                 غامر       التابع التالي • ℝ × ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ    ;  ( ,  )                  ⎯⎯⎯⎯  +   

  تمرین:
| |أي مجموعتین منتھیتین بحیث   , لتكن  < ∶ . أثبت أن أي تطبیق | |                     ⎯⎯⎯⎯   

∶ استنتج أنھ إذا كان التطبیق ثم لن یكون غامراً.  | |، فإن غامر    ⎯⎯⎯⎯                     ≥ | |.  

  :التقابل التابع - 4-10

نقول عن تابعٍ ما إنھ تقابل إذا كان متبایناً وغامراً بآنٍ واحد. أي أنھ إذا كان كل عنصر من المستقر یقابل 
  رة لعنصر واحد فقط في المنطلق).عنصر واحد فقط من المنطلق (أو كل عنصر من المستقر ھو صو

∶ أي أنھ نقول عن التابع   ∋    التالي التقابل شرط تحققإنھ تقابل إذا    ⎯⎯⎯⎯                         ⇒    (  ∃! 19     ∈     ∶    ( ) =    ) 

  أمثلة:
 . س تقابلثر من عنصرین لیس تابعاً غامراً و بالتالي فھو لییحوي أك التابع الثابت الذي مستقره •
 التابع المطابق  متباین وغامر فھو تقابل. •
 غامر فلیس تقابل غیر التالي غیر متباین و التابع •

             ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) =    
 غامر ومتباین فھو تقابل التابع التالي •

                  ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ       ;                         ⎯⎯⎯⎯  ( ) = 7 + 5  
∶ +                  و لیس تقابل      ھغامر لكن لیس متباین ف التابع التالي • ℝ ×ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ    ;  ( , )                  ⎯⎯⎯⎯  +   

  تمرین:
| |أي مجموعتین منتھیتین بحیث   , لتكن  ≠ ∶ . أثبت أن أي تطبیق | |                     ⎯⎯⎯⎯   

| |تقابل، فإن    ⎯⎯⎯⎯                    : لن یكون تقابلاً، ثم استنتج أنھ إذا كان التطبیق  = | |.  

  

                                                           
  یعني یوجد و وحید.   !∃الرمز  19
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  : مبرھنة
∶ لیكن  =   تابع ما، بیانھ    ⎯⎯⎯⎯                        , ( ) ∶  ∈    

=∶   عندئذٍ فإن العلاقة  =∶     حیث (   , , ) {( ( ), ) ∶  ∈  } 
∘   وعندھا فإن تقابلاً.  تكون تابعاً إذا و فقط إذا كان التابع     =      ,    ∘  =     

   الإثبات:
∶ لنفرض أن  أجل كل عنصر من تقابل، عندئذٍ فإنھ من تعریف التقابل نجد أنھ من    ⎯⎯⎯⎯                    

∈ المستقر  ∈ یوجد عنصر وحید    = یحقق     =∶     . مما یبین أن العلاقة  ( )  ( , ,   ) 

∈ والتي صورة أي عنصر   ∈ وفقھا ھو العنصر الوحید    = الذي یحقق    ، ستكون  ( ) 
  تابعاً.

=∶   وبالعكس إذا فرضنا أن العلاقة  =∶    حیث  (   , , ) {( ( ), ) ∶  ∈  }  

  غامر.  سیخرج منھ سھم، ھذا یقتضي أن     ھي تابع، فإن كون كل عنصر من منطلق التابع 

   متباین، و منھ فالتابع   ، فالتابع     و بما أنھ لن یخرج سھمین من أي عنصر من منطلق التابع 
  تقابل. 

∋  ∀  أن    لتابع كما أنھ ینتج من تعریف ا   ∶        ( ) =   ∀  ∈   ∶       ( ) =   

∘   مما یعني أن     =      ,    ∘  =   █وھو المطلوب إثباتھ.        
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  :تعریف

بع العكسي (أو (الوارد في المبرھنة السابقة) التا    سندعو التابع الوحید    من أجل كل تابع تقابل
  . التابع  20أو مقلوب  التقابل العكسي) للتابع 

  تمھیدیة:
∶ لیكن                      ⎯⎯⎯⎯   ,  ∶   تابعان ما، عندئذٍ فإن:   ⎯⎯⎯⎯                    

∧      متباین      - 1 ⇒      متباین     ∘   متباین         

∧       غامر      - 2 ⇒       غامر     ∘   غامر         

∧        تقابل      - 3 ⇒       تقابل     ∘   تقابل         

∘   متباین                           - 4      ⇒       متباین        

∘   غامر                            - 5      ⇒      غامر        

∘   تقابل                             - 6      ⇒ ∧       متباین                  غامر    

   الإثبات:

∘   متباینمتباینین ولنبرھن أن   , لنفرض أن التابعین  – 1 ∘ )  . أي لنبرھن صحة الاقتضاء التالي    )(  ) = ( ∘  )(  )  ⇒      =    ( ∘  )(  ) = ( ∘  )(  )    ⇒        (  ) =    (  )  
⇒          متباین)   (لأن التابع              (  ) =  (  )                     

⇒          متباین)   (لأن التابع                     =                               

∘   غامرغامرین ولنبرھن أن   , لنفرض أن التابعین  – 2 ∋   لنبرھن صحة الاقتضاء التالي . أي      ⇒    ∃  ∈  ∶     = ( ∘  )( ) 

)                                            (لأن التابع    ∋ غامر    ⇒    ∃  ∈  ∶     =  ( )  

∋ غامر)       (لأن التابع       ⇒   (∃  ∈  ∶  =  ( ) ) ∧ (∃ ∈  ∶   =  ( ) )   
                                                           

∶ إذا كان  20 ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ   تقابل فإنھ بشكلٍ عام   ( ) ≠ ≠   ، أي أن   ( )   . لكن استخدام كلمة مقلوب مبرر لأنھ إذا زودنا    
( )   المجموعة  ∶= {  ∶ ℝ                    ⎯⎯⎯⎯ ℝ ⁄  {    تقابل  

  .    ھو تقابلھ العكسي   ) ومقلوب كل تقابل 4-7تشكل زمرة (راجع الفصل السابع، فقرة  ( ∘,( )  )، فإن البینة  ∘بعملیة تركیب التوابع 
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⇒  ∃  ∈   , ∃ ∈    ∶     =  ( ) =    ( ) = ( ∘  )( ). 
من ھذه المبرھنة  1تقابل فإن كل منھما متباین و بالتالي حسب الفقرة   , إذا كان كل من التابعین  – 3

∘ فإن  من المبرھنة فإن  2متباین. وكذلك بما أن كل من التابعین غامر فبالاعتماد على الفقرة     ∘ ∘ غامر. إذاً      تقابل.  

∘ لنفرض أن  – 4   متباین.  متباین، و لنبرھن أن   

∈  مختلفینغیر متباین عندئذٍ فإنھ یوجد عنصرین      ⎯⎯⎯⎯                     : لنفرض جدلاً أن    ,    
(  ) بحیث  = = (  )   تابع فإن   .وبما أن  (  )  ∘ )  ، أي أن   (  )     )(  ) = ( ∘  )(   ) 

∘ و ھذا یناقض الفرض بأن التابع    غیر متباین خاطئ، إذاً    متباین. إذاً الفرض الجدلي بأن   
  متباین. 

∘ لنفرض أن  – 5   غامر.  غامر، و لنبرھن أن   

∈ لیكن  ∈ ولنبرھن أنھ یوجد    ( ) یحقق    =   .  

∘ بما أن التابع  ∈ غامر فإنھ یوجد    ⎯⎯⎯⎯                     :  = ( )   یحقق    ( ∘  )( ) =   

∈ ومنھ فإن العنصر   ∶= ( ) یحقق  ( )  =   غامر.  . إذاً   

   █من ھذه المبرھنة .   5،  4ینتج مباشرةً من الفقرتین  – 6 

  : مبرھنة
∶ لیكن                      ⎯⎯⎯⎯   ,  ∶ ∘   تابعان یحققان    ⎯⎯⎯⎯                      =      ,  ∘  =     

  تقابل وكل منھما مقلوب الآخر.  , عندئذٍ فإن كلاً من التابعین 

   الإثبات:

∘   تقابل    بالتمھیدیة السابقة نجد 6بالاعتماد على الفقرة   =        ⇒ ∧       متباین       ∘   تقابل        غامر      =        ⇒ ∧      متباین             غامر    
, ومنھ كلاً من    تقابل.   
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، و لنتحقق أن لھما نفس قاعدة  ، و نفس المستقر  لھما نفس المنطلق     ,  و نلاحظ أن التابعان 
∈ الربط. من أجل كل  ( )   فإن    =      ( ) =   ( ∘    )( ) =  ( ∘  ) ∘     ( )                             = (   ∘    )( ) =    ( ) 

=   إذاً  =   ، و بطریقة مشابھة نثبت أن       .█  

  نتیجة:
=  (     )تقابلاً، فإن   إذا كان التابع   . 

  مبرھنة:
∶ لیكن    ، عندئذٍ الشرطین التالیین متكافئین:تابعاً ما    ⎯⎯⎯⎯                    

 متباین .    -1
∶ من أجل أي تابعین   -2                     ⎯⎯⎯⎯      ، ′ ∶ ∘  فإن        ⎯⎯⎯⎯                      =  ∘        ⇒        =  ′ 

  من الیسار).  (الشرط الثاني یدعى شرط قابلیة اختصار 

  الاثبات:
  برھن أنھ قابل للاختصار من الیسار.متباین ولن  لنفرض أن 

∘ لنفرض أن   =  ∘ = ولنبرھن أن      ′ .   ∘  =  ∘     ⇒   ∀  ∈  ∶   ( ∘  )( ) = ( ∘   )( )               ⇒ ∀  ∈          ( ) =     ( )  ⇒     ( ) =   ( ).  
  متباین.  سار، ولنبرھن أن قابل للاختصار من الی  و بالعكس لنفرض أن 

∈ لیكن  (  ) عنصرین كیفیین مثبتین و یحققان     ,   = =  ولنبرھن أن    (  )     .  

a ∀  ، حیث   ⎯⎯⎯⎯                    : ,   لنعرف التابعان الثابتان  ∈    ∶       ( ) =       ∧         ( ) =    

(  )   نجد أنف  =  (  ) ⇒ ( ∘  )( ) = ( ∘   )( )  ;   ∀  ∈        ⇒  ∘  =   ∘     ⇒    =     ⇒      =   . 
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  مبرھنة:
∶ لیكن    تابعاً ما، عندئذٍ الشرطین التالیین متكافئین:    ⎯⎯⎯⎯                    

 غامر .    -1
ℎمن أجل أي تابعین   -2 ∶                     ⎯⎯⎯⎯      ،ℎ′ ∶ ℎ فإن      ′  ⎯⎯⎯⎯                     ∘  = ℎ′ ∘       ⇒       ℎ = ℎ′ 

  من الیمین).  (الشرط الثاني یدعى شرط قابلیة اختصار 

  الاثبات:
ℎن اتابعغامر، و أن ال  لنفرض أن  ∶                     ⎯⎯⎯⎯      ،ℎ′ ∶   یحققان   ′  ⎯⎯⎯⎯                    

  ℎ ∘  = ℎ′ ∘ ℎولنبرھن أن      = ℎ′ .  

∈ لیكن  ( )ℎ، و لنبرھن أن  = ℎ′( )  .  

∈ غامر فإنھ یوجد   بما أن  ( ) یحقق    = ℎ  . و بالتالي فإن  ∘  = ℎ ∘  ⇒ (ℎ ∘  )( ) = (ℎ ∘  )( )                            ⇒ ℎ  ( ) = ℎ   ( ) ⇒ ℎ( ) = ℎ′( )  
∈ وذلك من أجل أي  ℎنھ وم،   = ℎ′.  

 غامر.  قابل للاختزال من الیمین ولنبرھن أن   و بالعكس لنفرض أن 

غیر غامر (و بالتالي مستقر التابع سیحوي عنصرین على الأقل)، عندئذٍ فإنھ یوجد   لنفرض جدلاً أن   ∋ ∋  ∀یحقق     ∶  ( ) ≠   .  

ℎولنعرِّف التابعان  ∶=   باستثناء العنصر   الذي یثبت جمیع عناصر    ⎯⎯⎯⎯                    :′ℎ، و    
∈ فیصوره بعنصر آخر مختلف عنھ مثل  ∋  ∀  . عندئذٍ فإن ′   ∶     (ℎ ∘  )( ) =  ( )      ∧      (ℎ ∘  )( ) =  ( ) 

ℎومنھ  ∘  = ℎ′ ∘ ℎلكن     ≠ ℎ′  غامر.    غیر غامر خاطئ، إذا   . فالفرض الجدلي بكون█  

  نتیجة:
  ین التالیین متكافئین:الشرط

  تقابل.   التابع -  1

  قابل للاختصار من الیمین و من الیسار.   التابع -  2
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  الخامسالفصل 

 قدرة مجموعة
 قدرة مجموعة منتھیة -5-1
 قدرة مجموعة غیر منتھیة -5-2
 المجموعات القابلة للعد -5-3
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  مقدمة:
ان نفس عدد العناصر، ھو مفھومٌ قدیم، حتى أنھ إن مفھوم المجموعتین المتساویتین بالقدرة أو اللتین تملك

  یمكن ادراكھ دون استخدام مفھوم الأعداد. 

ففي العصور القدیمة و قبل أن یتعرف الإنسان على الكتابة وعلى الأعداد، كان الراعي عندما یخرج 
ف صباحاً لرعي خرافھ، یأخذ معھ مجموعة من الحصاة، فیضع في جیبھ حصاة واحدة مقابل كل خرو
یخرج معھ للرعي، وعند العودة من الرعي یتفقد قطیعھ بأن یخرج من جیبھ حصاة واحدة مقابل كل 

خروف یعود من الرعي، فإذا انتھى ما في جیبھ من الحصاة عند عودة آخر خروف من الرعي، تأكد أن 
ل بین مجموعة عدد الخراف كاملاً ولم ینقص منھم شيء. إن ما یقوم بھ ھذا الراعي ھو إنشاء تابع تقاب

الخراف لدیھ ومجموعة الحصاة التي في جیبھ. إن وجود مثل ھذا التقابل یعني أن للمجموعتین نفس 
العدد من العناصر. و بالتالي عند تأكد الراعي من أن عدد الخراف في الصباح ھو نفسھ عدد الحصاة 

عدد الخراف ھو ذاتھ فلم تزد  التي في جیبھ و ھو كذلك نفس عدد الخراف في المساء، استنتج الراعي أن
  و لم تنقص.

  قدرة مجموعة منتھیة -5-1

  تعریف:
  . | |أو  ( )    بأنھ عدد عناصرھا، ونرمز لھ   نعرِّف قدرة مجموعة منتھیة 

,4,7}       فمثلاً   } = |{4,7,  }| = 3 ,      (∅) = 0  
  خواص أساسیة :

, لتكن    ئذٍ فإنأي مجموعتین منتھیتین عند  

, إذا كانت المجموعتین   – 1 ∪ |  منفصلتین ( أي تقاطعھما خالي )  فإن     | = | | + | | 
∪ |  بشكلٍ عام لدینا – 2  | = | | + | | − | ∩  | 
∖ |  لدینا – 3  | = | | − | ∩  | 
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, من أجل أي ثلاث مجموعات منتھیة  – 4  , ∪ |  فإن    ∪   | = | | + | | + | | − | ∩  | − | ∩  | − | ∩  | + | ∩  ∩  | 
,  من أجل أي مجموعات منتھیة  – 5   , … , ∪  |  فإن      ∪⋯∪   | =  |  |     −     ∩    +     ∩   ∩                     

+⋯+ (−1)    |   ∩    ∩⋯∩    | + ⋯+        ⋯      

(−1)  |   ∩    ∩⋯∩      | + (−1)   |  ∩⋯∩   |        ⋯        

∪  |  و یمكن اختصار المجامیع التالیة كما یلي   ∪⋯∪   | =     (−1)    |   ∩    ∩⋯∩    |        ⋯           

∶   }إذا كانت الأسرة  – 6   ∈ | |  فإن   تشكل تجزئة للمجموعة   {  =  |  | ∈  

× |  إن عدد عناصر الجداء الدیكارتي لمجموعتین یساوي جداء عددي عناصرھما، أي أن  – 7  | = | | × | | 
| |  ما ھو أصغر تماماً من عدد مجموعاتھا الجزئیة، أي أن 21دد عناصر مجموعة منتھیةإن ع – 8 < | ( )| = 2| | 

∋ ∀یمكن باستخدام الاستقراء الریاضي إثبات أن    ℕ ∶  < 2   .  

  سؤال:
, }و مستقره  {1,2,3}ھل یمكن إیجاد تطبیق متباین منطلقھ    ؟ { 

, }قھ ھل یمكن إیجاد تطبیق غامر منطل   ؟ {1,2,3}و مستقره  { 

  الجواب في كلتا الحالتین لا (لماذا !؟ )
                                                           

 ت غیر المنتھیة.سنرى في فقرة قدرة مجموعة غیر منتھیة أن ھذه الخاصة تنقى صحیحة من أجل المجموعا 21
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  :22نتائج
∶ أي مجموعتین منتھیتین غیر خالیتین، ولیكن   , لتكن   تطبیق ما، عندئذٍ    ⎯⎯⎯⎯                    

1 –  ⇐  | | >   غیر متباین . | |

| |متباین    – 2 ≤ | |  ⇐  .  

3 –  ∶                     ⎯⎯⎯⎯      ⇐   | | <   غیر غامر. | |

4 –   ∶ | |غامر       ⎯⎯⎯⎯                     ≤ | |  ⇐ . 

5 –   ∶ | |تقابل       ⎯⎯⎯⎯                     = | |   ⇐ .  

∶ إذا وُجِدَ تطبیقین  – 7                     ⎯⎯⎯⎯    ،ℎ ∶ | | 23متباینین فإن   ⎯⎯⎯⎯                     = | | .  

∶ إذا كان التطبیق  – 8   متبایناً فإنھ سیكون تقابلاً .   ⎯⎯⎯⎯                    

|( ) |ذلك لأن   = ( ) ، و | | ⊂ ( ) ، وبالتالي فإن   =   غامر.  ، فالتابع   

بإمكاننا تفسیر ذلك بطریقة أخرى، بما أن التابع متباین فكل عنصر من المستقر سیصلھ سھم واحد على 
. وبما أن عدد الأسھم یساوي عدد عناصر المنطلق (حسب | |كثر، ولدینا عدد عناصر المستقر الأ

. نستنتج أن كل عنصر سیصلھ سھم وحید. ، وبالتالي فالتابع  | |شرط التابع) ، أي عدد الأسھم ھو 
  تقابل. 

∶ إذا كان التطبیق  –9    .، فإنھ سیكون تقابلاً غامراً    ⎯⎯⎯⎯                    

بما أن التابع غامر فإن كل عنصر من المستقر سیصلھ سھم واحد على الأقل، أي على الأقل عدد الأسھم 
)، وبما أن عدد الأسھم یساوي عدد عناصر المنطلق (حسب  | |(لأن عدد عناصر المستقر  | |ھو 

ید، وبالتالي فالتابع . فإن كل عنصر من المستقر سیصلھ سھم وح | |شرط التابع)، أي عدد الأسھم ھو 
  تقابل. 

  ملاحظة:
، لا یوجد أي  محتواه تماماً في   مجموعة منتھیة ما، فإنھ من أجل أي مجموعة   إذا كانت  – 1

  . , تقابل بین المجموعتین 

، لا یوجد أي تقابل  محتواه تماماً في   نھ من أجل أي مجموعة تحقق أ  المجموعة إذا كانت  – 2
  منتھیة.  ، عندئذٍ فإن المجموعة  , موعتین بین المج

                                                           
 اتاً لھا. التحقق من خاصة ما بذكر الأمثلة لا یعتبر برھاناً، لذلك فإن التساؤل السابق قبل النتائج ھو تمھید للنتائج الأربعة الأولى ولیس اثب 22

  برنشتاین .  -ھذه الخاصة تبقى صحیحة من أجل المجموعات غیر المنتھیة، و تدعى مبرھنة كانتور 23
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، فإن   محتواه تماماً في   مجموعة  و   المجموعةتقابل بین  مجموعة ما، وإذا وُجِدَ   إذا كانت  – 3
  غیر منتھیة.  المجموعة 

تماماً  محتواه  مجموعة  و   المجموعةتقابل بین ما غیر منتھیة، فإنھ یوجد مجموعة   إذا كانت  – 4
  .)ھنا لیست كیفیة ولكن مختارة باختیار مناسب  المجموعة (  في 

فمثلاً یوجد تقابل (تحقق من ذلك) بین مجموعة الأعداد الصحیحة ومجموعة الأعداد الزوجیة الصحیحة 
∶   وھو التابع التالي ℤ                    ⎯⎯⎯⎯ 2ℤ   ;    ↦ 2   

  قدرة مجموعة غیر منتھیة -5-2

  تعاریف:
∶  مثل إن لھما نفس القدرة إذا وُجِدَ تقابل بینھما  , نقول عن مجموعتین غیر منتھیتین  •                     ⎯⎯⎯⎯   

( )      و سنرمز ذلك  = | |أو                   ( )     = | |  

نفس القدرة، وسنرمز ذلك   , و في خلاف ذلك فإننا سنقول إنھ لیس للمجموعتین  | | ≠ ∶ ، وفي ھذه الحالة فإن كل تطبیق  | |   لن یكون تقابلاً.     ⎯⎯⎯⎯                    
| |، وسنرمز ذلك  أصغر أو تساوي قدرة المجموعة   نقول إن قدرة المجموعة  • ≤ | |  ،

∶ تابع متباین مثل  وُجِدَ إذا                      ⎯⎯⎯⎯   . 
| |، وسنرمز ذلك  ماماً من قدرة المجموعة أصغر ت  نقول إن قدرة المجموعة  • < | |  ،

| | ) إذا تحقق ما یلي ≠ | | )    ∧     ( | | ≤ | | ) 
  نتیجة:

⊃ بحیث   ,  من أجل أي مجموعتین – 1 | |فإن    ≤ ∶      تابع التباین القانوني ذلك لوجود  . | |                     ⎯⎯⎯⎯   ;    ↦ | |  و بالتالي باین. ھو تابع مت،     ≤ | | 
| |مجموعتین غیر منتھیتین و تحققان   , إذا كانت  – 2 ≤ ∶   ، فإنھ یوجد تطبیق متباین  | |                  ⎯⎯⎯   

∶ و بالتالي فإن التطبیق                   ⎯⎯⎯  ( ) ; ↦  ( ) ≔ ( ) تقابل. و بما أن    ( )  ⊂   
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∶   . فمثلاً التطبیق التالي  ( ) , بین المجموعتین  فإننا أحیاناً نطابق ℝ                 ⎯⎯⎯ ℝ   ;    ↦  ( ) = ( , 0) 

, ℝمتباین، لذلك وبالمطابقة بین المجموعتین  {( , 0) ∈ ℝ ∶  ∈ ℝ }   فإننا نعتبر أن ℝ ⊂ ℝ   

  . ℝتوي الدیكارتي محتوى في المس ℝو نمثل ذلك ھندسیاً بالقول إن محور الأعداد الحقیقیة 

  المجموعات القابلة للعد : -5-3

  تعریف:
 .ℕ 24إنھا قابلة للعد إذا وجد تقابل بینھا و بین مجموعة الأعداد الطبیعیة   نقول عن مجموعة 

| ℕ |  أي إذا كان  = | | 
∶   ، ذلك لأنھ إذا كان و في ھذه الحالة فإنھ یمكن عدّ عناصر المجموعة  ℕ                 ⎯⎯⎯   

∋  ∀  تقابل ما، و بوضع  ℕ ,      ≔  ( ) 

=   فإن  {  ,     ,  , … } 
  نتیجة:

=   )   بالشكل التالي (أو بعبارةٍ أخرى: إذا أمكن عدّ عناصر المجموعة   إذا أمكن كتابة المجموعة  {  ,     ,  , … } 
  ستكون قابلة للعد.  فإن المجموعة 

  ):1ثال (م
ℕ، فإن المجموعة ℕمجموعة جزئیة منتھیة من   إذا كانت  ∖ ستكون قابلة للعد. كما أنھ إذا كانت    ℕو بحیث أن المجموعة  ℕمجموعة غیر منتھیة و جزئیة من    ∖ غیر منتھیة أیضاً، فإن   

ℕالمجموعة  ∖  ستكون قابلة للعد.  
                                                           

، و ھذین  ∗ℕن یعرف المجموعة القابلة للعد بأنھا مجموعة یوجد تقابل بینھا و بین مجموعة الأعداد الطبیعیة المغایرة للصفر بعض المؤلفی 24
∶ التعریفین متكافئین وذلك لوجود التقابل التالي  ℕ → ℕ∗ ;  ↦  ( ) ≔  + 1  . 
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  ):2مثال (
ℕ المجموعة  = {  ∶  ∈ ℕ}   حیث ) ∈ ℕ∗ قابلة للعدّ وذلك لأن (   ℕ = {0, , 2 , 3 , … } 

∶   كما یمكن تفسیر ذلك بطریقة أخرى، وھي وجود التقابل التالي  ℕ                 ⎯⎯⎯  ℕ ;    ↦  ( ) =    

  ):3مثال (

ℤ  قابلة للعد لأن ℤمجموعة الأعداد الصحیحة  = {0,1,−1,2,−2,3,−3, … } 
∶   د بالاعتماد على التقابل التاليقابلة للع ℤكما یمكن تفسیر كون  ℕ                 ⎯⎯⎯ ℤ ∀ ∈ ℕ ∶    (2 ) ≔  −   ,    (2 + 1) ≔  + 1 

({0,1,2,3,4,5,6}) لاحظ أن :  = {0,1,−1,2,−2,3,−3}     

  :نتائج
  كل مجموعة جزئیة غیر منتھیة من مجموعة قابلة للعد ستكون قابلة للعد.   – 1

∶ ن لیك – 2 قابلة للعدّ فإن   تابعاً متبایناً بین مجموعتین غیر منتھیتین، عندئذٍ إذا كانت    ⎯⎯⎯                    كذلك.  

|( ) | ذلك لأن  = فإن  1، و بالتالي حسب  مجموعة جزئیة غیر منتھیة من  ( ) ، كما أن  | |   كذلك.   قابلة للعد ، وبالتالي  ( ) 

  قابلة للعد.  ℕالمجموعة  – 3

= ℕ  كما یلي    ℕلك لأنھ یمكن كتابة المجموعة  ذ {(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), …, (0, ), (1, − 1), (2, − 2), … , ( − 1,1), ( , 0), … } 

  الجداء الدیكارتي لمجموعتین قابلتین للعد ھو مجموعة قابلة للعد. – 3

  تقابلینمجموعتین قابلتین للعد فإنھ یوجد   , لأنھ إذا كانت 



70 
 

 © 2013د. وسام طلب       
  

 ∶ ℕ                 ⎯⎯⎯      ,     ∶ ℕ                 ⎯⎯⎯   

ℎ  وبالتالي فإن التابع التالي سیكون تقابل ∶ ℕ × ℕ                 ⎯⎯⎯  ×    ;    ( , ) ↦ ℎ( , ) ≔   ( ), ( )  
ℕوبما أن  × ℕ  فإن 2قابلة للعد (حسب ( ×   كذلك.  

  مبرھنة:
  ة للعد.قابل ℚمجموعة الأعداد العادیة 

  الاثبات:

∶   التطبیق التالي متباین ℚ                 ⎯⎯⎯ ℤ   ;  ↦      ≔ ( ,  )  
من النتیجة السابقة  2من النتیجة السابقة) و التابع السابق متباین فحسب  3قابلة للعد (حسب   ℤوبما أن 

 █قابلة للعد.   ℚفإن 

  مثال:
=    المجموعات التالیة قابلة للعد    + 7 − 1 ∶  ∈ ℕ ∖ {1}  ,  =  √  ∶  ∈ ℕ ,  = ℚ ∖ ℤ 

  سنقبل المبرھنة التالیة دون برھان

  مبرھنة:
  . ℝو مجموعة الأعداد الحقیقیة  ℕلا یوجد أي تقابل بین مجموعة الأعداد الطبیعیة 

  ):4مثال (
[∶   التابع −  2 , + 2 [                ⎯⎯⎯ ℝ  ;  ↦  ( ) ≔      

( )    تقابل لأنھ غامر و مستمر ومتزاید لكون  = 1 +     > 0   ;   ∀  ∈] −  2 , + 2 [ 
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|ℝ|و بالتالي     = | ] −   , +   [ | .  

  نتائج:
> من أجل كل  – 1  ,  < ∶   فإن التابع التالي تقابل   [ ,  ]                 ⎯⎯⎯ [ , ] ; ↦  ( ) ≔  +  −   −   ( −  ) 

( )  لأنھ مستمر و متزاید (حیث  =       > ( ) ) كما أن   0 =   , ( ) =    .  

  إذاً أي مجالین مغلقین لھما نفس القدرة.

> من أجل كل  – 2  ,  < , [∶   فإن التابع التالي تقابل    [                ⎯⎯⎯ ] , [ ; ↦  ( ) ≔  +  −   −   ( −  ) 

, [ |  ومنھ   [ |=|] , [ |  , ∀   <  ,  <   

|ℝ|  لكن وجدنا في المثال السابق أن  = | ] −  2 , + 2 [ | 
|ℝ|  و منھ  = | ] ,  [ |    ,   ∀   <   

> من أجل كل  – 3 |ℝ|  فإن    = | ] ,  [ | = | [ ,  ]| 
  مبرھنة :

| |  فإن   من أجل أي مجموعة  < | ( )| 
  الاثبات:

| |  نعلم أن  ≤ | ( )| 
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∶   و ذلك لأن التابع التالي متباین                  ⎯⎯⎯  ( ); ↦  ( ) ≔ { } 

  .  ( ) ,  والآن لنبرھن أنھ لا یوجد أي تقابل بین 

∶   لنفرض جدلأً وجود تقابل                   ⎯⎯⎯  ( )  
≕   ولنعرّف المجموعة {  ∈  ∶  ∉  ( ) } ∈  ( )  

( ) یحقق   غامر فیوجد عنصر   عندئذٍ بما أن  =   ، و بالتالي لنمیز حالتین:  

∋ الحالة الأولى :      ∈  ⇒  ∉  ( ) =   

  مستحیلة.

∌ الحالة الثانیة :      ∉  ⇒  ∈  ( ) =   

  مستحیلة.

∶ إذاً نستنتج أن الفرض الجدلي بوجود تطبیق ما تقابل    ھو فرض خاطئ.  ( )  ⎯⎯⎯                 

| |وبما أن  ( ) , ن المجموعتین إذا لا یوجد أي تقابل بی ≤ | |فإن  |( ) | < | ( )| .█ 

  

  

  

  

  

  

  

  



73 
 

 © 2013د. وسام طلب       
  

  السادسالفصل 

 خوارزمیة القسمة والأعداد الأولیة
 ℤالقسمة في  -6-1
 القاسم المشترك الأكبر لعددین صحیحین -6-2
 ددین طبیعییناسم المشترك الأكبر لعخووارزمیة اقلیدس لإیجاد الق -6-3
 العددان الأولیان فیما بینھما -6-4
 الأعداد الأولیة -6-5
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 :القسمة في  -6-1

  مقدمة:
 17دین طبیعیین مغایرین للصفر، مثل لقد تعلم الطالب منذ مراحل الدراسة الابتدائیة أنھ من أجل أي عد

تكرر لنجد أنھ بعد تكرار بشكل م 5 العدد 17، فإننا نطرح من العدد 5على  17، لإیجاد ناتج قسمة 5و 
  . 2ثلاث مرات یبقى لدینا  العملیة

17  أي أن − 3 × 5 = 2 
17  و ھذا یعني أن = 3 × 5 + 2 
175  أو بعبارةٍ أخُرى = 3 + 25 

  .2ھو  5على  17، و باقي قسمة 3ھو  5على  17وعندھا نقول إن ناتج قسمة 

، و المبرھنة التالیة تبین 5على العدد  17دد إن ما قمنا بھ في المثال السابق یدعى خوارزمیة قسمة الع
  بشكلٍ عام خوارزمیة القسمة لعددین طبیعیین مختلفین (خوارزمیة قسمة العدد الكبیر على العدد الصغیر)

  مبرھنة:
∗ℕمن أجل كل  ∋ > بحیث   ,  , ، یوجد عددین طبیعیین وحیدین    =    یحققان     +          ;      0 ≤  <   

=   أي أن   +       ;      0 ≤  <   

    .على   باقي قسمة   ،   على   ناتج قسمة   سندعو : 

  الإثبات:

  أولاً: إثبات الوجود

∗ℕلنبرھن أنھ من أجل كل  ∋ > بحیث   ,  , ، یوجد عددین طبیعیین    =    یحققان     +          ;      0 ≤  <   
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ℕفإنھ یوجد   ضاعف للعدد م  إذا كان  ∖ {0,1} ∋ = یحقق     ≕  ∃  ، وبالتالي     ,  ≔ 0  ∶     =   +   

∋   و بالتالي فإن  لیس مضاعفاً للعدد   و الآن لنفرض أن  ℕ∗ ∖ { , 2 , 3 , … } 
∗ℕومنھ یوجد  ∋ >    یحقق    < ( + 1)  

0  و بالتالي فإن <  −   <   

=   ومنھ    + ( −   ) =   +   

≕   حیث   ,  ≔  −    

0كما أن  <  <   ، و بھذا یتم اثبات الوجود.   

  ثانیاً: إثبات الوحدانیة

0لنفرض أنھ من أجل  <  < =   بطریقتین كما یلي   أمكن كتابة      +  =    +  ′ 
≥ ولنفرض أن  − )  ة مشابھة) عندئذٍ فإن(دون انقاص العمومیة ، حیث الحالة المعاكسة تعامل معامل  ′    )  =   −     −  ≥ 0  ⇒    −   ≥ 0   

− فإذا فرضنا جدلاً أن    > ≤    ، فنجد أن 0   −  = ( −   ) ≥   

0و ھذا یناقض كون  ≤   < − ، إذاً الفرض الجدلي بكون     >   خاطئ،  0

− و بالتالي فإن     = = أي  0 = ، و ′       .█  
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  ملاحظة:
≥ المبرھنة السابقة تبقى صحیحة من أجل   .  

=   حیث في ھذه الحالة فإن الكتابة     +    ;    0 ≤  <   

≠ ستكون تافھة . ففي حالة  > (أي     =   ) نجد   × 0 +    ;     0 ≤  <     
=    أو 0 +    

= و في حالة  =   فإن    × 1 + 0    ;     0 ≤    ≔ 0 <   

  من ھذه الملاحظة و المبرھنة السابقة نستنتج صحة المبرھنة التالیة

  مبرھنة:
∗ℕمن أجل كل  ∋ , ، یوجد عددین طبیعیین وحیدین  ,  =   یحققان      +       ;      0 ≤  <   

    .على   باقي قسمة   ،   على   ناتج قسمة   سندعو : 

  تعریف:
∗ℕ، أي أنھ یوجد  0ھو   على   ي قسمة إذا كان باف ∋ = یحقق       ، فإننا سنقول إن    

.  وكذلك سنقول إن العدد   |  و سنرمز ذلك ،  ھو من عوامل   ، أو  قاسم للعدد   أو  ، یقسم   . مضاعف للعدد   

  نتیجة: 
∗ℕ إذا كان  ∋ ∧      |    ، بحیث  , ,        |   

+  |    فإن     ,       |  −      ,      |   . +  .    ;   ∀ , ∈ ℕ 
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، و التي تعمم ℤسنقبل دون برھان المبرھنة التالیة و التي تدعى مبرھنة خوارزمیة القسمة في 
 ℕخوارزمیة القسمة في 

  )مبرھنة: (خوارزمیة القسمة في 
∗ℤمن أجل كل  ∋ , دین ، یوجد عددین صحیحین وحی ,  =   یحققان      +       ;      0 ≤  < | | 

175−  فمثلاً  = (−4)(5) + 35   17−5 = (4)(−5) + 35 −17−5 = (−3)(−5) + 25 

  القاسم المشترك الأكبر لعددین -6-2

  تعریف:
∗ℕنقول عن العدد  ∋ ∗ℕإنھ قاسم مشترك أكبر للعددین    ∋   ، إذا تحقق الشرطین: , 

∧   |  ، أي أن    , ھو قاسم مشترك للعددین   عدد ال  – 1     |    . 

∧    |    ، أي أن , یقبل القسمة على (وبالتالي أكبر من ) أي قاسم مشترك آخر للعددین   العدد  – 2       |   ⇒      |   ⇒   d ≤ d  
  .( , )، وسنرمز لھ موجود و وحید  ,  لصفرالقاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعیین مغایرین ل

أما مسألة وجود القاسم المشترك الأكبر لعددین فتنتج من كون مجموعة القواسم المشتركة لھذین العددین 
  . ℕمجموعة جزئیة منتھیة من 

  كما أن وحدانیة القاسم المشترك الأكبر تنتج من تعریف القاسم المشترك الأكبر.

كل منھما قاسم مشترك أكبر لعددین ما، فإنھ من الشرط الثاني لتعریف القاسم    ,  حیث أنھ إذا كان 
≥    المشترك الأكبر نجد أن      ∧      ≤    

=  و بالتالي     .  
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  :طبیعیین اقلیدس لإیجاد القاسم المشترك الأكبر لعددین قسمة خوارزمیة -6-3
∗ℕسابقة أنھ من أجل كل نعلم حسب مبرھنة  ∋ > بحیث   ,  ، یوجد عددین طبیعیین وحیدین      , 0  یحققان     <  <     ⇒      =    +        ;      0 ≤   <   

≠    25فإذا كان ∗ℕفإنھ بتطبیق خوارزمیة القسمة على العددین  0 ∋ 0  نجد   ,   <   <     ⇒      =     +        ;      0 ≤   <    

≠    26و إذا كان ∗ℕ، فإنھ بتطبیق خوارزمیة القسمة على العددین  0 ∋   , 0  نجد     <   <      ⇒       =     +        ;      0 ≤   <    
≠  فإذا كان   0  نتابع العملیة  0 <   <      ⇒       =     +        ;      0 ≤   <    

0  فإن  وھكذا... وبشكلٍ عام في المرحلة رقم  <   <      ⇒         =       +          ;      0 ≤     <                

0   وبما أن ≤     <   < ⋯ <   <   <   

;   ∀، لأن   ھ بعد عدد منتھي من المراحل ( عددھا لا یتجاوز فإن   ≤  − =  ) سیكون      0  
≤ ، حیث   من أجل اختیار مناسب للعدد  1.  

=  لنفرض مثلاً أن  (للتوضیح فقط وتسھیل الحساب، والحالة العامة تعالج بشكل مشابھ)، عندئذٍ  0
  فإن 

1( 0 <  <      ⇒       =    +        ;      0 <   <    
2( 0 <   <     ⇒      =     +        ;      0 <   <     
3( 0 <   <      ⇒       =     +        ;      0 <   <     

                                                           
=  إذا كان  25 = فإن  0   .  , مشترك الأكبر للعددین ھو القاسم ال  و بالتالي      

=   إذا كان  26 = فإن 0 =    یقسم   و بالتالي   یقسم    ذلك لأن  .  , ھو القاسم المشترك الأكبر للعددین    و بالتالي          +   فإن  , للعددین  ′ مثل  مشترك آخرأي قاسم  ھ من أجلكما أن.  , قاسم مشترك للعددین    ، إذاً      

    |  −   = ≥  و بالتالي        .  
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4(  0 <   <      ⇒       =                                                                   

    ھو القاسم المشترك الأكبر للعددین  ,   عندئذٍ فإن

=      كما أنھ   ( , ) =  . + 27عددین صحیحین   ,  یحققان   .    یوجد 
=         حسب  )       ، یكفي ملاحظة أن  , ھو القاسم المشترك الأكبر للعددین    لإثبات أن      + =        حسب  )       + =          حسب  )      +     

 1)فإنھ من   , أي قاسم مشترك للعددین   . كما أنھ إذا كان   , قاسم مشترك للعددین    إذاً 
≥ ، ومنھ   |  نستنتج أن  3)، ومن   |  نستنتج أن  2)، ومن ثم من     |  نستنتج أن    . 

=    یحققان  , و الآن لنثبت أنھ یوجد عددین صحیحین  ( , ) =  . +  .  (3 ⇒     =   − =       حسب  )      −     ⇒   =   −   ( −     )  ⇒   = (1 +     )  −                (              = (1 +     )( −   ) −     ⇒   = (1 +     ) − (  +   +       ) =   . +  .        

  تمرین:
  .48،  1000أوجد القاسم المشترك الأكبر للعددین 

(1000,48)  الذین یحققان   , ثم أوجد   = 1000  + 48   

  الحل:

1( 48 < 1000 ⇒ 1000 = (48)(20) + 40  ;    40 < 48               
2( 40 < 48      ⇒       48 = (40)(1) + 8  ;   8 < 40                     
3(     8 < 40      ⇒       40 = (8)(5)                                                    

                                                           
( ,)العددین الصحیحین  27 =  . + (2,3)لیسا وحیدین بالضرورة، فمثلأ   ,   الذین یحققان   .  = (2,3)  ، كما أن 1 = 1 = (1)(3) + (−1)(2) = (−1)(3) + (2)(2) = (3)(3) + (−4)(2) 
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8ومنھ  = (1000,48) .  

(1000,48)  ن یحققانلذیا   , لإیجاد   = 1000  + 48   

8  نجد 2)من  = 48 − 40 

8  نجد  1)بالاستفادة من  = 48 − (1000 − 20 × 48) = (−1)1000 + (21)48 

= ومنھ   −1 , = 21 .  

  العددان الأولیان فیما بینھما -6-4

  تعریف:
∗ℕ نقول عن عددین  ∋   . 1ما إنھما أولیان فیما بینھما إذا كان القاسم المشترك الأكبر لھ , 

+ .   یحققان    , وعندھا فإنھ یوجد عددین صحیحین   .  = 1  
  . (Bezout)تدعى ھذه المساواة مساواة بیزو

1  ، كما أن1أولیان فیما بینھما لأن القاسم المشترك الأكبر لھما  14و  9فمثلاً العددین  = (2)(14) + (−3)(9) = (−7)(14) + (11)(9)   
2  ، كما أن2ن فیما بینھما لأن القاسم المشترك الأكبر لھما غیر أولیی 14و  10لكن العددین  = (3)(10) + (−2)(14) = (3)(14) + (−4)(10) 

  ملاحظة:
=   وجدنا سابقاً أن الاقتضاء التالي صحیح ( ,  )  ⇒   ∃   ,  ∈ ℤ ∶    .  +  .  =    
=  ، أي أن التكافؤ التالي غیر صحیحلكن عكس ھذا الاقتضاء غیر صحیح ( ,  )  ⇔   ∃   ,  ∈ ℤ ∶    .  +  .  =    
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, )للعدد   ذلك لأن أي مضاعف  سیحقق العلاقة في الطرف الأیمن دون أن یحقق الشرط في  ( 
  الطرف الأیسر.

= في حالة خاصة إذا كان  ,   ∃  فإن التكافؤ السابق یصبح صحیح، فإذا فرضنا أنھ 1  ∈ ℤ ∶    .  +  .  = 1 

, رك للعددین قاسم مشت ′ فمن أجل كل  ∧  |    نجد       |  ⇒   | .  +  .  = 1 ⇒   ≤ 1 ⇒   = 1 

, )ومنھ   ) = 1 .  

  وبھذا نكون قد أثبتنا صحة المبرھنة التالیة

  ) Bezoutمبرھنة: (مبرھنة بیزو 
, یكون العددان  , أولیان فیما بینھما إذا و فقط إذا وُجِدَ عددان صحیحان    .   ققان یح     +  .  = 1  

  تمرین:
, أولیان فیما بینھما، ثم أوجد العددین الصحیحین  144، 125أثبت أن العددین  144    الذین یحققان     +  125 = 1  

  الأعداد الأولیة  -6-5

  تعریف :
∗ℕنقول عن العدد  ∋  . ،1، أي إذا كان لھ قاسمان بالضبط و ھما 2إنھ أولي إذا كان عدد قواسمھ    

,2,3}وبعبارة ٍ أخرى فإنھ من أجل كل  … ,  − 1} ∋ , )فإن     ) = 1 .  

 . ، 1غیر أولي إذا وُجِدَ قاسم لھ مختلف عن   و بالتالي یكون العدد 

  . 1,4,10، و الأعداد التالیة غیر أولیة  2,3,5,19فمثلاً: الأعداد التالیة أولیة 

  ي.ھو العدد الزوجي الوحید الأول 2كما أن العدد 
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  نتیجة:
  كل عدد غیر أولي سیقبل القسمة على عدد أولي ما.

  الإثبات:

∗ℕ لیكن  ∋ ∗ℕعدد غیر أولي عندئذٍ فإنھ یوجد عدد   ∖ { , 1} ∋ غیر    ، فإذا كان   یقسم    
∗ℕأولي فیوجد ∖ {  , 1} ∋ لأعداد ، وھكذا نحصل على متتالیة متناقصة تماماً من ا   یقسم     

ھو   ( حیث    الطبیعیة و التي ستنتھي حتماً و بعد عدد منتھي من الخطوات بأحد الأعداد الأولیة مثل 
≥ عدد الخطوات، و   − 2 (  0 <   <     < ⋯ <   <   <   

∋  ∀  و ذلك لأن  {1,2, … ,  } ∶     ≤  −   
   ، و   یقسم    ، و ھكذا...، حتى     یقسم      ، و     یقسم    إذاً یوجد عدد أولي مثل 

  . یقسم    ، و بالتالي فالعدد الأولي  یقسم 

  مبرھنة: 
ℕكل عدد طبیعي  ∖ {0,1} ∋ كجداء لأعداد أولیة (بغض النظر عن ترتیب  وحیدیكتب بشكل    

,  ,  ) ، أي أنھ توجد أعداد أولیة 28المضاریب … =   تحقق     ,     …   

  الإثبات:

، لنفرض أن كل عدد طبیعي مغایر للصفر و أصغر تماماً من  لنبرھن ذلك بالاستقراء الریاضي على    كذلك.  یكتب بشكل وحید كجداء لأعداد أولیة ولنبرھن أن   

غیر أولي، و بالتالي حسب النتیجة السابقة   ن عدد أولي فقد تم المطلوب، لذلك لنفرض أ  إذا كان 
، فھو حسب الفرض الاستقرائي یكتب  أصغر تماماً من    ، وبما أن   یقسم   یوجد عدد أولي 

,  ,  بشكل وحید كجداء لأعداد أولیة مثل  … =   ، ومنھ    ,  .  .  …   

 █. (عللّ !) كجداء لأعداد أولیة   عداد أولیة تنتج من وحدانیة كتابة كجداء لأ  و وحدانیة كتابة 

  
                                                           

100سنعتبر مثلاً الكتابات التالیة متطابقة  أي أننا 28 = 2 × 5 = 2 × 5 × 2 = 2 × 5 × 2 × 5 = 5 × 2 = 5 × 2 × 5 × 2   
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  مبرھنة: 
  مجموعة الأعداد الأولیة غیر منتھیة. 

  الإثبات:

=   لنفرض جدلاً أن مجموعة الأعداد الأولیة منتھیة، و لتكن {  ,  , … ,   } 

1الطبیعي  ھي مجموعة كل الأعداد الأولیة، عندئذٍ فإن العدد <  = 1 + أكبر من     ⋯    
∌ ، و منھ  جمیع عناصر المجموعة  سیقبل القسمة على   ، و بالتالي حسب النتیجة السابقة فإن   

∈ عدد أولي ما  ∧     |     ، وبالتالي فإن        | − 1 =     …    

− |   و بالتالي  ( − 1) = أولي، إذاً الفرض الجدلي بكون    ، وھذا یناقض كون العدد 1
 █ مجموعة الأعداد الأولیة منتھیة خاطئ، و بالتالي مجموعة الأعداد الأولیة غیر منتھیة. 
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  سابعالالفصل 

 مدخل بسیط إلى نظریة الزمر
 قانون التشكیل الداخلي و العملیة الداخلیة على مجموعة -7-1
 ةأمثل -7-2
 صفات العملیة الداخلیة على مجموعة  -7-3
 مفھوم الزمرة -7-4
 أمثلة -7-5
 جدول كیلي لزمرة منتھیة -7-6
 الزمرة الجزئیة من زمرة -7-7
 التشاكلات الزمریة -7-8
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  خلي و العملیة الداخلیة على مجموعة:اقانون التشكیل الد -7-1

  تعریف:
∶ ∗  مجموعة ما غیر خالیة، سندعو أي تطبیق   لتكن   ×  →                   ( , ) ↦ ∗ ( ,  ) 

∗، ھو العنصر ∗وفق  ( , )، وعندئذٍ فإن صورة الثنائیة   قانون تشكیل داخلي على  ( , ،  من  ( 
∗ والذي سنرمز لھ    .  

، و سنقول في ھذه  عملیة داخلیة على  ∗، فإننا سندعو أیضاً  قانون تشكیل داخلي على  ∗إذا كان 
(أو بنیة  29بنیة جبریة (∗, )، وسندعو الثنائیة ∗مغلقة بالنسبة للعملیة   موعة الحالة إن المج

 .اختصاراً)

  أي أن

∋ ,    )    ⇔)     داخلیة على   ∗( العملیة        ⇒     ∗  ∈     ) 

  وبالتالي 

∋ ,  ∃  )    ⇔)     غیر داخلیة على  ∗( العملیة      ∶     ∗  ∉     )  

∋ ,   ھي عملیة داخلیة لأنھ ℕ) على +عملیة الجمع (فمثلأ إن  ℕ   ⇒     +  ∈ ℕ 

وھو التابع  ℕ) ھو قانون تشكیل داخلي على +مغلقة بالنسبة لعملیة الجمع، أي أن ( ℕإذاً المجموعة 
∶ +  التالي  ×  →                                      ( , ) ↦  +( ,  ) ∶=  +   

,ℕ)أي أن    بریة (أو بنیة اختصاراً).بنیة ج (+

∋ ,  ∃  لیست عملیة داخلیة لأنھ ℕ) على −بالمقابل فإن عملیة الطرح ( ℕ     ∶     −  ∉ ℕ 

= فمثلأ من أجل  0, = − ، نجد  1  = −1 ∉ ℕ.  

                                                           
فالفضاء الشعاعي،  ة).خارحیالأو  ةداخلیالتشكیل (الن وانیقعدد منتھي من تُعرَّف البنیة الجبریة، بشكلٍ عام، بأنھا مجموعة غیر خالیة مزودة ب 29

بقانون تشكیل داخلي و آخر خارجي.  لكن في كل ما یرد في دراستنا للزمر، البنیة الجبریة (أو البنیة اختصاراً) یقصد  مثلاً، ھو بنیة جبریة مزودة
  بھا مجموعة غیر خالیة مزودة بقانون تشكیل داخلي واحد فقط.
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، أي أن  ℕ) لیس قانون تشكیل داخلي على −غیرمغلقة بالنسبة لعملیة الطرح، أي أن ( ℕإذاً المجموعة  (ℕ,−)  بنیة جبریة (أو لیست بنیة اختصاراً).لیست 

  أمثلة: -7-2
,ℕ) :(تحقق من ذلك) كل مما یلي ھو بنیة جبریة -1 +), (ℤ, +), (ℚ, +), (ℝ, +), (ℂ, +) (ℕ,×), (ℤ,×), (ℚ,×), (ℝ,×), (ℂ,×) (ℚ∗,×), (ℝ∗,×), (ℂ∗,×), (ℚ∗,÷), (ℝ∗,÷), (ℂ∗,÷)      ({1,−1},×), ({1,0},×), ({1,−1},÷) ( {1,−1,  ,− },×),       ∈ ℂ ∶  ∈ ℝ ,×  , ( ℤ, +) 

∗ℕحیث  ∋ ≕nℤ  ، أي أن ھي مجموعة المضاعفات الصحیحة للعدد  ℤ ، و المجموعة   {nk ∶ k ∈ ℤ } = {… ,−3 ,−2 ,− , 0, , 2 , 3 , … } 
,(−,ℕ) :(علل ذلك)كل مما یلي لیس بنیة جبریة -2 (ℤ,÷), (ℚ,÷), ({1,2,3}, +) 
 ھي بنیة. (∩,( ) )فإن    من أجل أي مجموعة غیر خالیة  -3

, ℝ)إن  -4 ,  )  معرف كما یلي:  ℝبنیة، حیث الجمع على  (+   , … ,   ) + (  ,  , … ,   ) = (  +   ,   +   , … ,   +   ) 
,(ℝ)  )إن  -5 و   ھي مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة  (ℝ)  بنیة، حیث  (+

  ، والجمع المعرف علیھا ھو جمع المصفوفات المألوف.ℝبأمثال من 
ℤ)إن  -6  ℤ⁄ , ℤالمجموعة بنیة، حیث  (+  ℤ⁄  ھي مجموعة صفوف تكافؤ علاقة التطابق

≡    ، المعرفة كما یلي:  بالمقاس    (     )  ⇔    −  ∈  ℤ 
[ ]  )30عملیة الجمع على صفوف التكافؤ معرّفة كما یلي (یجب التحقق من كونھا معرّفة جیدأ حیث + [ ] ≔ [ +  ] 

 مع عملیة الجداء الخارجي للأشعة تشكل بنیة جبریة.  ℝمجموعة الأشعة في الفراغ  -7

 مع عملیة الجداء الداخلي للأشعة لا تشكل بنیة جبریة.  ℝمجموعة الأشعة في الفراغ  -8
ھي أداة الربط المنطقي  ∨بنیة ، حیث  (∨,  )مجموعة ما من القضایا، عندئذٍ فإن   لتكن  -9

, "أو"، حیث من أجل أي قضیتین  ∨ تكون القضیة    خاطئة بحالة واحدة فقط إذا كانت   
, كلتا القضیتین    خاطئتین بآنٍ واحد.  

 ت بنیة.إن مجموعة الأعداد الأولیة مزودة بعملیة الجمع لیس -10
,1}ھي مجموعة تبادیل (تقابلات) المجموعة    بنیة، حیث   (∘,  )إن  -11 … وھي  { ,

 (تُقرَأ "یلي")، وھي عملیة تركیب التوابع. ∘مزودة بالعملیة 
≠ لتكن  -12  بنیة. (∘,  )، فإن  إلى   مجموعة التوابع التقابل من    ، ولتكن  ∅

                                                           
,[ ]حیث أننا في ھذه الحالة نعرّف حاصل جمع المجموعتین  30 + ]بأنھ المجموعة  [ ]   لتحقق من أنھ إذا كانیجب ا.  [ 
   ≠   ,   ≠ [ ]و بحیث    = [  ], [ ] = + ]فإن  [  ]  ] = [  +   ] .  
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سطر   (المؤلفة من   جموعة المصفوفات المربعة من المرتبة ھي م (ℝ)   لتكن  -13
,(ℝ)   ). عندئذٍ فإن  ℝعمود) و القلوبة و بأمثال من    و . . )بنیة ، حیث  ( ھو ضرب  (

  المصفوفات المألوف. 

  صفات العملیة الداخلیة على مجموعة: -7-3

  تعاریف:
  بنیة  (∗, )، أي أن ∗لداخلیة مجموعة ما غیر خالیة مزودة بالعملیة ا  لتكن 

∋ ,  ∀ بنیة تبدیلیة) إذا تحقق (∗, )(أو   على  تبدیلیةإنھا  ∗نقول عن العملیة  -1  ∶    ∗  =  ∗      
∋ ,  ∀ لأنتبدیلیة ) ℤھي عملیة داخلیة على (و ℤعلى  عملیة الجمعفمثلاً،  ℤ ∶  +  =  +   

1,2 ∃  لأن ℤ) لیست تبدیلیة على  ℤى لكن عملیة الطرح ( وھي عملیة داخلیة عل ∈ ℤ ∶ 1 − 2 ≠ 2 − 1 
,  ∀  بنیة تجمیعیة) إذا تحقق (∗, )(أو   على  تجمیعیةإنھا  ∗نقول عن العملیة  -2  ,  ∈   ∶   ( ∗  ) ∗  =  ∗ ( ∗  )  

∗ )و في ھذه الحالة سنرمز للعنصرین المتساویین   ) ∗   ،  ∗ ( ∗ ∗   كما یلي  (   ∗   
∋  ∀  سنرمز  (∗, )التجمیعیة في البنیة  ℕ ,∀ ∈  ∶   ∗  ∗⋯ ∗ =    مرة               

,ℤ)فمثلأ في البنیة  , ,  ∀  الجمع عملیة تجمیعیة لأن (+  ∈ ℤ ∶ ( +  ) +  =  + ( +  ) 
,  ∃  الطرح لیس عملیة تجمیعیة لأنھ (−,ℤ)لكن في البنیة   ,  ∈ ℤ ∶ ( −  ) −  ≠  − ( −  ) 

2−  فمثلاً  = (1 − 1) − 2 ≠ 1 − (1 − 2) = 2 
,  ∃  عملیة القسمة لیست تجمیعیة، لأنھ (÷,∗ℚ)كما أنھ في البنیة   ,  ∈ ℚ∗  ∶ ( ÷  ) ÷  ≠  ÷ ( ÷  ) 

12  فمثلاً  = (8 ÷ 8) ÷ 2 ≠ 8 ÷ (8 ÷ 2) = 2 

∈  حیاديتملك عنصر  (∗, )نقول إن البنیة  -3 ∋  ∀   إذا تحقق      ∶   ∗  =  ∗  =   
,∗ℕ)، بینما البنیة 1ك حیادي ھو تمل (×,ℤ)فمثلاً البنیة    لا تملك حیادي. (+
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∈ تبدیلیة ، فلإثبات أن العنصر  (∗, )إذا كانت البنیة  حیادي یكفي التحقق من إحدى   
∈ العلاقتین التالیتین ( من اجل كل    (   ∗  =                         ،                 ∗  =   

  تبدیلیة  فیجب إثبات كلتا العلاقتین.بینما إذا لم تكن البنیة 
∈ . نقول إن العنصر  تملك حیادي  (∗, )لنفرض أن البنیة  -4 ∈  العنصر نظیرھو  ′     

∗  إذا تحقق   =   ∗  =     
ℤ، و العنصرین  1، الحیادي ھو  (×,ℤ)فمثلأ في البنیة  ∋ لكل منھما نظیر و نظیر  1, 1−

ℤصر نفسھ ، بینما العنصر كل عنصر منھما ھو العن ∋   لیس لھ نظیر.  2
∗ℚ، و لكل عنصر  1الحیادي ھو  (×,∗ℚ)في البنیة  ∋ ∗ℚنظیر    ∋ ∋  ∀  ، لأنھ    ℚ∗  ∶  1 ×  =  × 1 = 1 

∈ تبدیلیة ، فلإثبات أن العنصر  (∗, )إذا كانت البنیة  ∈ ھو نظیر العنصر  ′  یكفي   
∗   العلاقتین التالیتین التحقق من إحدى  ′ =                      ،               ′ ∗  =   

  بینما إذا لم تكن البنیة تبدیلیة  فیجب إثبات كلتا العلاقتین.

  ملاحظة:
كما یلي  (∗, )) للاختصار فقط. وعندھا سنرمز للبنیة *أحیانا ً نستعمل الرمز (.) بدلاً من ( – 1 ( , . = . ر ، و سندعو العنص(  ∗ (وھو لیس الجداء المألوف  ) جداء   ( أو اختصاراً    

.). و في حال كانت العملیة   لنظیر العنصر     . وسنرمز   , العنصرین  للأعداد) تجمیعیة  (
  مرة.  مع نفسھ   لناتج تشكیل العنصر    سنرمز 

تبدیلیة).  ∗ختصار فقط (وخاصةً إذا كانت العملیة ) للا*أحیانا ً نستعمل الرمز (+) بدلاً من ( – 2
, )كما یلي  (∗, )وعندھا سنرمز للبنیة  + ، و سندعو العنصر (+  =  ∗ (وھو  مجموع   

, العنصرین  لیس المجموع المألوف للأعداد) . و في حال كانت   لنظیر العنصر   −. وسنرمز   
  مرة.  مع نفسھ   شكیل العنصر لناتج ت   تجمیعیة سنرمز  (+)العملیة 

  نتائج:
  بنیة جبریة ما، عندئذٍ  (∗, )لتكن  

 الحیادي وحید إن وُجِدْ.  -1
 الإثبات:

, إذا فرضنا وجود حیادیین  ∗      لأن    حیادي=      فإن ′   ′    لأن   حیادي=       
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(عند وجوده) سیكون   نظیر أي عنصر  تجمیعیة و تملك حیادي، فإن (∗, )إذا كانت البنیة  -2
 وحید.

  الإثبات:
,′′ إذا فرضنا وجود نظیرین  =    ، فإن  للعنصر  ′    ∗  =   ∗ ( ∗    ) = (  ∗  ) ∗    =  ∗    =     

∈ من أجل كل  -3  , ∗ )، فإن     ) =   ∗    . 
. )كما یلي: ونعبر عن ذلك بالكتابة الضربیة   )  =    .      

+ )−:  ونعبر عن ذلك بالكتابة الجمعیة كما یلي  ) = (− ) + (− )  
∗ )  الإثبات:  ) ∗ (  ∗   ) =  ( ∗  ) ∗    ∗   =   ∗ ( ∗   ) ∗           = ( ∗  ) ∗   =  ∗   =   

∗  )  وكذلك    ) ∗ ( ∗  ) =  ( ′ ∗  ′) ∗   ∗  =   ′ ∗ ( ′ ∗  ) ∗            = ( ′ ∗  ) ∗  =  ′ ∗  =   

∗  نفسھ، و ذلك لأن  ھو   تملك حیادي، فإن نظیر العنصر الحیادي  (∗, )البنیة إذا كانت  -4  =   
′(′ )فإن   نظیر  ′ ، و إذا كان للعنصر   تملك حیادي (∗, )البنیة إذا كانت  -5 =   ، أي أن  

  . ھو   و بعبارةٍ أخرى نظیر نظیر ، ′ ھو نظیر 

=  (   )وفي الكتابة الضربیة نعبِّر عما سبق كما یلي :    .  

( −)−وفي الكتابة الجمعیة نعبِّر عما سبق كما یلي :  =   .  

  الزمرةمفھوم  -7-4

  تعریف:

ھا نظیرٌ فیھا. أي إذا إنھا زمرة إذا كانت تجمیعیة وتملك حیادي و لكل عنصر من (∗, )نقول عن البنیة 
  تحقق:

1- ∀  , ,  ∈  ∶ ( ∗  ) ∗  =  ∗ ( ∗  ) 
2- ∃  ∈  ∶   ( ∗  =  ∗  =   ,∀ ∈  ) 
3-  ∈  ⇒ (∃  ∈  ∶   ∗   =   ∗  =  ) 
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∋ , ∀  و إذا كانت الزمرة تحقق شرط التبدیلیة ، أي                 ∶  ∗  =  ∗                     
زمرة تبدیلیة أو تبادلیة أو آبلیة، نسبةً                                                                                       (∗, )سندعو 

  .Abelإلى الریاضي النروجي 

غیر تبدیلیة، إذا وُجِدَ  (∗, )و سنقول إن الزمرة 
∈                   عنصران                                             ,                                                                          

  یحققان

                    ∗  ≠  ∗   .  

  

Niels Henrik Abel  (1802-1829)                           

, )وفي حال الكتابة الضربیة سندعو  .   .  لنظیر     للحیادي،  1،   , لناتج تشكیل العنصرین   .   زمرة ضربیة، سنرمز: (

, )وفي حال الكتابة الجمعیة (وتستخدم غالباً للزمر التبدیلیة) سندعو  +   زمرة جمعیة، سنرمز: (+   .  لنظیر   −للحیادي،  0،   , لناتج تشكیل العنصرین   

عدد منتھي من العناصر، و في خلاف ذلك سندعوھا منتھیة إذا كانت مؤلفة من   وسنقول إن الزمرة 
  زمرة غیر منتھیة.

  أمثلة: -7-5
,ℤ) :(تحقق من ذلك) كل من المجموعات العددیة التالیة و المزودة بالعملیة المرفقة تشكل زمرة -1 +), (ℚ, +), (ℝ, +), (ℂ, +), ( ℤ, +) (ℚ∗,×), (ℝ∗,×), (ℂ∗,×),      ({1,−1},×), ( {1,−1,  ,− },×),       ∈ ℂ ∶  ∈ ℝ ,×    

ℕحیث  ∋ ≕nℤ  ، أي أن ھي مجموعة المضاعفات الصحیحة للعدد  ℤ ، و المجموعة   {nk ∶ k ∈ ℤ } = {… ,−3 ,−2 ,− , 0, , 2 , 3 , … } 
,ℕ) :(علل ذلك) كل من البنى الجبریة التالیة لیست زمرة -2 +), (ℕ,×), (ℤ,×), (ℚ,×), (ℝ,×), (ℂ,×), (ℚ∗,÷), (ℝ∗,÷), (ℂ∗,÷)   ({1,0},×), ({1,−1},÷), ({1,0},÷), 
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| |(بحیث   من أجل أي مجموعة غیر خالیة  -3 > تبدیلیة و  (∩,( ) )) فإن البنیة   1
( ) ، لكنھا لیست زمرة، لأنھ من أجل أي    تجمیعیة و تملك حیادي ھو  ∋ فإنھ لا  { }

( ) توجد أي  ∋ ∩ تحقق    { } = ( ) ، أي أن العنصر    ∋  لا یملك نظیر. { }

, ℝ)إن البنیة  -4  ℝزمرة، حیث الجمع على  (+
,  )  معرف كما یلي:    , … ,   ) + (  ,  , … ,   ) = (  +   ,   +   , … ,   +   ) 

,0,0)ھو تجمیعي (تحقق من ذلك)، العنصر الحیادي ھو  … ، و نظیر كل عنصر (0,  ℝ ∋ (  ,   , … , ∈ ℝ  ھو (    (−  −,   , … ,−  ) 
,(ℝ)  )إن البنیة  -5 ھي مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة  (ℝ)  زمرة، حیث  (+   ، والجمع المعرف علیھا ھو جمع المصفوفات المألوف.ℝو بأمثال من   
ℤ)إن  -6  ℤ⁄ , ℤالمجموعة زمرة، حیث  (+  ℤ⁄  ھي مجموعة صفوف تكافؤ علاقة التطابق

≡    ، المعرفة كما یلي:  بالمقاس    (     )  ⇔    −  ∈  ℤ 
[ ]  حیث عملیة الجمع على صفوف التكافؤ معرّفة كما یلي  + [ ] ≔ [ +  ] 

∶+لنتحقق أولاً من كون الجمع معرَّف جیداً، أي لنتحقق أن   ℤ  ℤ⁄ × ℤ  ℤ⁄ →  ℤ  ℤ⁄  
,[ ])  تطبیق، شرط التطبیق  [ ]) = ([  ], [  ])   ⇒   +([ ], [ ]) = +([  ], [  ]) ⇒  [ ] + [ ] = [ ′] + [ ′]  ⇒   [ +  ] = [  +  ′] 

,[ ])لنفرض أن  [ ]) = ([  ], [ ]ومنھ    ([  ] = [  ], [ ] = ∋  ,   ∃  و بالتالي  [  ] ℤ ∶  −   =    , −   =     ⇒  ( +  ) − (  +  ′) =    +    =  (  +   ) ⇒  [ +  ] = [  +  ′] 
ℤ)إذاً الجمع معرّف جیداً. و بالتالي   ℤ⁄ ,   بنیة. (+

ℤیمكن بسھولة التحقق من أن عملیة الجمع تبدیلیة وتجمیعیة في   ℤ⁄ .  
∋  ∀  ، لأن [0]حیادي ھو إن ال ℤ ∶ [ ] + [0] = [0] + [ ] = [ ] 

ℤكما أن نظیر كل   ℤ⁄ ∋ ℤھو  [ ]  ℤ⁄ ∋ [ ]  لأن [ −] + [− ] = [− ] + [ ] = [0] 
ℤ)فالبنیة   ℤ⁄ ,   زمرة تبدیلیة . (+

≕ ℤلنزود المجموعة  -7 فة كما یلي : (+)بالعملیة  {0,1,2,3} ∋ ,  ∀ المعرَّ ℤ  ∶    +  ≔ +  على 4)   (باقي قسمة  
0  فمثلاً  + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 0 + 2 = 2, 0 + 3 = 3 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, 1 + 3 = 0,  2 + 2 = 0, 2 + 3 = 1, 3 + 1 = 0, 3 + 3 = 2 
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، و لكل 0و تقبل عنصر حیادي (تحقق من ذلك)،   ℤتبدیلیة وتجمیعیة على  (+)ن العملیة إ
∈ ℤعنصر  ∈ ℤنظیر    = 0، حیث: ′  0, 1 = 3, 2 = 2, 3 = , ℤ). إذاً 1 +) 
  زمرة.

ℤ)إن  -8  ℤ⁄ ∖ {[0]}, .  عدد أولي).  زمرة (حیث  (
,[ ] ∀   حیث عملیة الضرب على صفوف التكافؤ معرّفة كما یلي  [ ] ∈ ℤ  ℤ⁄ ∖ {[0]}   ∶   [ ]. [ ] ≔ [ . ] 

∶ ∙  لنتحقق أولاً من كون الضرب معرَّف جیداً، أي لنتحقق من كون ℤ  ℤ ∖ {[0]}⁄ × ℤ  ℤ ∖ {[0]}⁄ →  ℤ  ℤ ⁄ ∖ {[0]}                          ([ ], [ ]) ↦ [ .  ] 
,[ ])  تطبیق، شرط التطبیق:  [ ]) = ([  ], [  ])   ⇒  ∙ ([ ], [ ])  =  ∙ ([  ], [  ]) ⇒  [ ]. [ ] = [ ′]. [ ′]  ⇒   [ .  ] = [  . ′] 

,[ ])  من الفرض لدینا [ ]) = ([  ], [  ])   
[ ]  ومنھ = [  ], [ ] = [  ] 

∋  ,   ∃  و بالتالي  ℤ ∶  =   +    , =   +     ⇒  .  −   .  = (  +    )(  +    ) −      =  (    +     +      ) ⇒  [ . ] = [  . ′] 
ℤعرّف جیداً على إذاً الضرب م  ℤ⁄ و بالتالي .(ℤ  ℤ⁄ , .   بنیة. (

ℤیمكن بسھولة التحقق من أن عملیة الضرب تبدیلیة وتجمیعیة في   ℤ⁄ .  
∋  ∀  ، لأن [1]إن الحیادي ھو  ℤ ∶ [ ]. [1] = [ . 1] = [ ] 
ℤو من أجل كل   ℤ⁄ ∖ {[0]} ∋ ℤ، فإن [ ] ∋ . و منھ  لیس مضاعف للعدد   و   

عدد أولي)، و بالتالي حسب مساواة بیزو، یوجد   أولیان فیما بینھما (لأن   , العددان  ℤ ∋ .   یحققان  ,   +  .  = 1 
.[ ]ومنھ  [ ] = ℤومنھ فللعنصر  [1]  ℤ⁄ ∖ {[0]} ∋ ℤ  نظیر ھو [ ]  ℤ⁄ ∖ {[0]} ∋ [ ′] 
ℤ)ومنھ    ℤ⁄ ∖ {[0]}, .   . زمرة (

,1}تبادیل (تقابلات) المجموعة  ھي مجموعة   زمرة، حیث   (∘,  )إن  -9 … وھي مزودة  { ,
 (تُقرَأ "یلي")، وھي عملیة تركیب التوابع. ∘بالعملیة 
بنیة لأن تركیب تقابلین ھو تقابل، وھي تجمیعیة لأن تركیب التوابع عملیة  (∘,  )أولاً إن 

,1}تجمیعیة، و الحیادي ھو التابع المطابق (و ھو تقابل) على  … نظیر   ل تقابل ، و لك{ ,
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∘   ویحقق    وفق عملیة التركیب ھو تقابلھ العكسي     =    ∘  =   { ,…, } 
≤ وتركیب التوابع عملیة غیر تبدیلیة (من أجل   زمرة غیر  (∘,  )، ومنھ ، علل ذلك!)3

≤ تبدیلیة (من أجل   3.(  
≠ لتكن  -10  زمرة. (∘,  )، فإن  إلى   قابل من مجموعة التوابع الت   ، ولتكن  ∅
سطر   (المؤلفة من   ھي مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة  (ℝ)   لتكن  -11

,(ℝ)   ). عندئذٍ فإن  ℝعمود) و القلوبة و بأمثال من    و . زمرة غیر تبدیلیة (من أجل  (  ≥ . ))، حیث  2  ھو ضرب المصفوفات المألوف.  (
= عالج الحالة لن   ، و الحالة العامة تُعالج بشكل مشابھ.2

,(ℝ)   )أي لنبرھن أن  . (ℝ)     زمرة غیر تبدیلیة، حیث ( ≔ { =       ∈   (ℝ)  ∶   det =   −   ≠ 0  }  
.         و الضرب ھو ضرب المصفوفات المألوف المعرَّف كما یلي   ′  ′ ′  ′ =     +   ′    +   ′   +   ′    +   ′  

=  نعلم أن ضرب المصفوفات ھو عملیة تجمیعیة وغیر تبدیلیة، و تقبل عنصر حیادي ھو   1 00 1   

(ℝ)   لأنھ من أجل أي مصفوفة  ∋ . فإن      =   . = . كما أن نظیر كل مصفوفة       (ℝ) ∋  =   ھي المصفوفة         

   = 1  −     − −     
= .     حیث 1  −     − −    .       = 1  −      −   00   −    =  1 00 1 =    

= .   و بحسابٍ مشابھ نجد أن  ,(ℝ)   )، ومنھ    .   زمرة غیر تبدیلیة. (

,(∗, )من أجل أي زمرتین  -12 × )فإن  (∘, )  ,Δ)  زمرة، حیث × ھو   
, ( ,ℎ)  ∀ معرّفة كما یلي: Δ، و العملیة   , الجداء الدیكارتي للمجموعتین  (ℎ , ′) ∈  ×   ∶    (ℎ, ) Δ (ℎ , ′) ≔ (ℎ ∗ ℎ , ∘  ′)  

تجمیعیة، كما أن  ∘,∗تجمیعیة لأن كل من العملیتین  Δكون العملیة  یمكن بسھولة التحقق من
× حیادي الزمرة  ,  )ھو    حیادي الزمرة    ، (∗, )ھو حیادي الزمرة    حیث  (  
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× ، ونظیر كل عنصر (∘, )  ∋ × ھو  ( , )  ∋ ∈ ، حیث (  ,  ) ھو  ′ 
∈ نظیر  ∈ ، و ∗للعملیة  بالنسبة   ∈ ھو نظیر  ′    . ∘بالنسبة للعملیة   

  نتائج:
 في الزمرة الحیادي وحید ( وجدنا سابقاً أنھ في أي بنیة جبریة الحیادي وحید إن وُجِدْ). -1
في الزمرة لكل عنصر نظیر وحید (وجدنا سابقاً أنھ في أي بنیة جبریة تجمیعیة النظیر وحید إن  -2

 وُجِدْ).
, )في أي زمرة  -3 . ∋  ∀  لدینا (  ∶ (   )  =   

  
, )في أي زمرة  -4 . ,   ∀  لدینا (   , … ,   ∈  ∶ (  .   …     .   )  =     .       …     .      
, ,  ∀ تتمتع بخاصیة الاختصار، أي أن (∗, )كل زمرة  -5  ∈  ∶ (  ∗  =  ∗      ⇒     =  ) ∀  , ,  ∈  ∶ (  ∗  =  ∗      ⇒     =  ) 

∗   لإثبات ذلك یكفي ملاحظة أن  =  ∗        ⇒        ∗ ( ∗  ) =   ∗ ( ∗  )   ⇒ (  ∗  ) ∗  = (  ∗  ) ∗     ⇒     ∗  =  ∗       ⇒      =   

, ,  ∀  وبشكل مشابھ یمكن اثبات الخاصة   ∈  ∶ (  ∗  =  ∗      ⇒     =  ) 
  

  جدول كیلي لزمرة منتھیة -7-6

  مبرھنة:
= إذا كانت المجموعة المنتھیة  {  =  ,   , … , ، فإننا سنشكل جدول ∗مزودة بالعملیة  {  

,1,2}عمود حیث، من أجل كل   سطر و   (سندعوه جدول كیلي) مكون من  … , } ∋   , ، سنضع  
∗  العنصر   و العمود رقم   في السطر رقم    . وعندئذٍ:  

 . بنیة جبریة فإن جمیع العناصر في جدول كیلي تنتمي إلى  (∗, )إذا كانت  -1
مكرر في كل سطر وكل عمود من   كل عنصر من عناصر  (∗, )في جدول كیلي للزمرة  -2

 الجدول مرة واحدة فقط. 
  لي متناظر بالنسبة للقطر الرئیسي.تبدیلیة إذا و فقط إذا كان جدول كی (∗, )تكون البنیة  -3
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  الإثبات:

  من المبرھنة واضحتین و بدیھیتین. 1،3إن الفقرتین 

∈ فرضنا أن ھناك عنصر ما ة تحقق شرط قابلیة الاختصار. لتنتج من كون الزمر 2إن الفقرة    
,    ینالعنصر كل من مرتین، مرة في عمود   مكرر في سطر العنصر  = ولنبرھن أن  ،     .

=   لدینا من الفرض   ∗   =   ∗    

=  و بالتالي حسب خاصیة الاختصار في الزمرة نجد أن  = ، أي     . 

  : )1(مثال

≕ ℤالمجموعة  زودنا لزمر، حیثعلى ا في سلسلة الأمثلة السابقة 7لنأخذ المثال رقم  {0,1,2,3} 
فة كما یلي :ا (+)بالعملیة  ∋ ,  ∀          لمعرَّ ℤ  ∶    +  ≔ +  على 4)    (باقي قسمة  

2   فمثلاً  + 2 = 0, 2 + 3 = 1, 3 + 1 = 0, 3 + 3 = 2 

, ℤ)و یمكن تشكیل جدول كیلي للزمرة    ، فنجد أنھ یعطى كما في الشكل المجاور(+

(باللون الأحمر الداكن) و الواقع في السطر الثالث و العمود  3العنصر فمثلاً 
باللون الأحمر  2الثاني ینتج عن تشكیل العنصر في السطر الثالث (و ھو 

باللون الأحمر الداكن) مع  1الداكن) مع العنصر في العمود الثاني (و ھو 
د لا تكون العملیة لأنھ بشكلٍ عام ق 1أولاً ومن ثم  2مراعاة الترتیب دوماً ( 

3تبدیلیة)، فیكون لدینا  = 2 + 1   .  

  

  :)2(مثال
,1−,1})إن جدول كیلي للزمرة    ھو  (×,{ −, 

 

  

  

  

  

3  2  1  0  +  
3  2  1  0  0  
0  3  2  1  1  
1  0  3  2  2  
2  1  0  3  3  

−    -1 1  × −    -1 1  1    −  1  -1  -1 
1 -1 −       

-1 1    −  −  
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  ):3مثال(
(  ℤ)   لنزود المجموعة ∶= {  ∈ ℤ  ∗ ∶ ( , 10) = 1} = { 1,3,7,9} 

,   ∀  ، أي أنھ 10بعملیة الضرب بالمقاس    ∈   ∶     .  ≔ .  على 10)  ( باقي قسمة  

1.1  فمثلاً: = 1, 1.3 = 3 , 1.7 = 7, 3.3 = 9, 3.7 = 1 3.9 = 7, 7.7 = 9, 7.9 = 3, 9.9 = 1 

= 1  فإن نظیر كل عنصر یعطى كما یلي: ومنھ  1, 3 = 7, 7 = 3, 9 = 9 

  ى كما یلي: وجدول كیلي یعط

9 7  3  1  ∙  
9  7  3  1  1  
7  1  9  3  3  
3  9  1  7  7  
1  3  7  9  9  

  ):4مثال(
( ℤ)   لنزود المجموعة ∶= {  ∈ ℤ ∗ ∶ ( , 7) = 1} = { 1,2,3,4,5,6} 

,   ∀ ، أي أنھ:         7بعملیة الضرب بالمقاس    ∈   ∶     .  ≔ .  على 7)    (باقي قسمة  

3.2  فمثلاً: = 6, 3.3 = 2 , 3.4 = 5, 3.5 = 1, 3.6 = 4 4.4 = 2, 4.5 = 6, 4.6 = 3, 5.5 = 4, 5.6 = 2, 6.6 = 1 ⇒ 1 = 1, 2 = 4, 3 = 5  4 = 2, 5 = 3,    6 = 6 

  مجاور.وجدول كیلي یعطى كما في الشكل ال

6  5  4  3  2  1  ∙  
6  5  4  3  2  1  1  
5  3  1  6  4  2  2  
4  1  5 2  6  3  3  
3  6  2  5  1  4  4  
2  4  6  1  3  5  5  
1  2  3  4  5  6  6  
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  الجزئیة من زمرة: ةالزمر
  تعریف:

, )لتكن  .   زمرة جزئیة من   ، نقول إن  مجموعة جزئیة غیر خالیة من   زمرة ما، و لتكن  (
.)إذا كانت العملیة  ∋ ,  ∀(أي   داخلیة على  (  ∶  . ∈ مزودةً   ) وكانت المجموعة   
.)بالعملیة الداخلیة  ھو   ثر دقة، فإنھ یجب أن یكون مقصور التابع (.) على تشكل زمرة (بكلامٍ أك (

  زمرة بحد ذاتھا).  یجعل من   على  قانون تشكیل داخلي

  :أمثلة
1- (ℤ, ,ℝ)زمرة جزئیة من  (+ +). 
,{1−,1})الزمرة   -2 . ,ℝ)لیست زمرة جزئیة من  ( {1−,1}رغم أن  (+ ⊂  ℝ  وكل ،

 .منھما زمرة مزودة بالعملیة المرفقة
3- (ℤ, ,ℚ)یة من زمرة جزئ (+ +). 
4- (ℚ∗, . ,∗ℝ)زمرة جزئیة من  ( . ). 
5- (ℝ∗, . ,∗ℂ)زمرة جزئیة من  ( . ). 
6- ({1,−1,  ,− }, . ,∗ℂ)زمرة جزئیة من  ( . ). 
ℕمن أجل كل  -7 ∋ ,ℤ)من  31زمرة جزئیة ℤ ، فإن   +). 
8- (  (ℝ), ,(ℂ)  )زمرة جزئیة من  (+ +) . 
≕   ، ولتكن یادي فیھا زمرة تبدیلیة ما، لنرمز للح (∗, )لتكن  -9 { ∈  ∶   =  } 

  .  زمرة جزئیة من   عندئذٍ فإن 
10- ({1,9}, . ,{1,3,7,9})زمرة جزئیة من  ( . .)حیث  (  .10ھو الضرب بالمقاس  (

11- (ℝ × {0}, , ℝ)زمرة جزئیة من  (+ , ) ∀ معرَّف كما یلي  ℝ، حیث الجمع على (+  ), (  ,  ) ∈ ℝ    ∶     ( ,  ) + (  ,  ) = ( +   , +   )  
  ملاحظات:

, )إذا كانت  -1 . , ,  ∀ ستحقق  من   زمرة ما، فإن أي مجموعة جزئیة غیر خالیة  (  ∈   ∶   ( .  ).  =  . ( .  ) 
ونعبر عن ذلك بقولنا إن الصفة التجمیعیة صفة وراثیة، أي أن أي مجموعة جزئیة من الزمرة 

) الصفة التجمیعیة. و الكلام أیضاً صحیح من أجل الصفة التبدیلیة، أي أن الصفة ستحقق (سترث
  التبدیلیة صفة وراثیة أیضاً.

, )كل زمرة  -2 . , تملك زمرتین جزئیتین على الأقل وھما  (  ھو الحیادي. 1، حیث  {1}
  ة من زمرة جزئی  زمرة. فإنھ تكون  (∗, )، و كانت   مجموعة جزئیة من    إذا كانت -3

 :التالیانتحقق الشرطان و فقط إذا إذا 
                                                           

 .(أثبت ذلك!!) ℤ ، ستكون من الشكل ℤزد على ذلك فإن أي زمرة جزئیة من   31
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  1 −         , ∈     ⇒          .  ∈   2 −         ∈         ⇒            ∈   

  الإثبات:
, )من الواضح أنھ إذا كانت  .  زمرة فإن الشرطین السابقین محققین. (

, )زمرة جزئیة من   و الآن لنفرض تحقق الشرطین، و لنثبت أن  . ).  
∋ ,   من تحقق الشرط       ⇒          .  ∈   

  . نجد أن الضرب داخلي على 
,   معاً نستنتج أن  2و  1تحقق الصفة التجمیعیة، كما أنھ من الشرطین   ، فإن 1حسب الملاحظة   ∈     ⇒          .   ∈   

= ومنھ بأخذ   ∋   نجد     ⇒ 1 =  .    ∈   
, )، ومنھ ادي. و لكل عنصر منھا نظیرٌ فیھاتملك حی  ومنھ  . زمرة، و بالتالي حسب  (

, )زمرة جزئیة من   التعریف فإن  . ).  

  :نتیجة
, )لتكن  .   إذا  زمرة جزئیة من   ، تكون  مجموعة جزئیة غیر خالیة من   زمرة ما، و لتكن  (

  و فقط إذا تحقق أحد الشرطین المتكافئین :

1-    , ∈     ⇒    (    ∈   )  ∧   ( . ∈   ) 
2-  , ∈     ⇒            .   ∈                      

  نتیجة:
  تقاطع زمرتین جزئیتین ھو زمرة جزئیة.

  الإثبات:

  سھل و یترك كتمرین للقارئ یمكن حلھ بالاعتماد على النتیجة السابقة. 

  : ملاحظة
  .اجتماع زمرتین جزئیتین لیس بالضرورة زمرة جزئیة

,2ℤ)فمثلاً  +), (3ℤ, ,ℤ)زمرتین جزئیتین من  (+ 2ℤ)، لكن (+ ∪ 3ℤ, لیست زمرة جزئیة  (+
,ℤ)من  2ℤ، لأن (+ ∪ 3ℤ ∋ 2، لكن 2,3 + 3 = 5 ∉ 2ℤ ∪ 3ℤ .  
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  تمرین:
, )لتكن  . ≕ زمرة تبدیلیة، أثبت أن  ( {  ∶  ∈   . زمرة جزئیة من  { 

  تعریف:
⊂ زمرة ما، و لتكن  (∗, )لتكن   , ≠ ∅ ، ∋ وفق العملیة   , رف جداء المجموعتین، نع  ∗   كما یلي : ∗  = { ∗  ∶   ( ∈  )   ∧   ( ∈  )  } 

∗   كما یلي: ∗وفق العملیة   بالمجموعة   و نعرف جداء العنصر   = { } ∗  = { ∗    ∶     ∈    }      
  تمھیدیة:

∈ زمرة ما، عنذئذٍ فإنھ من أجل كل  (∗, )لتكن  مجموعة جزئیة غیر خالیة ، ومن أجل أي    ⊃ ∶    فإن التطبیقین التالیین تقابلین    →  ∗          ,         ∶  →  ∗            ↦  ∗                             ↦  ∗   

  الإثبات:

 تقابل.   تقابل، و بشكل مشابھ یمكن إثبات أن    لنثبت أن التابع 

∋   غامر لأن   التابع   ∗   ⇒ ∃ℎ ∈   ∶  =  ∗ ℎ ⇒ ∃ℎ ∈   ∶   =   (ℎ)  
( )    متباین لأن   التابع  =   ( )   ⇒    ∗  =  ∗    ⇒    =    

  وذلك حسب خاصیة الاختصار في الزمرة.

  نتیجة:
, )لتكن  .   دئذٍ فإنھ تكون ، عن و غیر خالیة من  منتھیةأي مجموعة جزئیة   ولتكن  زمرة ما، (

,   ، أي إذا تحقق∗، إذا كانت مغلقة بالنسبة للعملیة  زمرة جزئیة من   ∈  ⇒  . ∈   
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  الإثبات:

1  ، یكفي تحقق الشرطین التالیین: زمرة جزئیة من   نعلم أنھ لإثبات أن  −         , ∈     ⇒          .  ∈   2 −         ∈         ⇒            ∈   

منتھیة فإن الشرط الأول   فالشرط الأول محقق من الفرض و یكفي إثبات أنھ إذا كانت المجموعة 
  سیقتضي الشرط الثاني. 

∈ منتھیة ولنبرھن أنھ من أجل كل   لنفرض أن  ∈ فإن        .  

∈ لیكن  ≕   ، من الواضح أن   {  ∶  ∈ ℕ∗} ⊂   

∗ℕمنتھیة كذلك ومنھ، یوجد عددین مختلفین   ن منتھیة فإ  و بما أن المجموعة  ∋  , یحققان      = < ، و لنفرض أن     =   عندئذٍ فإن،     . (  )  =   . (  )  =   .    =     ∈  ⊂   

∋   إذاً نستنتج أن    

< و بما أن  − ، فإن    − 1 ≥ =     ، ومنھ 0  .    =     .   =       ∈  ∪ { } ⊂   

, )زمرة جزئیة من   ومنھ  . ) .█  

  مبرھنة:
, )لتكن  .  ، عندئذٍ فإن: زمرة جزئیة من   زمرة منتھیة، و لتكن  (

1- { .  ∶  ∈  . تشكل تجزئة للمجموعة  { 
2- ∀  ∈  ∶     ( . ) =     ( ) 
3-     ( ) |      ( ). 

  الإثبات :
1 شروط التجزئة ھي: -1 −    ∀  ∈  ∶    . ≠ ∅                         2 −     . ≠  .   ⇒    . ∩  . = ∅ 3 −     = ∪ ∈    .                                  
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∈ من أجل كل  =   فإن    .  ∈  .  
∋  ∀ ومنھ  ∶    . ≠ ∅ 

≠ .   لنفرض أن   .    
∩ .   و لنفرض جدلاً أن  . ≠ ∅ 

∋   ومنھ یوجد     . ∩  .    ⇒   ∃ ℎ,ℎ ∈  ∶  =  ℎ =  ℎ                                                  ⇒ ( =  ℎ ℎ  )  ∧ ( =  ℎℎ   )                                      ⇒ ( ∈  .  ) ∧  ( ∈  . )                                                             ⇒  . ⊂  .  ∧    . ⊂  .  ⇒  . =  .  

≠ .   وھذا یناقض الفرض بكون  .    
∩ .   فالفرض الجدلي بكون  . ≠ ∅ 

≠ .   خاطئ، ومنھ  .   ⇒    . ∩  . = ∅ 

                       .    ∋ ∪ =   و الآن لنبرھن أن 
⊃  .    ∋ ∪ من الواضح أن                                           

{ }   ∋ ∪=   كما أن ⊂ ∪ ∈   .   
                        .    ∋ ∪ =   ومنھ 
∶    نعلم حسب تمھیدیة سابقة أن التطبیق التالي تقابل -2  →  .           ↦  .   

( . )     ومنھ فإن  = ∈ ، و ذلك مھما یكن  العنصر ( )       .  

∶  . }     لنفرض أن  -3  ∈   } =  ، و لنفرض أن    
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{ .  ∶  ∈   } = {  .  ,   .  , … ,   . }  ⇒  = ∪ ∈    . =    . ∪    . ∪⋯∪    .         ( ) =      (  . )     =      (  . )     =  .    ( ) 

  █.  ( )      | ( )    ومنھ  

  نتیجة:
, ) إذا كانت -1 .   مجموعة جزئیة غیر خالیة من   ، و  زمرة منتھیة عدد عناصرھا  (

 . لیست زمرة جزئیة من   فإن   قسم لا ی  عنصر، عندئذٍ فإنھ إذا كان   ومؤلفة من 
كل زمرة عدد عناصرھا عدد أولي، ستحوي زمرتین جزئیتین فقط ھما الزمرة نفسھا والزمرة  -2

  المكونة من الحیادي فقط.

  التشاكلات الزمریة: -7-8
,(∗, )ستدعو تشاكل زمري بین الزمرتین  ∶ أي تطبیق  (∘,  )  → ,  ∀  یحقق  ′   ∈  ∶     ( ∗  ) =  ( ) ∘  ( ) 

  ن.متماثلتی ′ , تقابل فإننا سندعوه تمائل زمري، و سنقول إن الزمرتین   وإذا كان التشاكل الزمري 

و في ھذه الحالة فإن الزمرتین المتماثلتین ستتمتعان بنفس الخواص و سیكون لھما نفس الصفات و لن 
  تختلفا إلا في رموز عناصرھما !

  ):1مثال(
,ℝ)إن  +) ،(ℝ∗, . ∶   زمرتین، و التطبیق التالي ( (ℝ, +) → (ℝ∗, . )          ↦    

,  ∀  ھو تشاكل زمري لأن  ∈ ℝ ∶  ( +  ) =     =   .   =  ( ). ( ) 

  ):2مثال(
,(ℝ)   )إن  . ) ،(ℝ∗, . ∶     زمرتین، و التطبیق التالي ( (   (ℝ), . ) → (ℝ∗, . )                              ↦ det  
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∋ ,  ∀  ھو تشاكل زمري لأن    (ℝ)  ∶ det( . ) = det( ) . det( ) 

  ):3مثال(
,(∗, )لتكن  (  , . ∶   ، عندئذٍ فإن التطبیق التالي تشاكل زمري′ حیادي  ′ زمرتین ما ولیكن  (   ( ,∗) → (  , . )         ↦  ′ 

  نتائج:
∶ لنفرض أن  ( ,∗) →   تشاكل زمري ما، عندئذٍ : (∘,  )

∶ إذا كان  -1 ( ,∗) → ∶   تقابلھ العكسي  تماثل زمري، فإن  (∘,  )  ′ → سیكون   
ً اتش  .كل زمري أیضا

  الإثبات:
∋  ,    لدینا    ⇒  ∃   , ∈   ∶     =  ( ) ,   =  ( ) ⇒     (  ∘   ) =      ( ) ∘  ( ) =      ( ∗  ) =  ∗  =    ( ) ∗    ( ) 

 صورة حیادي المنطلق وفق تشاكل زمري ھو حیادي المستقر. -2
  الإثبات:

∋  ∀  ، فإن′ حیادي الزمرة  ′ ،  حیادي الزمرة   ذلك لأنھ إذا كان   ∶  ( ) ∘   =  ( ) =  ( ∗  ) =  ( ) ∘  ( ) 
=  ، فإن ′ و حسب خاصیة الاختصار في الزمرة   ( )  . 

3-  (   ) =   ( )   . 
 الإثبات:

في   ھو نظیر العنصر     ، (∘,  )في الزمرة  ( ) ھو نظیر العنصر     ( )   لدینا
(   )   . ذلك لأن(∗, )الزمرة  ∘  ( ) =  (   ∗  ) =  ( ) =     ( ) ∘  (   ) =  ( ∘    ) =  ( ) =    

4-  ∀  ∈ ℕ ,∀ ∈   ∶    (  ) =   ( )  . 
  . یمكن برھان ذلك بالاستقراء الریاضي على 

5-    ( ) ≔  .′ ھي زمرة جزئیة من  ( ) 
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  الإثبات:
=  من الواضح أن   ( ) ∈  ( ) ≠ ,   الزمرة الجزئیة التالي ، و لنتحقق من شرط ∅  ∈  ( )  ⇒    ∘    ∈  ( )  , ∈  ( )  ⇒   ∃   ,  ∈  ∶    =  (  ) ,  =  (  ) ⇒  ∘    =  (  ) ∘   (  )   =  (  ) ∘  (    ) =  (  ∗     ) ∈  ( ) 

6-    ( ) ≔  . جزئیة من ھي زمرة  {  }   
  الإثبات:

∋ لدینا  ( )   ، ومنھ ( )    ≠ ,  ، لنتحقق من شرط الزمرة الجزئیة التالي∅  ∈    ( )  ⇒    .   ∈    ( )  ,  ∈    ( )  ⇒    ( ) =  ( ) =  ′ ⇒  ( ∗    ) =  ( ) ∘   ( )   =   ∘     =   ⇒  ∗    ∈    ( ) 
 الصورة المباشرة، وفق تشاكل زمري، لزمرة جزئیة من المنطلق ھي زمرة جزئیة من المستقر. -7

∶ أي أنھ إذا كان  ( ,∗) → ، (∗, )زمرة جزئیة من   تشاكل زمري، و كانت  (∘,  )
  . (∘,  )ھي زمرة جزئیة من  ( ) فإن 

  الإثبات:
( ) لیكن  ∋ ( )  ولنبرھن أن   ,  ∋  ∘ ∋ ,    ).′ في   ھو نظیر  ′ (حیث     ( ) ⇒ ∃  ,  ∈   ∶    =  ( ) , =  ( ) ⇒  ∘   =  ( ) ∘   ( )  =  ( ) ∘  (  ) =  ( ∗   ) ∈  ( )  

 الصورة العكسیة وفق تشاكل زمري لزمرة جزئیة من المستقر ھي زمرة جزئیة من المنطلق.  -8
∶ أي أنھ إذا كان  ( ,∗) → ، (∘,  )زمرة جزئیة من   تشاكل زمري، و كانت  (∘,  )

  .(∗, )ھي زمرة جزئیة من  ( )   فإن 
  الإثبات:

( )   لیكن  ∋ ( )    ولنبرھن أن   ,  ∋  ∗ ∋ ,    ). في   ھو نظیر  ′ (حیث        ( ) ⇒ ∃  ,  ∈   ∶    =  ( ) ,  =  ( ) ⇒  ( ∗   ) =  ( ) ∘   ( )  =  ∘   ∈   ⇒   ∗   ∈    ( )                                             
  . (∗, )زمرة جزئیة من  ( )   ومنھ 

  تمرین:
∶ لیكن  ( ,∗) →  ذلك.ك ′ تبدیلیة فإن   تشاكل زمري غامر، أثبت أنھ إذا كانت الزمرة  (∘,  )

∋  ,    الحل:   ⇒ ∃  ,  ∈  ∶   =  ( ),  =  ( ) ⇒   ∘   =  ( ) ∘  ( ) =  ( ∗  ) =  ( ∗  ) =  ( ) ∘  ( ) =   ∘  ′ 
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  تمرین:

∶ أثبت أنھ إذا كان  ( ,∗) → تبدیلیة إذا و فقط إذا كانت   تماثل زمري، فإنھ تكون الزمرة  (∘,  )
  تبدیلیة. ′ رة الزم
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