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 (( الاشعة في الفراغ ))
 

مرتبطة خطياً انها  نقول عن الاشعة -١
اذا استطعنا كتابة العبارة :

 
 في ))  لثلاث اشعة (( يفيد الارتباط الخطي

  نقاط في مستو واحداثبات وقوع *-
 وقوع اشعة في مستو واحد  *-
  توازي مستقيم يمثله شعاع مع مستو مفروض -*

 يكون : في معلم متجانس -٢

 

٣-  
٤-  
في الفراغ للنقاط مركز ابعاد متناسبة   نسمي -٥

و اذا:و

  
  في : المتناسبة يفيد مركز الابعاد

اثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة : يجب  -*
ان نثبت ان احداها مركز ابعاد متناسبة للنقطتين 

 الباقيتين.
في مستو واحد : يجب ان نثبت اثبات وقوع اربع نقاط  -*

 ان احداها مركز ابعاد متناسبة لباقي النقاط .
اثبات تقاطع مستقيمات في نقطة يجب ان نثبت ان  -*

المستقيمات جميعا تشترك بنقطة واحدة هي مركز الابعاد 
 المتناسبة .

 :  مركز ثقل رباعي الوجوه
م��� الأ�عاد  Gر�اعي وج	ه، ول���  ABCDل��� 

1D,و 1C,و 1B,و 1A,ال"!�اس�ة لل�قا� 

 م��� ثقل ر�اعي Gتُ&ّ"ى ال�ق#ة 
 .ABCDال	ج	ه 
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في معلم متجانس لدينا :  -٦
 

نصف قطرها مركزها الكرةمعادلة -٧

 
 الأسطوانةمعادلة 

محورها  محورها محورها 

فاصلتي مركزي 
القاعدتين

ترتيبي مركزي 
 القاعدتين

راقمي مركزي 
 القاعدتين

  
 معادلة المخروط رأسه 

 محوره  محوره  محوره 

نصف قطر   
 قاعدة المخروط 

 الارتفاع 
فاصلة قاعدة  

 المخروط
 

نصف قطر  
 قاعدة المخروط 

 الارتفاع 
ترتيب قاعدة  

 المخروط

نصف قطر  
 قاعدة المخروط 

 الارتفاع 
راقم  قاعدة  

 المخروط

  الفراغتحديد مجموعة نقاط في 
نصف  كرة مركزها 

 قطرها 
نصف  كرة مركزها 

 قطرها 
المستوي المحوري 

 ة المستقيمة عللقط

 

A

B

C

D

G

G
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 الجداء السلمي في الفراغ : 
 

  

    
متعامدان إذا وفقط إذا كان الجداء  يكون الشعاعان 

السلمي لهما معدوم

معادلة المستوي :

ويقبل شعاع  يمر من نقطة معلومة  
 ناظم  

       

 

 الوضع النسبي لمستويين : �
 المس
تو�ن إما : 

 م�قاطعان في فصل مش�رك      م�طبقان        م�واز�ن        

إذا كان شعاعي الناظم -لمس
توي(ن مرتبط(ن خطياً عندها �كون �
 المس
تو�ن م�واز�ن 6ٔو م�طبقان .

 إذا أعطيت المعادلة العامة للمستويين :       
 

 

كان      إذا كان :           �

 المس
تو�ن م�وازي(ن .

كان      إذا كان :           �

 المس
تو�ن م�طبق(ن .

(6ٔي 9س
ب�(ن م�هما)  كان  إذا كان :           �

 مس
تو�ن م�قاطع(ن في فصل مش�رك يمكن إي?اده   ال 
 كما مر معنا سابقاً صفAة                        

 كان المس
تو�ن م�عامدان   إذا كان         �
 
 
 
 

 الوضع النسبي لثلاثة مستويات : 
 المس
تو�ت الثلاثة هي إما :

 م�وازية  لها فصل مش�رك واKد           تتقاطع بنقطة واKدة       

نAل جملة المعادلات الثلاث  :ها لدراسة الوضع النسبي لها 
 ش�ركاً وهي :-لمس
تو�ت Kلاً م 

 

 بعُد نقطة عن مستوي : �
 :    عن المس
توي  يعُطى بعُد النقطة 

      

  Tلعلاقة :           

 المستقيم: �
شعاع توجWه المس
تقWم المار من النقطةبفرض 

 

 

 .اندعو الجملة السابقة Tلتمثيل الوس
يطي -لمس
تقWم 

فإن جملة المعادلات السابقة  إذا كان  : ملاحظة 

 تمُثل قطعة مس
تقWمة.
فإن جملة المعادلات  إذا كان  : ملاحظة

السابقة تمُثل نصف مس
تقWم .

 المس
تقWمان في الفراغ إما :

 م�[الف(ن  م�قاطع(ن       م�وازي(ن (م�طبق(ن )       

 إذا كان : متقاطعان ؟متى يكون المستقيمان 
يقعان في مس
توٍ واKد . شعاعي توجWههما ^(ر مرتبط(ن خطياً       

 إذا كان :متى يكون المستقيمان متخالفان ؟ 
لا يقعان في مس
توٍ واKد . شعاعي توجWههما ^(ر مرتبط(ن خطياً       
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خواص المجسمات الفراغية 
 

 رباعي الوجوه 
 
 
 
 
 
 

 
مركز  رباعي وجوه و ليكن   -١

الابعاد المتناسبة لرؤوسه مزودة بالاثقال 

و  مركز ثقل المثلث   و ليكن  

   منتصف  و   منتصف  

نسمي القطعة المستقيمة التي تصل الرأس   -٢

 بمركز ثقل الوجه المقابل بـ المتوسط 

تسمى  تلتقي المتوسطات في نقطة واحدة -٣

 مركز ثقل رباعي الوجوه 

تقع في منتصف المستقيمات الواصلة بين    4
 منتصفات الاحرف المتقابلة في رباعي الوجوه

 

 رباعي الوجوه المنتظم  
هو مجسم له أربعة وجوه كل منها هو مثلث -١

 متساوي الاضلاع و جميع اوجهه طبوقة 
 نسمي كل حرفين لا يشتركان برأس متقابلين -٢
 كل حرفين متقابلين متعامدين -٣
المستقيم الواصل بين أي حرفين متقابلين -٤

 عمودي على كل منهما 
الارتفاع النازل من أي من الرؤوس الى -٥

 لى القاعدة الوجه المقابل عمودي ع
المسقط القائم لأي رأس على الوجه المقابل -٦

 ينطبق على مركز ثقل المثلث 

الارتفاع في رباعي الوجوه كل مستقيم يصل -٧
 بين أي رأس و مركز ثقل الوجه المقابل له 

مركز  مركز رباعي الوجوه المنتظم -٨
الابعاد المتناسبة لرؤوسه و قد اسند اليها 

 الاثقال ذاتها 
منتصف   مركز رباعي الوجوه المنتظم -٩

 
   مركز رباعي الوجوه المنتظم -١٠

 متساوية البعد عن جميع رؤوسه 

 رباعي الوجوه ثلاثي الزوايا القائمة

 
رباعي وجوه ثلاثي الزوايا     

 و فيه :  القائمة  رأسه 
 
نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث مختلف   لتكن 

   الاضلاع 
على   هي المسقط القائم للرأس   ان -١

  مستوي القاعدة 
٢-   
هو والمسقط القائم لكل من -٣

المتعلق بالرأس   ارتفاع المثلث 
   

٤-   
في      طول الارتفاع المتعلق بالرأس -٥

    رباعي الوجوه
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 الارتباط الخطي لشعاعين :�
 شعا�ين �ير صفريين عندئذٍ نقول عن  بفرض ٔ�ن 

إنهما مرتبطان خطياً إذا نتج ٔ�,دهما عن ا)خٓر بضربه بعدد حق!قي ، ٔ�ي :   

وهذا يعني هندس9ياً ٔ�ن المس9تقيمين     

 مDوازBن ٔ�و مAطبقان . 

 يفُيد الارتباط الخطي في :

إثبات توازي مس9تقيمين ٔ�و نفي توازيهما .�

إثبات وقوع ثلاث نقاط �لى اس9تقامة وا,دة .�

 الارتباط الخطي لثلاثة أشعة :�
ٔ�نها مرتبطة خطياً إذا تحقق :      نقول عن أ)شعة �

 

 شعاعي توج!ه المس9توي المحدد بهما .   وندعو�

مرتبطان خطياً و�ير صفريين فهما  إذا كان ملاحظة : �

 مرتبطان خطياً مع ٔ�ي شعاع Zلث .

 مرتبط خطياً مع ٔ�ي شعاع �خٓر .  الشعاع الصفري  :تذكر �

 نتائج الارتباط الخطي لثلاثة أشعة: �
أ)شعة الثلاثة المرتبطة خطياً تحدد مس9توٍ .�

في مس9توٍ وا,د إذا كانت  تقع النقاط 

مرتبطة خطياً ، وهذا bكاcُ وجود �ددbن  أ)شعة

 يحققان:    

 المعلم في الفراغ :�
ثلاثة ٔ�شعة �ير مرتبطة خطياً و   بفرض أ)شعة الثلاثة  �

معلماً في الفراغ نقطة من الفراغ عندها ندعو  

ٔ�ساس ٔ�شعة الفراغ . ، وتدعى 

 من الفراغ المnسوب إلى المعلم  ٔ�ي نقطة �

وح!دة تحقق العلاقة :              تمo ثلاثية 

وندعو الثلاثية    

 في المعلم  إ,داثيات النقطة  

tرتsب النقطة      فاصq النقطة  :       وتدعى  �

 �لوها راقم النقطة      
 المعلم المتجانس : �

 ٔ�نه معلم مyDاxس إذا تحقق : ندعو المعلم �

مDعامدة م}نى م}نى . أ)شعة  �

�  
 

 إيجاد إحداثيات مكعب باستخدام معلم متجانس :�
:   ~س9ت{دام المعلم  

 

 . وذ� إذا كان طول حرف المكعب �سُاوي �

يصبح المعلم   إذا كان طول حرف المكعب �سُاوي  �

تصُبح الإ,داثيات :  

� 
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إذا كان الشكل مDوازي سطوح ٔ�و مDوازي  :ملاحظة �

تبقى  مس9تطيلات ؤ��ذ� المعلم  

. ويعد في هذه الحا� المعلم �ير مyDاxس  الإ,داثيات كما في 

ؤ�رد� ٔ��ذ  بفرض ٔ�بعاد مDوازي السطوح  :ملاحظة�

معلم مyDاxس عندها يؤ�ذ المعلم  كمايلي : 

 الحساب باستخدام الإحداثيات :�
   بفـرض �ينا الشعا�ان  �

 عندئذٍ :            

�     
�     ( 

  بفرض�
 عندئذٍ :

:         مر�بات الشعاع    �

 : مAتصف  إ,داثيات �

�

: مركز ثقل المثلث  إ,داثيات �

�

مرتبطان خطياً :    إذا كان �

   

في المعلم المتyاxس حصراً : �

إذا كان     

 
  

 tكون إ,داثياتها ~لشكل  نقاط المحور �

 tكون إ,داثياتها ~لشكل  نقاط المحور �

tكون إ,داثياتها ~لشكل  نقاط المحور �

 الجداء السُلمي لشعاعين : �
 ٕ~,دى العبارات التالية : تعُطى عبارة الجداء السُلمي �لشعا�ين  

�

هي  ح!ث      �

 . الزاوية المو�ة بين 

�

هو  ح!ث     �
. �لى المسقط القائم لــ 

هي المسقط ح!ث                  

 . �لى  القائم لــ 

 خواص الجداء السلمي : �
 
     

 
  ماذا يفيد الجداء السلمي  ؟ �

                                
                                             الكاشي علاقة 
                                              

                 :  المتوسط مبرهنة
مجموع مربعات ٔ�طوال ٔ�ضلاع مDوازي   :  الأضلاع متوازي في

. أ)ضلاع �سُاوي مجموع مربعي طولا قطريه
وذ� ~لاع£د �لى       :  شعاعين بين الزاوية إيجاد
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مDعامدان إذا وفقط  bكون الشعا�ان   : شعاعين تعامد

 . إذا كان الجداء السلمي لهما معدوم

 المستوي :�
التي تحقق:       هو مجمو�ة النقاط �

 
 شعاعي توج!ه المس9توي . وندعو الشعا�ين  

 معادلة المستوي :  �
فإن معاد� المس9توي في الفراغ تعُطى  بفرض �ينا الشعاع 

 ~لعلاقة :   

ويدعى الشعاع     

 الشعاع الناظم �لى المس9توي . 

 حالات تعيين المستوي : �
ويقبل  يمر من نقطة معلومة  

 شعاع ناظم  

 : طريقة 
      

 بnشر المعاد� نحصل �لى معاد� المس9توي .

  : طريقة
   من المعاد� العامة �لمس9توي   

 . و~لتعويض في إ,داثيات النقطة نحصل       �لى قيمة 

�لمس9تويين المتوازيين الناظم نفسه ، وبمعرفة الناظم والنقطة نعود �ل»ا� 

 . 

 ونت®كٔد ٔ�نهما �ير مرتبطين خطياً  نود    
 
 

 :    طريقة 
   �ظم المس9توي :  نفرض 

� 
� 

    . نحصل �لى معادلتين بثلاث مجاهيل هي 
. م}لاً  ولتكن  نفرض قيمة لـ �
 .   نعوض في المعادلتين ونحسب �
 .نعود إلى الحا��
 : طريقة 
تnتمي إلى المس9توي المفروض . بفرض �

        نود إ,داثيات الشعاع �

. نحصل �لى ثلاث معادلات بمجهولين �

. بدلا�   من معادلتين نحسب �

نعوض في المعاد� الثالثة فAحصل �لى معاد� المس9توي المطلوب .�

 :  طريقة 
من المعاد� العامة �لمس9توي    �

  

نعوض إ,داثيات النقاط الثلاث فAحصل �لى ثلاث معادلات ب®رٔبع �

. مجاهيل هي 

م}لاً ونعوضها في ~قي المعادلات . ولتكن  نفرض قيمة لـ �

 بحل جمq المعادلات الثلاث نحصل �لى ~قي الثوابت .�
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:           �ظم المس9توي   ن®ٔ�ذ �

 

�

         

نضع    نحصل �لى معادلتين بثلاث مجاهيل هي �

 م}لاً . 

~لحل المشترك نحصل �لى  فAحصل �لى معادلتين بمجهولين �

 .، فAعود �ل»ا�  
 

 : طريقة 

الشعاع الناظم �لمس9توي المطلوب ف!كون  بفرض �

         :

. نحصل �لى معادلتين بثلاث مجاهيل هي �

، نعود  م}لاً ونحل جمq المعادلتين ونحسب  نفرض قيمة لـ �

.إلى الحا� 

نقطة من المس9توي . نفرض  : طريقة 

ونضع    نود إ,داثيات الشعاع �

 .

بدلا�  نحصل �لى ثلاث معادلات ، من اثنºين منها نود �

. الإ,داثيات 

نعوض في المعاد� الثالثة فAحصل �لى المعاد� المطلوبة .�

 هذه الحا� ½ش9به الحا�  ( Zلثاً ) ح!ث نجعل  

 هما شعاعي توج!ه المس9توي .

 

 : طريقة 
نود �

�ظم المس9توي المطلوب عندئذٍ :         بفرض �

  هي نحصل �لى معادلتين بثلاثة مجاهيل �

. إ,داثيات 

. م}لاً ولتكن  نفرض قيمة لـ �

 .ونعود �ل»ا� بحل المعادلتين نود �

 :  طريقة 
وtتمثل في إيجاد شعاع توج!ه الفصل المشترك وbكون هو شعاع الناظم 

 �لمس9توي المفروض ولإيجاده هناك طريقDان : 

ثم  بدلا�  ين منها الحل المشترك لمعادلتي المس9تويين وإيجاد اثن

 .وÁكDب اÀتمثيل الوس9يطي بدلا�  نفرض 

 ( سDn»دث عن هذه الطريقة لاحقاً في ت£ت في إيجاد معاد� المس9تقيم )

. نعطي قيمتين ٔ),د اÃاهيل وليكن  

نحصل �لى معادلتين Àكل قيمة .�
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من ,ل المعادلتين نحصل �لى إ,داثيات النقطة أ)ولى من �

 ،Áكرر العملية �لقيمة الثانية لـ ٔ�ل ٔ�ول قيمة لـ 

هو  من الفصل المشترك ف!كون  نحصل �لى إ,داثيات النقطتين 
 �ظم المس9توي المفروض .

 : طريقة 
.نود إ,داثيات الشعاع �

هو �ظم المس9توي المفروض . bكون �

كما مر   مAتصف  نحسب إ,داثيات النقطة �

: معنا سابقاً ~لعلاقات
 

 
 . ونعود �ل»ا� �

 :  طريقة 

. تnتمي إلى المس9توي المفروض بفرض �
، ~لتربيع و �Åتزال نحصل �لى   �

. المعاد� المطلوبة
 

 الوضع النسبي لمستويين : �
 المس9توBن إما : 

مDقاطعان في فصل  مAطبقان             مDوازBن                 
 مشترك 

إذا كان شعاعي الناظم �لمس9تويين مرتبطين خطياً عندها bكون �
 المس9توBن مDوازBن ٔ�و مAطبقان .

 
 

 إذا أعطيت المعادلة العامة للمستويين :      
 

 

كان      إذا كان :           �
 المس9توBن مDوازيين .

كان      إذا كان :           �
 المس9توBن مAطبقين .

(ٔ�ي xس9بºين منهما)  كان  إذا كان :           �
 شترك يمكن إيجاده   المس9توBن مDقاطعين في فصل م 

 كما مر معنا سابقاً صف»ة                        

 كان المس9توBن مDعامدان   إذا كان         �
 

 الوضع النسبي لثلاثة مستويات : 
 المس9توBت الثلاثة هي إما :

 مDوازية  لها فصل مشترك وا,د           تتقاطع بنقطة وا,دة       

: نحل جمq المعادلات الثلاث 
 �لمس9توBت ,لاً مشتركاً وهي :

 

 الطريقة الأولى :
 الحذف بالتعويض :

نحسب قيمة ٔ�,د اÃاهيل من إ,دى المعادلات ونعوضه في المعادلتين المتبق!تين 
فAحصل �لى معادلتين بمجهولين نحلهما ,لاً مشتركاً ، نحصل �لى وا,دة من 

 ثلاث ,الات :
.وtكون عندها المس9توBت مDوازية  : الجمq مس9تحيq الحل�
وعندها tكون المس9توBت مشتركة  الجمq لها �دد �ير مAتهٍ من الحلول :�

بفصل مشترك وا,د .
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. المس9توBت تتقاطع في نقطة وح!دة : الجمq لها ,ل وح!د�

 الطريقة الثانية :
 طريقة غاوص :

(   ½ساوي الصفر : تهدف إلى جعل المرحلة الأولى �

في المعادلتين الثانية والثالثة ) ،  ويتم ذ� ~لخطوات  ٔ�ي ٔ�م}ال 
 التالية :

 ونضع   بـ  و    بـ نضرب          

         
 ونضع    بـ  و    بـ نضرب  

      
نحصل �لى جمq معادلات مكافÊة �لجمq أ)صلية وtكون كما يلي  

: 

 

في المعاد� الثالثة  : تهدف إلى جعل ٔ�م}ال المرحلة الثانية �

:  ½ساوي  الصفر
 ونضع     بـ  و    بـ نضرب   

 فAحصل �لى الجمq التالية :           

 

 ة :نحصل �لى الحالات التاليمن المعاد� 

,ل وح!د و~لتالي �لجمq ,ل وح!د �لمعاد� :   

والمس9توBت الثلاثة تتقاطع في نقطة وا,دة ، نحصل �لى إ,داثياتها بتعويض قيمة 

فAحصل �لى في المعاد�  ثم بتعويض قيمتي في المعاد�  

 . المطلوب

و~لتالي مس9تحيq الحل المعاد� :   

 الجمq مس9تحيq الحل ، والمس9توBت الثلاثة بحا� توازي .

المعاد� الثالثة لها �دد �ير مAتهٍ من :   

الحلول والجمq تمُثل مس9توBت مشتركة بفصل مشترك ، نحصل �لى اÀتمثيل 

من المعادلتين ثم إيجاد   الوس9يطي Ì بفرض 

 

 بعُد نقطة عن مستوي : �
 :    عن المس9توي  يعُطى بعُد النقطة 

       

 ~لعلاقة :           

 البعد بين مستويين متوازيين :    �
 ن®ٔ�ذ نقطة من المس9توي أ)ول ونطُبق دس9تور البُعد بsنها وبين المس9توي الثاني . 

 المسقط القائم لنقطة على مستوٍ :�
  الأسهل طريقة 
 نود اÀتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيم المار من النقطة المطلوبة ولتكن �

.Ì ل �ظم المس9توي شعاع توج!هÎي يقÏوا

. نعوض في معاد� المس9توي  فAحصل �لى قيمة الوس9يط �

 ~لتعويض في اÀتمثيل الوس9يطي نحصل �لى نقطة التقاطع .�

  طريقة 
، وبفرض   �لى المس9توي  هي المسقط القائم لـ  بفرض �

 شعاعي توج!ه هذا المس9توي عندئذٍ  

� 



 المدرس : عمــــار قدوري                                       لاشعة في الفراغ ا
 

 

7 

 نحصل �لى المعاد� الثالثة بتعويض إ,داثيات �

 في معاد� المس9توي �ونها تnتمي إليه .

نحصل �لى ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل ، ~لحل المشترك نحصل �

. �لى إ,داثيات 

 

 المستقيم : �
نقطتان من الفراغ عندئذٍ المس9تقيم هو مجمو�ة  إذا كانت �

مرتبطين خطياً  التي تجعل الشعا�ين النقاط 

 شعاع توج!ه المس9تقيم . وندعو الشعاع 

شعاع توج!ه المس9تقيم المار من النقطة بفرض �

 

 

 .اندعو الجمq السابقة ~Àتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيم �

فإن جمq المعادلات  إذا كان  : ملاحظة �

 السابقة تمُثل قطعة مس9تقيمة.
فإن جمq المعادلات  إذا كان  : ملاحظة�

السابقة تمُثل نصف مس9تقيم .

 : معادلة المستقيم المار من النقطتين 

: نحسب مر�بات الشعاع �

�       
  

 

 الفصل المشترك لمستويين :

  طريقة 
من الفصل المشترك كما شرحAاها سابقاً  نود نقطتين �

ثم نعود إلى الحا� الثانية من طرق إيجاد معاد� المس9تقيم المار �

. بنقطتين
 طريقة 
نحل جمq معادلتي المس9تويين ,لاً مشتركاً .�

م}لاً . بدلا�  نود إ,داثيات �

فAحصل �لى اÀتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيم المطلوب  نفرض �
.

 الوضع النسبي لمستقيمين :
 المس9تقÓن في الفراغ إما :

 مD{الفين  مDقاطعين       مDوازيين (مAطبقين )       

 .: إذا كان شعاعي التوج!ه �لمس9تقيمين مرتبطين خطياً فهما مDوازBنملاحظة 
 . Åنطباق ,ا� �اصة من التوازي  : ملاحظة

 
 والتوازي :للتمييز بين حالة الانطباق 

إذا كان شعاعي التوج!ه لمس9تقيمين مرتبطين خطياً وود� نقطة مشتركة 
 بsنهما كا� مAطبقين .

 :إذا �Õعطي اÀتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيمين وكان شعاعي توجيههما مرتبطين خطياً  

فAحصل �لى الإ,داثيات  ن®ٔ�ذ نقطة من المس9تقيم أ)ول ( نفرض قيمة �لوس9يط 
 المطلوبة )

قان نعوضها في اÀتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيم الثاني فإذا تحققت كان المس9تقÓن مAطب
 وإذا لم تتحقق فهما مDوازBن فقط .

 إذا كان : متى يكون المستقيمان متقاطعان ؟
يقعان في مس9توٍ وا,د . شعاعي توجيههما �ير مرتبطين خطياً       

 إذا كان :متى يكون المستقيمان متخالفان ؟ 
 لا يقعان في مس9توٍ وا,د . شعاعي توجيههما �ير مرتبطين خطياً       
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 تقاطع مستقيمين :�
 : بعد الت®كٔد ٔ�ن شعاعي توج!ه المس9تقيمين �ير مرتبطين خطياً  طريقة

ندرس Åرتباط الخطي لثلاثة ٔ�شعة :

 شعاع توج!ه المس9تقيم   شعاع توج!ه المس9تقيم  

  ح!ث  

بفرض :طريقة

 

بمساواة الإ,داثيات بين المعادلتين نحصل �لى ثلاثة معادلات بمجهولين �

 . هما 

ونعوض القيمتين في المعاد� الثالثة  ن®ٔ�ذ معادلتين ونحسب قيمتي �

 فAكون ٔ�مام ,التين :

في اÀتمثيل  إذا تحققت bكون المس9تقÓن مDقاطعان ، بتعويض قيمة �

الوس9يطي نحصل �لى إ,داثيات نقطة التقاطع .

 إذا لم تتحقق فالمس9تقيمين مD{الفين .�

الوضع النسبي لمستقيم ومستوي :�
 بين المس9تقيم والمس9توي ، فهما إما :يود ثلاث ,الات �لوضع الnس9بي 

مDقاطعين  المس9تقيم محتوى في المس9توي      مDوازيين      

bكون المس9تقيم موازي �لمس9توي ، فإذا اشترك   إذا كان 
 معه بنقطة كان محتوى ف!ه .

إذا أعُطي التمثيل الوسيطي للمستقيم :ا
توي .الوس9يطي في معاد� المس9 نعوض إ,داثيات المس9تقيم من اÀتمثيل �

من الشكل :    نحصل �لى معاد� من ا�رة أ)ولى ~لnس9بة �لوس9يط �

 نناقش الحالات :

 المس9تقيم قاطع �لمس9توي     �
,ل وح!د .

 المس9تقيم يوازي المس9توي    �
مس9تحيq الحل .

�دد  المس9تقيم محتوى في المس9توي   
 �ير مAتهٍ من

 طريقة ثانية لإثبات التوازي :  

. نود نقطتين من المس9تقيم لإيجاد شعاع التوج!ه وليكن �

من  مع شعاعي توج!ه المس9توي   نثÚت Åرتباط الخطي لـ 

وتحقق العلاقة:        �لال إيجاد 

 

 طريقتين لإثبات تعامد مستقيم ومستوي :�
 : طريقة
نود شعاع الناظم        نود شعاع توج!ه المس9تقيم �

 �لمس9توي 

 .  نثÚت Åرتباط الخطي لهما �
 :طريقة 
. نود شعاع توج!ه المس9تقيم �

نود شعا�ين �ير مرتبطين خطياً محتوBن في المس9توي ، شعاعي �

. توج!ه المس9توي 

 نبين ٔ�ن :     
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بعُد نقطة عن مستقيم  ، المسقط القائم لنقطة �
 على مستقيم :

 طريقة 
نقوم ٕ~يجاد اÀتمثيل الوس9يطي �لمس9تقيم ٕ~,دى الطرق التي تعلمناها �

سابقاً 

�لى المس9تقيم . هي المسقط القائم لـ  بفرض �

. بدلا�  نود إ,داثيات الشعاع �

هو شعاع توج!ه ح!ث نضع     �
المس9تقيم .

 . تDnج معاد� من ا�رة أ)ولى ~لnس9بة لـ  �

ونعوض فيها ~Àتمثيل الوس9يطي لحساب إ,داثيات  نحسب قيمة �

 . 

 qوالتي تمُثل بعُد النقطة عن المس9تقيم نود طوي 

  : طريقة 
. نود نقطتين  من الفصل المشترك ولتكن �

نقطة من الفصل المشترك  ، نطبق  بفرض �

. �لاقة Åرتباط الخطي :    

. بدلا�  اÏي يمُثل طويq الشعاع  نحسب البُعد �

، فAحصل �لى معاد� من ا�رة   بدلا�  ن®ٔ�ذ �

. الثانية ~لnس9بة لـ 

إمّا : نود ٔ�صغر قيمة لـ �

لإتمام لمربع كامل وحساب ٔ�صغر قيمة.�

وندرس ٔ�صغر قيمة  بفرض �
�لتابع وتمُثل هذه القيمة البُعد المطلوب .

 يم .يمُثل شعاع التوج!ه �لمس9تق    ملاحظة :

 : طريقة 
نود شعاع التوج!ه �لمس9تقيم .�

شعا�اً �ظماً Ì . ويقÎل  نود معاد� المس9توي المار من �

 و نود المسقط القائم لـ  ن®ٔ�ذ نقطة من المس9تقيم ولتكن �

عندئذٍ : �لى المس9توي اÏي ٔ�ود�ه وليكن 

فAحصل �لى معاد� من ا�رة          

.أ)ولى ~لnس9بة لـ 

و نعوضها في معاد� المس9توي   بدلا�  نحسب إ,داثيات �

. فAحصل �لى قيمة 

 
( تسُتخدم إذا كان المستقيم هو الفصل   طريقة 

 المشترك لمستويين غير متعامدين )

نود شعاع التوج!ه �لفصل المشترك كما تعلمنا سابقاً .�

�لى الفصل  هي المسقط القائم لـ   بفرض �
المشترك :

معاد�  معاد� المس9توي أ)ول      نعوض في :                 �

. المس9توي الثاني   

 . فAحصل �لى ثلاث معادلات بدلا�   

فAحسب طويq الشعاع    ~لحل المشترك نحصل �لى إ,داثيات �

. فAحصل �لى المطلوب  
( إذا كان المستقيم هو الفصل المشترك   طريقة 

 لمستويين متعامدين )
 نود بعُد النقطة عن المس9توي أ)ول  �

نود بعُد النقطة عن المس9توي الثاني   �

 نطُبق ف!ثاغورث ف!كون :     
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 مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ :�
 : الأبعاد المتناسبة لنقطتينمركز   

 . لتثق!لات النقاط  Áرمز بـ  

ح!ث  إذا كان �ينا النقطتين 

 المحققة �لعلاقة عندئذٍ ندعو النقطة  

ب®نهٔا مركز أ)بعاد المتناس9بة    �

 . �لنقطتين المثقلتين 

 الأبعاد المتناسبة لنقطتين :خواص مركز  �
هي مAتصف  عندها  إذا كان .

 . 

مركز أ)بعاد المتناس9بة لـ  فإن  بفرض .

هو نفسه مركز أ)بعاد المتناس9بة لـ  

 . 

هو مجمو�ة مراكز أ)بعاد المتناس9بة  المس9تقيم .

  عندما  �لنقطتين 
. 

هي مجمو�ة مراكز أ)بعاد المتناس9بة  القطعة المس9تقيمة .

في  عندما تتحول  �لنقطتين 

 . اÃال 

نقطة في الفراغ فإنها تحقق العلاقة التالية  Bً�ٔ كانت .

: 

مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقطتين  تثق!ل .

 . هو    

:                 إ,داثيات مركز أ)بعاد المتناس9بة .

 
 
 

 

إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين :  �
تحقق  �لنقطتين  إن مركز أ)بعاد المتناس9بة  

ويمكن         العلاقDين :

  اس9ت{دام وا,دة من هاتين العلاقDين لت»ديد موضع 

 مع ملاحظة ٔ�نÞ :  �لى المس9تقيم 

من نفس الإشارة  إذا كانت  تقع بين  �
ٔ�ي إما موجÎين معاً ٔ�و سالبين معاً .

من إشارتين  نت إذا كا تقع �ارج  �

دائماً ٔ�قرب إلى التثق!ل ا)ٔكبر . مختلفDين ، 

 مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط في الفراغ :�
 مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط  ندعو 

 إذا تحقق:

 

 

 :طالنقلثلاث خواص مركز الأبعاد المتناسبة  �
إذا كانت التثق!لات مºساوية ولا ½ساوي الصفر ٔ�ي .

عندها مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط    

هو نفسه مركز ثقل  

 ٔ�ي نقطة تلاقي مDوسطاته . المثلث 

ة مركز أ)بعاد المتناس9ب و بفرض ٔ�ن   بفرض .

عندها فإن  �لنقاط

هو مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط  

 . 

نقطة من الفراغ عندئذٍ :  Bً�ٔ كانت .

    

تثق!ل مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط .

هو 

  . 
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تحقق العلاقة الشعاعية :  .

      

إ,داثيات مركز أ)بعاد لثلاث نقاط :             .

 

 إلى المس9توي المعرف äشعاعي  إن ان£ء .

bُكاc   والمحدد ~لعلاقة 

هي مركز أ)بعاد المتناس9بة لـ  ح!ث  وجود �ددbن 

 . 

 إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط :�
مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط  بفرض 

 المراد اxٕشاؤه : 

مركز أ)بعاد المتناس9بة  نقوم ٕ~يجاد �

.�لنقطتين 

مركز أ)بعاد المتناس9بة  نود �

 . �لنقطتين  

تدُعى الخاصية السابقة ~لخاصية التجميعية ، ح!ث يمكن �
تعميمها �لى ٔ�كثر من ثلاث نقاط .

 
 

  مركز الابعاد المتناسبة في الفراغ  تعميم خواص �
 

بفرض �ينا �دد من النقاط لا �لى التعيين 

مركز أ)بعاد فإن  
 المتناس9بة لها تحقق الشرطين :

�

 
نقطة من الفراغ فإن :إذا كانت �

�

نقوم ٕ~يجاد مركز أ)بعاد Àكل نقطتين �لى ِ,دا ثم   لإيجاد�
مركز أ)بعاد �لنقاط التي حصلنا �ليها وهكذا حتى نصل إلى 

 .

مركز أ)بعاد المتناس9بة �لنقاط هو نقطة وح!دة لا تختلف   ملاحظة هامة :

 ~خDلاف النقاط اÃمعة .

نقطة :         إ,داثيات مركز أ)بعاد لـ �

 

 ماذا يفيد مركز الأبعاد المتناسبة ؟ �
 إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة  : �

يكفي أن نثبت  لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة    
أن إحدى هذه  النقاط هي مركز ابعاد متناسبة       للنقطتين 

 الباقيتين

 إثبات وقوع أربع نقاط في مستوٍ واحد :�
لإثبات وقوع أربع نقاط في مستوٍ واحد يكفي إثبات أن أحدها هو 

 مركز أبعاد متناسبة لباقي النقاط .
 إثبات تلاقي مستقيمين : �

bكفي إثبات ٔ�ن مركز أ)بعاد المتناس9بة لنقطتين من المس9تقيم أ)ول هو نفسه 

 مركز أ)بعاد المتناس9بة لنقطتين من المس9تقيم الثاني .
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 في الفراغ : مجموعات النقاط 

تمُثل كرة مركزها                      �
 . ونصف قطرها  

تمُثل كرة مركزها             �
 . ونصف قطرها  

تمُثل المستوي         �
 . المحوري للقطعة المستقيمة 

تمُثل كرة مركزها                �
  . وقطرها  منتصف 

تمُثل مستوٍ مار من                  �
شعاع ناظم له . ويقبل  

 

 الكرة 
ونصف  معادلة الكرة التي مركزها 

: قطرها 

إذا كان مركز الكرة هو مÎدٔ� الإ,داثيات فDكون معادÀتها :      حالة خاصة : 

 

 ماذا تمُثل مجموعة النقاط 

       

 : طريقة 
 ~لإتمام لمربع كامل نحصل �لى المعاد� التالية :

      
تمُثل مجمو�ة �الية .               �

. تمثل نقطة وا,دة هي    �

ونصف  تمُثل �رة مركزها     �

. قطره  

 : ملاحظة 

 ان£ء ٔ�ي نقطة إلى الكرة هذا يعني ٔ�نها تحقق معادÀتها .�

 ة�لى سطح �رة وا,دة إذا كانت مºساوي تقع النقاط �
Åبعاد عن نقطة وا,دة هي مركز الكرة 

 الوضع النسبي لمستوٍ وكرة :   �
 عندها :  نود بعُد مركز الكرة عن المس9توي ولنفرض ٔ�ن هذا البعد 

المس9توي لا يقطع الكرة . �

المس9توي مماس �لكرة . �

المس9توي قاطع �لكرة ، وعندها فإن سطح المقطع هو  �

ومركزها هو  داìرة نصف قطرها  
المسقط القائم لمركز الكرة �لى المس9توي القاطع لها .

 الوضع النسبي لمستقيم وكرة :�
ن  معاد� الكرة ، فAحصل �لى معاد� منعوض إ,داثيات اÀتمثيل الوس9يطي في 

 ،  نحسب المميز لها ، وعندها :   ا�رة الثانية ~لnس9بة لـ 

المس9تقيم �ارج الكرة . �

المس9تقيم مماس �لكرة . �

المس9تقيم قاطع �لكرة بنقطتين . �

 يمكن إيجاد نقاط التقاطع وال£س . بحساب 

    حالة خاصة :

 :   معادلة المستوي المماس لكر ة في نقطة  

هو مركز الكرة . بفرض 

. نود الشعاع �

يمكن إيجاد  �ظماً Ì ويمر من  المس9توي المطلوب يقÎل �
معادلته äسهو� .
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 الأسطوانة في الفراغ :�
:  المحور منطبق على )1

 

ومركزيهما من  قا�دتي أ)سطوانة هما داìرîن طبوقDان نصف قطرهما  �

 اÀنمط         

تعطى معاد� أ)سطوانة ~لشكل :           

    ,ا� �اصة :  إذا كان مركز القا�دة �

 

:  المحور منطبق على )2

 قا�دتي أ)سطوانة هما داìرîن طبوقDان نصف قطرهما  �

ومركزيهما من اÀنمط        

  

 

 

 

تعطى معاد� أ)سطوانة ~لشكل :     

  

   ,ا� �اصة :إذا كان مركز القا�دة �

 
:  المحور منطبق على )3

 
 

 قا�دتي أ)سطوانة هما داìرîن طبوقDان نصف قطرهما  �

ومركزيهما من اÀنمط 

 

تعطى معاد� أ)سطوانة ~لشكل :     �

                                                    

   ,ا� �اصة : إذا كان مركز القا�دة 
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 المخروط في الفراغ :�

 :  المحور منطبق على )1

ونصف  مركز القا�دة من اÀنمط         رٔ�س اñروط هو 

. قطرها 

 

 

 

 

معاد� من اÀنمط :       

 

:  المحور منطبق على )2

 مركز القا�دة من اÀنمط          رٔ�س اñروط هو 

 . ونصف قطرها 

 

المعاد� من اÀنمط :        �

 

 :  المحور منطبق على )3

مركز القا�دة من اÀنمط       رٔ�س اñروط هو 

  ونصف قطرها  

المعاد� من اÀنمط :        �

 

 

======================= 

 

 

 

 



 المدرس : عمــــار قدوري                                       لاشعة في الفراغ ا
 

 

15 

مقطع مجسم بمستوي :�
�يقطع مس9تو �P وازيينDمس9تويين م� �1P و� �2P  وفق

�مس9تقيمين مDوازيين �و ��1 �2�. 

�إدا كان مس9تقيم موازB لمس9تويين مDقاطعين �1P و� �2P ،

 Bكون موازbلمس9تقيم�� �تقاطع �� �1P و� �2P. 

�إذا احDوى مس9تويين مDقاطعين  �1P و� �2P ،  لى�

�مس9تقيمين مDوازيين �و ��1 كان الفصل المشترك لهما  ��2

 موازBً لهذbن المس9تقيمين 

إذا اÁتمت نقطتين إلى مس9توي فإن المس9تقيم المار بهما محتوى بهذا 
 المس9توي 

الفصل المشترك بين مس9تويين نبحث عن النقاط المشتركة لا يجاد
 بين  المس9تويين 

 المقاطع المس9توية لمكعب )1
�مقطع مكعب بمستو �P :هو 

�مربع إدا كان المس9توي �P .د ٔ�وه المكعب,(ٔ Bمواز 
 

 
 

�قطعة مس9تقيمة ٔ�و مس9تطيل إدا كان المس9توي �P  د,(ٔ Bمواز
 ٔ�حرف المكعب.

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

نقطة، م}لث، مDوازي ٔ�ضلاع، ش9به مAحرف، خماسي ٔ�و سداسي في 
 الحالات أ)خرى. 

 

المقاطع المستوية لرباعي وجوه)2
�مق�ع راعي وج�ه ����� �P :ه� 

�نقطة ٔ�و م}لث إدا كان المس9توي �P  د ٔ�وه,(ٔ Bمواز
 ر~عي الوجوه.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 نقطة، قطعة مس9تقيمة، م}لث ٔ�و ر~عي في الحالات أ)خرى.
 

 

 

 

 

 

 

 


