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 قادير: الم
 مقادير كمية :   •

 الطول   .1

 الوزن  .2
 الحجم  .3

 مقادير شعاعية :  •

 . السرعة 1
 . التسارع 2

 .القوة 3

   )النظيم( . الطويلة 3. الجهة       2. المنحى      1         عناصر الشعاع:

 المنحى: هو المستقيم الذي يحمل الشعاع أو أي مستقيم آخر يوازيه. 

 مقارنه الجهة لايمكن مقارنة جهة الشعاعين  إلا كان لهما نفس المنحى . 

 

 

 

 

 

 :   تساوي شعاعين

 يتساوى شعاعان اذا كان لهما

 .المنحى ذاته  1

 .الجهة ذاتها  2

 AB=DC                          .الطويلة ذاتها 3

 : خواص الأشعة 

 الاستنساخ : .1

 

 .تساوي شعاعين لهما المبدأ ذاته : 2

M  تنطبق علىB                           AM=AB 

M  تنطبق علىR                          CM=CR 

 

CD,𝐴𝐵   متفقان بالجهة CD,AB     متخالفان بالجهة 

A B 

C D 
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 .متوازي الأضلاع: 3

 

ABCD   متوازي اضلاع 

 

ABCD                      متوازي الاضلاعAB=DC 

 

 : بعض الأشعة الخاصة

 هو الشعاع انطبقت بدايته على نهايته وحامله غير معين . :    0الشعاع الصفري  .1

AA=0                                           

 الشعاعان المتعاكسان :  .2

 المنحى ذاته    .aلهما :

        b.   الطويلة ذاتها 

          c.   جهتين مختلفين 

 =BA      -AB  ملاحظة :

-CD=DC                      

   جمع شعاعين لهما المبد ذاته Tail to tail :جمع الأشعة -1

 قاعدة متوازي الاضلاع  

   AB   +   AC=   AD  

 : نهاية الأول بداية الثاني وهكذا )علاقة شال(  Head to tailالأشعة المتعاقبة -2

 AB +BC =AC   

 

   تمرين:

𝑢أوجد   + 𝑣  

   2ط                                                1ط

  

[𝐷𝐶]=[𝐴𝐵] 

(𝐷𝐶)║(𝐴𝐵) 

 ضلعان متسايران

AB,CD   متعاكسان 

AB+CD=0 

𝑢 

𝑣 
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 كيف نعلم بوجود علاقة شال                                    

 

 

 الحرف الأول و الأخير نفسه                                               الحرف الأوسط نفسه    

AB+BC=AC                                                                   AB+CA=  

              CA+AB=CB                                                                                                   

 علاقة شال ماذا نستفيد من                                   

 

 

 اختصار المجاميع الشعاعية                                                           تفريق الشعاع

AB+BC+CD                                                                      B=AC+CB   CA 

AC+CD=AD 

 ويمكن مباشرة 

AB+BC+CD=AD   
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  :المكعب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• H.G.F.E.D.C.B.A  رؤوس 8رؤوس المكعب 

• … … . [𝐶𝐺]. [𝐵𝐶]. [𝐴𝐵] 12أحرف المكعب)خشبات( عددها  

• 𝐸𝐹𝐺𝐻, 𝐴𝐵𝐶𝐷    2قاعدة 

• …….,𝐶𝐺𝐻𝐷 , 𝐵𝐶𝐺𝐹 4 جه جانبية وأ 

• [𝐴𝐶] 4قطر قاعدة 

[BG] 8ي قطروجه جانب  

وحدة ولا في ين رأسين لا يقعان في قاعدة قطر المكعب: هو كل قطعة مستقيمة تصل ب •

…وجه جانبي واحد مثل القطر  … [𝐵𝐻]. [𝐴𝐺] 

 *لمعرفة القطر المرسوم من أي رأس في المكعب نستخدم قاعدة :

 أرض          سما        مقابل   

 مقابل        سما         أرض  

  A                   [𝐴𝐺]المرسوم من القطر 

 B                   [𝐵𝐻]القطر المرسوم من 

 D                   [𝐹𝐷]القطر المرسوم من 

 E                   [𝐸𝐶]القطر المرسوم من 

 عب متناصفة ومتساوية أقطار المك :ملاحظة 

A B 

E F 

D C 

G H 
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 الاستبدال :

 الاستبدال الثلاثي : حرف المكعب  .1

AB = DC = HG = EF        

BC =  AD = EH = FG        

CG = BF = AE = DH         

 جانبي الاستبدال الوحيد :قطر قاعدة او  .2

AC =  EG           ,   BG =  AH   

AF = DG           ,   HC = EB    ,          DE = CF         

  ??=AGقطرالمكعب :  .3

 لا يستبدل    

 

 

 

 

 مكعب :   ABCDEFGH: تمرين 

 أوجد مايلي : 

AB + AD = AC 

BC + BF = BG 

FB + FG = FC 

DC + DH = DG 

FH + FB = FD  

 

 

 

 

A B 

E 
F 

H G 

C D 



 

 

 6 

 علاقة الذهبية:

 طرح شعاعين لهما المبدأ ذاته  

OA-OB=                        

OA+BO=                        

BO+OA=BA                    

MC-MD =DC                 

CK-CL =LK                   

 جمع ثلاث أشعة تبدأ بالحرف ذاته .

 قطر مكعب أو قطر متوازي السطوح 

AB+AD+AE=AG     

 خشبات            

 

 نأخذ الحرف الأول 

 

 ض     سما    مقابل أر

 سما       أرض   مقابل 

FB+FG+FE=                                                                      BF+BC+BA=              

FC+FE= FD                                                                        BG+BA=BH             

       علاقة المتوسط   علاقة ألماسية . .3

AB+AC=2AI     

 

 

AE + AF =2AI    

EF + EA = 2EJ     

FE + FA = 2FK    

A 

B C 
I 

A 

E F 

K 
J 

I 
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 . Head to Headلهما النهاية ذاتها..جمع شعاعين 4  

AG + CG =……… 

   \=AC\AG + GC 

\C  نظيرةC بالنسبة لG  

 

 كيف نفكر في جمع شعاعين

 )البحلقة( 

 _ الحرف الأول نفسة          متوازي الأضلاع 

 الأوسط نفسة أو الأول و الأخير             شال  الحرف 

 

 لما مايمشي الحال        ننقل الأشعة إلى الرسم               

 

 

 الاستبدال                        علاقة ذهبية                     التفريق )الزرع(

في كل من الحالات  FGمنتصف  EF  ,Jمنتصف  Iمكعب ,   ABCDEFGH: 16تمرين صفحة 

تنطبق على  المعرفة بالمساواة الشعاعية المفروضة تنطبق او لا Mالتالية ,بين إذا كانت النقطة 

 أحد رؤوس المكعب , وعلل إجابتك .

1. AM = AB + DH    

AM = AB + BF             ل()الاستبدا 

AM = AF                  

M  تنطبق علىF  وهو أحد رؤوس المكعب 

2. AM = AE + AB + AD   

AM = AF + AD = AG        

M  تنطبق على G وهي أحد رؤوس المكعب  

 

A 

G 

\C 

C 

A 
B 

C D 

H G 

F I 

J 
E 
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3. CM = CG + BA  

CM = CG + GH = CH 

M  تنطبق علH وهي احد رؤوس المكعب 

4. AM = FE + DG 

 AM = FE + DG     2ط                          AM = FE + DG 1ط

AM = GH + DG                                    AM = FE + AF     

AM = DG + GH = DH                              AM = AE        

AM = AE  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الخطوة الأخيرة لازم يكون الحرف الأول بالطرف الأول نفس الحرف الأول بالطرف الثاني.

5. AM = AG + BF  

AM = AG + CG             

      \= AC \CAM = AG + G 

M  على  تنطبق\C 

\C  نظيرةC  بالنسبة لG 

\C خارج المكعب 
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6. AM=  
1

2
(AG + HB)     

 جبروك جبروك       

AM=  
1

2
 (AB + BC + CG + HE + EA + AB) 

AM = 
1

2
 (2AB) = AB  

M  تنطبق علىB  أحد رؤوس المكعب 

  2ط

AM = 
1

2
 (AG + HB ) 

AM = 
1

2
 AG + 

1

2
HB  

AM = AO + OB =AB 

M  تنطبق علىB   

 

 

 مكعب   ABCDEFGH:2التمرين 

 ,I  منتصفEF  ,J  منتصفFG  حدد موقع النقطة ,N 

1. AN = AB + AE + FJ   

AN = AF + FJ =AJ    

N  تنطبق علىJ  

 

2. AN = AE + BC + HJ  

AN = AE + EH + HJ  

AN = AH + HJ  

AN = AJ      

N   تنطبق علىJ 
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3. AN = AD + DC + CF + GH +EI  

AN = AF + GH + EI                  

AN = AF + FE + EI =AI                 

N  تنطبق علىI  

تخدما نقطتين من عبر عن مجموع الشعاعي بشعاع واحد ))قد يكون بضرب بعدد(( مس:3

 الشكل ذاته .

1. Aj + BJ =    

BJ + AJ =BJ             

2. BF + EC =  

AF + EC = AC   

  CG + EC = EGأو 

 ري شغلة تنطبق على شغلة هنا مو ضرو

3. AE + AF =2AI  

4. 
1

2
𝐸𝐺 + 𝐽𝐹 = 

 
1

2
𝐸𝐺 +

1

2
𝐺𝐹 

   
1

2
(𝐸𝐺 + 𝐺𝐹) =

1

2
𝐸𝐹 = 𝐸𝐼 

أو  
1

2
𝐸𝐺 + 𝐽𝐹  

EO + OI =EI    

  R.Q. P. متوازي سطوح ووضع النقاط  ABCDEFGH: السؤال الثاني

AP = AB +
𝟏

𝟐
𝑨𝑫 +

𝟏

𝟐
𝑨𝑬  

AP =AB +
1

2
(𝐴𝐷 + 𝐴𝐸 ) 

AP = AB +
1

2
𝐴𝐻  

\AP = AB + AO = AO  

P  تنطبق على  \O  و \O  مركز الوجهBCGF 

O 

\O 
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AQ= 
𝟏

𝟐
𝑨𝑩 +

𝟏

𝟐
𝑨𝑫 + 𝑨𝑬  

AQ = 
1

2
(𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 ) + 𝐴𝐸  

AQ =
1

2
𝐴𝐶 + 𝐴𝐸  

AQ = AO+ AE  

 \AQ =AO 

Q  على تنطبق\O  و \O  مركز الوجهEFGH 

CR=
𝟏

𝟐
𝑨𝑬 − 𝑨𝑩 −

𝟏

𝟐
𝑨𝑫 

CR = 
1

2
𝐴𝐸 +

1

2
𝐷𝐴 + 𝐵𝐴  

=
1

2
(𝐷𝐴 + 𝐴𝐸) + 𝐵𝐴  

=
1

2
𝐷𝐸 + 𝐵𝐴  

=DO + CD = CO 

R   تنطبق علىO 

 ADHEالوجه مركز 

 : أثبت صحة المساواة

EA + EF + BE =  0     

L1: EA + EF + BE = 

EB + BE = 0 = L2 

2.ED + CF =0  

L1 = ED + CF =  

ED + DE = 0= L2 

3.CD +CG + EB = 0  

L1 =CD+CG +EB  

CH + EB =0 =L2  

4 . .FE +FB + FG = FD  

L1 = FE + FB +FG = 

FA + FG = FD =L2  

 



 

 

 12 

 الارتباط الخطي لشعاعين

الثاني بضربه أنهما مرتبطين خطيا اذا وفقط اذا كان أحدهما ينتج عن  v,uنقول عن شعاعين 

 . Kبعدد حقيقي 

u=K v                                                                            v =K u 

 لهما المنحى ذاته .  v,uهنا نقول أن 

 الفائدة                                                

 

AB =
1

2
𝐶𝐷                                                         AB=2AC                       

CD,AB   مرتبطيان خطيا ولهما                             AB     وAC   مرتبطان خطيا ولهما 

 المنحى ذاته .                                                        . المنحى ذاته

 تقع على استقامه واحدة   C,B ,A                              متوازيان   CD و   ABالمستقيمان 

 )الانطباق حالة من حالات التوازن ( 

   

 

 

 

 

 

 نقطة تلاقي المتوسطات في أي مثلث هي مركز ثقل المثلث .:    تذكرة

  ABCمركز ثقل المثلث  G:  مثال

            G   نقطة تلاقي متوسطة وهي تحقق 

1. [𝐴𝐺] =
2

3
[𝐴𝐷 ] 

2. =
1

3
[𝐴𝐷] [𝐺𝐷] 

3. [𝐺𝐷] =
1

2
[𝐺𝐴] 

G   مركز ثقل المثلثABC   تحقق العلاقةGA + GB + GC =0 

 من اهم علاقات البدأ 

A 

C 

B 

C 

D 

A 

B 

D 

G 

2 

1 
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س :كيف نبرهن أن ثلاث نقاط على استقامة واحدة : نبحث عن الارتباط الخطي لشعاعين 

 بحث عن علاقة نبدأ بها ()ا.مؤلفين من النقاط الثلاث 

 :  15مثال محلول صفحة 

ABCDIJKL  متوازي السطوح G   مركز ثقل المثلBIK  

 واحدة . على استقامة  J, G , Dأثبت ان النقط 

   BIKثلث مركز ثقل الم  Gما أن ب: حل ال

K =0       JI +GJB +GJG  

GJ+JB +GJ+JI +GJ+JK =0          

3GJ+JB +JI +JK =0        

3GJ + JD =0       

JD = - 3 GJ        

GJ ,JD  مرتبطان خطيا 

D ,J ,G   على استقامة واحدة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

I 

B 

L 
K 

J 

C D 

G 

 يجب علينا زرع حرف يحقق لنا خشبات فقط 



 

 

 14 

 الارتباط الخطي لثلاثة أشعة

 

 

 ماذا يعني                                                                              كيف نبرهن 

,u,v,w مرتبطة خطيا                                         w=ꭤu +βv                         

,u ,v, w  تقع في مستو                                                     βЄR  . ꭤЄІR 

 غير مرتبطين خطيا   v ,uبشرط                                                               واحد

 

 

 

 

 الفائدة

 

 

ABC                                                                                مثلثABC    مثلث 

AD = 2 AB + 3 AC                               EF = -3AB + 5 AC                                

AD,AB , AC   مرتبطة                                            الأشعةAB , EF, AC    مرتبطة 

 خطيا وتقع في مستو واحد                                           خطيا وتقع في مستو واحد 

 ( ABC  )يوازي المستوي  EFوالمستقيم                            تقع        ,A, B. C. D و النقاط 

                                          في مستو واحد  

 

 

 

 

  

 

3v
 

2u 

عدينا النقاط 

نقاط  4وطلعو 

تقع في مستوي 

 واحد

قاط وطلعو  عدينا الن 

نقاط مستقيم   5

 يوازي مستوي  

 

A 

C 
B 

A 

C 

B 
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 :  18مثال محلول صفحة 

ABCDEFGH  .I   منتصفEB , J  منتصفFG 

 مرتبطة خطيا.   IJ , BG ,EFأثبت أن الأشعة 

 تبدأ بها وتحوي أحد الأشعة نبحث علاقة عن علاقة بدء

  على الأقل 

  BFGمن المثلث 

 حسب علاقة المتوسط 

J IF + BG =2BEB 

BE + EF + BG = 2BI + 2 IJ 

EF + BG = 2 IJ  

 IJ = 
1

2
𝐸𝐹 +

1

2
𝐵𝐺 

EF ┴ BG          BG,EF   غير مرتبطين خطيا 

 مرتبطة خطيا   IJ,BG , EFالأشعة 

 حسب علاقة المتوسط   EFGمن المثلث  : 2ط

G= 2 EJ              BEF + E 

EF + EB + BG= 2EI +2IJ     

EF + BG = 2IJ            

IJ = 
1

2
𝐸𝐹 +

1

2
𝐵𝐺    

EF ┴ BG          BG,EF   غير مرتبطين خطيا 

 مرتبطة خطيا   IJ,BG , EFالأشعة 

 

 

 

 

 

H 



 

 

 16 

 : 02تمرين صفحة 

ABCDEFGH ,  مكعبM نقطة تحقق EM = 
1

3
𝐸𝐻    ,N  نقطة تحققAN = 

1

3
 𝐴𝐵   

 اثبت صحة العلاقة . .1

MN = EA + 
𝟏

𝟑
 𝑫𝑩 

  L1: MN =ME +EA  + AN 

= 
1

3
𝐻𝐸 + 𝐸𝐴 + 

1

3
𝐴𝐵         

= 
1

3
(𝐻𝐸 + 𝐴𝐵) + 𝐸𝐴        

= 
1

3
 (𝐷𝐴 + 𝐴𝐵 )+EA          

= 
1

3
𝐷𝐵 + 𝐸𝐴  = 𝐿2         

BAD            :    2ط
1

3
 A +ME: L1  

EM +MA +
1

3
𝐷𝐴 +

1

3
𝐴𝐵                   

  
1

3
𝐸𝐻 = 𝑀𝐴 +

1

3
𝐻𝐸 + 𝐴𝑁 = 𝑀2 = 𝐿1 

 مرتبطة خطيا .  HB , EA , MNأثبت أن الأشعة  .2

 ..…1من الطلب 

MN = EA + 
1

3
 𝐷𝐵  

MN = EA + 
1

3
 ( 𝐷𝐻 + 𝐻𝐵)  

MN = EA + 
1

3
 𝐷𝐻 +

1

3
𝐻𝐵 

MN = EA - 
1

3
𝐸𝐴 +

1

3
𝐻𝐵 

MN = 
2

3
𝐸𝐴 +

1

3
𝐻𝐵 

HB , EA  وحاغير مرتبطة خطيا وض 

EA , HB , MN   مرتبطة خطيا 

 

 

A B 

E F 

H G 

D 
C 

M 

N 
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 :تمرين 

ABCDEFGH  , مكعب EI = 
1

4
𝐸𝐻    ,AJ = 

1

4
 𝐴𝐵    

  أثبت صحة العلاقة . .1

IJ = EA + 
1

4
 𝐷𝐵                                               

 مرتبطة خطيا   HB . EA . IJأثبت أن الأشعة  .2
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 20صفحة تمرين

ABCD   , رباعي وجوهM  : نقطة تحقق العلاقة 

AM = AD +
𝟏

𝟐
𝑨𝑩 + 𝑫𝑪   

 AB, BCبدلالة  AMعبر عن  .1

 (ABC)تنتمي للمستوي  Mاستنتج أن  .2

 .1 الحل:

AM = AD + 
1

2
𝐴𝐵 + 𝐷𝐶  

AM = AD + DC +
1

2
𝐴𝐵   

1

2
𝐴𝐵 C +BAM = A 

AM = AB + BC +
1

2
𝐴𝐵  

AM =
3

2
𝐴𝐵 + 𝐵𝐶  

 MЄ(ABC)أثبت أن .2

 تقع في مستو واحد   C,B,A,Mأثبت أن  كأن السؤال 

= AMقة السابقة من العلا
3

2
𝐴𝐵 + 𝐵𝐶  

 مرتبطة خطيا   AM , AB  , BCالأشعة 

 تقع في مستو واحد  M,C, B, Aو النقاط 

MЄ(ABC)                 

 

 

 

 

 

 

 

A C 

D 

B 
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 المعلم في الفراغ                                           

 o,i,j , k)نرمز للمعلم )

:O المبدأ 

((i , j , k  ثلاث أشعة غير مرتبطة خطيا 

                    M(X , Y ,Z) 

:X الفواصل 

:Yالتراتيب 

:Z الراقم 

 قوانين المعلم الكيفي : 

 كتابة شعاع . .1

A(XA , YA ,ZA)               B ( XB , YB, ZB )        

AB = (XB – XA ) I + (YB -YA)J +(ZB – ZA )K      

AB =( XB -XA , YB – YA , ZB – ZA )                         أو 

 Z \, Y  \u(X , Y , Z)        v(X ,\  (بفرض  .2

• )         \, z +z \, y+y \u+v = (x+x 

• Ku = (Kx , Ky , Kz)        KЄR 

• \, z=z   \,   y=y   \u=v      x=x 

 منتصف قطعة مستقيمة  .3

, 𝑀1]منتصف القطعة  Iبفرض  𝑀2] 

I  ቀ
𝑋1+𝑋2

2
,

𝑌1+𝑌2

2
,

𝑍1+𝑍2

2
ቁ   

  ABCمركز ثقل  Gز ثقل مثلث بفرض .احداثيات مرك4

G  (
𝑋1+𝑋2+𝑋3

3
 ,

𝑌1+𝑌2+𝑌3

3
 ,

𝑍1+𝑍2+𝑍3

3
)  

      

 

 

X 

Y 

Z 

𝑖 

𝑗 

�⃗⃗� 

M2 

M1 

I 
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  : 24تمرين صفحة 

A(3,5,2) ,  B(2,-1,3) , C ( 0 , -2,2) , D (-2, 5 , 1) , E ( 3 ,9, 2) , F(8, 13 , 3)  

  ABمنتصف  Iاحداثيات  .1

  EF , CD , ABاحسب مركبات الأشعة  .2

 متوازي أضلاع  ABCKالتي تجعل  Kجد احداثيات  .3

4. V= 2AB -
1

2
𝐶𝐷 + 3 𝐸𝐹  

 الحل: 

(1 I (
𝑋𝐴+𝑋𝐵

2
,

𝑌𝐴+𝑌𝐵 

2
+

𝑍𝐴+𝑍𝐵

2
)      

I (ቀ
5

2
, 2,

5

2
ቁ                          

2) AB = - i-6j + K                 AB (-1,-6 , 1)   

CD = -2i +7j -K                  CD (-2,7,-1)        

EF = 5i + 4j + K                  EF (5,4,1)           

  K(X,Y,Z)نفرض 3)    

AB = KC                     

(-1, -6 , 1) = (-X ,-2-Y , 2-Z)    

-1 = -X            X=1      

-6 = -2-Y             Y= 4    

1= 2-Z              Z=1    

K=(1,4,1)      

 V = 2 (-1,-6 , 1) -
1

2
(−2,7, −1) + 3( 5,4,1)     (4  

V = (-2 ,-12, 2 ) + (1, 
−7

2
,

1

2
) + (15 , 12 , 3 ) 

V =(14 , 
−7

2
,

11

2
)                               

 

K C 

A B 
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   20تمرين صفحة 

C,B,A  ثلاث نقاط متمايزة في الفراغ  

E  نقطة تحققBE = 4 BC        

F  نقطة تحققAF = 
1

2
 𝐴𝐸  

 تقع في مستو واحد  F,E,C,B,Aهل النقاط 

 الحل : 

BE = 4 BC   الشعاعانBE , BC   , مرتبطان خطياE ,C, B   على استقامة واحدة فهي

  d مستقيمتقع على 

AF = 
1

2
𝐴𝐸    الشعاعانAE  ,AF طيا ,مرتبطة خ E,F,A  ع على استقامة واحدة فهي تق

 dتقع على مستقيم 

 

 

 

 :  2حالة                                    على استقامة   A ,B ,C: 1حالة

 منطبقان و يقعان في  d \d,واحدة 

 لى الأقل مستو واحدة ع

F,E,C,B,A مستو واحد  تقع في 

 لى الأقل ع

 

ن العكس ليس مرتبطة خطيا ولك v,w,uمرتبطين خطيا              w,uإذا كان  : ملاحظة

 صحيحا بالضرورة .

 مرتبطة خطيا ,v,u wتصبح   vولدينا شعاع   w=2u: بفرض  مثال

 w = 2u + 0v  

I donot lik  

 

A F E B C 

E 

F 

d 

\d 
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 :20تمرين صفحة 

3EM =2 EI  

EM = 
2

3
 𝐸𝐼  

 متوسط EIلدينا  EABفي المثلث  EABمركز ثقل  Mلماذا  .1

 = EMومن الفرض 
2

3
 𝐸𝐼  ,M   في المثلث هي نقطة تلاقي المتوسطاتEAB  

M  مركز ثقل المثلثEAB  

 مرتبطة خطيا .  CJ ,  LM , HKأثبت أن الأشعة  .2

LM = 
1

3
 𝐿𝐵   

3LM = LB  

   الحل: 

HK = HG + GK 

HK =LA + AB 

HK = LB  

HK =  3LM  

 مرتبطان خطيا    LM , HKالشعاعين 

 مرتبطة خطيا     CJ , LM , HKاذا 

   HK = 3 LM + 0 CJويمكن أن تكتب 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B 

E F 

H G 

K 

I 

L 

J 

C 
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 الارتباط الخطي تحليليا 

بفرض 
𝑦

𝑦′
=

𝑧

𝑧′
= 𝑘 =

𝑥

𝑥′
 )     \,z\,y\,         v(x         u(x,y,z) 

V ,u              مرتبطان خطياR   Є \,Z \, Y \X 

 

   24تمرين صفحة  

C ( 2,0,-3) , B (0 ,2 ,4) , A(3,-1 ,2)  

AB( -3 ,3 ,2)   
−3

−1
=

3

1
=

2

−5 
 

 

 مرتبطين خطيا   AB ,ACالشعاعان 

C, B, A   ليست على استقامة واحدة 

 Pفهي تشكل رؤوس مثلث وتعين مستويا 

2.C( 0 , -1,7)  ,  B (-2 , 0 ,5 ) , A ( -4,1 ,3 )   

AB ( 2, -1 , 2 )                                          
2

4
=

−1

−2
=

2

4
 

AC (4, -2 , 4 )                                             
1

2
=

1

2
=

1

2
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶 
 

AC =2 AB                         

 مرتبطان خطيا    AC, ABالشعاعان 

C ,B, A  على استقامة واحدة 

3. C(1,-1,-3)  , B(1,-1,4)  , A (1 ,-1 ,0)     

AB(0,0,4)           
0

0
=

0

0
=

4

−3
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
 

AC ( 0,0,-3)                                         

4AC =-3AB      

AC =
−3𝐴𝐵

4
 

 على استقامة واحدة   C,B,Aمرتبطا خطيا ,   AC , ABالشعاعان 

AC(-1,+1 ,-5) 
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   24تمرين صفحة 

   لتكون   b,aأيمكن تعيين 

M(a,b ,2)   , B (3,2,1 ) ,A (2,3,0)  

 على استقامة واحدة 

AB( 1,-1,1)    

AM(a-2 ,b-3 ,2 )    

𝑎 − 2

1
=

𝑏 − 3

−1
=

2

1
 

 

             a-2 =2       a = 4 3و  1من 

                   3و 2من 
𝑏−3

−1
= 2             𝑏 − 3 =  −2        𝑏 = 1  

 على استقامة واحدة   M,B,Aمرتبطان خطيا    a = 4  , b= 1  AB , AMمن اجل : 

  تمرين

  مرتبطان خطيا      v(1,-2, a)    ,   u ( 2,a , 5 )ليكون الشعاعان  aأيمكن تعيين 

2

1
=

𝑎

−2
=

5

𝑎
                 𝑎 = 0  

         

  2و 1من 
2

1
=

𝑎

−2
                     𝑎 =  −4  

      3و  1من 
2

1
=

5

𝑎 
                         2𝑎 = 5             𝑎 =

5

2
 

 مرتبطان خطيا   v,uتجعل     aلا يوجد قيمة ل 

  

 

 

 

 

1 2 3 
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 : 24تمرين صفحة 

 للفراغ , تعطى إحداثيات أربع من الرؤوس متوازي السطوح    ( o, I , j , k)في معلم 

ABCDEFGH   : المرسوم جانبا وهي 

E(3,-1 ,3 )  , C ( -3 ,2, 0 ) , B ( 1,3,-1) , A(2, 1,-1)    

 جد إحداثيات الرؤوس الأربع الأخرى .

 متوزي السطوح   ABCD: الحل 

AB = DC                   (X,Y,Z )  

(-1,2,0) = (-3-X ,2-Y , -Z)             

-1 = -3 -X           X=-2  

2 =2-Y              Y= 0  

0=Z                 Z=0 

D ( -2 , 0 ,0)   

ABEF  : موازي الاضلاع 

AB = EF        E  ( X,Y,Z )  

( -1 , 2, 0 ) = (X-3 , Y+1 , Z-3 ) 

X-3 = -1                X = 2  

Y +1= 2                   Y = -1 

Z-3= 0                  Z =+3 

ADHE  متوازي أضلاع 

AD= EH            H(X,Y,Z) 

(-4 , -1, 1 ) = ( X-3 ,Y+1 , Z-3 )  

X-3 = -4        X=-1     

Y + 1 = -1        Y= -2    

Z-3 = 1              Z= 4   

H(-1, -2 , 4) 

E 

A 

F 

H G 

B 

C D 
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BCGF   متوازي أضلاع 

BC = FG          G(X,Y,Z ) 

(-4, -1 ,1) = (X-2 , Y-1 , Z-3 ) 

X-2 = -4        X= -2  

Y-1 = -1      Y=0  

Z-3 = 1       Z= 4  

G( -2 , 0 , 4)  

 

 :  24تمرين صفحة 

   C(1,2,-2) , B(-2,3,2) , A( 3, 0 ,-1)معلم للفراغ النقاط  لدينا في

   ABمنتصف  Iيات النقطة جد إحداث

  Cبالنسبة الى   Iنظيرة  Dجد إحداثيات النقطة 

  BM = AB + 3ACالتي تحقق العلاقة :  Mجد إحداثيات النقطة 

    NA = 2 NCالتي تحقق العلاقة : Nجد إحداثيات النقطة 

 الحل :

 1.I ( 
𝑋𝐴+𝑋𝐵

2
,

𝑌𝐴+𝑌𝐵

2
,

𝑍𝐴+𝑍𝐵

2
) 

I(
1

2
,

3

2
,

1

2
)                  

2.D(X,Y,Z )     

IC  = ID   

(
1

2
,

1

2
,

−5

2
) = (𝑋 − 1, 𝑌 − 2, 𝑍 + 2) 

X-1=
1

2
                      𝑋 =

3

2
 

Y-2 =
1

2
                  𝑌 =  

5

2
 

Z+2 =
−5

2
             𝑍 =  

−9

2
 

D( 
3

2
,

5

2
,

−9

2
) 

 

D 

I 

C(1,2,2) 
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  M (X,Y,Z ).نفرض 3

BM = AB + 3AC    

( X+2 , Y-3 , Z-2 ) =(-5, 3, 3) + 3 (-2 , 2 , -1) 

X+ 2= -11         X=-13  

Y-3 = 9             Y =12  

Z-2 = 0              Z = 2  

M ( -13 , 12 , 2 )  

4. NA = 2 NC            N (X,Y,Z ) 

(3-X , -Y, -1-Z ) = (2-2X , -2Y,-4-2Z) 

3-X =2-2X       X=-1 

-Y =4-2Y             Y=4  

-1-Z =-4-2Z         Z=-3 

N( -1 , 4, -3 )  

 : 24تمرين صفحة 

   A(2,3,2) , B( 5,-1,0)لدينا النقطتان: 

 المحققة للعلاقة المفروضة .  Mجد إن أمكن في كل حالة , إحداثيات  النقطة 

1. MA =2AB 

2. MA=MB  

3. 3BA + MA =0  

4. MB =AB -MA 

1. MA=2AB 

  M(X,Y,Z)نفرض 

(2-X , 3-Y , -2-Z ) = 2( 3, -4 ,2) 

(2-X , 3-Y , -2-Z ) = ( 6, -8 , 4 ) 

6 =2-X          X=-4  

-8 =3-Y            Y=11 

4=-2-Z            Z=-6 

M(-4,11,-6)  

 



 

 

 28 

2. MA= MB  

(2-X , 3-Y , -2-Z ) = ( 5-X , -1-Y , -Z) 

2-X=5-X                2=5  

 تجعل المساواة السابقة ممكنة  Mمستحيلة لا يوجد نقطة 

 2ط

تجعل  Mيوجد نقطة اذا لا  Bختلف عن ت  Aلكن في الفرض و  Bتنطبق على  Aاذا 

 المساواة السابقة ممكنة 

3. 3BA+ MB =0  

MB = -3BA  

MB = 3AB  

(5-X , -1-Y , -Z) = 3 ( 3,-4,2)  

(5-X ,-1-Y ,-Z ) =(9 , -12 , 6)  

9 = 5-X        X=-4  

-12 =-1-Y         Y=11 

6=-Z             Z=-6 

M(-4,11,6)  

4. MA -MB =AB  

(2-X , 3-Y ,2-Z )  - (5-X,-1+Y ,-Z) = (3,-4,2) 

2-X-5+X=3        

 تجعل المساواة ممكنة   Mمستحيلة الحل لايوجد نقطة 

MA + BM = AB  

BA = AB   

  

 

 

MA=MB  
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 المعلم التجانس 

 انه متجانس اذا تحقق فيه الشرطان :  (O , I ,J ,K)نقول ان المعلم 

 متجانس مثنى  OK ,OJ ,OIالمستقيمات  .1

2. ԡ𝐼ԡ = ฮ𝐽ฮ = ԡ𝐾ԡ = 1 

 

 

 

 المسافة بين نتقطتين )طول قطعة مستقيم( .1

 Z2Y ,2(X2)      ,    M1,Z1,Y1X(1M,2(في معلم متجانس : 

ඥ(𝑋2 − 𝑋1)2 + (𝑌2 − 𝑌1)2 + (𝑍2 − 𝑍1)2) =2,M1(M 

 نظيم شعاع )طويلة شعاع (  .2

  U =XI+YJ+ZK        U(X,Y,Z)بفرض 

ԡ𝑈ԡ = ඥ𝑋2 + 𝑌2 + 𝑍2 

 

 : 27تمرين صفحة  

 في معلم متجانس احسب نظيم كل من الأشعة :

U(2,-2,3)              

ԡ𝑈ԡ = ඥ𝑋2 + 𝑌2 + 𝑍2 

ඥ4 + 4 + 9 = ඥ17 

V=I+5K                   V(1,0,5)    

ԡ𝑉ԡ = ඥ1 + 0 + 25 = ඥ26 

W=ξ2𝐼 − ඥ3𝐽 + 𝐾                𝑊 ቀξ2 , −ඥ3, 1ቁ 

ԡ𝑊ԡ = ඥ2 + 3 + 1 = ඥ6 

 

 

X 

Z 

Y 

�⃗⃗⃗� 

𝐼 
𝐽 

K 

I J 
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 متساوي الساقين أو قائم أو متساوي الاضلاع : ABCبين هل المثلث 

A(1,3,-1)   , B ( 3 ,6 , -2 ) , C(0,4,0)            

[𝐴𝐵] = ඥ4 + 9 + 1 = ඥ14 

[𝐴𝐶] = ඥ1 + 1 + 1 = ඥ3 

[𝐵𝐶] = ඥ9 + 4 + 4 = ඥ17 

(ξ17)2 = (ξ14)2 + (ඥ3)2 

 محققة       17 = 17

  Aقائم في  ABCالمثلث 

 . [𝑨𝑩]المستوي المحوري للقطعة  

في منتصف وكل نقطة منه متساوية البعد عن   [𝐴𝐵]هو مستوي العمود على القطعة 

  B,Aطرفي 

 تنتمي للمستوي المحوري   Mاذا كانت 

[𝑀𝐴]للقطعة  = [𝑀𝐵]          [𝐴𝐵] 

   [𝐴𝐵]وأشهر نقاط المستوي المحوري للقطعة 

 منتصف هذه النقطة . Iهي 

 :  27تمرين صفحة  

B(3,0,1) , A(5,2.-1 )  

 [𝐴𝐵]تنتمي للمستوي المحوري للقطعة   C(-2,5,-2)هل النقطة  .1

 [𝐴𝐵]تنتمي للمستوي المحوري للقطعة   E(3,2,1)هل النقطة  .2

 الحل : 

1. [𝐶𝐴] = ඥ49 + 9 + 1 = ඥ59 

[𝐶𝐵] = ඥ25 + 25 + 9 = ඥ59 

[𝐶𝐴] = [𝐶𝐵] 

 [𝐴𝐵]تنتمي للمستوي المحوري للقطعة  Cاذا 

2. [𝐸𝐴] = ඥ4 + 0 + 4 = ඥ8 = 2ξ2 

E   لا تنتمي للمستوي المحوري للقطعة[𝐴𝐵] 

A 

B 

C 

I 

 

A 

B 

M 

[𝐸𝐵] = ξ0 + 4 + 0 = 2 
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 SPHERE            الكرة 

       M(X,Y,Z)في معلم متجانس 

 Z0,Y0X(Ω,0(مركزها  Sة لتكن الكر

 R نصف قطرها

 Mتنتمي لهذه الكرة   (x,y,z)نفرض 

[𝜴𝑴] = 𝑹 

ඥ(𝑋 − 𝑋0)2 + (𝑌 − 𝑌0)2 + (𝑍 − 𝑍0)2 = 𝑅 

 

(𝑋 − 𝑋0)2 + (𝑌 − 𝑌0)2 + (𝑍 − 𝑍0)2 = 𝑹𝟐 

 

  R=5نصف قطرها  (Ω)-2,1,0اكتب معادلة الكرة , مركزها 

 الحل : 

(𝑋 − 𝑋0)2 + (𝑌 − 𝑌0)2 + (𝑍 − 𝑍0)2 = 𝑹𝟐 

(𝑋 + 2)2 + (𝑌 − 1)2 + (𝑍 − 0)2 = 𝟐𝟓 

(𝑋 + 2)2 + (𝑌 − 1)2 + (𝑍)2 = 𝟐𝟓 

 Sنصف قطر الكرة عين مركز والسؤال المعاكس :

=12              21)-+(Z2+Y2S:(X+3) 

R= ξ12مركزها  Ω= (3,0,1-)مركزها الحل :  = 2ඥ3 

 Ω. مركزها 1لكتابة معادلة الكرة يلزمنا :    اذا

 Rنصف قطرها . 2                           

 A(2,-4,1)وتمر من  Oمركزها  Sاكتب معادلة الكرة 

OA = R =ඥ(2 − 0)2 + (−4 − 0)2 + (1 − 0)2 = 

=ඥ4 + 16 + 1 = ξ21 = 𝑅  

𝑋)وتكون معادلة الكرة  − 0)2 + (𝑌 + 0)2 + (𝑍 − 0)2 = 21 

=21                                        2+Z2+Y2X 

 

 المعادلة الديكارتية للكرة  

𝜴(𝑿𝟎, 𝒀𝟎, 𝒁𝟎) 

R 

O(0,0,0) 

 نربع 
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 )Z )-Y, -X, -Mهي  O(0,0,0)بالنسبة للمبدأ   M(X,Y,Z)نظرة أي نقطة :  تمهيد

 2+2ab+b2=a2(a+b) 

2a)-=(b22ab+b -2= a2b)-(a 

2=(a+b)2b)-a-( 

2b)-=(a2a)-=(b2a+b)-(  

 27تمرين صفحة 

A(1,1,ξ2)    , 𝐵 (ξ2, −ξ2, 0 ) 

C  نظيرةA  بالنسبة للمبدأO  

 قائم ومتساوي الساقين . ABCثبت أن المثلث أ

 O(0,0,0) بالنسبة للمبدأ Aنظيرة  Cبما أن الحل : 

 c(-1,-1,-ξ2)فإن 

[𝐴𝐵] =  ටቀඥ2 − 1ቁ
2

+ ቀ−ඥ2 − 1ቁ
2

+ ቀ0 − ඥ2ቁ
2

= ට2 − 2ඥ2 + 1 + 2 + 2ඥ2 + 1 + 2 

[𝐴𝐵] = ඥ8 = 2ඥ2 

[𝐵𝐶] = ටቀ−1 − ඥ2ቁ
2

+ ቀ+ඥ2 − 1ቁ
2

+ ቀ−ඥ2ቁ
2

= 

ට1 + 2ඥ2 + 2 + 1 − 2ඥ2 + 2 + 2 

[𝐵𝐶] = ඥ8 = 2ඥ2 

[𝐴𝐶] = ට4 + 4 + ቀ−2ඥ2ቁ
2

= ඥ16 = 4 

[𝐴𝐶]2 = [𝐴𝐵]2 + [𝐵𝐶]2 

16=8+8                                                                 

 محققة                                                                      16=16

 ومتساوي الساقين  Bقائم في  ABCالمثلث 

B 

A 

C 
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  27تمرين صفحة

A(2,3, -1) , B ( 2,8, -1 ) , C ( 7, 3,-1) , D (-1,3 , 3 ) , E (5,3,3)  

 . Aمركزها  تقع على كرة واحدة  EDCBأثبت 

[𝐴𝐵] = ඥ0 + 25 + 0 = 5 

[𝐴𝐶 ] = ඥ25 + 0 + 0 = 5 

[𝐴𝐷] = ඥ9 + 0 + 16 = 5 

[𝐴𝐸 ] = ඥ9 + 0 + 16 = 5 

[𝐴𝐵] = [𝐴𝐶] =  [𝐴𝐷] = [𝐴𝐸] = 5 

 

 ومعادلتها R=5ونصف قطرها   A(2,3,-1)تقع على كرة واحدة مركزها  E,D,C,Bإذا 

(𝑋 − 2)2 + (𝑌 − 3)2 + (𝑍 + 1)2 = 25 

  :27تمرين صفحة 

 ABC  ,A(1,3,-2)   ,B(2,-1,0)      ,C(6,-3,-1)مانوع المثلث 

[𝐴𝐵] = ඥ1 + 16 + 4 = ඥ21 

[𝐴𝐶] = ඥ25 + 16 + 1 = ඥ62 

[𝐵𝐶] = ඥ16 + 4 + 1 = ඥ21 

ඥ62
2

= ඥ21
2

+ ඥ21
2
 

62=21+21                                             

62=42                                                

 متساوي الساقين وغير قائم . BACالمثلث 

 مستقيم  (AB)  ملاحظات:

AB طول 

 [𝐴𝐵]قطعة 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  قيم نصف مست   (𝐴𝐵ൣشعاع                      .  ⃗⃗
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 ,B(3,1,0)   ,A(1-  (1,4 سؤال خارجي :

 :[𝐴𝐵]التي قطرها  Sمعادلة الكرة أوجد 

)=: الحل 
𝑋𝐴+𝑋𝐵

2
,

𝑌𝐴+𝑌𝐵

2
,

𝑍𝐴+𝑍𝐵 

2
)Ω 

Ω(2,0,2)  

2R =[𝐴𝐵] = ξ4 + 4 + 16 = ξ24 

2R= ξ4 + 6 = 2ξ6 

R=ξ6 

(𝑋 − 2)2 + (𝑌 − 0)2 + (𝑍 − 2)2 = 6 

(𝑋 − 2)2 + 𝑌2 + (𝑍 − 2)2 = 6 

 : معدلة  36تمرين صفحة  

  D(-3,-5,6)  ,C(5,5,0) ,B (1,-2,1) , A(2,0,1)في معلم  

 ليست على استقامه واحدة .  C,B,Aأثبت أن   .1

   Pتقع في مستو واحد   D,C,B,Aأثبت أن   .2

 Pتنتمي للمستوي   E(3,1,2)هل النقطة  .3

 الحل :  

1. AB (-1,-2,0), AC (3,5,-1)      
−1

3
=

−2

5
 

 غير مرتبطين خطيا    AC, ABالشعاعان 

C, B, A  ليست على استقامة واحدة فهي تشكل رؤوس مثلث وتعين مستوياP   

2. AD(-5,-5,5)  

AC,AB    غير مرتبطين خطيا من الطلب الأول 

AD = ꭤAB +β AC  

(-5,-5,5) =ꭤ (-1,-2,0) + β (3,5,-1) 

1) -ꭤ +3β =-5   

2) -2ꭤ +5β = -5 

3) -β= 5             

,ξ3) نحل الجملة ξ2   ) 

   β=-5(      3من    

 (  2نعوض في  

-2ꭤ + 5(-5) =-5  
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ꭤ =-10    

 ( 1في   ꭤ=-10    ,β=-5نعوض 

-ꭤ +3β =-5  

-(-10) + 3(-5) =-5 

 محققة     5-=5-

AD= -10AB -5AC      

 مرتبطة خطيا   AD,AC,ABالأشعة 

D,C,B,A   تقع في مستو واحد 

3. D,C,B,A 

AE(1,1,1)    

AE=aAB+bAC  

(1,1,1) =a(-1,-2,0) +b(3,5,-1) 

1) -a +3b =1 

2) -2a +5b =1 

3) -b =1 

,ξ1)نحل الجملة  ξ3) 

    b=-1( 3من  

 a +3(-1) =1-( 1نعوض في  

a=-4 

 ( 2في     b=-1و   a=-4نعوض 

-2a+5b?=1  

-2(-4) +5(-1)? =1 

 غير مرتبطة خطيا   AE,AC,ABالاشعة 

E,C,B,A   لاتقع في مستو واحد 

 EЄDنستنتج  
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 معدل    :38تمرين صفحة  

ABCDEFGH  مكعبDI = 
1

4
𝐷𝐶 ,   BJ =

3

4
𝐵𝐶 

  (A,AB,AC,AE)في معلم متجانس 

  J,Iعين احداثيات رؤوس المكعب وكل من  .1

 ماذا نستنتج ؟ مرتبطة خطيا و HI,EJ , EGأثبت أن الاشعة  .2

  EJGيوازي المستوي   (HI)أو أثبت أن المستقيم 

A(0,0,0)   ,      B(1,0,0) 

C(1,1,0)      ,  D (0,1,0) 

E(0,0,1)      F(1,0,1)   

G (1,1,1)    ,   H(0,1,1)  

J(1,
3

4
, 0)            , 𝐼(

1

4
, 1,0) 

2.EG(1,1,0)    

EJ (1,
3

4
,-1)       

1

1
=

4

3
 

EJ, EG بطين خطيا غير مرت 

HI (
1

4
, 0, −1) 

HI = ꭤEG + βEJ 

(
1

4
, 0, −1) = ꭤ(1,1,0) +  𝛽(1,

3

4
, −1) 

1) ꭤ+β=
1

4
       

2)ꭤ+
3

4
𝛽 = 0 

3)- = −1    

 (2,3)نحل الجملة 

=.            3من   (2نعوض في  1−

 

 

 

 

 

 

Z 

A 
B 

C 
D 

Y 

E 

H G 

F 

X 

I 

J 

1 

1 

1 
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+
3

4
(1) = 0 

=
−3

4
 

=نعوض 
−3

4
       =  (1في       1

ꭤ+β=
1

4
                                                                

−3

4
+ 1 =

1

4
 

     
1

4
=

1

4
 محققة                                                               

HI =
−3

4
𝐸𝐺 + 1𝐸𝐽                                         

 (EJG)يوازي المستوي  (HI)والمستقيم   HI, EJ , EGالاشعة 

 

  ملاحظة :

       X\X (X,0,0)أي نقطة من محور الفواصل  •

  Y\Y      (0,Y,0)التراتيب أي نقطة من محور  •

 Z\Z           )Z,(0,0أي نقطة من محور الراقم  •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Z 

X 

Y 
( 
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 : 41صفحة تمرين 

 A(3,2,1) , B(1,2,0) , C(3,1,-2)ط النق  (O,I,J,K)في معلم 

 استقامة واحدة A,B,Cأثبت أن النقاط  .1

 ؟ ABCالى المستوي   M(m,1,3)تنتمي للنقطة  mعند أي قيمة الوسيط  .2

 في مستو واحد ؟ D(X,Y,3)و   A,B,Cلتقع  X,Yماالعلاقة بين  .3

 . A,B,Cالمار من  Pأوجد معادلة المستوي  .4

 : الحل

AB(-2,0,-1)                                                

AC(0,-1,-3)                                                

0

−1
=

−1

−3
 

 غير مرتبطان خطيا  AC, ABالشعاعان 

A, B, C  ليست على استقامة واحدة فهي تشكل رؤوس المثلث وتعيين مستوياP 

 غير مرتبطان خطيا : AC, ABنعلم أن 

AM = ꭤAB+βAC 

(m-3 ,-1,2) = ꭤ(-2,0,-1) +β(0,-1,-3) 

1)m-3 =-2ꭤ  

2) -1=-β       

3) 2= -ꭤ -3β 

 (3,2)نحل الجملة 

 (3, نعوض في  β=1       (2من

-ꭤ-3β=2             -ꭤ-3(1) =2 

        ꭤ=-5نعوض 

m-3 = -2ꭤ            m=-2(-5) 

m=13        

M(13,1,3)   

AD = ꭤ AB +βAC 
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(X-3 , Y-2 , 2)  = a(-2,0,-1) + b(0,-1,-3) 

1)x-3 =-2a               a= 
−1

2
𝑥 +

3

2
 

2) y-2 =-b               b =-y +2     

3) 2=-ꭤ-3b                                

  3في  1, 2نعوض 

1

2
𝑥 −

3

2
𝑦 − 6 = 2 

1

2
𝑥 + 3𝑦 =

19

2
 

X+6y =19                                           

  M(X,Y,Z) ЄP.نفرض 4

AM (X-3 ,Y-2,Z-1)  

(X-3 ,Y-3,Z-1) =ꭤ(-2,0,-1) +β(0,-1,-3) 

-2ꭤ=X-3                  ꭤ=
𝑋−3

−2
            1. 

-β =Y -2               β=-Y+2            2. 

-ꭤ-3β =Z-1                                   3. 

 (3نعوض في 

-ቀ
𝑋−3

−2
ቁ − 3(−𝑌 + 2) = 𝑍 − 1 

𝑋 − 3

2
+ 3𝑌 − 6 = 𝑍 − 1 

X - 3+ 6y - 12= 2z-2  

P: X + 6Y - 2Z - 13  = 0 

 

 بسهولة  2,3ثم حل الطلب  Pبعاد معادلة المستوي ملاحظة : يمكن البدء بإ
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 : 41تمرين صفحة 

C,B,A  اغ . ونقاط ليست على استقامة واحدة من الفرثلاث   E,D : نقطتان تحققان 

AE =3CE   ,  3AD =2AB          

 تقع في مستو واحد  E,D,C,B,Aأثبت أن النقاط  .1

 احدة.على استقامة و  jو I و A. أثبت وقوع   BEمنتصف  Jو  CDمنتصف  Iلتكن  .2

 .  1: الحل

AD=
2

3
𝐴𝐵               AB ,AD  , مرتبطان خطياA,B,D   على استقامة واحدة فهي تنتمي

  dلمستقيم 

AE =3CE             AE , CE  , مرتبطان خطياA,B,C   على استقامة واحدة فهي تنتمي

 d\لمستقيم 

 تقع في مستو واحد  d\d           E,D,C,B,A,المستقيمان 

 حسب علاقة المتوسط   ADC.من المثلث 2

AD +AC =2AI    

2

3
𝐴𝐵 +

2

3
𝐴𝐸 = 2𝐴𝐼 

2

3
[𝐴𝐵 + 𝐴𝐸] = 2𝐴𝐼 

2

3
2𝐴𝐽 = 𝐴𝐼 

𝐴𝐼 =
2

3
𝐴𝐽 

 على استقامة واحدة . ,J,I,Aمرتبطان خطيا   AI, AJالشعاعان 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

E 

D 

C 

I J 

 حسب علاقة المتوسط
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 :42تمارين صفحة 

  ,  A(2,-1,3)متساوية البعد عن النقطتين  Cحور الفواصل نقطة مجد على  .1

B(0,5,-1) 

 XX\تقع على محور  Cما أن بالحل :  

 C(X,0,0)  

 CA  =  CB 

ට(𝑋 − 2)2 + 1 + 9 = ඥ𝑥2 + 25 + 1 

(𝑋 − 2)2 + 10 = 𝑥2 + 26 

+2624X+4+10=X-2X 

-4X=12 

X=
12

−4
= −3                           𝐶(−3,0,0) 

 عددا حقيقا , ولتتأمل النقاط الثلاث . ꭤليكن  .2

A(3,1,-3)   , B(-1,5,-3)   ,C(-1,1,ꭤ)  

 الحل :

 AB =ඥ16 + 16 + 0 =  ඥ32 = 4ξ2 

AC=ඥ16 + 0 + (𝛼 + 3)2 = ඥ16 + (𝛼 + 3)2 

BC=ඥ0 + 16 + (𝛼 + 3)2 = ඥ16 + (𝛼 + 3)2 

 متساوي الاضلاع اذا كان  ABCيكون  AC=ABالمثلث متساوي الساقين 

AB=AC=BC   

  AB = BCوبالتالي 

ඥ16 + (𝛼 + 3)2 = 4ඥ2 

16 + (𝛼 + 3)2 = 32 

(𝛼 + 3)2 = 16 

 ꭤ+3=-4                  ꭤ=-7اما : 

 ꭤ+3 =4                            =1ꭤاو   
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 تمرين .

  A(2, 1,0) ,   B(-1,4,2)نتأمل النقطتين 

 A,Bأوجد نقطة متساوية البعد  .1

,C(1,1جعل النقطة الذي ي  أوجد العددالحقيقي   .2   A,Bمتساوية البعد عن  (

  ABأوجد معادلة المستوي المحور للقطعة  .3

 الحل:

1. I منتصفAB قطة متساوية البعد عن لتكون نA,B  

I(
𝑋1+𝑋2

2
,

𝑌1+𝑌2

2
,

𝑍1+𝑍2

2
) 

I(
2−1

2
,

1+4

2
,

0+2

2
) 

I(
1

2
,

5

2
, 1) 

2. CA=CB   

ඥ1 + 0 + 𝜆2 = ඥ4 + 9 + (𝜆 − 2)2 

1 + 0 + 𝜆2 = 13 + (𝜆 − 2)2 

1 + 𝜆2 = 13 + 𝜆2 − 4𝜆 + 4 

4 = 16                        𝜆 = 4 

3. M)X,Y,Z( ЄP 

 يحب ان تتحقق  ABهو المستوي المحوري  Pحيث 

MA= MB  

ඥ(𝑋 − 2)2 + (𝑌 − 1)2 + 𝑍2 = ඥ(𝑋 + 1)2 + (𝑌 − 4)2 + (𝑍 − 2)2 

(𝑋 − 2)2 + (𝑌 − 1)2 + 𝑍2 = (𝑋 + 1)2 + (𝑌 − 4)2 + (𝑍 − 2)2 

𝑥2 − 4𝑋 + 4 + 𝑌2 − 2𝑌 + 1 + 𝑍2 = 

𝑥2 + 2𝑋 + 1 + 𝑌2 − 8𝑌 + 16 + 𝑍2 − 4𝑍 + 4 

𝑃 = −6𝑋 + 6𝑌 + 4𝑍 − 16 = 0 

 ABمعادلة المستوي المحوري للقطعة 
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 مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين

 

 

 

30GA =20 GB                                            

30GA =20GB                                            

30GA-20GB = 0                                       

G : مركز ابعاد متناسبة ل(A,30)   ,(B,20) 

 اذ اتحقق شرطان: )B,β), (A,ꭤ)   مركز الابعاد المتناسبة ل Gتكون 

1. ꭤ+β=0  

2.  ꭤGA+βGB=0    ,G,A,B . على استقامة واحدة 

 خواص :

1. G  وحيدة , وهي نقطة من المستقيمAB  

 من نفس الإشارة    ꭤ,βاذا كان  ABداخل القطعة  Gوتكون  •

   ABخارج القطعة  Gوتكون  •

 من إشارتين مختلفتين  ꭤ,βاذا كان 

   ꭤ=βاذا كان  ABمنتصف القطعة  Gوتكون  •

مركز الابعاد  Gويكون  )B,β), (A,ꭤ)   مركز الابعاد المتناسبة :ل Gاذا كان  .2

 )B,Kβ),  (A,Kꭤ)المتناسبة ل: 

 )العلاقة الام( . M  :ꭤMA+βMB=(ꭤ+β)MGأيا كانت  .3

M=A                                                     M=G 

AG= 
𝛽

𝛼+𝛽
𝐴𝐵                                                      𝛼𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 = 0 

 تستخدم لإيجاد الثواتب                                  الحرف الأول نفسة ,الحرف الثاني  

    سؤال: إيجاد الثوابت                                      هو مركز ابعاد 

 مركز ابعاد المتناسبة ل Gس:عين                                                           

(A,ꭤ)                                                            ,(B,β( 

 

A B 

G 

2 3 

30 20 

60 

60 
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 )B,β),   (A,ꭤ) مركز ابعاد المتناسبة ل Gلتكن   ꭤ,βعين 

 

 

الحل :
𝐺𝐴 

𝐺𝐵
=

2

3
                              3𝐺𝐴 = 2𝐺𝐵             

        3GA = 2GBنحول لاشعة 

3GA-2GB = 0  

G   مركز ابعاد متناسبة(B,2) ,(A,3)  

 

 

𝐺𝐴 

𝐺𝐵
=  

4

1
           𝐺𝐴 = 4𝐺𝐵  

   GA =4GBنحول لاشعة 

GA-4GB = 0  

G    مركز ابعاد متناسبة ل(B, -4 ) ,(A,1)  

 حالاتين في ال ,A,ꭤ) β) ,((Bل مركز ابعاد متناسبة  Gعين  س:

1. (B,3) ,( A,2)   

AG = 
3

2+3
𝐴𝐵 

AG = 
3

5
𝐴𝐵  

 ثلاث أقسام  ABمثل جهة  Gنحو  Aلخمسة أقسام متساوية , نمشي من  ABنقسم 

 

 

2. (B,3) ,(A,2)   
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 مركز ابعاد متناسبة لثلاث نقط .

,C)مركز ابعاد متناسبة ل  Gنقوللا عن  ) , ൫𝐵, 𝛽൯, (𝐴, 𝛼)   اذا تحقق الشرطان الاتيان 

1. + 𝛽 + 𝛿 = 0 

2.  𝛼𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 + 𝛿𝐺𝐶 = 0 

G  وحيدة 

 الخاصة التجميعية 

(𝐴, 𝛼), ൫𝐵, 𝛽൯

൫𝐻, 𝛼 + 𝛽൯

൫𝐺, 𝛼 + 𝛽 + 𝛿൯
 

M  :𝑀𝐴أيا كان  + 𝛽𝑀𝐵 + 𝛿𝑀𝐶 = ൫𝛼 + 𝛽 + 𝛿൯𝑀𝐺 

 مركز الابعاد المتناسبة ل :  Gس: ماذا نستفيد من ان 

(A,ꭤ) ,(B,β) ,(C, )    

 

 𝛼𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 + 𝛿𝐺𝐶 = 0                  C,B,A,G  تقع في مستو واحد 

  (A,1) , (B,3), (C,-2)مركز الابعاد المتناسبة ل:  Gس: عين 

  ( C,-2), (B,3)مركز ابعاد متناسبة ل  H. نعين 1المرحلة 

BH = 
−2

+1
𝐵𝐶  

 قسم واحد  BCنعتبر 

 التجميعية حسب الخاصة  (H,1)قسمين وتكون  BCعكس جهة  Hنحو  Bنمشي من 

 (AH)هو متنصف   (H,1) (A,1)مركز ابعاد متناسبة  G. نعين 2المرحلة 

 

 

 

 

 

 (H,1) 

(A,1) 

(B,3) (C,-2) 

G 

(C,𝜹) 

(C,𝜹) 

 

 علاقة الام 

=0 
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 الثلاثي ( الجوكرمركز الابعاد المكتناسبة في الفراغ )  

 )نقطة تلاقي متوسطاته ( ABCز ثقل المثلث مرك Gتكون  =ꭤ=βاذا كان 

  (A,1), (B,1),  (C,1)د المتناسبة مركز الابعا Gتدريب : عين 

  ABCهي مركز ثقل المثلث  Gالحل : 

 (G,3)ونقطة تلاقي متوسطاته وتكون 

 حسب الخاصة التجميعية 

 

 

,C),  (A,ꭤ) , (B,β)مركز الابعاد المتناسبة ل Gنقول أن  ), (𝐷, 𝛿) 

 اذا تحقق شرطان .

1. + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 0 

2. 𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 + 𝛾𝐺𝐶 + 𝛿𝐺𝐷 = 0 

 

 

 

 ملاحظة :

= 𝛽 + 𝛿 

𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 + 𝛾𝐺𝐶 = 0 

𝐺𝐴 + 𝛽𝐺𝐵 + 𝛼𝐺𝐶 = 0 

𝐺𝐴 + 𝐺𝐵 + 𝐺𝐶 = 0 

 علاقة مركز ثقل المثلث 

 

 

 

 

(B,1) 
(C,1) 
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 :29تمرين محلول 

 :ABCDمركز ثقل رباعي الوجوه  Gعين 

 مركز ثقل لرباعي الوجوه  Gبما ان 

 مركز ابعاد المتناسبة ل  Gفإن 

(D,1) ,(C,1) ,(B,1) ,(A,1) 

 :1مرحلة 

 ابعاد متناسبة ل مركز  Iنعين 

(C,1) ,(B,1) ,(A,1) ,  وهي مركز 

 ثقل المثلث أي نقطة تلاقي متوسطاته 

 حسب الخاصة التجميعية  (I,3)وتكون 

 : 2مرحلة 

  (D,1),(I,3)نعين مركز ابعاد متناسبة ل 

DG = 
3

4
𝐷𝐼  

 ثلاث اقسام   DIبجهة  Gنحو  Dة اقسام متساوية ونمشي من أربع DIنقسم 

 :29تمرين محلول  

ABCD  رباعي الوجوه مركز ثقلهG 

I   منتصفAD 

J   منتصفBC 

 مة واحدة على استقا J,I,Gأثبت أن  

 مركز ثقل رباعي الوجوه فهو مركز ابعاد Gبما ان 

 (D,1), (C,1) ,(B,1) , (A,1)متناسبة ل 

 مركز ابعاد المتناسبة ل BCمنتصف  J. 1ط

(C,1) ,(B,1)  

I  منتصفAD  مركز ابعاد المتناسبة ل(A,1) , ,(D,1) 

 حسب الخاصة التجميعية  (I,2), (J,2)وتكون 

 

 

(D,1) 

(A,1) 

(C,1) 

(B,1) 

I 

J 
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G   مركز ابعاد ل(A,1) , (B,1), (C,1) ,(D,1) 

  (I,2), (J,2)وهو مركز الابعاد المتناسبة ل 

G  منتصفIJ 

 على استقامة واحدة   J,I,Gومنه 

 (D,1), (C,1) ,(B,1) , (A,1)مركز الابعاد المتناسبة ل   G: 2ط

GD+GA+GB+GC=0                 

2GI +2GJ =0                      

2GI = -2GJ                        

GI = - GJ                           

 مرتبطان خطيا   GJ ,GIالشعاعان 

J,I,G  على استقامة واحدة 

كل جزئين متقابلين في من التمرين السابق  ان القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي  :نستنتج 

 ربعي الوجوه متناصفة ونقطة التقائها هي كل مركز ثقل رباعي الوجوة .

 قاط تقع في مستو واحد ؟ن 4كيف نبرهن ان 

 

 الارتباط الخطي لثلاث اشعة                                 مركز الابعاد المتناسبة    

 وذلك بأن نبرهن أن احدى النقاط                                                                

 مركز أبعاد متناسبة للثلاث الباقية                                 إحداثيات النقاط اذا علمت  

  

 م هذه الطريقة اذا علمت نستخد                                                                 

 علاقة تحققها إحدى النقاط                                                                   
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 : 30تمرين محلول صفحة 

ABCDEFGH  مكعب 

K  2النقطة التي تحققAK=CB+CA+3AG  

 Kفي مستو واحد , عين النقطة   K ,G,C,Bأثبت ان  .1

 الحل: 

 مركز الابعاد المتناسبة للنقط  Kنبرهن ان 

(C, ) , ൫𝐵, 𝛽൯, (𝐺, 𝛼) 

GKA +3AKC B +K= C 2AK 

2AK =CK+KB+CK+KA+3AK+3KG  

2AK = CK +KB +CK – AK +3AK +KG 

2CK +KB +3KG =O  

-2KC + KB +3KG =0 

K  مركز ابعاد متناسبة ل 

(G,+3) ,(C,-2) , (B,-1)  

 تقع في مستو واحد   G,C,B,Kاذا 

 مركز الابعاد المتناسبة  Mعين  .2

  (C ,-2) , (G,3)ل 

GM = -2GC  

 قسم واحد  GCنعتبر 

 قسمين  GCعكس جهة Mنحو  Gنمشي من 

 (M, 1)وتكون حسب الخاصة التجميعية 

 .2مرحلة 

 (M,1), (B,1)المتناسبة ل  \مركز الابعاد Kنعين 

   MBوهي منتصف 

 بعدين بساويها اول شي  Kاول شي خليني شوف  Kلازم شوف  

A 

E 

H 
(G,3) 

(B,1) 

(C,-2) 

(M,1) 
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 معدل 8:  39تمرين صفحة 

ABCD  _E  هرم 

 4مربع طول ضلعة   ABCDقاعدته 

EB ┴ABCD             .,EB=4 ξ2 

  EDتنتمي للقطعة  Mوبفرض 

DM = 
1

3
𝐷𝐸 

 M,E,D,C,B,Aوعين احداثيات   Bاختر معلما مبدؤه  .1

 ABCDعلى  Mمسقط  Pبفرض  .2

  ABعلى  Pمسقط   Hوبفرض 

,MH (Bاوجد 
1

4
𝐵𝐴,

1

4
𝐵𝐶,

1

4
𝐵𝐸) 

B(0.0.0) , A(4,0,0)  ,D(4,4,0) 

C(0,4,0) , E(0,0,4ξ2) 

  M(X,Y,Z)نفرض 

DM == 
1

3
𝐷𝐸  

(X-4 ,Y-4 ,Z) = 
1

3
 ൫−4, −4,4ξ2൯ 

X-4 = 
−4

3
             𝑋 =

4

1
−

4

3
=

8

3
 

Y-4 = 
−4

3
            𝑌 = 4 −

4

3
=

8

3
 

Z=
4ξ2

3
                     

M( 
8

3
,

8

3
,

4ξ2

3
) 

P( 
8

3
,

8

3
, 0) 

H ( 
8

3
, 0,0) 

MH = ටቀ
8

3
−

8

3
ቁ

2
+ ቀ0 −

8

3
ቁ

2
+ ቀ0 −

4ξ2

3
ቁ

2

 

MH = ට0 +
64

9
+

32

9
= ට

96

9
= ට

16×6

9
=

4ξ6

3
 

X 
B 

E 

Y 

H(
8

3
, 0,0) 

K 

I 

Z 

M((
8

3
,

8

3
,

4ξ2

3
) 

A 

D 

P((
8

3
,

8

3
, 0) 

J 
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1. > 𝑂 كرة  

2. =  مجموعة النقط هي نقطة وحيدة   0

3. < 𝑂 

 

 : 43صفحة  23المسألة 

  (O,I,J,K)في معلم متجانس 

A(2 ,-1,2) , B(-2,1,-2)  

 MB2F(M) = MA+2المقدار : من الفراغ ,  ,   M(X,Y,Z)نقرن بكل نقطة 

  Z,X,Yبدلالة  F(M).احسب  1

  F(M) = 18التي تحقق  M. ماذا تمثل مجموعة النقط 2

  F(M) = 30التي تحقق  M. ماذا تمثل مجموعة النقط 3

  F(M) = Kقط ما تمثله مجموعة الن K.ناقش حسب قيم 4

 الحل :

1.  2+MB2F(M) = MA  

2+(Z+2)21)-+(Y2+(X+2)22)-+(Z21)++(Y22)-F(M) = (X 

2Y  - 2+4X +Y 24Z +4 + X – 2+2Y +1 +Z 24X +4 +Y- 2= X

+4Z+42+1+Z 

+82+2+2Z2+8 +2Y2=2X 

+182+2Z2+2Y2F(M) =2X 

2. F(M) =18  

+18=182+2Z2+2Y22X 

=O2+2Z2+2Y22X 

=02+Z2+Y2X 

 O(0,0,0)مجموعة النقط هي نقطة وحيدة : 

 

 ÷2 
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3. =30+182+2Z2+2Y22XF(M) = 30        

=6 2+Z2+Y2X=12          2+2Z2+2Y22X  

 O(0,0,0)مجموعة النقط كرة مركزها 

 R=ඥ6ونصف قطرها

4.F(M) = K  

18 -=K2+2Z2+2Y22X    =K                  +182+2Z2+2Y22X       

1

2
𝐾 − 18 =

1

2
𝐾 − 9 = 2+Z2+Y2X 

ندرس إشارة 
1

2
𝐾 − 9      

1

2
𝐾 − 9 = 0                  𝐾 = 18   

∞ −                                       18                                    + ∞ K 

 +  ++++++++++++++++0 --------------------------- 1

2
𝐾 − 9      

      Oنقطة وحيدة                                     كرة مركزها 

  O(0,0,0)                 O(0,0,0) 

R=ට
1

2
𝐾 − 9       

 مجموعة النقط
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 :43صفحة  12تمرين 

ABCD  .  رباعي وجوه 

E  نقطة تحققBE= 
1

4
𝐵𝐶                  

F   نقطة تحقق𝐴𝐹 =
2

3
𝐴𝐷              

  (A,1),  (B,3), (C,1), (D,2)مركز ابعاد ل  Gابت ان  .1

  EFيقع على 

 EFعلى  Gعين  .2

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

BE= 
1

4
𝐵𝐶                  

E  مركز ابعاد المتناسبة ل(C,1 ) ,(B,3)   وتكون(E,4)  حسب الخاصة التجميعية 

AF = 
2

3
𝐴𝐷 

F  مركز ابعاد المتناسبة ل(A,1) ,(D,2)   وتكون(F,3) حسب الخاصة التجميعية 

 (A,1), (B,3), (C,1), (D,2)اذا مركز الابعاد المتناسبة ل.

 (E,4), (F,3)بعاد المتناسبة ل وهو مركز الا Gهو 

G  تنتمي للمستقيمEF 

2.EG =
3

7
𝐸𝐹 

 ثلاث اقسام  EFمثل جهة  Gنحو  Eاقسام متساوية نمشي من سبع  EFنقسم 

(D,2) 

(A,1) 

(B,3) 

(E,4) 

(C,1) 

(F,3) 

G 
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 ما تمثله مجموعة النقط   ناقش حسب قيم   تمرين :

           4Z=-2X-2+Z2+Y2X 

 الحل :

4=-4Z+4-2+Z21+Y-2X+1-2X 

𝜆 + 5           =22)-+(Z2+Y21)-(X 

=ندرس إشارة  5  

+ 5 = 0                 𝜆 = −5 

  

-∞                                       − 5                                      + ∞  

0+++++++++++++++++++-------------------------- + 5 

 Oكرة مركزها                     نقطة وحيدة                           

 Ω)1,0,2(                   n(1,0,2)   

R=ඥ + 5 

 مجموعة النقط
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 :40صفحة   9سألة م

ABCD , , رباعي وجوه ,ꭤЄR 

I  منتصفAB 

J  منتصفCD 

E  تحققAE = ꭤAD  

F   تحققBF= ꭤBC  

H  منتصفEF   

  (D,ꭤ), (A,1-ꭤ), (C,ꭤ),  (B,1-ꭤ)مركز الابعاد المتناسبة ل  Hاثبت ان  .1

 على استقامة واحدة  J,H,Iاثبت ان  .2

AE=
𝛼

1
𝐴𝐷   

 الحل :

 

 

F  مركز الابعاد متناسبة ل(B,1-ꭤ) ,(C,ꭤ) 

 حسب الخاصة التجميعية  (F,1)ويكون 

 ( وهو نفسه B,1-ꭤ)  ,(C,ꭤ) ,(A,1-ꭤ) ,(D,ꭤ)اذا مركز الابعاد  ل 

  Hأي هو   EFأي هو منتصف   (E,1), (F,1)مركز الابعاد المتناسبة  ل 

3. I  منتصفAB لابعاد المتناسبة ل مركز اB,1-ꭤ) ,(A,1-ꭤ) وتكون ) 

(I,2-2ꭤ)  حسب الخاصة التجميعية 

J  منتصفDC  مركز الابعاد المتناسبة ل   (C,ꭤ) ,(D,ꭤ) 

 حسب الخاصة التجميعية   (J,2ꭤ)وتكون  

 B,1-ꭤ)  ,(C,ꭤ) ,(A,1-ꭤ) ,(D,ꭤ)اذا مركز الابعاد المتناسبة ل 

 (J,2ꭤ) ,  (I,2-2ꭤ)هو نفسه مركز الابعاد المتناسبة ل  Hوالذي هو 

H  تنتمي للمستقيمIJ 

H,I,J   على استقامة واحدة 

(B,1-ꭤ) 

(A,1-ꭤ) 

(D,ꭤ) 

(E,1) 

(F,1) 

(C,ꭤ) 

I 

J 

H 

E مركز الابعاد المتناسبة ل(A,1-ꭤ) ,(D,ꭤ)   ويكون

(E,1) خاصة التجميعية حسب الBE=
𝜶

𝟏
𝑩𝑪  
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  :2017مسألة دورة 

ABCD  رباعي وجوهꭤ= 
1

3
 

I  منتصفAB 

J  منتصفCD 

E  نقطة تحققAE= 
1

3
𝐴𝐷 

F  نقطة تحققBF = 
1

3
𝐵𝐶  

 مركز الابعاد ل  Hاثبت ان  .1

(D,1) ,(B,2) ,(C,1) ,(A,2)  

 على استقامة واحدة  J,H,Iاثبت  .2

 الحل :

1. E مركز ابعاد المتناسبة ل(D,1),(A,2)  

 حسب الخاصة التجميعية  (E,3)وتكون 

F  مركز الابعاد المتناسبة ل(C,1),(B,2)  وتكون(F,3) 

 حسب الخاصة التجميعية 

  (A,2), (C,1), (B,2), (D,1)اذا مركز الابعاد المتناسبة ل  

  Hوهو   (F,3),(E, 3)هو نفس مركز المتناسبة 

2. I  مركز الابعاد المتناسبة ل(A,2) ,(B,2)   وتكون(I,4)  حسب الخاصة التجميعية 

J  مركز الابعاد المتناسبة ل(D,1) ,(C,1)   وتكون(J,2)  د حسب الخاصة التجميعية 

  (A,2), (C,1), (B,2), (D,1)اذا مركز الابعاد المتناسبة ل . 

  (I ,4), (J,2)هو نفس مركز الابعاد المتناسبة ل  Hوالذي هو 

H  تنتمي للمستقيمIJ 

J,I,H   على استقامة  واحدة 

 

 

 

(B,2) 

(C,1) 

(D,1) 

(A,2) 

(I,4) 
(E,3) 

(F,3) 

H 

J,2) ) 
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 31تدرب صفحة 

 في الفراغ .  C,B,Aلدينا ثلاث نقاط 

  MA+MB-MC=0 تحقق : ,Mاثبت وجود نقطة وحيدة  .1

  AM = CBاثبت ان  .2

 على استقامة واحدة؟ C,B,Aعندما  Mما القول عن  .3

 ليست على استقامة واحدة   C,B,Aعندما  ACBMما القول عن الرباعي  .4

 الحل :

MA+MB-MC=0 

M ناسبة ل مركز الابعاد المت(A,1), (B,1), (C,-1)  

1+1-1 =0                       

M  نقطة وحيدة 

2. 

MA+MB-MC=0        

MA+CB=0   

CB = -MA 

CB = AM  

3. 

AM = CB  

 متوازيان   (AM),(CB)مرتبطان خطيا والمستقيمان  CB, AMالشعاعان         

 منطبقان    CB ,AMعلى استقامة واحدة      المستقيمان  C,B,Aولكن 

M,C,B,A  على استقامة واحدة 

4.AM=CB  

 متوازي اضلاع  AMBC الرباعي 

 

  

C B 

A M 

A 

C 
M 

B 
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  معدل  31صفحة  4تدرب 

ABCD ي وجوه رباع 

ꭤ=1    ,ꭤ=0 , ꭤЄR 

AJ = ꭤAD   , AI = ꭤ AB 

CL = ꭤCB  ,CK= ꭤ CD 

   IJ = ꭤBD =LKأثبت ان  .1

 تقع في مستو واحد   L,J,K,Iاثبت ان  .2

  IJKLماطبيعة الرباعي  .3

 الحل : 

1. IJ = IA +AJ    

=ꭤBA +ꭤAD  = ꭤ(BA+AD) = ꭤBD 

LK = LC +CK =  

ꭤBC +ꭤCD =ꭤ(BC+CD) = ꭤBD  

IJ = ꭤBD = LK  

  LK , IJمرتبطان خطيا والمستقيمان   LK,IJالشعاعان  .2

 متوازيان ويعقان في مستو واحد .

3. IJ = LK  

 موازي اضلاع   IJKLالرباعي 

  31صفحة  2تدرب 

  ABCثقل  Gعين مركز 

C(6,3,-5) , B (-2,1,0) , A(-4 , -1, 2) 

 )Gالحل : 
𝑋𝐴+𝑋𝐵+𝑋𝐶

3
,

𝑌𝐴+𝑌𝐵+𝑌𝐶

3
,

𝑍𝐴+𝑍𝐵+𝑍𝐶

3
) 

G(0,1,-1)                       

 

 

 

D 

A C 

K 

L I 

J 
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 العلاقة الام :

M :𝑀𝐴أيا كان  + 𝛽𝑀𝐵 + 𝛾𝑀𝐶 = ൫𝛼 + 𝛽 + 𝛾൯𝑀𝐺  

 مركز الابعاد المتناسبة للنقاط : Gحيث 

(C, ) , ൫𝐵, 𝛽൯ , (𝐴, 𝛼) 

ԡ⬚ԡالتي تحوي   Mئل مجموعة النقط في مسا = ԡ⬚ԡ 

 

 Mحرف                                                 Mحرف 

[𝑀𝐺] = [ 𝐺𝐴]                                        [𝑀𝐴] = [𝑀𝐵]             

  Gكرة مركزها                                  Mمجموعة  النقط  

 نصف قطرها الجواب                     هي نقاط المستوي المحوري 

 .[𝐴𝐵]للقطعة 

 تمرين :

 د المتناسبة ل:مركز الابعا Iبفرض 

(C,1) ,.(B,3) , (A,2) 

 الفراغ التي تحقق: Mعين مجموعة النقط 

ԡ2𝑀𝐴 + 3𝑀𝐵 + 𝑀𝐶ԡ = 24 

ԡ(2 + 3 + 1)𝑀𝐼ԡ = 24 

ԡ6𝑀𝐼ԡ = 24 

6[𝑀𝐼]=24 

[𝑀𝐼] = 4 

 R=4طرها نصف ق Iكرة مركزها 

 

 

 

 

 

G 

M 

M 

M 

R 

A 
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 هام . 43صفحة  22تمرين 

ABCD   رباعي وجوه 

I  تحققIA = 2 IB  

J  تحققJC =2 JD  

 وعلل : Jعلى  Iايمكن ان تنطبق  .1

 M  :MA-2MB=-MIاثبت انه أيا  كانت  .2

 مركز الابعاد المتناسبة ل : Gبفرض  .3

(D,1) ,(C,1) ,(B,1)           

 جد مجموعة النقط الفراغ التي تحقق :  .4

ԡ𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 + 𝑀𝐷ԡ = ԡ3𝑀𝐴 − 𝑀𝐵 − 𝑀𝐶 − 𝑀𝐷ԡ 

 الحل:

1. I  تنتمي للمستقيمAB 

J  تنتمي للمستقيمDC 

 متخالفان لانهما حرفان متقابلان في رباعي  DC,ABالمستقيمات 

 لا يمكن ان تنطبق احداهما على الأخرى   J,Iاذا  ABCDالوجوه 

    IA=2IB: 1ط .2

MA-2MB = -MI  

L1: MI +IA -2MI-2IB = -MI =L2 

    IA =2IB: 2ط

IA-2IB =0        

I بعاد المتناسبة  لمركز الا(B-2) ,(A,1)  

 وحسب العلاقة الام 

ꭤMA+βMB =(ꭤ+β)MI 

1MA -2MB = -MI  

ԡ𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 + 𝑀𝐷ԡ = ԡ3𝑀𝐴 − 𝑀𝐵 − 𝑀𝐶 − 𝑀𝐷ԡ 
ԡ(1 + 1 + 1)𝑀𝐺ԡ = ԡ3𝑀𝐴(−1 − 1 − 1)𝑀𝐺ԡ 

ԡ3𝑀𝐺ԡ = ԡ3𝑀𝐴 − 3𝑀𝐺ԡ 
ԡ3𝑀𝐺ԡ = ԡ3(𝑀𝐴 − 𝑀𝐺)ԡ 

3[𝑀𝐺] = ԡ3𝐺𝐴ԡ 

3[𝑀𝐺] = 3[𝐺𝐴] 
[𝑀𝐺] = [𝐺𝐴] 

 [𝐺𝐴]ونصف قطرها  Gمجموعة النقط كرة مركزها 

I 

B 

C 
A 

D 

j 
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 الجداء السلمي

 العبارات المختلفة للجداء السلمي :

 في المستوي الجداء السلمي لشعاعين هو العدد الحقيقي : .1

u.v = 
1

2
[[ԡ𝑢 + 𝑣ԡ]2 − [ԡ𝑢ԡ]2 − [ԡ𝑣ԡ]2] 

2.  v,u : غير معدومين 

u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠Ɵ 

 180وهي زاوية اصغر من  v,uزاوية هندسية لشعاعين  Ɵحيث : 

 u(x,y) , (o,i,j) \,y\v(x , (.في معلم متجانس 3

                                \+yy\u.v=xx 

 فان : ABعلى السمتقيم  CDالمسقط القائم ل  D\C\.اذا كان 4

 

 

 

 

                                \D\AB . CD   =    AB .C 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                \D\AB . CD   =    AB .C 

 

 

D 

C 

\D \C 

B A 

D 

C 

B 

A 

\D 

\C 
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=ملاحظة: 
𝜋

2
 

V,u  :غير معدومين u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠Ɵ       

cosولكن 
𝜋

2
= 0          u.v=0  شرط تعامد شعاعين 

  u┴vفإن    u.v=0اذا 

 u(x,y) \,y\v(x ,        (كان 

u.v =0          

=0    \+yy\xx 

 بما ان الزاوية الهندسة بين الشعاع ونفسه صفر  ملاحظة :

u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠Ɵ 

u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 1 

u.v =(𝑢)2 = ԡ𝑢ԡ2 

 مربع شعاع يساوي مربع طويلته :

ԡ𝐴𝐵ԡ2 = [𝐴𝐵]2=AB.AB=2(AB) 

 مرتبطان خطيا  U.Vاذا كان الشعاعان 

U,V                           بجهة واحدة U,V      بجهتين متعاكستين 

 = 𝜋                                                     𝜃 = 0             

u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠Ɵ                                 u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠0 

u.v = −ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ                              u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 

        

 كيف تجري الحسابات باستخدام الجداء السلمي؟

1. U.V = V.U  

2. U(v+w)=uv +uw 

3. )=(u+v)(u+v)2v-2(u 

  uv= uwانتبه:

  v =wلا تعني 

  uv -uw =0بل :

V 

U 
U 

V 
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U(v-w)=0  

 متعامدان  v-w  ,uن اذا الشعاعا

    50صفحة  3تمرين

 من المستوي: A,B,C,Dنقط  4اثبت انه في حالة  

     2DA-2+CD2BC-22AC.DB =AB 

 2DA-2+CD2BC-2L2= AB     الحل : 

=AB.AB – BC.BC +CD.CD -DA.DA 

=(AB +BC ).(AB-BC) +(CD+DA) (CD-DA) 

=AC (AB +CB) +CA(CD +AD) 

=AC (AB+CB) – AC(CD+AD) 

=AC(AB+CB) – CD -AD) 

=AC(AB+CB+DC+DA) 

=AC(DB+DB)=AC . 2DB =2AC .DB= L1 

 تطبيقات : 

 علاقة كاشي : عنصر امان 

2BA .BC COS(B)-2+BC2=BA2AC 

2CA .CB .COS(C) -2+CB2= CA2AB 

2AB.AC.COS(A) -2+AC2=AB2BC 

 COS B. اوجد 1مثال : 

 BA .BCاوجد  .2

 2BA .BC COS(B)-2+BC2=BA2ACالحل: 

COS(B)        2x 4X 2-169=4+ 

-11 = -16 COS(B)           COS(B) =
11

16
  

BA .BC = ԡ𝐵𝐴 ԡ.ԡ𝐵𝐶ԡ. 𝐶𝑂𝑆 𝐵 

= 2    .  4   .   
11

16
=

11

2
 

A 

B 
C 

A 

C 

B 

2 3 

4 
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 .علاقة متوازي الاضلاع .2

 يساوي مجموع مربعي طولي القطرين . همجموع مربعان اطوال اضلاع

[𝐴𝐵]2 + [𝐵𝐶]2 + [𝐷𝐶]2 + [𝐴𝐷]2 = [𝐷𝐵]2 + [𝐴𝑐]2 

2[𝐴𝐵]2 + 2[𝐵𝐶]2 = [𝐵𝐷]2 + [𝐴𝑐]2 

مبرهنة المتوسط :              .3
𝑎2

2
+2=2m2+c2b 

 الى متوازي اضلاع وحسب علاقة متوازي الاضلاع : نكمل الشكل

𝑎2 + (2𝑚)2=2c2+2b2 

𝑎2 + 4𝑚2=2c2+2b2 

   
𝑎2

2
+ 2=2m2+c2b 

 

 

 : 50حة تمرين صف

 d:2x +5y -5 =0ويعامد المستقيم   A(5,3)المار من  اكتب معادلة المستقيم 

  تنتمي للمستقيم  M(X,Y)الحل : نفرض 

n(2,5)  ناظم على المستقيمd 

 مرتبطان خطيا AM(X-5 ,Y-3)  ,n(2,5)الشعاعان 

𝑥 − 5

2
=

𝑦 − 3

5
 

5(x-5) = 2(y-3) 

5x – 25 = 2y – 6 

: 5𝑥 − 2𝑦 − 19 = 0 

2.A(-1,2)          ,𝑑: 𝑥 − 3𝑦 + 2 = 0           

 تنتمي للمستقيم   M(X,Y)الحل : نفرض 

n(1,-3)   ناظم على المستقيمd 

 مرتبطان خطيا   AM(X+1 ,Y-3)   ,n(1,-3)الشعاعان 

B A 

C 
D 

A B 

C 

b 

c 

b 

c 

M 

m 

∆ 

d 

nd 

n∆ 
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𝑥 + 1

1
=

𝑦 − 2

−3
 

-3(x+1) = y-2                                        

-3x-3=y-2                                           

: 3𝑥 + 𝑦 + 1 = 0 

 قانون بعد نقطة عن مستقيم :

 dعن  )Y0XM,0 (د نقطة بع

 ويعطي بالعلاقة: dعلى المستقيم  0Mهو طول العمود المرسوم من 

L=
ห𝑎൫𝑥0൯+𝑏൫𝑦0൯+𝑐ห

ඥ𝑎2+𝑏2
 

 

 

 

 

 عن المستقيم  M(2,1)مثال : بعد النقطة 

𝑑: 4𝑥 − 3𝑦 = 10 

L=
 ȁ4(2)+3(1)−10ȁ

ඥ42+(−3)2
=

ȁ−5ȁ

ξ25
=

5

5
= 1 

    n(a,b)يقبل ناظم  + cy bd:ax+ = 0 ملاحظة :

 

 

 

 

 

 

 

 

M0(X0,Y0) 

n(a,b) 
d 
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 الجداء السلمي في الفراغ :

• u.v = 
1

2
[[ԡ𝑢 + 𝑣ԡ]2 − [ԡ𝑢ԡ]2 − [ԡ𝑣ԡ]2] 

• u.v = ԡ𝑢ԡ. ԡ𝑣ԡ. 𝑐𝑜𝑠Ɵ 

 (o,i,j,k) , في معلم متجانس  •

u=xi+yj+zk   اوu(x,y,z)  

k \j+z\i+y\v= x    او)\,z\,y\v=(x 

 lAB . AC = AB .AC الاسقاط : •

\AC  مسقطAC  علىP  الذيAB 

 ملاحظات :

 مسائل التي ليس فيها اسقاط او استبدال مثل رباعي الوجوه لابدفي ال

 من توضيح الزاوية .

 خواص المربع :

 قطراه متناصفان ومتساويان ومتعامدان وينصفان زواياه .1

 حساب طول قطر مربع بدلالة ضلعه : .2

  DABحسب فيثاغورث من 

2=2a2+a2a= 2DB 

DB = ξ2𝑎 

  

 

 

 

 

 

\AB  مسقطAB  على 

 

 

D\C  مسقطCD  على        

p 

c 

\c 

B 
A 

D c 

B A 

a 

a 

a 

a 

045 

\c 

B 

\B 

D 

A 

C 
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  52مسألة صفحة 

ABCD   رباعي وجوه منتظم , كل وجه فيه مثلث متساوي الاضلاع طول ضلعه

a 

  AB .ACو  AB . DAو  AD .CDو  AB.CDاحسب 

 الحل : 

AB . AC = ԡ𝐴𝐵ԡ. ԡ𝐴𝐶ԡ. 𝐶𝑂𝑆
Π

3
 

=a.a.
1

2
=

𝑎2

2
 

AB.DA = -AB .AD  

= -ԡ𝐴𝐵ԡ. ԡ𝐴𝐷ԡ. 𝐶𝑂𝑆
𝜋

3
 

= - a .a . 
1

2
=

−𝑎2

2
 

AD .CD =(-DA) . (-DC).COS
𝜋

3
 

=a. a .
1

2
=

𝑎2

2
 

AB .CD = AB(CA+AD) 

=AB .CA +AB .AD  

= -AB.AC +AB .AD  

= - 
𝑎2

2
+

𝑎2

2
= 0 

AB ┴ CD 

 

 

 

 

 

 

 

B 

C 

D 

A 

a 
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 53مسألة صفحة 

  U.V=-4 , V=3 , U=5اذا علمت ان : 

  u(u+v),   (u-3v)(u+v)احسب 

  u(u+v) = u.u +u vالحل : 

= ԡ𝑢ԡ2 + 𝑢𝑣 = 25 − 4 = 21 

(u+v) (u-3v) = u.u +v.u -3vu -3vv 

=25 – 3(-4) -4 -3(9) =6  

 AE.AF ,اوجد  aمكعب طول ضلعه    ABCDEFGHتمرين :

1. AE . AF  

=ԡ𝐴𝐸ԡ. ԡ𝐴𝐹ԡ. 𝐶𝑂𝑆
𝜋

4
 

2=aξ2 .
ξ2

2
=a .a 

 :2طريقة

AE.AF  

=AE .AE  

=+ԡ𝐴𝐸ԡ. ԡ𝐴𝐸ԡ 

2=a.a=a 

2. AE .CH  

=CG .CH  

=ԡ𝐶𝐺ԡ. ԡ𝐶𝐻ԡ. 𝐶𝑂𝑆
𝜋

4
 

2=aξ2 .
ξ2

2
=a .a 

 : 2طريقة

AE .CH  

=AE.BE  

=AE .AE  

=+ԡ𝐴𝐸ԡ. ԡ𝐴𝐸ԡ. = 𝑎 . 𝑎 = 𝑎2 

AE   هو مسقط

AF   على

 المستوي  

ADHE 
B A 

E F 

G 
H 

C D 
a 

a 

H 
G 

F 
E 

B 

C D 

A 

45 

45 
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3. AE .AG   

=AE . AH    

=AE .AE   

=ԡ𝐴𝐸ԡ. ԡ𝐴𝐸ԡ. = 𝑎 . 𝑎 = 𝑎2 

4. AF .HC   

=AF . EB =0  

 )لان قطرا المربع متعامدان (

      AF .EB.2طريقة 

= (AB+BF) . (EA +AB) 

=AB .EA +AB .AB +BF. EA +BF .AB 

=a.a - a.a =0   

 طريقة ثانية عامة للتمرين كاملا : 

, A)في معلم متجانس 
1

𝑎
𝐴𝐵,

1

𝑎
𝐴𝐷,

1

𝑎
𝐴𝐸) 

A(0,0,0) , B (a,0,0) , c(a,a,0)  

D(0,a,0) , E(0,0,a) ,F( a,0,a)  

G(a,a,a) , H (0 ,a,a)        

AE . AF            AE(0,0,a)  

AF(a,0,a)   

2=a2=0+0+a\+ZZ\+ YY\XXAE . AF =  

AE.CH                  AE(0,0,a) 

CH (-a,0,a) 

2=a2=0+0+a\+ZZ\+ YY\XXAE .CH =  

AE .AG              AE(0,0,a) 

AG(a,a,a) 

 2=a2a-+0=0\+ZZ\+ YY\= XXAE . AG  

E 

H G 

F 

C 

B 
A 

D 

G 

F 

H 

E 

C 

B 
A 

D 

y 

X 
A B 

F 

G 

E 

H 

D 
C 

a 
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AF . HC             AF(a,0,a)  

Hc(a,0,-a)   

=02a -0  -2=a\+ZZ\+ YY\= XXAF . HC  

 : 53تمرين صفحة 

ABCDEFGH  مكعب طول ضلعهa 

I  منتصفEF 

J  منتصفGC 

  EI .IA  , EI .GI , EI .FC , EI .EAاحسب 

 الحل :

1. EI .EA =0                          EI┴EA 

2. EI .FC =0                 EI ┴ )BFGC( 

3. EI .GI =0                  EI ┴ )BFGC( 

  IEAحسب فيثاغورث في 

2+EA2=EI2IA 

𝑎2

4
+

𝑎2

1
=

5𝑎2

4
=2IA 

IA =
ξ5𝑎

2
 

CosƟ=
المجاور

الوتر
=

𝐼𝐸

𝐼𝐴
=

𝑎

2

ξ5𝑎

2

=
𝑎

𝑎ξ5
=

1

ξ5
 

                EA.IA( 1طريقة 

= - IE . IA                        

= - ԡ𝐼𝐸ԡ. ԡ𝐼𝐴ԡ. 𝐶𝑂𝑆Ɵ          

=−
𝑎

2
 .

ξ5𝑎

2
.

1

ξ5
= −

𝑎2

4
          

 

 

 

E F 

H G 

C 

D 

A 
B 

I 

J 

𝑎

2
 

a 

I 

a 

𝑎

2
 

E 

A 
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  EI . IA(        2طريقة 

 ندايزر((الحرف الأوسط نفسه       نعرف ناتج الجمع     غري ((

=
1

2
[ԡ𝐸𝐴ԡ − ԡ𝐸𝐼ԡ − ԡ𝐼𝐴ԡ] 

=ቂ𝑎2 −
𝑎2

4
−

5𝑎2

4
ቃ= 

1

2
ቂ

−2𝑎2

4
ቃ = −

𝑎2

4
 

 (3طريقة

EI.IA               

=ԡ𝐸𝐼ԡ. ԡ𝐼𝐸ԡ 

= -ԡ𝐸𝐼ԡ. ԡ𝐼𝐸ԡ= - 
𝑎

2
.

𝑎

2
= −

𝑎2

4
 

 

 (1طريقة 

JH . JD             

=(JG+GH) . (JC +CD)  

=JG.JC +JG.CD+GH.JC+GH.CD 

=- 
𝑎

2
.

𝑎

2
+ 0 + 0 + 𝑎. 𝑎 

= −
𝑎2

4
+ 𝑎2 =

3𝑎2

4
 

 ( 2طريقة 

JH .JD          

=HJ .JD          

= - 
1

2
ቂൣฮ𝐻𝐽 + 𝐽𝐷ฮ൧

2
− ൣฮ𝐻𝐽ฮ൧

2
− ൣฮ𝐽𝐷ฮ൧

2
ቃ 

=−
1

2
ቂ[ԡ𝐻𝐷ԡ]2 − ൣฮ𝐻𝐽ฮ൧

2
− ൣฮ𝐽𝐷ฮ൧

2
ቃ 

=- 
1

2
ቂ𝑎2 −

5𝑎2

4
−

5𝑎2

4
ቃ = −

1

2
ቂ

−6𝑎2

4
ቃ =

3𝑎2

4
 

 

 

H 
G 

C 

B 
A 

D 

J 

a 

𝑎

2
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 الوصلة :

 شعاعان مائلان )لايوجد اسقاط(

 نحلل الشعاع المائل الى افقي +شقالولي بمساعدة رؤوس المكعب .

  JH .JD_لحل الجداء 1)كما في الطريقة_ 

 كل التمرين كاملا: 2طريقة 

 (A,I,J,K)في معلم متجانس 

 A(0,0,0) , B (a,0,0) , c(a,a,0)  

D(a,a,
𝑎

2
) , E(0,0,a) ,F( a,0,a)  

G(a,a,a) , H ( 
𝑎

2
 ,a,a)  

EI( 
𝑎

2
 ,0,0) 

EI . EA                EA(0 ,0,-a)  

= 0+0+0=0      \+ZZ\+ YY\XX= 

EI .FC              EI(
𝑎

2
, 0,0) 

FC(0,a,-a) 

=0+0+0=0\+ZZ\+ YY\XX = 

EI . GJ                EI (
𝑎

2
, 0,0) 

Gj (0,0,-
𝑎

2
) 

=0+0+0=0\+ZZ\+ YY\= XX 

EI .AI                EI (
𝑎

2
, 0,0) 

IA (−
𝑎

2
, 0, 0) 

−
𝑎2

4
+ 0 + 0 = −

𝑎2

4
=\+ZZ\+ YY\= XX 

JH .JD         JH(-a,0,
𝑎

2
) 

JD(-a,0,
−𝑎

2
) 

−𝑎2

4
) =

3𝑎2

4
+0+(2=a\+ZZ\+ YY\= XX 

Z 
H 

E 

G 

F 

C 

B A 

D Y 

K 

J 

I 

X 
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 :53تمرين صفحة 

 ABCD _ S  هرم رباعي منتظم رأسهS  وقاعدتهABCD  مربع , طول كل حرف من

 ى aحروفه  واضلاع قاعدته يساوي 

  SA.AC , SA.SC , SA .SBاحسب :

 الحل :

SA . SB  

= ԡ𝑆𝐴ԡ. ԡ𝑆𝐵ԡ. COS 
𝜋

3
 

= a .a .
1

2
=

𝑎2

2
 

SA .SC  

=ԡ𝑆𝐴ԡ. ԡ𝑆𝐶ԡ. 𝐶𝑂𝑆Ɵ 

SC . COSƟ 2SA.-2SC+2=SA2AC 

2a.a cosƟ-2+a2=a2a2 

.cosƟ22a-0= 

cosƟ =
0

−2𝑎2
= 0 

SA.SC   

=ԡ𝑆𝐴ԡ. ԡ𝑆𝐶ԡ. 𝐶𝑂𝑆Ɵ 

=a.a.0=0 

   SA .AC( 1طريقة 

= - AS .AC   

= - ԡ𝐴𝐶ԡ. ԡ𝐴𝑆ԡ.COS 
𝜋

4
 

= -a .aξ2.
ξ2

2
= −𝑎2 

 

 

 

S 

A 

D 
C 

B 

O 

A 
B 

a 
a 

a a 

aξ2 

𝑎ξ2

2
 

S 

S 

A C 

a 

aξ2 

 Sقائم في  SACالمثلث 

 ومتساوي الساقين  

A=C=45  

𝜋

3
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 2طريقة 

SA .SC  

=
1

2
[[ԡ𝑆𝐴 + 𝐴𝐶ԡ]2 − [ԡ𝑆𝐴ԡ]2 − [ԡ𝐴𝐶ԡ]2] 

=
1

2
[[ԡ𝑆𝐶ԡ]2 − [ԡ𝑆𝐴ԡ]2 − [ԡ𝐴𝐶ԡ]2] 

=
1

2
[𝑎2 − 𝑎2 − 2𝑎2] = −𝑎2 

SA .AC = OA.AC 

=  −ԡ𝑂𝐴ԡԡ𝐴𝐶ԡ = −
𝑎ξ2

2
. 𝑎ξ2 = −𝑎2 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S 

C 
O A 

a 

aξ2 
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 الأوضاع المختلفة لمستقيمين في الفراغ

 المستقيمات متوازيان                                                     المستقيمات غير متوازيان

 

 متخالفان)فراغيان(             متقاطعان          ن تماما       منطبقان                    متوازيا

 

 يشتركان بنقطة               لايشتركان بأي                                       لايشتركان بأي

 واحدة ويقعان               نقطة ولايقعان في                                      نقطة ويقعان 

 في مستو واحد               مستو واحد                                   في مستو واحد 

 

 

 

 

 

 المستقيمات المتعامدان 

 90هما مستقمان الزواية بينهما 

 ر.المستقيم العمود على احد المستقيمن المتوازيين تماما يعامد المستقيم الأخ

 𝑑1                                                                                              

𝑑1║𝑑2                                            Δ ⊥ 𝑑2 

  

 نبرهن ان مستقيم يعامد مستوي ؟ كيف

 نبرهن ان يعامد مستقيمين متقاطعين في هذا المستوي .

Δ 𝑑1 

Δ 𝑑2 

 

 

Δ ⊥ 𝑝 

d2 
d1 

∆ 

p 

d2 
d1 

∆ 

A 

d 
\d H G 

F E 

D C 

B A 
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 د جميع مستقيمات هذا المستوي.مالمستقيم العمود على مستو يعا

Δ 𝑝 

 

 

 

 كيف نبرهن تعامد مستقيمين ؟

 نبرهن تعامد شعاعي التوجيه لهما

 ز للمستقيم في الفراغ ؟كيف نرم

 

 

 (AB)نرمز للمستقيم بحرفين مثل                       dنرمز للمستقيم بحرف واحد مثل 

 نقطتان من المستقيم  B,Aحيث                             uويعطى عليه شعاع توجيه 

 

 

 

 

 

 u.v= 0اذا وفقط اذا كان  u,vفي الفراغ يتعامد الشعاعان 

 (AC), (AB)يكافئ تعامد المستقيمين  AB , ACهام . تعامد المستقيمين 

 

 

 

 

 

 

Δ ⊥ 𝑑1 

Δ ⊥ 𝑑2 

Δ ⊥ 𝑑3 

 

d 

u 

(AB) 

B 

A 

∆ 

d3 

d2 

d1 

هو    ABوفي هذه الحالة 

 شعاع التوجية  
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  في معلم متجانس : 56تمرين صفحة 

 ليكون كذلك  ꭤمتعامدان او عين  v,uبين فيما يلي اذا كان الشعاعان  (1

1. u(ξ𝟐, 𝟏 + ξ𝟐, 𝟏 − ξ𝟐)           ,      𝒗 (−ξ𝟐, 𝟏, 𝟏) 

ξ2 + 1 − ξ22+1+-=\+zz\+yy\u.v =xx 

=0                              u┴v  

2. u(2,-1,5)     , v(-2 ,3, ꭤ)     

  u .v = 0نعلم ان               

=0 \+zz\+yy\u .v = xx 

(2)(-2) +(-1)(3)+(5)(ꭤ) =0 

-4-3+5ꭤ  = 0                   ꭤ=
+7

5
 

  B( 0 ,2,6)   , A(2,-5,1)( لتكن النقطتان 2 

  C(-2 ,3,1)المار من  dالمستقيم 

   u=-4i+j-3kوشعاعه التوجيهي :

 (AB)يعامد المستقيم  dأن اثبت 

 AB(-2 ,7,5)الحل :  

  (AB)شعاع توجيه لمستقيم 

15=0-=8+7\+zz\+yy\AB .u = xx 

AB ┴ u  

  AB ┴ dان متعامد (AB)و  dان ومنه المستقيم

  متعامدان  v.uهل    6, 8, 10هي بالترتيب  u . vاطوال الاشعة (3

 = u.vالحل : 
1

2
[[ԡ𝑢 + 𝑣ԡ]2 − [ԡ𝑢ԡ]2 − [ԡ𝑣ԡ]2] 

 u.v = 
1

2
[100 − 36 − 64] = 0                   𝑢 ⊥ 𝑣 

 

 

 

B A 

U
(-

4
,1

,-
3

)
 

d 

(AB) 
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4) u+v  وu-v   شعاعان متعامدان. 

 . الطول ذاته vو  uاثبت ان للشعاعان 

 الحل:

 متعامدان   u+vو     u -vبما أن 

( u +v )(u-v) =0   

u.u+u.v+v.u-v.v=0 

u .u -v.v =0 

ԡ𝑢ԡ2 = ԡ𝑣ԡ2 

ԡ𝑢ԡ = ԡ𝑣ԡ 

 

 الشعاع الناظم على مستو :

 الغير صفري ناظم على  ABاذا كان الشعاع  •

 (AB)هذا يعني أن المستقيم  Pالمستوي 

 Pيعامد المستوي 

 

 , فأي شعاع )غير صفري (  Pناظم على   nإذا كان  •

 Pهو أيضا ناظم على المستوي  nمرتبط خطيا مع 

 وناظم   P=2X +3Y -4Z +55 =0مثال: 

 n\\(b,c,5): , عين ناظم ,n(2,3-(4عليه :

5

2
𝑛 = ቀ5,

15

2
, −10ቁ=\\n 

 

 م شعاعيا تعامد مستقيم مع مستو ؟كيف تترج •

 لموجه لمستقيم ا nاذا كان الشعاع 

 المستقلان خطيا  u ,vيعامد كل من 

 Pيعامد المستوي  إن , ف pفي 

n 

∆ 

p 

p 

p 

∆ 

n 

u 

v 

B 

A 
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 غير معدوم. n(a,b,c)ويقبل ناظم عليه  Z0Y,0(X0M,0(معادلة مستو يمر من نقطة معلوممة 

M)X,Y,Z(   Є P 

) 0Z-,Z 0Y-, Y 0X-M(X0M 

M=00M            n . M0Mn  

)=00z-)+c(z0y-y) +b(0x-a(x 

=00cz-0by-0ax-ax+by+cz 

P=ax+by+cz+d=0 

 تمرين

  n(5,-4,2)ناظم عليه ويقبل  A(1,1,3)المار من  pاكتب معادلة المستوي 

  PЄM(X,Y,Z)         .1طريقة 

AM(X-1,Y-1 ,Z-3)     

n┴AM              n .AM =0  

5(X-1)-4(Y-1)+2(Z-3) =0 

5X-5-4Y+4+2Z-6=0 

P:5X-4Y+2Z-7=0 

   2ة طريق

P:ax+by+cz+d=0 

P:5X-4Y+2Z+d=0 

A)1,1,3(ЄP             5)1(-4(1)+2(3)+d=0          d= -7 

P:5X-4Y+2Z-7=0                    

 

 

 

 

 

M(X,Y,Z) 

M0(X0,Y0,Z0) 

n(a,b,c) 

P 
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 56صفحة  1قم  1تدرب 

  n(1,-1,0), وناظم عليه  A(1,0,5), يمر من   Pاوجد معادلة المستوي 

P:ax+by +cz+d =0   

P:x-1y+0z+d =0     

A)1,0,5( ЄP     1)1(-1(0)+d=0           d=-1 

P:X-Y-1 =0        

 n(3,2,1)ويقبل ناظم عليه  ,B(1- (1,5المارمن  Pاكتب معادلة المستوي  مثال :

  P:ax+by+cz+d=0  الحل :  

P:3x+2y+z+d=0              

A(1,-1,5( Є P       P:3)1(+)2 ) (-1 ) +(5)+d=0     d=0   

P:3X+2Y+Z=0                

 في الفراغ : P2P,1الأوضاع النسبية لمستويين 

) 1,c1,b1(a1=0    , n 1z+d1y+c1x+b1:a1P 

) 2,c2,b2(a2,n  z+d=0      2cy+2x+b2:a2P 

1.  1, n 2n             1مرتبطان خطيا.p2p  زيان متوا 

2.  1, n 2n        1غير مرتبطان خطيا.p2p متقاطعان 

3.  1, n 2n                    1متعامدان┴p 2p 

     =0  1. n 2n   

 2x+y+z1p:-  0=5متعامدان :   p2p.1أثبت أن  

2y+8=0                           -:x2P 

2,0)     -(1,2n                 (2,1,1) ,1n 

=0 \+zz\+yy\= xx 2.n1n 

=2 ×1 +1×)-2( + 1×)0( =2-2+0=0 

1┴p 2p             1 ┴ n 2n  
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  59تمرين صفحة 

 ادس تعامد كل من المستويات .

P:7X+3Y-Z-1=0            

Q:6X-11Y-9Z-5=0         

R:2X-3Y+5Z+4=0         

 n-11,-(6,Q1)  , n-=(7,3,Pn ,  (R9,2)-         (3,5الحل : 

45=18=0-=42+33\+ZZ\+YY\=XXQn. pn 

Pn  لا يعامدQn       P  لايعامدQ 

P  معR      5=0                  -9-=14 R.n Pn                

Q ┴ n Pn               P ┴ R 

Q  معR                        45=0 -=12+33 R. n Qn 

Qn ┴ Rn                         R ┴Q  

  59تمرين صفحة 

A(ξ2, −2,5)            , 𝑛(2, −3, −1) 

P:ax+by+cz+d=0   

P:2x-3y-z+d=0       

A(ξ2, −2,5)ЄP          2)ξ2) − 3(−2) − (5) + 𝑑 = 0     

d=-1-2ξ2   

𝑃: 2𝑋 − 3𝑌 − 𝑍 − 1 − 2ඥ2 = 0 

  59تمرين صفحة 

 متعامدان  Q,Pبين اذاكان 

1,1) -(1,pY+Z=0                      n-P:X 

 1,1)-(1,Q3=0                     n-Y+Z-:XQ 

1

1
=

−1

−1
=

1

1
 

nQ=Np  مرتبطان خطيا    المستويانq,p  متوازيان , وغير متقاطعان 

Q 
P 

P 
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P:2X+Y+5=0  ,  Q:4X+2Y+Z+5=0    

np(2,1,0) , nQ(4,2,1)              
2

4
=

1

2
=

0

1
 

        nQ=nP يا      غير مرتبطين خطQ,P  متقاطعان 

 

 عد نقطة معلومة عن مستو معلومب

    P:ax+by+cz+d=0عن  Z0,Y0(X0M,0(بعد 

ห𝑎൫𝑥0൯+𝑏൫𝑦0൯+𝑐൫𝑧0൯+𝑑ห

ඥ𝑎2+𝑏2+𝑐2
,P)=0ist(Md 

     P:2X+2Y-Z-9=0عن  A(1,1,1)مثال : أوجد بعد 

dist(A,P)=
ȁ𝟐(𝟏)+𝟐(𝟏)−𝟏(𝟏)−𝟗ȁ

ඥ𝟒+𝟒+𝟏
=

ȁ−𝟔ȁ

ඥ𝟗
= 2 

 ملاحظة :

 PЄ  0M                      .P)0dist(Mاذا كان 

  59تمرين صفحة 

 ويوازي :  A(1,0,1)المار من  Qاكتب معادلة المستوي 

P:2X-Y+3Z=4  

 P║Q                np=nQبما ان  .1

Q=ax+by+cz+d=0  

2x-y+3z+d-0  

A)1,0,1( ЄQ     2)1(-(0)+3(1)+d=0 

d=-5  

Q=2x-y+3z-5=0 

2. P:Z=2              A(0,0,0)  

P:0X+0Y+1Z-2=0    

 P║Q        nQ=np          nQ(0,0,1)بما أن 

Q:ax+by+cz+d=0 

Q:0x+0y+1z+d=0 
A)0,0,0( Є Q              0+d=0     

d=0 

Q:Z=0                  

Q 
XA(1,0,1) 

np(2,-1,3) 

p 

p 

)0,Z0,Y0(X0M 
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 المسقط القائم لنقطة المعلومة على مستو معلوم

 مستو معلوم  Pنقطة معلومة و Dنفرض 

 المطلوب:

 Pعلى المستوي  Dالمسقط القائم للنقطة  D\إيجاد 

 مراحل الحل :

 Dالمار من  dنكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم  .1

 Pد المستوي ويعام

 ((dهو الشعاع لا التوجيهي ل P))نعتبر ناظم 

DM=t n    

d:                   x=at+xD 

y=bt+yD 

Z=ct+ZD 

 D\قنحصل على  Pمع  dنقاطع  .2

 67صفحة  8تمرين 

  (O,i,j,k)في معلم متجانس 

D(-11,9,-4)  , C(1,5,5) ,B(0,0,1),A(1,2,0) 

 تقامة واحدة ليست على اس C,B,Aاثبت ان  .1

 (ABC)اكتب معادة المستوي  .2

 (ABC)على المستوي  Dالمسقط القائم ل  D\عين  .3

 الحل:

1. AB(-1,-2,1)              

AC(0,3,5)               

−2

3
=

1

5 
                      

AB,AC  غير مرتبطين خطيا 

C,B,A  ليست على استقامة واحدة فهي تشكل مستوP 

 

 

t∈ 𝑅 

 

)\,Z\,Y\(X\D 

D(X,Y,Z) 

d 

n(a,b,c) 

p 
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 Pناظم على   n(a,b,c)نفرض  .2

n┴AB       n.AB=0         -a-2b+c=0 

n┴AC         n.AC=0          3b+5c=0  

=b(  2من )
−5𝑐

3
 

 b=-5( 2فتكون من ) c=3نفرض 

 a=13( فنجد 1نعوض في )

n(13,-5,3)    

P:ax+by+cz+d=0 

13x-5y+3z+d=0 

B(0,0,1(ЄP       0-0+3(1)+d=0 

P:13x-5y+3z-3=0 

 

 dنكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم  .3

 Pويعامد المستوي  D(-11,9,-4)المار من 

DM=t.n  

d:                   x=13t-11 

y=-5t+9 

Z=3t-4 

 Pمع  dتقاطع 

13(13t-11)-5(-5t+9)+3(3t-4)-3=0 

169t-143+25t-45+9t-12-3=0 

203t=203             t=1  

1) -(2,4,\D 

 

 

t∈ 𝑅 
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 70ة حصف 17تمرين 

D(3,3,-3)    C(1,-1,1)   B (4,-2,3)   A(2,4,3) 

 ليست على استقامه واحدة. C,B,Aأثبت أن  .1

 C,B,Aالمار من  Pأوجد معادلة المستوي  .2

 Pعلى المستوي  Dالمسقط القائم للنقطة  D\عين  .3

 الحل :
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 ))في الفراغ(( dعن مستقيم معلومة  Aنقطة معلوم بعد 

 مراحل الحل :

 يكتب بالشكل الوسيطي  dالمستقيم  .1

d:                x=at+x0 

y=bt+y0 

Z=ct+Z0 

  u(a,b,c)شعاع التوجيهي 

  R نكتب معالة المستوي .2

 dويعامد المستقيم  Aالمار من 

 dهو الشعاع التوجيهي ل  Rنعتبر ناظم 

 n=u(a,b,c)أي 

R:ax+by+cz+d=0  

  Rمع dتقاطع  .3

 المسقط القائم ل Mل على فنحص

A  على المستقيمd 

 A ,Mنوجد المسافة بين  .4

 dعن المستقيم  Aوهي بعد النقطة 

[𝐴𝑀] = ට(𝑋2 − 𝑋1)2 + (𝑌2 − 𝑌1)2 + (𝑍2 − 𝑍1)2 

 

 

 

 

 

 

 

 

t∈ 𝑅 

 

d 

d 

A 

M 
R 
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 66تمرين صفحة 

 (O,i,j,K)في معلم متجانس 

A(3,-1,2) 

1)P:2X-Y+Z-4=0 

2)Q:X+Y+2Z=0   

 dيتقاطتان بفضل مشترك  Q,P. أثبت أن 1

 d. أوجد تمثيل وسيطي لمستقيم 2

 dعن المستقيم   A(3,-1,2).احسب بعد 3

 الحل :

1. np(2,-1,1)               

nQ(1,1,2)                     

2

1
=

−1

1
 

np,nQ غير مرتبطين خطيا 

 dمتقاطعان بفصل مشترك  Q,Pالمستويان 

2. 1+2  ) 3x+3z-9=0      ÷ 3 

X+Z-3=0          X= -Z+3   

 x=-t+3فتكون   Z=tنفرض 

 (2)نعوض في 

(-t+3)+y+2(t)-5=0 

Y=-t+2 

d:                      x=-t+3 

y=-t+2  

Z=t 

 Rمستوي نكتب معادلة ال .3

  A(3,-1,2)المار من 

tєR 

   

d 

A(3,-1,2) 

R 
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 dويعامد المستقيم 

 dهو شعاع توجيه  Rنعتبر ناظم 

n=u(-1,-1,1) 

R:ax+by+cz+d=0 

-x-y+z+d=0  

A(3,-1,2( ЄR 

-(3)-(-1)+2+d=0          d=0 

R:-x-y+z=0  

 Rمع  dتقاطع 

-(-t+3)-(-t+2)+(t)=0  

t-3+t-2+t=0        t=
5

3
 

 نعوض في المعادلات الوسيطية 

X=-( 
5

3
) + 3=

4

3
 

y= - 
5

3
+ 2 =

1

3
 

z=
5

3
 

)d Mعلى Aالمسقط القائم ل
4

3
,

1

3
,

5

3
) 

[𝐴𝑀] = ඨ൬3 −
4

3
൰

2

+ ൬−1 −
1

3
൰

2

+ ቆ2 −
5

3
ቇ

2

 

= ඨ
25

9
+

16

9
+

1

9
= ඨ

42

9
=

ඥ42

3
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 69صفحة  12تمرين 

 (Oi,j,K)لم متجانس في مع

A(2,2,-1)   

1)P:x-y+z=0   

2)Q:3X+Z-1=0 

 dمتقاطعان بفصل مشترك  Q,P. أثبت ان 1

 dللمستقيم . أوجد تمثيل وسيطي 2

 dعن المستقيم  A(2,2,-1). احسب بعد 3

 الحل :

1. np(1,-1,1)             

nQ(3,0,1)                     

1

3
=

1

1
 

np,nQ غير مرتبطين خطيا 

 dمتقاطعان بفصل مشترك  Q,Pالمستويان 

 (2)من المعادلة  

Z=-3x+1   

   x=tنعوض 

    Z=-3t+1فتكون 

   (1)نعوض من 

(t)-y +(-3t+1)=0  

Y= -2t+1    

d:                        x=t       

y=-2t+1  

Z=-3t+1 

 

tєR 
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 R.نكتب معادلة السمتوي 3

 dويعامد المستقيم   A(2,2,-1)المار من 

 dوجيهي ل هو الشعاع الت Rالناظم 

nR=u(1,-2,-3) 

R:ax+by+cz+d=0  

x-2y-3z+d=0 

A(2,2,-1(ЄR                )2(-2(2)-3(-1)+d=0 

d= -1 

R:x-2y-3z-1=0   

  Pمع  dتقاطع 

(t)-2(-2t+1)-3(-3t+1) -1=0 

t+4t-2+9t-3-1=0  

14t=6         t=
6

14
=

3

7
 

X=
3

7
 

Y=-2( 
3

7 
) + 1 =

1

7
 

Z=-3( 
3

7
 )+1=- 

2

7
 

 )d Mعلى  Aائم لالمسقط الق
3

7
,

1

7
,

−2

7
) 

[𝐴𝑀] = ඨ൬2 −
3

7
൰

2

+ ൬2 −
1

7
൰

2

+ ൬−1 +
2

7
൰

2

 

= ඨ
121

49
+

169

49
+

25

49
= ඨ

315

49
=

ඥ315

7
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 تمرين :

D(1,0,-1) ,B(-1,3,6) , A(1,1,4) 

 (AB)اكتب المعادلات الوسيطية ل المستقيم  .1

  (AB)عن المستقيم  Dاحسب بعد النقطة  .2

 الحل :
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 ث مستوياتتقاطع ثلا

 المستويات الثلاثة نشترك بنقطة وحيدة  .1

 >>حل وحيد<<

 المستويات الثلاث تشترك بنقطة بمستقيم  .2

 >>عدد غير منتهيه من الحلول<<

 المستويات الثلاث لا تشترك بأي نقطة  .3

S= Ф 

0 0 0 =0                       0 0 0 =0         0 0 0 =0      

0 0 0 = 0                    .  0 0=0             . 0 0 = 0     

0 0 0 =0                     . 0 0 = 0            . . 0=0        

 الحالات حسب السطر الثالث: 

 حالة الأولى : 

                   0=  0  . .    السطر الثالث

 حل وحيد        المستويات الثلاثة تشترك بنقطة وحيدة  =Zعدد

 حالة الثانية :

. .  .   = .                              

 . Z =0                    عدد غير منهي من الحلول المستويات تشترك بمستقيم 

 حالة الثالثة:

 عدد = .  .  .                              

S= Ф             المستويات الثلاث لا تشترك بأي نقطة 
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 : تمرين

 ادرس تقاطع المستويات 

X+Y+2Z=4                 L1                       

3X+4y+z=8              L2                        

2x-5y+3z=0               L3                        

 الحل : 

 

X+y+2z =4                                                

0+y-5z=-4                     -3L1+L2           L2 

0-7Y-Z=-8                      -2L1+L3            L3  

 

   

 

1)X+Y+2Z=4                                               

2)0+y-5z=-4                                                   

3)0   0  -36z= -36       7L2+L3        L3               

 Z=1       (3في المعادلة                  

 فنجد   (2نعوض في                 

y -5(1) = - 4              y=1           

  (1نعوض في 

X+(1)+2(1) =4          x=1  

         ت الثلاث نشترك بنقطة وحيدة المستويا

(1,1,1)            
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 تمرين :

 ادرس تقاطع المستويات .

 طلب إضافي : أوجد تمثيل وسيطي لهذا المستقيم .

 

2X-y+3Z=2                                       

X+2y+z=1                                        

3x-4y+5z=3                                       

 الحل :            

       X+2y+z=1              L1                          

2X-y+3Z=2           L2                            

3x-4y+5z=3            L3                            

 

 

 

X+2y+z =1                                                

0-5y+z=0                     -2L1+L2           L2 

0 -10y +2z=0                      -3L1+L3             L3 

   

 

X+2y+z=1                                                       

0-5y+z=0                                                       

 0  0  0  =0                           -2L2+L3       L3 

0.Z=0                

 هو الفصل المشترك لها . dعدد غير منته من الحلول المستويات الثلاث تشترك بمستقيم 
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 تمرين :

 ادرس تقاطع المستويات :

 

       X+2y+z=1              L1                          

2X-y+3Z=2           L2                            

3x-4y+5z=5            L3                            

 الحل :
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 الأسطوانة:

 (1حالة 

 (o,K)محور الأسطوانة 

 قاعدتا الأسطوانة الدائرتان  

 اللتان مركزهما 

 

 0(0,0,0)       A(0,0,ZA) 

 Rنصف قطر كل منها 

 R2+Y2X=2  المعادلة 

𝑍𝑀 ≤ 𝑍𝐴0Z 

 ارتفاع الأسطوانة 

h=ȁ𝑍𝐴 − 𝑍0ȁ 

 (2حالة 

 (O,j)محور الأسطوانة 

 الأسطوانة الدائرتانقاعدتا 

 مركزهما 

 

0(0,0,0)       A(0,YA,0) 

   Rنصف قطر كل منهما 

 R2+Z2X=2لمعادلة : ا                                     

                                                          𝑦𝑀 ≤ 𝑦𝐴0Y 

h=ห𝑦𝐴ارتفاع الأسطوانة  − 𝑦0ห 

 

 

 

Z 

Y 

X 

R 
A(0,0,ZA) 

h 

A(0,YA,0) J 
R 

h 

x 

y 

z 

K 
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  (3حالة 

  (O,i)محور الأسطوانة 

 تا الأسطوانة الدائرتان قاعد

 مركزهما 

 

0(0,0,0)       A(XA,0,0) 

 Rنصف قطر كل منهما 

 R2+z2y=2 المعادلة : 

𝑋𝑀 ≤ 𝑋𝐴 0X 

h=ȁ𝑥𝐴 − 𝑋0ȁ 

 

 33صفحة   تمارين 

  ( O,J)جد معادلة الأسطوانة محورها .1

 R=2ونصف قطرها  Oقاعدتها الدائرة التي مركزها 

 

 

 

 

 

 

 (O,J)جد معادلة الأسطوانة محورها  .2

 R=2ونصف قطرها  Q(0,8,0)قاعتها الدائرة مركزها 

 

 

 

z 

x 

y 
i 

h 
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  (O,i)جد معادلة الأسطوانة محورها  .3

 R=ඥ6ونصف قطرها  T(3,0,0)مركز قاعدتها 

 الحل :

 

 

 

 

 

 

 

 

 ا العلاقات التي احداثياته  M(X,Y,Z)صف مجموعة النقاط  .4

=25 2+Y2X 

1 𝑍 ≤ 4 

 تقع على الأسطوانة السابقة؟ علل   D(3,4,2)النقطة  هل

 الحل :
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 المخروط .

 (1حالة 

 (O,K)محور المخروط  
𝑅2

ℎ2
𝑧2 = 0 -2+Y2X 

Z0 𝑍𝑀 ≤ 𝑍𝐴 

      

 

 

 

 

 (2حالة 

   (O,j )محور المخروط

 
𝑅2

ℎ2
𝑦2 = 0-2+Z2X   

𝑦𝑀 ≤ 𝑦𝐴0y 

 

 

 

 

 

 (3حالة  

  (O,X)محور المخروط 

𝑅2

ℎ2
𝑥2 = 0 -2+z2y 

𝑋𝑀 ≤ 𝑋𝐴0X 
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 34صفحة  1تمرين 

 ليكن المخروط الذي معادلته 

4

25
𝑧2 = 0 -2+Y2X 

0 𝑍 ≤ 5 

 عين من النقاط الاتية  تلك التي تقع على المخروط معللا إجابتك .

T(2,2ඥ3, 10)   𝑆(1,1,3) 𝑅(−2,1,5)  𝑄( 2,0,5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 34صفحة  2تمرين 

 (O,i)محوره  Oاكتب معادلة المخروط رأسه 

  R=3ونصف قطرها   B(4,0,0)قاعدته الدائرة التي مركزها 
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