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  البرمجة اللاخطية

  مقدمة:

مســــائل البرمجــــة اللاخطيــــة بوجــــود مجموعــــة مــــن المصــــطلحات الــــتي تســــتدعي  ميــــزتت

  ...ex, sinx, cosx, ln xضمنياً استخدام توابع لا خطية مثل 

 x1, x2أيضـاً نتيجـة التـأثير المتبـادل بـين متحـولين أو اكثـر مثـل  وقـد تظهـر اللاخطيـة

2xأو  x1lnx2أو 
1x...  

ــــة أدت إلى إيجــــاد بنيــــة أساســــية  ــــول مســــائل البرمجــــة اللاخطي إن دراســــة تقنيــــات حل

  تستخدم لإيجاد هذه الحلول.

قد يبدو الحل مستحيلاً لوجود عدد غير منتـهٍ مـن  عند حل مسائل البرمجة اللاخطية

الحلول وإمكانات الحصول على حلول مثلى متعددة ويمكن توضيح عـدة مبرهنـات أساسـية 

يمكــن اســتخدامها لتوجيــه بحثنــا بالإضــافة إلى أنــه عنــد مصــادفة شــروط كالتحــدب والتقعـــر 

  فإن معرفة الحل الأمثل يصبح أسهل بشكل كبير.

توابع مستمرة محدودة فإن مبرهنة فيرستراش تضمن لنـا وجـود �ايـة  عندما نتعامل مع

 فسـها نعظمى أو صـغرى إمـا عنـد نقطـة داخـل حـدود منطقـة الحلـول أو علـى هـذه الحـدود 

لأن أي تابع محدود يجب أن يكون له قيمة عظمى أو صغرى في مكـان ضـمن المنطقـة الـتي 

  �تم �ا.

امنـا يمكـن تعيـين النقـاط المسـتقرة باسـتخدام إذا كان التابع مسـتمراً علـى منطقـة اهتم

  حسابات تفاضلية تعطي جميع المشتقات التي يمكن إيجادها.
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تبــين الحســابات أنــه ســتوجد نقطــة مســتقرة في الــداخل أو علــى الحــدود إذا انعــدمت 

ـــابع غـــير مقيـــد عنـــد شـــعاع حـــل خـــاص وبشـــكل مشـــابه نعـــالج الحالـــة  ـــة لت المشـــتقات الجزئي

  المقيدة.

نبتكر إجراء لحـل مسـائل البرمجـة اللاخطيـة فإننـا نحتـاج لاختبـار إذا أردنا أن بالنتيجة 

  الحالات الثلاثة التالية:

  جميع النقاط التي تكون عندها المشتقات المستمرة من الدرجة الأولى معدومة. – ١

جميــــع النقــــاط داخــــل المنطقــــة الــــتي تكــــون عنــــدها المشــــتقات مــــن الدرجــــة الأولى غــــير  – ٢

  مستمرة.

  النقاط الواقعة على حدود فضاء الحل. – ٣

  في البحث عن الحلول المثلى: بالتحدو تأثير التقعر/ 

  مقيد:حد أعظمي أو حد أصغري غير  – ١

كــان التـــابع و  f(x)إذا كانــت مســألة البرمجــة اللاخطيــة تتــألف مـــن تــابع هــدف فقــط 

ولـة حيـث قبمحدباً (مقعراً) فإنه يوجـد حـل أمثـل وحيـد عنـد نقطـة تقـع أولاً داخـل المنطقـة الم

  تنعدم جميع المشتقات وثانياً عند نقطة حدية.

  

f(x) 

x 

f(x*) 

Min z 

 حل داخلي

f(x) 

x 

f(x
*
) 

Max z 

 حديحل 
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  مقيد: –قيمة أعظمية  – ٢

إذا كانـــت مســـألة البرمجـــة اللاخطيـــة تتـــألف مـــن تـــابع هـــدف وقيـــود فـــإن كـــون الحـــل 

الأمثل وحيد يتوقف على طبيعة تابع الهدف ومجموعـة القيـود، فـإذا كـان تـابع الهـدف مقعـراً 

وكانت مجموعة القيود تشكل منطقة محدبـة عنـدها يوجـد حـل أعظمـي وحيـد للمسـألة (لـذا 

  أعظمياً شمولياً). يجب أن تكون أي نقطة مستقرة حلاً 

  مقيد: –قيمة أصغرية  – ٣

إذا كانــت مســألة البرمجــة اللاخطيــة تتــألف مــن تــابع هــدف وقيــود وكــان تــابع الهــدف 

ة محدبـــة فـــإن أي نقطـــة مســـتقرة ســـتكون حـــلاً قـــطنممحـــدباً وكانـــت مجموعـــة القيـــود تشـــكل 

  أصغرياً شمولياً.

  القيمة الأصغرية (الأعظمية) لتابع مقعر (محدب): – ٤

إذا كنـــا نقـــوم بإيجـــاد القيمـــة الأصـــغرية (الأعظميـــة) لتـــابع مقعـــر (محـــدب) فـــإن الحـــل 

  الأمثل سيؤخذ فقط عند إحدى النقاط الحدية �موعة القيود.

  مثال:

  إذا كنا نقوم بإيجاد القيمة الأصغرية للتابع المعطى بالشكل:

  

B 

A 

 إیجاد القیمة الأصغریة
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والمشـكلة الـتي يمكـن أن تواجهنـا في مثـل هـذه  Bو  Aفإننا نحتـاج لاختبـار النقطتـين 

  المسائل هو أن نقاط الحل (الممكنة) قد تكون كبيرة جداً.

  التابع الخطي: – ٥

التــابع الخطــي محــدب ومقعــر في آن معــاً لــذا إذا كــان فضــاء الحــل محــدباً يمكــن إيجــاد 

  الحل عند الحدود.

  والمقعرة:التوابع المحدبة 

متحـول إنـه تـابع محـدب إذا وفقـط إذا  nذي الـ  f(x1, x2, …., xn)نقول عن التابع 

  تحقق الشرط:

f(x(1) + (1 - ) x(2))  f(x(1)) + (1 - )f(x(2)) 

     1 0ومن أجل  x(1) ،x(2)من أجل كل نقطتين 

  محدباً. f(x1, x2, …, xn)إنه تابع مقعر إذا كان التابع  f(x1, x2, …, xn)نقول عن التابع 

  :f(x1, x2, …., xn)تعريف تدرج التابع 

  يعرف تدرج التابع بالعلاقة:























n21
n21

x

f
,...,

x

f
,

x

f
)x,...,x,x(f  

 H(x1, x2, …, xn)والـتي نرمـز لهـا بــ  f(x1, x2, …, xn)ونعـرف المصـفوفة الهيسـية للتـابع 

  بالعلاقة:


















ji
n21

xx

f2
)x,...,x,x(H  

  .n  nوهي مصفوفة مربعة متناظرة ذات الأبعاد 
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  اختبار تحدب تابع ما:

أو  موجبــةتابعــاً محــدباً إذا كانــت مصــفوفة هيســيان لهــذا التــابع معرفــة  fيكــون التــابع 

  .x1, x2, …, xnمن أجل كل القيم  موجبةمعرفة شبه 

معرفــة موجبــة ومــتى  شــبهوالســؤال المطــروح هنــا مــتى تكــون المصــفوفة معرفــة موجبــة أو 

  معرفة سالبة. شبهتكون معرفة سالبة أو 

  تابع ما: تقعراختبار 

شـــبه أو  ســـالبةإذا كانــت مصـــفوفة هيســـيان لهـــذا التــابع معرفـــة  مقعـــراً  fيكــون التـــابع 

  .x1, x2, …, xnمن أجل كل القيم  سالبةمعرفة 

معرفــة موجبــة ومــتى  شــبهوالســؤال المطــروح هنــا مــتى تكــون المصــفوفة معرفــة موجبــة أو 

  معرفة سالبة. شبهتكون معرفة سالبة أو 

  اختبار المصفوفات المعرفة الموجبة:

  يجب أن تكون جميع العناصر القطرية موجبة. – ١

  يجب أن تكون المحددات الأساسية الرئيسية موجبة. – ٢

  اختبار المصفوفة شبه معرفة موجبة:

  سالبة. يجب أن تكون جميع العناصر القطرية غير – ١

  يجب أن تكون المحددات الأساسية غير سالبة. – ٢

  ملاحظة:

 (Q-)معرفــة ســالبة (أو شــبه معرفــة ســالبة) يجــب أن تكــون  Qلإثبــات أن المصــفوفة 

  معرفة موجبة (أو شبه معرفة موجبة).
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  المصفوفات الصغرى الأساسية:

فــإن المصــفوفة الصــغرى الأساســية مــن  n  mذات أبعــاد  Qإذا كانــت المصــفوفة 

ســطر  (n – k)نحصــل عليهـا بإهمـال أي  (kk)هـي مصــفوفة صـغرى ذات أبعـاد  kالمرتبـة 

  .Qوالأعمدة المقابلة من المصفوفة 

  مثال:



















987

654

321

Q  

 1 ,5 ,9هـي عناصـر القطـر الرئيسـي  1إن المصفوفات الصـغرى الأساسـية مـن المرتبـة 

  :ةالتالي ( 2 2)فهي  2أما المصفوفات الصغرى الأساسية من المرتبة 










54

21
  









97

31
  









98

65
 

  .Qهي  3المصفوفة الصغرى الأساسية من المرتبة 

  :ييدعى محدد المصفوفة الصغرى الأساسية المحدد الأساس

  محدداً أساسياً. 2n – 1 (nn)لكل مصفوفة مربعة 

  ملاحظة:

 (nn)للمصـــفوفة  kنحصـــل علـــى المصـــفوفة الصـــغرى الأساســـية الرئيســـية مـــن المرتبـــة 

  الأخيرة والأعمدة المقابلة لها. (n – k)بإهمال الأسطر 

(�مــــل  1هـــي  1في المثـــال الســـابق تكـــون المصــــفوفة الأساســـية الرئيســـية مــــن المرتبـــة 

ابلـة). أمـا المصـفوفة الصـغرى الأساسـية الرئيسـية مـن المرتبـة السطرين الأخـيرين والأعمـدة المق

هي:  2








54

21
  .Qهي  3والمصفوفة الصغرى الأساسية الرئيسية من المرتبة  
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  ملاحظة:

  .nالقيمة  nnيبلغ عدد المصفوفات الصغرى الأساسية الرئيسية في مصفوفة 

  من خلال المثال التالي:بالعودة إلى تحديد نوع التابع محدب/ مقعر 

  لدينا التابع: مثال:

f(x1,x2,x3) = 321323121
2
3

2
1

2
1 x3x4x6xx2xx2xx2xx2x3   

  بين نوع هذا التابع.

























2x2x2x2

4x2x2x4

6x2x2x6

)x,x,x(f

213

312

321

321  

























222

242

226

H )x,x,x(f 321
 

  المصفوفة متناظرة. – ١

  جميع العناصر القطرية موجبة. – ٢

020
42-

2-6
            06   

|H| = 16 > 0 

  معرفة موجبة. Hوعليه المصفوفة 

  تابع محدب. fأي أن التابع 

  المجموعات المحدبة:

أ�ـا مجموعـة محدبـة إذا كـان الخـط الواصـل بـين أي نقطتـين �ـا  Sنقول عـن ا�موعـة 

  ياً إلى ا�موعة أيضاً.متمن
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  المعرف بالعلاقة. Xمحدبة إذا كان الشعاع  Sونعبر عن ذلك رياضياً بالقول إن 

X = (X)(1) + (1 - )(X)(2) 

ومـن أجـل  Sفي ا�موعـة  X(2), X(1)منتمياً إلى هذه ا�موعة من أجل أي شعاعين 

  .1و  0محصورة بين  أي قيمة 

  إن مجموعة كل الحلول المقبولة لمسألة برمجة خطية هي مجموعة محدبة. ):١مبرهنة (

  تقاطع مجموعات محدبة هو مجموعة محدبة. ):٢مبرهنة (

  إيجاد مجموعة محدبة لا يكون بالضرورة مجموعة محدبة. ):٣مبرهنة (

  مضاريب لاغرانج:

في معظم المسائل الهندسية (وخصوصاً الواقعية منها) يكون الهـدف هـو أمثلـة (إيجـاد 

  الأصغرية) لتابع معياري (أو تابع هدف) خاضع لعدة قيود. –القيمة الأعظمية 

في مسـألة أمثلـة لا يشـكل أي صـعوبة إن إدخال الشروط الجانبية التي يجب تحقيقهـا 

  حقيقية إذ إن منطقة الحلول المقبولة ستكون محدودة أو مقيدة �ذه الشروط الجانبية.

رياضـــياً، ولكـــن يبـــدو أو تقلـــيص فضـــاء الحـــل الممكـــن ســـيكون مفيـــداً بشـــكل كبـــير 

اً حـل نسـبيلذلك أحيانـاً آثـار تخريبيـة علـى تقنيـات الحـل العقلانيـة فمـثلاً يكـون مـن السـهل 

لا خطيـــة علـــى  دمســـألة أمثلـــة بســـيطة لا خطيـــة وغـــير مقيـــدة ولكـــن إذا فرضـــت عـــدة قيـــو 

  لمعروفة قليلة جداً.ا المسألة ستكون تقنيات الحل

في الواقــع هنــاك عــدد قليــل نســبياً مــن تقنيــات الحــل الفعالــة طــورت تقنيــة مضــاريب 

  ئل أمثلة غير مقيدة.لاغرانج الرياضية لتقوم بتحويل مسائل الأمثلة المقيدة إلى مسا

  يمكن إتمام ذلك فقط لإيجاد مسألة جديدة وبأبعاد أعلى. نوضح ما سبق كما يلي:
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المســـــألة المطروحـــــة: هـــــي إيجـــــاد القيمـــــة الأعظميـــــة لتـــــابع مســـــتمر وقابـــــل للاشـــــتقاق 

أيضـاً  g(x)حيـث  g(x1, x2, …, xn)خاضـع للقيـد  y0 = f(x1, x2, …, xn)(للتفاضـل) 

في القيــد ونعـبر عنــه بدلالــة المتحــولات  xnتـابع مســتمر وقابــل للتفاضــل، هنـا نختــار المتحــول 

(n – 1) :الباقية  

xn = H(x1, x2, …, xn-1) 

  ونعوض عنه في تابع الهدف نحصل على:

 )x,...,x,x(H,x,...,x,xfy 1n211n210   

  :أوجد القيمة الأصغرية  للتابع مثال:

f(x) = 2121
2
2

2
1 x2x6xx2xx3   

  القيد: ع مراعاةم

2x1 – x2 = 4 

  الحل:

  نشكل تابع لاغرانج:

L(x1,x2,) = 3 ]4xx2[x2x6xx2xx 212121
2
2

2
1   

026x2x6
x

L
21

1





 

02x2x2
x

L
21

2





 

04xx2
L

21 



 

  بحل جملة المعادلات السابقة نحصل:

11

7
x*

1    
11

30
x*

2    
11

24*   
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  :نعوض في تابع الهدف نحصل

)x,x(f *
2

*
1  = 85.7 

)x,x(إن شــعاع الحــل  *
2

*
، وهنــا إذا  اً أصــغري أو حــلاً  اً أعظميــ يكــون حــلاً يمكــن أن  1

  .شموليةصغرى القيمة شكل مجموعة محدبة فإن توكانت القيود  محدباً تابع الهدف كان 

  :محدبفإن التابع  موجبةمعرفة للتابع  إذا كانت المصفوفة الهيسية -





































2
212

21
2
1

x

f2

xx

f2

xx

f2

x

f2

)x(H  











22

26
)x(H  

هـــذه المصـــفوفة متنـــاظرة وجميـــع عناصـــر القطـــر الرئيســـي موجبـــة وبالتـــالي فهـــي معرفـــة 

  محدب.موجبة وعليه يكون تابع الهدف 

حصـــلنا القيــد تــابع خطـــي فهــو محـــدب ومقعــر في آن معــاً وعليـــه تكــون القيمـــة الــتي 

  عليها قيمة صغرى.

  أوجد القيمة الأصغرية للتابع مع مراعاة القيد المرفق: :)١( مثال

f(x1, x2) = 5xx4xx6xx3 2121
2
2

2
1   

2x1 + 3x2 = 4 

  أوجد القيمة الأصغرية للتابع مع مراعاة القيد المرفق: ):٢مثال (

f(x1, x2) = (x1 + 2x2)
2 + (x1 + x2)

2 + 4 

g(x) = x1 + 2x2 – 3 = 0 

  –انتهت المحاضرة  -

  د. ميسم جديد


