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 :لمجموع عدد عشوائي من المتغيرات العشوائية  الدالة المميزة
السووووتواة  ال  فا الت الت الاح االت،ال         ة عشوووو ا ي ال اتتغيرمتتالية من ال   (𝑋𝑛)لتكن 

لة م    بدا عدا           𝑌   ليكن 𝜓𝑋(𝑡) يزة  عة اد ،مج و ة،  يم  ي لاق متغير عشوووو ا   م وأح 

  لمج  الة م لدة تعأى بالعلا ة: (𝑋𝑛)مستواة عن التتالية  𝑌 بلرض أن   ℕالأبيعية 

𝜑𝑌(𝑡) = 𝐸𝑒𝑡𝑌 = ∑ 𝑒𝑡𝑦 𝑝(𝑌 = 𝑦)

 

𝑦

 

 معرف بالشكل: Z بلرض التغير العش ا   

𝑍 = ∑ 𝑋𝑘

𝑌

𝑘=1

 

ساب الدالة المميزة للمتغير     بالإضووا ة لعا ة الالة اصا ووة  Zوالهدف في هذه الفقرة هو ح

   من أجل ذلك لدلا ا:λمتغير عش ا   ب اس ا  بال سيط  𝑌ال  لاك ن  يها 

 𝜓𝑍(𝑡) = 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑍 = 𝐸 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑌
𝑘=1 = ∫  𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘

𝑌
𝑘=1

 

Z

𝑑𝑝(𝜔) 

 :Ωمتغير عش ا   م وأح أي يحد  تجز ة لو  Y بما أن 

Ω = ⋃ (𝑌 = 𝑛)
𝑛

 

   بالتال      𝑌ما ه  إا عبارة عن اجت،اع لكل الويم ال  تقيمها          Ωأي أن  ضوووواح ادلدا   

 بالشكل: Zتصبح الدالة ال،يزة لو 
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 𝜓𝑍(𝑡) = ∫  𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑌
𝑘=1

 

Z

𝑑𝑝(𝜔) 

============ ∫ 𝐼(𝑌=𝑦) 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑌
𝑘=1

 

Ω

𝑑𝑝(𝜔) 

= ∫ 𝐼(𝑌=𝑦) 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑌
𝑘=1

 

⋃ (𝑌=𝑛)𝑛

𝑑𝑝(𝜔)           

                                   = ∑ ∫ 𝐼(𝑌=𝑦) 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1

 

⋃ (𝑌=𝑛)𝑛

𝑑𝑝(𝜔)

 

𝑛∈ℕ

 

= ∑ ∫ 𝐼(𝑌=𝑦) 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1

 

⋃ (𝑌=𝑛)𝑛

𝑑𝑝(𝜔)   

 

𝑛∈ℕ

 

= ∑ 𝐸(𝐼(𝑌=𝑦) 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 )        

 

𝑛∈ℕ

 

  ادمر المي لاؤ ي بالو ل أن أي تركيب و (𝑋𝑛)مسووووتول عن التتالية     𝑌 بما أن 

تك ن مسوووتواة عن  𝐼(𝑌=𝑦)  أي  الة المج، عة (𝑋𝑛)لاك ن مسوووتول عن  𝑌التغير 

   ع د م:(𝑋𝑛)التتالية 

⇒  𝜓𝑍(𝑡) = ∑ 𝐸 𝐼(𝑌=𝑦). 𝐸( 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 )

 

𝑛∈ℕ

 

= ∑ 𝐸 𝑝(𝑌 = 𝑦). ( 𝜓𝑋(𝑡))
𝑛

                  

 

𝑛∈ℕ

 

 توسيع المجال باستخدام الدالة المميزة 
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====== 𝜑 ( 𝜓
𝑋

(𝑡)) = (φοψ)(t) 

 ليث أن:

𝐸( 𝑒𝑖𝑡 ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 ) = ∏  𝜓𝑋(𝑡) =

𝑛

𝑘=1

( 𝜓𝑋(𝑡))
𝑛
 

 

 

 ع د م الدالة ال لدة لمج: 𝜆ب اس ا  ب سيط  𝑌  و الالة اصا ة  إذا كان

𝜑𝑌(𝑡) = 𝐸𝑒𝑡𝑌 = 𝑒−𝜆(1−𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡−1) 

 ع د م الدالة ال،يزة لا،ج، ع تصبح بالشكل:

 𝜓𝑍(𝑡) = 𝑒𝜆( 𝜓𝑋(𝑡)−1) 

 القوانين الاحتمالية الق ابلة للقسمة بشكل لامتناهي:

لويو  إامج  ابل لاوسو،ة بشوكل امت اه   إذا    𝑋 متغير عشو ا   او ل عن  تعريف:

كل     جل  n كان من أ ∈ ℕ    جد واا ن  متغير عشوووو ا   لويو   فم الت ال nلا 

 :  ارمز فم بالرم ا التاليةلت،ال اا

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛  

 أي أن:

 ⟹ 𝜓𝑍(𝑡) = 𝜑( 𝜓𝑋(𝑡)) 

 من تعريف الدالة المولدة
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𝑋~𝑋𝑛,1 + 𝑋𝑛,2 + … +  𝑋𝑛,𝑛 

 بقن:ادمر المي لاؤ ي بالو ل 

𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 أن اكتب: هما لاعني أا ا استأيح 

𝑃𝑋(𝑥)  = 𝑃𝑋𝑛,1,𝑋𝑛,2,…,𝑋𝑛,𝑛
(𝑥) 

= 𝑃𝑋𝑛,1
(𝑥) ∗ 𝑃𝑋𝑛,2

(𝑥) ∗ … ∗  𝑃𝑋𝑛,𝑛
(𝑥)       

             = (𝑃𝑋𝑛,1
(𝑥))𝑛 

  تمرين:

 أي من الو ااين االت،الية التالية  اباة لاوس،ة بشكل امت اه    لاذا؟

1 −      X~N(μ, σ2) 

2 −      X~Po(λ) 

3 −      X~G(λ, α) 

4 −      X~Ky(λ) 
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 الحل: 

كل دامج من أجل  بشممملال انيا ي قابل للقسممممةالقانون الطبيعي هو قانون  -1

n ∈ ℕ    اسوووووووتوووأووويوووح إ وووا  n     موووتوووغوووير عشووووووو ا ووو 

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛    بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~N(
μ

𝑛
,

σ2

𝑛
   لدلا ا:(

 الوووووودالووووووة الوووووو،وووووويووووووزة لووووووتووووووغووووووير  ووووووبوووووويووووووعوووووو    

𝜓𝑋(𝑡) = 𝑒𝜇𝑖𝑡−
𝜎2

2
𝑡2

 

 متغير: n بالتال  الدالة ال،يزة لو  

𝜓𝑋𝑛,𝑘
(𝑡) = 𝑒

𝜇
𝑛𝑖𝑡−

𝜎2

2𝑛
𝑡2

 

  بالتال  العلا ة التالية محووة:

𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 دن:

𝑒𝜇𝑖𝑡−
𝜎2

2
𝑡2

= (𝑒
𝜇
𝑛

𝑖𝑡−
𝜎2

2𝑛
𝑡2

)

𝑛

 

 أي أن الواا ن الأبيع   س م بشكل امت اه .

شلال انيا ي      -2 سمة ب سوني هو قانون قابل للق دامج من أجل كل  القانون البوا

n ∈ ℕ    اسوووووووتوووأووويوووح إ وووا  n     موووتوووغوووير عشووووووو ا ووو 
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𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛     بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~Po(λ)    لدلا ا لة       لدا ا

 ال،يزة لب اس ن:

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆−𝝀(𝟏−𝒆𝒊𝒕) 

 متغير ب اس ا : n بالتال  الدالة ال،يزة لو  

𝜓𝑋𝑛,𝑘
(𝑡) = 𝒆−

𝝀
𝒏(𝟏−𝒆𝒊𝒕) 

  بالتال  العلا ة التالية محووة:

𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 دن:

𝒆−𝝀(𝟏−𝒆𝒊𝒕) = (𝒆−
𝝀
𝒏

(𝟏−𝒆𝒊𝒕))
𝑛

 

 أي أن الواا ن الب اس ا   س م بشكل امت اه .

ما  قانون   -3 بل للقسمممممة بشمممملال انيا ي         غا قا قانون  دامج من أجل كل      هو 

n ∈ ℕ    اسوووووووتوووأووويوووح إ وووا  n     موووتوووغوووير عشووووووو ا ووو 

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛     بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~G(λ, α)   الدالة     لدلا ا

 :لغاماال،يزة 

𝜓𝑋(𝑡) = (1 −
𝑖𝑡

𝛼
)

−𝜆

 

 متغير ب اس ا : n بالتال  الدالة ال،يزة لو  
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𝜓𝑋𝑛,𝑘
(𝑡) = (1 −

𝑖𝑡

𝛼
)

−
𝜆
𝑛
 

  بالتال  العلا ة التالية محووة:

𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 دن:

(1 −
𝑖𝑡

𝛼
)

−𝜆

= ((1 −
𝑖𝑡

𝛼
)

−
𝜆
𝑛

)

𝑛

 

  س م بشكل امت اه . الغ،ا يأي أن الواا ن 

دامج من أجل كل     قانون كوشممممي هو قانون قابل للقسمممممة بشمممملال انيا ي        -4

n ∈ ℕ    اسوووووووتوووأووويوووح إ وووا  n     موووتوووغوووير عشووووووو ا ووو 

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛     بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~Ky(λ)    لدلا ا لة       لدا ا

 ال،يزة لك ش :

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆−𝝀|𝒕| 

 متغير ب اس ا : n بالتال  الدالة ال،يزة لو  

𝜓𝑋𝑛,𝑘
(𝑡) = 𝒆−

𝝀
𝒏|𝒕| 

  بالتال  العلا ة التالية محووة:
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𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 دن:

𝒆−𝝀|𝒕| = (𝒆−
𝝀
𝒏

|𝒕|
)

𝒏

 

  س م بشكل امت اه . لك ش لواا ن أي أن 


