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 Alegebric Structures  البنى الجبرية:  الجزء الأول

 

 الفصل الثاني 

 `مجموعة الأعداد الطبيعية 

 

 `الخواص الأساسية لـ .1

 :التالية  والمعرف عليها علاقة الترتيب،` ، إن مجموعة الأعداد الطبيعية

2( , ) ; ;n m n m k m n k∀ ∈ ≤ ⇔ ∃ ∈ = +` `  

 :ق الخواص التاليةتحق

1P- كل مجموعة جزئية غير خالية A ⊂  : فيها أصغر عنصر`

xaAxAa ≤∈∀∈∃ ;;  

2P-كل مجموعة جزئية غير خالية  A ⊂  : والتي لها عنصراً راجحاً فيها أكبر عنصر`

bxAxAb ≤∈∀∈∃ ;;  

3P-  إذا كانتA ⊂    : تحقق الشرط التالي`

))1(,()0( AnAnNnA ∈+⇒∈∈∀∧∈  
A عندئذ = `  

 .»بديهية التدريج« تسمى 3Pإن الخاصة 

 

 ملاحظات

∃a لنفرض العكس أي.  ليس فيها أكبر عنصر` إن  x  فإن∀∋Ax بحيث `∋ a≤ .

)  فإن3P لكن حسب الخاصة 1)a + ≥+1 و∋Na لأن `∋ aaإذن فرضنا خاطئ . 
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  1P فيها أصغر عنصر وذلك حسب` كل مجموعة جزئية مؤلفة من عنصرين من 

x و نرمز بـ≥ بـ ` مرتبة كلياً ونرمز لعلاقة الترتيب في `وبالتالي  y< للدلالة على 

)()(أن  yxyx ≠∧≤. 

n ليكن  1n ، نسمي العنصر `∋ 1n و n بالعنصر اللاحق لـ+  .n العنصر السابق لـ−

}كذلك المجموعة  ; 1}a n a n∈ < <  . هي مجموعة خالية`+

 

 )مبدأ التدريج(مبرهنة 

)إذا كانت )P n ولنفرض أن` قضية تتعلق بمجموعة الأعداد الطبيعية : 

)( 0nP 0 صحيحة ;n∃ 0;)()1(  و`∋ +⇒≥∀ nPnPnn 

) عندئذ )P n0  صحيحة من أجل أي عدد طبيعيn n≥. 

 :الإثبات

}لتكن }0; ( ) ) خѧاطѧئة   )B m m n P m= ∈ ≥ B إذا فرضنا أن `∧ ≠  ففيها أصغر عنصر ∅

0nإذن  l وليكن هذا العنصر هو1Pحسب الخاصة l≤ هو أصغر عدد طبيعي تكون من أجله 

)(lPخاطئة . 

lkn أي l هو العدد الطبيعي السابق مباشرة لـ kلنفرض أن  ) عندئذ0≥> )P k صحيحة 

)1(وحسب الفرض الثاني من هذه المبرهنة فإن  +kP  صحيحة ولكن lk  وهذا ما 1+=

Bيناقض الفرض إذن فرضنا خاطئ وبالتالي  = )  و∅ )P n 0 صحيحة من أجل أيn n≤. 

 

 مثال

 : فإن`∋n أثبت بطريقة التدريج أنه من أجل كل عدد طبيعي
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nnلنفرض أن القضية محققة من أجل    : عندئذn+1 ولنثبت أنها صحيحة من أجل 0≥
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)إذن  1)P n )  صحيحة وبالتالي+ )P nصحيحة من أجل كل  n∈`. 

 

 المجموعات المنتهية .2

} عدد طبيعي نرمز للمجموعة nليكن  }; 1k k n∈ ≤  .`n بالرمز`≥

 تعريف

0n إذا وفقط إذا وجد عدد طبيعي  منتهيةE مجموعة ما نقول أن E  لتكن   وتقابل≠

: nf E →`. 

)ونرمز له بـ E برئيس المجموعة في هذه الحالة n نسمي  )Card E n=. 

)هي مجموعة منتهية وأن ) المجموعة الخالية (φ نصطلح أن  ) 0Card ∅ = 

 . إذا لم تكن منتهيةلا نهائية أنها E نقول عن المجموعة 

)إن الرموز التالية  )Card E وE# و Eتستخدم للدلالة على رئيس المجموعة  E  

 

 خواص المجموعات المنتهية -1

 .نذكر هذه الخواص دون برهان نظراً لسهولتها 

 ة مبرهن-1
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)2 ليكن , )m n 0m  حيث`∋ 0n  و≠  : عندئذ≠

 : m nf m n∃ → ⇔ ≤`  . متباينf حيث `

 : m nf m n∃ → ⇔ ≥`   . غامرf حيث `

 : m nf m n∃ → ⇔ =`  . تقابلf حيث `

 : وحدانية رئيس مجموعة منتهية-2

ECardn)( مجموعة منتهية فإن Eإذا كانت   . وحيد=

f:جد التطبيق المتباينإذا و.  مجموعة ماE مجموعة منتهية وF إذا كانت -3 E F→  فإن

E مجموعة منتهية ويكون )()( FCardECard ≤ 

f:  مجموعة منتهية وليكنE إذا كانت -4 E F→ تطبيقاً غامراً فإن F مجموعة منتهية 

)()(و ECardFCard ≤. 

 

 تعريف -2

ونرمز .  وفقط إذا وجد تقابل بينهمالهما نفس القدرة إذا أن E  وF عن المجموعتين نقول

FEلذلك بـ ≈. 

 :نتيجة

 نفس القدرة إذا وفقط إذا كان لهما نفس الرئيس أي أن F وEللمجموعتين المنتهيتين 

)()( FCardECardFE =⇔≈ 

 

 طرائق العد .3

فيما يلي سنذكر ببعض طرائق العد أو ما يسمى أيضاً بالتحليل التوافقي وذلك نظراً لأهميتها 

 .في حساب عدد عناصر مجموعة منتهية

 مبرهنة

F, إذا كانت -1 Eفصلتينن مجموعتين منتهيتين وم ( )E F∩ E  فإن∅= F∪ مجموعة 

)()()(منتهية و  FCardECardFECard +=∪. 

),,,( بشكل عام إذا كانت -2 21 pAAAP  : المنتهية فإنEتجزئة للمجموعة  ="
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)(..........)()()()( 211 pACardACardACardACardECard ++++=  

 :الإثبات

g  وحسب تعريف المجموعات المنتهية فإنه يوجد تقابلين -1 f بحيث 

: p:  و  ng F N f E N→ nECard حيث → ) و )(= )Card F p=. 

pnNFEhبسهولة يمكن أن تثبت أن التطبيق   : والمعرف بالشكل التالي:∪→+

⎩
⎨
⎧

∈+
∈

=∪∈∀
Fzzgn
Ezzf

zgFEz
);(

);(
)(; 

FEهو عبارة عن تقابل إذن  )()()( منتهية و∪ FCardECardpnECard +=+=. 

 لإثبات أن -2
1

( ) ( )
p

i
i

Card E Card A
=

= ∑ 

2pبدأ التدريج، من أجل نستخدم م  القضية صحيحة اعتماداً على الطلب الأول، لنفرض =

1p  ولنثبت صحتها من أجلpأنها صحيحة من أجل   إن .+

121 .......... +∪∪∪∪= pp AAAAE 

121 ]........[ +∪∪∪∪= pp AAAA     

pAAF نلاحظ أنه المجموعتين. وذلك باستخدام خواص الاجتماع ∪∪= ..........1 

1pA والمجموعة )()()( منفصلين إذن+ 1++= pACardFCardECard 

 وذلك باستخدام القسم الأول من هذه المبرهنة

)()(......)()( 11 +++=⇒ pp ACardACardACardECard 

Pوبالتالي القضية صحيحة من أجل أي قيمة لـ. pوذلك لأن القضية صحيحة من أجل ∈`. 

 

 مبرهنة

F,إذا كانت Eمجموعتين منتهيتين فإن  A B× مجموعة منتهية و 

)().()( BCardACardBACard =×. 

 :الإثبات

}  مكونة من عنصر وحيد أيFنلاحظ أنه إذا كانت  }F y=ولنفرض },,{ 1 nxxE "= 

 : عندئذnمنتهية رئيسها هو 
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{ }),,.(),,( 1 yxyxFE n"=×  

E و E ونلاحظ بسهولة أنه يوجد تقابل بين F×وليكن : 

FEE ×→:ϕ  

                           niyxx ii ,,2,1),,( "=→                                                                                    

nECardFECard ==×  . مكونة من عنصر وحيدFعندما )()(

},,{عندما  1 pyyF PFCard منتهية و ="  : عندئذٍ)(=
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⎨
⎧
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}{}{)( ∪  

}{لأن المجموعات  jyE× ؛ Pj  :عندئذ..  منفصلة مثنى مثنى="1,,

)()(.1)(
11

FCardECardPnnnFECard
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},,{إذا كانت : توضيح 1 nxxE "= 1{ , , }&pF y y= " 

{ )(,),,( 2,11 yxyxFE n"=×⇒  

),(,),,( 221 yxyx n"  

………  

)},(,),,( 1 pnP yxyx "  
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⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ∪ ∪ = ×⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭
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}{حيث نلاحظ بسهولة أن jyE×هي مجموعات منفصلة .  

 

 اء مجموعة منتهيةأجز -1

 مبرهنة 

nEpCard منتهية وEP)( مجموعة منتهية فإن مجموعة أجزائها Eإذا كانت  2))((  حيث =

)(ECardn =. 

 :الإثبات

 نستخدم مبدأ الإثبات بالتدريج
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E )0 عندئذٍ ∅= ( )) 1 2 ( ) { }Card P E P E= = ⇐ = ∅ 

{ }E x= ⇐ 1( ( )) 2 2 ( ) { ,{ }}Card P E P E x= = ⇐ = ∅ 

{ } { }2( ( )) 4 2 ( ) ,{ },{ },{ , } ,Card P E P E x y x y E x y= = ⇐ = ∅ ⇐ = 

},,{لنفرض الآن أنه العلاقة صحيحة من أجل  1 nn xxE "= 

},,{ولنثبت صحتها من أجل  111 ++ = nn xxE " 

)لنرمز بـ 1)nA 1nE  لمجموعة أجزاء+ 1nx التي تحوي العنصر+ )  و+ 1)nB  لمجموعة أجزاء +

1nE 1nx  التي لا تحوي+  .نلاحظ أن المجموعة +

},{ )1()1( ++ nn BA1تشكل تجزئة لـ( )nP E +. 

)نلاحظ أن 1)nB )  هي نفسها المجموعة+ )nP Eوكذلك يوجد تقابل بين  ( 1)nB )  و+ 1)nA معرف   +

 :بالشكل التالي
)1()1(: ++ → nn ABϕ  

}{ 1+∪→ nxTT  

 :عندئذ نستنتج أن
n

n
nn ECardPACardBCard 2)()()( 11 === ++  

 :ومنه

)()())(( 11
1

++
+ += nn

n BCardACardEPCard  

                       122.2))((2 +=== nn
nEPCard . 

 

  التراتيب والتوافيق-2

)2ليكن  , )n p  : ولنعرف`∋

!nيقرأ  و»nبالعلاقة التالية»  عاملي: 
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⎧
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)تراتيب  , )n pونرمز له ب p
nA 0 حيث p n≤  : بالعلاقة التالية≥

! ( 1) 2 1
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P
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nA n n
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) توافيق , )n pونرمز له ب ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
n أو p

nC0  حيث p n≤  : كما يلي≥

! ( 1) ( 1)
( )! ! ( 1) 2 1

P
n

n n n n n pC
p n p p p p

⎛ ⎞ × − × × − +
= = =⎜ ⎟ − × − × × ×⎝ ⎠

"
"

 

 

10 اثبت أن :مثال == n
n
n CC وأن nCn =

∀≤0 وذلك 1 n 
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n:  وكذلك
n

nn
n

nCn =
−
−×

=
×−

=
)!1(

)!1(
!1)!1(

!1 

 

 :ينأثبت صحة العلاقتين الهامت :مثال

1
1 ,p p n p

n n n p n p
nC C C C
p

−
− + += = 

 ):Pascalمثلث باسكال (أثبت صحة العلاقة التالية : تمرين

*11
1

++
+ += k

n
k
n

k
n CCC 

k=0نصطلح على أن 
nCمن أجل  k n>.) سنرى لاحقاً سبب ذلك.( 

 

 ) نيوتن–دستور الكرخي ( مبرهنة

x, ليكن لدينا العددين الحقيقيين y∈\وليكن  n∈`عدد طبيعي ما عندئذ : 

)*()(
0

′=+ −

=
∑ kkn

n

k

k
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n yxCyx 

 :الإثبات

 :نستخدم مبدأ الإثبات بالتدريج
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22))(()( 222 =⇐++=++=+ nyxyxyxyxyx  

22: ولدينا
2
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202
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)*(  لنفرض الآن أن العلاقة 1n  ولنثبت صحتها من أجلnة من أجل  صحيح′  نستخدم +

 :العلاقة المعطاة في التمرين السابقمن أجل ذلك 

11
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k
n CCC  

1nولنضرب طرفي هذه العلاقة بالمقدار  k kx y−  ولنجمع العلاقات الناتجة والموافقة لجميع +

 :فنحصل على kميق

1 1 1 1 1
1

0 0 0

n n n
k n k k k n k k k n k k
n n n

k k k

I J

C x y C x y C x y+ − + − + + − +
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=+1نقوم بإصلاح طرفي هذه العلاقة ولنبدأ بالطرف الأيسر ولنفرض kl 
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 :وأما الطرف الأيمن فيصبح
1
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⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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∑ ∑
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  ( )0( ) ( )n n n
ny x y x x y C x= + + + −  

 :ومنه

1

1 0 1( )

n

n n
n

x

J x y C x

+

+ += + −
&

�	
  

J,وبالتالي بمقارنة  Iنجد أن : 
1

1

0

( )( ) ( )
n

l n l l n n
n

l

C x y x y x y x y
+

− +

=

= + + = +∑  

)*(وبالتالي  n أي هي صحيحة من أجل أي n+1  صحيحة من أجل′ ∈`. 
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kيمكن الحصول على قيمة : ملاحظة
nCمن دستور الكرخي نيوتن باشتقاق طرفي العلاقة : 

∑
=

+=
n

k

kkk
n xxC

0

)1( .k مرة ومساواة xبالصفر عندئذ نجد أن : 

[ ( 1) 2 1] ( 1) ( 1)k k
n nk k C n n n k A− × × × = − − + =" "  

!)!(
!

! kkn
n

K
A

C
k
nk

n −
==⇒  

 مبرهنة

 التي عدد Eجموعة أجزاء  مEPk)( و n مجموعة منتهية عدد عناصرها Eإذا كانت 

 : فإنkعناصرها كل منها يساوي 

k
nk CEPCard =))(( 

 : الإثبات

صحة هذه  العلاقة  ولذلك نكتفي بإثبات `n وبين E منتهية إذن يوجد تقابل بين Eبما أن 

nEمن أجل  = `. 

n)( وأن `n هي مجموعة أجزاء nP)(لنفرض أن 
kP هي مجموعة أجزاء n` التي تحوي k 

nkعنصراً حيث  ≤. 

} فإن n=1 عندما  }( ) 1 (1)
1 , ,{1}n

kP P P= =  : وبالتالي∅

1
1

1
1 1)( CPCard == 

} فإن n=2عندما  }(2) ,{1},{2},{1, 2}P =  : ونلاحظ أن∅
(2) (2) 0

0 0 2{ } ( ) 1P Card P C= ∅ ⇒ = =  

{ }(2) (2) 1
1 1 2{1}.{2} ( ) 2P Card P C= ⇒ = =  

{ }(2) (2) 2
2 1 2{2} ( ) 1P Card P C= ⇒ = =  

nk ليكن.n ولنـثبت صحتها من أجل n−1 لنفرض أن العلاقة صحيحة من أجل  ≤≤ 1 

n)(نرمز بـل
kA إلى مجموعة أجزاء n` التي تحوي العنصر n والتي عدد عناصر كل منها 

kبـ ونرمز )(n
kB إلى مجموعة أجزاء n` التي لا تحوي العنصر n والتي عدد عناصر كل 

} عندئذ نلاحظ أن kمنها  }( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ;n n n n n
k k k k kP A B A B φ= ∩ = 

 :وبالتالي

)()()( )()()( n
k

n
k

n
k BCardACardPCard +=  
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 :يمكننا أن نلاحظ أن

1- )(n
kB 1( هي نفسها( −n

kP. 

n)( هناك تقابل بين -2
kA1( و(

1
−

−
n

kPمعرف كمايلي :
( 1) ( )

1:
{ }

n n
k kP A

P P n
ϕ −

− →
→ ∪

 

)()()(: ومنه )1(1
1

)( −−
− += n

k
n

k
n

k PCardPCardPCard 

kn و n−1العلاقة صحيحة من أجل  k  إذن1−≤
n

k
n

n
k CCPCard 1

1
1

)( )( −
−
− += 

k حسب العلاقة المعطاة في التمرين السابق نجد أن
n

k
n

k
n CCC =+ −
−
− 1

1
1 

k: ومنه
n

n
k CPCard =)( nnk من أحل أي)( ≤≤≤ 1,1 

 ملاحظة

k=0في تعريف التوافيق اصطلحنا أن 
nC من أجل kn  وهذا ما تبينه المبرهنة السابقة إذ ≥

kأن 
nC يمثل عدد أجزاء المجموعة E التي تحوي k في عنصراً وبالتالي لا يوجدE أجزاء

k=0 وبالتالي nعدد عناصرها أكبر تماماً من 
nC من أجل n k<. 

 

 مبرهنة

),( ليكن -1 GEF مجموعة التطبيقات التي منطلقها المجموعة E ومستقرها المجموعة G 

)حيث )  Card E n= و ( )Card G p= عندئذ ( , ) nCardF E G p=، 

): إذا كان-2 )  Card E n= و ( )Card G p= حيث n p≤و ( ,  )iF E G مجموعة 

P  عندئذG ومستقرها Eة التي منطلقها اينبمتالتطبيقات ال
ni AGEFCard =)),((، 

)  إذا كانت-3 ,  )sF E Gموعة التطبيقات الغامرة التي منطلقها  مجE ومستقرها G 

عندئذ
0

( ( , )) ( 1) ( )
P

k k n
s P

k
Card F E G C P k

=

= − −∑، 

) أخيراً، إذا كانت -4 ,  ) ( )B E E B E= مجموعة التقابلات على المجموعةE  التي عدد و

)  عندئذn≤1 هاعناصر ( )) !Card B E n=. 
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 :تمارين

 التمرين الأول

F, لتكن Eأثبت أن مجموعتين ،: 

)()()()( FECardFCardECardFECard ∩−+=∪ 

 :الحل

)\()(بالاستعانة بمخطط فن المقابل نجد أن FEEFF ∩∪= 

)وحيث \ ) ( )F E E F∩ ∩ =∅ 

 إذن حسب المبرهنة السابقة

(*))()\()( FECardEFCardFCard )\(:  أيضاًدينا ل=+∩ EFEFE ∪=∪ 

)حيث  \ )E F E∩  :إذن حسب المبرهنة السابقة ∅=

(**))\()()( EFCardECardFECard +=∪ 

  نجد أن(**)  في(*)بتعويض 

)()()()( FECardFCardECardFECard ∩−+=∪ 

 

 

 لثانيالتمرين ا

11: اثبت أن −+−
= p

n
P
n C

P
PnC 

 :الحل

)1(
)!1()!(

!1
!)!(

!
−−

=
−

=
PPn

n
PPPn

nC p
n 

!)1!(: نلأ −= PPP1!()1)(!(:  وكما أن( PnPnPn −+−=+− 

)1(وبالتالي بضرب وتقسيم الطرف الأيمن في المساواة بالمقدار  +− pnنحصل على : 

)!1()!)(1(
!1

−−+−
+−

=
pPnPn

n
P
PnC P

n  
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      11
)!1()!1(

!.1 −+−
=

−+−
+−

= P
nC

P
Pn

PPn
n

P
Pn  

 

 ثالثلاالتمرين 

 :احسب المجاميع التالية
1

1 0

1,
3

n n
k k
n nk

k k
C C

−

= =
∑ ∑  

 

 :لالح

∑نعلم أن 
=

−=+
n

k

kknk
n

n yxCyx
0

)( 

∑ نحصل على == y  x 1بوضع  ∑
= =

−=−=⇒=
n

k

n

k

n
n

nk
n

k
n

n CCC
0 1

0 1222 

 وx=1من أجل المجموع الثاني بفرض أن 
3
1

=yنحصل على : 

∑ ∑ ∑
= = =

− ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n

k

n

k

n

k

k
nkk

k
n

k
knk

n

n

ClCC
0 0 0 3

1
33

1)1(
3
11  

∑
−

=

+==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⇒
1

0 3
1

3
1

3
4

4
13 n

k

n
nn

k
nkn

nn

CC  

∑
−

=

=−⇒
1

0 3
1

3
1

3
4 n

k

k
nknn

n

C  

∑: ومنه
−

=

−=
1

0
)14(

3
1

3
1n

k

n
n

k
nk C. 

 

 

 التمرين الرابع

 ):Pascalمثلث باسكال (أثبت صحة العلاقة التالية 

*11
1

++
+ += k

n
k
n

k
n CCC 

 :الحل
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:إن الطرف الأيسر من العلاقة يكتب كمايلي

)1(
)!1()!(

)!1(
)!11()!1(

)!1(1
1 +−

+
=

−−++
+

=+
+ kkn

n
knk

nC k
n

:أما الطرف الأيمن من العلاقة فيكتب بالشكل التالي

)!1()!1(
!

!)!(
!1

+−−
+

−
=+ +

kkn
n

kkn
nCC k

n
k
n

:بتوحيد المخارج نجد أن

)!1()!(
!)1(

)!1()!(
!.!

)!1)((
)(!)1(!1

+−
+

=
+−

+
=

+−
++

=+ +

kkn
nn

kkn
nnn

kkn
nknknCC k

n
k
n

               )2(
)!1()!(

)!1(
+−

+
=

kkn
n

 * نكون أثبتنا صحة العلاقة2 مع1بمقارنة

ونمثل هذه العلاقة بيانياً بما يسمى مثلث

.

Pascalكمايلي :

n
k 0 1 2 3 4   ...

0 1      

1 1 1     
2 1 2 1    
3 1 3 3 1   
4 
#  

1 4 6 4 1  


