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  : إيجاد الدوالطرق

س ، ع ، ل، ( د= أو ص ) س(د= لاشك أن الدالة فى صورتها العامة ص 
لا تعطى شكل العلاقة الجبرية التى تحدد قيمة المتغير التابع إذا تحددت ....) 

  .قل أو قيم المتغيرات المستقلةقيمة المتغير المست

وإذا توصلنا إلى الصورة الجبرية للعلاقة الدالية فإنه يمكننا الوصول إلى   
معينة، مثل ) أو ظواهر(العديد من النتائج التى تفيد الهدف من دراسة ظاهرة 

حساب القيمة المتوقعة للمتغير التابع إذا ما أخذ المتغير المستقل قيمة معينة، كما 
  .حساب معدل التغير فى المتغير التابع بالنسبة للتغير فى المتغير المستقليمكن 

والصورة الجبرية التى تصف العلاقة الدالية بين متغير تابع ومتغير   
مستقل واحد أو عدة متغيرات مستقلة يمكن أن نصل إليها بصورة تقريبية عن 

 الممثلة للقيم المتقابلة الاتجاه العام لانتشار النقط(طريق استخدام شكل الانتشار 
بين (وهذه الطريقة شائعة الاستخدام فى حالة العلاقات الدالية البسيطة ) للمتغيرين
  ).متغيرين

وتتحدد درجة المعادلة التى تمثل العلاقة بين المتغيرين بالاتجاه العام   
كل قيمتين متقابلتين للمتغيرين س، ص (لشكل انتشار النقط التى تمثل المتغيرين 

فإذا كانت أقرب إلى الخط المستقيم سواء كان صاعداً إلى أعلى ) نمثلهما بنقطة
أو )] ١( محور س شكل –يصنع زاوية حادة مع المحور الأفقى [نحو اليمين 

 محور –يصنع زاوية منفرجة مع المحور الأفقى [هابطاً إلى أسفل نحو اليمين 
دلة من الدرجة الأولى يطلق فإن العلاقة بين المتغيرين تمثلها معا)] ٢(س شكل 

  :عليها معادلة الخط المستقيم أو معادلة الاتجاه العام فى صورة
  .حيث ص المتغير التابع، س المتغير المستقل  ب+ أ س = ص 
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  أما إذا كان الاتجاه العام لشكل انتشار النقط التى تمثل المتغيرين أقرب ما يكون 
) ٣شكل (نتظم وله نهاية واحدة سواء كانت عظمى إلى منحنى منتظم أو شبه م

فإن العلاقة بين المتغيرين تمثلها معادلة من الدرجة الثانية ) ٤شكل (أم صغرى 
  :فى صورة

  جـ+ ب س  + ٢أس= ص   

 ص

 س

 ص

 س

 ص

 س

 ص

 س

)١(شكل  )٢(شكل    
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أما إذا كان الاتجاه العام لانتشار النقط أقرب ما يكون إلى منحنى منتظم   
اية فإن العلاقة بين المتغيرين تمثلها معادلة من أو شبه منتظم له أكثر من نه

درجة أعلى من الدرجة الثانية تبعاً لعدد النهايات التى يمكن التعرف عليها من 
  .شكل الانتشار

  :فمعادلة الدرجة الثالثة فى صورة
  د+ جـ س  + ٢ب س + ٣أس= ص     

  :ومعادلة الدرجة الرابعة فى صورة
  .وهكذا: هـ+  س د + ٢جـ س + ٣ب س + ٤أ س= ص     

ولكن كيف نحدد ثوابت المعادلة التى تمثل العلاقة الدالية، بمعنى أوضح 
ب كيف نحسب قيمة أ، ب وفى معادلة + أس = فى معادلة الدرجة الأولى ص 

  جـ+ ب س  + ٢أس= الدرجة الثانية ص 
  .وهكذا  كيف نحدد قيمة أ، ب، جـ

 

 ص

 س

 ص

 س

)٣(شكل  )٤(شكل    

 ص

 س

 ص

 س
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طریقة الفروق المتساویة 
) س(عة من أزواج القيم تمثل المتغيرين المستقل إذا كان لدينا مجمو  
  :فإن خطوات الحل تتحدد فى الآتى) ص(والتابع 
 سونطلق عليها ف) س(نوجد الفروق بين كل قيمتين متتاليتين للمتغير  -١

  ر س- ١+رس = سحيث ف
 صونطلق عليها ف) ص(نوجد الفروق بين كل قيمتين متتاليتين للمتغير  -٢

 ر ص- ١+رص= صحيث ف

  . السابقة لها–يعنى أن نطرح القيمة وهذا 
 ف ص

  =١الفروق فى س فنحصل على ف÷  بقسمة الفروق فى ص -٣
 ف س

فإن كان الناتج مقدار ثابت كانت المعادلة التى تمثل هذه القيم من الدرجة   
  ب+ أ س = ص   :الأولى فى         صورة

لمستقيم مع  هو ميل الزاوية التى يصنعها الخط ا١والمقدار الثابت ف  
  الاتجاه الموجب لمحور السينات

 ف ص المقابل
 =ظل الزاوية = ميل الزاوية 

 المجاور
= 

 ف س
 أ = ١ف= 

  )٥(كما هو موضح فى الشكل 
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ولكى نحصل على صورة المعادلة يتم اختيار أى زوج من أزواج القيم   
  )ر س–س  (١ف+  رص= ص   : التى تمثل المتغيرين ثم نعوض فى العلاقة

  .مثلاً) ر( هو أى زوج من أزواج القيم وترتيبه ر، صرحيث س
  

 أوجد المعادلة التى تمثل العلاقة بين المتغيرين س، ص إذا كانت  ):١ (مثال
  :لديك القيم التالية
 ٢٠ ١٥ ١٠ ٧ ٥ ٣ ٢ س

 ٦٥ ٥٠ ٣٥ ٢٦ ٢٠ ١٤ ١١ ص
 

)٥(شكل   

 ص

 س

 ٢ص

 ١ص

 صف

 سف

 ٢س ١س

 



 ٢٠٠

الحــل 

 )صف(فروق ص  )سف(فروق س 
 صف

  سف  =١ف

٣ = ١١ – ١٤ ١ = ٢ – ٣ 
٣ 
١ 

 =٣ 
 

٦ = ١٤ – ٢٠ ٢ = ٣ – ٥ 
٦ 
٢ 

 =٣ 
 

٦ = ٢٠ – ٢٦ ٢ = ٥ – ٧ 
٦ 

٢ 
 =٣ 

 

٩ = ٢٦ – ٣٥ ٣ = ٧ – ١٠ 
٩ 

٣ 
 =٣ 

 

١٥ = ٣٥ – ٥٠ ٥ = ١٠ – ١٥ 
١٥ 

٥ 
 =٣ 

 

١٥ = ٥٠ – ٦٥ ٥ = ١٥ – ٢٠ 
١٥ 

٥ 
 =٣ 

 
    

ية للمتغيرين، فإن معنى ذلك أن المعادلة  ثابتة لجميع الفروق المتتال١وحيث أن ف 
  ب+ أ س = ص : التى تمثل هذه القيم من الدرجة الأولى فى صورة

، ٢= ولإيجاد هذه المعادلة نأخذ أى زوج من أزواج القيم وليكن الأول حيث س              
  ١١= ص 

  :ونعوض فى العلاقة  
  )ر س–س  (١ف + رص= ص   
  )٢ –س  (٣ + ١١    =   
  ٦ –س ٣ + ١١    =   
  ٥+  س ٣=  ص ∴  
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 لم تكن ثابتة فإن معنى ذلـك أن القـيم لا تمثلهـا              ١ولكن بفرض أن ف     
معادلة الدرجة الأولى بل من درجة أعلى وفى هذه الحالة وبعد أن نصل إلى قيم               

  : نتبع الآتى١ف
 ١ ونطلق عليها فـروق ف     ١نوجد الفرق بين كل قيمتين متتاليتين من ف        -١

  . السابقة لها–كل قيمة  أى نطرح ر ف- ١+  رف: وهى تمثل
 :نحسب فروق جديدة للمتغير س حسب العلاقة -٢

  ر س- ٢+رس
 الثالثة  – الثانية، الخامسة    – الأولى، والرابعة    –أى نطرح القيمة الثالثة     

  ).٢= لاحظ أن الفرق بين ترتيب القيم . (وهكذا
كما يمكن أن نحصل على هذه القيم بطريقة أخرى وهـى جمـع كـل قيمتـين                 

  ١+رف + ر أى فسن من قيم فمتتاليتي
فروق س الجديدة فإذا كانت مقـدار ثابـت          ÷ ١ بقسمة فروق ف   ٢ نحسب ف  -٣

  :كانت المعادلة التى تمثل المتغيرين من الدرجة الثانية فى صورة
  جـ+ ب س  + ٢أس= ص   

  : غير ثابتة نستمر فى الحل كما يلى٢أما إذا كانت قيم ف
 وهى ٢ ونطلق عليها فروق ف٢تين من ف نحسب الفرق بين كل قيمتين متتالي-٤

  ر ف- ١+رف
  ر س- ٣+رس:  نحسب فروق جديدة للمتغير س حسب العلاقة-٥

 الثالثة وهكـذا    – الثانية، السادسة    – الأولى، الخامسة    –أى نطرح القيمة الرابعة     
  )٣= لاحظ أن الفرق بين ترتيب القيم (

  : أىس متتالية من قيم فكما يمكن أن نحصل على هذه القيم بجمع كل ثلاثة قيم
  ٢+رف + ١+رف + رف  

 ٣الفروق الجديدة للمتغير س فإذا كانـت ف        ÷ ٢ بقسمة فروق ف   ٣ نحسب ف  -٦
  :قيمة ثابتة كانت المعادلة التى تمثل المتغيرين من الدرجة الثالثة فى صورة

  د+ جـ س  + ٢ب س + ٣أ س= ص   
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جة أعلى ونتبع نفس مـا   ثابتة كان معنى ذلك أن المعادلة من در      ٣فإن لم تكن ف   
  .سبق للوصول إلى المعادلات من درجات أعلى

  
أوجد المعادلة التى تمثل العلاقة بين المتغير س، ص من خلال القـيم             ):٢(مثال  
  :التالية
 ١٥ ١٢ ١٠ ٧ ٥ ٤ ٣ ٢ س
 ٥٠٠ ٣٢٩ ٢٣٥ ١٢٤ ٧٠ ٤٩ ٣٢ ١٩ ص

 
الحــل 

 ١ف صف سف

فروق 
 ١ف

فروق س 
 الجديدة

 ١فروق ف
  =٢ف

  س الجديدةفروق 
١٣ ١٣ ١    

١٧ ١٧ ١    

٢١ ٢١ ١    

٢٧ ٥٤ ٢    

٣٧ ١١١ ٣    

٤٧ ٩٤ ٢    

٥٧ ١٧١ ٣    

 ثابتة فمعنى ذلك أن المعادلة التى تمثل هذه القيم من           ٢وحيث أن قيمة ف     
  جـ+ ب س  + ٢أ س= ص : الدرجة الثانية فى صورة

  :نعوض فى العلاقةولكى نحصل على هذه المعادلة 
  )١+ر س–س ) (ر س–س  (٢ف) + ر س–س  (١ف + رص= ص 

  ٣ = ٢  ، س١٩ = ١ ، ص٢ = ١ فإن س١= فإذا افترضنا أن ر
  )٣ –س ) (٢ –س (٢) + ٢ –س  (١٣ + ١٩= ص 

  )٦+ س ٥ – ٢س (٢ + ٢٦ –س ١٣ + ١٩    = 
  ١٢+ س ١٠ – ٢س٢ + ٢٦ –س ١٣ + ١٠    = 

  ٥+ س ٣ + ٢س٢= ص 

٤ 
٤ 
٦ 
١٠  
١٠  
١٠  

٢ 
٢ 
٣ 
٥  
٥  
٥  

٢ 
٢ 
٢ 
٢  
٢  
٢  
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 هى التى تقابل أزواج القيم التى اخترناها وهى الزوج الأول ١٣ = ١لاحظ أن ف 
)١٩، ٢.(  
  

أوجد المعادلة التى تمثل العلاقة بين المتغيرين س، ص من خلال القيم ):٦ (مثال
  :التالية

 ١٥ ١٢ ١٠ ٨ ٥ ٣ ١ س
 ٧٤٣٥ ٣٨٩٥ ٢٣٠٥ ١٢١٩ ٣٢٥ ٧٩ ١ ص

  
الحــل 

 ١ف صف سف
  فروق 

 ١ف
فروق س 

 الجديدة
 ٢ف

  فروق
 ٢ف

  فروق س
 الجديدة

 ٣ف

٣٩ ٧٨ ٢       
   ٢١ ٤ ٨٤    
٢ ٧ ١٤    ١٢٣ ٢٤٦ ٢ 
   ٣٥ ٥ ١٧٥    
٢ ٧ ١٤    ٢٩٨ ٨٩٤ ٣ 
   ٤٩ ٥ ٢٤٥    
٢ ٧ ١٤    ٥٤٣ ١٠٨٦ ٢ 
   ٦٣ ٤ ٢٥٢    
٢ ٧ ١٤    ٧٩٥ ١٥٩٠ ٢ 
   ٧٧ ٥ ٣٨٥    
١١٨٠ ٣٥٤٠ ٣       

تمثل هذه القيم من الدرجـة الثالثـة فـى           ثابتة فإن المعادلة التى      ٣وحيث أن ف  
  :صورة

  د+ جـ س  + ٢ب س + ٣أ س= ص     
  :ولكى نحصل على هذه المعادلة نعوض فى العلاقة التالية

  )١+ر س–س ) (ر س–س  (٢ف) + ر س–س  (١ف + رص= ص 
  )٢+ر س–س ) (١+ر س–س ) (ر س–س  (٣ف+     

 



 ٢٠٤

، ٣ = ١+رس،  ١ = ر، ص ١ = روبأخذ القيمة الأولى لــ س ، ص حيـث س          
  ٥ = ٢+رس

  )٥-س)(٣-س) (١-س(٢)+٣-س) (١-س(٢١) + ١ –س (٣٩ + ١= ص 
  )١٥ –س ٢٣+ ٢س٩ – ٣س(٢)+٣+س٤ – ٢س(٢١ + ٣٩ –س ٣٩ + ١= 
  ٣٠ –س ٤٦+٢س١٨-٣س٢+٦٣+س٨٤ – ٢س٢١ + ٣٩ –س ٣٩ + ١= 

  ٥ –س  + ٢س٣ + ٣س٢= ص 
 من درجة    نفرض أن المعادلة التى تمثل العلاقة بين المتغيرين كانت         :ملحوظة

 فإن المعادلة تكون فى الصورة      مأى أن قيم ف لم تثبت إلا عند ف        ) م مثلاً (أعلى  
  :التالية

  ل+ ك س  + ....... + ٢-مجـ س + ١-مب س + مأ س= ص   
  :، ك، ل من خلال العلاقة.......ويتم إيجاد قيم أ، ب، جـ، 

  )ر س–س (٣ف) + ١+رس-س) (ر س–س (٢ف) +ر س-س(١ف+رص= ص 
  )٢+رس-س) (١+رس-س) (رس–س (مف) + ... + ٢+ر س–س ) (١+ر س–س (

  )م س–س ...... (
طریقة المربعات الصغرى 

رأينا كيف تستخدم طريقة الفروق المتساوية فى حالة وقوع جميع النقط             
التى تمثل أزواج القيم على خط مستقيم، فى حالة ما إذا كانت العلاقـة الداليـة                

لى، أو تقع على منحنى إذا كانت العلاقـة الداليـة           تمثلها معادلة من الدرجة الأو    
  .تمثلها معادلة من الدرجة الثانية أو أعلى من ذلك

مـع الـنقط    ) الفعلية(إلا أنه من النادر عملياً أن تتطابق النقط المشاهدة            
النظرية لأية دالة سواء كانت خطية أو غير خطية، ومن ثم فإن أية علاقة بـين                

تماماً خط مستقيم أو منحنى من أى درجة ولكـن سـتكون            متغيرين قد لا يمثلها     
هناك معادلة من بين هذه المعادلات تكون أقرب ما يكون إلى تمثيل الواقع الذى              

 



 ٢٠٥

ومن أهم الطرق التى تستخدم لتقـدير       . المشاهدة أو الفعلية  ) القيم(تمثله البيانات   
  .لصغرىمعالم المعادلة التى يقع عليها الاختيار هى طريقة المربعات ا

وهذه التسمية تأتى من أن الخط الذى نختاره لتمثيل العلاقة الدالية يتوسط           
أغلب النقط المشاهدة بحيث يكون مجموع مربعات فروق النقط المـشاهدة عـن             

  ).٦(النقط التى يمثلها ذلك الخط أقل ما يمكن كما يتضح من شكل 
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

  :الدالة من الدرجة الأولى
  ب+ أ س = ص : ةتمثلها المعادل  

  :ولإيجاد قيمة أ، ب يتم تكوين معادلتين نحصل عليها كما يلى
  :نفرض أن لدينا أزواج القيم التالية للمتغيرين س، ص

  ٤س  ٣س  ٢س  ١س  
  ٤ص  ٣ص  ٢ص  ١ص  

 ص

 س

 ص

 س

)٦(شكل   

 



 ٢٠٦

والمعادلة التى نرغب فى التوصل إليها يجب أن تعطينا كل قيمة مـن قـيم ص                
  :بالتعويض عن س بالقيم المقابلة

  ب + ١أ س = ١ص    
  ب + ٢أ س = ٢ص    
  ب + ٣أ س = ٣ص    
  ب + ٤أ س = ٤ص    
       بالجمع          

  )١........................ (ب × ن + أ مجـ س = مجـ ص 
  معامل أ× وبضرب المعادلات السابقة 

١أ س = ١ ص١مجـ س  
  ١ب س + ٢

٢أ س = ٢ ص٢مجـ س  
  ٢ب س + ٢

٣أ س = ٣ ص٣مجـ س  
  ٣ب س + ٢

٤أ س = ٤ ص٤مجـ س  
  ٤ب س + ٢

  بالجمع              
  )٢................ (ب مجـ س  + ٢أ مجـ س= مجـ س ص   

  :وبالتالى فإن المعادلتين القياسيتين هما
عدد ) ن(                 حيث    ب× ن + أ مجـ س = مجـ ص   

  .أزواج القيم
  ب مجـ س + ٢أ مجـ س= مجـ س ص   

يمكن حل المعـادلتين إمـا      وبحل هاتين المعادلتين يمكننا الحصول على أ، ب و        
  .باستخدام طريقة الحذف والتعويض او المحددات أو المصفوفات

 طريقة المربعات الصغرى أوجد معادلة الدرجة الأولى فى باستخدام ):٧ (مثال
  :صورة

 



 ٢٠٧

  :ب من واقع البيانات التالية+ أ س = ص   
 ١٠ ٧ ٥ ٣ ٢ س

 ٣٥ ٢٦ ٢٠ ١٤ ١١ ص
  

الحـــل 
 ٢س س ص ص س

٤ ٢٢ ١١ ٢ 

٩ ٤٢ ١٤ ٣ 

٢٥ ١٠٠ ٢٠ ٥ 

٤٩ ١٨٢ ٢٦ ٧ 

١٠٠ ٣٥٠ ٣٥ ١٠ 

١٨٧ ٦٩٦ ١٠٦ ٢٧ 

ب نحصل عليها بعـد إيجـاد       + أ س   = ومعادلة الدرجة الأولى فى صورة ص       
  :قيمة أ، ب من خلال حل المعادلتين القياسيتين

  ب× ن + أ مجـ س = مجـ ص   
  ب مجـ س + ٢أ مجـ س= مجـ س ص   

  :وبالتعويض
   ب٥+  أ ٢٧ = ١٠٦  
   ب٢٧+  أ ١٨٧ = ٦٩٦  

  :ويمكن حل المعادلتين باستخدام المحددات حيث
 =أ   ب∆  أ∆

∆ 
 =ب  ،

∆ 
  
  

 



 ٢٠٨

٥ ١٠٦ 

٢٧ ٦٩٦  

١٠٦ ٢٧ 

٦٩٦ ١٨٧  
  
 =أ   
٥ ٢٧ 

٢٧ ١٨٧  

 =ب    ،  
٥ ٢٧ 

٢٧ ١٨٧  
  

١٠٣٠- ١٩٨٢٢-١٨٧٩٢  ٦١٨- ٣٤٨٠-٢٨٦٢ 
 =أ 

٩٣٥-٧٢٩ 
= 

 =ب  ٢٠٦-
٩٣٥-٧٢٩ 

= 
-٢٠٦ 

  ٥=   ب ∴        ٣=  أ ∴  
  : المعادلة التى تمثل هذه القيم من الدرجة الأولى فى صورة∴

  ٥+ س ٣= ص   
  

  :الدالة من الدرجة الثانية
  جـ+ ب س  + ٢أ س= ص : معادلة الدرجة الثانية فى صورة  

ولإيجاد قيمة أ، ب، جـ نكون ثلاث معادلات قياسية بنفس الأسلوب السابق أى             
  :رض أن لدينا أزواج القيم التالية للمتغيرين س، صبف

  ٤س    ٣س    ٢س    ١س    
  ٤ص    ٣ص    ٢ص    ١ص    

  :وبالتعويض عن قيم س فى المعادلة نحصل على قيم ص المقابلة كما يلى
١أ س = ١ص  

  جـ + ١ب س + ٢
٢أ س = ٢ص  

  جـ + ٢ب س + ٢
٣أ س = ٣ص  

  جـ + ٣ب س + ٢
٤أ س = ٤ص  

       .          .      .          .   جـ + ٤ب س + ٢
  بالجمع            
  )١....... (جـ × ن + ب مجـ س  + ٢أ مجـ س= مجـ ص   

 



 ٢٠٩

  :معامل ب نحصل على× وبضرب المعادلات السابقة   
١أ س = ١ ص١س  

١ب س + ٣
  ١جـ س + ٢

٢أ س = ٢ ص٢س  
٢ب س + ٣

  ٢جـ س + ٢
٣أ س = ٣ ص٣س  

٣ب س + ٣
  ٣جـ س + ٢

٤أ س = ٤ ص٤س  
٤ب س + ٣

  ٤جـ س + ٢
  بالجمع              
  )٢.... (جـ مجـ س + ٢ب مجـ س + ٣أ مجـ س= مجـ س ص   
  :معامل أ  نحصل على× وبضرب المعادلات الأولى مرة أخرى   
١س  

١أ س = ١ ص٢
١ب س + ٤

١جـ س + ٣
٢  

٢س  
٢أ س = ٢ ص٢

٢ب س + ٤
٢جـ س + ٣

٢  
٣س  

٣أ س = ٣ ص٢
٣ب س + ٤

٣جـ س + ٣
٢  

٤س  
٤أ س = ٤ ص٢

٤ب س + ٤
٤جـ س + ٤

٢  
  بالجمع              
  )٣ .... (٢جـ مجـ س + ٣ب مجـ س + ٤أ مجـ س= ص٢مجـ س  

وبالتالى تصبح المعادلات القياسية لإيجاد قيم أ، ب، جـ فـى معادلـة الدرجـة           
  :الثانية هى
  جـ× ن + ب مجـ س  + ٢أ مجـ س= مجـ ص   
  جـ مجـ س + ٢ب مجـ س + ٣أ مجـ س= مجـ س ص   
  ٢جـ مجـ س + ٣ب مجـ س + ٤أ مجـ س=  ص ٢مجـ س  

 طريقة المربعات الصغرى أوجد معادلة الدرجة الثانية فى باستخدام):٨ (مثال
  :صورة

  :جـ من خلال البيانات التالية+ ب س  + ٢أ س= ص 
 ٥ ٤ ٣ ٢ ١ س

 ٧٢ ٥١ ٣٤ ٢١ ١٢ ص

 



 ٢١٠

الحـــل 
ص ٢س ٢س س ص ص س  ٤س ٣س 

١ ١ ١٢ ١ ١٢ ١٢ ١ 

١٦ ٨ ٨٤ ٤ ٤٢ ٢١ ٢ 

٨١ ٢٧ ٣٠٦ ٩ ١٠٢ ٣٤ ٣ 

٢٥٦ ٦٤ ٨١٦ ١٦ ٢٠٤ ٥١ ٤ 

٦٢٥ ١٢٥ ١٨٠٠ ٢٥ ٣٦٠ ٧٢ ٥ 

٩٧٩ ٢٢٥ ٣٠١٨ ٥٥ ٧٢٠ ١٩٠ ١٥ 

ولإيجاد معادلة الدرجة الثانية التى تمثل هذه القيم يتم التعويض فـى المعـادلات    
  :القياسية التالية

  جـ× ن + ب مجـ س  + ٢أ مجـ س= مجـ ص   
  جـ مجـ س + ٢ب مجـ س + ٣أ مجـ س= مجـ س ص   
  ٢جـ مجـ س + ٣ب مجـ س + ٤أ مجـ س =  ص٢مجـ س  

  :وبالتعويض
  )١        (   جـ٥+  ب ١٥+  أ ٥٥ = ١٩٠  
  )٢(     جـ١٥+  ب ٥٥+  أ ٢٢٥ = ٧٢٠  
  )٣(   جـ٥٥+  ب ٢٢٥+  أ ٩٧٩ = ٣٠١٨  

  :وباستخدام طريقة الحذف
  ٣× ) ١(بضرب المعادلة 

  )٤(       جـ١٥+  ب ٤٥+  أ ١٦٥ = ٥٧٠
  )٢(دلة من المعا) ٤(بطرح المعادلة 

  )٥(          ب١٠+  أ ٦٠ = ١٥٠
  ١١× ) ١(بضرب المعادلة 

  )٦(     جـ٥٥+  ب ١٦٥+  أ ٦٠٥ = ٢٠٩٠

 



 ٢١١

  )٣(من المعادلة ) ٦(بطرح المعادلة 
  )٧(       ب٦٠+  أ ٣٧٤ = ٩٢٨

  )٦(× ) ٥(بضرب المعادلة 
  )٨(       ب٦٠+  أ ٣٦٠ = ٩٠٠

  )٧(من المعادلة ) ٨(بطرح المعادلة 
  ٢=  أ ∴     أ١٤ = ٢٨
  )٥(تعويض فى المعادلة بال

  ب١٠ + ٢ × ٦٠ = ١٥٠
  ب١٠ = ١٢٠ – ١٥٠

  ٣=  ب ∴     ب١٠ = ٣٠  
  )١(بالتعويض فى المعادلة 

   جـ٥ + ٣ × ١٥ + ٢ × ٥٥ = ١٩٠
   جـ٥ + ٤٥ + ١١٠ = ١٩٠
  جـ٥ = ١٥٥ – ١٩٠
  ٧=  جـ ∴      جـ٥ = ٣٥
  : معادلة الدرجة الثانية فى صورة∴

  ٧+ س ٣ + ٢س٢= ص   
  :ملحوظة
تخدام طريقة المربعات الصغرى لإيجاد المعادلات من الدرجات        يمكن اس   

 بفرض أن المعادلة التى تمثل قيم المتغيرين س،         –الأعلى بنفس الأسلوب المتبع     
  :فى صورة) م(ص من الدرجة 

  ل+ ك س  + .... + ٢-مجـ س + ١-مب س + مأ س= ص   
ياسية بالـصورة   معادلة ق ) ١+م(، ك، ل يتم تكوين      ...ولإيجاد قيمة أ، ب، جـ      

  :التالية

 



 ٢١٢

  ل×ن+ك مجـ س+...+٢-مجـ مجـ س+١-مب مجـ س + مأ مجـ س= مجـ ص 
  ل مجـ س+٢ك مجـ س+..+١-مجـ مجـ س+مب مجـ س+١+مأمجـ س= مجـ س ص 

  ٢ل مجـ س+٣ك مجـ س+..+مجـ مجـ س+١+مب مجـ س+٢+مأ مجـ س=ص٢مجـ س
:        :  :           :        :       
:        :  :             :      :     

ل +١+مك مجــ س   + ...+٢-م٢جـ مجــ س   +١-م٢ب مجـ س  +م٢أمجـ س =صممجـ س 
  ممجـ س

  ، ك، ل......وبحل هذه المعادلات نحصل على قيم أ، ب، جـ، 
  

الدالة فى حالة تعدد المتغیرات المستقلة 
سبق أن ذكرنا أنه فى بعض الحالات يكون لدينا متغير تابع يعتمد فـى                

والدالـة بهـذه    ) س، ع (د= تغير مستقل كأن يكـون ص       تغيره على أكثر من م    
  جـ+ ب ع + أ س =الصورة غير محددة فإذا حددناها فى صورة خطية ص

فإنه يمكن تحديد قيم أ، ب، جـ من خلال تكوين ثلاث معادلات قياسـية كمـا                
  :سبق، بفرض أن لدينا القيم التالية للمتغيرات الثلاث

  ٤ص    ٣ص    ٢ص    ١ص    
  ٤س    ٣س    ٢س    ١س    
  ٤ع    ٣ع    ٢ع    ١ع    

  :ويمكن الحصول على قيم ص إذا عوضنا بقيمة س، ع فى المعادلة كما يلى
  جـ + ١ب ع + ١أ س = ١ص  
  جـ + ٢ب ع + ٢أ س = ٢ص  
  جـ + ٣ب ع + ٣أ س = ٣ص  
  جـ + ٤ب ع + ٤أ س = ٤ص  
  بالجمع            
  )١........ (جـ × ن + ب مجـ ع + أ مجـ س = مجـ ص   

 



 ٢١٣

  معامل أ× ابقة بضرب المعادلات الس
١أ س = ١ ص١س  

  ١جـ س + ١ ع١ب س + ٢
٢أ س = ٢ ص٢س  

  ٢جـ س + ٢ ع٢ب س + ٢
٣أ س = ٣ ص٣س  

  ٣جـ س + ٣ ع٣ب س + ٢
٤أ س = ٤ ص٤س  

  ٤جـ س + ٤ ع٤ب س + ٢
  بالجمع              

  )٢...... (جـ مجـ س+ ب مجـ س ع  + ٢أ مجـ س= مجـ س ص 
  مل بمعا× وبضرب المعادلات الأربع الأولى أيضاً 

١ب ع + ١ع١أ س = ١ ع١ص  
  ١جـ ع + ٢

٢ب ع + ٢ع٢أ س = ٢ ع٢ص  
  ٢جـ ع + ٢

٣ب ع = ٣ع٣أ س = ٣ ع٣ص  
  ٣جـ ع + ٢

٤ب ع + ٤ع٤أ س = ٤ ع٤ص  
  ٤جـ ع + ٢

  بالجمع              
  )٣........(جـ مجـ ع + ٢ب مجـ ع+ أ مجـ س ع = مجـ ص ع 

  :ةأى أن المعادلات القياسية لإيجاد المعادلة الخطية فى الصور
  :هى  جـ+ ب ع + أ س = ص 

  جـ× ن + ب مجـ ع + أ مجـ س = مجـ ص   
  جـ مجـ س+ ب مجـ س ع  + ٢أ مجـ س= مجـ س ص   
  جـ مجـ ع + ٢ب مجـ ع+ أ مجـ س ع = مجـ ص ع   

دالة فى كل من حجم رأس المال ) ص( علمت أن حجم الإنتاج إذا): ٩ (مثال
جـ+ ب ع + أس = ص : ة والعلاقة الدالية فى صور) ع(وحجم العمل ) س(

  : هذه المعادلة من خلال البيانات التاليةأوجد  
 ٣ ٣ ٤ ٤ ٦ ٤ س

 ٢ ٢ ٣ ٤ ٤ ٣ ع

 ٥ ٧ ٣ ٢ ٦ ٧ ص

 



 ٢١٤

الحــل 
 ٢ع ٢س ص ع س ص س ع ص ع س

٩ ١٦ ٢١ ٢٨ ١٢ ٧ ٣ ٤ 

١٦ ٣٦ ٢٤ ٣٦ ٢٤ ٦ ٤ ٦ 

١٦ ١٦ ٨ ٨ ١٦ ٢ ٤ ٤ 

٩ ١٦ ٩ ١٢ ١٢ ٣ ٣ ٤ 

٤ ٩ ١٤ ٢١ ٦ ٧ ٢ ٣ 

٤ ٩ ١٠ ١٥ ٦ ٥ ٢ ٣ 

٥٨ ١٠٢ ٨٦ ١٢٠ ٧٦ ٣٠ ١٨ ٢٤ 

  :هى  جـ+ ب ع + أ س = ص   :المعادلات القياسية للعلاقة
  جـ× ن + ب مجـ ع + أ مجـ س = مجـ ص 

  جـ مجـ س+ ب مجـ س ع  + ٢أ مجـ س= مجـ س ص 
  جـ مجـ ع + ٢ب مجـ ع+ أ مجـ س ع = مجـ ص ع 
  :وبالتعويض

  )١(      جـ٦+ ب ١٨+ أ ٢٤ = ٣٠
  )٢(    جـ٢٤+ ب ٧٦+ أ ١٠٢ = ١٢٠
  )٣(      جـ١٨+ ب ٥٨+ أ ٦٧ = ٨٦

  :ويمكن استخدام طريقة الحذف فى حل المعادلات الثلاث كما يلى
  ٤× ) ١(بضرب المعادلة 

  )٤(    جـ٢٤+ ب ٧٢+ أ ٩٦ = ١٢٠
  )٢(من المعادلة ) ٤(بطرح المعادلة 

  )٥(         ب٤+  أ ٦= صفر 
  ٣× )١(بضرب المعادلة 

  )٦(     جـ١٨+  ب ٥٤+  أ ٧٢ = ٩٠

 



 ٢١٥

  )٣(من المعادلة ) ٦(بطرح المعادلة 
  )٧(         ب٤+  أ ٤ = ٤-

  )٥(  من المعادلة) ٧(بطرح المعادلة 
  ٢=  أ ∴     أ٢ = ٤

  )٥(بالتعويض فى المعادلة 
  ب٤ + ٢ × ٦= صفر 

  ٣-=  ب ∴    ب٤ = ١٢-
  )١(وبالتعويض فى المعادلة 

  جـ٦ + ٣- × ١٨ + ٢ × ٢٤ = ٣٠ ∴
  جـ٦ + ٥٤ – ٤٨ = ٣٠    
  جـ٦ + ٦- = ٣٠    
  ٦=  جـ ∴  جـ٦ = ٣٦    
  ٦+ ع ٣ –س ٢= ص :  العلاقة الدالية فى صورة∴

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 ٢١٦

 



 ٢١٧
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 ٢١٩

 
  : العرض والطلبمرونة

ة  فإن الكميس∆+  فرضنا أن سعر سلعة ما قد تغير من س إلى س لو  
+ والكمية المعروضة من ع إلى ع  (ط∆+ المطلوبة سوف تتغير من ط إلى ط 

  ).ع∆
 بأنها تصادياً،على سلعة معينة اق) أو العرض( مرونة الطلب وتعرف  

نتيجة التغير فى سعر السلعة تغيراً ) أو المعروضة(التغير فى الكمية المطلوبة 
من سلعة ما للتغير )  المعروضةأو(طفيفاً جداً، أو مدى استجابة الكمية المطلوبة 

كما تعرف . الذى يطرأ على سعرها، مع افتراض ثبات جميع العوامل الأخرى
رياضياً بأنها النهاية التى يتجه إليها متوسط التغير ) أو العرض(مرونة الطلب 

  .عندما يقترب التغير فى السعر من الصفر) أو العرض(فى الطلب 
  :ما يلى مرونة الطلب أو العرض كوتقاس  

  المئوية للتغير فى السعرالنسبة = الطلب أو العرضمرونة )أو المعروضة( المئوية للتغير فى الكمية المطلوبة النسبة
  

 ١٠٠× س  ÷١٠٠× ط = الطلب مرونة  س– س ∆ + س  ط– ط∆  + ط
 

  ×١٠٠ × ط  =١٠٠× س  ÷١٠٠ × ط = س ط∆ س∆  ط∆ 
  ١٠٠×س ∆

  س∆  × ط = الطلب مرونة ط ∆ س
 = ط ∆ س
 ط

   نــــها×
  س∆ ٠ ← س ∆   

 
  طء س

   =الطلب مرونة
 ط

× 
  سء

 
  عء س

 = فإن مرونة العرض وبالقياس
 ع

× 
  سء

 



 ٢٢٠

) ط(والكمية المطلوبة منها ) س( أن العلاقة بين سعر السلعة بفرض ):١ (مثال
 مرونة الطلب دأوج  ٢س٠,١ – ١٥٠= ط : يمكن التعبير عنها بالدالة التالية

  . وحدات نقدية٥= عندما يكون سعر السلعة 
  الحـــل

  طء س
 = الطلب مرونة

 ط
× 

  سء
 س

= 
 ط

 ٥=  أن س وحيث    س٠,٢- ×

  ٢)٥ (٠,١ – ١٥٠=  ط ∴
   =١٤٧,٥ = ٢,٥ – ١٥٠  

  طء
  سء

 =-١- = ٥ × ٠,٢ 

٥ 
 = مرونة الطلب ∴

١٤٧,٥ 
× -١ 

-٥ 
= 

١٤٧,٥ 
 =-٠,٠٣٣ 

  :ظةملحو
 مرونة الطلب قيمة سالبة دائماً لوجود علاقة عكسية بين الكمية تأخذ  

يقال أن ) ١-، ٠(فإذا كانت المرونة تقع بين . المطلوبة من سلعة معينة وسعرها
 يقال أن الطلب متكافئ المرونة، ١-= الطلب قليل المرونة وإذا كانت المرونة 

  .الطلب كثير المرونةفيقال أن ) ١-(أما إذا كانت المرونة أقل من 
  ): ٢ (مثال
  : كانت العلاقة بين العرض والسعر لسلعة ما تمثلها الدالة التاليةإذا

  ٢س١,٢ + ١٥٠ = ع  

 



 ٢٢١

  . وحدات نقدية١٠ مرونة العرض عندما يكون سعر الواحدة أوجد
  الحـــل

  عء س
 = العرض مرونة

 ع
× 

   سء
 س

= 
 ع

 ١٠=  أن س وحيث    س٢,٤ ×

  ٢٧٠ = ١٢٠ + ١٥٠ = ٢)١٠ (١,٢ + ١٥٠=  ع ∴
  عء
  سء

 =٢٤ = ١٠ × ٢,٤ 

١٠ 
 = مرونة العرض ∴

٢٧٠ 
× ٢٤٠ 

 

٢٤٠ 
= 

٢٧٠ 
 =٠,٨٨٩ 

  

  :ملحوظة
 مرونة العرض قيمة موجبة دائماً لوجود علاقة طردية بين الكمية تأخذ  

يقال ) ١ ، ٠(المعروضة من سلعة معينة وسعرها، فإذا كانت المرونة تقع بين 
 يقال أن العرض متكافئ ١=  وإذا كانت المرونة مرونة، العرض قليل الأن

  .فيقال أن العرض كثير المرونة) ١(المرونة، أما إذا كانت المرونة أكبر من 
  : الكلية والمتوسطة والحديةالتكاليف
التى تتحملها ) الثابتة والمتغيرة( بالتكاليف الكلية إجمالى التكاليف يقصد  

أما التكاليف المتوسطة فيقصد . ل إنتاج عدد معين من الوحداتالمنشأة فى سبي
بها متوسط تكلفة الوحدة الواحدة وهى عبارة عن التكاليف الكلية مقسومة على 

  .عدد الوحدات المنتجة

 



 ٢٢٢

 التكلفة الحدية فهى عبارة عن معدل التغير فى التكاليف الكلية للإنتاج أما  
منتجة بمقدار ضئيل جداً يقترب من الناتجة عن التغير فى عدد الوحدات ال

  .الصفر
  )س(د= المنتجة أى أن صدات كانت التكلفة الكلية دالة فى عدد الوحفإذا  

  س÷ ) س(د=  التكلفة المتوسطة فإن
  نــــها=   الحدية والتكلفة  صء ص∆

  سء =  س∆ ٠ ← س∆                  
  . الكليةليف المشتقة الأولى لدالة التكاأى
  
وفقاً ) س(وحجم الإنتاج الكلى ) ص( العلاقة بين التكاليف الكلية تتحدد ):٣ (لمثا

  :للدالة
١ 

  =ص
١٠٠٠ 

 ٣)٥٥ – ٢س٣(

 معدل التغير فى دالة التكاليف الكلية بالنسبة لحجم الإنتاج الكلى، وذلك احسب
  . وحدات٥عند حجم إنتاج كلى قدره 

  الحـــل
  مشتقة الأولى للدالةال= التكلفة الحدية =  التغير معدل
 ١  صء
  سء

= 
١٠٠٠ 

 )س٦ × ٢)٥٥ – ٢س٣(٣(

 س١٨
= 

١٠٠٠ 
 ٢)٥٥ – ٢س٣(

  

 



 ٢٢٣

  ٥=  وحدات أى س ٥ حجم إنتاج كلى قدره وعند
 ٥ × ١٨  صء
  سء

= 
١٠٠٠ 

)٢)٥٥ – ٢٥ × ٣ 

   =   ٢)٥٥ – ٧٥( × ٠,٠٩  
   =   ٣٦ = ٢٠٠ × ٠,٠٩ = ٢)٢٠( × ٠,٠٩  
ولو )  وحدات٥بعد إنتاج ( عدد الوحدات المنتجة  ذلك أن أى تغير فىومعنى

 ٣٦يؤدى إلى تغير فى التكاليف الكلية للإنتاج بمقدار ) وحدة مثلاً(ضئيلاً جداً 
  .وحدة نقدية

  
وعدد الوحدات المنتجة ) ص( كانت العلاقة بين التكاليف الكلية إذا ):٤ (مثال

  ٢س٠,٢+ س ٥+  ٥٠ = ص  :  التاليةلةفى أحد المصانع تحددها الدا) س(
   وحدات١٠ التكلفة الحدية والتكلفة المتوسطة عند إنتاج أوجد

  الحـــل
  صء

  الحدية هىالتكلفة
  سء

  وحدات١٠ إنتاج وعند    س٠,٤ + ٥= 

  صء
  سء

 =٩ = ٤ + ٥=١٠ × ٠,٤ + ٥ 

 وحدات فإن إنتاج أى وحدة إضافية يؤدى إلى زيادة ١٠ أنه بعد إنتاج أى  
  . وحدات نقدية٩ية بمقدار التكاليف الكل

  )س(عدد الوحدات المنتجة ÷ التكاليف الكلية =  المتوسطة التكلفة
 ٢س٠,٢ س٥ ٥٠

= 
 س

+ 
 س

+ 
 س

٥٠ 
= 

 س
  وحدات١٠ إنتاج وعند      س٠,٢ + ٥+ 

 



 ٢٢٤

٥٠ 
 = التكلفة المتوسطة ∴

١٠ 
 +١٠ × ٠,٢ + ٥ 

           =١٢ = ٢ + ٥ + ٥ 
 ١٠إذا كان حجم الإنتاج ( وحدة نقدية ١٢= وحدة  أن متوسط تكلفة إنتاج الأى

  ).وحدات
  

  : الكلى والمتوسط والحدىالإيراد
   الوحدات المباعةدعد× سعر بيع الوحدة =  الكلى الإيراد  
  عدد الوحدات المباعة÷ الإيراد الكلى =  المتوسط والإيراد
تغير فى  الحدى عبارة عن معدل التغير فى الإيراد الكلى نتيجة الوالإيراد  

  .عدد الوحدات المباعة تغيراً ضئيلاً جداً يقترب من الصفر
فإن ) س(د=    فإذا كان الإيراد الكلى دالة فى عدد الوحدات المباعة أى أن ص 

  س÷ ) س(د= الإيراد المتوسط 
  صء ص∆

  نــــها=  الحدى والإيراد
  سء =  س∆ ٠ ← س∆                       

   لدالة الإيراد الكلى المشتقة الأولىأى
  

  : الكلى والمتوسط والحدىالربح
   التكاليف الكلية–الإيراد الكلى =  الكلى الربح  

  عدد الوحدات المباعة ÷ ىالربح الكل=  الربح المتوسط أما
   التكلفة المتوسطة–الإيراد المتوسط  = أو    
 التغير  الحدى عبارة عن معدل التغير فى دالة الإيراد الكلى نتيجةوالربح  

  .فى عدد الوحدات المباعة تغيراً ضئيلاً يقترب من الصفر
   التكلفة الحدية–الإيراد الحدى =  الربح الحدى أو  

 



 ٢٢٥

فى ) س(وحجم الإنتاج الكلى ) ص( العلاقة بين الإيراد الكلى تتحدد):٥ (مثال
  ٢)١٠٠ – ٢س٥ (٠,٠٠٤ = ص   :أحد المصانع وفقاً للدالة التالية

فى دالة الإيراد الكلى بالنسبة لحجم الإنتاج عند إنتاج  معدل التغير احسب
  .وحدات١٠

  الحــل
  الإيراد الحدى أو المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلى: المطلوب

  صء
  سء

 )س١٠× ) ١٠٠ – ٢س٥(٢ (٠,٠٠٤= 

  )١٠٠ – ٢س٥(س ٢٠ × ٠,٠٠٤   =   
  )١٠٠ – ٢س٥( س ٠,٠٨   =   

  صء
  سء

  وحدات١٠ إنتاج وعند    س٨ – ٣س٠,٤= 

  صء
  سء

 =١٠(٨ – ٣)١٠ (٠,٤( 

   =   ٨٠ – ١٠٠٠ × ٠,٤  
   =   ٣٢٠ = ٨٠ – ٤٠٠  
 فى عدد الوحدات ادة وحدات فإن أى زي١٠ ذلك أنه بعد إنتاج ومعنى  

 وحدة ٣٢٠المنتجة ولو بوحدة واحدة يؤدى إلى زيادة فى الإيراد الكلى بمقدار 
  .نقدية

  

  ):الاستثمار( والاستهلاك والادخار الدخل
حيث أن الدخل ) الاستثمار( دخل الفرد بين الاستهلاك والادخار يتوزع  

 فى مستوى الدخل إلى زيادة الاستهلاك زيادةوتؤدى ال. الادخار+ الاستهلاك = 
وإن كان ذلك يتوقف على عوامل كثيرة من ) الاستثمار(وزيادة حجم الادخار 

 



 ٢٢٦

ميوله المختلفة تجاه الاستهلاك أو أهمها المستوى المعيشى والثقافى للفرد و
الادخار ومعنى ذلك أن الاستهلاك دالة فى الدخل وكذلك الادخار دالة فى الدخل 
أيضاً، وإيجاد المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك أو معدل التغير فى الاستهلاك 

" بالميل الحدى للاستهلاك"نتيجة التغير فى الدخل تغيراً طفيفاً جداً يعرف 
  ).١صفر، (ح قيمته بين وتتراو

 تسمى المشتقة الأولى لدالة الادخار أو معدل التغير فى الادخار كما  
وتتراوح قيمته " بالميل الحدى للادخار" التغير فى الدخل تغيراً طفيفاً جداً نتيجة

  ).١صفر، (أيضاً بين 
 زيادة فى الميل الحدى للاستهلاك يترتب عليها نقص فى الميل وأى  

الميل الحدى + خار والعكس صحيح حيث أن الميل الحدى للاستهلاك الحدى للاد
  .١= للادخار 

  ):٦ (مثال
  :هى) ص(والاستهلاك ) س( كانت العلاقة بين الدخل إذا

    س  - س ٠,٨ + ١٠   =ص  
 ٤٠٠ الميل الحدى للاستهلاك، والميل الحدى للادخار عند مستوى دخل أوجد
  .جنيه

  الحـــل
  :المشتقة الأولى للدالة= لاك  الحدى للاستهالميل

      س- س ٠,٨ + ١٠ = ص  
   س– س ٠,٨ + ١٠ = ص  

 ١  صء
  سء

 =٠,٨ - 
٢ 

 س

  
  صء

١ 
  سء

 =٠,٨ - 
٤٠٠   ٢ 

 ١  صء
  جنيه٤٠٠قدره ) س( دخل وعند     س٢ - ٠,٨=   سء

١ 
٢ 
 -١  

٢ 

 



 ٢٢٧

١ ١ 
 =٠,٨ - 

٢٠ × ٢ 
 =٠,٨ - 

٤٠ 
 =٠,٧٧٥ = ٠,٠٢٥ – ٠,٨ 

Q١=  للادخار حدىالميل ال+ دى للاستهلاك  الميل الح  
  ٠,٢٢٥ = ٠,٧٧٥ – ١=  الميل الحدى للادخار ∴

  : متنوعةتطبيقات
) ص(والمنفق على التعليم ) س( كانت العلاقة بين الدخل القومى إذا ):٧ (مثال

  ١٠٠ –س ٢= ص ٥: فى دولة ما تمثلها الدالة التالية
فى هذه الدولة بالنسبة للتغير فى  معدل التغير فى المنفق على التعليم احسب

  .دخلها القومى
  الحــل

  صء
  المشتقة الأولى لدالة المنفق على التعليمالمطلوب

  سء
  ١٠٠ –س ٢= ص ٥

  ٢٠ –س ٠,٤ = ص
  صء
  سء

 =٠,٤ 

 أى زيادة فى الدخل القومى يترتب عليها زيادة فى المنفق على أن ذلك ومعنى
 زاد الدخل القومى لهذه الدولة بمقدار مليار جنيه فمثلاً إذا%. ٤٠التعليم تعادل 

فإن ذلك سوف يترتب عليه زيادة فى المنفق على التعليم مقدارها )  مليون١٠٠٠(
  . مليون جنيه٤٠٠
 مصنع دمياط للغزل والنسيج إذا كانت كل ساعة عمل تؤدى إلى فى ):٨ (مثال

 وحدات ١٠نتاج  وحدات من الغزل، وكل وحدة من الغزل تؤدى إلى إ٥إنتاج 
 فى وحدات تغيراحسب معدل التغير فى وحدات الغزل بالنسبة لل. من النسيج

  .ساعات العمل

 



 ٢٢٨

  الحـــل
  )ع(ووحدات النسيج ) ص(ووحدات الغزل ) س( أن ساعات العمل نفرض

  صء
 ومنها    س ٥ =  ص

  سء
 =٥ 

  عء
 ومنها     ص١٠=  ع ،

  سء
 =١٠ 

بالنسبة لوحدات ساعات ) ع(وحدات النسيج  المطلوب معدل التغير فى ولكن
  )س(العمل 

  صء  عء  عء  عء
 أى

 س ء
  أنوحيث

  سء
= 

  صء
× 

  سء
  عء

 س ء ∴
 =٥٠ = ٥ × ١٠ 

 أن أى تغير فى ساعات العمل بمقدار ساعة واحدة يؤدى إلى تغير فى بمعنى
  . وحدة٥٠وحدات النسيج مقداره 

  : آخرحل
  عء

 المطلوب
 س ء

 : س،ن نوجد علاقة دالية بين ع  ذلك أومعنى

Q ص١٠ = ع  ،    س٥=  ص  
  )س٥(١٠=  ع ∴

  س ٥٠=    ع 
  عء
 س ء

 =٥٠ 

 الفرد فى مجتمع معين من دخله صه كانت العلاقة بين ما يخصإذا ):٩ (مثال
  ١٥+ س ٢,٤= ص ٣: تحددها الدالة التالية) ص(للاستهلاك ) س(

 



 ٢٢٩

ثم ).  التغير فى الاستهلاك بالنسبة للدخلمعدل( الميل الحدى للاستهلاك أوجد
  . جنيه للاستهلاك٣٠٠ شهرىأوجد قيمة ما يخصصه فرد دخله ال

  الحـــل
  ١٥+ س ٢,٤= ص ٣

  ٥+ س ٠,٨=  ص 
  صء

 س ء ∴
 =٠,٨ 

 أن أى زيادة فى الدخل يقابلها زيادة فى ما يخصصه الفرد للاستهلاك أى
  %.٨٠مقدارها 

  )ص( فإن ما يخصصه للاستهلاك ٣٠٠) = س( كان دخل الفرد وإذا
  ٥) + ٣٠٠ (٠,٨ = ص  
   جنيه٢٤٥ = ٥ + ٢٤٠     =   

  
  

 



 ٢٣٠

 



 ٢٣١
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  Unlimited Integration   : المحدودغير التكامل
  حدية لأحد المصانع  علمت أن دالة التكلفة الإذا : )١ (مثال
  ٥+ س ٢ – ٢س٠,٠٦= 

ثم حدد هذه التكلفة عند .  التكلفة الكليةدالةأوجد .  س عدد الوحدات المنتجةحيث
  . جنيه١٥٠٠ وحدة علماً بأن التكلفة الثابتة للإنتاج ١٠٠حجم إنتاج قدره 

  الحــل
   التكلفة الحديةدالة=   التكلفة الكلية دالة

   سء. )٥+ س ٢ – ٢س٠,٠٦( = ص  
 ٢س٢ ٣س٠,٠٦

= 
٣ 

- 
٢ 

 جـ+ س ٥+ 

  جـ+ س ٥ + ٢ س– ٣س٠,٠٢ = ص
  )١٥٠٠= التكلفة الثابتة للإنتاج تمثل ثابت التكامل جـ ( وحدة ١٠٠ إنتاج وعند

  ١٥٠٠) + ١٠٠ (٥ + ٢)١٠٠ (– ٣)١٠٠ (٠,٠٢ = ص  
   =     ١٥٠٠ + ٥٠٠ + ١٠٠٠٠ –) ١٠٠٠٠٠٠ (٠,٠٢  
   جنيه١٢٠٠٠=  ١٥٠٠  +٥٠٠ + ١٠٠٠٠ – ٢٠٠٠٠     =   

   ألف جنيه١٢ وحدة تبلغ ١٠٠ أن تكاليف إنتاج أى
  

لأحد ) ى(ودالة الإيراد الحدى ) ت( علمت أن التكلفة الحدية إذا: )٢ (مثال
  :المصانع هما

  س٠,٠٥ + ٢س٠,٢ = ت  
  س٠,١ – ٥٠٠ = ى  
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 س حجم الإنتاج أوجد دالة الربح الكلى؟ ثم حدد قيمة هذا الربح عند إنتاج حيث
  . جنيه١٠٠ وحدات علماً بأن التكاليف الثابتة للإنتاج تبلغ ١٠

  

  الحـــل
   دالة التكاليف الكلية–دالة الإيراد الكلى =  الربح الكلى دالة

   التكلفة الحديةدالة – الإيراد الحدى دالة=   
   سء). س٠,٠٥ + ٢س٠,٢( – س ء) . س٠,١ – ٥٠٠(=   

 ٢س٠,٠٥ ٣س٠,٢ ٢س٠,١
 -س ٥٠٠=   

٢ 
       -   ١جـ+ 

٣ 
+ 

٢ 
 ٢جـ+ 

   الكلى تمثل قيمة الإيراد الكلى لإيراد أن ثابت التكامل فى دالة اوحيث
  ٠ = ١ جـ∴  ٠= عند س 

 لوجود ٠= عند س  ثابت التكامل فى دالة التكاليف الكلية يكون لها قيمة بينما
  ١٠٠ = ٢مصاريف لا علاقة لها بعملية الإنتاج جـ

١ 
 - ٢س٠,٠٥ –س ٥٠٠ =  ر

١٥ 
 ١٠٠ – ٢س٠,٠٢٥ – ٣س

١ 
 =- 

١٥ 
 ١٠٠ -س ٥٠٠ + ٢س٠,٠٧٥ – ٣س

  ):ر( وحدات فإن الربح الكلى للمصنع ١٠ إنتاج وعند
١ 

 - = ر
١٥ 

)١٠٠ -) ١٠ (٥٠٠ + ٢)١٠ (٠,٠٧٥ – ٣)١٠ 

 =    -١٠٠ - ٥٠٠٠ + ٧,٥ – ٦٦,٦٧  
  . وحدة نقدية٤٨٥٢,٨٣ = ر
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  Limited Integration المحدود التكامل
 المقصود هو إيجاد المساحة أسفل المنحنى والمحصورة بين قيمتين والمعنى

  .تالى كما هو موضح فى الشكل ال٢ س،١وهما س) س(محددتين للمتغير المستقل 
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  

 المساحة المحصورة بين منحنى الدالة ومحور      سء . ص  بالرمز  ويقصد
الحد ) أ(السينات فيما بين القيمتين المحددتين للمتغير س وهما أ، ب حيث تمثل 

الحد الأعلى لقيمة س ويتم إيجاد التكامل ) ب(الأدنى الذى يأخذه المتغير س و 
ة بالحد الأعلى المحدود مثل إيجاد التكامل غير المحدود تماماً ثم يتم التعويض مر

  .للمتغير س ويطرح منه القيمة بعد التعويض مرة بالحد الأدنى للمتغير س
  :  كانت دالة الإيراد الحدى لمنتج معين تمثلها العلاقةإذا):١ (مثال

  ٤٠+ س ٠,٠٥ -
  : س عدد الوحدات المباعة والمطلوبحيث
  . وحدة١٠٠ تحديد الإيراد الكلى نتيجة بيع -١
  . وحدة١٢٠ وحدة إلى ١٠٠الإضافى إذا زادت المبيعات من  ما هو الإيراد -٢

  

 أ

 ب

 ص

 ٢س ١س س
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  الحــــل
   الإيراد الحدىدالة=  الإيراد الكلى دالة

   سء) . ٤٠+ س ٠,٠٥-( = ص  
 ٢س٠,٠٥-

  =ص
٢ 

 جـ+ س ٤٠+ 

ويمكن حسابه بتحديد حدود .  وحدة١٠٠ بيع نتيجة الإيراد الكلى والمطلوب
  .١٠٠التكامل من صفر إلى 

  جـ+ س ٤٠ + ٢س٠,٠٢٥-  =   ص
  ] جـ )+٠(٤٠+٢)٠(٠,٠٢٥- [–] جـ) + ١٠٠(٤٠ + ٢)١٠٠ (٠,٠٢٥-= [ 

     =-٤٠٠٠ + ١٠٠٠٠ × ٠,٠٢٥  
     =-٤٠٠٠ + ٢٥٠  
   وحدة نقدية٣٧٥٠ = ص

 وحدة ١٢٠ وحدة إلى ١٠٠ الإضافى الناتج عن زيادة المبيعات من والإيراد
  :نحصل عليه كما يلى

  س٤٠ + ٢س٠,٠٢٥- =     الإضافى الإيراد
    ] =-٣٧٥٠ –)] ١٢٠(٤٠ + ٢)١٢٠ (٠,٠٢٥  
     =-٣٧٥٠ – ٤٨٠٠ + ٣٦٠  
   وحدة نقدية٦٩٠=     

  
 علبة ١٠٠٠٠ إدفينا للأغذية المحفظة بدمياط يبلغ إنتاجه اليومى مصنع):٢ (مثال

سردين وذلك باستخدام العمال الدائمين فى المصنع، فإذا علمت أن معدل التغير 
: يتحدد بالعلاقة التالية) س(سبة للتغير فى عدد العمال الإضافيين فى الإنتاج بالن

   س  ٣ – ١٥٠

١٠٠ 

٠ 

١٢٠ 

١٠٠ 
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 من العمال الإضافيين إلى حجم العمالة الدائمة ٢٥ معرفة تأثير استخدام المطلوب
  .فى المصنع على حجم الإنتاج اليومى

  الحــــل
  )ير فى الإنتاجمعدل التغ( الإنتاج الحدى دالة معادلة الإنتاج حيث تساوى نوجد

   سء).   س  ٣ – ١٥٠( = ص  
  

   سء). س  ٣ – ١٥٠( = ص  
  

 س
 ٣ ٣ –س ١٥٠ = ص

٢  
 جـ+ 

  جـ+ س  ٢ – س ١٥٠ = ص
  ٠= نحصل عليها بوضع س ) جـ( التكامل فى دالة الإنتاج الكلى وثابت
  ١٠٠٠٠=  الإنتاج ص وحجم

  جـ) + ٠ (٢ –) ٠ (١٥٠ = ١٠٠٠٠
  ١٠٠٠٠=  جـ ∴

   س عدد العمال الإضافيينحيث  ١٠٠٠٠+ س   ٢ –س ١٥٠  =ص  
  :يكون) ص( عامل إضافى فإن حجم الإنتاج ٢٥ استخدم المصنع فإذا

  ١٠٠٠٠)   + ٢٥ (٢ –) ٢٥ (١٥٠ = ص  
   =    ١٠٠٠٠   + ٢٥    × ٢٥ × ٢ – ٣٧٥٠  
   =    ١٠٠٠٠ + ٢٥٠ – ٣٧٥٠  
   =    ١٣٥٠٠  
 عاملاً إضافياً فإنه ستحدث زيادة فـى        )٢٥( ذلك أنه إذا استخدم المصنع       ومعنى

 = ١٠٠٠٠ – ١٣٥٠٠( علبـة سـردين      ٣٥٠٠حجم الإنتاج اليـومى قـدرها       
٠)٣٥٠٠  

١ 
٢ 

٣ 
٢ 

٣ 
٢ 

٣ 
٢ 

٣ 
٢ 
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  : كانت دالة التكلفة الحدية فى مصنع النصر لصناعة السيارات هىإذا):٣ (مثال

٥٠٠٠ 
 ١ - س

 أوجد مقدار التكلفة الثابتة للمصنع إذا كانت.  س حجم الإنتاجحيث

   ألف جنيه١٠٠ وحدة تبلغ ٥٠ الكلية لإنتاج فةالتكل
  

  الحـــل
   دالة التكلفة الحدية=  الكلية التكلفة

٥٠٠٠ 
  = ص

 ١ - س
  سء. 

   سء)   . ١ –س  (٥٠٠٠  =ص  
  

 )١ –س (
 ١ ٥٠٠٠  = ص

٢  
 جـ+ 

  جـ+    )   ١ –س  (١٠٠٠٠ = ص  

  جـ    + ١ –  س ١٠٠٠٠ = ص  
، ٥٠= التكلفة الثابتة  للمصنع فإنه يمكن تحديدها عنـد س            أن جـ تمثل     وحيث
  ١٠٠٠٠٠= ص 

  جـ   + ١ – ٥٠  ١٠٠٠٠ = ١٠٠٠٠٠  
  جـ     + ٤٩   ١٠٠٠٠   =     
  جـ + ٧٠٠٠٠ = ١٠٠٠٠٠  

  . جنيه٣٠٠٠٠=  التكلفة الثابتة للمصنع جـ ∴

١ 
٢ 

١ 
٢ 
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  :مقدمة

يطلق على الأسلوب الرياضى الذى يعـالج مـشكلة التوزيـع الأمثـل               
لمجموعة من الموارد المحدودة على مجموعة من الاستخدامات المتنافسة علـى           

  .هذه الموارد أسلوب البرمجة الخطية
النشاط وهذا يعنى أن الإطار الذى يحكم علاقة المتغيرات الممثلة لأوجه             

المطلوب تحديدها فى إطار مجموعة من الموارد المحدودة يأتى غالباً فى صورة            
  .متباينات وليس معادلات

وقد بدأ الاهتمام بمشاكل البرمجة الخطية من خلال الاهتمام بشكل عـام              
 أثناء الحرب العالمية الثانية، حيـث  Operation Researchببحوث العمليات 

ريق من علمائها لدراسة المشاكل التى تواجهها الجيـوش         قامت إنجلترا بتشكيل ف   
. فى جبهات القتال، والمتعلقة بالاستخدام الأمثل للإمكانيات العسكرية المحـدودة         

ونظراً للنتائج المشجعة التى توصل إليها العلماء واستطاعوا بها تغيير مـوازين            
كية، وقبل الانتهاء   القوى على أكثر من جبهة قتال، قامت الولايات المتحدة الأمري         

من الحرب، بتشكيل فريق علمى مماثل للفريق الإنجليزى، وقد حقـق الفريـق             
  .الأمريكى أيضاً نتائج طيبة

ثم انتقل الاهتمام، بعد الحرب، ببحوث العمليات من المجالات العسكرية            
إلى المجالات الاقتصادية المختلفة وخاصة لدى مديرى المصانع المختلفة، حيث          

  .تجاه المتزايد نحو التخصص إلى تعقد مشاكل اتخاذ القراراتأدى الا
 أول من وضع أسلوب متقدم George Dantzigويعتبر جورج دانتزج   

 وهو ما يطلق عليه أسـلوب       ١٩٤٧لحل مشاكل البرمجة الخطية وذلك فى عام        
 وقد استخدم هذا الأسلوب فى حل الكثيـر مـن   Simplex methodالسمبلكس 
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رية ومن أهمها استغلال الموارد المتاحة للمشروع بطريقة تحقـق          المشاكل الإدا 
  .للمشروع أقصى أرباح ممكنة أو تؤدى إلى تحمل المشروع أقل تكلفة ممكنة

  :مجالات استخدام البرمجة الخطية
  :من أهم المشاكل التى تستخدم فيها البرمجة الخطية

 المثلى لعدد   تخطيط الإنتاج فى المنشآت الصناعية بهدف تحديد السياسة        -١
  .المنتجات التى يمكن إنتاجها

التخطيط التسويقى فى المنشآت التجارية بهدف تحديد المزيج التـسويقى          -٢
 .أو التشكيلة السلعية التى يمكن أن يتعامل فيها المشروع

 .الاختيار بين طرق توزيع المنتجات وبدائل تقديم الخدمات -٣

 الأوراق الماليـة فـى      الاختيار الأمثل للاستثمارات عند تكوين محفظة      -٤
 .منشآت الأموال

تحديد مواقع إقامة المصانع، وموقعها من الأسواق ومصادر المواد الخام         -٥
 .والعمالة

هذا بالإضافة إلى العديد من المشكلات الأخرى التى تتدخل فـى حلهـا             
  .البرامج الخطية

  
  Linear Programming problemمشكلة البرمجة الخطية  

  :مجة الخطية منتتكون مشكلة البر  
 والهدف من حل مشكلة البرمجـة  Objective Functionدالة الهدف  -١

الخطية إما أن يكون تحقيق أقصى ربـح ممكـن أى تعظـيم الـربح               
Maximization             أو تخفيض التكاليف لأدنـى حـد ممكـن أو تدنيـة 

  .Minimizationالتكاليف 
أو >  ( وهى إما أن تكون على صورة      constraintsالقيود أو الشروط     -٢

  (=).أو قد تأتى على صورة) ≤أو < (أو على صورة ) ≥
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 وتحتوى عليها دالة الهـدف والقيـود، حيـث          Variablesالمتغيرات   -٣
تتضمن كل من دالة الهدف والقيود ثوابت محددة القيمة، ومتغيرات غير           
محددة القيمة، ومطلوب تحديد قيمة هذه المتغيرات عـن طريـق حـل             

 .المشكلة

  
  :Basic Assumptionسية الفروض الأسا

  :يعتمد أسلوب البرمجة الخطية على عدة فروض من أهمها  
  )التيقن الكامل( فرض التأكد التام -١

Complete Certainty Assumption: 
فى حالـة   ) متخذ القرار (يفترض فى أسلوب البرمجة الخطية أن الإدارة          

كلة مثل الموارد المتاحـة    تأكد تام فيما يتعلق بالعوامل والمتغيرات الخاصة بالمش       
ونتائج البرامج المختلفة ومستويات الأداء، وهذا يعنى أن البرمجة الخطية تعتبر           

  .من الأساليب المحددة ولا مجال للاحتمالات فيها
  :Linear Assumption فرض العلاقة الخطية -٢

يفترض فى كل العلاقات القائمة بين تغيرات المشكلة أنها خطية وهـذا              
  .يقترب من الواقع فى كثير من المشاكلالفرض 

  Non-negative Assumption فرض عدم السلبية -٣
وهذا يعنى أن المتغيرات فى أسلوب البرمجة الخطية لا تأخذ قيماً سالبة              

 ≥.... صـفر أى أن س، ص، ع،        = أى لابد أن تكون جميعها إما موجبـة أو          
  .صفر

  Divisibility Assumption فرض قابلية التجزئة -٤
من الممكن أن يتعامل أسلوب البرمجة الخطية مع المتغيرات المتـصلة             

continuous variables  وهذا يعنى أنه قد تأخذ المتغيرات قيماً كـسرية، أى 
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كسور وحدة القياس فمثلاً يسمح بإنتاج كسور من المنتج أى قد ينتج عـن حـل                
  .مشكلة البرمجة الخطية أن تأخذ قيمة المتغير كسراً

  One- period Assumption فرض وحدة الفترة الزمنية -٥
بمعنى أن أسلوب البرمجة الخطية يفترض أنه يتعامل مع فتـرة زمنيـة              

أى لا يبحث فى أثر النتائج فى .  وغير حركىStaticواحدة أى أنه أسلوب ثابت    
  .فترة معينة على الفترات الأخرى

   فرض ثبات هامش ربح الوحدة-٦
Fixed Contribution Margin Assumption: 

وهذا يعنى أن أسلوب البرمجة الخطية يفترض ثبات أسعار البيع بصرف        
كما يدل هذا الفرض على ثبـات التكلفـة         . النظر عن حجم الإنتاج أو المبيعات     
  .المتغيرة وعدم تأثرها بحجم الإنتاج

  :مفاهيم أساسية
لاصطلاحات يتضمن أسلوب البرمجة الخطية مجموعة من المفاهيم أو ا          

  :من الضرورى الإلمام بها للوقوف على مضمونها بصورة واضحة
  Linear Programming البرمجة الخطية -١

وهى طريقة لتحديد البرنامج الأمثل لمجموعة أنشطة متداخلة فى ضوء            
  .مجموعة من الموارد المحدودة المتاحة خلال فترة زمنية محددة

  Linear الخطية -٢
ناسب طردى بين أحد المتغيرات التابعة ومتغيـر أو         وهى تعنى وجود ت     

  .أكثر من المتغيرات المستقلة
  Program البرنامج -٣

ويعنى خطة تغطى فترة زمنية معينة ومن أمثلتهـا التـشكيلة الـسلعية               
للإنتاج أو التوزيع، الجدول الزمنى للإنتاج، قنوات الإعـلان، وسـائل توزيـع             

  ... .المنتجات 
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  Optimal Program) المثالى(مثل  البرنامج الأ-٤
 أو تدنية maximizationوهو إما أن يكون برنامج يمكن بموجبه تعظيم   

minimizationمعيار أو مقياس معين للكفاءة مثل الأرباح أو التكاليف .  
  Programming البرمجة -٥

مجموعة إجراءات منظمة عن طريقها يمكن وضع برنـامج أو خطـة              
مجة من سلسلة من الإرشادات وقواعد الحساب لحل مـشكلة          وتتكون البر . معينة

  .يمكن تنفيذها يدوياً أو بالكمبيوتر
  Activity النشاط -٦

عبارة عن سلعة أو خدمة أو مشروع يتنافس مع غيره فى الحصول على           
موارد محدودة، فأنواع السلع تعتبر أنشطة، ومستوى النشاط عبارة عـن كميـة             

  .معينة من الإنتاج
  

  :ج مشكلة البرمجة الخطيةنموذ
  :يتكون هذا النموذج من ثلاثة أجزاء هى  

  : دالة الهدف-١
فى أى مشكلة برمجة خطية تقوم الإدارة بتحديد هدف أو معيار للكفـاءة               

  .يكون قابلاً للقياس، ومن خلال هذا الهدف يتم البحث عن البرنامج الأمثل
لهدف، وهذه الدالـة    ويتم ترجمة هذا الهدف فى شكل كمى ويصبح دالة ل           

لابد أن تكون خطية، وتجدر الإشارة إلى أن دالة الهدف عبارة عن شكل رياضى      
مع التغير فى الكميات المباعة والمنتجة مـن        ) كمتغير تابع (لسلوك الأرباح مثلاً    

  ).متغيرات مستقلة(السلع 
  Constraints) المتباينات( القيود -٢

 التعظيم أو التدنية فى المتغير التابع لا إذا نظرنا إلى دالة الهدف يتبين أن     
يعنى شيئاً بدون إضافة شكل أو آخر من القيود حيث إنه بدون هذه القيود فـإن                

 



 ٢٤٦

أما إذا . وتخفيض التكاليف يعنى صفر. تعظيم الأرباح يعنى رقم لا نهائى موجب   
وضعنا بعض القيود على دالة الهدف مثل الكميات المتاحـة مـن المـوارد أو               

يجب أن يتحدد بحيث لا يتعارض      .. نات فإن حجم الإنتاج أو المبيعات أو        الإمكا
  .مع هذه القيود

ولما كان أى برنامج إنتاجى يتضمن إنتاج كميات معينة من السلع لابـد               
أن يصمم بحيث لا يتطلب موارد أكثر من المتاح حالياً فـإن القيـود الخطيـة                

 وتأتى هذه القيـود     Inequalitiesللمشكلة لابد أن يعبر عنها فى شكل متباينات         
  ).≤(أو ) ≥(أو (=) إما فى شكل 

  Non-negative Constraintsقيود عدم السلبية  -٣
وهذه القيود لا تسمح لأى متغير أن تكون له قيمة سالبة فالنشاط إمـا أن            

  .يستبعد أى يأخذ القيمة صفر، أو يكون جزء من البرنامج فتكون له قيمة موجبة
  :فى صورة.....  عدم السلبية للمتغيرات س، ص، ع وتصاغ قيود  
  . صفر≥........ س، ص، ع،   
وقبل أن نستعرض الطرق  المختلفة لحل مشاكل البرمجة الخطية نتعرف   

  .أولاً على المتباينات كأحد أشكال العلاقات الرياضية، وكيفية تمثيلها بيانياً
  

  :التمثيل البيانى للمتباينات الخطية
س، ص  (العلاقة بين المتغيرين س، ص من الدرجة الأولـى          إذا كانت     

  :فمثلاً العلاقة. تمثيلها بيانياً يكون فى شكل خط مستقيم) ١= بأس 
  ٥= ص + س ٢  
  ٥= فإن ص     ٠= عند وضع س   
  ٣= فإن ص     ١= ، عند وضع س   
  ١= فإن ص     ٢= ، عند وضع س   
  ...وهكذا   

 



 ٢٤٧

أنها تقع على خط مستقيم يتضح من       وبتحديد وضع هذه النقط بيانياً يتبين         
  ).١(شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :ولتحديد منطقة الحلول لمتباينة أو أكثر نتبع الآتى  
  .نحول المتباينات إلى معادلات -١
 ومنها نحسب قيمـة     ٠= تمثل كل معادلة بخط مستقيم وذلك بوضع س          -٢

وبالتالى نحصل علـى    .  ومنها نحسب قيمة س    ٠= ثم نضع ص    . ص
 .ن كل معادلةنقطتين تمثلا

 :نحدد منطقة الحلول وفقاً لاتجاه المتباينات كما يتضح من الأمثلة التالية -٣
 

  : منطقة  الحلول للمتباينةحدد) : ١ (مثال
  ٦>  ص ٣+ س       

١ 

٢ 

٣ 

٤ 

٥ 

١ ٢ ٣ 

 ص

 س

 ص

 س

)١(شكل   

 



 ٢٤٨

الحـــل 
  ٦= ص ٣+ س : نحولها إلى معادلة

  ٢= ص   ٠=    س     
  ٠= ص   ٦=    س     

 فى الفراغ الـذى يعلـو الخـط         فإن منطقة الحلول تتحدد   > وحيث أن  المتباينة     
  )٢(شكل . المستقيم أ ب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
فإن منطقة  الحلول تتحدد فى الفراغ الذى        < وبالطبع إذا كانت المتباينة       

  .يقع أسفل الخط المستقيم أ ب
فإن منطقة الحلول تتحدد فى     ) أكبر من أو يساوى    (≥وإذا كانت المتباينة      

بالإضافة إلى النقط التى تقع فى الفـراغ الـذى   النقط الممثلة للخط المستقيم أ ب    
  .يعلوه

فإن منطقة الحلول تتحدد فى     ) أقل من أو يساوى    (≤وإذا كانت المتباينة      
النقط الممثلة للخط المستقيم أ ب بالإضافة إلى النقط التى تقع فى الفراغ الذى يقع    

  .أسفله

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س

)٢(شكل   

١ ٢ ٣ 

)٢، ٠(ب  منطقة الحلول  

)٠، ٦(أ  منطقة رفض  

 



 ٢٤٩

  :حدد منطقة الحلول للمتباينتين التاليتين) :٢ (مثال
  ١٥ ≤ص ٥+ س ٣    
  ٨ ≤ص ٢+ س ٤    

الحـــل 
  : تحول المتباينات إلى معادلات-١
  ٨= ص ٢+ س ٤    ١٥= ص ٥+ س ٣

  ٤=   ص  ٠= س     ٣=    ص  ٠= س 
  ٠=   ص ٢= س     ٠=    ص  ٥= س 
   نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات فإن منطقة الحلول تتحدد فى :  نحدد منطقة الحلول-٣

  )٣(، د شكل أ، ب، جـ: النقط
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  

فإنه يتبين أن منطقة الحلول للمتباينات ) ٤(وكقاعدة عامة، إذا نظرنا إلى شكل 
  ).أ، ب، جـ، د(تتحدد فى النقط ) ≥أو > (

فإن منطقة الحلول تتحدد فى النقط ) ≤أو < (أما إذا كانت المتباينات   
  ).، ز، ح ، و هـ(

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س

)٣(شكل   

١ ٢ ٣ 

 منطقة 
 الحلول

 جـ

 أ

٤ 

 ب

 منطقة 
 رفض

 



 ٢٥٠

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
أ، ب، ( تتحدد فى النقط ≥أو > حلول للمتباينات فإن منطقة ال) ٥(وفى شكل 

د، ( فإن منطقة الحلول تتحدد فى النقط ≤أو < أما فى حالة المتباينات ). جـ
  ).هـ، و، ز، ح

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ص

 س

)٤(شكل   

 منطقة الحلول
 ≥أو > للمتباينات 

 د

 ز
 جـ

 و

 هـ ح

 ب

 أ
 منطقة الحلول

 ≤أو < للمتباينات 

 ص

 س

)٥(شكل   

 منطقة الحلول
 ≥أو > للمتباينات 

 د

 ز

 جـ

 و

 ح

 هـ

 ب

 أ
 منطقة الحلول

 ≤أو < للمتباينات 

 



 ٢٥١

  :لاحظ
أن المناطق المحصورة بين المستقيمات الممثلة للمتباينات تعتبر مناطق  -١

  .رفض طالما كانت المتباينات ذات اتجاه واحد
إذا تقاطعت المستقيمات فى نقطة واحدة كانت هذه النقطة إحدى نقاط  -٢

 ).≤ أو ≥(منطقة الحلول سواء كانت المتباينات 

  
  :ات منطقة الحلول للمتباينحدد): ٣ (مثال

  ١٨ ≤ص ٣+ س ٢    
  ٢٤ ≤ص ٣+ س ٤    
  ١٥ ≥ص ٥+ س ٥    

الحـــل 
  : نحول المتباينات إلى معادلات-١

  ١٥= ص ٥+ س ٥  ٢٤= ص ٣+ س ٤  ١٨= ص ٣+ س ٢  
  ٣=   ص  ٠= س   ٨=   ص ٠= س   ٦=   ص ٠= س   
  ٠=   ص  ٣= س   ٠=   ص ٦= س   ٠=   ص ٩= س   

  . نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات فإن منطقة الحلول تتحدد فى :  نحدد منطقة الحلول-٣

  )٦(شكل ). ، ب، جـ، د، هـ أ(النقط 

 



 ٢٥٢

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

      
  
  

  :قة الحلول للمتبايناتحدد منط):٤ (مثال
  ٢٤ ≥ص ٤+ س ٦    
  ٣٠ ≥ص ٦+ س ٥    
  ٢٤ ≤ص ٣+ س ٢    

الحـــل 
  : نحول المتباينات إلى معادلات-١

  ٢٤= ص ٣+ س ٢  ٣٠= ص ٦+ س ٥  ٢٤= ص ٤+ س ٦  
  ٨=   ص  ٠= س   ٥=  ص  ٠= س   ٦=   ص ٠= س   
  ٠=   ص ١٢= س   ٠=   ص  ٦= س   ٠=   ص  ٤= س   

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س

)٦(شكل   

١ ٢ ٣ 

 جـ

 أ

 ب ٤
٥ 

٦ 

٧ 

٨ 

٧ ٨ ٩ 

 د

 هـ

 



 ٢٥٣

  . نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات فإن منطقة الحلول تتحدد فى : د منطقة الحلول نحد-٣

  )٧(شكل ). أ، ب، جـ ، د، هـ(النقط 
  
  
  

 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س

)٧(شكل   

١ ٢ ٣ 

 أ

٤ 

 ب

٥ 

٦ 

٧ 

٨ 

١٠ ١١ ١٢ ٧ ٨ ٩ 

 د

 جـ

 هـ

 



 ٢٥٤

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 



 ٢٥٥

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

Graphical Method of Linear Programming 
  

 



 ٢٥٦

 



 ٢٥٧

 
Graphical Method of Linear Programming 

سبق أن بينا أن رسم المتباينات وتحديد منطقة الحلول يتم من خلال   
تحويل المتباينات إلى معادلات ثم تمثيل كل معادلة بخط مستقيم، ويتم تحديد 

هنا هو أن النقط التى تمثل منطقة الحلول وفقاً لاتجاه المتباينات، وما نضيفه 
منطقة الحلول يتم التعويض بها فى دالة الهدف ثم نختار النقطة التى تحقق لنا 
الهدف، وهى إما النقطة التى تحقق لنا أكبر قيمة فى حالة التعظيم، أو النقطة 

  :التى تحقق أقل قيمة فى حالة التدنية، ويتضح ذلك من خلال الأمثلة التالية
 بالقيود    ص١٥+ س ٢٠ = ر  : ةالتالي دالة الربح ظمع  ): ١ (مثال
  :ةالتالي

  ١٦ ≤ص ٤+ س ٢          
  ١٢ ≤ص ٢+ س ٣          
  ٠ ≥   ص ٠ ≥ س          

الحـــل 
  : نحول المتباينات إلى معادلات-١
  ١٢= ص ٢+ س ٣    ١٦= ص ٤+ س ٢

  ٦=   ص  ٠= س     ٤=   ص ٠= س 
  ٠=   ص  ٤= س     ٠=   ص  ٨= س 
  . نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات فإن منطقة الحلول تتحدد فى :  نحدد منطقة الحلول-٣

  .النفط أ، ب، جـ، د

 



 ٢٥٨

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
   
  
  ص١٥+ س ٢٠= ر :        نعوض بالنقط فى دالة الهدف-٤

   جنيه٨٠) = ٠ (١٥) + ٤ (٢٠= ر       )٠، ٤(عند النقطة أ 
  ه جني٨٥) = ٣ (١٥) + ٢ (٢٠= ر       )٣، ٢(عند النقطة ب 

   جنيه٦٠) = ٤ (١٥) + ٠ (٢٠= ر      )٤، ٠(عند النقطة جـ 
  صفر) = ٠ (١٥) + ٠ (٢٠= ر       )٠، ٠(عند النقطة د 

  : اختيار الحل الأمثل-٥
 يتحقق أقصى ربح ممكن وقدره ∴لما كان الهدف هو تعظيم دالة الربح    

  .٣= ، ص ٢=  جنيه عند النقطة ب حيث س ٨٥
  : تحديد الموارد المستغلة-٦

  يتم ذلك بالتعويض فى قيود س، ص  
  ١٦ ≤ص ٤+ س ٢:  الأولالقيد

١٦) = ٣(٤) + ٢(٢  
 القيد ولا توجد موارد غير يحقق
 مستغلة

  ١٢ ≤ص ٢+ س ٣:  الثانىالقيد 
١٢) = ٣(٢) + ٢(٣  

   القيد ولا توجد موارد غير مستغلةيحقق
 

  

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س
١ ٢ ٣ 

  )٠، ٤( أ

٤ 

٥ 

٦ 

٧ 

٧ ٨ ٩ 
  )٠، ٠( د

  )٤، ٠( جـ
  )٣، ٢( ب

  منطقة 
  الحلول
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  : قيمة س، ص التى تجعل الدالةأوجد:) ٢ (مثال
   أكبر ما يمكن   ص١٠+ س ١٢ = ر  
  ٧٢٠ ≤ص ٣+ س ٤    :بالقيود التالية  
  ٥٧٠ ≤ص ٣+ س ٢        
  ٠ ≥    ص  ٠ ≥س         

الحـــل 
  : نحول المتباينات إلى معادلات-١
  ٥٧٠= ص ٣+ س ٢      ٧٢٠= ص ٣+ س ٤

  ١٩٠=      ص  ٠= س     ٢٤٠=      ص ٠= س 
  صفر=   ص ٢٨٥= س       ٠=   ص ١٨٠= س 
  . نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات فإن منطقة الحلول تتحدد فى : طقة الحلول نحدد من-٣

  النقط أ، ب، جـ، د
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

٣٠ 

٦٠ 

٩٠ 

١٢٠ ١٥٠ ١٨٠ 

 ص

 س
٣٠ ٦٠ ٩٠ 

  )٠، ١٨٠( أ

١٢٠ 

١٥٠ 

١٨٠ 

٢١٠ 

٢١٠ ٢٤٠ ٢٧٠ 
  )٠، ٠( د

  )١٩٠، ٠( جـ

  )١٤٠، ٧٥( ب

٢٤٠ 

٣٠٠ 

  منطقة الحلــول

 



 ٢٦٠

  ص١٠+ س ١٢= ر :   نعوض بالنقط فى دالة الهدف -٤
  ٢١٦٠) = ٠(١٠) + ١٨٠(١٢=     ر        )٠، ١٨٠(النقطة أ 

  ٢٣٠٠) = ١٤٠(١٠) + ٧٥(١٢=     ر     )١٤٠، ٧٥(النقطة ب 
  ١٩٠٠) = ١٩٠ (١٠) + ٠(١٢=     ر     )١٩٠، ٠(النقطة جـ 

  صفر) = ٠ (١٠) + ٠(١٢=     ر     )٠، ٠( النقطة د 
  : اختيار الحل الأمثل-٥

لما كان المطلوب النهاية العظمى للدالة فإن نقطة ب هى التى تحقق   
  ١٤٠=،  ص٧٥= عند س٢٣٠٠الهدف حيث تبلغ الدالة نهايتها العظمى وقدرها 

  :المستغلة تحديد الموارد -٦
  ٧٢٠ ≥ص ٣+ س ٤:  الأولالقيد

٧٢٠) = ١٤٠(٣) + ٧٥(٤  
 القيد ولا توجد موارد غير يحقق
 مستغلة

  ٥٧٠ ≤ص ٣+ س ٢:  الثانىالقيد 
٥٧٠) = ١٤٠(٣) + ٧٥(٢  
 القيد ولا توجد موارد غير يحقق
  مستغلة

 
  ص٨+ س ٥ = ت  : النهاية الصغرى للدالةأوجد): ٣ (مثال

  ٣٠٠ ≥ ص ٥+ س ١٠  :بالقيود التالية  
  ٢٥٠ ≥ص ١٠+ س ٥                   
  ١٥٠ ≥ ص ٣+ س ٤                   
  ٠ ≥  ص   ٠ ≥                  س   

الحـــل 
  : نحول المتباينات إلى معادلات-١

  ١٥٠=ص٣+س٤  ٢٥٠=ص١٠+س٥    ٣٠٠=ص٥+س١٠
  ٥٠=   ص ٠= س   ٢٥=   ص ٠= س     ٦٠=     ص  ٠= س 
  ٠=   ص ٣٧,٥= س   ٠ =  ص ٥٠= س     ٠=   ص ٣٠= س 
  . نرسم المعادلات-٢
وفقاً لاتجاه المتباينات تتحدد منطقة الحلول فى النقط أ، :  نحدد منطقة الحلول-٣

  ب، جـ، د

 



 ٢٦١

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  ص٨+ س ٥= ت :  نعوض بالنقط فى دالة الهدف-٤

  ٢٥٠) = ٠(٨) + ٥٠ (٥=    ت     )٠، ٥٠(النقطة أ 
  ٢٣٠) = ١٠(٨) + ٣٠ (٥=    ت     )١٠، ٣٠(النقطة ب 

  ٣١٥) = ٣٠(٨) + ١٥(٥=    ت     )٣٠، ١٥(النقطة جـ 
  ٤٨٠) = ٦٠(٨) + ٠(٥=    ت      )٦٠ ،٠( النقطة د 

  : اختيار الحل الأمثل-٥

٥ 

١٠ 

١٥ 

٢٠ ٢٥ ٣٠ 

 ص

 س
٥ ١٠ ١٥ 

٢٠ 

٢٥ 

٣٠ 

٣٥ 

٣٥ ٤٠ ٤٥ 

  )٦٠، ٠( د

  )١٠، ٣٠( ب

٤٠ 

٥٠ 

٤٥ 

٥٠ 

٥٥ 

٦٠ 

  )٣٠، ١٥( جـ

  )٠، ٥٠( أ

 



 ٢٦٢

، ٣٠= حيث س ) ب( عند النقطة ٢٣٠تتحقق النهاية الصغرى للدالة وقدرها 
  .١٠= ص 

  : تحديد الموارد المستغلة-٦

  ٣٠٠ ≥ص ٥ +س ١٠: القيد الأول

  يحقق القيد ولا توجد موارد غير مستغلة  ٣٥٠) = ١٠(٥) + ٣٠(١٠

  ٣٥٠ ≥ص ١٠+ س ٥: القيد الثانى

  يحقق القيد ولا توجد موارد غير مستغلة  ٢٥٠) = ١٠(١٠) + ٣٠(٥

  ١٥٠ ≥ص ٣+  س ٤: القيد الثالث

  يحقق القيد ولا توجد موارد غير مستغلة  ١٥٠) = ١٠(٣) + ٣٠(٤

  

و " نفرتيتى"دمياط للأثاث ينتج نوعين من غرف النوم مصنع ):٤ (مثال
فإذا علمت أن عملية التصنيع تمر بثلاثة أقسام هى التقطيع والتجميع " كليوباترا"

 ساعة عمل على ٤، ٥، ٢والدهان وتحتاج الغرفة من النوع الأول إلى عدد 
، ٢، ٤ى عدد الترتيب فى الأقسام الثلاثة، بينما تحتاج الغرفة من النوع الثانى إل

  . ساعة عمل على الترتيب فى الأقسام الثلاثة٤

، ٥٦فإذا علمت أن ساعات العمل المتاحة فى الأقسام الثلاثة يومياً هى   
وأن ربح المصنع من بيع الغرفة من النوع .  ساعة عمل على الترتيب٦٤، ٦٠

 يومياً حدد الكمية الواجب إنتاجها.  جنيه٥٠٠ جنيه ومن النوع الثانى ٧٠٠الأول 
  .من كل نوع لتحقيق أقصى ربح ممكن

 



 ٢٦٣

الحــــل 
مشاكل البرمجة الخطية التى تأتى فى صورة لفظية تحتاج أولاً إلى   

فى حالة (تكوين المتباينات مع ملاحظة أنه يكون لدينا نوعين فقط من المنتجات 
  .وقد يكون لدينا مرحلتين أو أكثر من مراحل الإنتاج) الرسم البيانى فقط

  س) = نفرتيتى(لتالى نفرض أن الكمية الواجب إنتاجها من النوع الأول وبا

  ص)=كليوباترا(،  نفرض أن الكمية الواجب إنتاجها من النوع الثانى 
  المتاحةالإمكانيات  )ص( الثانى النوع  )س( الأول النوع 

 ٥٦ ≤ ص٤ + س٢  التقطيعقسم

 ٦٠ ≤ ص٢ + س٥  التجميعقسم

 ٦٤ ≤ ص٤ + س٤  الدهانقسم

لاحظ أن إنتاج كلاً من النوعين لابد أن يتم فى إطار ساعات العمل   
 أما دالة الهدف فتتكون من ربح بيع الوحدة ≤المتاحة ومن ثم تكون المتباينات 

  .من كل نوع

  ص نهاية عظمى٥٠٠+ س ٧٠٠= ر   

  :ثم يبدأ الحل كما سبق

  : نحول المتباينات إلى معادلات-١

 ٦٤= ص ٤+ س ٤ ٦٠ =ص ٢+ س ٥ ٥٦= ص ٤+ س ٢

 ١٦=    ص ٠= س  ٣٠=    ص ٠= س  ١٤=    ص  ٠= س 

 ٠=   ص ١٦= س  ٠=    ص ١٢= س  ٠=    ص ٢٨= س 

  . نرسم المعادلات-٢

 



 ٢٦٤

 نحدد منطقة الحلول وفقاً لاتجاه المتباينات تتحدد منطقة الحلول فى النقط أ، -٣
  ب، جـ، د، هـ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   ص٥٠٠+ س ٧٠٠= ر : لهدف نعوض بالنقط فى دالة ا-٤
   جنيه٨٤٠٠) = ٠(٥٠٠) + ١٢(٧٠٠=            ر   )٠، ١٢(النقطة أ 

   جنيه٩٨٠٠) = ٧(٥٠٠) + ٩(٧٠٠=            ر   )٧، ٩(النقطة ب 
   جنيه٨٨٠٠) = ١٢(٥٠٠) + ٤(٧٠٠=            ر   )١٢، ٤(النقطة جـ 

   جنيه٧٠٠٠) = ١٤(٥٠٠) + ٠(٧٠٠=            ر   )١٤، ٠(النقطة د 
  صفر) = ٠(٥٠٠) + ٠(٧٠٠=            ر   )٠، ٠(النقطة هـ 

  : اختيار الحل الأمثل-٥
أى عند ) ب( جنيه عند النقطة ٩٨٠٠يتحقق أقصى ربح ممكن وقدره   

  .٧= ، ص ٩= س 

٤ 

٨ 

١٢ 

١٦ ٢٠ ٢٤ 

 ص

 س
٤ ٨ ١٢ 

١٦ 

٢٠ 

٢٤ 

٢٨ 

٢٨ ٣٢ 

  )١٤، ٠( د

  )٧، ٩( ب

٣٢ 

  )١٢، ٤( جـ

  )٠، ١٢( أ

  )٠، ٠( هـ

  منطقة الحلول

 



 ٢٦٥

 غرف من ٧، "نفرتيتى" غرف من النوع الأول ٩ومعنى ذلك أن إنتاج   
  . جنيه٩٨٠٠ربح ممكن وقدره يحقق أقصى " كليوباترا"النوع الثانى 

  : تحديد الموارد المستغلة-٦
  ٥٦ ≤ص ٤+ س ٢: قسم التقطيع  
      ٤٦) = ٧(٤) + ٩(٢  
  . ساعات عمل فى قسم التقطيع غير مستغلة١٠يحقق القيد ولكن توجد   
  ٦٠ ≤ص ٢+ س ٥: قسم التجميع  
      ٥٩) = ٧(٢) + ٩(٥  
  .ير مستغلةيحقق القيد ولكن توجد ساعة عمل فى قسم التجميع غ  
  ٦٤ ≤ص ٤+ س ٤: قسم الدهان  
        ٦٤) = ٧(٤) + ٩(٤  
  .يحقق القيد ولا توجد ساعات عمل غير مستغلة فى قسم الدهان  

لإنتاج أدوات السفرة يستخدم نوعين من الآلات " ست الحبايب "مصنع):٥ (مثال
من الملاعق )  قطعة١٢(فى إنتاج الملاعق والسكاكين فإذا علمت أن الدستة 

 ساعات تشغيل على الآلة من النوع الأول وساعتين على الآلة من ٦حتاج إلى ت
 ساعات تشغيل على كل آلة من ٣والدستة من السكاكين تحتاج إلى . النوع الثانى

 ساعات يومياً، ١٠فإذا كانت ساعات التشغيل القصوى على الآلات . النوعين
وكان ربح . النوع الثانى آلة من ١٢ آلات من النوع الأول، و ٨ولدى المصنع 

حدد .  جنيه١٠ جنيه ومن السكاكين ١٥المصنع من بيع الدستة من الملاعق 
  .الكمية الواجب إنتاجها من كل نوع يومياً لتحقيق أقصى ربح ممكن

الحـــل 
  : نكون المتباينات ودالة الهدف-١

  س دستة= نفرض أن الكمية الواجب إنتاجها من الملاعق   
  ص دستة= ة الواجب إنتاجها من السكاكين نفرض أن الكمي  ،
  

 



 ٢٦٦

 الإمكانيات المتاحة  )ص(السكاكين   )س(الملاعق  
 ١٨٠ ≤ ص٣ + س٦ النوع الأول
 ١٢٠ ≤ ص٣ + س٢ النوع الثانى
  ص أكبر ما يمكن١٠+ س ١٥= ر   :دالة الهدف

  : نحول المتباينات إلى معادلات-٢
  ١٢٠= ص ٣+ س ٢    ١٨٠= ص ٣+ س ٦  
  ٤٠=     ص ٠= س     ٦٠=    ص ٠= س   
  ٠=    ص ٦٠= س     ٠=   ص ٣٠= س   

   نرسم المعادلات-٣
وفقاً لاتجاه المتباينات تتحدد منطقة الحلول فى النقط أ، :  نحدد منطقة الحلول-٤

  ب، جـ، د
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ص١٠+ س ١٥= ر :  نعوض بالنقط فى دالة الهدف-٥
  جنيه ٤٥٠) = ٠(١٠) + ٣٠(١٥=    ر     )٠، ٣٠(النقطة أ 

   جنيه٥٢٥) = ٣٠(١٠) + ١٥(١٥=    ر     )٣٠، ١٥(النقطة ب 
   جنيه٤٠٠) = ٤٠ (١٠) + ٠(١٥=    ر     )٤٠، ٠(النقطة جـ 

١٠ 

٢٠ 

٣٠ 

٤٠ ٥٠ ٦٠ 

 ص

 س
١٠ ٢٠ ٣٠ 

 )٤٠، ٠ (جـ
٤٠ 

٥٠ 

٦٠ 

 )٣٠، ١٥(ب 

 )٠، ٣٠(أ
 )٠، ٠(د 

 منطقة الحلول

 



 ٢٦٧

  صفر) = ٠(١٠) + ٠(١٥=    ر     )٠ ، ٠(النقطة د 
  : اختيار الحل الأمثل-٦

، ١٥= أى عند س ) ب( جنيه عند نقطة ٥٢٥يتحقق أكبر ربح ممكن وقدره 
 دستة ٣٠، ) ملعقة١٨٠( دستة من الملاعق ١٥ أن إنتاج  وهذا يعنى٣٠=ص

 جنيه ٥٢٥، يحقق المصنع أقصى ربح ممكن وقدره ) قطعة٣٦٠(من السكاكين 
  .يومياً
  : تحديد الموارد المستغلة-٧

  ١٨ ≤ص ٣+ س ٦:  الأولىالآلة
          ١٨) = ٣(٣) + ١,٥(٦  

 القيد ولا توجد ساعات تشغيل غير يحقق
 مستغلة

  ١٢ ≤ص ٣+ س ٢: الثانية الآلة 
     ١٢)=٣(٣) + ١,٥(٢  

 القيد ولا توجد ساعات تشغيل غير يحقق
 مستغلة

 سعر ٤٠٠ يحقق له ضىقرر أحد الأطباء نظام غذائى معين لأحد المر):٦ (مثال
 وحدة فيتامين، فإذا كان لدى المستشفى نوعان ٣٠ وحدة بروتين و٢٠٠حرارى و

سعر ٥٠٠ع الأول تحتوى الوحدة منه على من الغذاء مما قرره الطبيب، النو
والنوع الثانى تحتوى الوحدة .  وحدات فيتامين٥وحدة بروتين و ٥٠حرارى و
فإذا كان .  وحدات فيتامين٤ وحدة بروتين و٢٠ سعر حرارى و ٨٠٠منه على 

  . جنيه٣ جنيه وسعر الوحدة من النوع الثانى ٢سعر الوحدة من النوع الأول 
مية الواجب إعطاؤها للمريض من كل نوع والتى تحقق له تحديد الك: المطلوب

  .القيمة الغذائية المطلوبة بأقل تكلفة ممكنة
الحـــل 

  : نكون المتباينات ودالة الهدف-١
  س= نفرض أن الكمية الواجب توفيرها من الغذاء الأول 
  ص = نفرض أن الكمية الواجب توفيرها من الغذاء الثانى 

  

 



 ٢٦٨

  المتاحةالإمكانيات  )ص( الثانى نوعال  )س( الأول النوع 
 ٤٠٠٠ ≥ ص٨٠٠ + س٥٠٠  حرارىسعر

 ٢٠٠ ≥ ص٢٠ + س٥٠ بروتين
 ٣٠ ≥ ص٤ + س٥ فيتامين

  أقل ما يمكن  ص٨+ س ٦= ت   :دالة التكلفة
  : نحول المتباينات إلى معادلات-٢

  ٣٠=ص٤+ س ٥    ٢٠٠= ص ٢٠+س٥٠  ٤٠٠٠= ص ٨٠٠+س٥٠٠
  ٥=    ص ٠=   س   ١٠=     ص ٠= س     ٥=     ص ٠= س 
  ٠=    ص ٦=    س   ٠=      ص ٤= س     ٠=     ص ٨= س 
  . نرسم المعادلات-٣
وفقاً لاتجاه المتباينات تتحدد منطقة الحلول فى النقط أ، :  نحدد منطقة الحلول-٤

  ب، جـ، د
    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

     
  

١ 

٢ 

٣ 

٤ ٥ ٦ 

 ص

 س
١ ٢ ٣ 

٤ 

٥ 

٦ 

٧ 

٧ ٨ ٩ 

  )١٠، ٠( د

  )٢,٥، ٤( ب

٨ 

٩ 

١٠ 

  )٥، ٢( جـ

  )٠، ٨( أ

 



 ٢٦٩

  : نعوض بالنقط فى دالة الهدف-٥
  ص٣+ س ٢= ت         
   جنيه١٦) = ٠(٣) + ٨(٢= ت     )٠ ، ٨(النقطة أ 

   جنيه١٥,٥) = ٢,٥(٣) + ٤(٢= ت     )٢,٥ ، ٤(النقطة ب 
   جنيه١٩)    = ٥(٣) + ٢(٢= ت     )٥ ، ٢(النقطة جـ 

   جنيه٣٠) = ١٠(٣) + ٠(٢= ت     )١٠، ٠(النقطة د 
  
  : اختيار الحل الأمثل-٦

 ،٤= حيث س ) ب( جنيه عند نقطة ١٥,٥تتحقق أقل تكلفة ممكنة وقدرها 
  . وحدة من الغذاء الثانى٢,٥ وحدات من الغذاء الأول و ٤ أى بتقديم ٢,٥=ص
  : تحديد الموارد المستغلة-٧

  ٤٠٠٠ ≥ص ٨٠٠+ س ٥٠٠: سعر حرارى
    ٤٠٠٠) = ٢,٥(٨٠٠) + ٤(٥٠٠  

  .يحقق القيد ولا يوجد أى نقص فى الكمية المطلوبة
  ٢٠٠ ≥ص ٢٠+  س ٥٠   :بروتين

    ٢٥٠) = ٢,٥(٢٠) + ٤(٥٠  
  . وحدة يوفرها الغذاء عن الحد الأدنى٥٠القيد ويوجد زيادة يحقق 
  ٣٠ ≥ص ٤+ س ٥   :فيتامين

    ٣٠) = ٢,٥(٤) + ٤(٥  
  .يحقق القيد ولا يوجد أى نقص فى الكمية المطلوبة

 



 ٢٧٠

 



 ٢٧١
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 ٢٧٣

 
وتمتاز هذه الطريقة بقدرتها على التعامل مع المشكلات الخاصة بأكثر   

من متغيرين مثل الطريقة الجبرية إلا أنها تتفوق عليها فى أنها قادرة على 
التوقف عن متابعة الحل عند مرحلة يكون عندها الحل مثالياً، بمعنى آخر أننا فى 

تحديد كل نقاط الحل، ثم نستبعد ما لا يتفق مع أى الطريقة الجبرية نضطر إلى 
من المتباينات، ثم نعوض بنقاط الحل الممكن فى دالة الهدف ثم نختار الحل 

  .الأمثل حسب دالة الهدف
أما فى طريقة السمبلكس فإننا نبدأ الحل باختيار أفضل نقطة ممكنة ثم   

ا كان من الممكن إجراء نختبر الحل فإذا كان حلاً مثالياً نتوقف عنده، أما إذ
نستمر ) زيادة الربح أو تخفيض التكلفة(تحسين على الحل يؤدى إلى نتائج أفضل 

فى الحل إلى أن نصل إلى الحل الأمثل، وهذا يوفر كثيراً فى الوقت وخاصة إذا 
  .كان الحل يدوياً وليس باستخدام الحاسب الآلى

  :ويقوم أسلوب السمبلكس على مبدأين أساسيين هما  
  .Feasible Solutionsمبدأ الحلول الممكنة  -١
 .Optimalityمبدأ المثالية  -٢

وكل حل يتم التوصل إليه باستخدام أسلوب السمبلكس لابد أن يكون أفضل من 
  .الحلول السابقة له، ولابد أن يكون الحل الأمثل أحد الحلول الممكنة

  
السمبلكس طریقة باستخدام الحل خطوات 
 Slackثل الموارد غير المستغلة أو الراكدة يتم إضافة متغيرات تم -١

Variables وسالبة فى ) ≤( وهى ذات إشارة موجبة فى المتباينات
  ).≥(المتباينات 

المتغيرات المضافة إلى المعادلات يفترض أنها المتغيرات الأساسية  -٢
وتعتمد . صفر= على أنها لا تحقق أى عائد فقيمتها فى دالة الهدف 

 محاولة إدخال المتغيرات غير الأساسية فى طريقة السمبلكس على

 



 ٢٧٤

لتحل محل ) وهى المتغيرات التى تتضمنها المتباينات(نموذج الحل 
 .المتغيرات الأساسية المفترضة

 .يتم وضع المعادلات ودالة الهدف فى شكل جدول -٣
تعتمد طريقة السمبلكس على أسلوب التخفيض المحورى لإيجاد مقلوب  -٤

ت المتغيرات فى المعادلات بالإضافة إلى المصفوفة التى تمثل معاملا
وهذا يعنى أن كل عمود . مصفوفة الوحدة التى تمثل المتغيرات الراكدة

من أعمدة مصفوفة معاملات المتغيرات يتحدد فيه عنصر معين نحوله 
إلى واحد صحيح وباقى عناصر العمود إلى أصفار وفقاً لما يعرف 

 .بمفتاح الحل
 وفقاً لأكبر قيمة موجبة فى The Key Columnيتحدد عمود المفتاح  -٥

فى ) أكبر رقم بإشارة سالبة(دالة الهدف فى حالة التعظيم وأقل قيمة 
دالة الهدف فى حالة التدنية ومنه يتحدد العنصر الداخل كمتغير أساسى 

 .للحل
 بقسمة عمود الثوابت على عمود The Key Rowيتحدد صف المفتاح  -٦

ومنه يتحدد العنصر . جبة من ناتج القسمةالمفتاح ونختار أقل قيمة مو
 .الخارج كمتغير غير أساسى

 بالعنصر الذى يتلاقى عنده The Key Numberيتحدد رقم المفتاح  -٧
عمود المفتاح مع صف المفتاح وهذا العنصر نحوله إلى واحد صحيح 

 .وباقى عناصر العمود إلى أصفار
أو ) لة التعظيمفى حا(نستمر فى الحل طالما كانت هناك قيم موجبة  -٨

فى دالة الهدف تحت المتغيرات الواردة فى ) فى حالة التدنية(سالبة 
 .المعادلات

هناك فروقاً جوهرية فى خطوات الحل بطريقة السمبلكس فى حالة  -٩
 .التعظيم عن حالة التدنية ويتضح ذلك لاحقاً

 يمكن إجراء اختبار مثالية للحل حتى نتأكد أن الحل الذى توصلنا إليه  -١٠
 .ثل الحل الأمثليم

 



 ٢٧٥

  
مصنع دمياط لفرش السيارات ينتج نوعين من فرش السيارات، فإذا ):١ (مثال

 ٣كانت الوحدة من النوع الأول تحتاج إلى ساعتين عمل فى قسم التفصيل و
 ساعات ٤ساعات عمل فى قسم الحياكة والوحدة من النوع الثانى تحتاج إلى 

فإذا كانت ساعات العمل . لحياكةعمل فى قسم التفصيل وساعتين عمل فى قسم ا
 ساعة ١٢ ساعة عمل وفى قسم الحياكة ١٦المتاحة يومياً فى قسم التفصيل 

 جنيه ومن النوع الثانى ٢٠فإذا علمت أن ربح بيع الوحدة من النوع الأول . عمل
حدد الكمية الواجب إنتاجها يومياً من كل نوع لكى يحقق المصنع أكبر .  جنيه١٥

  .ربح ممكن
ــلالحـ 

  : نكون المتباينات ودالة الهدف-١
  س= نفرض أن الكمية الواجب إنتاجها من النوع الأول من فرش السيارات 
  ص= نفرض أن الكمية الواجب إنتاجها من النوع الثانى من فرش السيارات 

 الموارد المتاحة  )ص(النوع الثانى   )س(النوع الأول  

 ١٦ ≤ ص٤ + س٢ قسم التفصيل

 ١٢ ≤ ص٢ + س٣ ةقسم الحياك

  أكبر ربح ممكن  ص١٥+ س ٢٠= دالة الهدف هـ 
 ٢، م١ نحول المتباينات إلى معادلات بعد إضافة المتغيرات الراكدة م-٢

  :للمعادلتين
  ١٦ = ١م+ ص ٤+ س ٢  
  ١٢ = ٢م+ ص ٢+ س ٣  
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  : نكون جدول الحل المبدئى-٣
 النسبة الثوابت ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ١٦ ٠ ١ ٤ ٢ ١م
٨= ١٦ 

 ١٢ ١ ٠ ٢ ٣ ٢م
٤=( ١٢( 

  ٠ ٠ ٠ ١٥ ٢٠ هـ

  
  

المبدئى الحل جدول على ملاحظات 
 متغيرين أساسيين لا يحقق أى ربح للمنشأة وبالتالى ٢، م١إن افتراض أن م -١

لكى ) خطوات طريقة السمبلكس(لابد من التفكير فى سلسلة من الإجراءات 
ة فى النموذج، والذى يمكن أن يحقق يحل أحد المتغيرات غير الأساسي

  .ربحاً، محل المتغيرات الأساسية
تحديد المتغير الداخل كمتغير أساسى يقوم على أساس المتغير الذى يحقق  -٢

=  جنيه ومن ص ٢٠= ربحاً أكبر فالربح المحقق من إنتاج وحدة من س 
 . جنيه وبالتالى نختار إدخال س كمتغير أساسى١٥

 لابد أن نراعى شروط عدم ٢، م١خارج من بين ملكى نحدد المتغير ال -٣
السلبية وذلك بأن نحدد عدد الوحدات التى يمكن إنتاجها من س بقسمة 

ساعات العمل المتاحة فى كل (عمود الثوابت والذى يمثل الموارد المتاحة 
معاملات س فى المعادلات والتى تمثل معدل الإحلال بين س وكل ÷ ) قسم
فى الصف الأول يعنى أن عدم إنتاج وحدة من س ) ٢(فالرقم . ٢، م١من م

فى ) ٣(يؤدى إلى وجود ساعتين عمل معطلتين فى قسم التفصيل، والرقم 
 ساعات ٣الصف الثانى يعنى أن عدم إنتاج وحدة من س يؤدى إلى وجود 

 .عمل معطلة فى قسم الحياكة

   صف المفتاح→ →يحل محله س 
 )أقل قيمة موجبة(

↑  
 )أكبر قيمة موجبة(عمود المفتاح 
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اجها باستخدام وعملية القسمة تعطى لنا عدد الوحدات من النوع س، والتى يتم إنت
 وكذلك عدد الوحدات من . وحدات٨=        = ساعات العمل فى القسم الأول 

 ٤=       = النوع س والتى يتم إنتاجها باستخدام ساعات العمل فى القسم الثانى 
  .وحدات

 وحدات من س لا يحقق شرط عدم السلبية لأن إنتاجها يحتاج ٨فإنتاج   
بينما ساعات العمل المتاحة فى ) ٨×٣ + ٨× ٢( ساعة عمل فى القسمين ٤٠إلى 

  . ساعة فقط٢٨القسمين تبلغ 
 وحدات من س يمكن أن يتم فى حدود ساعات العمل ٤بينما إنتاج   

 ساعة عمل فقط أى أقل من ٢٠ وحدات من س يحتاج إلى ٤المتاحة لأن إنتاج 
  .ساعات العمل المتاحة فى القسمين

 

لكسالسمب طریقة خطوات إجراء فى نبدأ 
   رقم المفتاح→ ٣÷ ) صف المفتاح(بقسمة عناصر الصف الثانى 

 ٤  ٣   ٠ ٣  ١  الصف الثانى الجديد يصبح  ١ ٢  
 وجمعه على ٢-× الصف الأول الجديد ينتج من ضرب الصف الثانى الجديد 

  .الصف الأول القديم
 ٨-  ٣ ٠ ٣  ٢- حاصل الضرب  ٢- ٤- 

 ١٦  ٠ ١ ٤  ٢ الصف الأول القديم
  بالجمع                  

 ٨  ٣ ١ ٣  ٠  الصف الأول الجديد  ٢- ٨  

 وجمعه على الصف الثالث ٢٠-× الصف الثالث الجديد ينتج من ضرب الصف الثانى الجديد 
  .القديم

 ٨٠-  ٣ ٠ ٣  ٢٠- حاصل الضرب  ٢٠- ٤٠- 
 ٠  ٠ ٠ ١٥  ٢٠ الصف الثالث القديم

  بالجمع                  
 ٨٠-  ٣ ٠ ٣  ٠  الثالث الجديدالصف   ٢٠- ٥  

  

١٦ 
٢ 

١٢ 
٣ 
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  جدول الحل الثانى
 النسبة الثوابت ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ٨ ٠ ١م
٣  

١ 
-
٢ 
٣  

٣ ٨ 

 ٢ ٣ س
٣  

١ ٠ 
٣  

٦ ٤ 
 ٥ ٠ هـ

٣  
٢٠- ٠ 

٣  
٨  

  
  

 هذا الحل لا يمثل الحل ∴لازالت هناك قيم موجبة فى دالة الهدف   
 عمود المفتاح هو عمود ∴لأن القيم الموجبة قيمة واحدة فى عمود ص الأمثل و

  . ص يدخل كمتغير أساسى∴ص 
وبقسمة عمود الثوابت على عمود المفتاح فإن الصف الأول هو صف المفتاح 

  ليحل محله ص والرقم       وهو المفتاح يحول إلى واحد صحيح ١ويخرج م
    × ناصر الصف الأول وباقى عناصر العمود إلى أصفار بضرب ع

 ٣  ٤  ٨       ١ ٠  الصف الأول الجديد  ١- ٣ 
  

وجمعه على الصف الثانى ×      الصف الثانى الجديد ينتج من ضرب الصف الأول الجديد 
  .القديم

 ٢-  ٠ حاصل الضرب
٣  

 -١ 
٤  

 ١ 
٦  

 -٢ 
          

 ٢  ١ الصف الثانى القديم
٣  

 ١  ٠ 
٣  

 ٤ 
  بالجمع

 ١-  ٠  ١ الصف الثانى الجديد
٤  

 ١ 
٢  

 ٢ 
  

  

  صف المفتاح→

↑  
 فتاحعمود الم

٨ 
٣ 

٣ 
٨ 

-٢  
٣ 
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وجمعه على ×      الصف الثالث الجديد ينتج من ضرب الصف الأول الجديد 
  .الصف الثالث القديم

 ٥-  ٠ حاصل الضرب
٣  

 -٥ 
٨  

 ٥ 
١٢  

 -٥ 
          

 ٥  ٠ الصف الثالث القديم
٣  

 ٢٠-  ٠ 
٣  

 -٨٠ 
  بالجمع

 ٥-  ٠  ٠ الصف الثالث الجديد
٨  

 -٢٥ 
٤  

 -٨٥ 

  جدول الحل الثالث
 الثوابت ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ١ ٠ ص
٣ 

٨  

-١ 

٤  
٣ 

 ٠ ٣ س
-١ 

٤  

١ 

٢  
٢ 

 هـ
٠ ٠ 

-٥ 

٨  

-٢٥ 

٤  
-٨٥ 

لم تعد هناك قيم موجبة فى دالة الهدف وتتحقق النهاية العظمى للدالة وقدرها 
 أى بإنتاج وحدتين من النوع الأول من فرش ٣= ، ص ٢=  عند س جنيه٨٥

 وحدات من النوع الثانى من فرش السيارات يحقق المصنع ربح ٣السيارات و
  . جنيه٨٥يومى 
الحل مثالیة اختبار 

إذا كانت عناصر دالة الهدف فى عمود الحل النهائى تساوى القيمة   
  .يكون الحل الأمثل أهـ فإن الحل الذى توصلنا إليه –) هـ(د

قيمة ص، س فى دالة × ، أهـ نحصل عليها بضرب أعمدة جدول الحل النهائى 
  ).لاحظ ترتيب وجودها فى جدول الحل النهائى(الهدف الأصلية 

  

-٥  
٣ 

 



 ٢٨٠

 ١٥) =هـ(ص فى د
← 

٠ 
 

١ 
 ٣ 

٨  
 -١ 

٤  
 

٣ 

          

 ١-  ٠  ١ ← ٢٠)=هـ(س فى د
٤  

 ١ 
٢  

 ٢ 

 أ هـ
٠×١٥  
+  
١×٢٠ 

 

١×١٥  
+  
١×٢٠ 

    
٨ ×١٥ ٣  

+  
-٤ ×٢٠ ١  

 -٤ ×١٥ ١ 
+  

٢ ×٢٠ ١  

 

٣×١٥  
+  
٢×٢٠ 

 

   
              )هـ(د    

      
 

     ٢٠          

     ١٥ 
     ٠  

 

     ٠ 
     ٠  

 
  ٨ ٥  ١٥  ٢٠-   أهـ   

 ٤  ٢٥  
 ٨٥ 

             بالطرح
 ٥-  ٠  ٠      أهـ-)هـ(د

٨  
 -٢٥ 

٤  
 -٨٥ 

                  
  .وهى قيمة الصف الأخير من جدول الحل النهائى

جداً ھام 
لابد أن نتفهم طبيعة ومعنى الأرقام الواردة فى أى جدول من جداول الحل حيث 
أن الأرقام الواردة فى أى صف تمثل معدلات الإحلال بين المتغير الأساسى 

 الأرقام فعلى سبيل المثال لو رجعنا إلى. والمتغيرات الموجودة فى الأعمدة
) س(الواردة فى جدول الحل الثانى والموجودة فى الصف الثانى بعد إدخال 

  :كمتغير أساسى لوجدناها كما يلى
 ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ١ س
٢ 

٣  
٠ 

١ 

٣  
معناه معدل الإحلال بين س، س فإدخال وحدة من س معناه ) ١(والرقم   

  .الاستغناء عن وحدة من س فى نفس الوقت

× 

× 

 



 ٢٨١

معناه معدل الإحلال بين س، ص فإدخال وحدة من ص معناه (   ) والرقم
الاستغناء عن        وحدة من س فى نفس الوقت لأن الوحدة من ص تحتاج إلى 

  ساعتين فى قسم الحياكة بينما الوحدة من س
 ساعة التى تحتاجها ٢=  ساعات ٣×  وحدة من س  (     ساعات ٣تحتاج إلى 

  ٠)وحدة من ص 
معناه عدم وجود علاقة إحلال بين المتغير س وساعات العمل الراكدة ) ٠(رقم وال
  .فى قسم التفصيل) غير المستغلة أو العاطلة(

والرقم        معناه معدل الإحلال بين المتغير س وساعات العمل العاطلة فى 
قسم الحياكة وهو يعنى أن زيادة ساعات التعطل فى قسم الحياكة بمقدار ساعة 

 ٣الوحدة من س تحتاج إلى .  (ؤدى إلى التعطل عن إنتاج      وحدة من سي
  )ساعات عمل فى قسم الحياكة

 قيماً ٢ ، م١مالقيم الواردة فى الصف الأخير من جدول الحل النهائى وتحت 
معناها أن تعطل العمل ساعة واحدة فى القسم (      )       ، (      ) سالبة 
)  قرش٦٢,٥(كلف الشركة      جنيه أى يقلل الأرباح بمقدار  ي) التفصيل(الأول 

فإن تعطل العمل بمقدار ساعة واحدة ) الحياكة(ونفس الوضع بالنسبة للقسم الثانى 
  . جنيه٦,٢٥يؤدى إلى خفض الأرباح بما قيمته       جنيه أى 

بمقدار ساعة ) التفصيل(ومعنى ذلك أن زيادة ساعات العمل فى القسم الأول 
يؤدى إلى زيادة الأرباح بما قيمته       جنيه وزيادة ساعة واحدة فى القسم 

 ويطلق على – جنيه ٦,٢٥تؤدى إلى زيادة الأرباح بما قيمته ) الحياكة(الثانى 

٢ 
٣ 

١ 
٣ 

١ 
٣ 

-٥  
٨ 

-٢٥  
٥ ٤ 

٨ 

٥ 
٨ 

٢٥ 
٤ 

٥ 
٨ 

٢ 
٣ 

٢ 
٣ 
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 أو Marginal Profitهاتين القيمتين فى التحليل الاقتصادى الأرباح الحدية 
  .Shadow Pricesأسعار الظل 

فى كل قسم ) ساعات العمل(ظل للوحدة من الموارد المتاحة إن معرفة أسعار ال
  :يمكنا من حساب القيمة الحقيقية للموارد المتاحة

٥ 
  ×١٦= قيمة الموارد المتاحة فى قسم التفصيل 

٨ 
 =١٠ 

٢٥ 
  ×١٢= قيمة الموارد المتاحة فى قسم الحياكة 

٤ 
 =٧٥ 

  ٨٥                         مجموع قيم الموارد المتاحة
ويلاحظ أن قيمة الموارد المتاحة تتساوى تماماً مع رقم الأرباح الذى   

 Dualيحققه الحل الأمثل وهو ما يطلق عليه المشكلة الثنائية أو التوأم 

Problemًفى البرمجة الخطية وسوف نعرض لها لاحقا .  
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 ٢٨٤

 



 ٢٨٥

 
 

  
سبق أن أشرنا إلى أن أولى خطوات طريقة السمبلكس هى تحويل 
المتباينات إلى معادلات بعد إضافة متغيرات راكدة تمثل الموارد غير المستغلة أو 

وسالبة فى حالة ) ≤المتباينات (ة التعظيم العاطلة تكون قيمتها موجبة فى حال
  ).≥المتباينات (التدنية 

ويجب أن نلاحظ أن إضافة متغيرات راكدة بإشارة سالبة لا يحقق شرط 
عدم السلبية وبالتالى لابد من إضافة متغيرات يطلق عليها البعض متغيرات 

  وهى تمثل وحداتArtificial Variablesصورية أو اصطناعية أو وهمية 
إنتاج وهمية لها قيمة موجبة تتضاءل مع كل محاولة لتحسين الحل حتى تصل 

  .إلى الصفر عند الوصول إلى الحل الأمثل
تتكون من المتغيرات ) و(ثم نكون دالة هدف جديدة نرمز لها بالرمز 

  .الوهمية
  :وتمر خطوات الحل بمرحلتين

الأولى المرحلة 
، ١ط(ى سوف نرمز لها بالرموز وفيها نتخلص من المتغيرات الوهمية الت  

  .حيث يفترض أنها تمثل المتغيرات الأساسية.....) ، ٣، ط٢ط
الثانیة المرحلة 
بعد أن نتخلص من أعمدة المتغيرات الوهمية وصف دالة الهدف الجديدة   

فإما أن نكون قد وصلنا ) هـ(تبدأ المرحلة الثانية على دالة الهدف الأصلية ) و(
و نستمر فى خطوات الحل إذا ظلت هناك قيماً سالبة فى دالة إلى الحل الأمثل أ

  .Non-basic Variablesالهدف الأصلية تحت المتغيرات غير الأساسية 
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  :ويمكن أن نتتبع خطوات الحل من خلال المثال التالى  
  

 مصرية للإنتاج الزراعى تستخدم نوعين من الأسمدة تباع شركة): ٢ (مثال
ويغذى .  جنيه٨ جنيه ومن النوع الثانى بسعر ٦بسعر الوحدة من النوع الأول 

كل منهما التربة الزراعية بما تحتاجه من النترات والبوتاس فإذا كانت الوحدة من 
 وحدات من ٥ وحدات من النترات و٣ بـ تربةالنوع الأول من السماد تمد ال

من  وحدات ٦البوتاس، والوحدة من النوع الثانى من السماد تمد التربة بـ 
فإذا كان الحد الأدنى المطلوب للتربة من النترات . النترات ووحدتين من البوتاس

حدد الكمية الواجب شراؤها من كل نوع من .  وحدة٢٥ وحدة ومن البوتاس ٣٩
  .نوعى السماد لإمداد التربة بما تحتاجه من مواد كيماوية بأقل تكلفة ممكنة

الحـــل 
  س=  النوع الأول من السماد نفرض أن الكمية الواجب شراؤها من  
  ص= نفرض أن الكمية الواجب شراؤها من النوع الثانى من السماد   
  المتاحةالإمكانيات  )ص( الثانى النوع  )س( الأول النوع 

 ٣٩ ≥ ص٦ + س٣ نترات
 ٢٥ ≥ ص٢ + س٥ بوتاس

  ص أقل ما يمكن٨+ س ٦) = هـ(د: دالة الهدف
بإشارات ) ٢، م١م( إضافة متغيرات راكدة  نحول المتباينات إلى معادلات مع-١

  .بإشارات موجبة) ٢، ط١ط(سالبة ومتغيرات وهمية 
  

  ٣٩ = ١ط + ١ م–ص ٦+ س ٣      
  ٢٥ = ٢ط + ٢ م–ص ٢+ س ٥      

  ٢ط + ١ط) = و( نكون دالة هدف جديدة -٢
  ١م+ ص ٦ –س ٣ – ٣٩ = ١ط      
  ٢م+ ص ٢ –س ٥ – ٢٥ = ٢ط      
            بالجمع                                  
  ٢م + ١م+ ص ٨ –س ٨ – ٦٤= و       
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 نضع المتغيرات ودالة الهدف الأصلية ودالة الهدف الجديدة فى شكل نموذج -٣
  .الحل المبدئى

  جدول الحل المبدئى
 النسبة الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ٣٩ ٣٩ ٠ ١ ٠ ١- ٦ ٣ ١ط
١٣=  ٣ 

 
 ٢٥ ٢٥ ١ ٠ ١- ٠ ٢ ٥ ٢ط

٥=  ٥ 
 

  ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٨ ٦ هـ
  ٦٤ ٠ ٠ ١ ١ ٨- ٨- و

  
فى دالة ) أكبر رقم بإشارة سالبة(يتحدد عمود المفتاح وفقاً لأقل قيمة 

 نبدأ بعمود س والصف ∴.  وحيث أنهما قيمتان متساويتان) و(الهدف الجديدة 
  الثانى هو صف المفتاح

 واحد صحيح وباقى عناصر  يحول إلى٥=  ويحل محله س ورقم المفتاح ٢ يخرج ط∴
  .العمود إلى أصفار

  ٥÷  عناصر الصف الثانى بقسمة  
 ٢ ١  الثانى الجديدالصف

١- ٠  ٥ 
١ ٠  ٥ 

٥  ٥ 
  

 وجمعه على الصف الأول ٣-×  الأول الجديد ينتج من ضرب الصف الثانى الجديد الصف
  .القديم

 ٦- ٣-  الضربحاصل
٣ ٠  ٥ 

٣- ٠  ٥ 
١٥-  ٥ 

 ٣٩ ٠ ١ ٠ ١- ٦ ٣ لأول القديم االصف
    

  بالجمع                                                                         
 ٢٤ ٠  الأول الجديدالصف

٣ ١-  ٥ 
٣- ١  ٥ 

٢٤  ٥ 
  

   صف→
  المفتاح

 →يخرج 
ويحل محله 

 س

↑  
 عمود المفتاح

 



 ٢٨٨

 وجمعه على الصف الثالث ٦-×  الثالث الجديد ينتج من ضرب الصف الثانى الجديد الصف
  .القديم

 ١٢- ٦-  الضربحاصل
٦ ٠  ٥ 

٦- ٠  ٥ 
٣٠-  ٥ 

  ٨ ٦  الثالث القديمالصف
 ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ 

  
  بالجمع                                                                   

 ٢٨ ٠ لجديد الثالث االصف
٦ ٠  ٥ 

٦- ٠  ٥ 
٣٠-  ٥ 

  
 وجمعه على الصف الرابع ٨ ×  الرابع الجديد ينتج من ضرب الصف الثانى الجديدالصف
  .القديم

 ١٦  ٨  الضربحاصل
٨- ٠  ٥ 

٨ ٠  ٥ 
٤٠  ٥ 

 ٦٤ ٠ ٠ ١ ١ ٨- ٨- القديم الرابع الصف
  

                                                       بالجمع    
 ٢٤- ٠  الرابع الجديدالصف

٣- ١  ٥ 
٨ ٠  ٥ 

١٠٤  ٥ 
  جدول الحل الثانى

  راتمتغي
 النسبة الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ص س أساسية
 ٢٤ ٠ ١ط

٥  
-
١ 

٣ 
٣- ١  ٥ 

٥ ٢٤  ٥ 
 ٢ ١ ٢ط

١- ٠  ٥ 
١ ٠  ٥ 

١٢,٥ ٥  ٥ 
 ٢٨ ٠ هـ

٦ ٠  ٥ 
٦- ٠  ٥ 

٣٠-  ٥  
 ٢٤- ٠ و

٣- ١  ٥ 
٨ ٠  ٥ 

١٠٤  ٥  
  

   الوهميةولم يتم التخلص من المتغيرات) و(مازالت هناك قيم سالبة فى 
 ٥ ) =و( نستمر فى الحل، أكبر رقم بإشارة سالبة فى ∴ ٢٤-

   فى الصف الأول٥=  عمود ص هو عمود المفتاح، وأقل نسبة موجبة ∴
  ١ الصف الأول هو صف المفتاح وبالتالى يخرج ط∴

 يحول إلى واحد صحيح وباقى عناصر ٥ =ويحل محله ص ورقم المفتاح  ٢٤

  صف المفتاح →

↑  
 عمود المفتاح

 



 ٢٨٩

  .العمود إلى أصفار
 ٢٤ × ضرب الصف الأول ب ٥

  

 ٥- ١ ٠ الصف الأول الجديد
٢٤  

١ 
٨  

٥ 
٢٤  

-١ 
٨  

٥ 
  

 ٥ ×الصف الثانى الجديد ينتج من ضرب الصف الأول الجديد  ٢-
  .وجمعه على الصف الثانى القديم

 ٢- ٠ حاصل الضرب
٥  

١ 
١٢  

-١ 
٢٠  

١ 
١٢  

١ 
٣-  ٢٠ 

 ١- ٠ ٨ ١ الصف الثانى القديم
١ ٠  ٥ 

٥  ٥ 
  

                                                                  بالجمع  
 ١ ٠ ١ الصف الثانى الجديد

١٢  
-١ 
٤  

-١ 
١٢  

١ 
٤  

٣ 
  

 ٥ ×الصف الثالث الجديد ينتج من ضرب الصف الأول الجديد  ٢٨-
  وجمعه على الصف الثالث القديم

 ٢٨- ٠ حاصل الضرب
٥  

٧ 
٦  

-٧ 
١٠  

-٧ 
٦  

٧ 
١٠  

-٢٨ 

 ٢٨ ٠ الصف الثالث القديم
٥  

٦ ٠ 
٥  

٦- ٠ 
٥  

-٣٠ 
  

بالجمع                                                                
 ٧ ٠ ٠ الصف الثالث الجديد

٦  
١ 
٢  

-٧ 
٦  

-١ 
٥٨-  ٢ 

  

 ٥ × ضرب الصف الأول الجديد الصف الرابع الجديد ينتج من ٢٤
  .وجمعه على الصف الرابع القديم

 ٢٤ ٠ حاصل الضرب
٥  

-٣ ١ 
٥  

٣- ١ 
٥  

٢٤ 

 ٢٤- ٠ الصف الرابع القديم
٥  

٣- ١ 
٥  

٨ ٠ 
٥  

١٠٤ 

                                             بالجمع      
 ١٢٨ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ الصف الرابع الجديد

 



 ٢٩٠

  ل الحل الثالثجدو
  متغيرات
 الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ص س أساسية

 ٥- ١ ٠ ص
٢٤  

١ 
٨  

٥ 
٢٤  

-١ 
٨  

٥ 

 ١ ٠ ١ س
١٢  

-١ 
٤  

-١ 
١٢  

١ 
٤  

٣ 

 ٧ ٠ ٠ هـ
٦  

١ 
٢  

-٧ 
٦  

-١ 
٢  

-٥٨ 
 ١٢٨ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ و

  
  ).و( سالبة فى ولم تعد هناك قيماً) ٢، ط١ط(ثم التخلص من المتغيرات الوهمية 

، ١ تنتهى المرحلة الأولى من الحل وتبدأ المرحلة الثانية بعد شطب أعمدة ط∴
  .من جدول الحل السابق) و( وصف ٢ط

  جدول الحل النهائى
 الثوابت ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ٥- ١ ٠ ص
٢٤  

١ 
٨  

٥ 

 ١ ٠ ١ س
١٢  

-١ 
٤  

٣ 

 ٧ ٠ ٠ هـ
٦  

١ 
٢  

-٥٨ 

تحت ) هـ( لا توجد قيماً سالبة فى دالة الهدف الأصلية يلاحظ أنه  
المتغيرات غير الأساسية وهذا يعنى أننا توصلنا إلى الحل النهائى ويعتبر الجدول 

حيث تصل الدالة . الممثل لبداية المرحلة الثانية من الحل هو جدول الحل النهائى
   .٥= ، ص ٣=  عند س ٥٨إلى نهايتها الصغرى وقدرها 

 وحدات ٥ وحدات من النوع الأول من السماد و٣ يعنى أنه بشراء وهذا  
  . جنيه٥٨من النوع الثانى يمكننا توفير ما تحتاجه التربة بأقل تكلفة وقدرها 

  

 



 ٢٩١

جداً ھامة ملحوظة 
يمكننا تقليل خطوات الحل بأن نبدأ المرحلة الأولى للحل بدون دالة الهدف 

نستبعد دالة ) ٢، ط١ط(رات الوهمية وبعد أن نتخلص من المتغي) هـ(الأصلية 
 ثم نتوصل إلى الصف الممثل لدالة الهدف الأصلية ٢، ط١وأعمدة ط) و(الهدف 

  :من خلال إجراء اختبار المثالية) هـ(
  : أهـ كما يلى–) هـ(د  
 الثوابت ٢م ١م ص س   أساسيةتغيرات

 ٥- ١ ٠ ×← ٨=  لهدف دالة افى ص
٢٤  

١ 
٥  ٨ 

 ١ ٠ ١ ×← ٦=   فى دالة الهدفس
١٢  

-١ 
٣  ٤ 

  أهـ
٠×٨  

+  
١×٦ 

١×٨  
+  

٠×٦ 

-٢٤ ×٨ ٥ 
+  

-١٢ ×٦ ١  

٨ ×٨ ١ 
+  

-٤ ×٦ ١  

٥×٨  
+  

٣×٦ 
 ٠ ٠ ٠ ٨     ٦ )هـ(د  

 ٧- ٨ ٦ أهـ
٦  

-١ 
٥٨  ٢ 

 ٧ ٠ ٠  أ هـ–) هـ(د
٦  

١ 
٥٨-  ٢ 

  ع٣+ ص ٨+ س ٤) = ھـ(د  : لنھایة الصغرى للدالةأوجد ا  ):٣ (مثال
  ٢ ≥ص + س   :     بالقيود التالية  
  ٥ ≥ع + ص ٢                         
   صفر≥                      س، ص، ع   

الحــــل 
 نحول المتباينات إلى معادلات بعد إضافة المتغيرات الراكدة والمتغيرات -١

  :الوهمية
  ٢  =١ط + ١ م–ص + س   
  ٥ = ٢ط + ١ م–ع + ص ٢  

  ٢ط + ١ط) = و( نكون دالة هدف جديدة -٢
  ١م+  ص – س – ٢ = ١ط  
  ٢م+  ع –ص ٢ – ٥ = ٢ط  

   
  ٢م + ١م+  ع –ص ٣ – س – ٧= و   

 



 ٢٩٢

فى ) و(ودالة الهدف الجديدة ) هـ( نضع المتباينات ودالة الهدف الأصلية -٣
  :شكل جدول مبدئى للحل

  )الأول(جدول الحل المبدئى     
  تغيراتم

 أساسية
 النسبة الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ع ص س

 ٢ ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ ١ط
 ٢,٥ ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ ٢ط
  ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٨ ٤ هـ
  ٧ ٠ ٠ ١ ١ ١- ٣- ١- و

  عمود ص هو عمود المفتاح والصف الأول هو صف المفتاح
  : يظل الصف الأول كما هو∴ ١= ، رقم المفتاح ١ ص يحل محل ط∴

 ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١  الجديدالصف الأول

  القديم) ٢(صف  + ٢-× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٢(صف 
 ٤- ٠ ٢- ٠ ٢ ٠ ٢- ٢- حاصل الضرب

 ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ القديم) ٢(صف 
         

 ١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢- الجديد) ٢(صف 
  

  القديم) ٣(صف  + ٨-× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٣(صف 
 ١٦- ٠ ٨- ٠ ٨ ٠ ٨- ٨- حاصل الضرب

 ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٨ ٤ القديم) ٣(صف 
         

 ١٦- ٠ ٨- ٠ ٨ ٣ ٠ ٤- الجديد) ٣(صف 

  القديم) ٤(صف  + ٣× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٤(صف 
 ٦ ٠ ٣ ٠ ٣- ٠ ٣ ٣ حاصل الضرب

 ٧ ٠ ٠ ١ ١ ١- ٣- ١- القديم) ٤(صف 
         

 ١٣ ٠ ٣ ١ ٢- ١- ٠ ٢ الجديد) ٤(صف 

 



 ٢٩٣

   الثانىجدول الحل
  متغيرات
 أساسية

 النسبة الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ع ص س

  ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ ص

 ٠,٥ ١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢- ٢ط
  ١٦- ٠ ٨- ٠ ٨ ٣ ٠ ٤- هـ

  ١٣ ٠ ٣ ١ ٢- ١- ٠ ٢ و

   هو عمود المفتاح والصف الثانى هو صف المفتاحععمود 
باقى عناصر العمود حول تو كما هو بقى ي١=  ورقم المفتاح ٢ تحل محل طع ∴

  .إلى أصفار
  ما هوكالثانى الجديد الصف   
 ١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢- الجديد) ٢(صف 

  ما هوكالجديد ) ١(صف 
 ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ الجديد) ١(صف 

  القديم) ٣(صف  + ٣-× الجديد ) ٢(صف = الجديد ) ٣(صف 
 ٣- ٣- ٦ ٣ ٦- ٣- ٠ ٦ حاصل الضرب

 ١٦- ٠ ٨- ٠ ٨ ٣ ٠ ٤- القديم) ٣(صف 
         

 ١٩- ٣- ٢- ٣ ٢ ٠ ٠ ٢ الجديد) ٣(صف 

  القديم) ٤(صف  + ١× الجديد ) ٢(صف = الجديد ) ٤(صف 
 ١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢- حاصل الضرب

 ١٣ ٠ ٣ ١ ٢- ١- ٠ ٢ القديم) ٤(صف 
         

 ١٤ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ الجديد) ٤(صف 

  

 



 ٢٩٤

  جدول الحل الثالث
  متغيرات
 أساسية

 الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ع ص س

 ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ ص
 ١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢- ع
 ١٩- ٣- ٢- ٣ ٢ ٠ ٠ ٢ هـ
 ١٤ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ و

وبعد أن تم التخلص من المتغيرات الوهمية نقوم بشطب أعمدة المتغيرات   
  .ثم نبدأ المرحلة الثانية من الحل) و(الوهمية وصف دالة الهدف 

  القديم) ٤(صف  + ١× الجديد ) ٢(صف = جديد ال) ٤(صف 
 ١ ١- ٢ ١ ٠ ٢- حاصل الضرب

 ٢٠- ٤ ٠ ١- ٠ ٤ القديم) ٣(صف 
       

 ١٩- ٣ ٢ ٠ ٠ ٢ الجديد) ٣(صف 

  جدول الحل النهائى
 الثوابت ٢م ١م ع ص س متغيرات أساسية

 ٢ ٠ ١- ٠ ١ ١ ص
 ١ ١- ٢ ١ ٠ ٢- ع
 ١٩- ٣ ٢ ٠ ٠ ٢ هـ

    
 سالبة فى دالة الهدف تحت أعمدة المتغيرات غير الأساسية لم تعد هناك قيم

وبالتالى نكون قد وصلنا إلى الحل النهائى حيث تبلغ الدالة نهايتها الصغرى 
  .١= ، ع ٢= ، ص ٠=  عند س ١٩وقدرها 

  
  
  

 



 ٢٩٥

الحل مثالیة اختبار 
 ٠ ٠ ٠ ٣ ٨ ٤ )هـ(د

 ١٩ ٣- ٢- ٣ ٨ ٢ أ هـ
       

 ١٩- ٣ ٢ ٠ ٠ ٢  أ هـ–) هـ(د

  .فى جدول الحل النهائى) هـ(وهى نفس قيمة صف 
  

ھامة ملاحظات 
) ≤( أن قيود مشاكل البرمجة الخطية فى حالة التعظيم تكون عادة فى صورة -١

ولكن ما هو الحل إذا وجدنا ما يخالف ) ≥(وفى حالة التدنية تكون فى صورة 
  .ذلك

  ١-× ا بضرب طرفيها من السهل تحويل اتجاه أى متباينة إلى الاتجاه العكسى له
  ١-× بضرب الطرفين     ٥ ≥ص ٢+ فمثلاً س 

  .والعكس صحيح  ٥- ≤ص ٢-س –تصبح 
  . قد تأتى بعض قيود المشكلة فى صورة معادلة وليس متباينة-٢

  ).≤(والأخرى ) ≥(فى هذه الحالة نستبدل المعادلة بمتباينتين إحداهما 
  يحل محلها المتباينتين  ١٠= ص ٢+  س ٣  فمثلاً

  ١٠ ≥ص ٢+ س ٣  
  ١٠ ≤ص ٢+ س ٣  

  
  ص+ س ٢) = هـ(د : النهاية الصغرى للدالة أوجد ):٤ (مثال

  ٣= ص + س ٣:            بالقيود التالية
  ٦ ≥ص ٣+ س ٤             
  ٣ ≤ص ٢+           س     
  ٠ ≥ ص ٠ ≥          س     

 



 ٢٩٦

الحـــل 
  :يحل محلها المتباينتين  ٣= ص + س ٣ المعادلة
  ٣ ≥ص + س ٣  
  ٣ ≤ ص +س ٣  

وحيث أن المطلوب نهاية صغرى فإننا نعكس اتجاه المتباينة الثانية بضرب 
  ١-× طرفيها 
  ٣- ≥ ص –س ٣-    
   كما هى٦ ≥ص ٣+ س ٤  :المتباينة
  ٣- ≤ص ٢ –س – تحول إلى ٣ ≤ص ٢+ س   :المتباينة

  :نحول المتباينات إلى معادلات مع إضافة المتغيرات الراكدة والمتغيرات الوهمية
  ٣ = ١ط + ١ م–ص + س ٣    
  ٣- = ٢ط + ٢ م– ص –س ٣-    
  ٦ = ٣ط + ٣ م–ص ٣+ س ٤    
  ٣- = ٤ط + ٤ م–ص ٢ –س -    

  ٤ط + ٣ط + ٢ط + ١ط) = و(نكون دالة الهدف الجديدة 
  ١م+  ص – س – ٣ = ١ط      
  ٢م+ ص + س ٣ + ٣ = ٢ط      
  ٣م+ ص ٣ –س ٤ – ٦ = ٣ط      
  ٤م+ ص ٢+ س  + ٣-  = ٤ط      
          
  ٤م + ٣م + ٢م + ١م+  ص –س ٣ – ٣= و       

  :نكون جدول الحل المبدئى
  
  
  
  

 



 ٢٩٧

  جدول الحل المبدئى
  متغيرات
 أساسية

 النسبة الثوابت ٤ط ٣ط ٢ط ١ط ٤م ٣م ٢م ١م ص س

 ١ ٣ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ١ ٣ ١ط

 ١ ٣- ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ١- ٣- ٢ط

 ١,٥ ٦ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ٠ ٣ ٤ ٣ط

 ٣ ٣- ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ٠ ٠ ٢- ١- ٤ط

  ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٢ هـ

  ٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ١- ٣- و

  )٢(، صف )١( يتساوى فيها صف ١= أقل نسبة موجبة 
   ليحل محله س١ويخرج ط) ١(نبدأ بصف 
  . يحول إلى واحد صحيح وباقى عناصر العمود إلى أصفار٣= رقم المفتاح 

  ٣÷ بقسمة الصف الأول 
 ١ ١ الجديد) ١(صف 

٣  
-١ 
٣  

١ ٠ ٠ ٠ 
٣  

١ ٠ ٠ ٠ 

  القديم) ٢(صف  + ٣× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٢ (صف
 ٣ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ١ ٣ حاصل الضرب

 ٣- ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ١- ٣- القديم) ٢(صف 
            

 ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١- ١- ٠ ٠ الجديد) ٢(صف 

  القديم) ٣(صف  + ٤-× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٣(صف 

 ٤- حاصل الضرب
-٤ 

٣  

٤ 

٣  
٠ ٠ ٠ 

-٤ 

٣  
٤- ٠ ٠ ٠ 

 ٦ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ٠ ٣ ٤ القديم) ٣(صف 
            

 ٠ الجديد) ٣(صف 
٥ 

٣  

٤ 

٣  
٠ ١- ٠ 

-٤ 

٣  
٢ ٠ ١ ٠ 

  
  

 



 ٢٩٨

  القديم) ٤(صف  + ١× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٤(صف 

 ١ حاصل الضرب
١ 

٣  

-١ 

٣  
٠ ٠ ٠ 

١ 

٣  
١ ٠ ٠ ٠ 

 ٣- ١ ٠ ٠ ٠ ١- ٠ ٠ ٠ ٢- ١- يمالقد) ٤(صف 
            

 ٠ الجديد) ٤(صف 
-٥ 

٣  

-١ 

٣  
١- ٠ ٠ 

١ 

٣  
٢- ١ ٠ ٠ 

  القديم) ٥(صف  + ٢-× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٥(صف 

 ٢- حاصل الضرب
-٢ 

٣  

٢ 

٣  
٠ ١- ٠ 

-٢ 

٣  
٢- ٠ ٠ ٠ 

 ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٢ القديم) ٥(صف 
            

 ٠ الجديد) ٥ (صف
١ 

٣  

٢ 

٣  
٠ ١- ٠ 

-٢ 

٣  
٢- ٠ ٠ ٠ 

  القديم) ٦(صف  + ٣× الجديد ) ١(صف = الجديد ) ٦(صف 
 ٣ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١- ١ ٣ حاصل الضرب

 ٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ١- ٣- القديم) ٦(صف 
            

 ٦ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ الجديد) ٦(صف 

  
  جدول الحل الثانى

  متغيرات
 الثوابت ٤ط ٣ط ٢ط ١ط ٤م ٣م ٢م ١م ص س ساسيةأ 

 ١ ١ ١ط
٣  

-١ 
٣  

١ ٠ ٠ ٠ 
٣  

١ ٠ ٠ ٠ 
 ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١- ١- ٠ ٠ ٢ط
 ٥ ٠ ٣ط

٣  
٤ 
٣  

٤- ٠ ١- ٠ 
٣  

٢ ٠ ١ ٠ 

 ٥- ٠ ٤ط
٣  

-١ 
٣  

١ ١- ٠ ٠ 
٣  

٢- ١ ٠ ٠ 

 ١ ٠ هـ
٣  

٢ 
٣  

٢- ٠ ٠ ٠ 
٣  

٢- ٠ ٠ ٠ 
 ٦ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ و

 



 ٢٩٩

  )و(لم تعد هناك قيم سالبة فى دالة الهدف الجديدة   
 تنتهى المرحلة الأولى من الحل على الرغم من عدم التخلص من باقى ∴

ونقوم بشطب أعمدة المتغيرات الوهمية وصف دالة الهدف . المتغيرات الوهمية
  :يلىنحصل على الجدول المبدئى للمرحلة الثانية للحل كما يتضح مما ) و(

  جدول الحل النهائى
  متغيرات

 الثوابت ٤م ٣م ٢م ١م ص س أساسية 

 ١ ١ س
٣  

-١ 
٣  

١ ٠ ٠ ٠ 

 ٠ ٠ ٠ ١- ١- ٠ ٠ ٢ط

 ٥ ٠ ٣ط
٣  

٤ 
٣  

٢ ٠ ١- ٠ 

 ٥- ٠ ٤ط
٣  

-١ 
٣  

٢- ١- ٠ ٠ 

 ١ ٠ هـ
٣  

٢ 
٣  

٢- ٠ ٠ ٠ 

    
) هـ(الهدف الأصلية ومن الملاحظ أيضاً أنه لم تعد هناك قيم سالبة فى دالة 

تحت المتغيرات غير الأساسية، وبالتالى يكون الحل الذى توصلنا إليه يمثل الحل 
  .النهائى

=    ،  ص ١=  عند س ٢وتتحقق النهاية الصغرى للدالة وقدرها   
  .صفر

  
ھامة ملاحظات 

، ٢ يلاحظ أنه لم يتم التخلص من كافة المتغيرات الوهمية حيث مازالت ط-١
 ٢- = ٤، ط٢ = ٣، ط٠ = ٢متغيرات أساسية وتبلغ قيمة ط ك٤، ط٣ط

 تمثل القيد الأول من قيود ٢، ط١ط: ويمكن أن نفسر ذلك بملاحظة أن

 



 ٣٠٠

 كان لابد أن تكون ١وحيث أن س حلت محل ط) المعادلة(المشكلة 
  .صفر، كما هو موجود بالفعل=٢ط

  صفر= ، ص ١=  بقيمة س ٣= ص +  س ٣وبالتعويض فى القيد الأول 
  . ولا توجد أى موارد غير مستغلة٣ = ٠) + ١(٣  
  ٦ ≥ص ٣+ س ٤ تمثل القيد الثانى ٣كما أن ط

  ٠= ، ص ١= بالتعويض عن س 
  وهى لا تحقق القيد  ٤) = ٠(٣) + ١(٤  
 التى تظهر فى الحل ٣ وهى قيمة ط٢وتوجد موارد غير مستغلة قدرها   
  .النهائى

  ٣ ≤ص ٢+  تمثل القيد الثالث س ٤وكذلك ط  
  ٠= ، ص ١= التعويض عن س ب  
    ١) = ٠(٢ + ١  
وعلى الرغم من أنها تحقق القيد إلا أن هناك موارد غير مستغلة قدرها   

 ويرجع ٢ وليس ٢-=  مع ملاحظة أن قيمتها فى الحل النهائى ٤ وهى قيمة ط٢
  .١-×  بالضرب ≥ إلى ≤ذلك إلى أننا غيرنا اتجاه القيد الثالث من 

 ٢ = ٤ ط∴    ٢- = ٤ ط–أى أن   

 



 ٣٠١

 ٢٠١٦-١- ٣: التاریخ ٢٠١٥/٢٠١٦امتحان نھایة الفصل الدارسى الأول  جامعة القاھرة
  ظھرا٢ – ١٢: الوقت )١(مادة الریاضة للتجاریین  كلیة التجارة

 ٦: عدد الصفحات  مجموعة ج–السنة الأولى  
 

  

A)( - ٧،٥)                B (٧،٥)          C (-١٥)            D (١٥)          E (لاشئ مما سبق  
یمكن تمثیلھا بالدال ة  ) س(من سلعة معینة وسعر ھذه السلعة ) ع(إذا كانت العلاقة بین الكمیة المعروضة     ) ٢(

  :جنیھ تبلغ ٢٠فان مرونة العرض إذا كان سعر السلعة   ١ –س ٣= ع 
) A (٨،٨٥  )   B (١،٠١٧    )C (٢٠،٣٣  ) D (١٠       E)(لاشئ مما سبق   
  :إذا كان لدیك المصفوفتین) ٣(

 صفر ٥ ] =ب[  ٣ ٤ ] =أ[ ١- ٢ ٢- ١
  :تساوى ] ب٥ –أ ٢[فان 

٨- ١- ١٠- ٥ )A( صفر ٢٠ )B( ١٥ ١٠ 
١٢- ٩ ١٢- ٩ )C( ١٥ ٣٠ )D( ١٥ ١٠ 

)E (لاشئ مما سبق 
  :باستخدام المحددات فان قیمة س ، ص التى تحقق المعادلتین) ٤(

  ١٥=  ص ٣+ س ٢   
  ٢=     ص –س ٤   

)A( ٤= ص ، ١،٥=  س)                   B( ٢= ص ، ١،٥=  س)             C ( ٤= ص ، ٢،٥= س  
)D ( ١،٥= ص  ، ٤= س)                  E (لاشئ مما سبق 

 فإذا علمت أن الكمیة المطلوبة من ھذه السلعة ٥ = على سلعة معینة إذا كانت مرونة الطلب) ٥( ١-

  . جنیھات للوحدة أوجد دالة الطلب على ھذه السلعة١٠ وحدة عند سعر قدره ١٠٠تساوى 
)A(   ١٢٠+ س٢-= ط )                       B  (   ١٢٠+  س  ٢= ط)               C (   ١٠٠+ س٢-= ط                           
)D ( ١٠٠+ س ٢  = ط                     )  E ( لاشئ مما سبق  
  : فان المعادلة التى تمثل العلاقة بین س ، ص  من خلال القیم التالیة المتساویةباستخدام طریقة الفروق) ٦(

 ٣٠ ٢٧ ٢٣ ٢٠ ١٥ ١٢ ٩ ٤ ٢ س
 :ھى  ١٧١ ١٥٣ ١٢٩ ١١١ ٨١ ٦٣ ٤٥ ١٥ ٣ ص

)A( ٩+ س٦= ص                        )B(                            ١٥ –س٦=  ص                )C (٩  -س٦ =ص                                                              
)D( ١+ س٦=  ص)                        (Eلاشئ مما سبق   
  : حاصل ضرب المصفوفتین) ٧(

٢ 
  :ھو     ] ١-    ٤= [،  ب          ٥ =أ 

٨ ٢- ٨ ٨  
A)( -٥ )B( ٥- ٢٠ )C( ٢٠ )D( ]٥-  ٨[ )E (لاشىء مما سبق 
  
 

 =تساوى  ٢٥ - ٢س ٥ -ßس )١( ١٢٥ + ٣س نــھا

 



 ٣٠٢

  Tص  تمثل دالة الربح لمشكلة برمجة خطیة وأن القیود على ھذه الدالة ھى ٣+ س ٤=  ر  اذا كانت:  
      ،    ٤٠ ≤ص + س        
        ،         ١٦  ≥ص      ،        ٨ ≥ س       

  ٠ ≥ ص     ،       ٠  ≥س        
  :فان منطقة الحلول للمتباینات التى تحقق النھایة العظمى للدالة ھى ) ٨( 
)A() ٠،١٦(، ) ٠،٣٢( ،) ٤٠،١٦    (    ) B ()٨،١٦(، ) ٨،٣٢( ،) ٢٤،١٦(  
)C ()٨،١٦(، ) ٨،٠( ، ) ٠، ٤٠(         ) D ()٠،٠(، ) ٨،٠(،) ٤٠،٠()             E(لاشئ مماسبق   
  :نقطة الحل التى تحقق اكبر ربح ممكن ھى ) ٩(

A) ()٣٢ ،  ٨  (      )B ()١٦ ،  ٨(      )C() ١٦ ،  ٢٤(      )D ()١٦ ،  ٠(   )E(لاشئ مماسبق   
  :النھایة العظمى للدالة تبلغ ) ١٠(

A)( ١٤٤              )B( ٨٠)              C( ١٢٨             )   D  (١٣٨)          E(  لاشئ مماسبق   
Tوأن القیود على ھذه الدالة ھى  ص   تمثل دالة التكلفة لمشكلة برمجة خطیة٣+ س ٤= ت اذا كانت:  
     ٢٤ ≥ص ٤+ س ٦ 
           ٣٠ ≥ص ٦+ س ٥ 
  ٠ ≥،   ص   ٠ ≥    س        ٢٤ ≤ص ٣+ س ٢ 
  :فان منطقة الحلول للمتباینات التى تحقق النھایة الصغرى للدالة ھى ) ١١(

) A  ()٥، ٠(،   )٠ ، ٦(،  )  ٦ ، ٠(،  ) ٨ ، ٠(، ) ٨، ١٢(  
) B() ١،٥ ، ٣،٥(،  )٠ ، ٤(، ) ٦ ، ٠(، )  ٨ ، ١٢(، ) ٠، ١٢(  
) C() ٣،٥ ، ١،٥(، ) ٠ ، ٦(، ) ٦ ، ٠(،  ) ٨ ، ٠(، )  ٠، ١٢(  
) D ()٠ ، ٤(،  )  ٠ ، ٦(،  )  ٦ ، ٠(،  ) ٠  ، ٨(، )  ٠، ٠(  
) E(لاشئ مماسبق  
  :نقطة الحل التى تحقق اقل تكلفة ممكنة ھى ) ١٢(

A)() ٠ ،  ١٢()      B() ٠ ،  ٦(     ) C() ٦ ،  ٠   ()     D() ١،٥ ، ٣،٥    () E(لاشئ مما سبق   
  :النھایة الصغرى للدالة تبلغ ) ١٣(

A)(١٨)                B (٢٤           )  C  (١٦،٥              )D(٤٠)              E(لاشئ مما سبق    
   

    
  

(A)        ٣            )  B (- ١،٥)  C (٢            )  D (-٢            )   E(لاشئ مما سبق         
  فى أحد المصانع وفقاً للدالة التالیة) س(وحجم الإنتاج الكلى ) ص(تتحدد العلاقة بین الإیراد الكلى ) ١٥ (

   فان معدل التغیر فى دالة الإیراد الكلى بالنسبة لحجم الإنتاج عند حجم ٢)١٠٠ – ٢س٥ (٠،٠٠٤= ص 
  : وحدات یبلغ ١٠إنتاج 

A) (٣٢         )    B(٣،٢)           C (١٦)               D (٣٢٠)            E (لاشئ مما سبق  
  :ص التى تحقق المعادلتین  ، باستخدام المصفوفات فان قیمة س) ١٦(

  ٦= ص ٢+ س ٢  
   :ھى                  ٥=  ص   –س ٣  

)A( ١= ص ، ٢=  س)               B ( ٢=ص ، ١= س)                C ( ١= ص ، ١،٥= س  
)D ( ٤= ص ، ١= س               )E (لاشئ مما سبق 

 :تساوى  ٢٥ - ٢س ١ -ßس )١٤( ٤+  س٥ + ٢س نــھا

 



 ٣٠٣

  :حاصل ضرب المصفوفتین) ١٧(
١- ٢ ٤ ٢ 

 :ھو  ٥ ٦ ] =ب[       ، ٥ ٣- ] =أ[
 
 

-٤- ١٢ ١٠٢ ٨٤ )A)( 
٦٦ ١٠٨ )B( ٢٧- ١٢ 

  
٤- ٤ ١٨ ٢٨ )C( ٢٨ ٢٤ ) D( -٢٥ ١٨ 

  
)      E (لاشىء مما سبق 

  : خلال البیانات التالیة ھى باستخدام طریقة الفروق فان المعادلة التى تمثل العلاقة بین س، ص من) ١٨(
 ٢٠ ١٥ ١٤ ١٢ ٩ ٧ ٦ ٣ ٢ س
 ١١٩ ٨٩ ٨٣ ٧١ ٥٣ ٤١ ٣٥ ١٧ ١١ ص

)A( ٩+ س    ٦= ص                   )B(   ٢٣ –س    ٦=  ص                           )C (١  - س٦= ص                                                              
)D( ١+  س٦=  ص               )  (Eلاشئ مما سبق   
Tاذا علمت أن عدد السلع المباعة أسبوعیاً واحتمالات تحقق الطلب علیھا كانت كما یلى:  

 المجموع ٢٣ ٢٢ ٢١ ٢٠ عدد السلع المباعة
 ١ ٠،٤٠ ٠،١٥ ٠،٤٠ ٠،٠٥ احتمالات البیع

  :  جنیھ وباستخدام مصفوفة الارباح والخسائر التالیھ١٥٠ جنیھ وثمن بیعھا ١٠٠فإذا كانت تكالیف شراء السلعة 
      ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

               ١٠٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠٠    ١       أ
             ١٠٥٠ ١٠٥٠ ١٠٥٠ ٩٠٠ ٢       أ
             ١١٠٠ ١١٠٠ ٩٥٠ ٨٠٠ ٣       أ
             ١١٥٠ ١٠٠٠ ٨٥٠ ٧٠٠ ٤       أ
  :  فان مصفوفة الأرباح والخسائر المتوقعة تصبح )  ١٩ (
)A( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 ٤٥٠ ٣٥ ٤٠٠ ٥٠ ١أ ٥٠ ٥٠ ٥٠ ٥٠ ١أ
 ٤٢٠ ٣٨٠ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ ٤٢٠ ٤٢٠ ٤٢٠ ٣٦٠ ٢أ
 ٤٠٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ ١٦٥ ١٦٥ ١٣٧،٥ ١٢٠ ٣أ
 ٨٦٠ ١٥٥ ٣٤٠ ٣٥٠ ٤أ ٤٦٠ ٤٠٠ ٣٤٠ ٢٨٠ ٤أ

          
)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب )D( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 ٣٥ ٤٠ ٤٥ ٥٠ ١أ ٤٠٠ ١٥٠ ٤٠٠ ٥٠ ١أ
 ٣٤٠ ٣٨٠ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ ٤٢٠ ١٥٧،٥ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ
 ١٥٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ ٤٤٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ
 ٤٦٠ ١٥٠ ٣٤٠ ٣٥ ٤أ ٤٦٠ ١٥٠ ٣٤٠ ٣٥ ٤أ

)E(لاشئ مما سبق   
  :الخطة الواجب اتباعھا لتحقیق اكبر منفعة متوقعة ھى ) ٢٠(

A) (         الاولى    ) B (     الثانیة   )    C (         الثالثة)D (    الرابعة      )  E(لاشئ مما سبق   
  :اكبر منفعة متوقعة تبلغ ) ٢١(

A) (جنیھ     ١٠٤٢،٥ )B( جنیھ٩٨٥     )C( جنیھ١٠٠٠    )D (جنیھ١٠٢٥       )E(لاشئ مما سبق   
  
 

 



 ٣٠٤

T الجدول التالى یمثل مشكلة برمجة خطیة:  
  جدول الحل المبدئي

 الثوابت ٣م ٢م ١م ص س متغیرات أساسیة
 ٣٠ ٠ ٠ ١ ٢ ٥ ١م
 ٢٨ ٠ ١ ٠ ٤ ٢ ٢م
 ٣٢ ١ ٠ ٠ ٤ ٤ ٣م
  ٠ ٠ ٠ ٣ ١٠ ھـ-

  :حدد نوع المشكلة ) ٢٢(
)A (        تعظیم)B(            تدنیة)C(         تدنیة ثم تعظیم)D (     تعظیم ثم تدنیة)E (لاشئ مما سبق  
  :ھو ) المفتاح ( عمود الحل ) ٢٣(
)A ( ١معمود)     B(   عمود ص ) C( سعمود)            D ( ٢معمود         ) E (لاشئ مما سبق  
  :ھو) المفتاح ( صف الحل )٢٤(
)A ( ١صف)       B( ٢صف)        C( ٣صف)                D( ٤صف)             E (لاشئ مما سبق  
  :ھومفتاح الحل ) ٢٥(
)A(١٠)             B(٢)                C (٤)                     D (٥E)                    (لاشئ مما سبق  
  :صف دالة الھدف الجدید ) ٢٦(
)A( ٦٠- ٠ ٠ ٢- ١- ٠ 
)B( ١٤٠- ٠ ٥- ٠ ١٧- ٠ 
)C( ٤٥- ٠ ٠ ١،٥- ٠ ٣،٥ 
)D( ٢١- ٠ ٠،٧٥- ٠ ٠ ٨،٥ 
)E(  مما سبق لاشئ     
T الجدول التالى یمثل مشكلة برمجة خطیة:  

  متغیرات
 الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ع ص س أساسیة

 ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ ١ط
 ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ ٢ط
 ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٨ ٤ ھـ-

 ٧ ٠ ٠ ١ ١ ١- ٣- ١- و
  حدد نوع المشكلة )٢٧(
)A(          تعظیم)B(       تدنیة   )C(     تدنیة ثم تعظیم)D (      تعظیم ثم تدنیة)E (لاشئ مما سبق  
  :ھو) المفتاح ( عمود الحل )٢٨(

)A (   عمود س)B(     عمود ص)C( ١معمود            )D ( ١طعمود             ) E (لاشئ مما سبق  
  :ھو) المفتاح ( صف الحل ) ٢٩(

)A ( ٤صف)     B( ٣صف)        C ( ٢صف           )  D( ١صف            )    E (لاشئ مما سبق  
  :ھومفتاح الحل ) ٣٠(
)A(٨)              B(٣)                C (٤)                   D (١E)                      (لاشئ مما سبق  
  : الجدید  الثانى الصف) ٣١(
)A( ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ 
)B( ٢،٥ ٠،٥ ٠ ١- ٠ ٠،٥ ١ ٠ 
)C( -١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢ 
)D( ٠ ٠ ١- ٠ ٠،٧٥- ٠ ٢ ١ 
)E( لاشئ مما سبق       
  
 
 

 



 ٣٠٥

Tاذا علمت أن عدد السلع المباعة أسبوعیاً واحتمالات تحقق الطلب علیھا كانت كما یلى:  
 المجموع ٣ ٢ ١ ٠ عدد السلع المباعة

 ١ ٠،٣٩ ٠،٤٣ ٠،١٦ ٠،٠٢ احتمالات البیع
 جنیھ وقد أمكن إعداد مصفوفة الأرباح ٤٠٠ جنیھ وثمن بیعھا ٢٥٠فإذا كانت تكالیف شراء السلعة 

  كمایلى ) غیر مكتملة(والخسائر 
  ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

  صفر  صفر صفر ١أ
  ١٥٠  ١٥٠ ٢٥٠-  ٢أ
   ٣٠٠ ١٠٠-  ٣أ
  ٤٥٠   ٧٥٠- ٤أ

  
  :فان مصفوفة الارباح والخسائر النھائیة تصبح ) ٣٢(

A)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 
 صفر صفر صفر صفر  ١أ  صفر صفر صفر صفر  ١أ
 ١٥٠ ٤٥٠ ١٥٠ ٢٥٠-  ٢أ  ١٥٠ ٤٥٠ ٦٥٠ ٥٥٠-  ٢أ
 ٣٠٠ ٥٠٠ ١٠٠- ٦٠٠- ٣أ  ٣٠٠ ٣٠٠ ٣٤٠- ٥٠٠- ٣أ
 ٤٥٠ ٥٠ ١٥٠- ٧٥٠- ٤أ  ٢٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ١٥٠- ٤أ

)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )D( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 
 صفر صفر صفر صفر  ١أ  صفر صفر صفر صفر  ١أ
 ٧٥٠- ٥٠٠- ٥٠٠- ٢٥٠-  ٢أ  ١٥٠ ١٥٠ ١٥٠ ٢٥٠-  ٢أ
 ٥٠ ٣٠٠ ٣٠٠ ٧٠٠- ٣أ  ٣٠٠ ٣٠٠ ١٠٠- ٥٠٠- ٣أ
 ٤٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ٥٥٠- ٤أ  ٤٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ٧٥٠- ٤أ

)E (لاشئ مما سبق  
  :مصفوفة الأرباح والخسائر المتوقعة) ٣٣(

A)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 
 صفر صفر صفر صفر ١أ  صفر صفر صفر صفر ١أ
 ٥٨٫٥ ٦٤٫٥ ٢٤ ٥- ٢أ  ٣٨٫٥ ٦٤٫٥ ٢٤ ٥٢- ٢أ
 ١١٧ ١٢٩ ١٦- ١٠- ٣أ  ١١٧ ١٢٠ ١٦- ١٣- ٣أ
 ١٧٥٫٥ ٢١٫٥ ٥٦- ١٥- ٤أ  ١٧٥٫٥ ٢١٫٥ ٥٦- ٢٥- ٤أ
  
)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  D)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 صفر صفر صفر صفر ١أ  صفر صفر صفر صفر ١أ
 ٥٨٫٥ ٦٤ ٢٥ ٥- ٢أ  ٥٨٫٥ ٤٤٫٥ ٢٤ ٥- ٢أ
 ١١٢ ١٢١ ١٦- ٤٤- ٣أ  ١١٥ ١٢٥ ١٦- ١٠- ٣أ
 ١٣٥٫٥ ٢١٫٥ ٥٦- ١٠- ٤أ  ١٧٥٫٥ ٢١٫٥ ٥٦- ١٥- ٤أ

)E (لاشئ مما سبق  
  :الخطة الواجب اتباعھا لتحقیق اكبر منفعة متوقعة ھى )٣٤(

A) (      الاولى    )    B (     الثانیة     )    C (         الثالثة)D (      الرابعة)E(لاشئ مما سبق   
  :اكبر منفعة متوقعة تبلغ )٣٥(

A) (٢٢٠              )B( جنیھ١٢٦          )C( جنیھ١٤٢      )D ( صفر       )E(لاشئ مما سبق   
اً للدال  ة            ف  ي أح  د الم  صانع وفق     ) س(وحج  م الإنت  اج الكل  ي   ) ص(تتح  دد العلاق  ة ب  ین التك  الیف الكلی  ة     ) ٣٦(

  : وحدات ھو١٠   فإن معدل التغیر في دالة التكالیف الكلیة بالنسبة لحجم الإنتاج عند إنتاج ٣)٣+ س= (ص
)A(١٦٩          )       B(٥٠٧)               C(٣٣٨)           D (٦٩)        E(لا شيء مما سبق   

 

 



 ٣٠٦

T وحدات فان٥ فاذا سحبنا عینة من ٠،٨٠اذا علمت ان نسبة الانتاج المطابق للمواصفات فى احد المصانع : 
  احتمال ان یكون بالعینة وحدتین فقط مطابقة للمواصفات ) ٣٧(

A) (٠،٦٤)         B(٠،٢٠٤٨)        C(٠،٠٠٦٤)         D(٠،٠٥١٢)         E(لا شيء مما سبق   
  یكون بالعینة وحدتین على الاكثر مطابقة للمواصفاتاحتمال ان ) ٣٨(

A)(٠،٠٠٦٤)       B (٠،٠٠٦٧٢)     C (٠،٠٥٧٩٢)       D (٠،٩٤٢٠٨)     E(لا شيء مما سبق   
  ر من وحدتین مطابقة للمواصفات ثاحتمال ان یكون بالعینة اك) ٣٩(

A) (٠،٢٠٤٨)     B(٠،٩٤٢٠٨)      C (٠،٠٠٦٧٢)       D (٠،٠٥٧٩٢)     E(لا شيء مما سبق   
  احتمال ان یكون بالعینة اقل من وحدتین مطابقة للمواصفات ) ٤٠(

A) (٠،٠٠٦٧٢)    B (٠،٩٤٢٠٨)      C (٠،٠٠٠٣٢)       D (٠،٠٥٧٩٢)     E( لا شيء مما 
  سبق

 T كلة برمجة خطیة و القیود على ھذه الدالة ھى ص تمثل دالة التكلفة لمش٥+ س ٣= ت ـ: الدالة:     
         ، ١٠٠  ≤ص + س

  ٤٠ ≥ص      ،٢٠≥ س 
   صفر≥ص   ،      صفر≥س 

  :فان منطقة الحلول للمتباینات التى تحقق النھایة الصغرى للدالة ھى ) ٤١(
)A() ١٠٠،٠(،) ٠،١٠٠(،) ٤٠،٢٠   ( )B ()٢٠،٤٠(، )٢٠،٨٠(،) ٦٠،٤٠(                                               
)C ()٠،٤٠(، ) ٨٠،٢٠(، ) ٠، ٢٠()     D ()٠،١٠٠(، ) ٠،٤٠(،) ٢٠،٤٠()     E(لاشئ مماسبق   
  : نقطة الحل التى تحقق اقل تكلفة ممكنة ھى )٤٢(

A) ()٤٠ ،  ٠      ()B ()٠ ،  ٨٠()      C() ٤٠ ،  ٢٠ ()    D ()١٠٠ ،  ٠     () E(سبق  لاشئ مما  
  : النھایة الصغرى للدالة تبلغ )٤٣ (

A)( ٢٦٠             )B( ٣٨٠)          C( ٣٦٠)               D  (٢٠٠)              E(سبق    لاشئ مما  
T فان ) بدون رد (  بیضاء سحبنا منھ كرتین مرة واحدة ٥ كرات حمراء و١٠ صندوق بھ:  
  احتمال ان تكون الكرتان من اللون الاحمر ) ٤٤(

A)( ٠،٤٤٤         )B( ٠،٤٢٨)            C( ٠،٦٦٧)       D (٠،٤٧٦٠)          E(سبق    لاشئ مما  
  احتمال ان تكون احداھا حمراء والاخرى بیضاء ) ٤٥(

A)( ٠،٤٧٦         )B( ٠،٢٢٢)           C( ٠،٤٤٤)       D  (٠،٦٦٧)           E(سبق    لاشئ مما  
 
 

 



 ٣٠٧

 ٢٠١٦-١- ٣: التاریخ ٢٠١٥/٢٠١٦امتحان نھایة الفصل الدارسى الأول  جامعة القاھرة
 ظھرا٢ – ١٢: الوقت )١(مادة الریاضة للتجاریین  كلیة التجارة

 ٦: عدد الصفحات  
Tالدالة ھذه على القیود و خطیة برمجة لمشكلة التكلفة دالة تمثل ص ٥ + س٣ = ت : الدالة ان علمت اذا 

      ١٠٠  ≤ ص+ س    :  ھى
  ٤٠ ≥ ص  ،  ٢٠≥  س           
     :فان          صفر ≥ ص  ،  صفر ≥ س  

  :منطقة الحلول للمتباينات التى تحقق النهاية الصغرى للدالة هى ) ١(
)A() ١٠٠،٠(،)٠،١٠٠(،) ٤٠،٢٠     ( ) B ()٤٠ ،٢٠(، )٢٠،٨٠(،) ٦٠،٤٠(                                               
)C ()٠،٤٠(،)٨٠،٢٠(، ) ٠ ،٢٠()         D ()٠،١٠٠(،)٠،٤٠(،) ٢٠،٤٠(                      
 )E( مماسبق لاشئ  
  : نقطة الحل التى تحقق اقل تكلفة ممكنة هى )٢(

A) ()٤٠  ، ٠ (          )B ()٠  ، ٨٠(       ) C() ٤٠  ، ٢٠  (       )D ()١٠٠  ، ٠  (          
)E( سبق مما لاشئ  

  :المعادلتین تحقق التى ص ، س قیمة فان المحددات باستخدام) ٣ (
  ١٥ = ص ٣ + س٢   
   :ھى                     ٢ = ص    – س٤   

)A( ٤ = ص ،١،٥ = س)         B( ٢ = ص ،١،٥ = س)         C (٤ = ص ،٢،٥ = س  
)D (١،٥ = ص ، ٤ = س)        E (سبق مما لاشئ  

T  وحدات فان ٥ فاذا سحبنا عينة من ٠،٨٠اذا علمت ان نسبة الانتاج المطابق للمواصفات فى احد المصانع :  
  :هو احتمال ان يكون بالعينة وحدتين فقط مطابقة للمواصفات ) ٤(     

A) (٠،٦٤        )B(٠،٢٠٤٨)        C(٠،٠٠٦٤          ) D(٠،٠٥١٢           )E(لا شيء مما سبق   
  : هو  احتمال ان يكون بالعينة وحدتين على الاكثر مطابقة للمواصفات)٥(

A)(٠،٠٠٦٤   )  B (٠،٠٠٦٧٢)     C (٠،٠٥٧٩٢       )D (٠،٩٤٢٠٨        )E(لا شيء مما سبق   
  :هو احتمال ان يكون بالعينة اكثر من وحدتين مطابقة للمواصفات ) ٦(

A) (٠،٢٠٤٨)    B(٠،٩٤٢٠٨     ) C (٠،٠٠٦٧٢      )D (٠،٠٥٧٩٢        )E(لا شيء مما سبق   
  :هو احتمال ان يكون بالعينة اقل من وحدتين مطابقة للمواصفات ) ٧(

A) (٠،٠٠٦٧٢)  B (٠،٩٤٢٠٨)   C (٠،٠٠٠٣٢      ) D (٠،٠٥٧٩٢       ) E(لا شيء مما سبق   
  :التالیة القیم خلال من  ص ، س بین العلاقة تمثل التى المعادلة فان الفروق طریقة باستخدام) ٨ (

 ٣٠ ٢٧ ٢٣ ٢٠ ١٥ ١٢ ٩ ٤ ٢ س
 ١٧١ ١٥٣ ١٢٩ ١١١ ٨١ ٦٣ ٤٥ ١٥ ٣ ص

) A( ٩+ س٦= ص                    )B( ١٥ – س٦= ص                )C (٩  - س٦= ص                                                              
)D( ١+ س٦ = ص)                    E(سبق مما لاشئ  
                          :التالیة للدالة وفقاً المصانع أحد فى) س (الكلى الإنتاج وحجم) ص (الكلى الإیراد بین العلاقة تتحدد) ٩(     

 إنتاج حجم عند الإنتاج لحجم بالنسبة الكلى الإیراد دالة فى التغیر معدل فان   ٢)١٠٠ – ٢س٥ (٠،٠٠٤ = ص
   :یبلغ وحدات ١٠

A) (٣٢)        B(٣،٢)           C (١٦)         D (٣٢٠            )E (سبق مما لاشئ  
  :إذا كان لديك المصفوفتين) ١٠ (

 صفر ٥ ] =ب[ ، ٣ ٤ ] =أ[ ١- ٢ ٢- ١

 



 ٣٠٨

  :تساوى ] ب٥ –أ ٢[فان 

٨- ١- ١٠- ٥   

)A( 
 صفر ٢٠

)B( ١٥ ١٠   

١٢- ٩ ١٢- ٩ )C( ١٥ ٣٠ )D( ١٥ ١٠ 
)    E (سبق مما لاشئ 

 
T  الجدول التالى يمثل مشكلة برمجة خطية:  

  متغيرات
 أساسية

 الثوابت ٢ط ١ط ٢م ١م ع ص س

 ٢ ٠ ١ ٠ ١- ٠ ١ ١ ١ط
 ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ ٢ط
 ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٨ ٤ هـ-
 ٧ ٠ ٠ ١ ١ ١- ٣- ١- و

  حدد نوع المشكلة )١١(
)A(     تعظیم     )B(    تدنیة        )C(      تدنیة ثم تعظیم)D (      تعظیم ثم تدنیة)E (لاشئ مما سبق  
  :هو ) المفتاح ( عمود الحل )١٢(

)A (س عمود)   B(ص عمود)     C(١م عمود         ) D (١ط عمود          )  E(لاشئ مما سبق   
   :هو  )المفتاح ( صف الحل ) ١٣(

)A (٤ صف)     B(٣ صف        )   C (٢ صف          )   D( ١ صف             )    E(     لاشـئ ممـا 
  سبق

  :هو مفتاح الحل ) ١٤(
)A (٨)              B(٣                 ) C (٤                 )  D (١E)                         (لاشئ مما سبق   
  : الجدید  الثانى الصف) ١٥(
)A( ٥ ١ ٠ ١- ٠ ١ ٢ ٠ 
)B( ٢،٥ ٠،٥ ٠ ١- ٠ ٠،٥ ١ ٠ 
)C( -١ ١ ٢- ١- ٢ ١ ٠ ٢ 
)D( ٠ ٠ ١- ٠ ٠،٧٥- ٠ ٢ ١ 

)           E(لاشئ مما سبق   

                يمكن تمثيلهـا   ) س(من سلعة معينة وسعر هذه السلعة       ) ع(إذا كانت العلاقة بين الكمية المعروضة       ) ١٦ (
  :جنيه تبلغ ٢٠ فان مرونة العرض إذا كان سعر السلعة ١ –س ٣= ع : بالدالة 

) A (٨،٨٥  )   B (١،٠١٧  )  C (٢٠،٣٣  )  D (١٠     E)( سبق مما لاشئ  
 السلعة ھذه من المطلوبة الكمیة أن علمت فإذا ٥  =معینة سلعة على الطلب مرونة كانت إذا) ١٧ ( ١-

   :السلعة ھذه على الطلب دالة فان للوحدة جنیھات ١٠ سعر عند وحدة ١٠٠ تساوى
)A( ١٢٠+ س٢-= ط      )     B  (١٢٠+ س٢=  ط)               C (١٠٠+ س٢-=  ط                                        
)D (١٠٠ + س٢   = ط)         E ( سبق مما لاشئ   
  

 



 ٣٠٩

  

A)( - ٧،٥)          B (٧،٥)          C (-١٥)          D (١٥)          E (سبق مما لاشئ  

  : حاصل ضرب المصفوفتين) ١٩(

 : يبلغ ]  ١-   ٤= [  ،  ب  ٥ =أ  ٢

٨ ٢- ٨ ٨  A)( -٥ )B( ٥- ٢٠   )C( ٢٠  )D( ]٥-  ٨[ )E (لاشىء مما سبق 

  : خلال البيانات التالية هى باستخدام طريقة الفروق فان المعادلة التى تمثل العلاقة بين س ، ص من) ٢٠(
 ٢٠ ١٥ ١٤ ١٢ ٩ ٧ ٦ ٣ ٢ س
 ١١٩ ٨٩ ٨٣ ٧١ ٥٣ ٤١ ٣٥ ١٧ ١١ ص

)A( ٩ + س٦= ص           )B( ٢٣ – س٦= ص                )C (١  - س٦= ص                                                              
)D( ١+ س٦ = ص)           E (سبق مما لاشئ  

  نــــھا)        ٢١ ( ٤+ س ٥ +٢س
 ١  – ٢س ١- ←            س 

 :تساوى 

A) (٣)          B (- ١،٥)      C (٢             )D (-٢)                 E(لاشئ مما سبق   
   :ھى الدالة ھذه على القیود وأن خطیة برمجة لمشكلة التكلفة دالة تمثلص  ٣+ س ٤=ت :  الدالة اذا كانت 
    ٢٤ ≥ص ٤+ س ٦
  ٣٠ ≥ص ٦+ س ٥
   :فان   ٠ ≥  ،   ص ≥                 س ٢٤ ≤ص ٣+ س ٢
  :ى تحقق النهاية الصغرى للدالة هى منطقة الحلول للمتباينات الت) ٢٢(

) A  ()٥،، ٠  (، )٠ ، ٦  (،)  ٦ ، ٠  (،) ٨ ، ٠ (،) ٨ ،١٢(  
) B() ١،٥ ، ٣،٥ (،)٠ ، ٤ (،) ٦ ، ٠ (،)  ٨ ، ١٢ (،) ٠ ،١٢(  
) C() ١،٥ ، ٣،٥ (،) ٠ ، ٦ (،) ٦ ، ٠  (،) ٨ ، ٠ (،)  ٠ ،١٢(  
) D ()٠ ، ٤  (،)  ٠ ، ٦  (،)  ٦ ، ٠  (،) ٠ ، ٨ (،) ٠ ،٠(  
) E(مماسبق لاشئ  
  :نقطة الحل التى تحقق اقل تكلفة ممكنة هى ) ٢٣ (

A)() ٠  ، ١٢()   B() ٠  ، ٦()    C() ٦  ، ٠  ()   D() ١،٥ ، ٣،٥    () E(لاشئ مما سبق   
  :النهاية الصغرى للدالة تبلغ ) ٢٤(

A)(١٨)        B (٢٤)           C  (٤٨         )D(٤٠)                  E( لاشئ مما سبق  
  :حاصل ضرب المصفوفتین) ٢٥(    

١- ٢ ٤ ٢ 
 :ھو  ٥ ٦ ] =ب[      ، ٥ ٣- ] =أ[
 

-٤- ١٢ ١٠٢ ٨٤ A)( ٦٦ ١٠٨ )B( ٢٧- ١٢ 
  

٤- ٤ ١٨ ٢٨ )C( ٢٨ ٢٤ ) D( -٢٥ ١٨ 
)E (لاشىء مما سبق 

 ١٢٥ + ٣س نــها
) ١٨( 

 ٢٥ - ٢س ٥ -ßس

 



 ٣١٠

   :المعادلتین تحقق التى ص ، س قیمة فان المصفوفات باستخدام) ٢٦(
  ٦ = ص٢ + س٢  
  ٥ = ص – س٣  

A)  ( ١ = ص ،٢ = س         )  B (٢ =ص ،١ = س)           C (١ = ص ،١،٥ = س  
) D (٤ = ص ،١ = س)           E (سبق مما لاشئ 

:  ف  ي أح  د الم  صانع وفق  اً للدال  ة   ) س(وحج  م الإنت  اج الكل  ي ) ص(تتح  دد العلاق  ة ب  ین التك  الیف الكلی  ة  ) ٢٧(
  : وحدات ھو١٠فإن معدل التغیر في دالة التكالیف الكلیة بالنسبة لحجم الإنتاج عند إنتاج     ٣)٣+ س= (ص

)A(١٦٩         )  B(٥٠٧            )   C(٣٣٨         )     D (٦٩                 )E(لا شيء مما سبق   
T الجدول التالى یمثل مشكلة برمجة خطیة:  

  جدول الحل المبدئي
 الثوابت ٣م ٢م ١م ص س متغيرات أساسية

 ٣٠ ٠ ٠ ١ ٢ ٥ ١م

 ٢٨ ٠ ١ ٠ ٤ ٢ ٢م

 ٣٢ ١ ٠ ٠ ٤ ٤ ٣م

  ٠ ٠ ٠ ٣ ١٠ هـ-

  حدد نوع المشكلة ) ٢٨(
)A (   تعظیم      )B(    تدنیة        )C(     تدنیة ثم تعظیم)D (     تعظیم ثم تدنیة)E (لاشئ مما سبق  
  ) :المفتاح ( عمود الحل ) ٢٩(
)A (١م عمود)     B(ص عمود    ) C(س عمود        ) D (٢م عمود          ) E(لاشئ مما سبق   
  ) :المفتاح ( صف الحل  )٣٠(
)A (١ صف    )    B( ٢ صف         ) C( ٣ صف              )D( ٤ صف              ) E(     لاشـئ ممـا 

  سبق
  :مفتاح الحل ) ٣١(
)A(١٠)             B(٢               )  C (٤                   )  D (٥E)                     (لاشئ مما سبق   
  :صف دالة الھدف الجدید ) ٣٢(
)A( ٦٠- ٠ ٠ ٢- ١- ٠ 
)B( ١٤٠- ٠ ٥- ٠ ١٧- ٠ 
)C( ٤٥- ٠ ٠ ١،٥- ٠ ٣،٥ 
)D( ٢١- ٠ ٠،٧٥- ٠ ٠ ٨،٥ 
)E(  مما سبق لاشئ     
 

  T یلى كما كانت علیھا الطلب تحقق واحتمالات أسبوعیاً المباعة السلع عدد أن علمت اذا:  
 المجموع ٣ ٢ ١ ٠ المباعة السلع عدد

 ١ ٠،٣٩ ٠،٤٣ ٠،١٦ ٠،٠٢ البیع احتمالات
 الأرب  اح م  صفوفة إع  داد أمك  ن وق  د جنی  ھ ٤٠٠ بیعھ  ا وثم  ن جنی  ھ ٢٥٠ ال  سلعة ش  راء تك  الیف كان  ت ف  إذا

  : كمایلى) مكتملة غیر (والخسائر
  
  
  
  

 



 ٣١١

   ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

   صفر  صفر صفر ١أ

 :فان   ١٥٠  ١٥٠ ٢٥٠- ٢أ

    ٣٠٠ ١٠٠-  ٣أ

   ٤٥٠   ٧٥٠- ٤أ

  :مصفوفة الارباح والخسائر النھائیة تصبح ) ٣٣(
A)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 صفر صفر صفر صفر  ١أ  صفر صفر صفر صفر  ١أ
 ١٥٠ ٤٥٠ ١٥٠ ٢٥٠-  ٢أ  ١٥٠ ٤٥٠ ٦٥٠ ٥٥٠-  ٢أ
 ٣٠٠ ٥٠٠ ١٠٠- ٦٠٠- ٣أ  ٣٠٠ ٣٠٠ ٣٤٠- ٥٠٠- ٣أ
 ٤٥٠ ٥٠ ١٥٠- ٧٥٠- ٤أ  ٢٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ١٥٠- ٤أ

           

)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )D( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 صفر صفر صفر صفر  ١أ  صفر صفر صفر صفر  ١أ
 ٧٥٠- ٥٠٠- ٥٠٠- ٢٥٠-  ٢أ  ١٥٠ ١٥٠ ١٥٠ ٢٥٠-  ٢أ

 ٥٠ ٣٠٠ ٣٠٠ ٧٠٠- ٣أ  ٣٠٠ ٣٠٠ ١٠٠- ٥٠٠- ٣أ
 ٤٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ٥٥٠- ٤أ  ٤٥٠ ٥٠ ٣٥٠- ٧٥٠- ٤أ

)E (لاشئ مما سبق  
  :مصفوفة الأرباح والخسائر المتوقعة) ٣٤(

A)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 صفر صفر صفر صفر ١أ  صفر صفر صفر صفر ١أ
 ٥٨,٥ ٦٤,٥ ٢٤ ٥- ٢أ  ٣٨,٥ ٦٤,٥ ٢٤ ٥٢- ٢أ
 ١١٧ ١٢٩ ١٦- ١٠- ٣أ  ١١٧ ١٢٠ ١٦- ١٣- ٣أ

 ١٧٥،٥ ٢١,٥ ٥٦- ١٥- ٤أ  ١٧٥,٥ ٢١,٥ ٥٦- ٢٥- ٤أ
)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  D)( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 صفر صفر صفر صفر ١أ  صفر صفر صفر صفر ١أ
 ٥٨,٥ ٦٤ ٢٥ ٥- ٢أ  ٥٨,٥ ٤٤،٥ ٢٤ ٥- ٢أ

 ١١٢ ١٢١ ١٦- ٤٤- ٣أ  ١١٥ ١٢٥ ١٦- ١٠- ٣أ
 ١٣٥,٥ ٢١,٥ ٥٦- ١٠- ٤أ  ١٧٥,٥ ٢١,٥ ٥٦- ١٥- ٤أ

)E (لاشئ مما سبق  
  :الخطة الواجب اتباعها لتحقيق اكبر منفعة متوقعة هى )٣٥(

A) (الاولى)          B (الثانیة           )   C (الثالثة       )    D (الرابعة            )E(لاشئ مما سبق   
  :اكبر منفعة متوقعة تبلغ ) ٣٦(

A) (٢٢٠      )    B( جنيه١٢٦ )       C( جنيه١٤٢       ) D (صفر               )E(لاشئ مما سبق   
Tھذه على القیود أن وبفرض خطیة برمجة لمشكلة الربح دالة تمثل  ص٣ + س٤ = ر : الدالة كانت اذا 

   :ھى الدالة
  

 



 ٣١٢

    ٤٠ ≤ ص + س
  ١٦  ≥ص     ،   ٨ ≥ س         
   :فان            ٠ ≥ ص   ،  ٠  ≥ س         

  :منطقة الحلول للمتباينات التى تحقق النهاية العظمى للدالة هى ) ٣٧(
)A() ٠،١٦(،) ٠،٣٢(،) ٤٠،١٦    (         )  B ()٠،٠(، ) ٠، ٨ (،) ٤٠،٠()        C ()٠ ،٤٠ ( 
،)٨،١٦(،)٨،٠()     D ()٨،١٦(،)٨،٣٢(،) ٢٤،١٦(              )E  (مماسبق لاشئ  
  :نقطة الحل التى تحقق اكبر ربح ممكن هى ) ٣٨(

A) ()٣٢  ، ٨   ()B ()١٦  ، ٨()   C() ١٦  ، ٢٤()    D ()١٦  ، ٠  ()E( مماسبق لاشئ  
  :النهاية العظمى للدالة تبلغ ) ٣٩(

A)( ١٤٤         )B( ٨٠)          C( ١٢٨)      D  (١٣٨)      E( مماسبق لاشئ    
T  

  :يلى كما كانت عليها الطلب تحقق واحتمالات أسبوعياً المباعة السلع عدد أن علمت اذا
 المجموع ٢٣ ٢٢ ٢١ ٢٠ المباعة السلع عدد

 ١ ٠،٤٠ ٠،١٥ ٠،٤٠ ٠،٠٥ البیع احتمالات
 والخ سائر  الارب اح  م صفوفة  وباس تخدام  جنی ھ  ١٥٠ بیعھ ا  وثم ن  جنی ھ  ١٠٠ ال سلعة  ش راء  تك الیف  كانت فإذا

  :التالیھ
      ٤ب ٣ب ٢ب ١ب  

      ١٠٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠٠ ١٠٠٠    ١أ       
               ١٠٥٠ ١٠٥٠ ١٠٥٠ ٩٠٠ ٢أ       
     :فان         ١١٠٠ ١١٠٠ ٩٥٠ ٨٠٠ ٣أ       
             ١١٥٠ ١٠٠٠ ٨٥٠ ٧٠٠ ٤أ       
                 

   :  تصبح المتوقعة والخسائر الأرباح مصفوفة)  ٤٠ (
)A( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب )B( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 ٤٥٠ ٣٥ ٤٠٠ ٥٠ ١أ ٥٠ ٥٠ ٥٠ ٥٠ ١أ
 ٤٢٠ ٣٨٠ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ ٤٢٠ ٤٢٠ ٤٢٠ ٣٦٠ ٢أ
 ٤٠٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ ١٦٥ ١٦٥ ١٣٧،٥ ١٢٠ ٣أ
 ٨٦٠ ١٥٥ ٣٤٠ ٣٥٠ ٤أ ٤٦٠ ٤٠٠ ٣٤٠ ٢٨٠ ٤أ

          
)C( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب )D( ٤ب ٣ب ٢ب ١ب 

 ٣٥ ٤٠ ٤٥ ٥٠ ١أ ٤٠٠ ١٥٠ ٤٠٠ ٥٠ ١أ
 ٣٤٠ ٣٨٠ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ ٤٢٠ ١٥٧،٥ ٤٢٠ ٤٥ ٢أ
 ١٥٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ ٤٤٠ ١٦٥ ٣٨٠ ٤٠ ٣أ
 ٤٦٠ ١٥٠ ٣٤٠ ٣٥ ٤أ ٤٦٠ ١٥٠ ٣٤٠ ٣٥ ٤أ

)E(لاشئ مما سبق   
  :الخطة الواجب اتباعها لتحقيق اكبر منفعة متوقعة هى ) ٤١(

A) (الاولى             ) B (الثانیة         )   C (الثالثة          )  D (الرابعة           ) E(لاشئ مما سبق   
  :اكبر منفعة متوقعة تبلغ ) ٤٢(

A) (جنیھ ١٠٤٢،٥    )B( جنيه٩٨٥     )C( جنيه١٠٠٠      )D (جنيه١٠٢٥      )E(لاشئ مما سبق   

 



 
 

٣١٣

    

  
 

   
   

   
  

 
  ٠،٨ ، ٠،٩صان فإذا كان احتمال بقائهما على قيد الحياة لمده سنة واحدة على الترتيب هو أ، ب شخ )١(

 .أ ، ب حتى نهاية السنة هو حياه فإن إحتمال 

    ٠،٠٠٥ )              ء٠،٦٣ )              جـ٠،٧٢ )           ب٠،٠٠٥ )أ

  ٠،٨ ، ٠،٩ سنة واحدة على الترتيب هو أ، ب شخصان فإذا كان احتمال بقائهما على قيد الحياة لمده )٢(

 .أ ، ب خلال السنة هو  فإن إحتمال وفاة

    ٠،١٠ )              ء٠،٠٢ )              جـ٠،٠٤ )           ب٠،٧٢ )أ

  ٠،٨ ، ٠،٩أ، ب شخصان فإذا كان احتمال بقائهما على قيد الحياة لمده سنة واحدة على الترتيب هو  )٣(

 .أ فقط حتى نهاية السنة هو  فإن إحتمال حياة 

    ٠،١٥ )              ء٠،١٢ )              جـ٠،٢٠ )           ب٠،١٨ )أ

  ٠،٨ ، ٠،٩أ، ب شخصان فإذا كان احتمال بقائهما على قيد الحياة لمده سنة واحدة على الترتيب هو  )٤(
 .فإن إحتمال حياة واحد فقط منهما حتى نهاية السنة هو 

    ٠،٢٦ )              ء٠،٤٠ )              جـ٠،٣٠ )     ب      ٠،٢٥ )أ

  ٠،٨ ، ٠،٩أ، ب شخصان فإذا كان احتمال بقائهما على قيد الحياة لمده سنة واحدة على الترتيب هو  )٥(
 .فإن إحتمال حياة واحد على الأقل منهما حتى نهاية السنة هو 

    ٠،٣٠ )              ء٠،٢٦ )              جـ٠،٧٢ )           ب٠،٩٨ )أ

فإذا تم سحب كرة واحدة ثلاث مرات .  كرة صفراء ٤٠ كرة بيضاء ، ٣٠ كرة حمراء ، ٣٠صندوق به  )٦(
 .فإن إحتمال أن تكون الكرات الثلاث حمراء هو). الكرة المسحوبة ترد مرة أخرى(متتالية مع الإحلال 

    ٠،٠٢٠ )          ء   ٠،٠٠٣ )            جـ٠،٠٢٧ )           ب٠،٠٣٥ )أ

ثلاثة أشخاص أ، ب، ج فإذا كان احتمال بقاء كل واحد منهم على قيد الحياة حتى نهاية السنة علـى  )٧(
 .حتى نهاية السنة هوحياه الثلاثة  فإن إحتمال ٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٢٤٢ )            ء٠،٣٣٦ )              جـ٠،٥٢٨ )           ب٠،٢٣٦ )أ

  )٣(من ) ١(ص 

 



 
 

٣١٤

 

ثلاثة أشخاص أ، ب، ج فإذا كان احتمال بقاء كل واحد منهم على قيد الحياة حتى نهاية السنة على  )٨(
 .خلال السنة هوالثلاثة  فإن إحتمال وفاة ٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٠٣٥ )              ء٠،٠٤٨ )            جـ٠،٠٢٤ )           ب٠،٠٩٦ )أ

اص أ، ب، ج فإذا كان احتمال بقاء كل واحد منهم على قيد الحياة حتى نهاية السنة على ثلاثة أشخ )٩(
 . فإن إحتمال حياة أ فقط هو٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٠٩٦ )           ء٠،٠٧٥ )            جـ٠،٠٦٩ )           ب٠،٠٨٤ )أ

هم على قيد الحياة حتى نهاية السنة على ثلاثة أشخاص أ، ب، ج فإذا كان احتمال بقاء كل واحد من )١٠(
 . فإن إحتمال حياة واحد فقط من الثلاثة هو٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٢٤٢ )           ء٠،٨٨١ )            جـ٠،٠٣٢ )           ب٠،١٨٨ )أ

ا كان احتمال بقاء كل واحد منهم على قيد الحياة حتى نهاية السنة على ثلاثة أشخاص أ، ب، ج فإذ )١١(
 . فإن إحتمال حياة أثنين فقط حتى نهاية السنة هو٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٤٦٠ )           ء٠،٤٥٢ )            جـ٠،٢٥٢ )           ب٠،٤٢٥ )أ

احد منهم على قيد الحياة حتى نهاية السنة على ثلاثة أشخاص أ، ب، ج فإذا كان احتمال بقاء كل و )١٢(
 . فإن إحتمال حياة واحد على الأقل حتى نهاية السنة هو٠،٦ ، ٠،٧ ، ٠،٨الترتيب هو 

    ٠،٩٦٧ )           ء٠،٧٩٦ )            جـ٠،٦٧٩ )           ب٠،٩٧٦ )أ

 ) ٦-س) (٤-س) (٤+س) (٧+س( علمت أن إذا )١٣(

  هذه الأقواس هوفى حاصل ضرب فإن معامل 
   ٥٨- ) ء                 ٦٩ )جـ                ٨٥ ) ب             ٥٧ )أ

ثلاثة صناديق متماثلة فى الشكل بكل منها عدد من الكرات الحمراء وعدد أخر من الكرات البيضاء ،  )١٤(
 ، الثالث  كرة بيضاء٢٠ كرة حمراء ، ٨٠ كرات بيضاء ، الثانى به ١٠ كرة حمراء ، ٩٠الأول به 

  كرة بيضاء ٣٠ كرة حمراء ، ٧٠به 
فإذا تم إختيار أحد الصناديق الثلاثة بطريقة عشوائية وسحبت منه كرة فإن احتمال أن تكون 

 .الكرة المسحوبة حمراء هو

    ٠،٤ )     ء          ٠،٥ )     جـ         ٠،٨ )  ب             ٠،٩ )أ

  )٣(من ) ٢(ص 

 



 
 

٣١٥

 

ثلة فى الشكل بكل منها عدد من الكرات الحمراء وعدد أخر من الكرات البيضاء ، ثلاثة صناديق متما )١٥(
 كرة بيضاء ، الثالث ٢٠ كرة حمراء ، ٨٠ كرات بيضاء ، الثانى به ١٠ كرة حمراء ، ٩٠الأول به 

  كرة بيضاء ٣٠ كرة حمراء ، ٧٠به 
 ووجدت أنها بيضاء فإن فإذا تم إختيار أحد الصناديق الثلاثة بطريقة عشوائية وسحبت منه كرة

 احتمال أن تكون هذه الكرة من الصندوق الثالث هو

    ٠،٤ )     ء          ٠،٥)      جـ         ٠،٨ )  ب             ٠،٩ )أ

 سلع من إنتاج هذا ٣ فإذا تم سحب ٠،٩إذا كان إحتمال إنتاج السلع الجيدة بأحد المصانع هو  )١٦(
 ميع السلع جيدة هوفإن إحتمال أن تكون ج. المصنع 

    ٠،٢٢٠ )     ء        ٠،٧٢٩ )  جـ         ٠،٢١٥ )  ب        ٠،٢٧٩ )أ

 سلع من إنتاج هذا ٣ فإذا تم سحب ٠،٩إذا كان إحتمال إنتاج السلع الجيدة بأحد المصانع هو  )١٧(
 فإن إحتمال أن تكون جميع السلع رديئة هو. المصنع

    ٠،٠١٠ )     ء        ٠،٠٠٨ )  جـ         ٠،٠٠٥ )  ب        ٠،٠٠١ )أ

 سلع من إنتاج هذا ٣ فإذا تم سحب ٠،٩إذا كان إحتمال إنتاج السلع الجيدة بأحد المصانع هو  )١٨(
 فإن إحتمال أن تكون سلعة واحدة جيدة هو. المصنع 

    ٠،٠٢٧ )     ء        ٠،٠٢٣ )  جـ         ٠،٠٢٢ )  ب        ٠،٠٣٥ )أ

 سلع من إنتاج هذا ٣ فإذا تم سحب ٠،٩ إنتاج السلع الجيدة بأحد المصانع هو إذا كان إحتمال )١٩(
 فإن إحتمال أن تكون سلعتين جيدة هو. المصنع 

    ٠،٠٣٥ )    ء        ٠،٢٩٧ )  جـ         ٠،٧٢٩ )  ب        ٠،٧٩٢ )أ

 من إنتاج هذا  سلع٣ فإذا تم سحب ٠،٩إذا كان إحتمال إنتاج السلع الجيدة بأحد المصانع هو  )٢٠(
 فإن إحتمال أن تكون واحدة على الأكثر جيدة هو. المصنع 

    ٠،٠٤٥ )     ء        ٠،٠٢٨ )  جـ         ٠،٠٨٢ )  ب        ٠،٠٣٢ )أ

 
 

  )٣(من ) ٣(ص 
 

 



٣١٦ 
 

    

   
   

  

 
 

 
أحد التجار بتوزيع ثلاث سلع على الأكثر خلال موسم معين من السلع الغذائية التى تتلف إذا بقيت دون بيع  يقوم

  .جنيه وأن الخطط المتاحة لهذا التاجر هى٣٠٠بيعها  جنيه وثمن٢٠٠ةحتى نهاية الموسم فإذا كان ثمن شراء السلع
 الطلب حالات الخطط

 طلب ردىء فى حالة عدم بيع أى سلعة) ١ب( .ألا يتعامل فى هذه السلعة) ١ط(الأولى  الخطة
 طلب أقل من المتوسط فى حالة بيع سلعة واحدة) ٢ب( .التعامل فى سلعة واحدة) ٢ط(الثانية  الخطة
 طلب معتدل فى حالة بيع سلعتين) ٣ب( التعامل فى سلعتين) ٣ط(الثالثة  الخطة
 سلع  ٣طلب ممتاز فى حالة بيع ) ٤ب( .سلع ٣التعامل فى ) ٤ط( الرابعة الخطة

تاجر كان يتعامل كل منهم فى الموسم السابق فى نفس نوع السلع التى  ١٠٠٠جمع بيانات عن  أمكن فإذا
  :ت هى هذا التاجر وهذه البيانا فيهايتعامل 

   المجموع ٣ ٢ ١ ٠ السلع المباعة عدد
 ١٠٠٠ ٢٢٠ ٤٠٠ ٢٨٠ ١٠٠ التجار عدد 

 
  )١ب(الطلب الردىء  تحقق إحتمال -١

 لاشىء مما سبق)هـ ٠,٤)د ٠,٣)ج ٠,٢)ب ٠,١)أ
  )٢ب(تحقق الطلب أقل من المتوسط  إحتمال -٢

 لاشىء مما سبق)هـ ٠,٥)د ٠,٤)ج ٠,٣)ب ٠,٢)أ
  )٣ب(المعتدل  تحقق الطلب تمالإح-٣

 لاشىء مما سبق)هـ ٠,٥)د ٠,٤)ج ٠,٢)ب ٠,٣)أ
  )٤ب(تحقق الطلب الممتاز  إحتمال -٤

 لاشىء مما سبق)هـ ٠,٢)د ٠,٤)ج ٠,٣)ب ٠,٥)أ
  )١ط(المتوقعة للخطة الأولى ت  المنفعة -٥

 لاشىء مما سبق)هـ ٢٠)  د ١٥-)   ج صفر)   ب ٣٠)   أ
  )٢ط(ت  ثانيةالمتوقعة للخطة ال المنفعة -٦

 لاشىء مما سبق)هـ ٧٣)  د ٧٠)   ج ٧٥)   ب ٧٤)   أ
  )٣ط(ت  ثالثةالمتوقعة للخطة ال المنفعة -٧

 لاشىء مما سبق)هـ ٥٠)  د ٥٥)   ج ٥٧)   ب ٥٩)   أ
  )٤ط(ت  رابعةالمتوقعة للخطة ال المنفعة -٨

 لاشىء مما سبق)هـ ٨٨)  د ٩٠-)   ج ٨٩)   ب ٩٢)   أ
  

  )٤من  ١ ص( 

 



٣١٧ 
 

 
 

قطع وقد  ٤إنتاجها وكل عينة مكونة من  من عينة ١٠٠٠ بارأحدى الشركات لصناعة قطع الغيار بإخت قامت
  .أن توزيع هذه العينات وفقاً لعدد قطع الغيار الجيدة كما يلى باركانت نتيجة هذا الاخت

   المجموع ٤ ٣ ٢ ١ ٠ قطع الغيار الجيدة عدد
 ١٠٠٠ ٧٥٠ ١٠٠ ٨٠ ٥٠ ٢٠ العينات عدد 

وحدة  ٩٠٠وحدة منتجة توجد  ١٠٠٠المواصفات الموضوعة للإنتاج تحدد أن يكون من بين كل  كانت فإذا
  . جيدة
  عدد القطع فى جميع العينات هو  متوسط -٩

 لاشىء مما سبق)هـ ٣٥١٠)  د ٣٥٣٠)  ج ٣٥٢٠) ب ٣١٥٠) أ
  )مع التقريب( الفعلى  الاحتمال -١٠

 لاشىء مما سبق)هـ ٠,٨٤)  د ٠,٨٨)  ج ٠,٩٠) ب ٠,٨٢) أ

 
  صفر= ع  –ص +  سعلمت أن            إذا

  ٦= ع + ص  –س  ٢
  ١= ع  ٢ –ص  ٣+  س

  
  تساوى) المحدد العام( ∆ قيمة -١١

 لاشىء مما سبق)هـ ٣-)  د ٥- )  ج ٧) ب ٤) أ
  س  تساوى ∆ قيمة -١٢

 لاشىء مما سبق)هـ ٤-)  د ٦- )  ج ٥-) ب ٣- ) أ
  تساوىص   ∆ قيمة -١٣

 لاشىء مما سبق)هـ ٧-)  د ٨- )  ج ٩-) ب ١٠- ) أ
  ع  تساوى ∆ قيمة -١٤

 لاشىء مما سبق)هـ ١١-)  د ١٢- )  ج ١٤-) ب ١٥- ) أ

 
  حداً ٥٠+ .............  ٦٠٧+  ٣٨٥+  ٢٢٩+  ١٢٧+  ٦٧+  ٣٧:     علمت أن   إذا

  
  -:فى صيغة الحد العام لإيجاد المجموع هى ) أ( قيمة -١٥

 لاشىء مما سبق)هـ ٤)  د ٣)  ج واحد) ب ٢) أ
  -:فى صيغة الحد العام لإيجاد المجموع هى ) ب( قيمة -١٦

 لاشىء مما سبق)هـ ٥)  د ٤)  ج ٣) ب واحد) أ
  -:فى صيغة الحد العام لإيجاد المجموع هى ) ء( قيمة -١٧

 لاشىء مما سبق)هـ ٨)  د ٧)  ج ٦) ب ٥) أ
  )٤من  ٢ص ( 

 



٣١٨ 
 

 
  -:فى صيغة الحد العام لإيجاد المجموع هى ) جـ( قيمة -١٨

 لاشىء مما سبق)هـ ٢٥)  د ٢٤)  ج ٢٣) ب ٢٢) أ

 
علمت أن البيان التالى يوضح قيمة الصادرات من المواد الخام بالمليون جنيه لأحدى الشركات خلال السنوات  إذا

  )٢٠١٤-٢٠٠٩(من 
   ٢٠١٤ ٢٠١٣ ٢٠١٢ ٢٠١١ ٢٠١٠ ٢٠٠٩ السنوات

 ٨٧ ٨٢ ٧٩ ٧٥ ٧٢ ٥٣ الصادرات بالمليون قيمة 
  
  -:فى معادلة الاتجاه العام هى ) م( قيمة -١٩

 لاشىء مما سبق)هـ ٢,٨)  د ٢,٥)  ج ٢,٩) ب ٢,٤) أ

  - :فى معادلة الاتجاه العام هى ) جـ( قيمة -٢٠
 لاشىء مما سبق)هـ ٧٤,٧)  د ٧٤)  ج ٧٥) ب ٧٣,٧) أ

  -:السنوى هو التزايد أو التناقص  معدل -٢١
 لاشىء مما سبق)هـ ٥,٧)  د ٥,٨)  ج ٨,٥) ب ٥,٢) أ

  -:هى  ٢٠١٧المشتريات المتوقعة فى سنة  قيمة -٢٢
 لاشىء مما سبق)هـ ١٠٧,٦)  د ١٠٥,٥)  ج ١٠٦,٦) ب ١٠٩) أ

 
كزين للإنتاج فإذا من الأجهزة الكهربائية ويستخدم فى إنتاجها مر انإحدى الشركات بالتخطيط لإنتاج نوع تقوم

ساعات فى المركز الثانى وإنتاج النوع الثانى  ٣كان النوع الأول يحتاج فى إنتاجه إلى ساعتين فى المركز الأول ، 
ساعات فى المركز الأول ، وساعة واحدة فى المركز الثانى فإذا علمت أن العائد من بيع  ٤يحتاج فى إنتاجه إلى 

وأن . جنيه حتى يحقق المصنع أكبر ربح ممكن ٨٠د من بيع النوع الثانى هو جنيه والعائ ١٠٠النوع الأول هو 
  . ساعة عمل أسبوعياً ٦٠،  ٨٠الطاقة القصوى للمركزين الأول والثانى على الترتيب هما 

  - :الواجب إنتاجها من النوع الأول هى  الكمية -٢٣
 لاشىء مما سبق)هـ ١٦)  د ١٤)  ج ١٥) ب ١٧) أ

  -:نتاجها من النوع الثانى هى الواجب إ الكمية -٢٤
 لاشىء مما سبق)هـ ١١)  د ١٠)  ج ١٢) ب ١٣) أ

  -:هى  نربح ممك أكبر -٢٥
 لاشىء مما سبق)هـ ٢٥٦٠)  د ٢٦٥٠)  ج ٢٧٦٠) ب ٢٥٥٠) أ

  - :فى المركزين الأول والثانى على الترتيب هى  غلةالضائعة غير المست الطاقة -٢٦
 لاشىء مما سبق)هـ ٢،  ٣)  د ١،  ٢)  ج ٢،  ١) ب ٣، ٢) أ

  )٤من  ٣ص ( 

 



٣١٩ 
 

 
  ٢=  ع+      ص +  سعلمت أن           إذا

  ٢= ع  ٣+    ص + س  -
٢= ع  ٢+ ص  ٣+  س  

  
 - :المصفوفة هو  مقلوب -٢٧

  

  

 )أ(

١٤  
 --------  ٦ 
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 --------  
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 --------  
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 --------  
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 --------  
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 --------  

٦ 
٨  

 --------  
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 --------  
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 )ب(

٧  
 --------  ٦ 

-١  
 --------  

٦ 
-٢  

 --------  

٦ 
-٥  

 --------  
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-١  

 --------  

٦ 
٤  

 --------  

٦ 
٤  

 --------  

٦ 
٢  

 --------  
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 --------  

٦ 
 

  

 )ج(

١٤  
 --------  ٥ 

-٤  
 --------  

٥ 
-٤  

 --------  

٥ 
-١٠  

 --------  

٥ 
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------ --  

٥ 
٨  

 --------  

٥ 
٨  

 --------  

٥ 
٨  

 --------  
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 )ء(

٧  
 --------  ٤ 

-١  
 --------  

٤ 
-٢  

 --------  

٤ 
-٥  

 --------  

٦ 
-١  

 --------  

٦ 
٤  

 --------  

٦ 
٤  

 --------  

٦ 
٢  

 --------  

٦ 
-٢  

 --------  

٦ 
 

  لا شىء مما سبق) هـ(
 

  - :س ، ص ، ع على الترتيب  قيمة -٢٨
 لاشىء مما سبق)هـ ١،  ٣،  ٢)  د ١،  ٣،  ١)  ج ٢،  ٣،  ٢) ب ٢ ،١- د،واح) أ

 
  وحدة من منتج معين تتحدد بالعلاقة الآتية) س(علمت أن تكاليف إنتاج  إذا
   ٣س ٠,٠٥+  ٢س ٠,٨ –س  ١٥= ص  

 
  -:وحدة هى  ٢٠الحدية عند إنتاج  التكلفة -٢٩

 لاشىء مما سبق)هـ ٤٥)  د ٤٣)  ج ٤٢)   ب ٤١)  أ

  - :جنيه هو  ١٥الذى عنده التكلفة الحدية تساوى  مقرباًالإنتاج بالوحدات  حجم -٣٠

 لاشىء مما سبق)هـ ١٣)  د ١١)  ج ١٥)   ب ١٢)  أ
  

  )٤من  ٤ص ( 
  

      

 


