
 

  الحل : م مروان بجور
 

 للأستاذ غازي الحصيني المسألة الشاملة في الأشعة

في مستوٍ منسوب إلى معلمٍ متجانس في الفراغ لدينا النقاط: 

 (     )      (     )     (      ) 

 . 𝓟أثبت أن النقاط تُشكل مستوٍ أوجد معادلته الديكارتية ورمزه   )   

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗(      )    ⃗⃗⃗⃗  ⃗(       ) 

مركبات الشعاعين غير متناسبة فالشعاعين غير مرتبطين خطياً أي النقاط لا تقع 

 على استقامة واحدة .

⃗⃗⃗⃗  بفرض   ⃗(     )    

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗                           

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗                       

                    بفرض 
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𝓟              

وأحسب حجم رباعي الوجوه  𝓟عن المستوي   أحسب بُعد النقطة  ) 

     . 

    (  𝓟)  
| |

√ 
 
 

 
 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗(      )   ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  √       √   

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  √       √   

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  √    √  

                      قائم في      فالمثلث

     
 

 
  √   √      

𝓥  
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وأحسب طول  𝓟على المستوي   مسقط   أحسب إحداثيات النقطة  ) 

   . 

⃗⃗⃗⃗  ويقبل   نكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم المار من   شعاع توجيه : ⃗ 

Δ  {
    
   
    

 

     بالتعويض في معادلة المستوي 

 (  )     (   )         

              
  

 
         (

  

 
 
  

 
 
 

 
) 

‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  √
        

  
 √
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̀  اكتب المعادلات الوسيطية للمستقيمين  )  وادرس الوضع          

 .  عن المستقيم(     ) النسبي لهما ثم احسب بُعد النقطة 

  {
      
            
      

            ̀ {
      
       
     

       

 بمساواة الإحداثيات في المعادلتين :

                   ( ) 

                     ( ) 

                   ( ) 

      نجد  ( )بالتعويض في        نجد ( )  من 
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المستقيمين متقاطعين ونقطة التقاطع هي نجد أنها محققة. إذاً  ( )بالتعويض في 

 .  وهي النقطة  (     )

 𝒹على   المسقط القائم لـ  (     )̀ نفرض 

  ̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(           ) 

⃗⃗̀                    نكتبها بدلالة  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(         ) 

  ̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝒹⃗⃗ ⃗⃗                 

   
  

 
        ̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

  

 
  
 

 
) 

   ‖  ̀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  √
 

 
   
 

 
 √

  

 
 
√  
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 . 𝓟والمستوي  ̀ ادرس الوضع النسبي للمستقيم  ) 

       في المستوي  �̀�نعوض إحداثيات 

 (    )  (     )   (   )      
                         

 . 𝓟محتوى في المستوي   ̀ والمستقيم المعادلة محققة دوماً 

 

ويمر بالنقطتين  𝓟العمودي على  𝓠أوجد معادلة المستوي  ) 

 (      )   (      ) . 

  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(       ) 
   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗                  

   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                  
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         وبفرض 

              ( )   
                    (  ) 

                      ( )  

                         بالجمع

                 
                

 فنجد :  نعوض بإحداثيات 

                          

𝓠                  
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ناظماً عليه ،   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ويقبل   الذي يمر من   اكتب معادلة المستوي  ) 

 .    𝓟  𝓠وادرس الوضع النسبي للمستويات 

ℛ              

                      نعوض إحداثيات  

              

                                  

                            

                                      

          ̀                      ̀       

                                      

                                      ̀ 

                                              ̀  

                            نجد  ̀  من 



 

  الحل : م مروان بجور
 

 . (        )نقطة التقاطع ومنه 

و  (      ) ⃗⃗ ويقبل   المار من  �̀�اكتب معادلة المستوي  )  

 شعاعي توجيه له . (     ) ⃗⃗ 

  ̀⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗                       
  ̀⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗  ⃗                     

                                بوضع 

               ̀  

                      نعوض إحداثيات 

�̀�                 
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 و أوجد البعد بينهما.  ويمر من   الموازي لـ  ̀ اكتب معادلة المستوي  ) 

 ℛ̀⃗⃗⃗⃗  ⃗   ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗                    

                     بالتعويض بإحداثيات

ℛ̀               
 ̀           

 نجد  ℛفي معادلة المستوي      بوضع 

ℛ                             

              (     )  ℛ 

   (   ̀)     (  ℛ̀)  
|     |

√   
 
 

√ 
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 ليكون المستوي   عيّن قيمة   ) 

 �̀�  ̀ (   )           

 عن فصلهما المشترك.  ثم أوجد بُعد النقطة  𝓟مُعامداً المستوي 

⃗⃗⃗⃗  يجب أن يحقق                     ُمعامداً لـ  ̀̀ حتى يكون   ⃗   ̀̀⃗⃗⃗⃗  ⃗    

 (   )                     

              ̀  ̀              

   (   )  
|      |

√ 
 
 

 
 

   (   ̀̀)  
|      |

√ 
 
 

 
 

   (  𝓟 �̀̀�)  √
  

 
 
 

 
 
√  

 
 

 وذلك لأن المستويين متعامدين .
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⃗⃗⃗⃗  أوجد   )    . ̂      وأوجد   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗ 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗(      )     ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(       )    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(       ) 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗              

      ̂  
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ‖
 
      

√   √  
   

  

                   
   

  √  
   

 قطراً لها .    أوجد معادلة الكرة التي تقبل   )

 التي تمثل مركز الكرة المطلوبة  [  ]نوجد إحداثيات منتصف 

 (
  

 
   
 

 
)      

  

 
 √
  

 
    

(  
 

 
)
 
 (   )  (  

 

 
)
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 .  وتمس المستوي   أوجد معادلة الكرة التي مركزها    )

  ℛعن   نحسب بُعد 

   (  ℛ)  
|     |

√   
 
  

 √ 
 
 

√ 
 

   وهو يُمثل نصف قطر الكرة المطلوبة   

(   )     (   )  
  

 
    

 . [  ]أوجد معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة    )

⃗⃗        هي   [  ]منتصف  ⃗⃗  ⃗(       )    (
  

 
   
 

 
)   

                
 

 
    

 

 
     

                        

                   معادلة المستوي المحوري            
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 .     من محور الفواصل متساوية البعد عن   عيّن نقطة    )

 (     ) إلى محور الفواصل فإحداثياتها من الشكل   تنتمي   بما أن 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗(       )            ⃗⃗⃗⃗  ⃗(       ) 

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖                  

(   )       (   )       

                      

                     (      )  

التي تجعل   و    بالنسبة لـ   نظيرة   أوجد إحداثيات النقطة    )

 متوازي أضلاع .     

       بالنسبة لـ   نظيرة   بما أن 

  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗        
(           )  (       ) 
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{
                  
                 
                

         (      )  

 .    𝓠ويُعامد كلاً من   أوجد معادلة المستوي المار من    )

 ⃗   ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗                     
 ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗                            

                بوضع 

                        
  

 
 

 

  
 

 
        

   نعوض بإحداثيات 
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  معادلة المستوي المطلوب 
 

 
                  

وعيّن مركز ونصف قطر   ومركزها   أوجد معادلة الكرة التي تمر من    )

 . 𝓟دائرة تقاطعها مع 

            

(   )    وجدنا               ( )ومن الطلب   
 

 
   

  ̀ ومركزها   قاطع للكرة بدائرة نصف قطرها   المستوي  

  √   
  

 
 √

   

 
 √
   

 
 
 √  

 
 

وقد أوجدنا سابقاً في الطلب   على   لـ لإيجاد مركزها نوجد المسقط القائم 

̀̀     وهي النقطة  ( )   (
  

 
 
  

 
 
 

 
) 
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 (   ) (   ) (   )مركز الأبعاد المتناسبة للنقط   لتكن    )

 :  عيّن ما تمثله مجموعة النقط 

‖   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  ‖   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      

   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗        

‖ (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )‖  ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖          

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

 [  ]وهي تُمثل معادلة كرة مركزها منتصف 
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 .  ويمر من  (  )المعامد للمستقيم  ̀̀ أوجد معادلة المستوي    )

ℛ ̀  ̀              

   نعوض بإحداثيات 

                      

  ̀  ̀              
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