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  البرامج الخطية المرافقة

  مقدمة:

من المفاهيم الأساسية في البرمجة الخطية مفهوم الترافـق أو الثنائيـة حيـث يعتمـد هـذا  

بحيــث  مرافقــاً  المفهــوم علــى نظريــة الترافــق الــتي تشــير إلى أن كــل برنــامج خطــي يمتلــك برنامجــاً 

خـــر وتتســـاوى قيمـــة تـــابع للبرنـــامج الآ ن هنـــاك حـــلاً إنـــه إذا وجـــد حـــل لأحـــد البرنـــامجين فـــأ

 تكــونحيــث تظهـر الحاجـة إلى النمــوذج المرافـق عنـدما  الأمثـل،الهـدف للبرنـامجين عنــد الحـل 

m كبر منأ عدد القيود n عدد المتغيرات (المتحولات(.  

  البرامج الخطية المتناظرة:

  تعريف: 

نـــه موضـــوع بصـــيغة متنـــاظرة إذا كانـــت جميـــع المتحـــولات أنقـــول عـــن برنـــامج خطـــي 

ن تكـون أعطيت جميع القيود بشكل متراجحات (ويجـب أن تكون غير سالبة وإذا أمقيدة ب

و يسـاوي في أقـل مـن أعظمـي موضـوعة بصـيغة لى الحـد الأإلة الزيـادة أمتراجحات قيـود مسـ

ن تكـون بصـيغة أكـبر أصـغري يجـب لى الحـد الأإلة الإنقـاص أن متراجحـات قيـود مسـأحين 

   .و يساويأمن 

  المرافق للبرنامج المتناظر:تشكيل البرنامج 

نـــه إذا كـــان لـــدينا أحيـــث متنـــاظر يمكـــن تشـــكيل برنـــامج مرافـــق لكـــل برنـــامج خطـــي 

مـــن أو  أصـــغريتكـــون مـــن تـــابع هـــدف في صـــورة تعظـــيم وشـــروط في صـــورة  خطيـــاً  برنامجـــاً 

  :الأصلي يأخذ الشكل التاليالبرنامج أي يساوي 
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   :للشروط طبقاً 

 

  :والذي يكتب بالصورة المختصرة التالية
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       :للشروط طبقاً 
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   :الشكلالبرنامج المرافق يأخذ  متغيرات القرار عندئذ xj ثوابت و aij, bi, cj حيث

 

  :للشروط طبقاً 

a11y1 + a21y2 + - - - + am1ym  c1 

a12y1 + a22y2 + - - - + am2ym  c2 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

a1ny1 + a2ny2 + - - - + amnym  cn 

y1, y2, - - - , yn  0 

  

0,,
21

2211

22222121

11212111











n

mnmnmm

nn

nn

xxx

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

nn
ybybybUMin 

2211



  

  الدكتورة ميسم جديد  

 

- ٣ - 
 

  :والذي يكتب بالصورة المختصرة التالية

 

   :للشروط طبقاً 

 

 

  :وإذا كان البرنامج المتناظر معطى بالشكل المصفوفي التالي

Z = CX 
  :مع مراعاة القيود

AX  B 
X  0   ,   B  0 

  :البرنامج الخطي المرافق بالشكل المصفوفي التاليعندها يكون 

Min L = BY 

   :مع مراعاة القيود

CAY   
0Y 

  :حيث

  A  مصفوفة من القياسnm  

B  1مصفوفة عمود أي من القياسm  

C  مصفوفة سطر من القياسn1  

X  1مصفوفة عمود من القياسn  

Y  مصفوفة سطر من القياسm1 
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نــه يمكــن اعتبــار البرنــامج المرافــق برنــامج أصــلي وفي هــذه الحالــة يكــون البرنــامج أكمــا 

   .الأصلي هو البرنامج المرافق

  المتناظر:غير تشكيل البرنامج المرافق للبرنامج 

الى الشــكل المتنــاظر كمــا مــر معنــا ســابقا ونوضــح الطريقــة مــن خــلال نحــول النمــوذج 

    :المثال التالي

21وجد                        أ مثال: 54 xxMaxZ   

  :ضمن القيود

5

1034

2023

21

21

21







xx

xx

xx

 

01 x   2وx  غير مقيد  

ن تكون جميـع القيـود مـن نـوع أنحول النموذج السابق الى الشكل المتناظر (أي يجب 

  .)Maxن جميع تابع الهدف من نوع و يساوي لأأقل أ

  الحل: 

1034تصبح   )1(نضرب المتراجحة الثانية بـ  - ١ 21  xx  

 قيد المساواة يحول الى قيدين  - ٢

5

5

21

21





xx

xx

 

   :و يساويأقل أثم نحول القيد الى قيد 

521  xx  
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لى فــرق بــين إصــلية نحولــه فهــو غــير مقيــد في نــص المســالة الأ 2xبالنســبة للمتحــول 

    :مقيدين x4, x3 متحولين

0,0; 43432  xxxxx  

    :لة بالشكل التاليأعندها تصبح المس

431 554 xxxMaxZ   

x1, x3, x4  0 

  :ضمن القيود

3x1 + 2x3 – 3x4  20 

–4x1 + 3x3 – 3x4  –10 

x1  + x3 – x4  5 

-x1 – x3 + x4  – 5 

x1, x2, x3  0 

  :البرنامج المرافق 

MinL = 20y1 – 10y2 + 5    33 yy  

  :ضمن القيود

3y1 – 4y2 +    33 yy   4 

2y1 + 3y2 +   33 yy   5 

– 3y1 – 3y2 –
  33 yy   – 5  

y1  0 , y2  0 

3y غير مقيد.  

  ملاحظة:

إذا كـــان تـــابع الهـــدف مـــن نـــوع تعظـــيم وكـــان لـــدينا شـــرطا مقيـــدا أو أكثـــر مـــن نـــوع  

  .)1-بـ ( أو يساوي وذلك بضربه أصغرأو يساوي فإننا نحوله إلى  أكبر
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مـن  أكـبرن القيود يجب أن تكون من نـوع إأما إذا كان تابع الهدف من نوع تقليل ف

مـن أو  أكـبرمن أو يساوي يحـول إلى قيـد مـن نـوع  أصغريساوي وعليه أي قيد من نوع  أو

  .)ربه بـ (ضيساوي ب

  ملاحظة:

ـــد مـــن نـــوع مســـاواة يعطـــي قيـــدين إحـــداهما مـــن نـــوع    مـــن أو يســـاوي  أكـــبركـــل قي

    .تعظيم أو تقليل لةوتحول المسأمن أو يساوي  أصغرخر من نوع والآ

  :حيث نلخص طريقة إعداد البرنامج المرافق بالخطوات التالية

هــدف ن تــابع إفــ (تقليــل)إذا كــان تــابع الهــدف في البرنــامج الأصــلي في صــورة تعظــيم  - ١

    .(تعظيم)البرنامج المرافق يكون في صورة تقليل 

في البرنـامج المرافـق ويقابـل كـل قيـد  يقابل كل قيد أو شرط في البرنـامج الأصـلي متغـيراً  - ٢

    .في البرنامج الأصلي أو شرط في البرنامج المرافق متغيراً 

ن القيـود تكـون في صـورة إمن البرنـامجين في صـورة تعظـيم فـ في أي إذا كان تابع هدف - ٣

ن القيـود إمـن البرنـامجين في صـورة تصـغير فـ في أي قل مـن أو يسـاوي وإذا كـان تـابع هـدفأ

    .من أو يساوي أكبرتكون في صورة 

معــاملات تــابع الهــدف في البرنــامج المرافــق هــي قــيم الطــرف الأيمــن لمقيــدات البرنــامج  - ٤

لمرافق هي معاملات تابع الهـدف في البرنـامج الأصلي وقيم الطرف الأيمن لمقيدات البرنامج ا

   .الأصلي

ر عــدد متغــيرات القــران إفــ ) (  ) وعــدد متغــيرات القــرارإذا كــان عــدد القيــود ( - ٥

   .)( وعدد القيود تصبح  ) في البرنامج المرافقتصبح (

1

mn

mn
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للبرنامج المرافـق هـي نفسـها معـاملات  (القيود)معاملات المتغيرات في الشروط المقيدة  - ٦

ــــامج الأصــــلي مــــع تبــــديل معــــاملات الأســــطر  (القيــــود)المتغــــيرات في الشــــروط المقيــــدة  للبرن

) في الشــروط المقيـــدة للبرنـــامج الأصـــلي والأعمــدة هـــذا يعـــني أن معــاملات الســـطر رقـــم (

أن  مـع ملاحظـة) في الشـروط المقيـدة للبرنـامج المرافـق ( هي نفسها معاملات العمود رقـم

   .مرافق البرنامج المرافق هو البرنامج الأصلي

  مثال:

  :نه لدينا البرنامج الخطي الآتيأ نفرض 

Max Z = c1x1 + c2x2 + c3x3 

  :للشروط التالية طبقاً 

a11x1 + a12x2 + a13x3  b1 

a21x1 + a22x2 + a23x3  b2 

a31x1 + a32x2 + a33x3 =  b3 

x1,x2,x3  0 

لإيجاد البرنامج المرافـق للبرنـامج الخطـي السـابق نجـد أن تـابع الهـدف في صـورة تعظـيم 

قـــل مـــن أو يســـاوي أولـــذلك يجـــب أن تكـــون جميـــع الشـــروط المقيـــدة في صـــورة متراجحـــات 

  يســاوي نضــرب كــل حــد فيــه  وأقــل مــن أفي الشــرط الثــاني لصــورة اجحــة ولتحويــل اتجــاه المتر 

  :) فنحصل على1-( ـب

- a21x1 - a22x2 - a23x3  - b2 

  :والشرط الثالث على صورة معادلة يحل محله الشرطين التاليين

a31x1 + a32x2 + a33x3  b3 

a31x1 + a32x2 + a33x3  b3 

i

i
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إلى صــورة اقــل أو يســاوي نضــرب كــل حــد فيهــا بـــ  المتراجحــة الأخــيرةولتحويــل اتجــاه 

  :نحصل على )1-(

- a31x1 - a32x2 - a33x3  - b3 

    :الصورة المعدلة للبرنامج الأصلي هيوتصبح 

MaxZ = c1x1 + c2x2 + c3x3 

  :للشروط طبقاً 

a11x1 + a12x2 + a13x3  b1 

- a21x1 - a22x2 - a23x3  - b2 

a31x1 + a32x2 + a33x3  b3 

- a31x1 - a32x2 - a33x3  - b3 

x1,x2,x3  0 

هـــــي المتغـــــيرات البديلـــــة أو المرافقـــــة المقابلـــــة للقيـــــود  نفـــــرض أن 

   :السابقة على الترتيب عندها يكون البرنامج المرافق

 

 

a11y1 – a21y2 + a31

3y - a31


3y  c1 

 

a13y1 – a23y2 + a33

3y - a33


3y  c3 

 

   :متغير غير محدد الإشارة يصبح البرنامج السابق حيث  وبوضع 

 

  

),,,( 3321
 yyyy

  33332211 ybybybybMinU

)( 3332211
  yybybybMinU

2332332222121 cyayayaya  

0,,, 3321  yyyy

  333 yyy3y
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   :للشروط طبقاً 

a11y1 – a21y2 + a31y3  c1 

 

a13y1 – a23y2 + a33y3  c3 

   

y3 غير مقيد.  

  :الترافقنظريات حول 

  .إن النموذج المرافق للنموذج المرافق هو النموذج الأصلي - ١

 مقبـــولاً  حـــلاً  )y1,y2,…,ym( للنمـــوذج وكـــان مقبـــولاً  حـــلاً  )x1,x2,…,xn( إذا كـــان - ٢

ـــابع الهـــدف للنمـــوذج الأصـــلي إللنمـــوذج المرافـــق فـــ قيمـــة تـــابع الهـــدف  زلا تتجـــاو ن قيمـــة ت

  :نه يكون لديناأللمرافق عند هذين الحلين أي 
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  .المثالي)في ذلك الحل  (وبماجل جميع الحلول المقبولة لكل من النموذجين أوذلك من 

 مثــالي)لــه حــل  (لــيسالنمــوذجين المترافقــين غــير محــدود  أحــدإذا كــان تــابع الهــدف في  - ٣

  .فان النموذج الأخر يكون قابل للحل لتعارض الشروط

إذا كــان لأحــد النمــوذجين حــل مثــالي محــدود فــان للنمــوذج الأخــر حــل مثــالي محــدود  - ٤

 .تساويتينوان قيمتي تابع الهدف الحديتين م

Max Z = Min U 

2332222121 cyayaya 

0, 21 yy
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حلـين  )y1,y2,…,yn( و )x1,x2,…,xn( نالشرط اللازم والكـافي لكـي يكـون الحـلا - ٥

ن يحققــا أمثــاليين للبرنــامج الأصــلي ومرافقــه هــو أن تكــون قيمتــا تــابعي الهــدف متســاويتان و 

  :الشرطين التاليين

n1,2,...,j    cyax
m

i
jiijj
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  .للصفر الجدائين في العلاقتين السابقتين مساوياً  أحدبمعنى أن يكون 

  –انتهت المحاضرة  -

  

  د. ميسم جديد


