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 Linear Algebra)( الجبر الخطي :القسم الثاني

 

 الفصل الخامس 

 (Vector Spaces)الفضاءات الشعاعية 

 

 

 مقدمة

إن منشأ الجبر الخطي يعود إلى النصف الثاني من القرن السابع عشر وذلك عند دراسة جمل 

 ومن Leibintz الذين أسهموا في هذا المجال نذكر نالرياضييالمعادلات الخطية ومن أوائل 

 الذي أعطى العلاقات التي تسمح بحل جمل المعادلات الخطبة Maclaurinبعده العالم 

 .هولين وبثلاثة مجاهيلجبم

 Cramerوأما دراسة الحالة العامة لجمل المعادلات الخطية فيعود الفضل في ذلك إلى العالم 

 .في النصف الثاني من القرن الثامن عشر

 الذين Laplace وVandermonde ونذكر nوم المحدد من المرتبة نتيجة لهذه الدراسات نشأ مفه

 .Gaussعملوا في هذا المجال وجاء بعد ذلك مفهوم المصفوفة على يد العالم 

إن تطور نظرية المصفوفات سمح في منتصف القرن التاسع عشر بظهور مفهوم الفضاء 

 النهائية التعارفا وأم. Cayley  بعداً وأول من تحدث عن هذا المفهومnالشعاعي ذو 

 .1888  في عامPeanoت من قبل العالم وضعللفضاءات الشعاعية فقد 

 

 (Vector Spaces) الفضاءات الشعاعية .1

 تعريف 

 مجموعة مزودة بقانوني تشكيل الأول داخلي والثاني خارجي E. تبديلياKًليكن حقلاً

EEK xx حيث ×→ .).( λλ ),(.,نقول أن البنية . → +E فضاء شعاعي على الحقل التبديلي 

K إذا تحققت الشروط التالية: 
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1- ),( +Eزمرة تبديلية . 

2- 22 ),(,),( EyxK ∈∀∈∀ µλفإن :  (a)- yxx ..).( µλµλ +=+ 

(b)- yxyx ..).( µλλ +=+            (c)- )..().( xx µλµλ =× 

3-  ; 1 .Kx E x x∀ ∈ = 

 أو (Scalars) بالمؤثرات السلمية k وتسمى عناصر (Vectors) تسمى بالأشعة Eإن عناصر 

 .اختصاراً سلميات

 . ويدعى بالشعاع الصفري+)( للعنصر الحيادي بالنسبة للقانون 0Eنرمز بـ

 

 أمثلة

),,( إن الحقل -1 ×+K هو فضاء شعاعي على نفسه وذلك عندما نعرف القانون الخارجي (.) 

xx و∋Kx وK∈λنضع  :بالشكل التالي ×= λλ. 

K إذا كان -2 = 2E و\ =  :نعرف جمع شعاعين بالشكل التالي . \

2
1 2 1 2, ; ( , ), ( , )x y x x x y y y∀ ∈ = 1: فإن \= 2 1 2( , )x y x x y y+ = + + 

 : كما يليλ ميونعرف ضرب شعاع بسل

2
1 2 1 2, ( , ) ; . ( , )x x x x x xλ λ λ λ∀ ∈ = ∈ =\ \ 

)2إن  ,  .\ هو فضاء شعاعي فوق الحقل \+(.,

1يمثل الشعاع  2( , )x x x= ونهايته )0,0( مركز الجملة الإحداثية من بسهم يبدأ \2 من 

),(النقطة  21 xx. 

x,وجمع الشعاعين  y نحصل عليه برسم متوازي مستطيلات أضلاعه xو y ويكون 

x y+ وأما الشعاع  وهو ما يمثل بالشكل المجاور )0,0( هو القطر الذي يبدأ في النقطةxλ  

),( وإحداثياته xشعاع منطبق على فهو  21 xx λλ. 
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 تعريف

)كل بنية جبرية . Kعلى الحقل جبراً  نُسمي.  حقلاً تبديلياKًليكن : Algebraالجبر , , ,.)E + × 

 :تحقق الشروط التالية

)البنية  -1 , ,.)E  .K فضاء شعاعي على الحقل +

),,(البنية  -2 ×+Eحلقة . 

3- ).().(;),(, 2 yxayxaEyxKa ×=×∈∀∈∀ 

 

 قواعد الحساب في الفضاءات الشعاعية

 )1(مبرهنة 

),(.,ليكن  +E فضاءً شعاعياً معرفاً على الحقل K 22 وليكن ),(,),( KEyx ∈∈ µλ . عندئذ

 :الخواص التالية محققة

1- xxx ..).( µλµλ yxyx و −=− ..).( λλλ −=− 

2- 0 . 0k Ex 0. و = 0E Eλ = 

3- ).().().( xxx −=−=− λλλ  

4- . 0 ( 0 ) ( 0 )E K Ex xλ λ= ⇔ = ∨ =  

 :الإثبات
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 إن  -1

( ). . ( ).
( 0 ). .K

x x x
x x

λ µ µ λ µ µ
λ λ

− + = − +
= + =

 

 : فنحصل علىx.λنقوم بتشكيل الطرفين أعلاه مع . وذلك باستخدام خواص الفضاء الشعاعي

( ). . . . 0
( ). . . 0
( ). . . . 0 .
( ). . .
( ). . . . .
( ). 0 .
( ). . .

E

E

E

E

x x x x x
x x x
x x x x x
x x x
x x x x x
x x x
x x x

λ µ µ λ λ λ
λ µ µ λ
λ µ µ λ λ λ
λ µ µ λ
λ µ µ µ λ µ
λ µ λ µ
λ µ λ µ

− + = = − =
⇒ − + − =
⇒ − + − + = +
⇒ − + =
⇒ − + − = −
⇒ − + = −
⇒ − = −

 

yxyxبنفس الطريقة نثبت أن  ..).( λλλ −=− 

0 :لدينا.  بالاعتماد على الخاصة الأولى-2 . ( ). . . 0K Ex x x xλ λ λ λ= − = − = 

0.وبنفس الأسلوب نثبت أن  0E Eλ = 

 

 .بالاعتماد على تعريف الفضاء الشعاعي والخواص أعلاهمباشرة  -3

4- . 0 . 0 . 0E K Kx x xλ λ λ= ⇔ = ⇔ = 

.أو .0 0E Ex xλ λ= ⇔ = 

 

 Product Spaces الشعاعيةفضاءات الجداء   :)2(مبرهنة 

nEEE حقلاً تبديلياً وليكن Kليكن  ,,, 21 لنعرف على . K على الحقل شعاعيه فضاءات …

nEEE ××=  : كما يلي(.) و+)(  القانونين 1…

1 1 1, ( , , ), ( , , ) ; ( , , ) ( , , ) ( , , ),n nK x x y y E x x y y x y x yλ∀ ∈ ∀ ∈ + = + +… … … … … 

).,,.(),,.( 11 nn xxxx λλλ …… = 

),(.,عندئذ  +E والعنصر الحيادي فيه بالنسبة للجمع فضاء الجداء هو فضاء شعاعي ويسمى 

هو 
1 2

(0 ,0 , ,0 )
nE E E…. 

 :الإثبات
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),( بسهولة تستطيع أن تُثبت أن -1 +Eهي زمرة تبديلية . 

2- 2 2( , ) , ( , )K x y Eλ µ∀ ∈ ∀ ),,(حيث  ∋ 1 nxxx ),,,( و=… 21 nyyyy  : فإن=…

( )
( )

1

1 1

( ). ( ). , , ( ).

. . , , . .
. .

n

n n

x x x

x x x x
x x

λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ

λ µ

+ = + +

= + +

= +

…

… 

yxyxوبنفس الأسلوب نثبت أن  ..).( λλλ ).()..( و +=+ xx µλλµ  :وكذلك =

1 1 1

1 2

1 . 1 .( , , ) (1 . , ,1 . ) ( , , )
1 . ;

K K n K K n n

K n

x x x x x x x
x x x E E E E
= = =

⇒ = ∈ = × × ×
… … …

…
 

 

 فضاءات التوابع: )3(مبرهنة 

) ولنرمز بـK فضاء شعاعياً معرفاً فوق الحقل E مجموعة ما وليكن Aلتكن  , )A EF 

 .E فيAإلى مجموعة كل التوابع من 

)لنعرف على المجموعة  , )A EFن التاليين القانوني: 

, ( , ); :
: ( ) ( )

f g A E f g A A
x f x g x

∀ ∈ + →
→ +

F
 

  : تابع بسلمي كما يليضربونعرف 

( , ), ; :
: . ( )

f A E K f A E
x f x

λ λ
λ

∀ ∈ ∀ ∈ →
→

F
 

)عندئذ البنية  )( , ), ,.A E +F هي فضاء شعاعي على الحقل K. 

 

 :ملاحظة

 . ما لم يذكر خلاف ذلكx.λ بدلاً من xλمن الآن فصاعداً سنكتب 
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 (Vector Subspaces) الفضاءات الشعاعية الجزئية .2

 )(Linear Combinations تعريف التراكيب الخطية

),(.,ليكن  +E فضاء شعاعي على الحقل K . من جملة أشعةنسمي E، الجماعة 

),,( 1 nxxS  من Eنسمي كل عنصر من . E والتي عناصرها عبارة عن أشعة من =…

1النمط  1
1

,
n

i n n
i

xi x xλ λ λ
=

= +∑ n  حيثS تركيب خطي بالجملة …
n K∈),,,( 21 λλλ …. 

 تعريف

),(.,ليكن  +E  فضاءً شعاعياً على الحقلK ولتكن EF نقول أن . E مجموعة جزئية من ⊃

F من فضاء شعاعي جزئي Eإذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية : 

1- 0E F∈. 

2- FyxKFyx ∈+∈∀∈∀ µλµλ ;),(,),( 22 

 .) ثابت بالنسبة للتراكيب الخطيةFأي(

 

 (Sub-algebra) تعريف

)ليكن  , , , )E + × EF ولتكن K على الحقل جبراًً •  Fنقول أن . E مجموعة جزئية من ⊃

 : إذا وفقط إذا تحققت الشروط التاليةE من  جزئيجبر

1- 0 ,1E EF F∈ ∈. 

2- FyxKFyx ∈+∈∀∈∀ µλµλ ;),(,),( 22 

3- 2( , ) ;x y F x y F∀ ∈ × ∈ 

 أمثلة

),(., إذا كان -1 +E فضاء شعاعياً على الحقل K فإن كل من Eو }{ EO هي فضاءات 

 . وتسمى بالفضاءات التافهةEشعاعية جزئية من 

التي  وx مجموعة كثيرات الحدود بمتحول واحد xK][ حقلاً تبديلياً وليكن K إذا كان -2

]إن . Kأمثالها هي عناصر من الحقل  ]K x بالنسبة إلى قانون جمع كثيرات الحدود وضربها 

} هو فضاء شعاعي والمجموعة K∈λبسلمي  }[ ] ( ) [ ]; degnK x P x K x P n= ∈  هي ≥

 .xK][فضاء شعاعي جزئي من 
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  )1(نتيجة هامة 

),(.,إن أي فضاء شعاعي جزئي من الفضاء  +Eًًهو فضاء شعاعي أيضا . 

 

 )4(مبرهنة 

)لتكن  )i i IF ),(.,  الشعاعي جماعة من الفضاءات الجزئية من الفضاء∋ +E على الحقل K 

iعندئذ 
i I

F F
∈

 .E هو فضاء شعاعي جزئي من ∩=

 :ثباتالإ

 Ii∈∀ 0 فإنE iF∈ لأن iF فضاء جزئي من E 0 ومنهE i
i I

F F
∈

∈ =∩. 

iF; بما أن   i I∈ هو فضاء شعاعي جزئي من Eفإن : 

2 2( , ) & ( , ) ; ;i ix y F K x y F i Iλ µ λ µ∀ ∈ ∀ ∈ + ∈ ∈ 

iعندئذ 
i I

x y F Fλ µ
∈

+ ∈ i ومنه ∩=
i I

F F
∈

 هو فضاء جزئي من الفضاء ∩=

),(.,الشعاعي +E. 

 

 )5(مبرهنة 

),(.,ليكن  +Eلى الحقل  فضاء شعاعي عK . ولتكن الجملة),,( 1 nxxS . E من عناصر =…

 .E هي فضاء شعاعي جزئي من Sعندئذ مجموعة كل التراكيب الخطية بالجملة 

 

 

 )Basic of Vector Space( يأساس الفضاء الشعاع. 3

 تعريف 

 يكتب E إذا وفقط إذا كان كل عنصر من E يمُولدة للفضاء الشعاع Sنقول أن الجملة 

 : أيSكتركيب خطي بالجملة 

S 1 جملة مولدة 1 1; ( , , ) ;n
n n nx E k x x xλ λ λ λ∀ ∈ ∃ ∈ = + + ⇔… … 

SvectE)(ونرمز لذلك بـ =. 
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 :تبع الخطوات التاليةا ، هي جملة مُولدة مالتثبت أن جملة

 .∋Ex وليكن E خذ عنصر كيفي من -1

……… ضع  -2 == nλλ ,,1 

Exx ومن ثم بين أن -3 nn ∈++ λλ …11 

 

 المث

)1,1,()3,2()2,2( : بين أن الأشعة التالية\2الفضاء في  321 === xetxx 

 .\2هي جملة مولدة لـ

 :الحل

2ليكن 
1 2( , )v v v=  :لاحظ أن أي تركيب خطي من الأشعة الثلاثة المعطاة يكتب كما يلي، \∋

3
1 1 2 2 3 3 1 2 3; ( , , )x x xλ λ λ λ λ λ+ + ∈\ 

2v أن أي شعاع وبالتالي نجد  يمكن أن يكن كتركيب خطي بواسطة الجملة \∋

),,( 321 xxxS  . وذلك بحل جملة المعادلات=

1 2 3 1

1 2 3 2

2 3
3 2

v
v

λ λ λ
λ λ λ
+ + =
+ + =

 

 . هي جملة مولدةSإذن . \وهذه الجملة لها عدد لا نهائي من الحلول في 

 

 )Linearly independent system( الحرة ةتعريف الجمل

),,(نقول أن الجملة  1 nxxS  )مستقلة خطياً(جملة حرة  هي Sنقول أن . E من عناصر =…

 :إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي

1 2 1 1 1 2( , , , ) ; 0 0n
n n n E n KK x xλ λ λ λ λ λ λ λ∀ ∈ + + = ⇒ = = = =… " " 

  .(Linearly dependent) مرتبطة خطياً Sة وإلا نقول أن الجمل

 

  خواص الجمل المرتبطة:)6(مبرهنة 

),,(لتكن  1 nxxS  :عندئذ. E جملة من عناصر =…
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a- 0 إذا كان أحد عناصر هذه الجملة هو الشعاع الصفريE فإن Sًمرتبطة خطيا . 

b- إذا كان في الجملة شعاع مكرر أكثر من مرة فإن Sًمرتبطة خطيا . 

c- إذا كانت الجملة مرتبطة فإن أي شعاع من هذه الجملة يكتب كتركيب خطي ببقية 

 :Sالعناصر أو الأشعة الأخرى في 

1
1 1 1

1
; ( , , , , , ) ; ,

n
n

n i i n i j j
j
j i

i N K x xλ λ λ λ λ−
− +

=
≠

∀ ∈ ∃ ∈ = ∑… … 

 مثال

),,(الجملة  321 xxxS )2,0,1,()1,1,1( حيث = 321 === xxxمن ه هي جملة مرتبطة لأن 

01أجل  =λ132   و −== λλ0332211  نحصل على =++ xxx λλλ. 

 

 )Basis(تعريف الأساس 

),,(نقول عن جملة الأشعة  1 nxxS  إذا وفقط إذا Eللفضاء الشعاعي أساس  تشكل أنها =…

 :كانت

 . الجملة حرة-1

 .دةولِ الجملة مُ-2

 

  )2(نتيجة

 يكتب كتركيب خطي E فهذا يعني أن كل شعاع من E أساس للفضاء الشعاعي Sأن تكون 

 .Sكل وحيد بالجملة وبش

 

 :الإثبات

),,( بالجملةتركيبين خطيينل يكتب كناتج xلنفرض أنه يوجد شعاع  1 nxxS  : أن  أي =…

1 1

1 1

n n

n n

x x x
x x x

λ λ
µ µ

= + +
= + +

"
"

 

1ذعندئ 1 10 ( ) ( )E n n nx x x xλ µ λ µ= − = − + + : فإن ) 1(حسب المبرهنة و "−

1 1 0n n Kλ µ λ µ− = = − ,,11   وبالتالي"= µλµλ == …nn. 
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 مثال

),,,(إن الجملة  21 neeeS 1 حيث =… 2(1,0,0), (0,1, ,0), , (0,0, ,0,1)ne e e= = =… … … 

 .\nتسمى بالأساس القانوني لـ

 مثال

1أثبت أن الجملة  2 3( , , )S e e e= 1,0,1,()1,1,1( حيث( 21 −== ee 3)1,1,0( و =e  هي أساس

 .\3الفضاء 

 :الحل

3:الجملة مستقلة خطياً أي حرة لأن
3

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ; 0e e eλ λ λ λ λ λ∀ ∈ + + =
\

\ 

),,()0,0,0( فإن 3232321 =++−++ λλλλλλλ عندئذ نستنتج أن : 

1 2 3

2 3

2 3

0
0

0

λ λ λ
λ λ

λ λ

+ + =
− + =
+ =

 

1 الجملة من المعادلات نجد أن  المشترك لهذهحلالب 2 3 0λ λ λ= = = 

5
1 2 3( , , )x x x x∀ =  Sتركيب خطي بعناصر كx تكون مولدة إذا استطعنا كتابة S  فإن \∋

3أي إذا وجدنا 
1 2 3( , , )λ λ λ 1بحيث يكون \∋ 1 2 2 3 3x e e eλ λ λ= +  :عندئذ . +

  1 2 3 1 2 3 2 3 2 3( , , ) ( , , )x x x λ λ λ λ λ λ λ= + + − + + 

 على جملة المعادلات التالية و بالتالي نحصل 

 
( )
( )
( )

1 2 3 1

2 3 2

2 3 3

1

2

3

x

x

x

λ λ λ

λ λ

λ λ

+ + =

− + =

+ =

 

311 المشترك نجد أن حلالب xx −=λنجد )3( من )2(بطرح  و )1( في )3( بتعويض  و ذلك 

أن 
2

23
2

xx −
=λًنحصل على)3( و )2( بجمع  و أخيرا  

2
23

1
xx +

=λ. 
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 ملاحظة

),,( فضاء شعاعي أساسه Eإذا كان  1 neee )1ن أي شعاع إف =… , , )nx x x E=  تب يك…∋

1 حسب الملاحظة السابقة على شكل تركيب خطي 1 1; ( , , ) n
n n nx x x Kλ λ λ λ= + + ∈" … 

),,(نسمي  1 nλλ  .x إحداثيات أو x ـالمركبات السلمية ل …

 

 

 (Dimension of vector space) بُعد فضاء شعاعي . 4

 أكثر من أساس E الشعاعي  هو إثبات أن أي إذا كان  للفضاءالفقرةالهدف الأساسي من هذا 

 .فهذه الأسس لها نفس عدد العناصر

 

 )8(مبرهنة 

),,(لتكن  1 nxxS ),,(ولتكن  .Eاء الشعاعي  جملة مولدة للفض… 11 nxxS  أكبر مجموعة =…

 .E أساس للفضاء 1S عناصرها مستقلة خطياً عندئذ Sجزئية من 

 :الإثبات

Sxiلتكن  .ا مولدة للفضاء الشعاعي حرة ولنثبت أنه1Sإن الجملة  ri حيث ∋  1Sبما أن . <

µλλλ يوجد السلميات ix إذن من أجل Sهي أكبر مجموعة حرة ضمن  ,,,, 21 r… والتي 

02211 ة بحيث يكونليست جميعها معدوم =++++ irr xxxx µλλλ يجب أن يكون  "

0≠µ 1 وإلا حصلنا على أن الجملةSإذن. رضف مرتبطة وهو ما يناقض ال: 

1 1 1
1 1 2 2i r rx x x xµ λ µ λ µ λ− − −= − − − −" 

ri حيث ixإذن   هو عنصر x أن  حالياً لنفرض.Sالجملة  يكتب كتركيب خطي بعناصر <

nn  جملة مولدة فإنSبما أن . Eكيفي من الفضاء  xxxx µµµ +++= أثبتنا أن  2211"

nr xx ,,1 ixriبتعويض كل   عندئذ1S بالجملة ةكيب خطيا تكتب كتر+… )(  بالتركيب الخطي <

 وهي حرة E مولدة لـ1S ومنه 1Sيكتب كتركيب خطي بالجملة  نفسهxالموافق نجد أن 

 .E أساس للفضاء 1Sبالفرض إذن 
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 )9(مبرهنة 

),(.,ليكن  +E فضاء شعاعي فوق الحقل التبديلي K ولتكن ),,( 1 neeS  جماعة من =…

 :عندئذ الخواص التالية متكافئة. Eعناصر 

 .E أساس لـS الجماعة -1

2- Sهي أصغر جماعة مولدة لـ E. 

3- Sهي حرة أعظمية . 

 :الإثبات

13  حرة Sإذا لم تكن ). حرة( مولدة ومستقلة خطياً  إذن هيE إن الجماعة هي أساس لـ⇐

Eenأعظمية إذن يوجد  ),,,( بحيث تكون 1+∋ 121 +neee  تولد الفضاء الشعاعي S وبما أن …

Eإذن  :nnn eee λλ ++=+ "111 

),,(ل حيث الأمثا 1 nλλ ),,(وهذا يتناقض مع كون .  ليست كلها معدومة… 11 +nee  . حرة…

32 ),,,( عندئذ الجملة ∋Exوليكن .  حرة أعظميةSإن : ⇐ 1 xee n… مرتبطة خطياً إذن 

1يوجد 
1 2 1( , , , , ) n

n n Kλ λ λ λ +
+      ليست جميعها معدومة بحيث يكون…∋

0111 =+++ + xee nnn λλλ 10إن . " +≠ nλ01  كون لأن =+nλ يتناقض مع الفرض أن S 

هي  بالتلي  وSتركيب خطي بعناصر  يكتب كx وnλ+1حرة وبالتالي يمكن القسمة على 

 .ريةغأص

Sei حرة فهي مرتبطة وبالتالي يوجد Sإذا لم تكن الجملة : ⇐21 ni  حيث∋ ,,1…= 

1\}{الذي يكتب كتركيب خطي من عناصر  ieSS  مولدة وهذا يتناقض مع 1S ومنه =

 . هي أصغر جملة مُولدة S أن الفرض

 

 )3(نتيجة 

),,(إذا كانت الجملة 1 neeS  عندئذ أي جملة أخرى K فوق الحقل E قاعدة للفضاء =…

1( , , )mS e e′ ′ ′= nm حيث …  . هي جملة مرتبطة خطياً<
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 )10(مبرهنة 

),(.,ليكن  +E فضاء شعاعي فوق الحقل K . لتكن),,( 1 neeS  وعدد E أساس للفضاء =…

 ).شعاعاً( عنصراً n عندئذ أي أساس آخر لهذا الفضاء يحوي nعناصرها هو 

 : الإثبات

 .)3(والنتيجة  )8(تطبيق مباشر للمبرهنة 

 

 عد فضاء شعاعيتعريف بُ

),(.,ليكن  +E فضاء شعاعي فوق الحقل K . نقول أنE إذا وفقط إذا وجدت فيه منتهي البعد 

 .جملة مولدة منتهية

Scardn)( نسمي E أساس لـSإذا كانت    ونرمز لذلك بـE عاعيعد الفضاء الشُبُ =

nE =dim. 

 مثال

nE إن الفضاء  = K فوق الحقل \ =  بعد لأن الجملة n هو فضاء ذو \

),,,( 21 neeeS 1)0,1,,0,(,)0,0,,1(  حيث=… ……… == nee  تشكل أساساً للفضاءn\. 

nKE بشكل عام إذا كان   بعد n ذو K هو فضاء شعاعي فوق الحقل nK  فإن =

1)  مكون من الأشعة التاليةأساسه ,0 , ,0 ), (0 ,1 , ,0 ), , (0 ,0 , ,1 )K K K K K K K K K… … … …. 

 ملاحظة

 .لا نهائي البعد فإننا نقول أن الفضاء Edim=∞إذا لم يكن الفضاء منتهي البعد أي 

 .وستقتصر في دراستنا على الفضاءات منتهية البعد

 

 )11(مبرهنة 

 .E تشكل أساساً للفضاء nعندئذ أي جملة حرة عدد عناصرها .  بعدn فضاء ذو Eليكن 

 :الإثبات

 هـي جملـة حـرة       nنجد أن أي جملة حرة بعدها       ) 3( والنتيجة   9بالاعتماد على المبرهنة    

 .أعظمية إذن هي قاعدة
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 )4(نتيجة 

),(.,إذا كان  +E فضاء شعاعي ذو nـ بعداً و F فضاء شعاعي جزئي من Eعندئذ : 

1- Fمنتهي البعد و EF dimdim ≤ 

2- EFFE dimdim)( =⇔= 

 )5(نتيجة 

),,(ـ بعداً ولتكن n فضاء شعاعياً ذو Eإذا كان  1 peeL ستطيع عندئذٍ ن.  جملة حرة=…

تمديد هذه الجملة إلى أساس للفضاء الشعاعي أي نستطيع إيجاد جملة 

),,,,,,( 121 npp eeeeee ……  .E تشكل أساساً لـ=+

 ملاحظة

 : متساويينE من G وF تستخدم لإثبات إن فضائين شعاعيين جزئيين )4(إن النتيجة 

GFGFandGF =⇒=⊂ dimdim. 

 

 Direct Sum and additional( المجموع المباشر والفضاءات المتتامة .5

Spaces( 

 تعريف

nFF ولتكن K فوق الحقل اً شعاعي فضاءEًليكن  ,,1 ئية من  جماعة من الفضاءات الجز…

E .نسمي المجموعة },,;{ 1111 nnnn FxFxxxFF ∈∈++=++ مجموع  …"…

 .(Sum of vector Subspaces) الجزئية الفضاءات الشعاعية

 

 )12(مبرهنة 

nFFإن  )(  حيثE هو فضاء شعاعي جزئي من 1"++ 11 nn FFvectFF ∪∪=++ "" 

 

 ع المباشرتعريف المجمو

21ليكن  , FF فضائين شعاعيين جزئيين من E . 21نقول أن المجموع FF مجموع مباشر  هو +

1كان إذا وفقط إذا  2 {0 }EF F∩ 21ونكتب  = FFF ⊕= 
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 ملاحظة

21 يكتب بشكل وحيد كمجموع عنصرين ∋Fxأي عنصر إن  xxx 11 حيث =+ Fx ∈ 

22و Fx ∈. 

 

 الفضاءات المتتامة تعريف

21نقول أن الفضائين الشعاعيين الجزئيين  , FF 21 إذا وفقط إذا كانمتتامين FFE ⊕= 

 ملاحظة

1F2وF متتامين فهذا يعني أن كل عنصر من الفضاء E بالشكل التالي وحيد يكتب بشكل 

21 xxx 2211 حيث =+ , FxFx ∈∈. 

 

 )13(مبرهنة 

21 وليكن   اً فضاءً شعاعي  Eليكن   , EE  ين من   ي فضائين جزئE   21 بحيث EEE  عندئذٍ إذا   =⊕

),,(كانت 1 pee  ـ … ),,( و 1E أساس ل 1 aff  ـ … ),,,,,(فـإن    2E أساس ل 11 ap ffeeS ……= 

 .Eتشكل أساساً لـ 

 :الإثبات

1بما أن  2E E E= )  فإن⊕ ) ( )1 2 1 1 2 2; ;x E x x x x E x E∀ ∈ = + ∈ ∧ ∈ 

),,(إن  1 pee ppeexعندئذ  1E  قاعدة لـ… λλ ++= وبنفس الشكل نجد أن  111"

qqeex µµ ++= qحيث  112"
q K∈),,( 1 µµ ي تالوبال …

aapp ffeex µµλλ +++++= ""  هي جملة مولدة وبسهولة نثبت أنها Sإلى أن  1111

 .Eحرة وبالتالي هي أساس لـ

 

 )4(نتيجة 

21إذا كان  EEE 21 فإن =⊕ dimdimdim EEE += 

 .ينتج مباشرة من المبرهنة السابقة :الإثبات
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 )14(رهنة مب

 E فضاء جزئياً منه عندئذٍ يوجد فضاء جزئي من Fإذا كان فضاء شعاعياً منتهي البعد و

GFE حيث Gوليكن  ⊕=. 

 :الإثبات

),,(إذا كانت  1 nee ),,( أن نجد 3بناءً على النتيجة يمكننا  عندئذٍ F أساساً لـ… 1 np ee  في +…

Eبحيث تكون : ),,,,,,( 121 npp eeeeee ……  ولنعرف Eأساساً لـ =+

),,( 1 np eevectG GFEيكون ) 13(حسب المبرهنة  =+… ⊕=. 

 طبيقات الخطيةالت. 6

FEu وليكن K فضائين شعاعيين فوق الحقل ,FEليكن  تطبيق نقول أن  هو .  تطبيقاً:→

 : إذا وفقط إذا تحقق الشرط التاليخطي

( ) )()()(;),(;, 22 yuxuyxuKEyx µλµλµλ +=+∈∀∈∀ 

 ملاحظة

),,(بيقاً خطياً من الفضاء المنتهي الذي أساسه  تطuإذا كان لدينا  1 neee  فإننا نستطيع =…

 .u بواسطة e إذا كنا نعلم صورة أشعة الأساس uمعرفة شكل التطبيق 

 

 مثال

1ليكن لدينا التطبيق 

0

([0,1], )
:

( )

C

f f x dx
ϕ

→⎧⎪
⎨

→⎪⎩ ∫
\ \

,[0,1])إن .  هو تطبيق خطيϕين أن ب  )C \ 

 ونأخذ قيمتها ]1,0[هي مجموعة التوابع المستمرة والقابلة للاشتقاق مرة واحدة على المجال 

 .\في

 :الحل

,[0,1])إن   )C  هو فضاء شـعاعي  \و). تحقق من ذلك   (\ل   هو فضاء شعاعي على الحق     \

  .\على 

,2ليكن  ([0,1], ) and ( , ) ;f g C λ µ∈ ∈\  : عندئذ \
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1

0
1

1

0
0

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

f g f g x dx

f x dx g x dx

f g

ϕ λ µ λ µ

λ µ

λϕ µϕ

+ = +

= +

= +

∫

∫ ∫ 

 . هو تطبيق خطيϕإذن  بتطبيق خواص التكاملو ذلك 

 

 )15(مبرهنة 

u:ليكن   E F→     تطبيقاً خطياً وليكن V     فضاء جزئي من E و W       فضاء جزئـي مـن F 

 :عندئذٍ

1- )(1 Wu  .E هي فضاء جزئي من  −

2- )(Vu هي فضاء جزئي من F. 

 :الإثبات

21 إذا كان -1 , xx 1)( عنصرين من Wu ),(2عندئذٍ . − K∈∀ µλ فإن  

1 2 1 2( ) ( ) ( )u x x u x u x Wλ µ λ µ+ = + 1وبالتالي  ∋
1 1 ( )x x u wλ µ −+ ∈. 

21 إذا كان -2 , yy عنصرين من )(Vu عندئذٍ يوجد Vxx ∈21  بحيث يكون ,

)(),( 2211 xuyxuy ),(2 وبالتالي== K∈∀ µλفإن : 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )y y u x u x u x x u Vλ µ λ µ λ µ+ = + = + ∈ 

) تطبيق خطي إذن uلأن  )u Vعي جزئي من  هو فضاء شعاF. 

 

 تعريف

FEuليكن   :عندئذٍ نسمي.  تطبيقاً خطياً:→

} المجموعة u نواة -1 } { }( )1ker( ) ; ( ) 0 0F Fu x E u x u −= ∈ = = 

} المجموعة u صورة -2 }Im( ) ; , ( ) ( )u y F x E u x y u E= ∈ ∃ ∈ = = 

 ملاحظة

)ker(uو )Im(uن من ي فضائين جزئيEو F على الترتيب )أثبت ذلك.( 
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  التطبيقات الخطيةخواص

 )16(مبرهنة 

FEuليكن   : تطبيقاً خطياً عندئذٍ:→

1- u متباين { }ker( ) 0Eu = ⇔ 

2- u غامر ⇔= Fu)Im( 

 . تقابلاً فإن التقابل العكسي هو أيضاً تطبيق خطيu إذا كان -3

 :الإثبات

1- uوبالتالي  متباين  

 ( )

( )

2( , ) ; ( ) ( );
0

0 ( )
ker( ) 0

F

E

E

x y E u x u y x y
u x y
x y Ker u

u

∀ ∈ = =

⇔ − =

⇔ − = ∈

⇔ =

 

2- u غامر ⇔=∈∃∈∀⇔= )(;;)Im( xuyFxFyFu 

3- u تقابل EFu →− Fyyإذن   هو أيضاً تقابل1: ∈∀ 21 2 فإن ,
21 ),(! Exx  بحيث ∃∋

),()(يكون 1122 xuyxuy ),()( أي== 2
1

21
1

1 yuxyux −− )2ليكن . == , ) Kλ µ  : عندئذ∋

( ) ( )
( )( )

1 1
1 2 1 2

1
1 2

1 2
1 1

1 2

( ) ( )

( ) ( )

u y y u u x u x

u u x x

x x

u y u y

λ µ λ µ

λ µ

λ µ

λ µ

− −

−

− −

+ = +

= +

= +

= +

 

 . هو أيضاً تطبيق خطيu−1إذن 

 مثال

:  وليكن \ فوق   ∞ فضاء التوابع القابلة للاشتقاق من المرتبة        Eليكن   ;D E F f f ′→ → 

 .ker(D(تطبيق خطي وحدد  Dبين أن 

 :الحل
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2( , ) , ( , )f g Eλ µ ∈ ∀ )  فإن \∋ ) ( )D f g f g f gλ µ λ µ λ µ′ ′ ′+ = + = بتطبيـق   وذلـك    +

  .خواص المشتق

)إذن  ) ( ) ( )D f g D f D gλ µ λ µ+ =  .هو تطبيق خطيDأي  +

)ker نواة هي المجموعة إن )D حيث  

  
{ }
{ }
{ }

ker( ) ; ( ) 0

; ` 0

;

D f E D f

f E f

f E f c

= ∈ =

= ∈ =

= ∈ =

 

c إذن نواة التطبيق \ هو ثابت من D هي مجموعة التوابع الثابتة على \. 

 :ملاحظة

),( بـF إلى Eنرمز لمجموعة التطبيقات الخطية من  FEL. 

 

 )17(مبرهنة 

),(إذا كان  FELu∈و ),( GFlv∈إن .  تطبيقين خطيينGEuov  . تطبيق خطي=→

 :الإثبات

 . التطبيق الخطي وتركيب التطبيقاتمباشر باستخدام تعريف

 

 )18(مبرهنة 

),,( فضاء شعاعي منتهي البعد أساسه Eليكن  1 neee  فضاء شعاعي أساسه F و=…

),,( 1 nfff  :عندئذٍ. F شعاع في n جملة مكونة من =…

),( يوجد تطبيق خطي وحيد -1 FELu∈حيث  fieuNi in =∈∀ )(; 

2- u متباين ⇔fحرة . 

3- u غامر ⇔fمولدة . 

 :الإثبات

nneex فإن ∋Ex ليكن -1 λλ ++= FEu ولنأخذ التطبيق 11"   بحيث يكون :→

nnnn ffeeuxu λλλλ ++=++= "" 1111 i,ه في حال لاحظ أن )()( nx e i=   فإن`∋
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( )1( ) 0 1 0 1 ; 1, ,i K K i K n K i iu e u e e e f f i n= + + + + = = =" "  معرف  uإن التطبيق    …

 ، هو تطبيق خطيuولنثبت أن  .F معرف بشكل وحيد وبالتالي له صورة وحيدة في xلأن 

22 ),(;),( KEyx ∈∀∈∀ βαٍعندئذ 

 

1 1 1 1

1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

n n n n

n n n

x y e e e e
e e

α β α λ λ β µ µ
αλ βµ αλ βµ

+ = + + + + +
= + + + +

" "
"

 

 وبالتالي

 ( ) ( ) ( )1 1 1

( ) ( )
n n nu x y f f

u x u x
α β αλ βµ αλ βµ

α β

+ = + + + +

= +

"
 

} فإن )16( حسب المبرهنة -2 }ker( ) 0Eu n وبالتالي إذا فرضنا أنه يوجد =
n K∈),,( 1 λλ … 

1 بحيث يكون 1 1 10 ( ) ( ) 0n n n nf f u e u eλ λ λ λ+ + = ⇔ + + =" " 

              )u(0 )طي تطبيق خ( 11 =++⇔ nneeu λλ " 

                                    011 =++⇔ nnee λλ "                             

E( Knoλλ أساس لـeلأن (                    ==⇔ "1     

 . حرةfإذن 

3- fفهذا يكافئ  )16(المبرهنة   حسب غامر إذنFu =)Im( 

)(;;)Im( xuyExFyFF =∈∃∈∀⇔= 

                                                 )( 11 nneeuy λλ ++=⇔ "               

)uتطبيق خطي   (                          )()( 11 nn eueuy λλ ++=⇔ "          

                                                    nn ffy λλ ++=⇔ "11    

 . مولدةfإذن 

 ملاحظة

ويكفي لذلك أن نعطي صـورة      . خطيهذه النظرية مهمة حيث تمكننا من تحديد شكل تطبيق          

 .أساس بواسطة هذا التطبيق
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  خطيرتبة جملة أشعة ورتبة تطبيق .7

 تعريف

),,(لتكن  1 nxxS  .K المعرف على الحقل E جملة من الفضاء الشعاعي =…

 أي Sعد الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بـ بSُ رتبة الجملةنسمي 

( )( ) dim ( )rg S vect S=. 

EFوإذا كان  ),( فضائين منتهيي البعد وليكن , FELu∈ رتبة التطبيق الخطي، فإننا نسمي 

uُعد الفضاء الشعاعي الجزئي  ب)Im(uأي ( )( ) dim Im( )rg u u=. 

 

 )19(مبرهنة 

),,( فضاء شعاعياً أساسه Eإذا كان  1 neee ),( وليكن =… FELu∈ٍفعندئذ   

( )1( ) ( ), , ( )nrg u rg u e u e= …. 

 :الإثبات

)إن  )( ) dim Im( )rg u u= عندئذ  

1 1 1 1

Im( ); ; ( )
( ) ( ) ( )n n n n

y u x E y u x
y u e e u e u eλ λ λ λ

∀ ∈ ∃ ∈ =
⇒ = + + = + +" "

 

   وهي جملة حرة إذنeu)( مولد بالجملة u)Im(أي أن 

( )( ) ( )( ) dim ( ) ( )rg u vect u e rg u e= =. 

 

 )20(مبرهنة 

),( وليكن K فضاء شعاعي منتهي البعد على حقل Eليكن  FELu∈حيث  F  فضاء

) عندئذٍ Kشعاعي ما على الحقل  ) ( ) ( )dim dim ker( ) dim Im( )E u u= +. 
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 تدريبات

 الأولالتمرين 

 كل المستقيمات \2 و)}0,0{( هي \2أثبت أن الفضاءات الجزئية من الفضاء الشعاعي 

0 أي Fالمارة بالمركز ونرمز لها بـ 0{ ( , ); }F x yλ λ= ∈\. 

 :الحل

}بسهولة نتحقق أن   فضاء جزئي ما من F ليكن .\2 هي فضاءات جزئية من \2و (0,0){
2و ليكن  \2 2 2( , ) ; ( , )x y λ µ∈ × ∈\ \  فإن \

1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

( , )

x y x x y y

x y x y

λ µ λ µ

λ µ λ µ

+ = +

= + +
 

مثل شعاعاً يمر بالمركز لأنه مجموع شعاعين يمران بالمركز إذن نستطيع أن نستنتج يُ ما ووه

 . هو عبارة عن مستقيم يمر بالمركزFأن 

 

 التمرين الثاني

)ليكن  , )E F= \  . فضاء شعاعيE أنناوقد أثبت، \ إلى \ي مجموعة التطبيقات من  ه\

 :E من المجموعات التالية تشكل فضاءً جزئياً من ياًأحَدد 

1- 1 ( )nF C= \. 
2-{ }2 ; (1) 2 (0)F f E f f= ∈ = 
3- { }3 ; (0) (1) 1F f E f f= ∈ = + 
4- { }4 ; ; ( ) (1 )F f E x f x f x= ∈ ∀ ∈ = −\ 
5- { }1

5 ; , ( ) ( ) ( )F f E f C f x a x f x′= ∈ ∈ = 

 .E هو تابع من xa)(حيث 

 :الحل

1- 1F هو فضائي جزئي من E 2لأن  \ فوق, ( ), ( , )nf g C λ µ∈ ∀ ∈\   فإن\

( )nf g Cλ µ+ ∈ fgلأن  \ λµ  مرة ومجموعهما هو nقاق تشرين وقابلين للاستم هما م,

 .كذلك
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2- ( ) ( )2 2
2, , ,f g Fλ µ∀ ∈ ∀   فإن\∋

 
( )(1) (1) (1)

2 (0) 2 (0)
2( )(0)

f g f g
f g
f g

λ µ λ µ
λ µ
λ µ

+ = +
= +
= +

 

2fوبالتالي  g Fλ µ+  .E فضاء جزئي من 2Fوبالتالي  ∋

3 -                                                      

( )
( ) ( )

( )

2
3

3

( , ) ; (0) (0) (0)

(1) 1 (1) 1

(1) .

f g F f g f g

f g

f g F

λ µ λ µ

λ µ

λ µ λ µ

∀ ∈ + = +

= + + +

= + + + ∉

 

 . ليس فضاءً جزئيا3Fًوبالتالي 

 

4-                                        

( )

( )( )

2
4

4

( , ) ; ( ) ( )
(1 ) (1 )

1

f g F f g f x g x
f x g x
f g x F

λ µ λ µ
λ µ
λ µ

∀ ∈ + = +

= − + −

= + − ∈

 

 

 . هو فضاء جزئي4Fوبالتالي 

5- 2 1
5( , ) ; ( )f g F f g Cλ µ∀ ∈ + g,لأن كل من  ∋ f 1 منC 1 إذن,C f gλ µ+ 

 :وكذلك

( )
( )
( ) 5

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

f g x f x g x

a x f x g x

a x f g x F

λ µ λ µ

λ µ

λ µ

′ ′ ′+ = +

= +

= + ∈

 

 . هو فضاء جزئي5F إذن

 

 التمرين الثالث

Aإذا كان  B⊂ بين أن ( ) ( )vect A vect B⊂ وأن ( )( ) ( )vect vect A vect A=. 

 :الحل
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1 1( ); ... n nx vect A x a aλ λ∀ ∈ = + )1حيث + ,..., ) n
n Kλ λ )1 و∋ ,..., ) n

na a A∈ 

)1إن  ,..., ) n n
na a A B∈ ) إذن ⊃ )x vect B∈ وبالتالي ( ) ( )vect A vect B⊂ 

) ليكن  )( )x vect vect A∈1 فعندئذ يوجد( ,..., )n Kλ λ )1 و∋ ,..., ) ( )nb b vect A∃   بحيث ∋

1 1 ... n nx b bλ λ= + )وكذلك  + )ib vect A∈ 1 حيث,...,i n=  

)1إذن ,..., ) & ( ,..., )n n
i im i imK a a Aµ µ∃ ∈ ∃ 1 نبحيث يكو ∋ 1 ...i i i im imb a aµ µ= + من أجل  +

i,...,1كل  n= 1 و بالتالي 11 11 1 1 1 1( ... ) ... ( ... )m m n n n nn nnx a a a aλ µ µ λ µ µ= + + + + + + 

)  إذنA من عناصر بخطيوهو ما يمثل تركيب  )( ) ( ) ( )x vect A vect vect A vect A∈ ⇒ ⊂. 

)وواضح أن  )A Vect A⊂القسم الأول من التمرين نجد أن حسب إذن  

( )( ) ( )vect A vect vect A⊂  ومنه( )( ) ( )vect A vect vect A=. 

 

 التمرين الرابع

 )فضاء خارج القسمة(

 ولنعرف E فضاءً شعاعياً جزئياً من Hوليكن . Kتبديلي  فضاء شعاعياً على حقل Eليكن 

)2 العلاقة الثنائية , ) ; Hx y E x y x y H∀ ∈ ℜ ⇔ − ∈ 

E/ة قمجموعة صفوف تكافؤ هذه العلا أن بين Hالحقل  هي فضاء شعاعي على K. 

وأن التطبيق 
][

/:
xx

HEEQH

→
 .الغمر القانوني هو ما يسمى و.  غامر→

 :الحل

HE عنصرين من x][ وy][إذا كان   (.)و(+)  ولنعرف على هذه المجموعة القانونين /

 بالشكل التالي

 
[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }

1 1 1 1

1 1

; , /

. ; /

x y x y x y x y E H

x x x x E Hλ λ

+ = + ∈ × ∈

= ∈ ∈
 

)/,(.,بسهولة نثبت أن  +HE على الفضاء فضاء خارجي القسمة هي فضاء شعاعي نسميه 

 .Hالجزئي 

}  غامر لأنQإن  }[ ] / ; [ ] ;x E H x y E y x H∀ ∈ = ∈ − ∈ ≠ ∅ 

E/من  من أجل كل صف تكافؤ يإ H  يوجدEy∈ بحيث يكون xy Hℜوبالتالي   
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[ ] / ; ; ( ) [ ]Hx E H y E Q y x∀ ∈ ∃ ∈ =. 

 

 التمرين الخامس

EF وليكن K فضاءً شعاعياً منتهي البعد على الحقل Eليكن  عندئذ يكون .  فضاءً جزئياً⊃

FE )dim()dim()/dim(  منتهي البعد ويكون/ FEFE −=. 

 :الحل

GFE بحيث يكون E من Gيوجد فضاء جزئي   من هذا )14( استناداً إلى المبرهنة =⊕

FEGولنبرهن أن . الفصل /: →φهو تشاكل تقابلي خطي أي تطبيق خطي تقابلي . 

} ولنثبت أنه متباين أي لنثبت أن G على HQ هو مقصور φإن  }ker( ) 0Eφ = 

( ) [ ] [ ]( )
( ) ( )

{ }

ker( ) 0

0
0

E

x x G x

x G x F

x G F
x

φ∈ ⇔ ∈ ∧ =

⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∩ =

⇔ =

 

]  غامرφولنثبت أن  ] [ ]; ( )F G G Gx E x x x x x xφ∀ ∈ = + ⇒ = غامر وبالتالي  φإذن  =

φهذا الفصل نجد أن) 4(سب النتيجة  تقابل ومنه ح  

dim( ) dim( ) dim( )
dim( ) dim( / ) dim ) dim( )

E F G
G E F E F
= +

⇒ = = −
 

 

 السادستمرين ال

),,,(عين رتبة الجملة  4321 aaaaS = 

 حيث

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

9
5
1

3
2

7
2
1
1
5

1
5
3
2
1

12
13
0
7
2

1234 aaaa 

 :لحلا

 :نضع هذه الجملة ضمن جدول واحد سنسميه مصفوفة كما يلي
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4321 aaaa 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

12179
13525
0311
7213
2152

 

 

3 2 1 4 3 1 3 4 35 2 2
1 0 0 0

2 1 7 3
3 17 5 6
5 9 15 3
1 9 11 10

a a a a a a a a a− − + + −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 

3 2 1 4 3 2 1 3 2 4 3 25 2 7 2 3

1 0 0 0
2 1 0 0
3 17 114 57
5 9 48 24
1 9 74 37

a a a a a b a a b a a b− − + = + − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

  ⇒ 

1 2 3 4

1 0 0 0
2 1 0 0
3 17 57 0
5 9 24 0
1 9 37 0

b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

⇒ ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 

 

 :حيث

31 ab =  

34122 5aaaab +−−=  
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43213 41733 aaaab +−+=  

43214 2 aaaab −+−=  

)(3نستنتج أن  =Srg 1234 وأن الأشعة ,,, aaaaمرتبطة خطياً حيث : 

02 43244 =−+−= aaaab 

 

 التمرين السابع

  حيث1Wأوجد الفضاء الجزئي المكمل للفضاء الجزئي 

( ){ }3
1 , , ; 0W x y z x y z= ∈ + − =\ 

 :الحل

  كما يلي1Wنوجد أولاً قاعدة لـ

zyxلاحظ أن  ) ومنه  =−+ ){ }2
1 , , , ( , )W y z y z y z= − + ∈\ 

( ) ( ) ( ){ }2
1 1,1,0 1,0,1 ; ,W y z y z⇒ = − + ∈\ 

)لاحظ أن  ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1e ′ =  ).أثبت ذلك (1W هي أساس لـ−

eل لاحظ أنه يمكن إكما ) بالمجموعة e إلى أساس ′ ){ }3 0, 2,1e e′′ = =   حيث−

( ) ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1 , 0, 2,1e e e′ ′′= ∪ = − 2لنفرض أن . \3تشكل أساساً لـ − ( )W vect e ′′= 

3 عندئذٍ
1 3W W= 3)1,0,0( مثلاً من أجل هإن الفضاء المتمم ليس وحيداً لأن. \⊕ =e 

)نجد أن  ) ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1 , 0,0,1e =  ونستطيع إيجاد \3 تشكل أساساً لـ−

( ){ }( )0,0,1U vect=3 بحيث يكون
1W U= ⊕\. 

 

 التمرين الثامن

  : حيث\3 من W و Uليكن لدينا الفضائين الجزئيين 

( ){ }3, , ; 3 17U x y z z x y= ∈ = ) و \+ ){ }3, , ;W x y z z x y= ∈ = عين ، \−

WUالفضاء الجزئي   ؟∩

 :الحل
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( ){ }

( )

3

2

, , ; 3 17

1, , ; ,
9

L U W x y z x y x y

x x z x z

= ∪ = ∈ + = −

⎧ ⎫⎛ ⎞= − ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

\

\

محدداً بتقاطع المستويين مستقيماً   نحصل على النتيجة بحل جملةW وUوهو ما يمثل 

:المعادلتين

  
( )
( )

3 17 0 1

0 2

x y z

x y z

+ − =

− − =

1(1) (2) 2 18 0 .
9

x y y x⇒ − = + = ⇒ = −


