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   ل��� ال��املان :  : الأولالسؤال 
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    : الثانيالسؤال 
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    : لثالثاالسؤال 

)3وف�:  ال�ا�ع ال�ع�ف على  fل���    ) sinxf x e x   
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 3 3( ) cos 3 sinx xf x x e e x   

 وم�ه   
3( ) (cos 3 sin )xf x e x x    

      
3 3( ) 3 (cos 3 sin ) ( sin 3 cos )x xf x e x x x x e       

وم�ه    
3( ) (6 cos 8 sin )xf x e x x    

 ( ) ( ) ( )f x af x bf x  
   

     3 3sin (( 6 )cos (3 8 )sin )x xe x e a b x a b x     

بالمطابقة نجد      
6 0 (1)

3 8 1 (2)

a b

a b

  


 
   

 الحل

Me En
Math Team



   3بالعدد  (1)لنضرب المعادلة 
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ً ملاحظة : یمكننا إیجاد تابع ً  ا )3للتابع  أصلیا ) sinxf x e x   
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    : الرابعالسؤال 

 f  تا�ع م���� على ال��ال[ 4,5] : ج�ول تغّ��اته الآتي  

                 
4 1 0 1 5

2 2

( ) 0

1 1

x

f x

 



   

  : اس���ج إشارة �ل م� ال��امل��  
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  : عّ�� ع�دی� ����ان �ل م� ال��امل��  
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 (a
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 وم�ه

1 1 1

0 0 0

0 ( ) 2dx f x dx dx   

و�ال�الي  

1
1

0
0

0 ( ) 2f x dx x    

وم�ه 

1

0

0 ( ) 2f x dx 

(b
1

4

( )f x dx






4وج�نا أنّ ع��ما   1x      ���1ن ( ) 2f x  
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    : الخامسالسؤال 

  ل��� ل�ی�ا ال��املات الآت�ة : 

2
1

1
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I dx
x x


  2و

1
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( 1)

e
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J dx
x


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2

2
1

( 1)ln

( 1)

e
x x

K dx
x x




  

  اح��I  .  

  ّاس�ع�ال ال��امل �ال���ئة اس���ج أن�
1

1
J I

e
 
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 .  Jثّ� اس���ج ���ة        

  ّبّ�� أن
1

2
2

K J   ثّ� اس���ج ���ةK . 

   

 2
1

1
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
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1
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
   

1

( 1) 1

a b

x x x x
 

    

  ن�حّ� ال�قامات ثّ� ن��فها 
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1 ( 1) ( )a x b x    

  لإ��ادa  0نع�يx   1ف��� a   

  لإ��ادb  1نع�يx    1ف���b     

وم�ه 
1 1

1 1 1
( )

( 1) 1

e e

I dx dx
x x x x

  
    

وم�ه   
1

ln ln( 1) 1 ln( 1) ln2
e

I x x e                  

وم�ه    
2

1 ln
1

I
e

 
  .  

 
2

2
1 1

ln
( 1) ln

( 1)

e e
x

J dx x x dx
x

   
    

  ل�����م ال��امل �ال���ئة :  

                     

2( ) ln ( ) ( 1)

1 1
( ) ( )

1

u x x v x x

u x v x
x x

  


  


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ln 1
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e e
x
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x x x

 
   

  
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1

ln 1
0

1 ( 1)

e
e
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e x x

 
        
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1

1
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e


 

  
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1 2
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J
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
  
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e
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 
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 
2

2 2
1 1

( 1)ln ln
2 2

( 1) ( 1)

e e
x x x

K J dx dx
x x x


  

    

وم�ه 
2

2 2
1 1

( 1)ln 2 ln
2

( 1) ( 1)

e e
x x x x

K J dx dx
x x x x


  

    

و�ال�الي 
2

2
1

( 2 1)ln
2
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e
x x x
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 
 
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2

2
1
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2
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e
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
 

  

و�ال�الي 
1

ln
2

e
x

K J dx
x

    

وم�ه 
1

1
2 ln

e

K J x dx
x

    




1 ( )

( )

1
2 ln

r

e

H x

H x

K J x dx
x



    

و�ال�الي 




2

1 ( ) 1

( )

1 ln 1 1
2 ln 0

2 2 2r

e
e

H x

H x

x
K J x dx

x



   
           

  
  

أ�  
1

2
2

K J   

     
1 2
2( ln )

2 1 1

e
K

e e
  

   

و�ال�الي 
1 2 2

2 ln
2 1 1

e
K

e e
  

   
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   من وحدة التكامل ) 27( المسألة مسألة مركبة  

   في معل� م��ان� رس��ا ال���� ال��ان���C  و  ل�ا�ع��

  .اش�قاق��� على 

  

gو gنعل� أنّ أح�ه�ا م��� للآخ�, ل�ل� ���� أن ن�م� إل�ه�ا    

  بّ�� مُعلّلاً أّ� ه�ی� ال���� ه� ال�� ال��اني لل�ا�عg
 

  وأیه�ا ل���قه .     

  ما م�ل ال��اس لل��C ؟ 0في ال�ق�ة ال�ي فاصل�ها  

   : ن�أمّل ال�عادلة ال�فاضل�ة: 2(( ) 1) xy y xE e     

  ّ2أث�� أن
0
: ( 2 ) xf x x x e ه� حل لل�عادلة( )E  

   ل��� ( )E  ال�عادلة ال�فاضل�ة: 0( ) yE y .  

f  أث�� أنّ         حل لل�عادلة( )E  ,    افئ��  

    0
u f f   حل لل�عادلة( )E   . ثّ� حل( )E  

)واس���ج ص�غة        )f x  ع��ما ���نf  حلاً لل�عادلة( )E  .  
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   إذا عل�� أنّ ال�ا�عg م� ال��ء  ه� حل لل�عادلة( )E  ,

)ص�غة  فأع�ِ  )g x  ب�لالةx .  

 ع��h حل ال�عادلة ( )E  0ال�� �ق�ل م�اساً أف��اً ع��x  .  

 ل���f ال�ا�ع ال�عّ�ف على 2 : وف�( ) ( 2 2) xf x x x e    

 ع�� ادرس ال�ا�ع وضع ج�ولاً ب�غ��اته م�ّ��اً نها�اته  و    

 ل���C  ال�� ال��اني ال�� ��ّ�ل f في معل� م��ان� .   

Cلل��  Tلل��اس  اك�� معادلةً         في ال�ق�ة  ال�ي  

C. وارس� 1فاصل�ها        وT.   

  عّ�� الأع�ادa  وb  وc  ح�ى ���ن ال�ا�ع  

    2: ( )e xF x ax bx c   تا�عاً أصل�اً لل�ا�عf على .   

)ثّ� اح��   )  م�احة ال��ح ال����ر ب�� م��ر الف�اصل

Cو  0وال�������� الل�ی� معادل�اه�اx   وx  .  
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  ق�ل ال��ء في حل ه�ا ال�ل� .  

  ��� على ال�ال� أن ���ل� ال�هارات الآت�ة : 

 ال�ا�ع إذا �ان g  م��ای�اً ت�اماً على م�ال اش�قا��اً وI أ�  

   ( ) 0g x  على ه�ا ال��الI ه�ا ��افئ أنّ ال�� ال��انيg
C

 

  م�س�ماً ف�ق م��ر الف�اصل على ه�ا ال��ال . س���ن  gلل�ا�ع 

 ال�ا�ع إذا �ان g  م��اق�اً ت�اماً على م�ال اش�قا��اً وI أ�  

   ( ) 0g x  على ه�ا ال��الI ه�ا ��افئ أنّ ال�� ال��انيg
C

 

  م�س�ماً ت�� م��ر الف�اصل على ه�ا ال��ال . س���ن  gلل�ا�ع 

   إذا �ان لل��g
C  م�اساً أف��اً ع�� نق�ة م�ه فاصل�هاx a   

)أ�    ) 0g a   ان ال�� ال��اني�g
C

  لل�ا�عg  ق�ع م��ر�

xفاصل�ها الف�اصل في ال�ق�ة ال�ي a  .  

  

 الحل
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  إذا �ان م�ل ال��اس لل��g
C  في ال�ق�ة ال�ي فاصل�هاa   

)أ�  ��bاو�  )g a b  كان ال�� ال��اني لل�ا�عg
C

 ال�ق�ة� ���  

  ( , )a b  . 

  إذا �انg  ل�� اش�قا��اً ع��x a  كان ال�ا�عg  غ��  

  مع�ف ع�� ه�ه ال�ق�ة .     

  إذا ال�� ال��اني لل�ا�عg  ق�ع م��ر الف�اصل ع���x a  

)وق� غّ�� إشارته م� ال�ال� إلى ال��ج� قل�ا �أنّ    )g a  ة���  

   أمّا إذا غّ�� إشارته م� ال��ج� إلى ال�ال�  صغ�� م�ل�اً    

)قل�ا �أنّ      )g a . ًة ���� م�ل�ا���  

  وه�اك أم�ر أخ�� ل� ی�عّ�ض إل�ها م�هاج�ا 

: نف� الأم� ی��رج إذا أع�ي رس�ة خ� ب�اني هامة ملاح�ة 

ح�� نعل� أنّه إذا �ان  Fورس�ة خ� ب�اني ل�ا�عه الأصلي fل�ا�ع

F  اش�قا��اً علىI   كان( ) ( )F x f x  .  
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  تا�عه ال���� ثّ� ن�ا�ع ��ا س�� .  fال�ا�ع وFأ� ��� أن ��ّ�ل

    gل�ع�د إلى ال��ألة : ل�ف�ض ج�لاً أنّ ال�� ال��اني لل�ا�ع 

�ق�ل م�اساً أف��اً في نق�ة  أ� نلاح� أنّ ال��   ه�  

[فاصل�ها  1,0[a    أ� ال�� ال��اني لل�ا�عg  أنْ �ق�ع ���

[م��ر الف�اصل في نق�ة  1,0[a   وه�ا ت�اق�  

 . gه� ال�� ال��اني ل�ا�عهو gلل�ا�ع ه� ال�� ال��اني Cوم�ه

  ّنلاح� أن  ه� ال�� ال��اني لل�ا�عg  ح�� ��� �ال�ق�ة

(0)أ�  (0,1) 1g   م�ل ال��اس لل�� وه�C  في ال�ق�ة ال�ي

  .   0فاصل�ها

 : 2(( ) 1) xy y xE e   
   

 2أنّ  إث�ات
0
: ( 2 ) xf x x x e  حل لل�عادلة( )E  

        2

0
( ) (2 2) ( 2 )x xf x x e e x x        

2وم�ه         

0
( ) ( 2)xf x e x     .  
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)نعّ�ض في ال�عادلة ال�فاضل�ة )E   :  

2 2

0 0
( ) ( ) ( 2) ( 2 )x xf x f x e x e x x         

0وم�ه  0
( ) ( ) (2 2) 2( 1)x xf x f x e x x e        

0أ� 
f  ه� حل لل�عادلة ال�فاضل�ة( )E  .  

  : 0( ) yE y .  

)حلاً لل�عادلة  fن��� أنْ ن��� أنّه إذا �ان  )E افئ��  

  0f f حل لل�عادلة( )E    

f  حل لل�عادلة( )E  ّه�ا ��افئ أن ( ) ( ) 2( 1) xf x f x x e      

0وه�ا ��افئ   0
( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x   

  

0وه�ا ��افئ  0
( ) ( ) ( )( ) 0f f x f f x   

   

0وه�ا ��افئ 
( )f f  حل لل�عادلة( )E .  

)لّ�ا �ان� ال�عادلة  )E   م� ال��لy y   حلّها م� ال��ل   
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xy ke   ح��k     

0ول�� وج�نا أنّ 
f f حل لل�عادلة( )E ح��f حل لل�عادلة( )E     

0وم�ه 
( )( ) xf f x ke  0أ�

( ) ( ) xf x f x ke    

0وم�ه  
( ) ( ) xf x f x ke    

       
2( ) ( 2 ) x xf x x x e ke     

      
2( ) ( 2 ) xf x x x k e    ح��k     

)هي ج��ع حل�ل ال�عادلة  fو     )E .  

  إذا عل�� أنّ ال�ا�عg م� ال��ء  ه� حل لل�عادلة( )E  ,   

)ص�غة  فأع�ِ       )g x  ب�لالةx .  

ل�ع���
2( ) ( 2 ) xg x x x k e       

)نلاح� أنّ   1) 0g    

(1 2 ) 0k e    وم�ه( 1 ) 0k    1و�ال�اليk   

فال�ا�ع  
2 2( ) ( 2 1) ( 1)x xg x x x e x e       .  
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ع��h حل ال�عادلة ( )E  0ال�� �ق�ل م�اساً أف��اً ع��x  .  

�اف��اض    
2( ) ( 2 ) xh x x x k e     

(0)ال��� :    0h    

     
2( ) (2 2) ( 2 )x xh x x e e x x k       

      
2( ) ( 2 ) xh x x k e      

(0)ل�ی�ا       0h   2)وم�ه ) 0k   2وم�هk   

     
2( ) ( 2 2) xh x x x e     

 ل���f ال�ا�ع ال�عّ�ف على 2 : وف�( ) ( 2 2) xf x x x e    

 f على معّ�ف وم���� واش�قاقي] , [     

 ��ا أنّ 
2 2lim( 2 2) lim( )

x x
x x x

 
     .  

lim و  x

x
e


    

limوم�ه  ( )
x
f x


 

   

 ���ن   ع�� 
2 2

( ) 2
x x x

x x
f x

e e e
  

   

��ا أنّ   
2

lim 0
xx

x

e
 وlim 0

xx

x

e
 و 

2
lim 0

xx e
  ّفإن  
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lim ( ) 0
x
f x


  0و�ال�اليy   م����� مقارب أفقي لل��C    

 .   في ج�ار 

      
2( ) ( )xf x e x     

( ) 0f x   2ع��ما 0x    0وم�هx   (0)و�ال�الي 2f    

0

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

 

  

  
 

  معادلة ال��اس  لل��C   1في نق�ة م�ه فاصل�هاx     

 ( 1)( 1) ( 1)y f x f       

   ( 1)f e  و( 1)f e     

    ( 1)y e x e      

         : y ex    
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  عّ�� الأع�ادa  وb  وc  ح�ى ���ن ال�ا�ع  

    2: ( )e xF x ax bx c   تا�عاً أصل�اً لل�ا�عf على .   

     F  اش�قاقي على   

    
2( ) (2 ) ( )x xF x ax b e e ax bx c         

وم�ه   
2( ) ( (2 ) ) xF x ax a b x c b e        

)���� ی��قّ�   cو bو aل�عّ��       ) ( )F x f x  أ�  

       2 2( (2 ) ) ( 2 2)x xax a b x c e x x e         

�ال��ا�قة ن�� 
1 (1)

2 2 (2)

2 (3)

a

a b

c b

 


 
  


   

1aن��  (1)م�       

2ف���  (2)نعّ�ض في  2b   4وم�هb   . 

4ف���  (3)نعّ�ض في  2c    6وم�هc    

وم�ه 
2( ) ( 4 6)e xF x x x    
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  ال��احة ال��ل��ة : 

00
2

( ) ( ) [ ( )]

( ) (0) ( 4 6)e 6

f x dx F x

F F








   

 

      


  

lim   نلاح� أنّ   ( ) 6





  .  
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