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,𝑋1: بفرض تعريف 𝑋2, ستقلة ومتطابقة بالتوزيع وتتوزع    … متغيرات عشوائية م

 وفق توزيع برنولي:

𝑃(𝑋𝑛 = 0) = 1 − 𝑝  , 𝑃(𝑋𝑛 = 1) = 𝑝   

;𝑋𝑛}عندئذ تدعى أسرة كل المتغيرات العشوائية  𝑛 ≥  .بطوري برنولي {1

 لو أردنا وصف هذا الطوري لوجدناه بحالات منفصلة وزمن منفصل، أي أن:

𝑇 = {0,1,2, … }   , 𝐸 = {0,1} 

، عدة مرات نحصل على أحد الوجهي  لو رمينا قطعة نقود أنه في تجربة برنوليةنعلم 

 Tوفي حال الحصلللول على الوجه  1نعتبره القيمة  Hففي حال حصللللنا على الوجه 

 فمثلًا يبي الجدول التالي أحد مسارات طوري برنولي: ،0نعطيه القيمة 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 n 

H H T H H H T T H النتيجة 

1 1 0 1 1 1 0 0 1 𝑋𝑛 

 يمكن أن نمثله بيانياً بالشكل التالي:
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 طوري الإشارة:

يه المتغيرات    t∈T{Xt}ليكن  تعريف: عدد     {Xt}طوري عشللللوائي ف ترصلللللد 

,0]الإشللللارات أو اثحداتي الع تقع أو خدتي فلال فمة زمنية   𝑡]  عندئذ تكون ،

وهو فضللللاا الحالة، ونفمض أن هذا الطوري  و      ℕ0مجموعة قيم هذا الطوري هي   

 عندئذ يدعى هذا الطوري بطوري الإشارة. ℕ0تزايدات في المجموعة 

 افتراضات:

 و تزايدات مسلللتقلة، عندئذ في حال كان  t∈T{Xt}إن الطوري العشلللوائي   -1

هذا الطوري طوري إشللارة ف ن التزايدات المسللتقلة له تع  أن عدد الإشللارات  

 الواردة فلال الفمات الزمنية المتعاقبة هي متغيرات عشوائية مستقلة.
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 و تزايدات متجانسلللة، هذا يع  أنه لو  t∈T{Xt}إن الطوري العشلللوائي   -2

شوائي طو  سة له تع  ورود عدد    كان الطوري الع شارة فالتزايدات المتجان ري إ

 معي من الإشارات فلال فمات زمنية متساوية الطول تساوي مقدار ثابت.

 سنفمض أن هذا الطوري يحقق العلاقتي التاليتي: -3

1 −      lim
∆𝑡→0

𝑤(∆𝑡)

∆𝑡
= 𝜆 > 0 

2 −     lim
∆𝑡→0

1 − 𝑤0(∆𝑡) − 𝑤1(∆𝑡)

∆𝑡
= 𝑂(∆𝑡) 

 إشارة، أي: iتأتي فيها  𝑡∆هي فمة زمنية طولها  𝑤𝑖(∆𝑡) علماً أن

𝑤𝑖(∆𝑡) ≔ 𝑃(𝑋∆𝑡 − 𝑋0 = 𝑖) 

3 −      1 − 𝑤0(∆𝑡) − 𝑤1(∆𝑡) = 𝑂(∆𝑡) 

شارة ف ن   t∈T{Xt}هذا يع  أنه لو كان  صولنا   𝑤𝑖(∆𝑡)طوري إ تع  احتمال ح

 خقق العلاقة التالية: 𝑂(∆𝑡)وأما  𝑡∆فلال فمة زمنية بطول  إشارة iعلى 
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lim
∆𝑡→0

𝑂(∆𝑡)

∆𝑡
= 0 

 .𝑡∆مقدار لامتناهي في الصغر بالنسبة لل  𝑂(∆𝑡)أي أن 

 ( السابقة ينتج لدينا:1من العلاقة )

lim
∆𝑡→0

𝑤1(∆𝑡)

∆𝑡
= 𝜆 > 0 

⟹ 𝑤1(∆𝑡) =  𝜆. ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡) 

يع  أنه من أجل طوري الإشلللارة ف ن احتمال ورود إشلللارة واحدة فلال فمة زمنية  

.𝜆هي من رتبة  𝑡∆قصيرة جداً بطول  ∆𝑡. 

 ( السابقة نستنتج أن:2أما من العلاقة )

1 − 𝑤0(∆𝑡) − 𝑤1(∆𝑡) = 𝑂(∆𝑡) 

شارتي على اثقل     شارة يكون احتمال ورود ا وهذا العلاقة تع  أنه من أجل طوري الإ

والذي يمثل مقدار صلللغير  𝑂(∆𝑡)هو من رتبة  𝑡∆فلال فمة زمنية قصللليرة جداً 

 جداً يمكن اهماله.
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 انس:طوري بواسون المتج

، عندئذ يقال عن هذا     ℕ0طوري عشللللوائي منقطع بفضللللاا حالة    t∈T{Xt}ليكن  

𝑡إ ا كان من أجل كل     λالطوري إنه طوري بواسللللوني متجانس بوسللللي       ≥ 0 

 العلاقة التالية محققة:

𝑃(𝑋𝑡 = 𝑘) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
 𝑒−𝜆𝑡 

 مبرهنة:

طوري عشلللوائي من طوريات الإشلللارة، ف  ا كان هذا الطوري يحقق  t∈T{Xt}ليكن 

𝑃(𝑋0كذلك خقق العلاقة ( 3( و )2( و)1الافماضللات ) = 0) = ، عندئذ 1

 سيكون هذا الطوري بواسوني متجانس.

 البرهان:

𝑡∆من الافماضي اثول والثاني وفاصية الاستقلال يمكن أن نكتب من أجل     > 0 

 ما يلي:

𝑤0(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑤0(𝑡). 𝑤0(∆𝑡)               … (1) 
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𝑤𝑖(𝑡 + ∆𝑡) = ∑ 𝑤𝑖−𝑘(𝑡)

𝑖

𝑘=0

. 𝑤𝑘(∆𝑡)    … (2) 

 ولدينا من الافماض الثالث العلاقة اثولى:

𝑤1(∆𝑡) =  𝜆. ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡)                       … (3) 

 من نفس الافماض: الثانيةوكذلك من العلاقة 

1 − 𝑤0(∆𝑡) − 𝑤1(∆𝑡) = 𝑂(∆𝑡)             … (4) 

  ⟹ 𝑤0(∆𝑡) = 1 − 𝑤1(∆𝑡) − 𝑂(∆𝑡)                               

 ( في العلاقة اثفيرة نجد:3وبتعويض )

𝑤0(∆𝑡) = 1 −  𝜆. ∆𝑡 − 𝑂(∆𝑡)                 … (5) 

 ( ينتج لدينا العلاقة التالية:5( و )1من )

𝑤0(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑤0(∆𝑡)

∆𝑡
= −𝜆𝑤0(∆𝑡) −

𝑂(∆𝑡)

∆𝑡
𝑤0(∆𝑡) … (6) 

 ( نستنتج ما يلي:5( و )2من العلاقتي )
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𝑤𝑖(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑤𝑖(∆𝑡)

∆𝑡
 

= −𝜆𝑤𝑖(∆𝑡) + 𝜆𝑤𝑖−1(∆𝑡) −
𝑂(∆𝑡)

∆𝑡
∑  

2

𝑘=1

𝑤𝑘(∆𝑡) … (7) 

 فنحصل على المعادلتي التفاضليتي التاليتي:( 7( و )6بأفذ نهاية طرفي العلاقتي )

 اثولى:

𝑤0́ (𝑡) = −𝜆𝑤0(𝑡) ⟹
𝑤0́ (𝑡)

𝑤0(𝑡)
= −𝜆 

والحلللل العلللاا لهلللذه المعادللللة التفاضللللية ملللع العللللم أن الشلللر  الابتلللدائي لهلللا  

𝑤0(0) = 𝑃(𝑋0 = 0) =  هو: 1

𝑤0(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 

 الثانية:

𝑤𝑖́ (𝑡) = −𝜆𝑤𝑖(𝑡) + 𝜆𝑤𝑖−1(𝑡) 
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والحلللل العلللاا للمعادللللة التفاضللللية الثانيلللة ملللع العللللم أن الشلللر  الابتلللدائي      

𝑤0(0)لها  = 𝑃(𝑋0 = 0) =  هو: 1

𝑤𝑖(𝑡) =
(𝜆𝑡)𝑖

𝑖!
 𝑒−𝜆𝑡

 

وبالتالي حسللللب تعرر طوري بواسللللون المتجانس نجد أن طوري الإشللللارة ا قق  

  للافماضات الثلاثة هو طوري بواسوني متجانس وبهذا يتم المطلوب.


