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  الثانيالفصل 

  الأعدادنظرية 

  مقدمة:

�ــتم نظريــة الأعــداد بدراســة الأعــداد الصــحيحة، ودراســة خواصــها، ســنقوم بمراجعــة بعــض 

المفـــــاهيم الأساســـــية في نظريـــــة الأعـــــداد وتطويرهـــــا فيمـــــا يخـــــدم الحاجـــــة إلى اســـــتخدامها في 

  تطبيقات علوم الحاسب.

  الأعداد الصحيحة:

  الإحداثيات وهذه الأعداد هي:تستخدم الأعداد الصحيحة عند مناقشة تقنيات 

…. – 4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, …. 

وتقسم إلى مجموعتين، مجموعة الأعـداد الزوجيـة  ℤونرمز �موعة الأعداد الصحيحة بالرمز 

)even:(  

- 4, -2, 0, 2, 4, …. 

  :oddمجموعة الأعداد الفردية 

- 5, -3, -1, 3, 5, …. 

  عدد صحيح ما. nحيث  2nيأخذ العدد الصحيح الزوجي الشكل 

  عدد صحيح ما. nمن أجل  2n + 1ويأخذ العدد الصحيح الفردي الشكل 

  العمليات الأساسية وخواصها:

الضــرب والقســمة).  –والطــرح  –نعلــم أن العمليــات الأساســية علــى الأعــداد هــي (الجمــع 

  الية:إن عمليتي الجمع والضرب تتمتع بالخواص الت

   m, n, k  ℤمن أجل 
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  الخاصة التبديلية: – ١

m + n = n + m 

m . n = n . m 

  الخاصة التجميعية: – ٢

(m + n) + k = m + (n + k) 

(m . n) . k = m . (n . k) 

  خاصة التوزيع: – ٣

1) m(n + k) = (m . n) + (m . k) 

2) (m + n) = mk + nk 

  تمثيل الأعداد الصحيحة:

عـدداً صـحيحاً موجبـاً عنـدها  nعـدداً صـحيحاً موجبـاً أكـبر مـن الواحـد، إذا كـان  bنفرض 

  يمكن تمثيله بالشكل:

n = akb
k + ak-1b

k-1 … + a1b + a0 

هــي أعــداد صــحيحة غـــير  a0, a1,…,akهــو عــدد صــحيح غـــير ســالب وكــذلك  kحيــث 

أنظمــة العــد . يفيــدنا هــذا الشــكل بكتابــة العــدد الصــحيح في b ،ak  0ســالبة أقــل مــن 

  المختلفة.

  ة القسمة:يقابل

  خوارزمية القسمة:

موجبــاً فإنــه يوجــد عــددان  aحيــث أحــدهما ولــيكن  b, aمــن أجــل أي عــددين صــحيحين 

  بحيث تتحقق العلاقة: q ,صحيحان وحيدان 

b = qa + r  0  r < a 

  يتحقق التكافؤ الآتي: r = 0باقي القسمة وإذا كان  a ،rعلى  bناتج قسمة  qنسمي 

a|b  b = q a  r = 0 
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  قابلية القسمة:

  تعريف:

 bللعـــدد الصـــحيح  (divisor)إنـــه قاســـم  aنقـــول عـــن عـــدد صـــحيح مختلـــف عـــن الصـــفر 

وإذا لم يتحقـق ذلـك نقـول  b = c . aيحقـق  cإذا وفقـط إذا وجـد عـدد صـحيح  a|bوكتـب 

a|bونكتب  bلا يقسم  aإن  .  

  مثال:

  .12|4ونكتب   4 3 = 12لأن  12يقسم  4

  نتائج:

١ -  a  ℤ  a . 1 = a 1، وبالتالي|a وإذا كان ،a  0  فإنa|a.  

٢ – 0 = 0 . a  وذلك مهما يكنa  ℤ  وبالتاليa|0.  

ــــالعكس         x –يوافقــــه قاســــم ســــالب  aلعــــدد صــــحيح  xإن كــــل قاســــم موجــــب  – ٣ وب

x|a  - x|a.  

  يقسم الآخر. |a|وقيمته المطلقة  aفإن كلاً من العدد  a  0إذا كان العد الصحيح  – ٤

 bx + cyفإنـه يقسـم أي تركيـب خطـي لهمـا  b, cيقسـم كـلاً مـن العـددين  aإذا كـان  – ٥

  عددين صحيحين نعبر عن هذه الخاصية رمزياً بالشكل: y,xحيث 

 x,y  ℤ  a|b ^ a|c  

a|(bx + cy) 

 cبـأي عـدد صـحيح  bيقسـم حاصـل ضـرب  aفـإن  bيقسـم العـدد  aإذا كان العدد  – ٦

  أي إن:

a|b  a|bc  c  ℤ 



  الرياضيات المتقطعة

  

  الدكتورة ميسم جديد

 

- ٤ - 
 

  أي: cيقسم  aفإن  cبدوره يقسم العدد  bوكان  bيقسم العدد  aإذا كان العدد  – ٧

a|b ^ b|c  a|c 

  (نقول إن علاقة القسمة متعدية).

  أي أن: a  bفإن  a|bعدداً صحيحاً موجباً وكان  a,bإذا كان كل من العددين  – ٨

a|b ^ a > 0 ^ b > 0  a  b 

  .bتقسم القيمة المطلقة لـ  aفإن القيمة المطلقة لـ  bيقسم العدد  aإذا كان العدد  – ٩

a|b  |a| | |b| 

  (a =  b)أي:  |a| = |b|يقسم الآخر فإن  a, bإذا كان كل من العدين  – ١٠

a|b ^ b|a  |a| = |b| 

  تصنف الأعداد وفق صفات محددة: – ١١

ــــث  2k+1أو  2kيكتــــب بالشــــكل  bكــــل عــــدد صــــحيح   –أ  ــــق  kحي عــــدد صــــحيح يتعل

  .bبالعدد 

  يكتب بأحد الشكلين: bإن مربع أي عدد صحيح  –ب 

4k  4أوk + 1  

  ملاحظة:

  يمكن أن يكون للعدد الصحيح أكثر من قاسم.

  الأعداد الأولية:

  فقط. p, 1إنه عدد أولي إذا كانت قواسمه الموجبة هي  p > 1نقول عن العدد الصحيح 

  وليس بعدد أولي ندعوه عدد مركب. 1والعدد الأكبر من 

  هي: 100الأعداد الأولية الأقل من 
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2 3 5 7 11 

13 17 19 23 29 

31 37 41 43 47 

53 59 61 67 71 

73 79 83 89 97 

  خواص كثيرة هامة للعديد من التطبيقات في علوم الحاسب.للأعداد الأولية 

  المبرهنة الأساسية في الحساب:

يمكـن أن يكتـب بشـكل وحيـد علـى أنـه أولي أو أنـه جـداء  1إن أي عدد صحيح أكبر من 

  لعددين أوليين أو أكثر حيث نكتب العوامل الأولية بترتيب غير متناقص.

  مثال:

  التالية:اكتب العوامل الأولية للأعداد 

128 , 1000 , 89 , 50 

50 = 2 . 5 . 5 = 2 . 52 

89 = 89 

1000 = 23 . 53 

128 = 27 

  مبرهنة:

. بتعبـــير nقاسمـــاً أوليـــاً أصـــغر أو يســـاوي  nعـــدداً صـــحيحاً مركبـــاً فـــإن للعـــدد  nإذا كـــان 

بحيـــث     pعـــاملاً أوليـــاً  nعـــدداً مركبـــاً فـــإن للعـــدد  nآخـــر إذا كـــان العـــدد الصـــحيح الموجـــب 

p2  n.  

  مثال:

  هو عدد أولي. 53أثبت أن 
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  الحل:

 7 ,5 ,3 ,2لا يتجـاوز  53هـذا يعـني أن  7هـو  49وجـذر  49هو  53أقرب عدد مربع لـ 

  لا يقبل القسمة على أي منه فهو عدد أولي. 53والعدد 

  ملاحظات هامة:

  مجموعة الأعداد الأولية مجموعة غير منتهية. – ١

  .2كل الأعداد الزوجية أعداد غير أولية عدا   – ٢

  هو عدد أولي. 5هي أعداد غير أولية فقط العدد  5كل الأعداد التي آحادها   – ٣

  هو عدد غير أولي. 3أي عدد يكون مجموع أرقامه من مضاعفات العدد  – ٤

  .(cryptography)ة تلعب دوراً هاماً في التعمية إن الأعداد الأولية الكبير  – ٥

  هو أولي. pحيث  2p – 1أعداد ميرسين الأولية هي أعداد تعطى بالعلاقة  – ٦

  القاسم المشترك الأعظم:

صــحيحان مغــايران للصــفر، نعــرف القاســم المشــترك الأكــبر لهمــا بأنــه عــددان  b, aبفــرض 

  .gcd(a,b)ونرمز له بالرمز  d|bو  d|aبحيث يكون  dالقاسم الأكبر 

  ملاحظة:

  وأكبر القواسم هو العدد نفسه. (1)أصغر قواسم العدد هو العدد 

  إيجاد القاسم المشترك الأكبر لعددين أو أكثر:

  نقوم بتحليل كل عدد إلى عوامله الأولية ونكتبه على شكل جداء قوى. – ١

  يكون القاسم المشترك الأكبر هو جداء قوى العوامل المشتركة بأصغر أس. – ٢
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(لــيس كلاهمــا مســاوياً  b, aبتعبــير آخــر لإيجــاد القاســم المشــترك الأكــبر لعــددين صــحيحين 

  للصفر معاً) نكتب العددين بالشكل:

an
n

2a
2

1a
1 p,...,ppa   

bn
n

2b
2

1b
1 p,...,ppb   

حيــث أن كــل أس هــو عــدد صــحيح غــير ســالب، وأن كــل الأعــداد الأوليــة الــتي تحــدث في 

موجــودة في الاثنــين معــاً بــأس صــفري إذا كــان  b, aالتحليــل إلى عوامــل أوليــة في كــل مــن 

  ضرورياً عندئذ يعطى القاسم المشترك الأعظم من خلال العلاقة:

gcd(a,b) = )bamin(
n

)bamin(
2

)b,amin(
1

nn2211 p,...,pp                               (1) 

  الأعداد الأولية النسبية:

بأ�مــا عــددين أوليــين نســبياً إذا كــان القاســم المشــترك الأعظــم لهــا  b, aنقــول عــن العــددين 

  .1هو 

  الأعداد الأولية مثنى مثنى:

أعــــداد أوليــــة نســــبياً مثــــنى مثــــنى إذا كــــان بأ�ــــا  a1,a2,..,anنقــــول عــــن الأعــــداد الصــــحيحة 

gcd(ai,aj) = 1  1ومن أجل كل القيم  i < j  n.  

  أمثلة:

  .17 , 25 , 12بين فيما إذا كانت الأعداد التالية أولية نسبياً مثنى مثنى: 

  الحل:

gcd(17,25) = 1 

gcd(17,12) = 1 

gcd(12,25) = 1 

  وهذا يعني بأ�ا أولية مثنى مثنى.
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  المضاعف المشترك الأصغر:

المــــوجبين هــــو العــــدد الصــــحيح  b,aإن المضــــاعف المشــــترك الأصــــغر للعــــددين الصــــحيحين 

ونرمـــز للمضـــاعف المشـــترك الأصـــغر  b,aالموجـــب الأصـــغر الـــذي يقســـم كـــلاً مـــن العـــددين 

  .Icm(a,b)بالرمز  b,aللعددين 

  ملاحظة:

  عددان صحيحان عندئذ يكون: b,aليكن 

ab = gcd(a,b) . Icm(a,b) 

  المشترك الأصغر لعددين أو أكثر:إيجاد المضاعف 

  نحلل كلاً من هذه الأعداد إلى عوامله الأولية. – ١

يكـــون المضـــاعف المشـــترك الأصـــغر هـــو جـــداء قـــوى العوامـــل المشـــتركة والعوامـــل غـــير  – ٢

  المشتركة بأكبر أس ظهر عند التحليل.

عـــددين نكتـــب ال b, aبتعبــير آخـــر لإيجــاد المضـــاعف المشــترك الأصـــغر لعــددين صـــحيحين 

  بالشكل:

an
n

2a
2

1a
1 p,...,ppa   

bn
n

2b
2

1b
1 p,...,ppb   

  يكون المضاعف المشترك الأصغر:

Icm(a,b) = )bamax(
n

)bamax(
2

)b,amax(
1

nn2211 p,...,pp                    (2) 

  ملاحظة:

المضـــاعف المشـــترك الأصـــغر لأعـــداد أوليـــة فيمـــا بينهـــا مثـــنى مثـــنى هـــو حاصـــل جـــداء تلـــك 

  الأعداد.
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  تمارين محلولة

  .12 ,18أوجد المضاعف المشترك الأصغر للعددين  – ١

  الحل:

  نحلل العددين فنجد:

3

2

2

1

3

6

12

   
3

3

2

1

3

9

18

 

  نكتب العددين بشكل جداء قوى:

12 = 22  3 

18 = 2  32 

Icm = 32  22 = 9  4 = 36 

  .180 ,168أوجد القاسم المشترك الأكبر للعددين  – ٢

  الحل:

  العددين فنجد: نحلل

5

3

3

2

2

1

5

15

45

90

180

   

7

3

2

2

2

1

7

21

42

84

168

 

  نكتب العددين بشكل جداء قوى:

180 = 22  32  5 

168 = 23  3  7 
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  القاسم المشترك الأكبر:

gcd (180,168) = 22  3 = 12 

أوليـة فيمـا بينهـا، ثم أوجـد القاسـم المشـترك الأكـبر  9 ,5 ,4بينّ فيمـا إذا كـان الأعـداد  – ٣

  والمضاعف المشترك الأصغر.

  الحل:

  نكتب هذه الأعداد بشكل جداء قوى نجدك

9 = 32 

4 = 22 

5 = 5 

Gcd(9,4) = 1  gcd(9,5) = 1  gcd(4,5) = 1 

  إذن الأعداد السابقة أولية فيما بينها.

  د.وعليه يكون القاسم المشترك الأكبر هو الواح

  والمضاعف المشترك الأصغر جداء هذه الأعداد:

Icm(9,4,5) = 32  22  5 = 180 

  هو عدد أولي. 101بين فيما إذا كان العدد  – ٤

  الحل:

  101نأخذ 

09.10101   

علــى كــل  101نبحــث في قابليــة لـــ  2,3,5,7، وهــي 10نأخــذ الأعــداد الأوليــة الأصــغر مــن 

  من هذه الأعداد.

  لا يقبل القسمة على أي عدد من هذه الأعداد وبالتالي فهو عدد أولي. 101نلاحظ أن 
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  تمارين للحل

  ):١تمرين (

  أوجد القاسم المشترك الأكبر للأعداد:

645  4851  1575 

  ):٢تمرين (

  أوجد المضاعف المشترك الأصغر للأعداد:

15  20  30 

  ):٣تمرين (

أوجــد المضــاعف المشــترك الأصــغر والقاســم المشــترك الأكــبر للعــددين باســتخدام القاعــدتين 

  :(2)و  (1)

a = 23 . 35 . 72 

b = 24 . 33 

  ):٤تمرين (

  والتي عي أعداد أولية نسبياً. 30أوجد الأعداد الصحيحة الموجبة التي تصغر 

  ):٥تمرين (

  هو عدد أولي. 107أثبت أن العدد 

  ):٥تمرين (

  التالية: d,c,b,aبين فيما إذا كانت الأعداد الصحيحة الواردة في 

a) 21, 34, 55    b) 14, 17, 85 

c) 25, 41, 49, 64   d) 17, 18, 19, 23 

  أعداد أولية نسبياً مثنى مثنى.


