
 

  

 

 

  قـوانين وقـواعــد
  

  اتـيـاضـالري يـف
   

 )القسم العلمي(الثانوي لطلاب وطالبات الصف الثالث
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  بسم الله الرحمن الرحیم

    

  بــعــض العـــلاقـــات الخـــاصــة بالــنســــب المــثلـــثیـــة": أولا

                                                                                                 
                             لثیةـــب المثــــالنس                  الإشاراتقاعدة 

                                                                             تا تتبع إشارة الاحداثي السیني ـإشارة ج) ١
          
  الاحداثي الصادي   ا تتبع اشارةــاشارة ج) ٢                                                             ص  =اھـ ــج: الجیب 

                                                                          
                                                                                               وتكون الإشارة حسب الموقع     

                                                                                                           س  =ھـ ــتاج: الجیب تمام 
     
  

    
                                                           

 
 
 

                                  
 

  لشــھـــیرةقــیـم النــســب الــمثــلـثیة للـــزوایا ا:)١             
  

  
  الزوایا 

  
  النسب

  المثلثیة  

.0  
. 
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  ـــین الـــــنسب المثـــــلثــــیةقوانـ):٢                        

  
  الربـــــــــــــــــــــــع الأول                                           

    ) س + ٢(اتج  = ساتج                                                             )س + ٢(اـج  = ساـج     
  
  )س + ٢(ظتا  = سظتا                                                               )س + ٢(اـظ  = سظا    

                                 
  )س ــ (اتج ــ  = ساتج                  يلثانالربـــــــــــــــــــــــع ا               )س ــ (اـج = ساـج

         
  )س ــ (ظتا ــ  = سظتا                                                             ) س ــ (اـظ ــ  =  سظا         

                               
               ) س + (اتج ــ  =  اھـتج                ــــــــع الثالثالربــــــــــــــــــ             )س + (اـج ــ  = جاس   
   

                                                        ) س + (اظـت  = سظتا                                                                  ) س + (اظـ  = سظا   

                          
                                                                                                        ساتج = )س ــ ٢(اتج         الرابع       الربــــــــــــــــــــــــــع                         ساتج = )س ــ(اتج

                                                                                                    ساـج ــ = )س ــ ٢(اـج                                                                         ساــج ــ = )س ــ(اــج    
                                                              

                                                                                                    ساظـ ــ = )س ــ ٢(اظـ                                                                         ساظــ ــ = )س ــ(اظــ
  

                                                                                                    ساظتـ ــ = )س ــ ٢(اظتـ                                                                       ساظتــ ــ = )س ــ(اـظتـ
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  قوانــــــــــــــین التــــــحویـــــــــلات): ٣
   
  ) س ــ        ( اــج = ساتـج                                        ) س ــ        ( اـتج = ساجـ 

  
  ) س ــ      ( اــظ = ساـظت                                        )س ــ      (  اـتـظ  =ساــظ 

         

   
                  )  س +(       جــا = ساـتج                )               س  +(       ـاتجـ ــ = ساــج        
                                                                                                                        

                      ) س +       ( ـاظـ ــ = ستاـظ                               )  س +       ( تاــظ ــ = ساــظ         
      

  
                                )س ــ       ( جــا ــ = ساتـج                               ) س ــ        ( ـاجت ــ = ساـجـ        

  
                                    ) س ــ        ( ــاظ = ساـظت                                  ) س ــ        ( ـاتـظ = ساــظ        

          
  

                                )س +        ( جــا ــ =س اـتج                                    ) س +        ( ـاتجـ =س اجــ       
                                                                                                                                                                

                                                                                 ) س +        ( اـــظ ــ = ساـظت                                  ) س +        ( تاــظ ــ = ساــظ       
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 الربع الأول

 لثانياالربع 

 لثالثابع الر

 لرابعاالربع 

عندما یكون الدوران نفس (
 )عقارب الساعةدوران اتجاه 

 عكسعندما یكون الدوران (
 )الساعةدوران عقارب اتجاه 
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  قوانـــــــــــــــین المجــــموع والفـــــرق) : ٤                      

  
                          ص            ـاس جـاج +ص ـتاس جـتاج =) ص ــ س(تا ـج)  ١

                                                                             
                                      صـاس جـاج ــ صـتاس جـتاج = )ص + س(تا ـج)  ٢    

            
                   صـاس جـتاج +ص ـتاا س جـج =) ص +س (ا ـج  )٣               

    
                   صـاس جـتاج  ــ صـتاس جـاج =) ص ــس (ا ـج)  ٤     

                                                                                                 
                                                                           

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  تحویل مجموع نسبتین أو الفرق بینھما الى حاصل ضرب نسبتین): ٥
  

  تا  ـج                 اــج٢ =ص ـاج +س ـاج) ١
                                                                       

      
    ا ــج              تا  ــج٢ =ص ـاج ــس ـاج)  ٢

                                                                      
      

    تاـج                تا  ـج٢ =ص ـتاج +س ـتاج) ٣
                                                                        

      
    اــج               ا ــج٢ــ  =ص ـتاج ــس ـتاج)  ٤

                                                                         
                                                                     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  تحویل حاصل ضرب نسبتین الى مجموع أو فرق نسبتین) : ٦

  
  

    )ص –س (ا ـج + )ص +س  (ا ـج          =ص ـاس جتـاج   )١
   
   

     )ص – س(ا ـج  ــ) ص +س  ( اـج           =ص ـاتاس جـج)  ٢
  
  
      )ص –س (تا ـج  ــ ) ص +س  (تا ـج         ــ  =ص ـااس جـج)  ٣
  

  
    ) ص – س(تا ـج +) ص +س  (تا ـج           = صـتاتاس جـج) ٤
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  قوانیـــــــــن ضـعـــف الزاویة : ) ٧

  
  س٢جـــــا ــس ٢جـــــتا =س  ٢جــــــتا)  ٢                                 اســــاس جتـــج٢ =س ٢اـــج)   ١

  
  س٢جا٢ ــ١ = س ٢جــــــتا) ٤                                 ١ــ س٢جتا٢ =س ٢جــــــتا)  ٣      

  

                 
                       

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  

  :قوانیـــــــــــن عامـــــــــــــــــــــــــــــة) : ٨
  

  
        =ظــاس  ) ٣                             = قتـاس  )٢                                = اســق  )١

 
 

      

                       س٢جــا ـــ١= س٢جــتا )٦            ١= س٢جــا + س٢جــتا)  ٥                                         = تاسـظ ) ٤         

  
  
  
            ١ــ س٢قــا  = س٢ظــا )٩                س٢اــق  = س٢اــظ + ١ )٨                  س٢جـتـا ـــ ١= س٢جــا )٧       

        
  
  
  

                س٢ــاجـ٢=س٢جتا ـــ١ )١٢          ١ــ س٢قــتا  = س٢ظــتا )١١               س٢قــتا = س٢ظــتا  +١) ١٠        
  
  
  
      

    س٢ـتـاج٢ = س٢جـتا +١  )١٤                                            ) مھم(         ٢جـــا ٢ = اسـجت ـــ ١  )١٣           
                       

                   
  
  

  س ٢جـــتـا      ـــ     = س٢جـــــا) ١٦                                   س٢جـــتـا      +     = س٢جـــتـا  )١٥
                                                                                                                                                                                                      

                                                                             
                        س٤جـــتـا     +       = س٢ ٢ـتـاجـ   )١٨                     جتــــا                     جـــا٢ = سجـــــا) ١٧        
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  الأعــــــداد المركـــــــبة": ثانیا
      

 :العامة للعدد المركب )المثلثیة(الصورة القطبیة  :)١
  

  )ت جاھـ  +جتاھـ   (      =  ع: ت ص فأن الصورة القطبیة لھ ھي  + س = ع إذا كان    
  

  :حیث     ]ھـ ،       [  = ع " وتكتب اختصارا    
  

  )طول العدد المركب  مقیاس او(                                  =        =           
  

   =جاھـ  ،                    =جتاھـ  ،  سعة او زاویة العدد المركب   :ھـ        
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 :للعدد المركب الصرف في الصورة القطبیة: )٢          
  

  صورتھ القطبیة  )ھـ  (سعتھ    )     (طولھ    مثال  العدد المركب
حقیقي صرف 

  موجب
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٤  
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٢π  
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  ؟    ت                        =  عالقطبیة للعدد المركب   لصورةااوجد  : تمرین محلول         

  
  :الحل       

  
              =      =                                      =                          =                 =           = ٣  

  
  

   =         =          =              =جتاھـ       
  
  

      =            =              =           =    جاھـ         
  

   =          + π  =  ھـ             تقع في الربع الثالث    ھـ       ٠  < جتاھـ،     ٠  < جاھـ              
  

  .]   0  ٢٤٠،     ٣[  =]   ،          ٣[   =)          جا  ت +        جتا ( ٣ =ع             
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  :الغیر قیاسیة للعدد المركب في الصورة القطبیة شكالالأ: )٣

  
  :ھناك حالتان                                                           

  
  
  
  
  
  
      

  :العدد المركب إلى الصورة المثلثیة العامة قواعد تحویل          
    

      ]ھـ ،       [ = )ت جاھـ  +جتاھـ   (      =ع :  العامة للعدد المركب ع ھي  الصورة       
  

 الجزء التخیلي جا ،  الجزء الحقیقي    جتا،     [ ٢π،     ٠0  [ھـ       ،      ٠ >     حیث          
  

  

      :الاختلاف في الإشارة" : ولاأ             

 ] )ھـ  ــ π(ت جا + )ھـ  ــ π( جتا [      = )ت جاھـ  +جتاھـ   ــ (      = ع  )١           
  

    ])٣٠0 ــ ١٨٠0(ت جا + )٣٠0 ــ ١٨٠0(جتا [ ٣ = ) ٣٠0ت جا + ٣٠0جتا ــ ( ٣ = ع    : )١( مثال         
  

  ]   0  ١٥٠،     ٣[   =  ) ١٥٠0ت جا + ١٥٠0جتا( ٣ =                            
  

  ] )ھـ  + π(ت جا + )ھـ  + π( جتا [      = )ت جاھـ  ــجتاھـ   ــ (      = ع  ) ٢     
  

    ) ت جا      ــ  جتا     ــ( ٤ =  )     ت جا +      جتا(٤ــ = ع   : )٢( مثال          
  

  ]،            ٤ [  = )       ت جا +       جتا(٤=] )    + π(ت جا + )    + π(جتا [٤=                  
      

 ] )ھـ  ــ(ت جا + )ھـ  ــ( جتا [         =  )ت جاھـ  ــجتاھـ  (      = ع   )٣         

  ] )ھـ  ــ ٢π(جا ت + )ھـ  ــ ٢π( جتا [         =                                                    
  

   ] ٣٠0 ــ،   ٢ [  = ])٣٠0ــ(ت جا + )٣٠0 ــ( جتا [٢  = ) ٣٠0ت جا ــ  ٣٠0جتا(٢ = ع    : )٣(مثال          
  

    ) ٣٠٠0ت جا + ٣٠٠0جتا( ٢  =] )٣٠0 ــ ٣٦٠0(ت جا + )٣٠0 ــ ٣٦٠0( جتا [٢  =    او                   
                                                                

                                                  =  ] ٣٠٠،  ٢0 [  

               
  
  

النسبة عند الاختلاف في 
موقع فإننا نحدد المثلثیة 

الزاویة من قوانین التحویلات 
جا     ، ة  جتا حسب اشارللنسب 

. 

عند الاختلاف في الإشارة فإننا 
موقع الزاویة من قوانین نحدد 

حسب أشارة  وایا الأرباع للز
 .جا     ، جتا 

  ر  ر
  

 

  قوانین الأرباع للزوایا

  ر

  الثاني الربع  ر  ر

  الثالث الربع  ر  ر
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 :لنسبة المثلثیةالاختلاف في ا" : ثانیا 

  
  

  ] )ھـ  ــ     (ت جا  + )ھـ  ــ     ( جتا [      =  )ت جتاھـ  +جاھـ  (      = ع  )١               
  
  

   ])      ــ     (ت جا  + )     ــ     ( جتا [ ٦ =  )     اتت ج +     جا( ٦  = ع  : )١(مثال                  
  

  ]  ،        ٦ [  =  )     ت جا +     اتج( ٦  =                                     
                     

  
  ] )ھـ +    (ت جا  + )ھـ +    ( جتا [      =  )ت جتاھـ  +جاھـ  ــ(      = ع) ٢               

  
  

  ) ٦٠0 اتت ج +  ٦٠0 جا ــ( ٢  = ) ٦٠0 اتت ج  ــ  ٦٠0 جا( ٢ــ  = ع  : )٢(مثال                     
  

   ] ) ٦٠0+   ٩٠0(ت جا  + ) ٦٠0+   ٩٠0( جتا [ ٢  =                                    
                     

  ]    ١٥٠0،  ٢ [  =  ) ١٥٠0ت جا  +   ١٥٠0 جتا ( ٢  =                                     
  

  ] )ھـ  ــ       (ت جا  + )ھـ  ــ      ( جتا [      =  )ت جتاھـ  ــجاھـ   ــ(     =  ع) ٣              
  
  

    )     اتت ج ــ      جا ــ(       =  )      اتت ج +      جا(       ــ  = ع  : )٣(مثال                     
      

  )      ت جا  +         جتا(        =] )     ــ       (ت جا  + )     ــ       ( جتا [        =                          
  

  
                ]    π (  =   ]          ،πت جا  +  π جتا(        =                          

  
  

  ] )ھـ  +       (ت جا  + )ھـ  +      ( جتا [      =  )ت جتاھـ  ــجاھـ  (      = ع )٤              
  

              
   ] ) ٩٠0+ ٢٧٠0(ت جا  + ) ٩٠0+ ٢٧٠0( جتا [ ٣=  ) ٩٠0ت جتا ــ ٩٠0جا(٣  = ع  : )٤(مثال              

  
  

          ] ٢π،   ٣ [  =]    ٠0،  ٣ [  =]    ٣٦٠0،  ٣ [  =  ) ٣٦٠0ت جا + ٣٦٠0اتج(٣ =                        
  
  
  
  

  للنسب التحویلات ینقوان
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  ؟) جتا      ت +جـا      ــ( ٤ =  عللعدد المركب   القطبیة لصورةااوجد  : تمرین محلول            

  
  

  :  الحل       
  ت٢ + ٢ــ = ) ت     +     ــ ( ٤ =) جتا      ت +جـا      ــ( ٤ =  ع                       

  
  ) نوجد الصورة القطبیة(            ت٢+  ٢ــ =  ع                       

  
                               =       =                         =                =        = ٢  

  
  

         =              =          =  جتاھـ                
  
  

         =              =          =  اھــج               
  
  

   =       ــ  π  =  ھـ               الثانيتقع في الربع   ھـ       ٠  < جتاھـ،     ٠  ˂ جاھـ                      
      

  .]  ،                ٢ [ =)      ا  ـج ت +  ـا     تج(        ٢ =) جتا      ت ــجـا      (  ٤ =  ع                     
  
  
  :ظةـــــلاحـــــم       
  

 الصورة القطبیة القیاسیة بالقوانین السابقة یجب أن تكون زاویة الجزء الحقیقي  إلىلتحویل العدد المركب   )١
 

  .زاویة الجزء التخیلي تساوي 
  

 ، اذا كانت زاویة الجزء الحقیقي لا تساوي زاویة الجزء التخیلي في ھذه الحالة لا نستخدم القوانین السابقة   )٢
 

  ثم تحویل ) ت ص  +س( إلى صورتھ الجبریة  المركب تحویل العدد" ولإیجاد الصورة القطبیة القیاسیة یجب أولا     
  

  ) .تمرین محلول ( الصورة القطبیة  إلىة الصورة الجبری ھذه      
  
 إدخال إشارة السالب على "  فلإیجاد الصورة القطبیة القیاسیة یجب أولا" اذا كان المقیاس للعدد المركب سالبا  )٣
 

  كان لھما نفس الجزء الحقیقي والجزء التخیلي ویبقى المقیاس موجب ثم نستخدم القوانین حسب إشارة الجزأین اذا     
  
  " )  .في ثانیا  ٣،  ٢مثال ( و   " )  في أولا  ٢مثال ( السعة       
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  ]ھـ ،       [  خواص الأعداد المركبة بالصورة القطبیة:)٤

      

  :  أعداد مركبة فإن  ]ھـ ،       [ = ع،       ] ٢ھـ،        [ = ٢ع،    ] ١ھـ،       [=  ١ع إذا كان       
  

    ] ١ھـ + ١ھـ ،             [ =  ] ٢ھـ،       [ ٠  ] ١ھـ،       [ = ٢ع ٠ ١ع)  ١

  
          ] ١ھـ ــ ١ھـ  ،            [  =                      =   )٢

  
    

 ) مرافق العدد المركب ع (          ]ھـ  ــ،       [ =  ع )٣

    

   =  ٢ص + ٢س  =  ] ٠،       [ =  ]ھـ  ــ،       [ ٠  ]ھـ ،       [  =  ع ٠ ع  )٤
  

 ) عدد المركب ع لل النظیر الجمعي(          ]ھـ  + π ،      [ =  ع ــ )٥
  

 ) عدد المركب ع ال النظیر الضربي او مقلوب(    ]ھـ  ــ،        [  =    ع=     )٦
 

    ]ھـ ،       [فأوجد بالصورة   ت٣ = ٢ع ٠ ١عوكان   ،   ]     ، ٢ [ =إذا كان         :تمرین محلول         
  

  ١ع ــ) ٤                    )٣                    )٢          ٢ع )١:        من " كلا           
  
      : )الحل(            

  )عدد تخیلي صرف  موجب(         ]     ، ٣ [  = ت٣    ،         ت٣ = ٢ع ٠ ١ع      ) ١                
  

  ١عنعوض عن قیمة                           = ٢ع            ]     ، ٣ [ = ٢ع ٠ ١ع                             
  

     ]     ــ ،    [ =  ٢ع  ،         ]     ،     [ =  ]     ــ      ،      [ =                      =    ٢ع                 
  

    

     )  ٦الخاصیة  (      ]     ــ ،      [ =                      =    ١ع  =)          ٢           
  
  

      ]     ــ،      [  = ]      ــ     ،            [  =                       =)            ٣                      
  

  
         )  ٣الخاصیة  (         ]     ــ ، ٢ [ =  ١ع               ]     ، ٢ [ = ١ع   )٤
  

                    )  ٥الخاصیة  (                ]       ، ٢ [ =  ]           ، ٢ [  =١ع ــ                        
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  :القـــطوع المخروطـــــیة :"الثثا
  

 :القـطع المكــافئ) ١ 
  .ھو مجموعة كل النقاط في المستوى التي بعدھا عن نقطة ثابتة یساوي بعدھا عن مستقیم ثابت  :ةفتعری         

  
  .بؤرة القطع المكافئ تسمى النقطة الثابتة          

  .ویسمى المستقیم الثابت دلیل القطع المكافئ        
  

  ): ٠، ٠(نقطة الأصل و الصور القیاسیة الأربع لمعادلات القطع المكافئ الذي رأسھ          
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اتجاه فتحة   

  القـطــع

  
  الرســــــــــم                             
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  :ــمیــاتتس      

  
 المستقیم الذي یمر بالبؤرة وعمودي على الدلیل یسمى محور القطع  او محور تناظر  )١

  

  .او محور تماثل القطع   علقطا     
  
 

  . ) ٠،  ٠(وھي نقطة الأصل ونقطة تقاطع القطع مع محوره تسمى رأس القطع  ) ٢ 
 

 

  .رأس القطع ینصف المسافة بین البؤرة والدلیل    ) ٣  
    

  :)١(ملاحظة         
  

 .    ٠ ˂حیث              ٢ =بعد البؤرة عن الدلیل  )١  
 

 .ة توافق إشارة المعادلة بینما إشارة الدلیل تخالفھما    إشارة البؤر )٢   
     

 بعدھا  =كل نقطة واقعة على القطع المكافئ تحقق معادلة القطع لان بعدھا عن البؤرة ) ٣   
  

  .عن الدلیل            
  

 تكون النقطة داخل القطع اذاكان بعدھا عن البؤرة اقل من بعدھا عن الدلیل وتكون ) ٤   
 

       
  .النقطة خارج القطع اذاكان بعدھا عن البؤرة اكبر من بعدھا عن الدلیل                       

  
  .     ١ =ى :  التخالف المركزي للقطع المكافئ  ھو) ٥    

  :)٢(ملاحظة           
  

  :أن القطع المكافئ في وضع قیاسي نموذجي في الحالات التالیة نقول             
  

 .إذا كانت معادلة القطع على احد أشكال القطع الأربع السابقة     )١       
 

 .وبؤرتھ على احد أشكال القطع الأربع السابقة     )٠،  ٠(رأس القطع و) ٢        
    

 .ودلیلة على احد أشكال القطع الأربع السابقة     )٠ ، ٠(رأس القطع و) ٣        
  

 

 .حد أشكال القطع الأربع السابقة    بؤرة القطع ودلیلة على ا) ٤        
 

  .ومحوره احد المحورین الاحداثیین     )٠ ، ٠(رأس القطع و) ٥        

                         نستخدم التعریف لإیجاد معادلة القطع وذلك بفرض  فإنناإذا كان القطع المكافئ في وضع غیر قیاسي  : ھامتنبیھ         
 ونذكر فقط في الحالتین         ونطبق قانوني البعد بین نقطتین وبعد نقطة عن مستقیمواقعة على القطع  )ص ،س (النقطة ن 

  : التالیتین
  

                            .د أشكال القطع الأربع السابقة  على اح لیس )او احدھما(ومعادلة الدلیل عندما تكون بؤرة القطع) ١
  . )رأس القطعأي لیست (نصف المسافة بین البؤرة والدلیل تلا  ) ٠،  ٠(و النقطة كونتعندما ) ٢
  

                                      ؟ ٠= ١ +ص  +س : ومعادلة دلیلھ ) ٣،  ٢(اوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرتھ  )١    :تمرین
                                                         ؟ ١ =ص : لھومعادلة دلی ) ٣،  ٥(اوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرتھ  ) ٢
  ؟ ١ =س : ومعادلة دلیلھ ) ٠،  ٣ــ(اوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرتھ  )٣
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 :القـطع النــــاقص) ٢         

          
  تین ثابتتین في المستوى بعدیھا عن نقطمجموع  ھو مجموعة كل النقاط في المستوى التي :ةتعریف       

  "   .ثابتا"   یساوي طولا                    
  

  .تان الثابتتان بؤرتي القطع الناقص   تسمى النقط                    
  

  .طول المحور الأكبر   )     ٢ (ویسمى الطول الثابت                     
    

  ):٠، ٠(عادلتي القطع الناقص الذي مركزة نقطة الأصل و صفات الصورتان القیاسیتان لم                
          
  
     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

        
  
  

  

  الصـــفاتالصـــفات
  

  لنموذج الأوللنموذج الأولاا
  

  النموذج الثانيالنموذج الثاني
  

  المعادلة
  
  
  

  

  
  

  

            الرأسان
    

  
  

      البؤرتان
  
  

  لانــالدلی
    

  
  

  التخالف المركزي
  

    
  

طول المحور 
  الأكبر 

  

    

  

طول المحور 
  الأصغـر

  

    

  

  البؤري البعد
  

    

  
  محورا القطع

  

  الأكبر ھو المحور السیني
  

  الأصغر ھو المحور الصادي  

  

  الأكبر ھو المحور الصادي
  

  الأصغر ھو المحور السیني
  

  البعد بین الدلیلین
    

  
  
  
  
  

  الرســـــــــــــــم
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  :تسمیات 

  
  )المحور البؤري(او  رالمحور الاحداثي الذي تقع علیة البؤرتین بالمحور الأكب یسمى  )١
 

  .    والمحورالاخر یسمى المحور الأصغر وطولھ یساوي       ،   وطولھ یساوي         
  
  . بمركز القطع الناقص) نقطة تقاطع محوري القطع  ( نقطة الأصل )٠،  ٠(و تسمى النقطة ) ٢

  
  ): ١(ملاحظة         

  
 یمكن التعرف على القطع الناقص من معادلتھ نموذج أول او نموذج ثاني من   )١
 

  أما ، فان القطع نموذج أول  ٢فإذا كان المقام الأكبر ھو مقام  س، خلال المقام الأكبر      
  

  .فان القطع نموذج ثاني   ٢إذا كان المقام الأكبر ھو مقام  ص      
  
 .ھو مقام المحور الأكبر للقطع " وأبدا" دائما       القطع الناقصفي ) ٢

  
  :  ھي     الناقصفي القطع جـ     ،  ب   ،  العلاقة بین الأطوال       ) ٣

  ب  ≥،       جـ           ˂،              ٢جـ  ـــ       =  ٢ب      
  

 .ب  فإن القطع یمثل دائرة     = إذا كان     ) ٤

  
  ١˃     :              التخالف المركزي للقطع الناقص اصغر من الواحد أي أن ) ٥

  
  ):٢(ة ملاحظ       

  
  : إذا توفرت فیھ الحالات التالیة  يفي وضع قیاسي نموذج یكون القطع الناقص         

   
 .إذا كانت معادلة القطع على إحدى الصورتین السابقتین    )١

 
 .ورة                      أو                       بؤرتاه  على الص )٢

  
 .رأساه على الصورة                      أو                          )٣

  
 .او                                           :                                          معادلتي دلیلاه  )٤

  
 . یات  محوراه ھما محوري الإحداث )٥
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  ):٣(ملاحظة       

  
  : یمكن إیجاد معادلة القطع الناقص نموذج أول او ثاني إذا توفرت إحدى المعلومات التالیة      

  
 .إحداثي الرأسان وإحداثي البؤرتان   )١

 
 )  .ى ( إحداثي الرأسان والتخالف المركزي  )٢

  
 

 )  .ى ( إحداثي البؤرتان والتخالف المركزي  )٣
 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه ( ن ومعادلتي دلیلاه  إحداثي الرأسا )٤
  

 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه ( إحداثي البؤرتان ومعادلتي دلیلاه   )٥
 

 .إحداثي الرأسان ونقطة یمر بھا القطع   )٦
  

 

 .إحداثي البؤرتان ونقطة یمر بھا القطع   )٧
 

 )  .او نصفھ ( إحداثي الرأسان وطول المحور الأصغر )٨
  

 

 )   .او نصفھ ( ان وطول المحور الأكبر إحداثي البؤرت )٩
 

 )  .او نصفھ ( إحداثي البؤرتان وطول المحور الأصغر  )١٠
  

 

 . ونقطة یمر بھا القطع والبؤرتان على احد المحورین الاحداثیین التخالف المركزي  )١١
 

 . ومحورا القطع ھما محورا الإحداثیاتنقطتین یمر بھما القطع   )١٢
  

 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه ( لیلاه  التخالف المركزي ومعادلتي د )١٣
 

 وینطبق على احد المحورین وطول المحور الأصغر) او نصفھ ( طول المحور الأكبر  )١٤
  
 .)  ٠،  ٠( ومركز القطع نقطة الأصل ) او نصفھ( 
  

 

  .) ٠، ٠( ومركزه والبعد البؤري وینطبق على احد المحورین )او نصفھ(طول المحور الأكبر )١٥
 

  .) ٠، ٠(ومركزه والبعد البؤري وینطبق على احد المحورین)او نصفھ(صغرطول المحور الأ )١٦
  

 

   )٠، ٠(ومركزهوالبعد بین دلیلیھ  وینطبق على احد المحورین )او نصفھ(طول المحور الأكبر )١٧
  
  ..........    وغیرھا  

  
  
  
  
  
  
  

  
 

 )تمرین محلول(

١٤ 
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   : ھامتنبیھ          

    

  فیصبح                     ى الصورة                   او إذا كانت بؤرتي القطع الناقص لیست عل         
  

  النقطة  بفرض القطع في وضع غیر قیاسي نموذجي ولإیجاد معادلتھ  نستخدم التعریف وذلك        
  

  طول  او، ) الطول الثابت ( بمعلومیة طول المحور الأكبر  و واقعة على القطع )ص ،س (ن          
  

 . ونطبق قانون البعد بین نقطتینصغر المحور الأ        
  
  اوجد معادلة المنحني الذي ترسمھ النقطة  ن التي تتحرك بحیث یكون مجموع بعدیھا عن النقطتین ) ١     :تمرین 

  

  ؟   ١٠یساوي ) ٠،   ٦( ، )  ٠،  ٠(      
  

  وحدات طول ؟    ٨محوره الأصغر  وطول )٥،  ٤ــ (،  )٥،  ٢( القطع الناقص الذي بؤرتاه  اوجد معادلة ) ٢       
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                
    

   :)م ٢٠١٢/٢٠١٣وزاري  ( )١(تمرین محلول         
  

  ،  ١٦ = والبعد بین دلیلیھ،   ٤= محوره الأكبر  نصفطول  القطع الناقص الذي اوجد معادلة       
  

          ؟ومحور تناظره المحور السیني ثم ارسمھ  )٠،  ٠( ومركزه           
  

  :الحل   
    

  ھو المحور السیني  فالقطع من النموذج الأول )المحور الأكبر( محور تناظر القطع            
  

  ،:                                          ومعادلتھ على الصورة             
  

    
  ،   ١٦ =                  ٤ =                      ٤ =محوره الأكبر  نصفطول               

  
  )معادلة الدلیلین(   ٨ +  =س               ١٦  =س ٢             ١٦ =البعد بین دلیلیھ                

  
        )١٦ =نعوض بقیمة       (              +  =  ٨  +                              +  =س : ھي  معادلة الدلیلین                

  
  ٢=  جـ                            ١٦ = جـ   ٨                      = ٨               

  
  ٢ =            =ب                ١٢ = ٢ب              ٤ــ  ١٦ = ٢ب           ٢ــ  جـ      = ٢ب               

    
  

                                  :  معادلة القطع الناقص المطلوبة ھي                  
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    ):٤(ملاحظة      
  

  المعادلة القیاسیة للقطع الناقص معلومة تك    اذا كان

  .نستطیع أن نوجد جمیع الصفات لھذا القطع           
 

  
 

  

@
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  :)م ١٢٠١/٢٢٠١وزاري  ( )٢(تمرین محلول          

  
  فأوجد، إذا كان البعد البؤري لقطع ناقص یساوي نصف البعد بین طرفي محوریھ الأكبر والأصغر            

          
  ؟للقطع التخالف المركزي               

  
  :الحل             

  
  )ب ،  ٠(، )  ٠، (    النقطتان جـ     ولیكن طرفي المحورین ھما ٢ =  البعد البؤري                              

  
  )أي نفرض أن القطع من النموذج الأول (                                                                       

  
  

  ))  ب ،  ٠(، )  ٠، (    البعد بین النقطتین (      =جـ ٢                   
  
  

  )بتربیع الطرفین(                               = جـ ٢                                                                            = جـ ٢                 
  

  

  
٢جـ ٤                     

 )  ١................ (      ٢ب +      = ٢جـ١٦)              ٢ب +     (     = ــ

  
  :بجمع المعادلتین   ) ٢................ (                        " )نعلم مسبقا(           ٢بـــ        = ٢جـ                   

  
  

    جـ               =                 ٢جـ        =                               ٢ = ٢جـ ١٧                    
  
  

                 =             =                  =           =  ) ى( التخالف المركزي                       
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  
  یمكن حل التمرین والحصول على النتیجة نفسھا إذا اعتبرنا أن القطع من النموذج الثاني    :ملاحظة               

  
  )  .٠، ب (، ) ،      ٠: (أي أن طرفي المحورین ھما النقطتان                   

  
   :)م ١٢٠١/٢٢٠١وزاري  ( :تمرین            

  
  ؟معادلتھ  اوجد، وطول محوره الأكبر یساوي ضعف طول محوره الأصغر ، )  ٣+،  ٠(ناقص بؤرتاه  قطع               
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 :ـطع الـزائـــــــــــدقال) ٣  
                             الفرق بین بعدیھا عن نقطتین ثابتتین  ھو مجموعة كل النقاط في المستوى التي :ةتعریف           

  "   .ثابتا" اوي طولافي المستوى یس                
  

  .تان الثابتتان بؤرتي القطع الزائــد   تسمى النقط                
  

  .طول المحور الأكبر   )     ٢ (ویسمى الطول الثابت                 
                ):٠،  ٠(صفات الصورتان القیاسیتان لمعادلتي القطع الزائــد الذي مركزة نقطة الأصل و 

           
  

  

  الصـــفاتالصـــفات
  

  لنموذج الأوللنموذج الأولاا
  

  النموذج الثانيالنموذج الثاني
  

  المعادلة
  
  
  

  

  
  

  

            الرأسان
    

  
  

      البؤرتان
  

  

  لانــالدلی
    

  
  

  التخالف المركزي
  

    
  

طول المحور 
   القاطع

  

    

  

طول المحور 
  المرافق

  

    

  

  البعد البؤري
  

    

  
  محورا القطع

  

  ھو المحور السیني) البؤري(قاطعال
  

  ھو المحور الصادي)  غیر القاطع(المرافق

  

  ھو المحور الصادي) البؤري(القاطع
  

  ھو المحور السیني)غیر القاطع(المرافق
  

  البعد بین الدلیلین
    

  
  

المستقیمان 
  المقاربان

  

    

  
  
  

  الرســـــــــــــــم
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  :تسمیات           

  
  )البؤري المحور( المحور الاحداثي الذي تقع علیة البؤرتین بالمحور القاطع او یسمى) ١     

 
  .  ب٢ وطولھ یساوي )غیر القاطع( المرافقوالمحورالاخر یسمى المحور ،     ٢وطولھ یساوي 

  
  . لزائــــدبمركز القطع ا)  نقطة تقاطع محوري القطع ( نقطة الأصل )٠،  ٠(و تسمى النقطة ) ٢      

  
  ): ١(ملاحظة            

  
 لزائــــد من معادلتھ نموذج أول او نموذج ثاني من خلالایمكن التعرف على القطع  )١

 
  كانت الإشارة أما إذا ، فإذا كانت الإشارة موجبة  فان القطع نموذج أول ،   ٢إشارة س           

  
  .ذج ثاني  سالبة فان القطع نمو            

  
 .مقام الحد الأول الموجب سواء كبرت أم صغرت " وأبدا" دائما     في القطع الزائــــد   )٢

 

  :  ھي        في القطع الزائــــد جـ    ،  ب   ،  العلاقة بین الأطوال         )٣

  .          ˂جـ  ،              ـــ ٢جـ  =  ٢ب                              
  

  
 .        = وتخالف المركزيمتساوي الساقین  ـدزائـب  فإن القطع یسمى قطع  = إذا كان       )٤

 
 ١ ˂             :اكبر من الواحد أي أن  الزائــــدالتخالف المركزي للقطع   )٥

  
 القطع الناقص بوجود مستقیمین یسمیان المستقیمان  عن الزائــــدیتمیز القطع  )٦

  
  .   )٠،  ٠(و في مركز القطع مقاربان حیث یتقاطعان ال                

  

  ):٢(ملاحظة          
 

  .القطع  أن نوجد جمیع الصفات لھذا معلومة نستطیع  الزائــــدلقطع لإذا كانت المعادلة القیاسیة       
  

  
  

  
  
  
  
  

˃ 

  
 

˃ 

˃ 

˃ ٢ ˃ 

˃ 

 =ى 
 ˃ 

 جـ

 ˃ . )     ˂ جـ نلأ(  

  
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  ): ٣(ملاحظة          

  
  : اني إذا توفرت إحدى المعلومات التالیةنموذج أول او ث لزائــــدیمكن إیجاد معادلة القطع ا   
  

 .إحداثي الرأسان وإحداثي البؤرتان   )١
 

 )  .ى ( إحداثي الرأسان والتخالف المركزي  )٢
  

 

 )  .ى ( إحداثي البؤرتان والتخالف المركزي  )٣
 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه ( إحداثي الرأسان ومعادلتي دلیلاه   )٤
  

 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه (   إحداثي البؤرتان ومعادلتي دلیلاه )٥
 

  .مستقیمة المقاربان  ومعادلتي  إحداثي الرأسان )٦
  

 .مستقیمة المقاربان  ومعادلتي  إحداثي البؤرتان )٧
  

 .مستقیمة المقاربان  ومعادلتي ) او إحدى معادلتي دلیلاه ( معادلتي دلیلاه  )٨
 

 .إحداثي الرأسان ونقطة یمر بھا القطع   )٩
  

 

 .نقطة یمر بھا القطع  إحداثي البؤرتان و )١٠
 

 )  .او نصفھ ( إحداثي الرأسان وطول المحور المرافق  )١١
  

 

 )   .او نصفھ (  القاطعإحداثي البؤرتان وطول المحور  )١٢
 

 )  .او نصفھ (  المرافقإحداثي البؤرتان وطول المحور   )١٣
  

 

 . ونقطة یمر بھا القطع والبؤرتان على احد المحورین الاحداثیین التخالف المركزي  )١٤
 

 . ومحورا القطع ھما محورا الإحداثیاتنقطتین یمر بھما القطع   )١٥
  

 

 ) .او إحدى معادلتي دلیلاه ( التخالف المركزي ومعادلتي دلیلاه   )١٦
 

 وینطبق على احد المحورین وطول المحور المرافق) او نصفھ (  القاطعطول المحور  )١٧
    

 .)  ٠،  ٠( ومركز القطع نقطة الأصل ) او نصفھ( 
    

 

  .) ٠، ٠( ومركزه والبعد البؤري وینطبق على احد المحورین )او نصفھ(المحور القاطعطول  )١٨
 

  .) ٠، ٠(ومركزه والبعد البؤري وینطبق على احد المحورین)او نصفھ(طول المحور المرافق )١٩
  

 

  )٠، ٠(ومركزهوالبعد بین دلیلیھ  وینطبق على احد المحورین)او نصفھ(طول المحور القاطع )٢٠
  ........وغیرھا    
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٣ 

  

 ص

 ص

 )٠، ١٥ـ( )٠، ١٢ـ( ٩ـ ٦ـ ٣ـ )٠، ١٥( )٠، ١٢( ٩ ٦ و   س س

٣ 

٦ 

)٩، ٠( 

 ٣ـ

 ٦ـ

 )٩ـ، ٠(

 ٢ق      ١ق     

 س    = ص 
 

٣ 

 ٤
 

 

 س    ــ  =ص 
 

٣ 

 ٤
 

 

  :  تنبیھ ھام         
  

  فیصبح                     لیست على الصورة                   او  لزائــــداإذا كانت بؤرتي القطع            
  

  النقطة بفرض القطع في وضع غیر قیاسي نموذجي ولإیجاد معادلتھ  نستخدم التعریف وذلك          
   

  ونطبق )  الطول الثابت (  القاطعو بمعلومیة  طول المحور   واقعة على القطع )ص ،س (ن            
  

 . قانون البعد بین نقطتین          
  

  بعدیھا عن النقطتینالفرق بین اوجد معادلة المنحني الذي ترسمھ النقطة  ن التي تتحرك بحیث یكون   :تمرین        
  

  ؟ وحدات طول ٨یساوي ) ٠،   ١٠ــ( ،  ) ٠،  ٠(                           
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ         
              

   :)م ١٢٠١/٢٢٠١وزاري  (تمرین محلول             
  

  ؟ اوجد معادلة القطع ثم ارسمھ،      = وتخالفھ المركزي ى ،  )٠، ١٥ +( قطع مخروطي بؤرتاه               
  

                                :الحل               
      ٢٢٥  = ٢جـ              ١٥ =جـ            )٠ ،  جـ +(   =  )٠ ،١٥ +(                  

             
  :فالقطع المخروطي قطع زائد من النموذج الأول ومعادلتھ على الصورة   ١ ˂      = ى                        

                            
                                 =                =                        = ١٢ =                ٤ × ١٥  

  
  ٩= ب              ٨١ = ٢ب           ٨١ = ١٤٤ ـــ ٢٢٥=   ٢ب              ـــ ٢جـ  =  ٢ب                          
                                   

  : معادلة القطع المطلوبة ھي                          
  

  :ملاحظة على الرسم     
    

  یكون الرسم صحیح وبدقة عالیة لكي              
  

    وتحدید مدى فتحة القطع الزائد یفضل رسم              
  

  مربع او مستطیل یقطع طرفي محوري  
  

  القطع في منتصفات أضلاعھ أي في النقاط
  

  ثم نرسم المستقیمان  )ب +، ٠( ،                               
  ا                  

  )٠،  ٠(ولمقاربان المتقاطعان في مركز القطع ا                
                  

  وھما عبارة عن أقطار لھذا المستطیل ثم نرسم                
  

  .وبنفس الطریقة في النموذج الثاني ، القطع                   
  

  

  
 )  جـ +  ، ٠ ( ) ٠،   جـ +( 

  
 

٥ 

٤ 

 

. . 

 
 

. 
 

 

   ق     

. . 

 
 

. 
 

 

٥ 

 ٤
 

 

 ٢س

 ٢ ˃ 
 =١ 

 

 ــ
 

 ٢ص

 ٢ب 
 

. . 

 
 

. 
 

 

 =ى 
 ˃ 

 جـ

 
٥ 

 ٤
 ˃ 

١٥ 

 
٥ 

 ٤
 

 
٥ ˃ 

١٤٤  =  ٣ ˃ 

. . 
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. . 
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˃ ٢ 

˃ ٢ 

  
 

٨١ 
 ٢س

  =١ 
 

 ــ
 

 ٢ص
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  نیــــــــــن في الإحتمـــــــــــــــــالاتواق": ارابع
  
  

 

  وادثــــــى الحـــــعلات لیمـالع: )١
  

فان من أھم العملیات التي تجري على الحوادث العشوائیة ھي   عب حوادث في فضاء العینة  ،  اذا كانت  
  :علیة الحادثة ) ــدل ت( الموضحة في الجدول التالي والذي یمثل الحادثة وما ترمز 

  

  
  

  

  الرقمالرقم
  

  الـــــحــــادثــــــــــــــةالـــــحــــادثــــــــــــــة
  

  علیة الحادثة  ) دل ــت( ما ترمز ما ترمز 
  

  
١  

                           

                               ) مكملة     (  

          ) (  حـاـــ ١ = ) ( حـا : حیث   

  

  حادثة عدم وقوع                   
        ) (  حـاـــ ١ = ) ( حـا   ،     ∩  = ϕ: حیث   

  
  

  

  
٢  

                   

                      U ب    
         

  )وادثحالاتحاد (                 

    على الأقل ب ،  احدى الحادثتین   وقوع حادثة         
  احدھما على الأقل وقوع حادثة :  او  
   او كلیھما  ب او   وقوع حادثة :  او  

  
  

  
٣  

  
  

                     ∩ ب       
  

      )تقاطع الحوادث(                 

  

  " معا ب و   وقوع حادثة         

  "معا ب ،  وقوع حادثة :   او 
  " معا وقوعھما حادثة :   او 

  
  
  
  
  

٤  

 

 ب ــ   = ∩  ب =   ب   
  )الفرق بین الحادثتین(             

  وعدم وقوع  ب     وقوع حادثة        

       فقط  وقوع ثة حاد:  او  
  
  

٥  

 

      ــ ب    = ب ∩   = ب      
      وقوع  ب وعدم وقوع  حادثة         

       فقط ب وقوعحادثة :  او  
  

  
  

٦  

               

                  )  U ب(     
  
     

       )  U ب(   =    ∩   ب =   ب   

   ب او   عدم وقوع ة حادث        
   احدھما على الأقل وقوععدم حادثة :  او  
  

  وعدم وقوع ب  وقوع  عدم حادثة        
  منھما" أیا وقوع عدمحادثة :  او  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

٧  

                       

                    )  ∩ ب(     
  

  

        )  ∩ ب(   =   U ب     

   ب ،  وقوع عدمحادثة         
  "معا وقوعھما  عدمحادثة :  او  

  

   ب  وقوع عدماو  وقوع  عدمحادثة        
      احدھما على الأكثر وقوعحادثة :  او 

  

  
  
  
٨  

    
 )  ب ــ (U )ــ ب  ( =   ب  U  ب      

  
  

)  ب ــ (U )ــ ب  ( =)  U ( ــ )ب  ∩ ب(   
  

)  ب ــ (U )ــ ب  ( =)  U ب( ∩ )   ب(     

  

  إحدى الحادثتین فقطوقوع  حادثة                
  وعدم وقوع ب  وقوع  حادثة:  (معنى آخر 

  )    وقوع  ب وعدم وقوع  او حادثة                  

   كلیھما  ولیس ب او   وقوع حادثة 
  

  "معا وقوعھما  عدمو احدھما على الأقل وقوع حادثة  
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  :مفاھـــــیم أولیــة في الإحتــــــــــــــــمال): ٢

  
  )١=إحتمال فضاء العینة  =الحادثة الأكیدة  إحتمال(                                  ١ =) ع ( حا  )١

  
  )صفر = المستحیلة الحادثة  احتمال(                                    ٠ =) ϕ( اـح )٢

  

         ) ( اـحـــ ١= ) (  اـح             ،                     ) ( حا ـــ ١= ) ( اـح) ٣
  

ϕ( =لأن الحادثتین المتنافیتین تقاطعھم  ،متنافیتین ب ،  عندما الحادثتین (                         ٠ =) ب  ∩ ( اـح) ٤
   

    ) ليــالك التــمالاحون ــقان (          )ب  ∩ ( ا ـحــ ـ) ب ( ا ـح +)  ( ا ـح =) ب   U( ا ـح )٥      
           

  : ومنھ ھذه النتائج
 ا ـح ) U  ( ا ـح =) ب  (+ ا ـح ) عندما الحادثتین  (                     )ب  ، ٤رقم  ، متنافیتینب ( 

 

 ا ـح ) U  ( ا ـح = )ب (                                        )بما تكون عند        ،   یعني∩ ب = ب ( 
 

 ا ـح ) U  عندما تكون  (                                     )ب ( ا ـح = )ب         یعني، ب  ∩ ب = ( 
 

                               )            ب  ∩  ( ا ـح =  )ب  U (اـح) ٦
  

                                            )  ب  U( ا ـح =  ) ب  ∩ ( اـح) ٧        
                                                                                              

    )  ب (ا ـح ــــ)  ( ا ـح =) ب  ( ا ـح    "أیضا وتكتب   )  ب  ∩ ( ا ـح ــــ)  ( ا ـح =) ب  ∩ ( ا ـح) ٨        
  

                                                                        :ومنھ ھذه النتائج
  

  اـح  )  ( ا ـح = )ب (                 ) عندما الحادثتین  ،یعني  ،  ب متنافیتین∩  ب= ϕ ،  ٤رقم( 
  

 اـح )  ( ا ـح =) ب ( ا ـح ــــ) بعندما تكون (           ) ب         ،   یعني∩ ب = ب( 
  

 اـح  )  عندما تكون (                                ٠ =) ب        یعني   ، ب∩ ب =  ( 
  

                                                                             )  ب ( ا ـحــ ــ)  ب( ا ـح =)   ب (ا ـح     "وتكتب أیضا  )ب ∩ (ا ـحـــ ـ  )ب(ـا ح = )  ∩ ب(ا ـح )٩
 

                                                                           :ومنھ ھذه النتائج
  

  ب( اـح  ( = ا ـح ) عندما الحادثتین (                         )ب  ، ٤رقم  ،متنافیتین ب(  
  

 ب( اـح   (= ا ـح ) ( ا ـح ــــ )ب (            ) عندما تكون       یعني  ،  ب∩ ب = ( 
    

 ب ( حا  (= ٠                                            ) ب عندما تكون        ،   یعني∩ ب = ب ( 
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 تمرین محلول:  

  

  .    ,٤ = ) ب  ( حـا  ، .    ,٧٥ = )ب( حـا  ،  .    ,٦ = )  ( احـ :حادثتین في فضاء العینة ع  وكان ب ،  اذا كانت  
  :فاوجد احتمال  

  

 ." ب معا،  عدم وقوع الحادثتین ) ٢.                                                  عدم وقوع الحادثة  )١

 .او ب ولیس وقوع كلیھما  وقوع ) ٤        .                                          او ب  عدم وقوع ) ٣       

  .  بوعدم وقوع الحادثة   وقوع الحادثة  ) ٦.                           او ب من الحادثتین " عدم وقوع أیا) ٥       
  

   .    وقوع الحادثة  ب وعدم وقوع الحادثة  ) ٧       

  
  

  : لـــــالح
  

  

 .       ,٤ = .  ,٦ ــ ١ =    )  ( حـاـ ـ ١ = )  ( حـا )١
 

 .       ,٦ = .  ,٤ـ ـ ١ = ) ب  ( حـا ــ ١ =   ) ب  ( حـا )٢
  

            )ب   ( حـاــ ـ ) ب (حـا  + )  ( حـا = ) ب  U ( حـا )٣
  

  .    ,٩٥ =          =                           =         ــ          +        = .  ,٤ ــ.   ,٧٥ +.  ,٦ =                                                 
  

 )   ب  U  ب  (  حـا = او ب ولیس وقوع كلیھما   احتمال حادثة وقوع   )٤
  

  )ب   (حـا  ــ ) ب  U (حـا =  ] )ب   ( ــ ) ب  U ([ حـا =)    ب  U  ب  (  حـا              
  

  .    ,٥٥  = .  ,٤ ــ.    ,٩٥  =                                                                                                                              
  :حل اخر       

  
  ) الاحتمال الكليقانون (               )  ب ∩ ب ( حـا ــ )  ب ( حـا + )ب   ( حـا =)   ب  U  ب  (  حـا          

                                   

                  )     =  ϕ ب ∩ ب (        ٠ ــ )ب   ( حـاـ ـ ) ب (حـا  + )ب   ( حـا ــ )  ( حـا =                                 
  

  )ب   ( احـ٢ـ ـ ) ب (حـا  + )  ( حـا =                                 

  
  =              ــ               +          = .  ,٤ × ٢ـ ـ.   ,٧٥ +.   ,٦ =                                 

  
  

                                                                                     =                    = ٥٥,    .  
  
  

 .    ,٠٥ =          =                             =                 ــ ١ =.   ,٩٥   ــ ١=    ) ب  U ( حـاــ  ١  =    ) ب  U ( حـا )٥

 
 .   ,٢ =.   ,٤   ــ.   ,٦ =  )ب   ( حـا ــ )  ( حـا = )ب   ( حـا )٦

  

 .   ,٣٥ =.   ,٤   ــ.   ,٧٥ =  )ب   ( حـاـ ـ ) ب (حـا   =   )  ب ( حـا )٧

  
  
  
  
  
  

٦ 
١٠ 

٤ 
١٠ 

٧٥ 
١٠٠ 

 ٤٠ ــ  ٧٥ + ٦٠
 ١٠٠ 

٩٥ 
١٠٠ 

٦ 
١٠ 

٧٥ 
١٠٠ 

 ٨٠ ــ  ٧٥ + ٦٠
 ١٠٠ 

٥٥ 
١٠٠ 

٨ 
١٠ 

٩٥ 
١٠٠ 

 ٩٥ ــ ١٠٠
 ١٠٠ 

٥ 
١٠٠ 
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  :الــــــــــــدالـــــــــــة الاحتم ):٣
  

    ةالأعداد الحقیقیح مجموعة ، حداث ھذا الفضاء مجموعة أ  ک،  فضاء العینة لتجربة عشوائیة ) ع ( لتكن      
  :التالیة   المسلماتتسمى دالة إحتمال إذا توفرت فیھ       ح            ک: حــا   :  فأن الدالة       

  

 ک                 ٠  ≥)    (حــا  .١
 ١ = ) ع (حــا  .٢
 :ب  حادثتین متنافیتین فــــأن ،    وكانت    عب        ،      ع       إذا كان     .٣

 

  )ب ( ا ـح +)   (ا ـح =) ب   U( ا ـح                               
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ     
  

  :الاحتمـــــال الشرطــــي): ٤
  

  )ب    ( حا : فــأن رمز الاحتمال الشرطي ھو  ))ع  ((حادثتین في   ب ،    لتكن             

  :حـیث أن   ،         ))ب  ((بشرط وقوع    ))((  ویقرأ احتمال وقوع             
  
  

           
   ٠  ≠ )ب ( حا ،                             = )ب    ( حا )       ١            

  
  

                  
           ٠  ≠)  ( حا ،                                = ) ب   ( حا       )٢            
  

 جـــــائـنت:    
  

      :         فان )   = ب ∩( أي    ب       اذا كانت   )١
      

  

  حا )    ب( =                 
 

  ب   ( حا ( =  ١                              
                                                                                                   

 :  فان )  ب  =   ∩ب ( أي           باذا كانت   )٢
 

  حا )    ١ = )ب  
 

   ب   ( حا ( =   
  

    :  فان )  ϕ= ب ∩(  أي  حادثتان متنافیتان ب ،    اذا كانت   )٣
                        

  حا )    ٠ = )ب    

  ب   ( حا ( = ٠     
                   

   )  ب (حا    
   )  ب  (حا  

   )  (حا    

   )  ب  (حا  

   )  ب (حا    

   )   (حا  

   )  ب (حا    
   )   (حا  

٢٤ 
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  :الشرطي قانون حــــاصل الضرب): ٥

  
  :وھو ناتج من قانوني الاحتمال الشرطي من ضرب الطرفین في الوسطین      وھــو          

  
  

 )ب      (حا ) ب ( حا  =) ب   (حا  )١
  

 ) ب   ( حا ) ب ( حا  =) ب  (حا  )٢
  

  "وقعت أولاقد استخدامھا حسب أي الحادثتین  وقفویت
  

     ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :الحوادث المسـتقلة): ٦                                   

  

  )ب ( حا  ×)   (حا  =) ب  (حا  : ب حادثتین مستقلتین فـــأن  ،     إذا كانت          
                                   

  

  ) أو عدم (أي حدوث إحداھما لا یتأثر بحدوث  ،    ب،    الحادثتین  لاستقلال الشرط اللازم والكافيوھو   
  

  .  حدوث الأخرى
    :جـــــائـنت       

  

  :مستقلتان  فان  ب،    كانت   ااذ         

١(        ،حــا :  مستقلتان  أي أن   ب)  (حا  =  ) ب   (×  حا ) تمرین محلول(      )ب( 
 

٢(      ،حــا :  مستقلتان  أي أن   ب)  (حا  =  ) ب   (×  حا ) ب( 
  

 

٣(      ،حــا :  مستقلتان  أي أن   ب)  (حا  =  ) ب   (×  حا ) ب( 
  

  

  :تمرین محلول      
  

  

  ؟  مستقلتان ب ،     : فاثبت أن،   ب مستقلتان ،     كانت اذا    
  

    

  )     ب ( حا  ×)  ( حا  =  )ب   (حــا    :یجب أن یتحقق شرط الاستقلال   مستقلتان ب ،     : لكي تكون    :الحــل 
  

  
  

  ) ٨ رقممال الإحتــیم أولیــة في مفاھ()    ب  ( حا  ــ)  ( حا  =  )ب   (حــا                           
    

                 ،(حا :    أي أن  )  معطى(   ب مستقلتان  ( حا   =) ب  (×  حا ) ب(  
  

  

    )ب ( حا  ×)  ( حا   ـــ )  ( حا  =  )ب   (حــا                          

  

                          ] )ب (  حاـــ   ١ [)  ( حا   =                                

      )ب (  حاـــ   ١   =  )ب (  حا                                                )ب ( حا  ×)  (  حا =                          
               

  )    ب ( حا  ×)  ( حا  =  )ب   (ــا ح                   

    ، مستقلتان ب    
  

  

٢٥ 

  

  

. . 

 
 

. 
 

 

. . 

 
 

. 
 

 

. . 

 
 

. 
 

 

. . 

 
 

. 
 

 

. . 

 
 

. 
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  :)توزیع ذي الحدین( قانون الاحتـــمال الثنائي ): ٧

  

  من المحاولات المكررة  ))ن  ((في   ))س  ((من النجاحات  )) ((وھو احتمال وقوع الحادثة         
  
  :وھو كالتالي            

       ×         ×         = )  ( حـــا                         
  

  
  ×         ×        =  ) }س  {( حـــا                 أو    
  

                                                                                                                                                                       
  )ا ــــ ح  =ف : لأن (                                 ×         ×        =)  }س  {( حـــا   أو                    
  

  

  )لتجربة عدد المرات المستقلة لإجراء ا( عدد المحاولات   :  ن :       حـــــیث

  
  عدد مرات النجاح: س                         

  
  احتمال النجاح :  ح                        

  
  احتمال الفشل: ف                         
                           

  ــــ  ١  :احتمال نجاح واحد على الأقل ھو  )١ :ة ظملاح
    

  :  في جمیع المحاولات ھو احتمال الفشل)   ٢                
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :الإعادةبدون قانون السحب ) : ٨                                  
  

  من النوع الثاني     ، من النوع الأول      منھا " شیئا ))  ن((  نفرض أن لدینا صندوق یحتوي على 

  

  " . شیئا ))  ر((  ــــ وبدون إعادة " وإذا سحبنا ـــ عشوائیا،        =      +   :   بحیث أن

  
  :ھـــو    ))    ((  من النوع الأول " شیئا ))  س((  فأن احتمال الحصول على         

  
     

     ×  
   =) س ( حـــا 

  
  

          .السحب مع الإعادة یستخدم قانون الاحتمال الثنائي  عندما یكون    :ملاحظة 
  

                                 

 س  
          ح
× 

 س  
         ح
× 

 س  
          ح

 ن 
 ف
 ن 
 ف

  ق     
 ن

 س  

  ق     
 ن

 س  

 س ــ ن
 ف

 س ــ ن
 ف

  ق     
 ن

 )ح  ـــ١( س  
 س ــ ن

  ق     
 س  

  ق      ١ ن
 ٢ ن

 ــ س ر

  ق     
  ن

 ر

  ن ٢ ن ١ ن

 ٢ ن ١ ن

 ١ ن
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ثلثية                                                ات بين النسب المـلاقـالع
  و

  الأعــــــــداد المركـــــبة
  و

  يةـــروطـوع المخـــطـالق
  و

  الاتــالاحتـــمن في ـيـوانــق          
  و

  اقـقـتـد الاشــــواعــق
  و                
  التـــكامــل في واعــــدــق    

 
  

  حــسـن بـرك بامـقــاء: جــمع وإعداد الأستاذ                                   
  

@
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  –:ــــقاققواعــــــــــد الإشـــت": اخامس

  

  المشــتــقـــة  الدالـــــة  ــــةنـــوع الدال
  

١    

  الدالــة الثابــتة
  

  ثابت جـ  عدد  ،  جـ    =) س(د 
   

  صفر  =) س(د 

٢    

  دالــــــة التـــطابـــق
  

  س =) س(د
    

  ١ = )س( د
  

٣  
  

      =) س(د   ب  ثابتین ،،   ب   +س   =) س(د  الدالـــة الخـطـیة
  

  

٤  

    

  مجموع دالتیــــــــــن
  

  )س ( )        + د(      
  

        ) س(        + ) س(د    
  
٥  

  
   دوال

  القـــــــــوى

     

         س  =) س(د
       

  س    = )س(د 
  

  

  

  =) س(د
  

  = )س( د
  
٦  
  

  

  
  حاصل ضرب دالتــین

  

  

      ×       =) س(د

  

  

    ×      +       ×      = )س( د

  
٧  
  

  
  حاصل قسمة دالتــین

      

  ٠ ≠     ،                  =) س(د
  
    =) س(د 

  
٨  
  

  
  دالـــة الجذر التربیعي

  
  

  
    =) س(د

  
  =) س(د 

  
  
٩  
  

  
  تركیـــــب

  دالـــــــتــیــن

    

                                      ) س() د   ○    ( 
  

  
          ) س()        ○د   ( 

  
   

                      )س(د  = ع  ،    ) ع (     = ص
            

          
  
  

  
  الدالة الضمنیة

  
.                                           میع الحدود في طرف واحد بشرط أن ج

  
           

  
    

  
  الدالة اللوغاریـتمیــة

     

  )س(لــود = ص 
  
  
  

     

  سلــو  = ص 
  
  

    
  ةــــــــــــــالدال
  یةـــــــــــسالأ

  
  

     
       
  
  

  

 ن   ]  )س(  ق   [
  ١ــ ـ ن

 )س(ق    ×

 ن

   ]  )س ( ق   [
 ن

  ق       ق     

  ق     

  ص ء   
  =        س ء   

١١  
 )س(د 
 = ص )س(د 

 س    = ص
 ١ 

   = ص

  )س(د × )س(د =ص  × لو  )س(د
   = ص

 )س(د ×   = ص  )س(د  )س(د

   = ص

   = ص  س  س

١٢  

  ع ء     ص ء   
        س ء     ص ء   

 )قاعــدة التسلسل( =  س ء    ع ء     
 

× 

 ر ر ر  ق     

 ر  ق     
 ر  ق       ق    ر    ×       ـــ      ×         

 ٢ ر

 )س(     ر ر )س(

 ر )س( ٢

 )مشتقة الدالة على أساس أن ص ثابت( ــ   
  )ثابت مشتقة الدالة على أساس أن س(     ثابت

  ر  

)            س(     × ] )س (      [    ق        د     ق       د     

)            س(     × ] )س (      [    ق        ق       ق        د   

 ن

  ١ــ ـ ن

 ر ر

١٠  
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  –:تـــــابع قواعــــــــــد الإشـــتــــقاق

  :أمثـــلة
  .  )  ٣س٢(جــتـا  ٢س٦ =  ٢س٦ ×)  ٣س٢(جــتـا  = ص  )          ٣س٢(ـا ــجــــ = ص) ١

  .   جـــــا  س س جــتـا ٤= س جــتـا × جــــا  س ٤ = ص جـــــا  س           = ص )٢  
  .  )٩ + ٤س١٥( × )س٩+ ٥س٣(جــتـا  × )س٩+ ٥س٣(  ـــا ج٦ = ص            )س٩+ ٥س٣( ـــا ج = ص )٣  
                                         + سلو =                سلو س = صلو           سسلو = صلو            سس = ص) ٤  

          .             )لوس+  ١ (  سس   =                   )لوس+  ١ (ص  =                      ١ + سلو=                
   

      
   

   
   

  
   

   
   

   
یة

ثلث
الم

ل  
وا

ــد
ــــ

لـــ
ا

   
 

  
      

   جـــــا س = ص 
   

 جــتــا س = ص  
             

  

  جــتــا س = ص 
    

  جــــــا ســـ  = ص
  

  ظـــــا س = ص 
  

  س٢قــــا = ص
  

  س٢قــتــا ـــ = ص  ظـتـــا س = ص 
  

  قـــــا س = ص 
  

  ظـــــا س  × قـــــا س = ص
  

  قـــتــا س = ص 
  

  ظــتـــا س  × قـــتــا س ـــ = ص
  س جـــــا  = ص 

  

  ) وھي صحیحة لكل النسب المثلثیة(           س جــتــا   = ص

  ) مثلثیةوھي صحیحة لكل النسب ال(          ــا س   تجــ  = ص  جــــا س  = ص 
     

  ] )س(د [جـــــا  = ص 
  

  ) ١حة بالمثال رقم موض(  ) س(د   ×  ])س(د[ـــا تجــ = ص
                       

  )وھي صحیحة لكل النسب المثلثیة(           

  
   
  س جـــــا  = ص 
  

    
  ) ٢حة بالمثال رقم موض(  جــتـــا س  ×   جـــــا   س    = ص 

          

  )وھي صحیحة لكل النسب المثلثیة(         
  

  

   )س(د   جـــــا = ص 
    

  )س(د  ×  )س(جــتـــا د × )س(د  جـــــا        = ص 
            

  ) ٣حة بالمثال رقم موض(              )وھي صحیحة لكل النسب المثلثیة(   
  
  

ــال         
مخ

 ال
ور

ص
ـلـتــ

  ل
فة

ــ
 ال

ال
دو

  ىوــقـــ
  

  

  
  

  س = ص

  )الأساس متغیر والأس ثــابت(

      
   

  ثــابت حیث                     س  = ص 
  

  

  س = ص  
  )الأساس ثــابت والأس متغیر(

  

  ثــابت حیث        س= ص 

  

     = ص

  )الأساس ثــابت والأس متغیر(

  
  ینثــابت   ،حیث                  صفر = ص 

    

  سس = ص      
  )الأساس  متغیر والأس متغیر(

  
  .نقوم بإدخال اللوغاریتم على الطرفین )  ص (لحساب  

         

  ) ٤حة بالمثال رقم موض(  

١٣  

 ن ن

  ١ـ ــ ن

  ن ن

  ١ـ ــ ن

١٤  

   
 

  ١ـــ

٣ ٤ 
٥ ٦ 

 ص   
 ص    

٣ 

 س    × س  
   ١  

. . 

 
 

. 
 

 ص    
               ص                  ص    ص    

 
 

٢٨ 
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  ):على الممــاس العمودي المستقیم(معادلتي  الممـــاس والنــاظم 

  
  :ھما  ))  (د ،  (نقطة العند   دلمنحني الدالـــة  ) علیھ العمودي(تي المماس والناظم لمعاد     

  
                   :                                                        معادلة المماس ھي) ١      

  
  ) المماس ساوي میلتمشــتقة الدالة عند نقطة التماس (               =ھو میل الممـــاس عند س ) :  (د  حیث

  
  :معادلة النــاظم ھي) ٢

  
  

       =عند س  النــاظم ھو میل:                حیث          
                                 

  :ــاتظـلاحــــــم  
  .                      = میل الممـــاس    ،                         =   میل الناظم) ١              

  
   ویساوي فیكون میل النــاظم غیر معرف ) ٠ = ) ( د ( أي أن ،س یساوي صفر اإذا كــان میل الممــ)  ٢              

   ،  ) ( د =ص : ومعادلــتھ ھي   )مماس أفــقي ( الممـــاس یوازي محور السینات یكون  الحالــةفي ھذه                     

  .    =س : ومعادلتھ ھي   الصادات ویكون النــاظم یوازي محور                    
  

  یساوي صفر ون میل النــاظمفیك )غیر معرفھ ) ( د (أي أن  ، غیر معرف إذا كــان میل الممــاس )  ٣              
             

    ،    =س : ومعادلتھ ھي )  مماس رأسي ( الصادات الممـــاس یوازي محور یكونفي ھذه الحالــة                      
             

  .  ) ( د =ص : ومعادلــتھ ھي ویكون النــاظم یوازي محور السینات                      
                               

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ         
                                           

  :اریتـــماتاللـوغ قـــــوانــین
  

 ١ = لــو) ٣                           ٠ = ١لــو) ٢                               ١ =  جـلــو  )١
    

      بلــو  ـــ =لــو        )٦م                            =   جـلــو) ٥                                = سلــو   )٤
  
  
       سب =  لوب س) ٩    )              مھم(س   =  لوس) ٨س                         =  سلــو)  ٧   

  

       ب لــو  +  لــو   =)   ب × (لــو )  ١١                                                 لــو      =   لــو  ) ١٠
  

             لــو ص =س  ص              لــو =س ) ١٣                      ب  لــو  ــــ  لــو = )         ( لــو)  ١٢
  

                                             

  

  
 

  )  ــــ س ) ((د  = )  (د  ــــ ص

  )  ــــ س  ( =             )(د  ــــ ص
 )  ( د 

 ١ــــ

 )  ( د 
 ١ــــ

 ١ـــ
 مماسمیل ال

 ١ـــ
 میل النـاظم

 
 ١ـــ

 صفر

  
 

 جـ

 ص

 م
   ب
١ 

 م

٢٩ 

 جـ

 سلــو 
 صلــو

  

 
 ب

 جـ
 جـ جـ

 جـ جـ
 جـ

 جـ

 م
 جـ

 جـ جـ
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  :والمستقیمات المقاربة قـــــــــاعدة في النـــــــھایات

  
  :أي لإیجا د النھایة التالیة                  النـــھایة  لدالــــة كسریة  عندما س اد ــعند ایج  

    
  

  : نمیز بین ثلاث حالات                                                                                                                        
  
  
  

 .          ــایة تساوي فــان النھ  )أي درجة البسط اكبر من درجة المقام  (ن        م  إذا كان ) ١
    

    ٥ــ=  س :لھذه الدالــة مستقیم مقارب راسي معادلتھ (                                                           : ١مثال      
  ) ب +س =  ص: ومستقیم مقارب مائل معادلتھ                                                                          

  
  :                                                           ٢مثال           

  ) فقط مائل لھذه الدالــة مستقیم مقارب (                                                                                        
                    

  
  تساوي  فــان النھــایة )درجة المقام  تساوي أي درجة البسط (ن   =م  إذا كان ) ٢         

  :في البسط على معامل أعلى أس في المقام معامل أعلى أس         
  

  =  س :الدالــة مستقیم مقارب راسي معادلتھ لھذه(                                                                                
  )٢ = ص :معادلتھأفقي مستقیم مقارب و            ٢ =        =                                           : ١مثال         

      

  
٢ــ=  س ‘ ٥ =س: مامعادلتھان راسیان مستقیم لھذه الدالة(  ٩ =                          :                       ٢مثال          

  )٩ = ص :معادلتھأفقي مستقیم مقارب و                                                                                      
  

  
  

    ٢=  س :لھذه الدالــة مستقیم مقارب راسي معادلتھ (               =:                                            ٣مثال          
  )      = ص :معادلتھأفقي مستقیم مقارب و                                                                                  

  
          

     :صفر  فــان النھــایة تساوي  )من درجة المقام  صغرأي درجة البسط ا (ن        م  إذا كان ) ٣      
    

  
  ١ــ=  س ‘ ١ =س: مامعادلتھان راسیان مستقیم لھذه الدالة(          صفر  =                                  : ١مثال           

  )٠ = ص :معادلتھأفقي مستقیم مقارب و                                                                             
  

  
  ٣ــ = س :لھذه الدالــة مستقیم مقارب راسي معادلتھ(            صفر  =    :                               ٢مثال           

  )٠ = ص :معادلتھأفقي مستقیم مقارب و                                                                                   
  

  :مــــــلاحـظــات
  .یجتمعان في دالـــــة واحدة  المستقیمان المقاربان الأفقي والمائل لا )١        
  . جـ= س :دلتھ ھياومع  }جـ{/  مجموعة تعریفھا على الشكل ح التي في الدالةلرأسي المستقیم المقارب ا یوجد )٢        

  .   ) ن ≤م ي عندما أ ( ٣  و  ٢من الحالتین   ناتج النھایة وھو ل= ص يالأفقي ھ معادلة المستقیم المقارب )٣        
   .بدرجة واحدة فقط  یوجد المستقیم المقارب المائل في الدالة التي تزید درجة بسطھا عن درجة مقامھا) ٤        

  .في الدالة الكسریة   لمقاما علىھي عبارة عن الناتج من قسمة البسط  المائل المستقیم المقارب ةمعادل )٥        
  .ثیرة الحدود لا توجد مستقیمات مقاربھ في الدالة ك  )٦        

  
  

  
  

< 

˃ 

  
 

  

٣  
  

٦ 

  

٢  
  

١ 

= + ∞ 
 

 

٣٠ 

٢ــ
٣ 

١
٢ 

   
 ٨+ س٤ـــ٢س٢ + ٣س

 ٤ + ٢س
  ــــــــاــــــنھــــ

 ∞ + س            

   
 ٣ـــ س + ٢س

 ٥ + س  
  

  ــــــــاــــــنھــــ
 ∞ + س          

  ــــــــاــــــنھــــ
          

   
 +.......  +    س   +    س  +   س

  

 ٢ـــ م   م  ١ـــ م 

   
 ب+.......  +    س   +    س  +   س

  
 ∞ + س ٢ـــ ن   ن  ١ـــ ن 

+ ∞ 

= + ∞ 
 

  اــــــــــــــنھــــ
          

   
 ٧ـــ س٦    

  
 ٢+ س٣
٥

 ∞ + س
    

 ٨ـــ س٥+ ٢س٩
  س  ١٠+ س٣ ـــ ٢س

  ــــــــاــــــنھــــ
            + ∞ 

 

  ــــــــاــــــنھــــ
          

   
 ١+ س     
 ٤ ــ س٢  

  
 ∞ + س

 

+ ∞ 
 

 س٨       
٢س ــ ١  

 

  ــــــــاــــــنھــــ
 س          

       ١ 
   ٣ + س  

  

  ــــــــاــــــنھــــ
 ∞ + س          

 

+ ∞ 
 

@
thirdgroupye



 

  :التــــــكامـــل في قواعــــــــــد": اسادس
  

    

                                                  
  :قوانــیــن المجــموع )١                                              

  

١(                  =                          ٢(                     =                           
  

        
       ٣(                                             =                             +  

 
 

٥                                   =                     )  ٤ (                       =  
    
  
  
 ٦(                        =    

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
  

  :او حساب المساحة التقریبیة) التـــــكامل المحدد ( فباستخدام التعری التـــكامل) ٢
  

     
  

  :التالي ونننستخدم القا ) المساحة التقریبیة: ر ســط (لحساب التكامل المحدد باستخدام التعریف  

           
  
  
            

           

     
  
  

     ،                              =  ر س ∆    :حیث     

  
  
  
  
  
  
  
  

  ن
    ر ١ =   

   ن
    ر ١ =   

  ر  ن
    ر ١ =   

 ر  ن

 
    ر ١ =   

  ر س   + ر س   ( ) ر ص  ن
    ر ١ =   

  ر ص  ن
    ر ١ =   

  ن

  ر
    ر ١ =   

  ن

٢ 
  

  ٢ر  ن  ن ) ١ +     (
    ر ١ =   

  ن

٦ 
  

 ) ١ +    ٢ (  ن  ن  ن ) ١ +     (

  ٣ر
    ر ١ =   

  ن

٤ 
  

  ن  ٢ن ٢) ١ +     (

 ر

                                                
  ن +     = *س

     ـــ ب  
  

  ن  ر
     ـــ ب  

  

٣١ 

        ب
  = ء س )س(د        =  ســط
       

     

  ب

  

  ب

  ن   ر س ∆
  ر  ) *س ( د     ر ١ =   

  ــــــــاــــــنھــــ
  ∞  ن          
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  :تمرین محلول
 
باستخدام تعریف التكامل المحدد احسب) ءس)  ٤س ــ٢ +  ٢س٣ 

 

  :  الحل

  =                = ر س ∆ إلى  ن  فترة جزئیة متساویة في الطول بحیث یكون  ] ٣ ، ١[الفترة  نجزئ     

 

رنختا             =                            =                         
  
  
   ٤ــ(                   ) ٢ + ٢(                   ) ٣ = (           ) فیكون  د    
  
  
 ٢ــ   ٤=ــ                   +)                                   ( ٣ =   

 
 

   =+١ 
 
 

=      
  
  

    =)+( 
 

      
    = ]+[ 

  
  

    = ]+ ٨       +[ 
 
 

    =]       ++[ =)                     +             (  
 
    = )     ( = )(  
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 

)ءس)  ٤س ــ٢ +  ٢س٣  =  

  
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  ن  ر س ∆
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  ن  ر س ∆ 

   (          )د      ر ١ =   
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  ن  ر س ∆
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  ـــثــالم  المبـــرهنـــــة
  

  

       التـــكــامـــل المحـــــدد": أولا

  
١  

  
  ثــابت جـ حیث ، )    ـــ ب( جـ    = ء سجـ        

  

         
    ١٠  =)  ــ ٣(  ٥ = ء س ٥       

  
  ٢  

  
  
  

  صفر  =ء س  )س(د        
  

  

    

  
  صفر = ء س) ١ +س (       
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  ء س )س(د      ـــ  =ء س  )س(د       

  

   
  

  
  

  ء س ٢س      ــ  = ء س ٢س      
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  ثــابتك  حیث                                               
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                   )مبرھنة الحدین الأعلى والأدنى(
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  ـــثــالم  المبـــرهنـــــة
  

  

         التـــكــامـــل غیرا لمحـــــدد": ثانیا
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  :إ ذا وجدت دالــــة ل بحیث   ،    ء س) س(د      = )  س(ل   

  
  

  ل دالـة  :  فان ، [ ب ، ]  ϶ س)        س(د    =) س(ل  
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  : ملاحـــــظة مھمة
  
  :المتراجحة عند التربیع وذلك كالتالي طرافأالأعلى للتكامل یجب مراعاة الحد عند إیجاد الحد الأدنى و  
  

  : عند التربیع تصبح المتراجحة    ≤  س  ≤  ــ    :     إذا كانت المتراجحة على الصورة  )١   

    ≤  ٢س  ≤  ٠                                                          
  

    ٤≤  ٢س  ≤  ٠     ٢≤  س  ≤ ٢ـ ـ      :مثال 
 

  :عند التربیع تصبح المتراجحة  )  ب   < (    ب ≤  س  ≤  ــ    :  إذا كانت المتراجحة على الصورة  )٢
                                               

   ٢ب≤  ٢س  ≤  ٠                                                   
 

   )  ٣  < ١(                      ٩≤  ٢س  ≤  ٠       ٣≤  س  ≤ ١ـ ـ     :مثال
 

                                                               :التربیع تصبح المتراجحة عند  )  ب   >  (    ب ≤  س  ≤  ــ    :  إذا كانت المتراجحة على الصورة  )٣

      ≤  ٢س  ≤ ٠                                                         
 

)  ١  > ٢(                      ٤≤  ٢س  ≤  ٠  ١≤  س  ≤ ٢ـ ـ     :مثال 
 

    :عند التربیع تصبح المتراجحة )   ب   >  (     ب ــ ≤  س  ≤  ــ    :  نت المتراجحة على الصورة إذا كا )٤ 
 

                               ٢س  ≤ ٢ب  ≥      
  

       )٣  > ٥(                  ١٦≤  ٢س  ≤  ٩  ٣ــ≤  س  ≤ ٥ـ ـ      :مثال 
 

  ء س       )  ١ــ ٢س٢:      ( اوجد الحدین الأعلى والأدنى للتكامل    :تمرین محلول
  

                    ٣١≤  ١ــ ٢س٢  ≤  ١ــ         ٣٢≤  ٢س٢  ≤  ٠         ١٦≤  ٢س  ≤  ٠  ٣≤  س  ≤٤ـ ـ           
 

١ــ ٢س٢(   ≤) ٧ ( ١ــ(   ء س≥٣١ )٧ (        ٧ ــ≥   )ء س   )١ــ ٢س٢≥٢١٧         
 

  ٢١٧ = علىالأ الحد،          ٧ــ = ىالأدن الحد         
 

  : ةمــــلاحظ
                

  :ب إشارة المتراجحة في الحالات التالیة تنقل  
 .إذا ضربنا قي عدد سالب   )١
 .إذا قسمنا على عدد سالب    )٢
  .إذا قلبنا جمیع أطراف المتراجحة   )٣

 
 

 ٤ــ    
  

٣ 
  

. . 

 
 

. 
 

 

. . 

 
 

. 
 

 

 ٤ــ    
  

٣ 
  

 ٤ــ    
  

٣ 
  

. . 

 
 

. 
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 :صـــــیغ تكـامــلات بعض الــدوال الشھیرة  )٤

 

 
 

  ء س ) س(  دالتكــامــل            )س ( لـــــدالة     د ا
  

  

       ـثـلــثیةــــدوال المال": أولا

١                         

   ـاس ـــجــ  =) س(د            
       

  ث   +   ـاستــــجـ ـــ           
٢           

  ـاس  جــــت  =) س(د            
       

  ث    +    ــاســــجـ              
  س  ٢ـاـــــق  =) س(د              ٣

                

  ث    +    ــاســــــظ              
٤  

         

  س  ٢ـاـتــــق  =) س(د            
       

  ث    +   ـاستــــظ ـــ             
٥  

              

  ــاس   ــــــظ ـاســـــق =) س(د            
        

  ث    +  ـاســــــــق                
٦               

  ث  +   |  ـاسجــــت  |لــــو ـــ             ــاس   ــــــظ  =) س(د            
٧  

            

  ــاس  ــــتـظ  =) س(د            
  

  ث   +   |  ـاسجـــــ  |لــــو              
٨      

   ١ ـــ س٢ـاــــق  =س ٢ـاــــظ  =) س(د
  

      

    

  ث   +    س  ـــ ــاســـــظ               

٩      

  ١ ـــ س٢اـتـــق  =س ٢ـاـتــظ  =) س(د
  

                             

    ث   +    س  ـــ ـاستــــظ ـــ          

  
  

              

  ثــابت حیث ، س   ـاجــــت =) س(د       
             

  )أي نقسم على مشتقة  الزاویة(    ث  +س  ـاجــــــ        

  )١مثال(                    ث  +س  ـاـتـــظ              س    ٢ـاـتــــق =) س(د            
      

١٠  

              

  س ــاــــــظ س ـاـــــق =) س(د            
                      

       ث   +  س ـاــــــــق         

  )٢مثال(       ث  +   |  س ـاجــــت  |ـــولـ             س    ــاــــــظ  =) س(د            
    

  ١ ـــ س ٢ـاــــق  =س  ٢ـاــــظ  =) س(د  
     

  )وھكذا في جمیع النسب المثلثیة(  ث + س ـــ س ــاــظ      
  
١١  

     

  ینـابتث  ب ، حیث  ،  )ب +س  (ـاـــجــ =) س(د
               

  )٣مثال(                ث  +  )ب +س ) ـاـتــجــ        
                       

    )ب +س  (٢ـاـــــق =) س(د      
        

  )وھكذا في جمیع النسب المثلثیة(   ث + )ب +س  ( ـــاظ      

  
١٢  

  

            
             

  ـاس    جــــت س جـــــا =) س(د        

                  

                  
               )٤مثال(                              ث  +                            

         

          
            جـــــاسس  ـاجــــت =) س(د       

       

        
  )في التكامل بالتعویض ١قاعدة (    ث  +                           

                                 
  

  س٢ـاـــــق س ـــاـــــظ =) س(د         
  

         ث  +                            

  
  س٢ـاتـــق س ـاــتــظ =) س(د       

                                                                                                                             

  
   ث  +                          

  ن

 

      
١  
  

      
١  
  

      
١  
  

      
١  
  
 ـــ

      
١  
  
 ـــ

 س  جـــــا   
 ١+    ن

 ١+    ن
  ن

 س   ــاتجـــ   
 ١+    ن

 ١+    ن
 ـــ

  ن
 س  ـــــاظ   

 ١+    ن

 ١+    ن
  ن

 س   ــاتـــظ    ـــ
 ١+    ن

 ١+    ن

      
١  
  

      
١  
  
 ـــ
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 صـــــیغ تكـامــلات بعض الــدوال الشھیرة  تابـــــــع: 
  

  
  

وعةـــمن أمثـــلة 
٢قـــتـــا     ) ١ظـــتــا        =ء س  س ٣ث   + س ٣   
   

  
  

  )في التكامل بالتعویض ٢قاعدة ( ث    + | س ٤جــــتـا |لــــو          = ء س                       = ء سس   ٤ظــــــــا     ) ٢  
  

  
  
  

  ث       +   ) ٣ +س ٢( ــاتجــــ           = ء س  ) ٣ +س ٢( جــــــا      )٣      
  
  
  
  ) ل بالتعویضفي التكام  ١قاعدة (    ث     +س   ٥جـــــا        = ء سس جــــتـاس   ٤جـــــا     )٤       
  

  
  
  

 ث      +                           = ء س                 )٥
  
  
      

 ث      +      ٩             =  ء س    ٩     )٦
    

  
  

 ث   +       ٦                =  ء س      ٦     )٧
  

    
           

  ء س ) س(  دالتكــامــل            )س ( الـــــدالة     د 
  

  

       ة الآســـیةــــدالال": ثانیا

١٣                                       

      =) س(د            

                      

  ث   +                    
  

  ١٤  
                                     

      =) س(د            

       

  )٥مثال(                                      
  

  )الأسأي نقسم على مشتقة  (     ث   +                    
    

١٥                

س  =) س(د            
  

               
  )الأساس  لــوأي نقسم على (    ث   +                     

  )٦مثال(                                                    
  

  

١٦  

          
      =) س(د             

                

               
  )٧مثال(                           ث  +                   

  
  )الأسمشتقة  و الأساس  لــوأي نقسم على (                     

  س  س

   س
 

 لو

 س   س  
    

 س ب

 لو ب
    

 س ب

 س٤ـــتاجـ  
 س٤ـــاجــ  

 ــ
   ٤  

١  

 ــ
   ٢  

١  

   ٥  
١  

 س٤ــ
  ــ 

   ٤  
 س٤ــ  ١

  

 س

  ٩لو  
 س  ١

 س٢ 
  ٦لو٢  

 س٢   ١
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 :التــــــكامل بالتـــــعویــض  )٥

  

    
  

                  ء س٢س)  ٣س٢ + ٥(     اوجد    :ثال تمھیديم     
  )الحل(                                                       

      

   ع ء           = ء س ٢س              ع ء = ء س ٢س٦             ٢س٦ =                         ٣س٢ + ٥ =  ع نضع 
 

          ث    +          ×            =    ع ء  ع             =  ء س٢س)  ٣س٢ + ٥(        
  
            .   ث  +  ٢) ٣س٢ + ٥(              =    )نعوض بقیمة ع (    ث  +                     =
  

  :مــــــلاحـظــات
  

 او ،   او بأس الدالة الآسیة، بزاویة النسبة المثلثیة أو   ،أو بما تحت قوة   ،  الجذر تحت بما)   ع(   عما یوض" غالبا )١
 

  .   وغیرھا  في الدالة الكسریةبالمقام 
  

  والجزء الثاني، )  ع(منھا نضعھ بدلالة المتغیر  الأول  :إلى جزأین) س ( ھو تجزئة الدالة  دفكرة التكامل بالتعویض  )٢
  

  .   )     ع ء(  =)  ع(نضعھ بدلالة مشتقة 
  

 ) بدلالة ع( ع   =)  ٣س٢ + ٥( الجزء الأول  ٢س)  ٣س٢ + ٥(  =) س(د :لمثال السابق نلاحظ أنفي ا )٣
  

  .  ع ء  بدلالة  ٢س والجزء الثاني
  

 التعویض عولا نستطی )س(بجزء من الدالة  د )   ع(یتعذر استخدام طریقة التكامل بالتعویض عندما نفرض  )٤
 

  .  كما في المثال التالي )     ع ء(  =)  ع(بدلالة مشتقة  ) س ( د  ة الجزء المتبقي من الدال عن             
  
  

   ء سس                                احسب مثال
  

٢س٣ =                             ٥ + ٣س =  ع نضع     
٢س٣           

  یتعذر التعویض لان الجزء المتبقي من (        ع ء  =  ء س  
  )٢سولیس لدالة ھو س ا                

                                                                                                         :التعویض في التكامل المحدد       
  
 

                              ء س                                 احسب: مثال       
         )الحل(                                                                  
  

٢س  = ء س ــ                    =                                        =  ع نضع                    
    ع ء ــ =                          ع ء 

                        
                               

                =  ع                    =  سوعندما       ،            π  =  ع                    =  س عندما                   
        

     
                          

             ع اـتـجـ    =     ع ء   ع اجــــ        ــ =   ع ء ــ ×  ع ـاجـــ          =  ء س              
  
  
  
   ١ =  )١ ــ(  ــ ٠  =    π اجــتـ  ـــ       اجــتـ  =
  
  

  
  

  ء س   
  

   ع ء

   ٦  
  

١  

. . 

 
 

. 
 

    ٦  
  

١  
   ٦  
  

١  
   ٢  
  

  ٢ع

   ١٢  
  

١  

  ء س   
  

   ع ء

  π 
١  

  π 
٢  

 ٢س 

  س   ـــاجــ  
  

١  

  س   
  

١  
  ء س   
  

   ع ء

  ٢س   

  

  ١ــ
  ٢س   

  

  ء س 
  

   π  
  

١  
   π  
  

٢
   ٢  

π 

. . 

 
 

. 
 

 

  π 
٢  

π   π 
١  

  π 
٢  

 ٢س 

  س   ـــاجــ  
  

١    π 
٢  

π 

  π 
٢  
π 

  π 
٢  

 ٥ + ٣س

  ١٢     ٢ع
  

١  

٣٨ 
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 التــــــكامل بالتـــــعویــضخاصة في د ـــــقواع:  

  
   ):١(قاعدة 

  
                   ث  +                          =  س ء    )س(د   ])س(د        [

   
  

  ما تحت ( = عنضع نستخدم التعویض و او جزء منھا  ضروبة في مشتقة الدالةم للأس     عند حساب تكامل لدالة مرفوعة  
  

  .       ث  +           الجدیدالأس على "  مقسوما       مرفوعة للأس     الدالة ناتج التكامل ھو ویكون )س(د = )الأس
            

  
              س   وھي موجودة٤ =)   ٤+ ٢س٢( لان       ث  +                           =  ء سس ٤  ٥)٤+ ٢س٢(      :)١(مثال
  

  

    ء سس ٤  =   ع ء          ٤+ ٢س٢ = ع  نضع    : توضیح     
 

  
  ث +                         =  )نعوض بقیمة ع (    ث  +        =   ع ء ٥ع     =  س ء س٤  ٥)٤+ ٢س٢(             

                   

  
  )موجودة                =  )لـــوس(لان  ( ث      +                   =  ء س                    ):٢(مثال      

  
  

  
       ):٢(قاعدة 

  

  
       عندماأي   ،                ث   +   | )س(د  |لــــو  =  ء س                    

  
  ناتج التكامل  ویكون  )س(د = المقام  = عنضع فإننا او جزء منھا البسط مشتقتھا في موجودة في المقام عند حساب تكامل دالة     

  
   .      ث  +  )للدالة(لوغاریتم  القیمة المطلقة للمقام ھو 
  
  )   البسط )١ + ٢س٣ ( =المقام   )س + ٣س(لان  (     ث + | س + ٣س  |لــــو  = ء س                    ):١(مثال       

 
            

    ء س) ١ + ٢س٣ ( =   ع ء          س + ٣س = ع  نضع  : توضیح      
  

                               ث + | س + ٣س  |لــــو =)  نعوض بقیمة ع (   ث + | ع  |لــــو  =               = ء س                           
  
  

                ) البسط = )جـتاس( =  )جــاس(لان  (        ث + |سجــا |لــــو = ء س              = اس ء سـظت     ):٢(مثال
  

  

          ث + |               |لــــو       =                           =                     ):٣(مثال
  
  

   ١ــ ≠ ن   
 

 ϶    ،   ن ن   
 

   ن

   ٦  
  

 ٦)٤+ ٢س٢( 

. . 

 
 

. 
 

    ٦  
  

  ٦ع
   ٦  
  

 ٦)٤+ ٢س٢( 

 س  
 ٣)لـــوس(

  ٤ 
 ٤)لـــوس(

  س   
  

١  

      )س(د  
   ١ــ = ن         )س(د  

 

 ١ + ٢س٣
 س + ٣س

. . 

 
 

. 
 

 

 ١ + ٢س٣
 س + ٣س

 ع ء 
 ع 

 سجـــا  
 اسجـت  

 س٤ ھـ

 س٤ ھـ ٢ +
 سء 

١ 

  ٤ 

  

 س٤ ھـ

 س٤ ھـ ٢ +
 سء 

٤ 

  
١ 

  ٤ 

  
 س٤ ھـ ٢ +

   ن

 ١+     ن

     ])س(د [ 
 ١+    ن

 ١+     ن ١+     ن
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       ):٣(قاعدة 
  

       ث +   ])س(د[ ـاتجــــ   =    سء   )س(د   ])س(د[ جـــا )   ١       
  

    

   ث +   ])س(د[ جـــا  =    سء   )س(د   ])س(د[ ـاتجــ     )٢
  
   

    ث +   ])س(د[ ـــاظ  =  سء   )س(د   ])س(د[٢قــــــا      )٣
  
 

           ث +   ])س(د[ ــاتـظــ   =  سء   )س(د   ])س(د[٢ــاتقــ       )٤
     

١(   
  زاویة النسبة  =نستخدم التعویض و نضع ع  لھذه الدالةاو جزء منھا  زاویةالمشتقة مضروبة في عند حساب تكامل لدالة مثلثیة    

  
  .  في جمیع النسب المثلثیة ویكون ناتج التكامل ھو تكامل النسبة المثلثیة لھذه الزاویة وھكذا ،  ) س(د =المثلیة 

  
     )    س   وھي موجودة٦ =)    ٢س٣( لان       (       ث + ) ٢س٣ ( جـــا  =  سء  ) ٢س٣ (س جــتا٦    ):١(مثال
  

    ء س ٢س٦  =   ع ء       ٢س٣ = ع  نضع     :توضیح
  

             ث + ) ٢س٣ ( جـــا  =)   نعوض بقیمة ع (    ث + عجــا =  ع ءع  جــتا    =  سء  ) ٢س٣ (جــتا س٦             
  

     )جتاس   وھي موجودة     =  )جاس( لان     (        ث + )جاس( ـاظـتــ  = سء  )جاس( ٢اقــــت جتاس    ):٢(مثال
  

    سء  )٢ــ س ٧( اظــــ )٢ــ س ٧( اس قــــ٢ــ          =  سء  )٢ــ س ٧( اظــــ )٢ــ س ٧( اس قــــ   ):٣(مثال
  

          ث + )٢ــ س ٧( اقــــ       =                                                                 
       ):٤(قاعدة 

  
           ث +              =                                            

  

  نستخدم التعویض  او جزء منھا  الأس مضروبة في مشتقة )س(د )الدالة( مرفوعة للأس) ھـ (الطبیعیة  ةالدال عند حساب تكامل    
  

   .      ث +  )س(د مرفوعة للأس )ھـ (الطبیعیة  ةالدال ھوویكون ناتج التكامل  )س(د  = الأس =و نضع ع 
        
  

          )وھي موجودة     ١س ــ٤ =)    س ــ ٢س٢(لان    (       ث +              =                              ): ١(مثال
  

    ء س )١ــ س٤(  =   ع ء          س ــ ٢س٢ = ع  نضع     :توضیح
  
  

  ث +                 =)   نعوض بقیمة ع (    ث +        =  ع ء          =                                       
  
  

      )وھي موجودة      س٢قــا   =    )ظــاس( لان     (      ث +           =                        ):٢(مثال

  

 ء س       )س(د                       )س(د

 

 

. . 

 
 

. 
 

 

١ 

 ٢ـ ـ 

  

٢ 

  

   ١ــ 

  

                      )س(د
 

 )١ــ س٤(  ھـ
 س ــ٢س٢ 

  س ــ ٢س٢  ھـ سء 

. . 

 
 

. 
 )١ــ س٤(  ھـ 

 س ــ٢س٢ 
 ھـ سء 

 ع

 ھـ
 ع

  س ــ ٢س٢  ھـ

 ظاس ھـ سء 

 ظاس ھـ س٢قــا

٤٠ 
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  ):٥(قاعدة 

  
   :      نراعي الآتي        ٢ ≥      ،     ء س س  ـاــجـــ              وء س        س  ــاتجـــعند حساب      

  
  

 :انون  التاليقال نستخدم"  زوجیا"  أذا كان  ن   عددا )١
  

         س٢جـــتـا       ـــ       = س٢ـاـجـــ    ،        س٢جـــتـا      +        = س٢جـــتـا    
  

  :نقوم بالأتي"  فردیا"  أذا كان  ن   عددا  )٢       
  

   ء س    س ــاتجـــ ×س  ــاتجـــ       =ء س  س  ــاتجـــ      ) أ
  

             س٢جـــا  ـــ ١  = س٢جـــتـا :ثم نستخدم القانون                                                 
  

 ء س   س جـــــا ×س  جـــــا       =ء س  س  ـاــجـــ     ) ب
  

                      س٢ـاتجــ  ـــ ١  = س٢جــــا :ثم نستخدم القانون                                                           

  
  
  

    ء س   ٢)س٢جـــتـا      +(              =  ء س  ٢)س٢جتا(      =ء س  س ٤جتا     ):١(مثال
  

  

  ء س س٢٢ـتـاجـ+         س٢ـاجــ              + س      =  ء س  ) س٢٢ـتـاجـ      +  س٢ـتـاجـ      +(              =         
  

     
  ) س٤ـتـاج+           = س٢٢ـتـاجـ(                ء س ) س٤ـتـاج     +(        +         س٢ـاجــ     + س        =        

  
  
  
  

  ث                +  )  س٤ــاج            +س (     +      س٢ـاجــ     + س      =          
  
  
  

              ث+   س٤ــاج        + س٢ـاجــ     + س      =    ث  +   س٤ــاج         +س  +     س٢ـاجــ     + س      =         
  
  
  
  

  

                       ء س   سجـــا ٢) س٢ـاجـ (       =ء س   سجـــاس ٤جـــا     =   ء سس ٥جـــا        ):٢(مثال
  
  

  
  

  
  

                                    ء س   سجـــا)  س٤ـتـاجـ +  س٢ـتـاجـ٢ــ  ١(      =ء س   ســـاج ٢) س٢ـتـاجـــ  ١(        =            
  

  

    
  

  

   ء س ) س٤ـتـاجـ سجـــا +  س٢ـتـاجـ سجـــا ٢ــ   سجـــا(        =         

  
  )١نستخدم القاعدة  (                            سء  س٤ـتـاجـ سجـــا     + ء س س٢ـتـاجـ سجـــا   ٢ ــ  ء س   سجـــا   =          

  
  
  

  

  ث   +     س٥ـتـاجـ           ــ  س٣ـتـاجـ+         ســ جـتا   =ث   +         س٥ـتـاجـ  ــ    س٣ـتـاجـــ       ٢ــ    ســ جـتا =             
  
  
  
  
  
  

  

  ن  ن

  ١ـ ــ ن  ن

  ١ـ ــ ن  ن

   ٢  
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   ٢  
١ 
˟   ٤  

١ 

   ٤  
١ 

   ٤  
١ 

   ٤  
١ 

   ٢  
١ 

   ٢  
١ 

   ٢  
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  ):٦(قاعدة 
  
  
  

  :      لآتيبا نقوم        ٢ ≥      ،ء س      س  ــاتـــظ              و       ء س س  ـــــاظعند حساب          
  
  
 ء س    س ـــــاظ ) ١ــ  س٢ـاــــق(     =ء س    س ـــــاظ    س٢ـاــــظ   = ء س  س  ـــــاظ       )١

                                            
  )  .١(وبفك القوسین ثم نستخدم القاعدة         ١ــ  س٢ـاــــق  =  س٢ـاــــظ  :نستخدم القانون أي     

    
  ؟ ء س     س٤ـاــــظاحسب          : مثال  
  

  

  

   ء س  س٢ـاظــ ) ١ــ  س٢ـاـــق(      = ء س  س٢ـاظــ س٢ـاظــ   = ء س  س٤ـاظــ            :الحل
  
  

   ء س  ) ١ــ  س٢ـاــقـ(      ــ ء س  س٢ـاــقـ س٢ـاظــ      = ء س  ) س٢ـاظــــ  س٢ـاــقـ س٢ـاظــ(      =              
  
  
  

   )١القاعدة  حسب(            ث      +  س   +   سـاظــــ    س٣ـاظــ      =ث   +  ) ــ س  سـاظــ( ــ    س٣ـاظــ            =           
  
  

     ء س    س ـاتـــظ ) ١ــ  س٢ـاقــتـ(     =س   ء  س ـاتـــظ    س٢ـاظــتـ   = ء س  س  ــاظــت      )٢
  
  
  

  )  .١(وبفك القوسین ثم نستخدم القاعدة         ١ــ  س٢ـاقــتـ  =  س٢ـاظــتـ  :أي نستخدم القانون      
  
  
  
  

  ؟ ء س    س٥ـاظــتـاحسب           : مثال  
  
  
  

      ء س  س٣ـاظـت ) ١ــ  س٢ـاقـت (     = ء س  س٣ـاظـت س٢اظــت   = ء س  س٥ـاظـت         :الحل
  
  

  

  

   ء س  سـاظـت س٢ـاظـتــ      س٤ـاتظـ          = ء س  ) س٣ـاظـتــ  س٢ـاتقـ س٣ـاتظـ(         =     
  
  
  

    ) ء س سـاظـت ــ   س٢ـاقـت سـاظـت (ــ      س٤ـاظـت          =   ء س  سـاظـت ) ١ــ  س٢ـاقـت( ــ      س٤ـاظـت                    =    
  
  
  
  

          ث + ) |سجــا |لــــو  ــ  س٢ـاظـت          ( ــ  س٤ـاظـت                   =    
  
  
  

          ث +  |سجــا |لــــو  +   س٢ـاظـت         + س٤ـاظـت                   =    
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  ):٧(قاعدة 
  

  :نقوم بالتعویض التالي                           =  )س(د: لى الصورةعبالتعویض لدالة محدد عند حساب تكامل 
      

  
  )تسمى الدالة المفروضة (               ع ـاــجـــ               =نضع     س   

  
  
  
  .   مفروضة بالنسبة لـ ع وذلك بالتعویض في الدالة ال جدیدینحدین  إلىسبة لـ س نحدي التكامل بال لباستبداثم نقوم        

  
  

       ء س                          احسب    :)١(مثال    
     

  )الحل(                                                                 
             

  
     عء  ع  اـتــج٣ =ء س              ع اــجــ ٣ =س             ع  ـــاجـ        = س             ع جــــا               = س     نضع  
    
  
      =  ع          ١=  ع ــاجـ          ٣ =س    عندما     ،    ٠ =  ع          ٠=  ع ــاجـ          ٠ =س    عندما   
  
  
  

  ٠   عء  ع  اـتــج                                      ٣ =    ع ء ع  اـتــج                                ٣ =   ء س                              
  
  
  

    ٠     عء   ع٢ــاتجــ       ٩  =   عء  ع  اـتــج                            ٩   =   عء  ع  اـتــج                                  ٩ =     
  
  
  

   =   عء                                          =    عء                                        ٩ =      
  
  
  
  =                                  =   ) ٠ + ٠(  ـــ                                                =         
  
  
  
          =             + ٠   =                  .   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ب   
  
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٣  
 ٢س  ـــ٩
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٩  
  

٩  
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  :  ملاحظة مھمة      

  
 س  ء=  )ءع(وكانت مشتقة ع ) س(جزئ من الدالة د = بالتعویض فإذا فرضنا ع )  س(عند حساب تكامل الدالة  د )١

 
  )١مثال (  .               " بدلالة  ع  أیضا) س(نعوض عن الجزء المتبقي من الدالة د ي ھذه الحالةفقط ف         

  
    

  )ءع(مشتقة ع  یزید عن اواكبر درجة  )س(دالجزء المتبقي من الدالة  وكان) س(الدالة دجزئ من  = إذا فرضنا ع  )٢
  

      یكون الجزء الأول منھا بدلالة ع  والجزء الآخر یكون بدلالة  إلى جزأین ) س(د نجزئ الجزء المتبقي من الدالة الحالة في ھذه 
  

                                                                                                 )٢مثال (            . ءع  
  

                                                                                                                                                  
  
  

  ء س                     احسب      :)١(مثال
  
  

  ) الحل (                                                 
  

 ٣ــ  ع  = س،                 ء س   =   عء           ٣ + س  =نضع ع           
   

  
   عء ) ـــ                  (      =   عء                       =ء س                                          

  
        

  ) نعوض بقیمة ع(                ث + |ع  |لــــو ٣ع  ــ   =   عء )          ٣ـــ   ١(        =           
  

    
  

  .               ث + |٣ + س |لــــو ٣ــ   ٣ + س  =           
  

  

  
          ء س   ٤) ٢ــ   ٢س(  ٣احسب    س     :)٢(مثال

  
  ) الحل (                                            

  
      ء س س  ٤) ٢ــ   ٢س(  ٢س    =ء س   ٤) ٢ــ   ٢س(  ٣س               

  
  

      ٢ +ع   = ٢س      ،        س ء س   =  عء            س ء س ٢  =   عء           ٢ــ   ٢س  =نضع ع            
  
  

  عء ) ٤ع ٢ +  ٥ع(             =   عء        . ٤ع )٢ +ع  (      =  ء س  ٤) ٢ــ   ٢س(  ٣س                     
  
  

  )نعوض بقیمة ع (         ث +   ٥ع       +  ٦ع       =         ث +        +            =         
  
  

  .        ث +  ٥) ٢ــ   ٢س(         +  ٦) ٢ــ   ٢س(        =        
  
  
  
  

  

٤٤ 

  
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 :تــــــكامل بالتــــجــزئــة ال )٦

  
  

  :صـیغة طریــقــة التكامــل بالتــــجــزئــة ھــي            
  
  
  

    
  
  

  .ھذه الصیغة لإیجاد تكامل لدالة على صورة حاصل ضرب دالتین   تستخدم 
  

  :ةــجزئــل بالتــكامــالتي ت لدواــصور ال
  

 ء س     جاس   =ء           ، ٤+٢س =نضع ف              ،     ء سجاس ) ٤+٢س(      مثل      : حدودیة في مثلثیھ   )١
  

 س     ء  )٥+ س(  =ء           ،     لوس =نضع ف          ،ء س       لوس )٥+ س(     مثل      : لوغاریتمیة حدودیة في )٢
  

 ء س               =ء            ،   ١ــ س =نضع ف          ،ء س             )١ــ س(     مثل    :  دالة آسیة طبیعیة حدودیة في )٣
  

 ء س     اس تج  =       ء   ،              =نضع ف          ،    ء س    اس تج                مثل :  دالة آسیة طبیعیة في مثلثیھ )٤
                                                                                              

  ء س            =ء            ،   استج  =نضع ف  او                                                                                           
  

 ء س    =ء            ،س    ٢لو =نضع ف          ،ء س       س٢مثل      لو      : لوغاریتمیة )٥
      

  :مــــــلاحـظــات
   

 .       ء  ف    و    أن یكون الفرض صحیح لكل من " یجب أولا عند التكامل بالتجزئة  )١
 

 .والمطلوب حسابھ    المعطىیتضح أن الفرض صحیح عندما یكون التكامل الناتج في الصیغة ابسط وأسھل من التكامل  )٢
  
 ة یتم اشتقاقھا ولذلك تصغر درج ) ف( الة الحدودیة لان بالد )ف ( وضعنا)  ٣،  ١( الصورة مثالي في  تلاحظ أن )٣

  
   لكن لو وضعنا ،  حسابھالناتج ابسط واقل درجھ من التكامل المعطى والمطلوب یكون التكامل بعد التعویض والحدودیة 

  
  الناتج یكون التكامل  وھذه یتم تكاملھا  وعند التكامل تكبر درجة الحدودیة وبعد التعویض) ء     ( بــ   الحدودیة الدالة

  
  .وھذا یعني أن الفرض خطأ     درجھ من التكامل المعطى  علىوأ صعبأ

  
 مثالي أي بعكس بالدالة  الحدودیة   )ء      (بالدالة اللوغاریتمیة  و ) ف( وضعنا  ) ٢(الصورة مثال تلاحظ أن في  )٤

  
  في مثل ھذه الحالة نضطر إلى  )ء     ( لو وضعناھا بــ   املھالأن الدالة اللوغاریتمیة لا نعرف تك ) ٣،  ١(  الصورة 

  
  . من التكامل المعطى  وأسھلالناتج ابسط یكون التكامل وبعد التعویض والاختصار  ) ء      (  بــ  الحدودیةوضع الدالة 

  
 ، من الدرجة الثانیة  )٤+٢س( =ف نستخدم طریقة التكامل بالتجزئة مرتین لان الدالة الحدودیة ) ١(في مثال الصورة   )٥

  
  .ثابت   =ف ء إلى أن تصبح بمعنى ، ثلاث مرات وھكذا  كانت من الدرجة الثالثة  نستخدم طریقة التكامل بالتجزئةولو 

  
 بعد  لأنھكل الفرضین المذكورین أعلاه صحیح  نلاحظ أن   ) دالة آسیة طبیعیة في مثلثیھ() ٤(في مثال الصورة   )٦

  
  . في الصیغة لفرض الأول  ینتج تكامل ھو نفسھ التكامل الناتج من تعویض الفرض الثاني التعویض  في الصیغة با

  
  
  

      
  ء ف            ــــف         =ف  ء             

   
  ق       ق       ق     
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  ء س      استج) ١ــ ٢س٢(احسب         :محلول تمرین 

  

                 
  )الحل (                   

  
  ، ء س     س ٤  =ء ف            ١ــ ٢س٢ =نضع  ف                

        
                اسجــ  =س   ء  تاسج=       ء س                جتاس   =ء                   

  
  

  ف      ـــ          ء ف    = ف  ء       
  
  

  ) * (ء س             اسس جــ٤ــ     اسجــ )١ــ ٢س٢(  =ء س   تاسج) ١ــ ٢س٢(   
  
  
  ة مرة أخرىبالتجزئباستخدام       ء س     اسس جــ٤نوجد      
  
  

  ، ء س      ٤  =س           ء ف ٤ =نضع  ف               
  
  

   اسجـت ــ =ء س    اسجــ     =     ء س              اسجــ =ء                     
  
  

  ء س         اسجـت٤   +  اسس جـت٤ــ  =ء س   اسس جــ٤     
  

  

  )ء س  اسس جــ٤عن      ) *( بالتعویض في العلاقة  (              ــاسج ٤+ اسس جـت٤ــ  =                      
  
     ث              +)   جــاس ٤+ اسس جـت٤ــ (ــ  اسجــ )١ــ ٢س٢( =ء س  تاسج) ١ــ ٢س٢(  
  

  ث       + جــاس ٤ــ اسس جـت٤ + اســ جــ اسجــ٢س٢ =                           
  

  ث       + جــاس ٥ــ  اسس جـت٤ +  اسجــ٢س٢ =                             
  

  : التجزئة في التكامل المحدد    
  

  :صـیغة طریــقــة التكامــل بالتــــجــزئــة ھــي 
  
  

  )                                      الحل ( احسب      س        ء س                   مثال
 

             = ء س                =ء س                         = ء       ،      ء س       =س           ء ف  =نضع  ف                         
  

 
  )  ١ ـــ س(            =        )          ـــ   س      (   =ء س                     ــــ   )    س        (   =س        ء س                    
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  :التي تــكامــل بالتعویض والتــجزئــة لـدواالصور بعض       

  
  نستخدم  طریقتي التكامل بالتعویض والتجزئة في الدوال التي لیست في الصورة القیاسیة  او في الدالة التي على صورة              

  
  :ومن ھذه الصور   غیر قیاسیة أحداھماتین حاصل ضرب دال             

  
  

 ء س                        اـتجــ  ،ء س                       اجـــمثل         : غیر قیاسیة  مثلثیھ )١
  

    
 ء س                         ٣س ل      مث  : غیر قیاسیةدالة آسیة طبیعیة  حدودیة في )٢

  
  

   ء س          ٢س٢ـــــاظ ٣س      )٢(،        ء س  ٣س٢قـــــا ٥س     )١( :مثل  :   ر قیاسیةغی حدودیة في مثلثیھ )٣
  
  

    ء س  اس             تجاس ج ٢      =  ء س             س٢اـجمثل         : غیر قیاسیةدالة آسیة طبیعیة  في مثلثیھ )٤
  
  

 ء س      ٢) لوس( مثل            :غیر قیاسیة لوغاریتمیة )٥
  

  :مــــــلاحـظــات
    

 أما بالنسبة للدالة ، ) ٢س= ع ( أي نضع ، أس الدالة الأسیة بدلالة ع  نكتبعند التعویض ) ٢(في مثال الصورة  )١
  

   الآخروالجزء  بدلالة ع ) ٢س (منھا وھو الأولوبذلك یكون الجزء  س  × ٢س :نكتبھا على الصورة ) ٣س (الحدودیة                    
  

  وبذلك نستطیع مضروبة في دالة حدودیة   إلى قیاسیھ الأسیةتتحول الدالة وبعد التعویض ، ءع   یكون بدلالة) س ( وھو 
  

  . ) ٤(وبالمثل في مثال الصورة  ثم نعوض بقیمة ع  ة بالتجزئأن نكامل 
  

  ،)  ٣س= ع ( أي نضع ، دلالة ع ب)  ٢قـــــا( زاویة النسبة المثلثیة  عند التعویض نكتب) ٣(الصورة  )١(في مثال  )٢
 

  ) ٣س( وبذلك یكون الجزء الأول منھا وھو ٢س × ٣س   :نكتبھا على الصورة ) ٥س (أما بالنسبة للدالة الحدودیة 
  

  إلى قیاسیھ مضروبة في  المثلثیةوبعد التعویض تتحول الدالة  ،یكون بدلالة  ءع )  ٢س(بدلالة ع  والجزء الآخر وھو 
  

  .  )٢(وبالمثل في مثال ثم نعوض بقیمة ع  بالتجزئة  وبذلك نستطیع أن نكاملدالة حدودیة  
  
  

  ) .٣(في الصورة ) ٢(وسوف نوضح ذلك  من خلال حل المثال 
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  ء س            ٢س٢ـــــاظ ٣ساحسب         :   محلول مثال  

  
  )الحل (                      

  

  :التعویض" : أولا
  

  ء س   س    )٢س(٢ـــــاظ ٢س    =ء س     ٢س٢ـــــاظ ٣س                
  

    

              س ء س   =  عء               س ء س ٢  =  عء           ٢س  =نضع ع              
  
  

    )حدودیة في مثلثیھ(          عءع ٢اـــــظع             =   عء.        )ع(٢ـــــاظع      =ء س     ٢س٢ـــــاظ ٣س                  
  

  

  :التجزئة" : ثانیا
  

  عء  =ع            ء ف    =نضع     ف                
  

  ع ــ عــاظـ  =   عء ) ١ع ــ٢ـاقــ (   =               عء ) ١ع ــ٢ـاقــ ( =ء                 عءع ٢ـــــاظ  =ء                        
  
  
  ف      ـــ          ء ف    = ء       ف   
  

    

  ] عء ) ع ــ عــاظـ(    ـــ  )ع ــ عــاظـ (ع      [=  عءع ٢ـــــاظع        
  
  

  ] عء ) ــ ع             (   ـــ  )ع ــ عــاظـ (ع      [   =              
  

  

  
  )    نعوض بقیمة ع (             ث +  ]        +   | جـتاع |و ــل + )ع ــ عــاظـ (ع  [       =               
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 اقتني نسختك من كتب سلسلة الابداع

 مميزات السلسلة:

 -لكليات الطبية والعلمية) هندسةاعدن، لجميع  -عمران -ذمار -اب -تعز -نماذج اختبارات القبول لجامعات صنعاء أحدث-1

دي جامعة صنعاء ومنفصلة عن الأسئلة نهاية الكتاب.ن قبل دكاترة ومعيحلول النماذج م -2.تجارة(  -حاسوب  

ي العديد من المراكز التدريبية بأمانة العاصمة.درس فت -4تحتوي على ملخصات قيمة لمواد اختبار القبول.   -3  

حتوي على خطوات التنسيق والتسجيل بالجامعات.ت -6حتوي على أسس ومعايير القبول للكليات.  ت -5  

 

 

 نقاط البيع:

مكتبة  -كشك الجامعة -صنعاء )مكتبة دار الفكر بوابة جامعة صنعاء جوار ايلول -
كشك الثقافة بالتحرير جوار مدرسة -كشك الوحدة التحرير -كشك السنينة -الوسطية

 مجمع زاد التجاري( -سبتمبر21العالي جامعةمكتبة التعليم  -جمال
 شارع العدين جوار كلية التربية. –مكتبة العالمية  -أب   -
 770056229للطلب للمحافظات او المكتبات التواصل على الرقم  -
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اااالانسجل   

 مميزات البرنامج:

الناصر والكويت. رة من دكاترة ومعيدي جامعة صنعاء ومدرسي ثانوية جمال عبدوخب كفأهكادر تدريسي ذو  -1  

حصول طلبة البرنامج على المقاعد الأولى بالكليات الطبية والعلمية للأعوام السابقة. -2  

الهامة لاختبارات القبول بالإضافة إلى اساسيات الجامعة وكتب الثانوية المقررة بالاختبار.تدريس المفاهيم والمواضيع  -3  

حلول نماذج الاختبارات للأعوام السابقة والحصول عليها مع الملخصات مجاناً. -4  

اختبارات تجريبية نهاية البرنامج. -5  

رة عن ثلاث دورات مكثفة تأهلك لاجتياز اختبار المادة.الإنجليزية عبا ةيوجد برنامج خاص لتأهيل الطلبة بمادة اللغ -6  

  والنماذج ومناقشتها. لطلبة البرنامج تنزل فيها المحاضرات خاصة  توجد مجموعات بالتلجرام  والوتس -7

 للتسجيل والاشتراك بقنوات التلجرام والوتس التواصل على الأرقام ) 777917375 – 770056229(

 يقام البرنامج بمعهد ماستر الإبداعي  وبالعديد من المراكز التدريبية بأمانة العاصمة

  

 من الكادر التدريسي للبرنامج:

ً  -جامعة صنعاء-جامعة صنعاء.  د/ يوسف النمر -جامعة صنعاء .   د/ إبراهيم المعمري-د/ قيس الصباحي - جمال سابقا  

جامعة صنعاء.    -جامعة صنعاء.    د/ أسماء قائد -د/ حاكمة الهبوب  

جامعة صنعاء -أسماء رسام ثانوية جمال عبدالناصر.     أ. -أ. أمين الغيلي  

نتمنى لطلبتنا الأعزاء التوفيق والامتياز بالثانوية العامة ونحيطكم علماً بأن فريق إعداد كتب 

-)بشريللكليات الطبيةالقبول الجامعي اختبار سلسلة الابداع يقيم البرنامج التأهيلي لاجتياز 

التجارة(–الحاسوب  -والعلمية) الهندسة تمريض( -مختبرات -صيدلة -اسنان  

الث الثانوي على يد أكفأ المدرسين للمواد )رياضيات، فيزياء، وكذلك برنامج التقوية للصف الث

 كيمياء، احياء، انجليزي(

 @
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