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 Alegebric Structures  البنى الجبرية:  الجزء الأول

 

 الفصل الثالث

 )Group( الزمر

 

 

 ( Laws of Composition) قوانين التشكيل .1

 تعريف

E  معرف على  نسمي قانون تشكيل  . مجموعاتثلاث   G و Fو Eلتكن   F×    وبأخذ قيمة في 

G كل تطبيق fمنطلقة  E F× ومستقرة G. 

GFEzyxونكتب عادة من أجل كل ثلاثية        ××∈),,(,yxz xyz, أو =∗ yxz, أو   = ⊕= 

),(عوضاً عن  yxfz  .∗ وفق القانون y مع x هي حاصل تشكيل z ونقول أن =

 

 حالات خاصة

E     إذا كانت   F G→ : أي أن    =   f E F F×  قـانون تـشكيل   fعندئذ نقـول أن    →

 .E مؤثراته  هي Fخارجي على 

E     إذا كانت     F G= f:أي أن    = E E E× تشكيل داخلي   قانون   fعندئذ نقول أن    →

 .Eعلى 

  ` إن الجمع والضرب هي قوانين تشكيل داخلية على :مثال

 

 خواص قوانين التشكيل الداخلية

 :∗، نقول أن ∗مجموعة مزودة بقانون التشكيل الداخلي  E لتكن 

xyyxEyx:  إذا وفقط إذا تبديلي-1 **;),( 2 =∈∀ 
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),,(;)*(**)*(: إذا وفقط إذا تجميعي -2 3 zyxzyxEzyx =∈∀ 

e  أنه يقبل عنصر حيادي-3 E∈إذا وفقط إذا كان : 

xxeexEx ==∈∀ **, 

x  نقول عن  -4 E∈   إذا  ∗ بالنسبة للقـانون     )نظيراً من اليسار  (ل نظيراً من اليمين     يقب انه 

`وجد عنصر   x E∈ بحيث exxexx ==  .على الترتيب)*`(*`

x ونقول أن E∈ًيقبل نظيرا `xإذا كان  exxxx == `*`*. 

 يقبل التوزيع من اليمين أو ∗نقول . Eقانوني تشكيل داخليين على  ⊥ و ∗ إذا كان -5

  إذا وفقط إذا كان⊥على ) من اليسار(

)*()*()(*;),,( 3 zxyxzyxEzyx ⊥=⊥∈∀  

 أو

)*()*(*)(;),,( 3 zyzxzyxEzyx ⊥=⊥∈∀  

 إذا وفقط إذا كان يقبل التوزيع مـن اليمـين واليـسار             ⊥ على   يقبل التوزيع  ∗ونقول أن   

 .⊥على

 

 مبرهنة

 : عندئذ∗ مجموعة مزودة بالقانون الداخلي Eلتكن 

 . وحيدe فإن ∗  بالنسبة لE عنصر حيادي في e إذا كان -1

x إذا كان لـ -2 E∈ نظيراً هو `x E∈. 

 . وحيدx` تجميعياً فإن ∗ وكان

 

 Isomorphism)( التشاكلات التقابلية .2

),( و   E)(*,لتكن   ⊥F        مجموعتين مزودتين بقانوني تشكيل داخليين وليكن FEf  تطبيقاً  :→

),( و E)(*, تشاكل بين fأن نقول . بينهما ⊥Fإذا وفقط إذا : 
2( , ) , ( ) ( ) ( )x y E f x y f x f y∀ ∈ ∗ = ⊥  



 3

التابع العكسي لتشاكل تقابـل     . ه تشاكلاً قلنا أنه تشاكل تقابلي      تقابلاً إضافة إلى كون    fإذا كان   

 .هو تشاكل أيضاً

 

 )Group( الزمرة .3

 بعدد منته مـن قـوانين       E عملية تزويد المجموعة     Eنقصد بالبنية الجبرية على المجموعة      

 .التشكيل الداخلية والخارجية التي تحقق عدداً من الخواص

  ملاحظة

فإن كل خاصة مثبتة فـي      . اكلتان تقابلياً إذا كانت لدينا مجموعتان مزودتان ببنى جبرية ومتش       

 .إحدى البنيتين ولا تتعلق إلا بالبنية الجبرية تكون صحيحة في الأخرى

 وتنبع أهميتها من كثرة المجالات التي تـستخدم نظريـة           يةالجبرنى  بتعتبر الزمرة أحد أهم ال    

 .الزمر

 تعريف

 ـ      *ن تشكيل داخلي    المزودة بقانو Gتقول أن المجموعة     إذا G)(*, هي زمرة ونرمز لهـا بـ

 :يةالتتحققت الشروط الثلاثة ال

 : تجميعي* القانون -1
zyxzyxGzyx *)*()*(*;),,( 3 =∈∀  

 : عنصراً حيادياً* يقبل القانون -2
xxeexGxGe ==∈∀∈∃ **;,  

 :G نظير في G لكل عنصر من -3
exxxxGxGx ==∈∃∈∀ `*`*;`;  

)2 تبديلياً *إذا كان القانون  ( , ) ; * * )x y G x y y x∀ ∈  . تسمى زمرة تبديليةG)(*, فإن =

 اتملاحظ

 ـ         Gإذا كانت     وإلـى نظيـر    (+)   زمرة تبديلية فإننا نرمز لقانون التشكيل في هذه الحالة ب

) بـxالعنصر  )x−0 وإلى العنصر الحيادي بـG ً0 أو اختصارا. 
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n و   ∋Gx وإذا كان   للدلالـة علـى      nx فإننا نكتب    [∋
n

x x x+ + +…���	��
 n<0وإذا كـان     

))(( فإن n>0 وإذا كان n=0 إذا كان 0وللدلالة على  xnnx −−=. 

 عادة عند   يهملوالذي  ) 0(بالرمز  ) تبديليه أو غير    تبديليه (G نرمز عادة إلى قانون زمرة       

 .x ونسميه مقلوب x−1  بـxنرمز لنظير كل عنصر . الكتابة

 .للعنصر الحيادي 1  أو اختصاراG1ً نرمز بـ

n و ∋Gxإذا كان  xxxxn فإن [∋ nn و n<0 إذا كان =… xx −−= )(  .n>0 عندما 1

 ما لم يذكر خـلاف      Gللدلالة على قانون التشكيل لزمرة      ) 0( فيما سيأتي سنستخدم الرمز      

 .ذلك

 مثال

 :نستطيع أن نثبت أن البنى التالية
* *( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ({ 1,1}, )× + + + + + + − +^ ^ \ \ _ _ ]  

 .، حدد أي منها تشكل زمرة تبديليةهي عبارة عن زمر

 

 رخواص الزم -1

 . العنصر الحيادي وحيد ونظير كل عنصر وحيد أيضاGً)(*, في زمرة -1

 :الإثبات

 : عندئذ,`eeلنفرض انه يوجد حياد بين 

eeee == `*` 

  عندئذٍ؛nx و x` نظيرين x لنفرض أن لـ

* `e x x=  

`)*(*``* xxxex n=⇒  

`*)*(`` xxxx n=⇒ تجميعي       ∗    لأن

*` x هو نظير nxلأن  xexn =⇒ 

``` xx =⇒ 
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 :إن قانون الاختزال من اليمين واليسار محققين، أي أنه. زمرة ماG)(., لتكن -2

⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

∈∀
yxyaxa
yxayax

Gyxa ;),,( 3 

 :الإثبات
ayan =  

)()( 11 ayaaxa −− =⇒  

 :تجميعي فإن(.) وبما أن 

yaaxaa )()( 11 −− =⇒  

yx .1.1 =⇒  

yx =⇒  

 .نترك للطالب التحقق من العلاقة الثانية

 

),(2 إذا كان -3 Gba bxa عندئذ المعادلة ∋ bax تملك حلاً وحيداً هو .= .1−=. 

 . ينتج بسهولة بالاعتماد على ما سبق:الإثبات

 

4- 1112 .),(;),( −−− =∈∀ xyyxGyx 

 :باتالإث

1)..().( 1 =− yxyx  

)).(..(1  )تجميعي(.) لأن ( 1 =⇒ − yxyx 

111عندئذٍ  .1.]..),[( −−− = yyyxyx 
1111 .).(1]..),[( −−−− =⇒=⇒ yxyxyxyx  

 : من اليسار فنجد أنx−1وبنفس الشكل نقوم بتشكيل طرفي العلاقة السابقة مع 
1 1 1 1[( , ) . ]. .x y x x y x− − − −=  

1111       )تجميعي(.) لأن ( .)..().( −−−− =⇒ xyxxyx 
111 .).( −−− =⇒ xyyx  
111 .).( −−− =⇒ xyyx  
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 : زمرة الجداء-5

 عندئذ يمكننا أن نزود مجموعة الجـداء الـديكارتي          H)(*, و   G)(.,إذا كانت لدينا زمرتان     

HG×تشكيل داخلي على النحو التالي بقانون : 

`)*`,.(`)`,(),(;`)`,(),,( yyxxyxTyxHGyxyx =×∈∀  

),(ونستطيع أن نثبت أن      THG×           ًهي زمرة تسمى بزمرة الجداء الـديكارتي أو اختـصارا 

 .بزمرة الجداء

 

 Subgroupزمرة الجزئية  ال-2

 تعريف

زمـرة جزئيـة إذا تحقـق       Hنقـول أن    . Hمجموعة جزئية مـن     H زمرة و  G)(., لتكن  

 :الشرطان

1- H أي أن(.)مغلقة بالنسبة للقانون  HyxHyx ∈∈∀ .;),( 2 

 .زمرةH)(., إن -2

 

 مبرهنة

زمرة جزئيـة إذا وفقـط إذا تحقـق         Hإن  . Gمجموعة جزئية من    H زمرة و  G)(.,ن  لتك

 :الشرطان

1- He∈. 

2- HyxHyx ∈∈∀ −12 .;),( 

 :الإثبات

I- عندما ,.)(H مجموعة جزئية فإن الشرطين محققين)يترك للطالب.( 

II- محققين لتثبت أن ) 2(و ) 1( عندما الشرطينH مجموعة جزئية من G. 

  عندئذG علىتجميعي(.) بما أن 

 1 1 1 1 1 1 1( , ) .( , ) ( . ). .x y H G x G x x y x x y e y y− − − − − − −∀ ∈ ⊂ ⇒ ∈ ⇒ = = = 
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Hye عندئذٍ حسب الشرط الثاني      H من   y و   eولكن   Hy وبالتالي   .1−∋  إذن نـستنتج    1−∋

 :أن

HyHy ∈∈∀ −1;  

 (.). مغلقة بالنسبة للقانون Hلنثبت أن 

 حسب العلاقة السابقة

 HyHyx ∈∈∀ −12 ;),( 

HyHyx ∈∈⇒ −12 ;),(  
1 1( )x y H xy H− −⇒ ∈ ⇒ ∈  

1حيث  1( )y y− −  ).أثبت ذلك (=

 ولكـل عنـصر مـن       ∋Heولأن  (.) زمرة جزئية لأنها مغلقة بالنسبة للقانون       H)(.,ومنه  

H تجميعي بالفرض حيث (.) وكذلك,.)(Gهي زمرة . 

 

GHلكي تثبت أن   : هي زمرة جزئية من الزمرة، اتبع ما يلي⊃

 .∋He أثبت أن -1

.1 احسب -2 −yx2جل كل  من أ),( Hyx ∈. 

.1 بين أن -3 −yx هو عنصر من H :Hyx ∈−1.. 

 .Gهي زمرة جزئية من H)(., عندئذ تكون أثبت أن -4

 :ملاحظة

يكفى أن نثبت أنهـا زمـرة       . هي زمرة بالنسبة لقانون تشكيل ما     Hلكي تثبت أن مجموعة ما      

 .جزئية من زمرة معروفة

 مثال

} ولتكن   ∋Eaمجموعة ما غير خالية و    Eلتكن   ( ); ( ) }G f B E f a a= ∈ ) حيث   = )B E هي

)أثبت أن   . E إلى   E من   مجموعة كل التقابلات   , )G D      هي زمرة أي أن G    زمرة بالنـسبة 

 .لتركيب التطبيقات

 :الحل
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)أثبت أن    ( ), )B E D  مطـابق  وأن العنصر الحيادي في هذه الزمرة هو التطبيـق ال         .  هي زمرة

EII. 

)ولنثبت أن  , )G D هي زمرة جزئية من ( )B E. 

 :نلاحظ أن

; ( )E Ex E I x x I G∀ ∈ = ⇒ ∈  

 .Gوذلك حسب تعريف المجموعة 

gfليكن  1f ولنحسب Gتطبيقين من , g −D. 
1 1; ( )( ) ( ( ))x E f g x f g x− −∀ ∈ =D  

Exgلأن ( ∈− )(1 ()(1 xg −=                                   

Gg∈ ())((1لأن (  xgg −=                                      

                                  1( )( )g g x−= D  

                                 ( )EI x x= =  

1fوبالتالي  g G− ∈D . إذن( , )G D هي زمرة جزئية من( )B Eوبالتالي هي زمرة. 

 :ملاحظة

nEا كانت   في المثال السابق إذ    =  ـ  ` ) فإننا نرمز ب , )nS D    إلى الزمرة ( ( ), )nB N D  ونسميها 

 . عنصراnًالزمرة المتناظرة بـ

 رموز جديدة

للدلالة علـى  ABنكتب : Gمجموعتين جزئيتين غير خاليتين من B و  Aزمرة و G)(.,لتكن  

)المجموعة  ) ( ){ };ab a A b B∈ ∧ ∈. 

BabA للدلالة على    Ab و   aBونصطلح أن نكتب      يجب أن نلاحظ أنه إذا       على الترتيب  },{}{

) : على أكثر من عنصرين فإنAاحتوت  ) ( ){ } { }2; ;AA ab a A b A a a A= ∈ ∧ ∈ ≠ ∈ 

Aإذا كانت  G∅ ≠ } للمجموعة A−1 فإننا نرمز بـ⊃ }1;a a A− ∈. 

 مثال هام

)أثبت أن أية زمرة جزئية من الزمرة  , ) هي من النمط [+( , )n n حيث [+ ∈` 

 :الحل
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)أثبت أن    , )n n من أجل    [+ ) هي زمرة جزئية من      `∋ ,  ولنثبت أن إذا كانـت أن إذا        [+(

)جموعة جزئية من  مHكانت  , ) فيها من النمط [+( , )n  . عدد طبيعيn حيث [+

) هي مجموعة جزئية من Hبما أن  ,  .H≠}0{ وإما أن تكون H=}0{ فإما أن تكون [+(

Hفإن H=}0{ إذا كانت  n=  .n=0 حيث [

H{0} إذا كانت      كونهـا   H الذي يمثل الحيادي بالنسبة للجمع هو عنصر من          0 ولكن   ≠

x{0}\أي  H عنصراً من    x≠0 وليكن   [ جزئية من    مجموعة H∈   فإن x H−  وبالتالي  ∋

* 0H ∩ ≠`. 

)minلنضع   *)n H= n أي أن    `∩ H∈ 0لتـالي مـن أجـل أي عنـصر           وباz  فـإن   <

z times

nz zn n n n
−

= = + + +…���	��
nz مغلقة بالنسبة للجمع إذن      Hوبما أن    H∈     0 ومن أجـلz < 

 :فإن

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ; 0
z times

nz n z z n n n n H x
− −

= − − = − − = − + − + + − ∈ <…�����	����
  

 :نستنتج إذن .نسبة للجمعمغلقة بالHلأن 

;z nz H n H∀ ∈ ∈ ⇒ ⊂] ]  

)minمن جهة أخرى إذا أخذنا العنصر      n  و (* H x H= ∩  ـ فإنه بحسب القسمة الأقلي`∋   ةدي

)وجد ي , )q r ∈ ×] 0x; بحيث يكون ` qn r r n= + ≤ < r x qn= − ⇐ 

Hqnxولكن   r إذن   ∋Nr وأيـضاً    ∋Hrلغـرض إذن     بحس ا  −∋ H∈  وبحـسب   `∩

qnx حكماً وبالتالي r=0 فإن nتعريف  H إذن = n⊂ Hونستنتج أن [ n= ]. 

 مبرهنة

)زمرة و G)(.,لتكن   )i i IH iعندئذ يكون   . G جماعة من الزمر الجزئية من       ∋
Ii

H∩
∈

 زمـرة   

 .Gجزئية من 

 .، يترك للطالب سهل:الإثبات

  ملاحظة

,21لتكن   HH     زمرتين جزئيتين من,.)(G       21فليس من الضروري أن يكـون HH  زمـرة   ∪

 .Gجزئية من 

 مثال
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2)إن  3 )∪] ) ليست زمرة جزئية من [ , )+]. 

 مبرهنة

)لتكن   ,.)G  ن زمرة ولتكX     مجموعة جزئية منG .       إن تقاطع جميع الزمر الجزئية منG  

  تحـوي    G  وهي أصغر زمـرة جزئيـة مـن           G هو زمرة جزئية من      Xوالتي تحوي   

 .X ونرمز لها بـXالمجموعة 

 :الإثبات

 .يتم بشكل مباشر بالاعتماد على المبرهنة السابقة

 تعريف

  المعرفة في المبرهنة السابقة الزمرة الجزئية المولَّدة بالمجموعـة         Xنسمي الزمرة الجزئية    

X. 

 مبرهنة

xإذا كانت  ≠  : فإن∅

1
1 2{ , ,... , *, ; }n n iX x x x n i x X X −= ∈ ∀ ∈ ∈ ∪` `  

 هي مجموعة كل الجداءات المنتهية لعناصر مـأخوذة هـي أو مقاليبهـا مـن                Xأي أن   

 .Xالمجموعة 

 تعريف

) عنصراً من زمرة     x ليكن    ,.)G      إذا كانت الزمرة الجزئية >< x    المولَّدة بالمجموعة }{x 

) ونكتب   xمنتهية فإننا نسمي عدد عناصرها رتبة العنصر         ) { }x Card xο أما إذا كانـت    . =

><لمجموعة ا x غير منتهية فإننا نقول أن رتبة x لا نهائية ونكتب ( )xο = +∞.  

) إذا وجدنا في الزمرة       ,.)G   ًعنصرا x    بحيث يكون >=< xG    أن الزمـرة     فإننا نقولG 

 .G هو مولِّد للزمرة xنقول أن  .وحيدة التوليد أي يكفي عنصر وحيد لتوليدها

}لاحظ أن ; }nG x n= Nحيث  [∋
n

n times
x x x

−

=  .ية تبديلGأثبت أن . …

) إذا كانت الزمرة      ,.)G           مجموعة منتهية فإننا نسميها زمرة منتهية ونسمي عدد عناصـرها 

 .Gرتبة الزمرة 
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 مثال

)الزمرة  , 1 وحيدة التوليد و[+( 1=< >=< − >]. 

 : الحل

 

 :أولاً لاحظ أن

.1});1)({(};1.{1 >−=<∈−−=∈= ZnnZnn  

pإذا كان   : فإن[∋

111.0;0 عندئذٍ p=0 إما -1 =>−>=<∈<= np 

=−<0 عندئذٍ p>0 أو -2 pq وبالتالي: 

qnqP =>−∈<−=−++−+−= ;1)1()1()1()1( "  

>−∈<=−= 11.)1)(( pq  

=+++=>∋< أي p<0 أو -3 11.111 PP " 

>−∈<−−= 1)1)(( p   

∀pإذن  >∋−>=<< فإن [∋ 11p ومنه(  . وحيدة التوليد[+(

 

 (Lagrange)مبرهنة 

)لتكن   ,.)G      زمرة منتهية، ولـتكن H       زمـرة جزئيـة مـن G  ٍعندئـذ )(HCard  يقـسم 

)(GCard. 

 :الإثبات

 : العلاقة الثنائية التاليةGلنعرف على 

HyxyxGyx H ∈⇔ℜ∈∀ −12 .,),(  

 :إن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ لأن

Hℜلاحظ أن الحيادي في : انعكاسيةGوأن  1 هوH∈1  لأنHزمرة جزئية وكذلك : 

xxHxxx Hℜ⇒∈=∈∀ − 1.; 1  
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Hℜتناظرية: 

HxyHxyyxGyx H ∈⇒∈⇒ℜ∈∀ −−− 111 )(,,  

 : ولديناG زمرة جزئية من Hلأن وذلك 

xyHxyxy Hℜ⇒∈= −−− 111 .)(  

Hℜمتعدية: 

)()(),(,),,( 113 HyzHxyzxGzyx H ∈∧∈⇒ℜ∈∀ −−  

Hxzyzxy ∈=⇒ −−− 111 ))(((  

zx Hℜ⇒  

)/( أي أن Hℜؤ العلاقة  لعدد صفوف تكافkلنرمز بـ HGCardk ℜ=. 

 :ولنختر ممثلاً من كل صف من هذه الصفوف عندئذ

]}[,],[],{[/ 21 kH xxxG …=ℜ ;   Gxxx k ∈,,, 21 …  

 .Gتشكل تجزئة لـ

 : عنصراً ما فإن∋Gxليكن 

1[ ] { , } { . ; } .x y G yx H x h G h H x H−= ∈ ∈ = ∈ ∈ =  

 لاحظ أن التطبيق
: [ ]
: .
H x
h x h

ϕ →
→

)(][هو عبارة عن تقابل ومنه   xCardHCard وبالتالي  =

1
( ) . ( ).

k

i
Card H k Card H

=

= =∑∑
=

=
k

i
ixcardGCard

1

][)( 

 :ملاحظة

Nkلاحظ أن 
HCard
GCard

∈=
)(
 .Hℜقة  هو عدد صفوف تكافؤ العلاk حيث )(

 

 التشاكلات الزمرية -3

  تعريف

)لتكن لدينا    ,.), ( ,*)G H    الزمرتان وليكن f    تطبيقاً من G   إلى H .     نقـول أنf   تـشاكل 

 :ذا تحقق الشرط التاليزمري إذا وفقط إ

)(*)().(;),( 2 yfxfyxfGyx =∈∀  
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 .ونقول أنه تشاكل تقابلي زمري إذا وفقط إذا كان تقابلاً وتشاكلاً زمرياً في آن واحد

 

 )خواص التشاكلات الزمرية(مبرهنة 

:)(.,)(*,ليكن  HGf  : تشاكلاً زمرياً→

HGf أي أن H هي الحيادي في f التشاكل  في وفق1G إن صورة الحيادي  1)1( =. 

 : هي  نظير صورة هذا العنصرf وفق التشاكل G إن صورة نظير أي عنصر من 

11 )]([)(; −− =∈∀ xfxfGx  

 :الإثبات

GGGإن  1.11 ــالي= 1) : وبالت ) (1 )* (1 )G G Gf f f= ــزال فنجــد أن ــانون الاخت ــق ق : نطب

HGf 1)1( = 

1 1; ( )* ( ) ( . ) (1 ) 1G Hx G f x f x f x x f− −∀ ∈ = = = 

 ) حسب القسم الأول(

)(وبالتالي  1−xf يمثل نظير )(xf في H11ي أن  أ )]([)( −− = xfxf                    .,   

 تعريف

)ker(};)(1{ نسمي المجموعة. ليكن  تشاكلاً زمرياً HxfGxf  .fنواة التشاكل  =∋=

)Im()(});({ونسمي المجموعة  GxxfGff  .fصورة التشاكل  ==∋

 مبرهنة

:)(.,)(*,ليكن  HGf  : تشاكلاً زمرياً عندئذٍ→

 .H هي زمرة جزئية من Gمن  1G الصورة المباشرة لأي زمرة جزئية -1

  .G هي زمرة جزئية من H من 1H الصورة العكسية لأي زمرة جزئية -2

 :الإثبات

11 فإن العنصر الحيادي G زمرة جزئية من 1G إذا كانت -1 GG = 

1)1()(وبالتالي  1Gff GH ∈= 
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),()(ليكن  afxbfy 2 حيث ==
1),( Gba ∈ 

 :عندئذٍ

)(*)())((*)(* 111 −−− == bfafbfafyx 1( . )f a b −=  

1ولكــن .  تــشاكل زمــريfلأن 
1. Gba  وبالتــالي G زمــرة جزئيــة مــن 1G لأن −∋

)().( 1
1 Gfbaf )(  بالتالي −∋ 1Gf هي زمرة جزئية من G. 

11:  فإنH زمرة جزئية من 1H إذا كانت -2 HH  : ولدينا∋

1)1(1 Hf GH ∈= 

1)(ومنه  1 HfG
)(};)({ حيث ∋− 11

1 HxfGXHf ∈∈=− 

 :ومن جهة أخرى

)(, 1
1 Hfba −∈∀ 1)()( Hbfaf ∈∧⇒ 1

1)]([*)( Hbfaf ∈⇒ −  

1ومنه  مرة جزئية    1H لأن
1( )* ( )f a f b H− 1 أي أن    ∋

1( . )f a b H−  شاكل زمري ت fلأن  ∋

1ونستنتج أن  1
1. ( )ab f H− )(  و بالتالي∋− 1

1 Hf                    .G زمرة جزئية من −

 مبرهنة

)(.,)(*,إذا كان  HGf  : تشاكل زمري عندئذٍ→

1- f1{⇔متباين{)ker( Gf =. 

2- fغامر⇔Hf =)Im(. 

  :الإثبات

)ker( متباين وليكن    f لنفرض أن    -1 fx∈ عندئذ : Hxf 1)(   فإن حسب المبرهنة السابقة  . =

( ) (1 )Gf x f= 1Gx =   . متباينfلأن  ⇐

)ker(}1{إن : ولنثبت الاتجاه المعاكس Gf = 

)()(;),( 2 yfxfGyx =∈∀  

)(*)()(*)( 11 −− =⇒ yfyfyfxf  

).().( 11 −− =⇒ yyfyxf  

)1().( 1
Gfyxf =⇒ −  

Hyxf 1).( 1 =⇒ −  
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.)ker(}1{وبالتالي  1
Gfyx Gyxyx أي أن −∋= 1. 1 =⇐=  . متباينfإذن  −

 

2-f غامر ; ; ( )y H G y f x∀ ∈ ∃∈ = ⇐Im( )y f∈ ⇐Im( )H f⊂ ⇐ 

)Imولدينا بالتعريف  )f H⊂ إذن Hf =)Im( 

 .والعكس يمكن إثباته بسهولة

 مبرهنة

 .هو أيضاً تشاكل تقابلي زمريf−1 تشاكلاً تقابلياً زمرياً فإن التقابل العكسي fإذا كان 

 مثال

ليكن 
*: ( , ) ( , )

x

f

x e
++ → ×

→

\ \ 

  هو تشاكل تقابلي زمري وما هو تشاكله التقابلي العكسي؟fأثبت أن 

 :الحل

 : هو تقابل ويتم إثبات ذلك بسهولة وهو تشاكل زمري لأنfإن التطبيق 

)()(.)(;),( yfxfeeeyxfyx yxyx ×===+ℜ∈∀ +  

 هو fإن التطبيق التقابل العكسي لـ
*: ( , ) ( , )

: ln( )
g

y y
+ × → +

→
\ \ 

 : هو عبارة عن تقابل وهو تشاكل زمري لأنgبسهولة نثبت أن 
*, ( ) ln( )a b g a b a b+∀ ∈ ⇒ × = ×\  

( ) ln( ) ln( )g a b a b⇒ × = +  

( ) ( ) ( )g a b g a g b⇒ × = +  

 .f هو التشاكل التقابلي العكسي لـgإذن 

 :ملاحظة هامة

EGf زمرة وليكن    G)(.,لتكن   إن قـانون   . E والمجموعـة    G تقابلاً بين المجموعة     :→

 : كما يليE المعرف على *التشكيل الداخلي 

)]().([*,),( 112 yfxffyxEyx −−=∈∀  
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 . تشاكلاً تقابلياً زمرياfً زمرة ويكون E)(*,يجعل من 

 .E إلى Gنقول عندئذٍ إننا نقلنا بنية 

 

 مثال

:إن التطبيق    ( , ) ] 1, 1[f + → − ) حيث   \+ )
1

xf x
x

=
+

)ينقل بنيـة الزمـرة        ,  إلـى   \+(

[1,1]المجموعة  +− 

 . هو تقابلfأثبت أن 

yx متباين لأن إذا كان fإن  1 فإن ≠ 1x y+ ≠ + 

وبالتالي 
y

y
x

x
+

≠
+ 11

)()(أي   yfxf ≠ 

[1,1]وهو غامر لأن إذا كان  +−∈yولنضع؛  

; 1 0
1

; 0 1
1

y y
y

x
y y

y

⎧ ∈ − < ≤⎪ +⎪= ⎨
⎪ ∈ ≤ <
⎪ −⎩

\

\
 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤=

−
+

+=

−
+

−

≤<−=

+
−

+
=

+
+

+

=⇒

10;

1
1

1

1
1

1

01;

1
1

1

1
1

1

)(

yy

y
y
y

y

y
y
y

y

yy

y
y
y

y

y
y
y

y

xf  

x فإنه يوجد y∀∋−[1,1]إذن  xfy)( بحيث \∋  . تقابلf غامر إذن f وبالتالي =

[)1,1(*,]البنية أثبت أن   . زمرة  هي−+

 

 Quotient groupزمرة خارج القسمة 

),(لتكن   +G     زمرة تبديلية، ولتكن H       زمرة جزئيـة مـن G .     نعـرف علـىG   العلاقـة 

) : كما يليHℜالثنائية ) 2, ; .Hx y G x y x y H∀ ∈ ℜ ⇔ − ∈. 
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HGلنرمز بـ.  هي علاقة تكافؤHℜوجدنا أعلاه إن العلاقة   . إلى مجموعة صفوف التكافؤ/

 : يعطى كما يلي∋Gxلاحظ إن صف تكافؤ أي عنصر 

},;{};{][ hxyHhGyHxyGyx +=∈∃∈=∈−∈=  

};{ HhGhx ∈∈+=  

Hx +=  

 .]H=]0  أننستنتج

 مبرهنة

)إن  )/ ,G H )هي زمرة تبديلية تسمى زمرة خارج القسمة حيث القانون �+  :يلي كما معرف�+(

( ) ( ){ }, / , ;A B G H A B a b a A b B∀ ∈ + = + ∈ ∧ ∈�  

],[][: حيث bBaA == 

 :الإثبات

) سنثبت أولاً أن   . هو قانون تشكيل داخلي�+(

],[][ليكن  bBaA ]ولنثبت أن == ]A B a b+ = +� 

hbaxHhbax ++=∈∃⇒+∈∀ ;][ 

Bbhbولكن  =∈+ x إذن ∋Aaو  ][ A B∈ ] أي أن �+ ]a b A B+ ⊂ +� 

xوبالعكس ليكن لدينا     A B∈ Aa فعندئذٍ يوجد    �+ Bb و   ̀∋ `` بحيث يكون    ̀∋ bax  ولكن  =+

][],[ aAbB ==. 

21 بحيث يكون H من hh,21إذن يوجد  `,` hbbhaa +=+= 

``21    ومنه  hhbabax +++=+= 

   Hhhhhba ∈+=++= 21; 

][إذن   bax ] ومنه   ∋+ ]A B a b+ ⊂ )ينتج مما سبق أن      �+  هو قانون تشكيل داخلي على      �+(

HG /. 

) يمكن التحقق بسهولة أن        هـو العنـصر     ]0[ هو قانون تجميعي وتبديلي ونلاحـظ أن         �+(

 :الحيادي لأن

/ ; [0]A G H A A H∀ ∈ + = +� �  
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                                   },;{ HhAaha ∈∈+=  

                                   Aa == }{  

HGA إن لكل عنصر  HG نظير في ∋/ ][ هو / aA −=− 

}إن  ; }A a a A− = − HG هي عنصر من ∋  : لأن/

aA][كان إذا  };{ فإن = HhGhaA   ومنه=+∋∋

};{ HhGhaA ][ زمرة جزئية إذن H لأن −∋Hh ولدينا −=−−∋∋ aA −=− 

}0,{]0[وكذلك لدينا  ==∈+= HHhh( ) { ( ) ; }A A a a h h H+ − = + − + ∈� 

)إذن  ) {( ) , } 0 [0]A A a a h h H H− + = − + + ∈ = +  .          أي لكل عنصر نظير�=

 

 مثال

يمكن أن نثبت بسهولة إن 
][:

/),(:
aa

HGGQ
→

→•
 . هو عبارة عن تشاكل زمري غامر

 

 )12(مبرهنة 

/إن الزمرة n] )0( حيث [ ≠n منتهية وعدد عناصرها هو nينا ولد: 

{ }/ [0],[1], ,[ 1]n n= −] ] " 

 :ملاحظة

xإذا كان  ]كان و  [∋ ] /x n∈] }  فإن[ }[ ] ;x x nk k= + ∈] 

/ فإن الزمرة n=0وفي حالة  n]  .[ تشاكل تقابلياً [

 

 مثال
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/ إن عناصر الزمرة   4] } هي المجموعة    [ }/ 4 [0],[1],[2],[3]=]  حيث يمكـن تكـوين      [

:جدولي الجمع والجداء كمايلي 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

+ ×

 

 

]نذكر أن  ] [ ] [ ]a b a b+ = ] وأن + ][ ] [ ]a b ab= وكمثال [ ] [ ] [ ] [ ]3 2 5 1+ =  و =

[ ][ ] [ ] [ ]3 2 6 2=   حيث=

 

[ ] { }
{ }

( ){ }
{ }
[ ]

6 6 4 ;

2 4 4 ;

2 4 1 ;

2 4 ; 1

2

k k

k k

k k

l l k

= + ∈

= + + ∈

= + + ∈

= + = + ∈

=

]

]

]

]

 

 

  الزمر وحيدة التوليد -4

 تعريف

),( تُذكر بأن الزمرة  •G تسمى وحيدة التوليد إذا وجد عنصر Gx∈بحيث يكون: 

{ },kG a a k=< >= ∈] 

aaakوتذكر أيضاً أن  ••= … 

رتبـة  ي   إذا كانت وحيدة التوليد وعدد عناصرها منتهي ونـسم         دوارة G أن الزمرة     نقول 

 . عدد عناصرهاG الزمرة

 

 )13 (مبرهنة

),(لتكن  •Gزمرة وحيدة التوليد وليكن لدينا التشاكل الزمري : 

: ( , ) ( , )
: k

f G
k a
+ → •

→

]
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)ker(ن  بما أ  f      هو زمرة جزئية من ( , n فإنه يوجد    [+( )ker بحيث يكـون     `∋ )f n= ] 

 :ونميز الحالتين

 ). تشاكل تقابليf ([ تشاكل تقابلياً G فإن الزمرة n=0 إذا كان -1

) دوارة وتشاكل تقابلياً الزمرة G فإن الزمرة n<0 إذا كان -2 / , )n +] ]. 

  

 نتيجة

),(لتكن   •G     زمرة دوارة أي >=< aG   أن   أثبتnGCard  هو اصـغر عـدد      n حيث   )(=

k*طبيعي  G بحيث `∋
ka  :أي أن . G هو العنصر الحيادي في G1 حيث =1

*min{ ; 1 }k
Gn k a= ∈ =` 

 :الإثبات

>=< إن الزمرة  aG تشاكل تقابلياً الزمرة/ n] أي يوجد التشاكل .  حسب المبرهنة السابقة[

 :التقابلي

: ( / , ) ( , )
: [ ] k

f n G
k a

+ → •

→

] ]
 

n*لاحظ أن   : هو أصغر عدد لا يساوي الصفر بحيث يكون`∋

]0[][ =n 

G هو أصغر عدد طبيعي لا يساوي الصفر بحيث يكون nقابل إذن  تfوبما أن 
na 1= 

 

 )Symmetric group( الزمرة المتناظرة -5

 تعريف

EE التقابل   E على    تبديلاً نسمي.  مجموعة ما  Eلتكن   →:σ .ـ  )نرمز ب )ES   لمجموعـة 

),(إن  . Eل على   بالتباد EEBSE ) والمزودة بقانون تركيب التطبيقـات       ES إذن   = )D  هـي

 .Eزمرة ونسميها زمرة التباديل على 
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 تعريف

nEعندما   =  ـ  `  ونسميها الزمرة المتناظرة وحيث     `n لزمرة التباديل على     nS فإننا نرمز ب

!)( nSCard n = 

 كما يلي σ فإننا نكتب nS∈σإذا كان 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
σ

σ σ σ σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

!3 يساوي `3 إن عدد التبادبل على المجموعة :مثال  : وهذه التباديل هي =6

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2 3 2 1 2 1 3

I a b

c d f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

}إذن }3 , , , , , ,S I a b c d e f= 

لاحظ أن تركيـب أي     . هذه التباديل هي عبارة عن تقابلات كما هو واضح من مخططات فن           

إن تركيـب   .  هو التبـديل ذاتـه     Iوتركيب أي تبديل مع      . Iل مع نفسه يعطي التبديل      تبدي

)التطبيقات عملية تجميعية إذن  )3,S Dزمرة . 

 فيما يلي كيفية حساب تركيب تبديلين

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 (2) 1,

2 2 (3) 2,

3 3 (1) 3

b a b a b

b a b a b

b a b a b

= = =

= = =

= = =

D

D

D

 

1 ونستنتج أن 2 3
1 2 3

b a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

D 

 

 )Cayley) (14(مبرهنة 

 .كل زمرة تشاكل تقابلياً زمرة جزئية من زمرة التباديل
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 تعريف

nSσليكن  nx وليكن ∋  :المجموعة. σ حسب التبديل x العنصر )مسار(مدار نسمي . `∋

( ) { ( ); }kO x x kσ= ∈` 

 

6Eإذا كانت  :مثال =   وليكنE=}6,5,4,3,2,1{ أي أن `

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

463512
654321

σ 

)3()4()5()6(}6,5,4,3,{)1()2(}2,1{: عندئذٍ ====== OOOOOO 

 :ويمثل المسار بالمخطط التالي

 

 ملاحظة

)()( فإن ∋xOy)(إذا كان  yOxO = 

 

 )التباديل الدائرية (تعريف

nx إذا وجد عنصر     تبديل دائري  و ه σنقول أن    . nS∈σليكن التبديل     بحيث يكـون    `∋

( ) nO x = `. 

 مثال

}لتكن لدينا المجموعة  }4 1, 2,3, ⎟⎟ والتبديل `=4
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1243
4321

σ 

(1)لاحظ أن  {1 3 4 2} nO = =  . هو تبديل دائريσ إذن التبديل `

 :وتمثله بالمخطط التالي
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 تعريف

وفقـط إذا وجـدت     إذاk≤2دورة من المرتبـة     هو   σنقول أن   . nS∈σليكن لدينا التبديل    

kiiiالعناصر  nk المختلفة مثنى مثنى وعددها 21,....., ∈   : بحيث يكون`

 1 2\{ , , , }; ( )n kj i i i j jσ∀ ∈ =` … 

 
 1 1; ( )k p pp i iσ− +∀ ∈ =` 

  1)( iik =σ 

 

 ـ    ),,,(نرمز لمثل هذا التبديل ب 21 kiiiC },,,{نسمي المجموعة   . =… 21 kiii  حامل الـدورة   …

C. 

 

 مثال

6إذا كانت  {1,2,3,4,5,6}E = ⎟⎟ و `=
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

654132
654321

σ 

 أي  }3,2,1{وحامل الدورة هو المجموعة     ) 3(إن هذا التبديل هو عبارة عن دورة من المرتبة          

 C=}321{نختصر أن الدورة هي 
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  يمثل دورة من المرتبة  أدناهإن المخطط

 

 

 تعريف

 `nأي أن المناقلة تبادل بين عنصرين مـن         ). 2( كل دورة من المرتبة      nS في   مناقلةنسمي  

 .وتدع العناصر الأخرى ثابتة

),( بالرمز τنرمز للمناقلة بـ ba أو بالرمز ba,τ أي أن المناقلة تبادل بين العنصرين ab,. 

 

 ملاحظة

Iτ تحقق ما يلي     τإن كل مناقلة     τ =D   حيث I      هو التطبيق المطابق على n`   وهو العنصر 

 .nSالحيادي في 

 :لاحظ أنه إذا كان

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nab
nba

,,,,,,2,1
,,,,,,2,1

………
………

τ  

 :إذن

1,2, , , , , ,
1, 2, , , , , ,

a b n
o I

a b n
τ τ

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

… … …
… … …

 

 )15( مبرهنة

}إن كل تبديل  }\nS Iσ  . هو حاصل تركيب عدد من الدورات حواملها منفصلة مثنى مثنى∋

 :الإثبات
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} إن كل تبديل   }\nS Iσ k يحوي عدد محدود من المسارات المنفصلة مثنى مثنـى           ∋ n<  .

, دورة kعندئذ نستطيع أن نشكل      1, ,i i kσ =  حيث مرتبة كل دورة تقابـل طـول أحـد           …

1 ويكون σالمسارات المحتواة في  2 kσ σ σ σ= D D". 

 

10Sσ ليكن التبديل :مثال   : المعرف كمايلي ∋

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 5 2 3 4 1 6 10 7 8

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 إلى 1نقوم أولاً بتعين الدورة التي ينتمي . وسنحاول كتابة هذا التبديل كناتج تركيب دورات

 ونجد أن 1حاملها و ذلك بحساب الصور المتتالية لـ 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 3
1 1, 1 , 1 , 1 1,9,7,6C σ σ σ= 12 لاحظ أن = C∉ وبالتالي وبإتباع نفس الخطوات 

)السابقة نجد أن  ) ( ) ( )( ) ( )2 3
2 2, 2 , 2 , 2 2,5,4,3C σ σ σ= ) و= )( ) ( )3 8, 8 8,10C σ= = 

 :وبالتالي 

( )( )( )
1 2 3

1 9 7 6 2 5 4 3 8 10 .
C C Cσ =

=

D D
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 :تمرينات

 1التمرين

)لتكن  ,.)Gزمرة ولنضع  { ; ; . . }C x G g G g x x g= ∈ ∀ ∈ = 

) زمرة جزئية من Cأثبت أن  ,.)G 

 :الحل

CeG هو الحيادي فإن Ge إذا كان  ;  لأن∋ . .G Gg G g e e g∀ ∈ = 

2),( ليكن  yxC Cxy ولنثبت أن (.) بالنسبة لـy هو نظيرy−1ن ليك. ∈ ∈−1. 
1( ) ( )g G x C gx xg g xgx −∀ ∈ ∧ ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =  

Cxgxgxgxxgxxgx ∈⇒=⇒==⇒ −−−−−−− 1111111  
2 1 1( , ) , ( ) ( )x y C gx y xg y− −∀ ∈ =  

gx إن xg x C= ⇐ ∈       1 1( . ) ( )g x y gx y− −⇒ =                    

1                    تجميعي) .( 1( ) ( )g xy g xy− −⇒ = 

Cxyإذن   ),(2 من أجل كل     1−∋ Cyx ركـز  م تـدعى  و G هي زمرة جزئية من      C  ومنه ∋

 .Gالزمرة 

 

 2 التمرين

Gلتكن   :ولنفرض أن) ∗( مجموعة مزودة بقانون تشكيل داخلي ∅≠

 .تجميعي) ∗(القانون  .1

2. , ;e G x G x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ =  

3. , ;x G x G x x e′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = 

)أثبت أن  ),G  .مرة هي ز∗

 :حلال

 .تجميعي بالفرض) ∗( القانون 
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xلنثبت أن   xلدينا بالفرض). ∗( بالنسبة لـ x هو نظير ′ x e′∗ x بما أن  . = G′∈ 

xإذن يوجد  G′′∈ بحيث يكون x x e′ ′′∗  : وبالتالي=
 

   

)                                 حسب الفرض الثاني والثالث      )x x x x e x′ ′ ′ ′∗ ∗ = ∗ = 
( )x x x x x x e′ ′ ′′ ′ ′′⎡ ⎤⇒ ∗ ∗ ∗ = ∗ =⎣ ⎦                   

( )x x x x e′ ′ ′′⎡ ⎤⇒ ∗ ∗ ∗ =⎣ ⎦ ∗      يعيتجم      

)  حسب الفرض الثالث     )x x e e′⇒ ∗ ∗ = 
( )x x e e′⇒ ∗ ∗ = ∗      تجميعي     

x x e′⇒ ∗ = 

 

eلنثبـت أن    ). ∗( هو العنصر الحيادي بالنسبة لـ       eلنثبت أن    x x∗ لـدينا بـالفرض    . =

x e x∗  : وبالتالي=

( )e x e e x⇒ ∗ ∗ = ∗  

( ) ( )e x e x x x′⇒ ∗ ∗ = ∗ ∗  حسب الفرض الأول والثالث      

( )e x x x x′⇒ ∗ = ∗ ∗            يحسب الفرض الأول والثان      

e x x e x⇒ ∗ = ∗ =  حسب الفرض الأول والثالث  

  

G,(تجميعي بالفرض أي أن ) ∗(إذن يوجد حيادي ولكل عنصر نظير والقانون  هي )  ∗

 .زمرة

 

 :3 التمرين

1لتكن  2,H H من الزمرة  زمرتين جزئيتينG أثبت أن : 

( )
1 2

1

G  زمѧѧرة جزئѧية مѧن     H H⇔ ∪�����	����
 
( )

1 2 2 1

2

 or H H H H⊂ ⊂����	���
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  :الحل

)إن  ) ( )2  . واضح⇒1

ــرض ان  1لنف 2H H∪ ــن ــة م ــرة جزئي ــيكن . Gزم )ل ) ( )1 2x H y H∈ ∧ ــذ ∋  عندئ

( ) ( )1 2 1 2x H H y H H∈ ∪ ∧ ∈ 1 وبما أن ∪ 2H H∪ 1 زمرة جزئبة فإن
1 2xy H H− ∈ ∪ 

)وبالتالي  ) ( )1 1
1 2xy H xy H− −∈ ∨  : إذن∋

1إما 
1xy H− 1 وبالتالي ∋

1y H− 1y أي ∋ H∈ 1 لأنH 2 زمرة جزئية إذن 1H H⊂. 

1و إما 
2xy H− 2x وبالتالي ∋ H∈ 2 لأنH 1 زمرة جزئية إذن 2H H⊂. 

 

 :4 التمرين

/أثبت أن الزمرة  ; 0n n ≠]   وn هي زمرة منتهية و عدد عناصرها يساوي [

[ ] [ ] [ ]{ }/ 0 , 1 , , 1n n= −] ] … 

 

  : الحل

]إذا كان  ] /x n∈]   فإن[

 

[ ] { }
{ }
{ }
{ }

;

; ;

;

;

x y y x n

y k y x nk

y x nk k

x nk k

= ∈ − ∈

= ∈ ∃ ∈ − =

= = + ∈

= + ∈

] ]

] ]

]

]

 

0 لاحظ أنه إذا كان       p q n≤ < q فإن   > p−      لايمكن أن يكون من مضاعفات العدد n .

]أي أن  ]q p∉ ونستنتج إذن [ ] [ ]p q≠. 

 

] ليكن    ] /a n∈]  نجد أنه توجد الثنائيـة   n على  a عندئذ بإجراء القسمة التقليدية لـ       [

0 ) حѧѧيѧث    , )r n q r≤ < ∈ ×] a و ` qn r= a ومنه   + r qn n− = ∈ ] أي أن    [ ]a r∈ ،

]إذن ] [ ]a r= .      ونستنتج أنه من أجل أي[ ] /a n∈] } فإنـه يوجـد      [ }0,1, , 1r n∈ −… 

]بحيث  ] [ ]a r=. 
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 :ملاحظة

[ ] [ ]0n   لأن=

 
[ ] { }

{ }
[ ]

;

; 1

0

n n nk k

nl l k

= + ∈

= = + ∈

=

]

] 

 

 :5 التمرين

)1!(أثبت أنه يوجد  −n تبديلاً دائرياً في الزمرة المتناظرة nS. 

  :لحلا

nxليكن  1n عندئذ يوجد `∋  ومن ثـم يـتم   σ وفق أي تبديل دائري xلإختيار صورة  −

ــصر   ــورة العن ــار ص )إختي ) nxσ ـــ`∋ 2n ب ــن   − ــار م ــتم الإختي ــث ي  حي

)وعةالمجم ){ }\ ,n x xσ` . يتم إختيار صورة العنصر( )2
nxσ 3n بـ`∋  حيـث يـتم    −

)الإختيار من المجموعة     ) ( ){ }2\ , ,n x x xσ σ`      وهكذا حتى آخـر عنـصر ( )1n
nxσ − ∈`  

)إذن هناك   . الذي يتم إختيار صورته بطريقة واحدة      )1 !n في الزمرة المتناظرة     تبديلاً دائرياً  −

nS. 

 

 :6ن التمري

 أي أن.  يكتب كتركيب عدد منته من المناقلاتnS∈σعندئذٍ أي تبديل . n≤2لتكن 

kτττσ 000 21 …= 

 ).nS تولد الزمرة nS إن مجموعة المناقلات في n≤2بكلام آخر من أجل (

  :الحل

 .الإثباتنعتمد طريقة التدريج في 

},{ هي المجموعة 2S فإن n=2 من أجل -1 2,1τI. 

)1(نفرض صحتها عند  -2 −n وليكن σ تبديلاً من nS .نميز الحالتين التاليتين: 

 nn =)(σ. 
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1 ليكن 1: n nN Nσ − 1nSσ أي�→− عندئذٍ استناداً إلى الفرض يوجد المناقلات�∋−

1 2, , , kτ τ τ� � 1 بحيث يكـونnS−1من…� 2 kσ τ τ τ=� � � �D D " Dنـاقلاتم ولنعـرف ال

1 2, , , kτ τ τ…من nSبحيث يكون ( )
( ),i

i

n x n
x

x x n
τ

τ
=⎧

= ⎨ ≠⎩ �
وبالتالي نستنتج أن

1 2 kσ τ τ τ= D D " D.

npnإذا كان ≠=)(σ

n,لنعرف p nSσ τ σ= ∈D. عندئذ التبديلσيحقق nn =)(σويمكننـا تطبيـق 

1ن  الحالة السابقة أي أ 2 kσ τ τ τ= D D " D  وبالتالي, 1n p kσ τ τ τ= D D " D.


