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 :مف اهيم أساسية

  :Characteristic Functionالدوال المميزة  أولاً:  

متغير عشوائي له توزيع احتمالي معلوم، عندئذ تعرف   Xبفرض  تعريف الدالة المميزة:

 الدالة المميزة بالعلاقة:

𝜓𝑋(𝑡) = 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑋 =

{
 
 

 
 ∑𝑒𝑖𝑡𝑥 𝑝(𝑥)

 

𝑥

        ; 𝑥منقطع 

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

   ;  𝑥 مستمر 

 

 يوضح الشكل التالي منحني الدالة المميزة:

 

 نستنتج من التعريف الخواص التالية للدالة المميزة:

1- 𝜓𝑋(0) = 1 

2- |𝜓𝑋(𝑡)| ≤ الأمر الذي يؤدي بالقول إن الدالة      أي الدالة المميزة محدودة،     1

 .المميزة لأي متغير عشوائي يخضع لتوزيع احتمالي معلوم موجودة
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3-  

�́�𝑋(𝑡) = ∫ 𝑖𝑥 𝑒𝑖𝑡𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

⟹ �́�𝑋(0) = ∫ 𝑖𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑖

+∞

−∞

∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑖 𝐸𝑋

+∞

−∞

 

 :بصفر نجد أن tوبمتابعة الاشتقاق والتعويض كل 

𝜓𝑋́́ (0) = 𝑖
2𝐸𝑋2 

…. 

𝜓𝑋
(𝑟)(0) = 𝑖𝑟𝐸𝑋𝑟   ;   𝑟 صحيح موجب 

 

  

 

 ثانياً: الدوال المميزة للتوزيعات الشهيرة:

  Binomial Distributionالتوزيع الثنائي  -1

 pعدد تكرارات تجربة برنولية و  p (n و nمتغير عشوووووائي وهوووويطا    Xن إذا كا

 احتمال نجاح تجربة برنولية( بقانون احتمالي:

𝑃𝑋(𝑥) = 𝐶𝑥
𝑛 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 

⟹  𝐸𝑋𝑟 =
𝜓
𝑋
(𝑟)(0)

𝑖𝑟
  ; 𝑟 = 1,2,… 

https://www.ar-science.com/2015/01/binomial-distribution.html
https://www.ar-science.com/2015/01/binomial-distribution.html
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 دالته المميزة:

𝜓𝑋(𝑡) = (𝑞+ 𝑝𝑒
𝑖𝑡)
𝑛
    ; 𝑝 + 𝑞 = 1 

 اهتنتجت هذ  العلاقة بالشكل:

        𝜓𝑋(𝑡) = 𝐸𝑒
𝑖𝑡𝑋

=∑𝑒𝑖𝑡𝑥𝐶𝑥
𝑛 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 =

𝑛

𝑥=0

∑ 𝐶𝑥
𝑛 (𝑝𝑒𝑖𝑡)𝑥𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=0

= (𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝑡)
𝑛
 

  اهتفدنا من العلاقة:

 

 

 مبرهنة:

ا متغير عشووائي  وكان لدين 𝑝  و 𝑛1متغير عشووائي ننائي وهويطا      Xاذا كان لدينا 

 عندئذ: Xومستقل عن  𝑝  و 𝑛2ننائي آخر وهيطا  

   𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡).𝜓𝑌(𝑡)  = (𝑞 + 𝑝𝑒
𝑖𝑡)
𝑛1  (𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝑡)

𝑛2

= (𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝑡)
𝑛1+𝑛2        

∑𝐶𝑥
𝑛 = 2𝑛

𝑛

𝑥=0
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Xوهذا يعني أن  + Y   هو من جديد متغير عشوائي ننائي وهيطا𝑛1 + 𝑛2 و  𝑝 

 أي:

𝑋 + 𝑌~𝑏(𝑛1 + 𝑛2, 𝑝) 

صة: إذا كانت   شوائي     n=1في الحالة الخا صل على الدالة المميزة لمتغير ع عندئذ نح

ي          لعلاقووة:                        pبرنولي بوهوووو لونولي يعطى بووا توزيع ا ل  وكمووا هو معروف ا

𝑃𝑋(𝑥) =  𝑝
𝑥𝑞1−𝑥 ; 𝑞 = 1 − 𝑝 , 𝑥 = 0,1,2, …. 

 :Poisson Distribution التوزيع البواسوني -2

 ، قانونه الاحتمالي:λمتغير عشوائي بواهوني وهيطه  Xبفرض 

𝑃𝑋(𝑥) = 𝑒
−𝜆  

𝜆𝑥

𝑥!
    ; 𝑥 = 0,1,2, … 

 دالته المميزة:

 

 تم ايجادها بالشكل:

       𝜓𝑋(𝑡) =∑𝑒𝑖𝑡𝑥
∞

𝑥=0

𝑒−𝜆  
𝜆𝑥

𝑥!

= 𝑒−𝜆∑
(𝑒𝑖𝑡𝜆)

𝑥

𝑥!
=

∞

𝑥=0

 𝑒−𝜆 𝑒𝜆𝑒
𝑖𝑡
= 𝑒−𝜆(1−𝑒

𝑖𝑡) 

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆
−𝝀(𝟏−𝒆𝒊𝒕)
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متغيران عشووووائيان مسوووتقلان بواهوووونيان وهووويطي ما على   𝑌 و 𝑋ليكن  مبرهنة:

يب   ما يخضووووع للتوزيع الوواهوووووني بوهووووي         𝜆2و  𝜆1الترت ئذ مجموع  ند ، ع

𝜆1 + 𝜆2. 

 البرهان:

 𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡) . 𝜓𝑌(𝑡) = 

 𝑒−𝜆1(1−𝑒
𝑖𝑡). 𝑒−𝜆2(1−𝑒

𝑖𝑡) = 𝑒−(𝜆1+𝜆2)(1−𝑒
𝑖𝑡)  

𝜆1وهي الدالة المميزة لوواهوني جديد بوهي   + 𝜆2. 

 :Normal Distribution التوزيع الطبيعي -3

الة المميزة له تعطى    عندئذ الد    𝜎2و  μمتغير عشوووووائي يويعي وهوووويطا     Xبفرض 

 بالصيغة التالية:

 

 

كل          ياري بتعويض  لة المميزة لطويعي مع لدا μيمكن أن نحصووووول على ا = و  0

𝜎2 = 1 : 

𝜓𝑋(𝑡) = 𝑒
−
𝑡2

2      ; 𝑋~𝑁(0,1) 

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆
𝝁𝒊𝒕−

𝝈𝟐

𝟐
𝒕𝟐
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الأول  وهيطا    متغيران عشوائيان مستقلان يويعي   Y و Xفي الحالة التي يكون لدينا 

μ1  و𝜎1
𝜎2و  μ2، والثاني وهيطا   2

، عندئذ مجموع ما يخضع للتوزيع الطويعي  2

 أيضاً لأن:

           𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡) . 𝜓𝑌(𝑡) 

= 𝑒𝜇1𝑖𝑡−
𝜎1
2

2
𝑡2 . 𝑒𝜇2𝑖𝑡−

𝜎2
2

2
𝑡2 

 = 𝑒
(μ1+μ2)𝑖𝑡−(

𝜎1
2+𝜎2

2

2
)𝑡2

        

μ1وهذ  هي دالة مميزة لطويعي جديد وهيطا  الأول  + μ2  والثاني𝜎1
2 + 𝜎2

2 

 أي:

𝑋 + 𝑌~𝑁(μ1 + μ2, 𝜎1
2 + 𝜎2

2) 

 :Gamma Distribution توزيع غاما -4

 ، دالة كثافته الاحتمالية:αو  λبالوهيطي  اماغلتوزيع يخضع  Xإذا كان 

𝑓(𝑥, 𝜆, 𝛼) =
𝛼𝜆

Γ(𝜆)
 𝑥𝜆−1 𝑒−𝛼𝑥 ;   𝑥 > 0 

 دالته المميزة:

 
𝝍𝑿(𝒕) = (𝟏 −

𝒊𝒕

𝜶
)

−𝝀
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عندئذ الدالة  αو  μوهووويطا   Xومسوووتقل عن  Yإذا كان لدينا متغير عشووووائي آخر 

 المميزة للمجموع:

𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = (1 −
𝑖𝑡

𝛼
)

−𝜆+𝜇

 

λلأول وهي دالة مميزة لغماوي وهيطا  ا + μ  والثانيα :أي أن 

𝑋 + 𝑌~𝐺(λ + μ,α) 

و   λنذكر أيضاً إذا بدلنا بتوزيع غاما كل  ب
𝑛

2
و   αوكل   ب

1

2
، فنحصل على دالة كثافة 

 ، والدالة المميزةnبوهووي  أو درجة حرية  توزيع كاي مربعجديدة لمتغير عشوووائي له 

 لهووووووذا المووووووتووووووغووووووير في هووووووذ  الحووووووالووووووة هووووووي:    

𝝍𝑿(𝒕) = (𝟏 − 𝟐𝒊𝒕)−
𝒏
𝟐 

 إذا كان 

𝑿~𝑮(
𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
) ⟹ 𝑿~𝝌𝟐(𝟏) 

 ملاحظة:

متغير توزيعه غماوي بوهوووويطي     Xإذا كان لدينا    
𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
,𝑋1وكان    … , 𝑋𝑛   عينة

كاي مربع بدرجة حرية مجموع متغيرات العينة يكون توزيع ، عندئذ Xعشوائية لووووو 

n.يتم انوات ذلك عن يريق الدالة المميزة لمجموع متغيرات العينة ، 
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 :Distribution Cauchy توزيع كوشي -5

 هي: b و aدالة الكثافة لمتغير عشوائي كوشي بوهيطي 

𝑓(𝑥, 𝑎, 𝑏) =
𝑎

𝜋
 

1

𝑎2 + (𝑥 − 𝑏)2
    ; x ∈ ℝ 

𝑓(𝑥, 𝑎, 0) =
𝑎

𝜋
 

1

𝑎2 + 𝑥2
    ; x ∈ ℝ 

𝑓(𝑥, 1,0) =
1

𝜋
 

1

1 + 𝑥2
    ; x ∈ ℝ 

 تأخذ الشكل: b=0  و aدالته المميزة بوهيطي 

 

 :b و aالدالة المميزة لكوشي بالوسيطين  إيجادكيفية 

𝝍𝑿(𝒕) =
𝑎

𝜋
 ∫

𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑎2 + (𝑥 − 𝑏)2
 𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 نكامل بالتجزئة:

𝝍𝑿(𝒕) =
𝑎

𝜋
 ∫

𝑒𝑖𝑡(𝑦+𝑏)

𝑎2 + 𝑦2
 𝑑𝑦 = 𝑒𝑖𝑡𝑏

𝑎

𝜋
∫

𝑒𝑖𝑡𝑦

𝑎2 +𝑦2

+∞

−∞

  𝑑𝑦

+∞

−∞

= 𝒆𝒊𝒕𝒃−𝒂|𝒕| 

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆
−𝒂|𝒕|   ; 𝒕 ∈ ℝ 


