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 عبد اللطيف الحسن  التوابع : النهايات والاستمرار الثانيةالوحدة :  الأول الجزء 

 

 1  نهاية تابع عند اللانهاية  

 في جوار اللانهاية الموج fليكن    النهاية الحقيقيّة عند
ً
 معرّفا

ً
 بة تابعا

)إذا تجمعّت قيم  هي   عند  fنقول إنّ نهاية التابع )f x  حول   

limة بما يكفي . ونكتب عندئذٍ :  كبير   xعندما تصبح ( )
x

f x


 

yنقول إنّ المستقيم الذي معادلته  وفي هذه الحالة   للمنحني  مقارب أفقيمستقيمfC  عند . 

0مهما اخترنا  : صياغة دقيقة  فإنّ قيم( )f x ستقع داخل المجال  ,   عندما تصبحx أكبر من عدد معيّن A .

  

 في جوار اللانهاية  fليكن    النهاية الحقيقيّة عند
ً
 معرّفا

ً
  السالبةتابعا

)إذا تجمعّت قيم  هي   عند  fنقول إنّ نهاية التابع )f x  حول  

lim. ونكتب عندئذٍ :    نحو  xيبتعدعندما  ( )
x

f x


 

yنقول إنّ المستقيم الذي معادلته  وفي هذه الحالة   للمنحني  مقارب أفقيمستقيمfC  عند . 

0مهما اخترنا  صياغة دقيقة :  فإنّ قيم( )f x ستقع داخل المجال ,  عندما تصبحx  من عدد معيّن أصغرA . 

ر :
ّ
 تابع من الشكل نهاية كلّ إنّ  تذك

1
n

x
x

  (حيثn  هي عدد طبيعي غير معدوم )0 عند  وكذلك عند . 

نهاية التابع  و 
1

x
x

    0هي  عند  (              .لاحظ أنّ التابع 
1

x
x

  في جوار 
ً
 ( ليس معرّفا

ر :
ّ
y هومقاربه الأفقي الذي معادلت fCبشكل عام لدراسة الوضع النسبي للخط البياني تذك   ندرس إشارة الفرق ( )f x   

 

 في جوار اللانهاية الموجبة   fليكن     عند النهاية 
ً
 معرّفا

ً
 تابعا

)إذا كانت قيم  هي   عند  fهاية التابعنقول إنّ ن )f x  تتجاوز 

lim : كبيرة بما يكفي . ونكتب xعندما تصبح Mأي عدد حقيقي ( )
x

f x


  

 كان : وأ
ً
xيحقّق : إذا كان  A, وُجد عدد حقيقي  Mأيّا A  كان( )f x M 
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 في جوار اللانهاية الموجبة  fليكن    عند النهاية 
ً
 معرّفا

ً
 تابعا

)إذا كانت قيم  هي   عند  fنقول إنّ نهاية التابع )f x تصبح أصغر من  

limكبيرة بما يكفي . ونكتب :  xعندما تصبح Mأي عدد حقيقي ( )
x

f x


  

 كان  : وأ
ً
xيحقّق : إذا كان  A, وُجد عدد حقيقي  Mأيّا A  كان( )f x M 

 

 في جوار اللانهاية السالبة  fليكن    عند النهاية 
ً
 معرّفا

ً
 تابعا

)إذا كانت قيم  هي   عند  fنقول إنّ نهاية التابع )f x  تتجاوز 

lim. ونكتب : نحو  xعندما يبتعد Mأي عدد حقيقي ( )
x

f x


  

 كانأيّ  : وأ
ً
xيحقّق : إذا كان  A, وُجد عدد حقيقي  Mا A  كان( )f x M 

  

 في جوار اللانهاية السالبة تا fليكن    عند النهاية 
ً
 معرّفا

ً
 بعا

)إذا كانت قيم  هي   عند  fنقول إنّ نهاية التابع )f x  تصبح أصغر 

lim. ونكتب : نحو  xعندما يبتعد Mمن أي عدد حقيقي ( )
x

f x


  

 كان : وأ
ً
xيحقّق : إذا كان  A, وُجد عدد حقيقي  Mأيّا A  كان( )f x M 

ر :
ّ
nx من التابعين إنّ نهاية كلّ  تذك x    وx x  (حيثn  عدد طبيعي غير معدوم )  هي عند . 

nxو نهاية التابع   x   عند  هي  في حالةn  وهيغير معدوم  زوجيطبيعي  في حالةn فردي طبيعي . 

ر :
ّ
 ه المسيطر .نهاية تابع كثير الحدود تساوي نهاية حدّ   أو عند  تذك

 و نهاية تابع كسري تساوي نهاية خارج قسمة الحد المسيطر في البسط على الحد المسيطر في المقام .

sinxليس لتابعي الجيب  ملاحظة هامّة : x   و التجيبcosx x  نهاية عند  عند وكذلك  

 . اللانهايةيملك نهاية عند  لا دوريكل تابع  وبشكل عام :
ً
 ألا يكون ثابتا

َ
  شرط

 التابعمثال : 
1

( ) cosf x x
x

   لا يملك نهاية عند  وكذلك ( عند ) 

لأنّ  
1

lim 0
x x

 وبالتالي نهاية التابعf ,  ُفهي من نهاية , جدتإن وcosx x ا كان التابع
ّ
cosx,  ولم x 

 .  ليس له نهاية عند  f, نستنتج ممّا سبق أن التابع فهو لا يملك نهاية عند  دوري وغير ثابت
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 2  عدد حقيقينهاية تابع عند   

 لأحد مجالاته fتابعلل fDقنطلالمإمّا أن تنتمي إلى  a, النقطة  الآتية في الدراسة
ً
 . أو تكون طرفا

 إذا كانت هي   aعند  fنقول إنّ نهاية التابع   a عند النهاية  

)قيم   )f x تتجاوز أي عدد حقيقيM حين يقتربx  بما يكفي من العددa . 

limونكتب :                                   ( )
x a

f x


  

xل إنّ المستقيم الذي معادلته و نقو  a  للمنحني  شاقوليمقارب مستقيمfC  . 

fIمن xذا كانإ ) :يحقق  a مركزه I فيوجد مجال مفتوح Mمهما كبُر العدد الحقيقي : وأ D  كان( )f x M ) 

)إذا كانت قيم  هي   aعند  fنقول إنّ نهاية التابع    a عند النهاية  )f x  

 . aبما يكفي من العدد  xحين يقترب Mسالبة وأصغر من أي عدد حقيقي         

limونكتب :                                   ( )
x a

f x


  

xو نقول إنّ المستقيم الذي معادلته  a  للمنحني  شاقوليمقارب مستقيمfC  . 

ر العدد السالب : وأ
ُ
fIمن x) إذا كانيحقق :  a مركزه I فيوجد مجال مفتوح Mمهما صغ D  كان( )f x M ) 

  هي   aعند  fنقول إنّ نهاية التابع   a عند  عدد حقيقي النهاية

)إذا تجمّعت القيم  )f x رب
ُ
 . aبما يكفي من العدد  xحين يقترب ق

limونكتب :                                   ( )
x a

f x


 

0 كانمهما  صياغة دقيقة :  فتوجد مجموعة من النمط  ,f a aD      

0حيث                           تحقق عناصرها المتراجحة( )f x   . 

lim وعندئذٍ نكتب aعند  , في حين يقبل نهاية من اليمين aهاية عند عدد قد لا يكون لتابع ن : ةملاحظ ( )
x a

f x


 

وعندئذٍ نكتب  ,من اليسار  قد يقبل نهايةوبالمثل 
( )

lim ( )
x a

f x


  نهائية . , ولا فرق هنا إن كانت النهاية حقيقية أو لا  

التابع  مثال :
1

x
x

 المعرّف على \ 0R ليس له نهاية عند الصفر 

 لكنّه يقبل نهاية من اليمين عند الصفر
(0)

lim ( )
x

f x


  يقبل نهاية من اليسار عند الصفر و  
(0)

lim ( )
x

f x


  
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ست
ُ
خدم بشكل مباشر أينما وردت دون إثبات :   نهاية شهيرة ت

0

sin
lim 1
x

x

x
     وكذلك

0
lim 1

sinx

x

x
 

 تدريبات حلول بعض ال

عطى بالع fاحسب نهاية التابع:  34الصفحة  2رقم الب تدرّ 
ُ
 لاقةالم

5 1
( )

1

x
f x

x





  ثمّ أعط  ,   عند 

ً
 Aعددا

x إذا كان   يحقق الشرط :        A  كان( )f x  في المجال 4.9,5.1 . 

lim  إنّ الحل :  ( ) 5
x

f x


 : قولنا إنّ   , من جهة ثانية( )f x  في المجال 4.9,5.1  يكافئ  : ( ) 5 0.1f x   

5ومنه   1 1
5

1 10

x

x





  4   وبالتالي 1

1 10x 
  1   ومنه 40x     , نا نهتم بالقيم الكبيرة للمتحول و

ّ
 xلأن

1x  نفترض    ّ1   وعليه فإن 1x x     
ً
1   , إذا 40x      41أيx      41بالتالي يمكن اختيارA  

ر
ّ
 المحدود مركز المجال : تذك ,I a b  :   

2

a b
   ونصف قطره  :  

2

b a



 

Uيكافئ تحقق الشرط :    Iإلى Uوانتماء مقدار       أو    U    

  النهايات وتعيين مجال

الهدف تعيين مجال من النمط  مقدّمة : ,a a    يكونx منه 
ً
 عن x) قد يكون  عنصرا

ً
  مركز المجال ( aمختلفا

)لتابع بحيث يحقق ا )f x المتراجحة  :( )f x M                     أو (( )f x M ) 

عطى بالعلاقة fنهاية التابع جد  :  38الصفحة  2تدرب رقم 
ُ
 الم

2

5 1
( )

( 1)

x
f x

x





  عيّنثمّ ,  1 عند 

ً
  عددا

 من xكان إذا يحقق الشرط : 
ً
المجال  عنصرا 1 ,1    عن 

ً
)3كان  . 1مختلفا ) 10f x  

ا كانت   الحل :
ّ
  لم

1
lim(5 1) 4
x

x


     ّاستنتجنا أن  
1

lim ( )
x

f x


  

من المجال  xلأنّ و  1 ,1    1 :  فإنّ   1ولا تساويx     1   وx   

1xالمتراجحة      5 تكافئ 1 4 5x      1, وفي حالةx     1المتراجحةx      2 تكافئ 2( 1)x   

2    : نستنتج أنّ  1

2 2

5 1 4 5
( ) 4 5

( 1)

x
f x

x


 



  
   


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2بحيث يتحقق   في أن نختارإذن يك 1 34 5 10      , 210باختيار  و 0.01    : نجد 

2 1 4 3 34 5 4 10 5 10 10         , المجال ويكون محققة  0.99,1.01 . يحقق المطلوب   

210اختيار قيمة من الممكن البدء بالحل مباشرة ب توضيح : 0.01   ومن ثمّ التأكد من صحة اختيارنا . 

 يتلخص في الشرح الآتي : للعدد  اختيارنا والأسلوب المتّبع لضمان صحة

 لو 
ً
عطى بسطه عدد ثابت , مثلا

ُ
كان التابع الم

2

10
( )

( 1)
f x

x



 , ح,  

ً
3يث يكون لكان الحل سهلا

2

10
10

( 1)x



 

2وهذا يكافئ   3 2( 1) 10 10 10x         2ومنه 11 10 10x      0.1 إذن  . تحقق المطلوب 

5نفرض,  Aأمّا في حالتنا وللحصول على بسط ثابت 1x A   3:  فيكون

2 2

5 1
( ) 10

( 1) ( 1)

x A
f x

x x


  

 
    

3فنجد أنّ المتراجحة  

2
10

( 1)

A

x



31تكافئ      10x A      ,  ا كان

ّ
ولم

1
lim(5 1) 4
x

x


   

 وأصغر  Aقيمة يمكن أن نختار عندئذٍ 
ً
 أي عدد موجب تماما

ً
310A مناسب للتعامل مع ويُفضّل اختيار عدد,  4من تماما  

 نختار  
ً
0.1Aمثلا    : 3فنجد 4 21 0.1 10 10 10 0.01x          0.01نحصل على بالتالي   

210الآن بالعودة إلى حل التمرين نختار مباشرة     3ثمّ نبيّن أنّ اختيارنا يحقق( ) 10f x   : ّلأن 

2
4 2 3

2 2 4

5 1 4 5 4 5 10
( ) 4 10 5 10 10

( 1) 10

x
f x

x









   
       


 

 أن هذه القيمة تحقق شرط المسألة .ثمّ إثبات   لعددلطريقة ذاتها , أي باختيار قيمة لويجري التعامل مع المسائل المشابهة با

3  من المتراجحة ننطلق نية :طريقة ثا

2

5 1
10

( 1)

x

x




   3 :  الإصلاحتكافئ بعد التي 210 ( 1) 5( 1) 4 0x x        

1tنضع   x   3   فتؤول إلى 210 5 4 0t t      ,16025   126  وبالتقريب نجد  

 :         حلول المتراجحةمجموعة وتكون 
3 3

5 126 5 126
0.0605 1 0.0655

2 10 2 10
t x

 
      

 
  

 نجد :  
ّ
0.06وبالتقريب أيضا 1 0.06x        0.06,  إذن نضع  

ر على صحّتها ناهيك عن صعوبة العمليات التي هذه طريقة صحيحة , لكن  
ّ
جريت .تقريب النتائج الذي أجريناه قد يؤث

ُ
  أ
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 3 العمليات على النهايات   

 أو عند عدد حقيقي .  أو عند أعداد حقيقية , والنهايات مأخوذة إمّا عند و   فيما يأتي

 

 

 

 

  

  

    

 

 عدم التعيين حالة لا يمكن تحديد النهاية , لذا نحاول إزالة  –وهي هنا عددها أربع  – عدم التعيينفي حالات  ملاحظة :      

 . كأن  نستخدم مفهوم المرافق أو التحليل أو إخراج الحد المسيطر خارج قوس,  بالطرق المناسبةعند مصادفتها 

  جمو المنهاية 

 f       نهاية 

 g       نهاية

f نهاية g  +      عدم تعيين 

 الجداءنهاية 

 f  0>  0>  0<  0<     0 نهاية 

 أوg          نهاية

f نهاية g           عدم تعيين 

 تساوي الصفر (لا  g) نهاية المقام نهاية الكسر 

 أوf        نهاية 

g 0 نهاية  أو 0>  0<  0>  0<  أو 

f  نهاية

g

   


 0     عدم تعيين 

 تساوي الصفر ( g) نهاية المقام نهاية الكسر 

  0 أو  > 0 أو  > 0أو  < 0أو <f 0 نهاية 

 سالبة gوقيم 0 موجبة gوقيم 0 سالبة gوقيم 0 موجبة gوقيم g 0 نهاية

 

0 

f  نهاية

g

     

 

 عدم تعيين
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 تدريبات حلول بعض ال

عطى بالعلا fنهاية التابع احسب: 42الصفحة  1رقم من ب تدرّ 
ُ
قة الم

2

2 1
( )

4

x
f x

x





 2و2عندو وعند 

 تعريف التابع    مجموعة    الحل :     , 2 2,2 2,fD        

 لدينا    
2

2 2
lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0

x x x

x
f x

x x  
         وكذلك

2

2 2
lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0

x x x

x
f x

x x  
   

2

        2         2         

4      0       0    

x

x

  

   
 

ا كانت     
ّ
لم

2
lim(2 1) 5
x

x


           ّاستنتجنا أن
(2)

lim ( )
x

f x


           ّوأن
(2)

lim ( )
x

f x


  

ا كانت     
ّ
ولم

2
lim (2 1) 3
x

x


        أنّ   استنتجنا 
( 2)

lim ( )
x

f x
 

          ّوأن
( 2)

lim ( )
x

f x
 

  

عطى بالعلاقة   fعيّن مجموعة تعريف التابع :  42الصفحة  2رقم من تدرّب 
ُ
الم

1
( )

1

x
f x

x





  

 . ة تعريفه , وادرس , عند اللزوم , النهاية من اليمين والنهاية من اليسار أطراف مجموع ثم ادرس نهايته عند

0xالتابع معرّف في حالة   الحل :     1وx    وبالتالي    0,1 1,fD      ولدينا  
0

lim ( ) 1
x

f x


     

ا كانتو 
ّ
    لم

1
lim( 1) 2
x

x


        ّاستنتجنا أن
(1)

lim ( )
x

f x


         و
(1)

lim ( )
x

f x


  : حيث 

0                1          

1         0      

x

x



  
 

 :  lim عند ( 1)
x

x


      وlim ( 1)
x

x


   يين من النمطبالتالي نحن أمام حالة عدم تع



 

0xفي حالة   ولإزالتها نكتب     :      

1 1
(1 ) 1

( )
1 1

(1 ) 1

x
x xf x x

x
x x

 
  

 

 

ا كانت     
ّ
ولم

1
lim 0

x x
    و 

1
lim 0

x x
    وlim

x
x


       ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x


    
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 4 قارنة الإحاطة و  مبرهنات
ُ
   الم

 . aوعند عدد حقيقي  بإجراء التعديل اللازم , تبقى المبرهنات الآتية صحيحة عند :  تنويه

ثلاثة توابع معرّفة على مجال من النمط  hو gو fنلتك   (1) مبرهنة ,I b  

 
ُ
) :  قحقّ وت ) ( ) ( )g x f x h x     , تكن 

ً
 I  من xأيّا

lim     عندئذٍ :  عند   النهاية ذاتها hو g إذا كان للتابعين ( )
x

f x


 

 عدد كانت ) سواء  
ً
 أو  ا

ً
 (أو  حقيقيا

 أثبت أنّ : (  46) من تدرب الصفحة  مثال
1 cos 1

1 1 1

x

x x x


 

  
 يكن  

ً
1x أيا   , ثمّ استنتج

cos
lim

1x

x

x 
  

 يكن  الحل :
ً
1xأيا    ّ1فإن cos 1x      1و بالقسمة على 0x       نجد

1 cos 1

1 1 1

x

x x x


 

  
 

ا كان 
ّ
ولم

1
lim 0

1x x





وكذلك    

1
lim 0

1x x



  أنّ : (1)استنتجنا حسب مبرهنة الإحاطة 

cos
lim 0

1x

x

x



 

تابعين معرّفين على مجال من النمط  gو fليكن  (2) مبرهنة ,I b     ويتحقّق( ) ( )f x g x  

 تكن 
ً
lim, إذا كان  I من xأيّا ( ) 0

x
g x


    : ٍعندئذ lim ( )

x
f x


            عدد حقيقي . حيث 

تابع يحقق  f( :  46) من تدرب الصفحة  مثال
1

( ) 3
1

f x
x

 


   
ً
0x كانأيا   ما نهاية ,f عند؟  

ا كان   الحل :
ّ
لم

1
lim 0

1x x



limأنّ :  (2)استنتجنا حسب مبرهنة الإحاطة  ( ) 3

x
f x


 

)؟ لأنّ المتراجحة  الإحاطةتحت بند  (2)اذا تندرج المبرهنة لم توضيح : ) ( )f x g x  

)  تكافئ ) ( ) ( )g x f x g x     ومنه  ( ) ( ) ( )g x f x g x     (1)وبذلك نعود إلى المبرهنة  

تابعين معرّفين على مجال من النمط  gو fليكن  (3) مبرهنة ,I b  عند كل ,x  منI  : 

) إذا كان 1.   ) ( )f x g x    ,  وكانlim ( )
x

g x


  , كان  : lim ( )
x

f x


 . 

) إذا كان 2. ) ( )f x g x   ,  وكانlim ( )
x

g x


  , كان  : lim ( )
x

f x


 . 
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2( : أثبت أنّ  46) من تدرب الصفحة  مثال 25sin 5x x x     كان العدد الحقيقي 
ً
  xأيا

2ثمّ استنتج نهاية   5sinx x x  عند  وعند    

 يكن   الحل :
ً
1فإنّ   xالعدد الحقيقي أيا sin 1x    5  ومنه 5sin 5x       وبالتالي 

2 2 25 5sin 5x x x x         ّأن 
ً
2نستنتج إذا 25sin 5x x x     

ا كان
ّ
2lim   لم ( 5)

x
x


   2   أنّ  (3)استنتجنا حسب المبرهنةlim ( 5sin )

x
x x


  

  و 
ّ
2lim   ا كانلم ( 5)

x
x


    ّ2   استنتجنا حسب ذات المبرهنة أنlim ( 5sin )

x
x x


  

 5 ب
ّ
   نهاية تابع مرك

)ثلاثة توابع بحيث   hو gو fلتكن   مبرهنة ) ( )( ) ( ( ))f x g h x g h x  

lim  إذا كان ( )
x a

h x b


  و  lim ( )
t b

g t c


    ٍفعندئذ :  lim ( )
x a

f x c


        حيث رمزنا (( )t h x ) 

 أعداد c  و  b  و  a  سواء كانت
ً
 حقيقية أو مقادير  ا

ً
 لا نهائية . ا

 عن  : أي) 
ً
 ( aعند  fفتكون هي النهاية المطلوبة للتابع b عند gثم نبحث عن نهاية  aعند  hنهاية  bنبحث أولا

1أوجد نهاية التابع ( : 49) من تدرب الصفحة  مثال
( ) cos

2

x
f x

x

  
  

 
المعرّف على   \ 2D R   عند 

  نضع    الحل :
1

( )
2

x
t h x

x

 
 


)    عندئذٍ    ,      ) cos( )f x t 

ا كان  و
ّ
lim  لم ( )

x
h x 


   و    limcos( ) 1

t
t


              : ّاستنتجنا أنlim ( ) 1

x
f x


  

)  بالشكل  fيُكتب خر :أسلوب آ ) ( )( ) ( ( ))f x g h x g h x    حيث
1

:
2

x
h x

x

 



:  و   cosg x x 

lim  إنّ  ( )
x

h x 


    و  lim ( ) 1
x

g x


     ّنستنتج أن  ,    lim ( ) 1
x

f x


  

) كتبناعندما :  ةملاحظ )t h x   ههو الوجه الآخر لتركيب تابعين , يمكن استخدام, وتغيير المتحول  نكون قد غيّرنا المتحول  

 نهايات شهيرة أو مبرهنات مفيدة .بُغية الاستفادة من , لنقل دراسة النهاية عند مقدار ما إلى دراستها عند مقدار آخر 

ية التابع لدراسة نهامثال : 
1

( ) sinf x x
x

 المعرّف على \ 0R  عند  نضع ,
1

t
x

   فيكون 
sin( )

( )
t

f x
t

 

ا كانت
ّ
lim   ولم 0

x
t


    ّاستنتجنا أن     

0

sin( )
lim ( ) lim 1

x t

t
f x

t 
  
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 6 المقارب المائل 

 في جوار  fليكن   تعريف 
ً
 معرّفا

ً
 خطه البياني في معلم مُعطى fCوليكن تابعا

yدلتهالمستقيم الذي معا وليكن            ax b  نقول إنّ المستقيم .  مقارب 

 إذا وفقط إذا كان : في جوار  fCللخط البياني lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   

 ( رب في جوار نعرّف بنفس الطريقة المقا)                          

ر
ّ
) ندرس إشارة الفرق  ومقاربه fCلدراسة الوضع النسبي للخط:  تذك ) ( )f x ax b   مجموعة تعريف التابععلى 

 البحث عن معادلة المقارب المائل

 1 1في حالة تابع كسري درجة كثير الحدود في بسطه أكبر من درجة كثير الحدود في مقامه بمقدار  

 . عن معادلة المقارب عند البحثالقسمة الإقليدية  يمكن استخدامعندئذٍ                        

                   2يمكن  
ً
 : من خلال العلاقتين في جوار إيجاد معادلة المقارب  أيضا

     
( )

lim
x

f x
a

x
      و lim ( )

x
b f x ax


                ( وكذلك نفعل في جوار ) 

 للخط البياني  ( : فيما يأتي بيّن فيما إذا كان المستقيم 51) من تدرب الصفحة  أمثلة
ً
 مائلا

ً
 fللتابع fCمقاربا

 .  ومقاربه  fC, ثمّ ادرس الوضع النسبي للخط أو   عند                                     

: 2 1y x       ,       
22 7 3

( )
4

x x
f x

x

 



                 ,4 4,fD      

     نضع   الحل :
22 7 3 1

( ) ( ) (2 1) (2 1)
4 4

x x
g x f x x x

x x

 
      

 
  

lim  إنّ  ( ) 0
x

g x


  و  lim ( ) 0
x

g x


  ,نستنتج أنّ المستقيم  مقارب للخطfC عند   عندوكذلك 

4xفي حالة :         : ّفإن( ) 0g x    وعندئذٍ يقع الخط ,fC   مقاربه  فوق . 

4xو في حالة :         : ّفإن( ) 0g x    وعندئذٍ يقع الخط ,fC  مقاربه  تحت . 

كان بالإمكان استخدام القسمة الإقليدية و كتابة :    ملاحظة :
1

( ) 2 1
4

f x x
x

  


  



 

11 
 

: 4y x          ,     
2 4 sin

( )
x x x

f x
x

  
       ,   ,0 0,fD     

     نضع   الحل :
2 4 sin sin

( ) ( ) ( 4) ( 4)
x x x x

g x f x x x
x x

  
          

 
ّ
1   يتحقق  x ه أيا يكننعلم أن sin 1x     

     بالتالي
1 sin 1x

x x x


      0في حالةx        و        

1 sin 1x

x x x


       0في حالةx    

ا 
ّ
  كانولم

1 1
lim lim 0

x xx x 
      و      

1 1
lim lim 0

x xx x 

 
   

ه 
ّ
   , نستنتج أنّ :  حسب الإحاطة و , فإن

sin
lim 0

x

x

x
       و

sin
lim 0

x

x

x
 

 . و عند عند fCمقارب للخط المستقيم  إذن ,

على المجال  0,   0 :   تكونx    وبالتالي إشارة( )g x المقدار من إشارةsinx  

sinونعلم أنّ  0x  تلى المجالا ع  0,   و    2 ,3    و    4 ,5  ..... وهكذا 

)وعندئذ يكون   ) 0g x    , بالتالي وfC  يقع فوق   

sinونعلم أنّ   0x   على المجالات ,2    و    3 ,4    و    5 ,6  ..... وهكذا 

)وعندئذ يكون  ) 0g x   بالتالي وfC يقع تحت  

ل على المجاأمّا  ,0  : 0 تكونx   وبالتالي إشارة( )g x إشارة تخالف sinx  

sin نعلم أنّ  0x   على المجالات ,0    و     3 , 2     و    5 , 4   ...... وهكذا 

)وعندئذ يكون  ) 0g x    , بالتاليوfC  يقع فوق 

sinنعلم أنّ و   0x   على المجالات 2 ,      و     4 , 3     و    6 , 5   ...... وهكذا 

)وعندئذ يكون  ) 0g x   , بالتاليوfC يقع تحت  

 .....4         3         2                    0                  2       3       4  ..... x 

          0          0         0         0           0          0         0         0     ( )g x 

 
fC 

 تحت
fC 

 فوق 
fC 

 تحت
fC 

 فوق 
fC 

 فوق 
fC 

 تحت
fC 

 فوق 
fC 

 تحت

الوضع  

 النسبي
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 كان بالإمكان القول  : أسلوب آخر لدراسة الوضع النسبي

على المجال  0,   : ّإن( ) 0g x   النمطعلى كل مجال من  2 , 2k k   و( ) 0g x   على كل مجال من 

 النمط 2 ,2 2k k      وذلك في حالة k عدد صحيح موجب . 

على المجال  ,0   ّإن :( ) 0g x   النمطعلى كل مجال من  2 , 2k k   و( ) 0g x   على كل مجال من 

 النمط 2 ,2 2k k       وذلك في حالةk  
ً
 . عدد صحيح سالب تماما

 . هو الخط البياني ومقاربه مالشكل المرسو 

 

 

 7 الاستمرار   

 على مجموعة  fليكن  تعريف 
ً
 معرّفا

ً
  aعند  مستمر fنقول إنّ التابع  ,fDنقطة من  aلتكن  و,  fDتابعا

lim       : الشرط إذا وفقط إذا تحقق ( ) ( )
x a

f x f a


  

 عند كل نقطة من نقاط  إذا وفقط fDمحتواة في  Dمستمر على مجموعة  fإنّ التابع  ونقول 
ً
 Dإذا كان مستمرا

 في نقطة fإذا كان تابع  مبرهنة 
ً
 في,  a اشتقاقيا

ً
 على مجال,  aكان مستمرا

ً
 على Iوإذا كان اشتقاقيا

ً
 Iكان مستمرا

 غير صحيح بالضرورة ( العكس) 
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sinxوكذلك تابع الجيب,  Rتابع كثير الحدود مستمر على  وملاحظات نتائج x  وتابع التجيبcosx x  

 . R ون هذه التوابع اشتقاقية علىك                            

                        عليها مجموعة تعريفه مستمر على التابع الكسري 
ً
 . كونه اشتقاقيا

  تابع الجذر التربيعيx x لالمجا مستمر على  0,I    كونه اشتقاقي علىI 

  ولأنّ                            
0

lim 0 (0)
x

x f


     يكون x x  مستمر 
ً
على ا 0, . 

                        على مجموعة تعريفه مجموع تابعين مستمرين هو تابع مستمر .  

 . سواء كان الاستمرار عند نقطة أو على مجموعة  وكذلك جداء ضربهما أو خارج قسمتهما أو تركيبهما                   

                       يتكون الخط البياني لتابع مستمر على مجالI من قطعة واحدة على ذلك المجال . 

   التابعمثال :  
2

2
( ) sin

1
f x x

x
 


ه مجموع تابعين كلّ منهما مستمر  Rمجموعة تعريفه مستمر على  

ّ
 . لأن

عطى وفق :   fنتأمّل التابع:  54تدرّب الصفحة 
ُ
)الم ) 1 cosf x x  

 على مجموعة تعريفه ؟ fما مجموعة تعريف  1
ً
 ؟ أيكون مستمرّا

 له 2زوجي ويقبل العدد fبيّن أنّ التابع  2
ً
 . دورا

على المجال  fمقصور التابع  gليكن 3 0,  ّأثبت أن .g . ه البياني
ّ
 اشتقاقي وارسم خط

على المجال  fاستنتج الخط البياني للتابع  4 2 ,2   .ما مجموعة تعريفf  ؟ 

1معرّف بشرط  f 1الحل :  cos 0x     أيcos 1x    
ً
fD : بالتالي,   R من xيكنوهذا محقق أيا R 

ه ينتج عن تركيب التابعين المس  Rمستمر على مجموعة تعريفه fوالتابع 
ّ
1تمرين لأن cosx x      وx x 

 يكن , متناظرة  Rمجموعة تعريف التابع  2
ً
 : , وكذلك Rمن xكان Rمن xوبالتالي أيّا

( ) 1 cos( ) 1 cos ( )f x x x f x       

ه البياني متناظر بالنسبة لمحور التراتيب ., زوجي  fالتابع نستنتج أنّ 
ّ
 وبالتالي خط

 يكن من جهة ثانية : 
ً
2xكان  Rمن xأيّا  منR وكذلك , : 

( 2 ) 1 cos( 2 ) 1 cos ( )f x x x f x          ّالتابع , نستنتج أنf  2يقبل العدد .  له 
ً
 دورا
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على المجال  3 0,  2كون  ي( ) 1 cos 2sin 2 sin
2 2

x x
g x x    

ا كان التابع     
ّ
sinولم

2

x
x  على 

ً
  Rاشتقاقيا

المجال  اشتقاقي على gاستنتجنا أنّ التابع     0,  

 وبالاستعانة ببعض النقاط المساعدةبمعرفتنا المسبقة لسلوك تابع الجيب و   

)و  (0,0)  ,1)
2

  و( , 2) حكما هو موضّ  نحصل على الخط البياني  

لى المجال زوجي لمتابعة الرسم السابق ع fنستفيد من كون التابع 4 ,  ثم نستفيد من كون التابعf يقبل 

 له لاستنتاج الرسم على المجال  2العدد    
ً
دورا 2 ,2  : كما في الشكل الآتي  

 

sinلدينا 
( )

2 1 cos

x
f x

x
 


1  ف بشرطوهو معرّ    cos 0x   وبالتالي  cos 1x    2ومنهx k 

fمجموعة تعريف نستنتج أنّ     هي \ 2R k   

 8 التوابع المستمرّة وحل المعادلات  

  fإذا كان  ) الوجود ( هنة القيمة الوُسطى مبر 
ً
 تابعا

ً
على مجال  مستمرّا ,I a b  

 يكن العدد الحقيقي
ً
) المحصور بين yعندئذٍ أيّا )f a   و ( )f b  

) فللمعادلة )f x y  في المجال  على الأقلحل واحد ,I a b . 

 : 
ّ
yأي مستقيم أفقي معادلته أي أن k  حيثk  عدد محصور بين( )f a    و( )f b ن يقطع الخط البياني لا بدّ وأ 

على المجال  f, وهذا يضمنه استمرار التابع  على الأقلفي نقطة واحدة منه   fللتابع            ,I a b . 

 

fC 
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رد ت مستمر تابع  fنفترض أنّ  صورة مجال 
ّ
 ومط

ً
)أي  fوفق Iإلى صورة المجال J, ونرمز Iعلى مجال ماما )J f I 

 كما يوضّح الجدول الآتي : , والنهايات عند الأطراف المفتوحة Iنوجد الصور عند الأطراف المغلقة في Jالمجالعندئذ لإيجاد 

                                               f  
ً
  f                                        متزايد تماما

ً
  متناقص تماما

     

 

 

( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ,

( ) ( ), lim ( ) ( ) lim ( ), ( ) ,

( ) lim ( ), ( ) ( ) ( ), lim ( ) ,

( ) lim ( ), lim ( ) ( ) lim ( )

x a x a

x b x b

x b x a x a

J f I f b f a J f I f a f b I a b

J f I f b f x J f I f x f b I a b

J f I f x f a J f I f a f x I a b

J f I f x f x J f I f x

 

 

  

    

    

    

   

   
   

   
   

 
 

 , lim ( ) ,
x b

f x I a b


 
 

 

  fإذا كان   ) الوحدانيّة ( مبرهنة 
ً
 تابعا

ً
 تماما

ً
ردا

ّ
 ومط

ً
على مجال  مستمرّا ,I a b  ٍعندئذ : 

) من yأيّا كان                                )f I   فللمعادلة( )f x y  في  فقطحل واحدI . 

  fإذا كان حالة خاصّة :
ً
 تابعا

ً
 تماما

ً
ردا

ّ
 ومط

ً
على مجال  مستمرّا ,I a b وكان ( )f a  و( )f b  إشارتين مختلفتينمن  

)  كان للمعادلة ) 0f x    في  فقطحل واحدI . 

)يساعد جدول التغيرات أو الرسم البياني للتابع في إيجاد صورة مجال و معرفة عدد حلول معادلة ملاحظة :  )f x k  

)ما عدد حلول المعادلة  .  R ستمر علىالمعرّف و الم fتأمّل جدول  مثال : ) 0f x  في R . ؟ برّر إجابتك 

       3        5         

( )    1   4    1

x

f x

  

 
 

نرمز الحل :  1 , 3I     و 2 3,5I    و 3 5,I   التابع ,f على كل من 
ً
 3Iو  1I مستمر ومتناقص تماما

 على 
ً
 : وبالتالي 2Iومستمر ومتزايد تماما 1 1( ) 1,J f I     و 2 2( ) 1,4J f I    و 3 3( ) 1,4J f I  

 حل وحيد للمعادلة    1Jينتمي الصفر إلى المجال  
ً
)فيوجد إذا ) 0f x     1فيI  

   2J  ينتمي الصفر إلى المجال
ً
)حل وحيد للمعادلة   فيوجد إذا ) 0f x     2فيI  

)بالتالي لا يوجد للمعادلة    3J  لا ينتمي الصفر إلى المجال ) 0f x     3أية حلول فيI  

)  ةمما سبق نستنتج أنّ للمعادل ) 0f x   
ّ

 . R في فقط نحلا
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  fليكنالتابع العكس ي  
ً
 تابعا

ً
 تماما

ً
ردا

ّ
 ومط

ً
), وليكن  Iعلى مجال ما مستمرّا )J f I ّنقول إن ,f  

 
  Jإلى Iمن لقابُ ت

 يكن العدد الحقيقي 1 إذا تحقّق الشرطان :
ً
), ينتمي  Iمن xأيّا )f x  إلىJ . 

                           2 يكن العدد الحقيقي 
ً
)يحقق  Iمن x,  واحد فقط, يوجد عدد  Jمن yأيّا )f x y . 

  Jنعرّف علىيمكن أن عندئذٍ  Jإلى Iتقابل من fإذا كانتوضيح : 
ً
)بحيث g تابعا )g y x  

) للتابع ل العكس ي () أو التقاب التابع العكس ي وندعوه )f x y  المعرّف علىI 1نرمزه  , وf   

 كان   : وبالتالي
ً
) : كان Iمن xأيّا ( ))g f x x          ,كان 

ً
)كان  Jمن yوأيّا ( ))f g y y 

 : 
ً
انهندسيّا

ّ
انالبيانيّ  الخط

fC  و
gC للتابعينf و g ستقيممتناظران بالنسبة إلى الم  الذي معادلتهy x . 

) التابع مثال : )f x x رد
ّ
 على المجال ) متزايد ( مستمر ومط

ً
 تماما 0,I    ّونعلم أن   ( ) 0,J f I   

(0)لأنّ   0f     وlim ( )
x

f x


    , ّإنf  تقابل منI إلى J : ه يحقق الشرطين
ّ
 لأن

 يكن
ً
من xأيّا 0,  كان ,( )f x x  من 0,  , كانو 

ً
من yأيّا 0,   

)كان للمعادلة  )f x y    أيx y     
ً
 وحيدا

ً
2xحلا y    في 0, 

1fهو التابع  fكس ي للتابعو التابع الع g   المعرّف على 0,  2وفق( )g x x 

)  : ونلاحظ هنا أنّ  ( )) ( )g f x g x x     2و( ( )) ( )f g x f x x  

 

 9 لجزء الصحيحتابع ا  

 يكن  تعريف 
ً
1nيحقق   nيوجد عدد صحيح وحيد xالعدد الحقيقي أيّا x n   يسمّى العدد ,n  الجزء الصحيح 

)ونرمزه  xللعدد            )E x           :  أي يتحقق( ) ( ) 1E x x E x         1أو ( )x E x x   

 
ً
2.3x  في حالة  : مثلا    ّ2   نعلم أن 2.3 3   1.3 ) أو ( ) 2.3E x    ) ّ(2.3)   نستنتج أن 2E  

)  :  وبنفس الطريقة نجد 2.3) 3E       
ً
(2)   وأيضا 2E    و   ( ) 3E   وهكذا .... 

)مكتوب بدلالة  Iعلى مجال  fلتسهيل دراسة تابع ملاحظة : )E x  

)بعبارة لا تحوي  fنكتب )E x  عن طريق تفريق المجالI  1إلى أكثر من مجال طول كلّ منها . 

fC 

gC  
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المجال المعرف على  fاكتب التابع :  مثال 0,2 وفق  : ( ) 3 ( )f x x E x   بعبارة مستقلة عن( )E x 

مستمر على  fهل 0,2   . البياني الارسم ؟ برّر إجابتك 
ّ
 . fللتابعخط

 يكن    الحل : 
ً
  من x أيّا 0,1    كان( ) 0E x       يكن,      و 

ً
  من x أيّا 1, )كان    2 ) 1E x  

2x  وفي حالة     ّفإن  ( ) 2E x     : وبالتالي                          

 

 

3             :  0,1

( ) 3 1       :  1,2

4              :  2

x x

f x x x

x

 


  




 

    لدينا
(1) (1)

lim ( ) lim (3 ) 3
x x

f x x
  

      (1)     بينما 3 1 1 2f     

إذن : 
(1)

lim ( ) (1)
x

f x f


 ,   ّالتابع نستنتج أنf بالتالي هو غير مستمر على المجال,  1 غير مستمر عند  0,2  

ه البياني                           
ّ
 لرسم خط

3y المستقيم الذي معادلته  نرسم x على المجال 0,1 

3 و المستقيم الذي معادلته  1y x  على المجال 1,2 

 إلى النقطة 
ً
  , كما هو موضّح (2,4)إضافة

ً
 . جانبا

 

 ادرس نهاية التابع:  مثال
( )

( )
1

E x
f x

x



 وعند  عند  

1  نعلم أنّ  الحل : ( )x E x x        , 0وفي حالةx     : تتحقق المتراجحة
1 ( )

1 1 1

x E x x

x x x


 

  
 

ا كان    
ّ
limولم 1

1x

x

x



و        

1
lim 1

1x

x

x





   

)تنتجنا حسب الإحاطة أنّ :   اس ) 1lim
x

f x


 

 أنّ 
ً
)وبنفس الأسلوب نجد أيضا ) 1lim

x
f x


 

 الخط البياني لهذا التابع وهو غير مطلوب .
ً
 نجد جانبا
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 عبد اللطيف الحسن  الأنشطة - التوابع : النهايات والاستمرار  الثانيةالوحدة :  الأول الجزء 

 

   البحث عن مقاربات مائلة 1 نشاط

 أمثلة 1

1 f  هو التابع المعرّف على المجال 0,   وفق
1 1

( )
2

f x x
x

   

 1 ستقيملماذا يمكن تأكيد أنّ الم     الذي معادلته
1

2
y x  مقارب للخط

fC في جوار  ؟ 

2 بين الوضع النسبي للخط
fC  ومقاربه . 

  : لأنّ  1   الحل :
1 1

lim ( ( ) ( )) lim 0
2x x

f x x
x 

    

   2 أيّا يكنx من   0,  كان  
1 1

( ) ( ) 0
2

f x x
x

     ّالخط , نستنتج أن
fC  فوق مقاربه 

ً
 . يقع دوما

2 f  هو التابع المعرّف على المجال 0,   وفق
22 1

( )
3

x
f x

x





 

 كبيرة , تكون قيم xبإعطاء
ً
) قيما )f x  قريبة من

22
2

x
x

x
 . فيمكن إذن أن يكون مستقيم معادلته من النمط 

2y x b  للخط البياني 
ً
مقاربا

fC سنسعى إذن إلى كتابة .  ( )f x  : بالصيغة  ( ) 2
3

c
f x x b

x
  


  

 1 عيّن عددين  b  وc  يحققان  ( ) 2
3

c
f x x b

x
  


 كان   

ً
0x, أيّا  . 

2  ّاستنتج أن
fC  

ً
 مائلا

ً
إلى , وبيّن وضعه بالنسبة يقبل مقاربا

fC . 

   لدينا  1  الحل :
2 22 6 3 2 (6 ) (3 )

2
3 3 3

c x x bx b c x b x b c
x b

x x x

       
   

  
 

   عبارةالوبالمطابقة مع 
22 1

( )
3

x
f x

x





    نجد :    

6 0

3 1

b

b c

 


 
6b  : ومنه         19  وc  

    نستنتج أنّ :
19

( ) 2 6
3

f x x
x

  


 

 لنحصل على معادلتين بمجهولين .   xكان يمكن استخدام القسمة الإقليدية أو إعطاء قيمتين اختياريتين للمتحول  ملاحظة :
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2    نضع
19

( ) ( ) (2 6)
3

g x f x x
x

   


limأنّ :  فنلاحظ    ( ) 0
x

g x


 

نستنتج أنّ 
fC   

ً
 مائلا

ً
2معادلته :   عند  يقبل مقاربا 6y x  

 كان من جهة ثانية : 
ً
0xأيّا   ّفإن  ( ) 0g x   ّالخط , نستنتج أن

fC  فوق مقاربه 
ً
 . يقع دوما

 الحالة العامّة 2

 
ً
lim  يحقق fنتأمّل تابعا ( )

x
f x


  . 

 1   مستقيم معادلتهy ax b   0في معلم مُعطى حيثa   ّنفترض أن . lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   

أثبت أنّ 
( )

lim
x

f x
a

x
 و  lim ( )

x
b f x ax


   , اكتب مساعدة : ( ) ( ) ( )f x ax b f x ax b     

2 , ه إذا كان وبالعكس
ّ
أثبت أن

( )
lim

x

f x
a

x
 ( ,a  و , ) حقيقي غير معدوم lim ( )

x
b f x ax


  (b ) حقيقي 

yكان المستقيم الذي معادلته  ax b  للخطم 
ً
قاربا

fC . 

0xنكتب في حالة  1  الحل :      :
 ( ) ( )( ) ( ) ( )ax b f x ax bf x b f x ax b

a
x x x x

     
       

limإنّ    0
x

b

x
     ا كان

ّ
,  و لم lim ( ) ( ) 0

x
f x ax b


        ّفإن

( ) ( )
lim 0

x

f x ax b

x

 
 

   : نستنتج ممّا سبق أنّ 
( )

lim
x

f x
a

x
 

    :  
ً
ولدينا أيضا   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x ax ax b f x ax b ax b f x ax b           

ا كان   
ّ
و لم lim ( ) ( ) 0

x
f x ax b


         : ّاستنتجنا أن lim ( )

x
b f x ax


  

2       لدينا( ) ( ) ( ( ) )f x ax b f x ax b           ا كان
ّ
ولم lim ( )

x
b f x ax


  

كان   lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


    

yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته  ax b  للخط مقارب
fC . 

 . لما هو في جواربطريقة مماثلة  يُبحث عن المقارب المائل في جوار ملاحظة :
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 تطبيق 3

التابع المعرّف على المجال   fليكن 0,   2وفق( ) 1f x x   ّأثبت أنfC في جوار 
ً
 مائلا

ً
 . يقبل مقاربا

 معادلته  fCنفترض أنّ   1   الحل :
ً
 مائلا

ً
yيقبل مقاربا ax b   في جوار: عندئذ , 

( )
lim

x

f x
a

x
          و lim ( )

x
b f x ax


      , 

0xفي حالة    : لدينا    
2 2

2 2

( ) 1 1 1
1

f x x x

x x x x

 
       وبالتالي    : 

2

1
lim 1 1

x
a

x
   

2 2
2

2 2

( 1 )( 1 ) 1
( ) 1

1 1

x x x x
f x ax x x

x x x x

   
     

   
 

وبالتالي :  
2

1
lim 0

1x
b

x x
 

 
  fCنستنتج أنّ ,  

ً
 مائلا

ً
yمعادلته :   في جوار يقبل مقاربا x 

   نهايات جديرة بالاهتمام 2 نشاط

  :  الهدف من هذا النشاط هو حساب النهايتين
0

sin
lim
x

x

x
     و    

20

cos 1
lim
x

x

x


 

 عموميّات 1

المعرّف على  fليكن التابع  \ 0R   بالصيغة
sin

( )
h

f h
h

 في الجدول الآتي نجد بعض الأعداد القريبة من . 

 ة لها .المقابل fوقيم التابع 0العدد 

0 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2 ... 0

( ) 0.84147 0.95885 0.98962 0.99740 0.99935 0.99948 0.99996 ... 1

h

f h

            


 

)تقترب قيمة  0  من العدد h نلاحظ من الجدول أنه عندما تقترب قيمة )f h  وذلك مع كون التابع 1من العددf   

0h غير معرّف عند   ويوضّح ذلك الشكل الآتي .. 

   fإذن من الطبيعي القول إنّ التابع 

 عند الصفر , أي : 1يسعى إلى العدد 

          
0

( ) 1lim
x

f h


 
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,0من المجال  hالة ح 2
2

 
 
 

 

  Cتلك النقطة من Mولتكن.  Oة التي مركزها الدائرة المثلثاتيّ  Cلتكن

)التعيين الأساس ي بالراديان للزاوية الموجهة  hبحيث يكون  , )OA OM  . 

h قياس الزاوية الهندسية 
ً
 يان .بالراد AOMهو أيضا

 وفق هذه الشروط ومع الأخذ بدلالات الشكل المرافق  

1OA  نعلم أنّ     و  cosOM h   و  sinMM h   و طول القوسAM  يساوي h 

)                          OATمساحة المثلث OAMمساحة القطاع الدائري  OAMمساحة المثلث ) 

1  لماذا مساحة القطاع الدائريOAM  تساوي
2

h
تساوي  OAMلماذا مساحة المثلث 2            ؟        

1
sin

2
h ؟ 

  3 لماذا مساحة المثلثOAT  تساوي
1 sin

2 cos

h

h
       4           ؟ استنتج من ( )  ّأن  

sin
sin

cos

h
h h

h
  . 

5   ّاستنتج أن
sin

cos 1
h

h
h

    يكن 
ً
,0 من المجال hأيّا

2

 
 
 

 . 

اع دائري بالعلاقة  ملاحظة :
ّ
عطى مساحة قط

ُ
ت

21

2
R  حيثR نصف قطر الدائرة و  قياس زاوية القطاع الدائري بالراديان. 

تساوي  OAMمساحة القطاع الدائري   1الحل : 
2

h
1Rلأن       و زاوية القطاعOAM   تساويh  

         2 مساحة المثلثOAM  تساوي  
1 1

sin
2 2
OA MM h  

         3 مساحة المثلثOAT   تساوي
1 1 1 sin

( tan )
2 2 2 cos

h
OA AT OA OA h

h
        

        4 بالتعويض في ( )   :  نجد 
1

sin
2

h 
2

h
 

1 sin

2 cos

h

h
          ومنه

sin
sin

cos

h
h h

h
                     

        5 لدينا   
sin

sin
cos

h
h h

h
    ومنه   

1 1 cos

sin sin

h

h h h
    

sin وبالضرب بالمقدار             0h   نجد    
sin

cos 1
h

h
h

  
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0,من المجال  hحالة  3
2

 
 
 

 

hنضع  h      0,  فيكون
2

h


       إلى الدراسة السابقة 
ً
واستنادا

sin
cos 1

h
h

h


  


 

1 كان 
ً
ه أيّا

ّ
0hاستنتج أن   وh من المجال ,

2 2

  
 
 

  , كان
sin

cos 1
h

h
h

                  . 

    2 نهاية التابع المألوفcosx x استنتج أنّ    عند الصفر تساوي الواحد .
0

sin
lim 1
h

h

h
                 . 

نّ كنّا قد أثبتنا أ   1الحل : 
sin

cos 1
h

h
h

   في حالةh 0 من المجال,
2

 
 
 

 

0, من المجال hوفي حالة
2

 
 
 

   يكون    
sin( )

cos( ) 1
h

h
h


  


   ومنه   

sin
cos 1

h
h

h
  

من  hمحققة في حالة  فالمتراجحة , \ 0
2 2

  
 
 

 

2   ا كان
ّ
لم

0
limcos 1
h

h


  ّاستنتجنا حسب الإحاطة أن :  
0

sin
lim 1
h

h

h
 

قة بتابع جيب ال 4
ّ
 تمام النهاية الثانية المتعل

  يقودنا البحث عن نهاية
2

cos 1h

h


 عند الصفر , بحساب نهاية البسط والمقام  

0hالبسط والمقام تساوي الصفر عند  إلى حالة عدم تعيين , لأنّ نهاية كلّ من  

1  ّ2  بملاحظة أنcos 1 2sin
2

h
h     : ّأثبت أن

2

2

2
2

2sin sin
cos 1 12 2

2
4 ( )

2 2

h h
h

h hh

 
 

     
 
 

 

2  ّاستنتج أن 
20

cos 1 1
lim

2h

h

h


                  . 

     1الحل : 

2

2 2

2
2 2

1 2sin 1 2sin sin
cos 1 12 2 2

2
(2 ) 4 ( )

2 2 2

h h h
h

h h hh

 
   

      
  
 
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2  نضع 
2

h
u     نجد    

0 0

sin
sin2lim lim 1

2

h u

h
u

h u 

 
   

    
  

 

   

   : نستنتج أنّ  
20

cos 1 1
lim

2h

h

h


  

 تطبيق  5

 لنتأمّل التابع المعرّف على   , \ 0D     بالصيغة  
cos(3 ) cos

( )
sin

x x
f x

x x


 

هذا النشاط لتحسب ونتائج  4استعمل أسلوب الفقرة 
0

lim ( )
x

f x


 

لدينا هنا حالة عدم تعيين من النمط    الحل :
0

0
 ولإزالتها : 

cos(3نكتب     ) cos(2 ) cos(2 )cos sin(2 )sinx x x x x x x         : بالتالي 

 

2

cos cos(2 ) 1cos(2 )cos sin(2 )sin cos( ) sin(2 )
( )

sin sin

cos ( 2sin ) sin(2 ) sin sin(2 )
          = 2 2cos 2

sin 2 2

x xx x x x x x
f x

x x x x x

x x x x x
x

x x x x x

 
  

       
           

     

 

   نعلم أنّ 
0

sin
lim 1
x

x

x
   و   

0
limcos 1
x

x


   

2uوبوضع  x    يكون   
0 0

sin(2 ) sin
lim lim 1

2x u

x u

x u 
  

نستنتج أنّ :     
0

lim ( ) 2 1 1 2 1 4
x

f x


        

 :  يمكن الحل بطريقة ثانية باستخدام الدساتير ملاحظة

2cos 1 2sin
2

x
x      2  و 3

cos(3 ) 1 2sin
2

x
x      و  sin 2sin cos

2 2

x x
x  
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 عبد اللطيف الحسن  تمرينات ومسائل – التوابع : النهايات والاستمرار الثانيةالوحدة :  الأول الجزء 

 

 : (67) الصفحة (1) الرقم

 مجموعة تعريفه , وعند اللزوم ادرس النهاية من اليمين ومن اليسارعند اطراف  fادرس في كل حالة نهاية التابع

 1  
3

2
( )

1

x
f x

x



 

2التابع معرّف بشرط   الحل : 1 0x     وهذا محقق أيّا يكنx  منR  ج أنّ  ,  نستنت ,fD    

ولدينا   
3

2
lim ( ) lim lim

x x x

x
f x x

x  
            و   

3

2
lim ( ) lim lim

x x x

x
f x x

x  
    

 2  
2

4
( ) 2f x

x
  

2التابع معرّف بشرط   الحل : 0x   0  أيx   تنتج أنّ  ,  نس   ,0 0,fD     

ا كان
ّ
   لم

2

4
lim 0

x x
  و  

2

4
lim 0

x x
     ّاستنتجنا أن   lim ( ) 2

x
f x


      وكذلكlim ( ) 2

x
f x


 

      
ً
لدينا أيضا

20

4
lim
x x

          وبالتالي
0

lim ( )
x

f x


  

 3  2 1
( ) 3

3
f x x x

x
  


 

3التابع معرّف بشرط    الحل : 0x      3أيx     ّنستنتج أن  ,      , 3 3,fD       

ا كان   
ّ
لم

2 2lim ( 3 ) lim
x x

x x x
 

       و
1

lim 0
3x x



limاستنتجنا أنّ        ( )

x
f x


     

ا كان   
ّ
لم

2 2lim ( 3 ) lim
x x

x x x
 

       و
1

lim 0
3x x



limاستنتجنا أنّ        ( )

x
f x


     

ا كان
ّ
    لم

2

3
lim( 3 ) 0
x

x x


               و
( 3)

1
lim

3x x 
 


و               

( 3)

1
lim

3x x 
 


 

استنتجنا أنّ   
( 3)

lim ( )
x

f x
 

         و
( 3)

lim ( )
x

f x
 

  
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 4  
1 1

( )
1 2

f x x
x x

  
 

 

1xالتابع معرّف بشرط    الحل :      2وx       ّنستنتج أن  ,     , 2 2, 1 1,fD          

ا كان 
ّ
   لم

1
lim 0

1x x



     و    

1
lim 0

2x x



lim  استنتجنا أنّ       ( )

x
f x


     

ا كان    
ّ
لم

1
lim 0

1x x



و         

1
lim 0

2x x



limاستنتجنا أنّ         ( )

x
f x


     

ا كان 
ّ
 لم

2

1
lim ( ) 3

1x
x

x
  


   و    

( 2)

1
lim

2x x 
 


و       

( 2)

1
lim

2x x 
 


   

   استنتجنا أنّ 
( 2)

lim ( )
x

f x
 

         و   
( 2)

lim ( )
x

f x
 

  

ا كان  
ّ
لم

1

1
lim( ) 2

2x
x

x
  


و       

( 1)

1
lim

1x x 
 


و       

( 1)

1
lim

1x x 
 


   

استنتجنا أنّ    
( 1)

lim ( )
x

f x
 

            و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

  

 5  ( ) (2 3)(5 )f x x x   

0xالتابع معرّف بشرط    الحل :    ,إذن    0,fD         ّمن الواضح أن ,
0

lim ( ) 15
x

f x


      

ا كان    
ّ
limلم (5 )

x
x


           وlim (2 3)

x
x


          ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x


     

 6  
1

( ) cosf x x
x

  

0xالتابع معرّف بشرط    الحل :      ّنستنتج أن ,   ,0 0,fD        

ا كان      
ّ
لم

0
limcos 1
x

x


              و
(0)

1
lim

x x
              و

(0)

1
lim

x x
   

 استنتجنا أنّ  
(0)

lim ( )
x

f x


  و  
(0)

lim ( )
x

f x


  ,   من جهة أخرى لدينا
1

lim 0
x x

  و   
1

lim 0
x x

 

cosxهي من نهاية  ,  جدتوُ  إن  ,  وعند  عند fبالتالي نهاية التابع x لكن تابع التجيب دوري وغير ثابت ,  

 . وعند  ليس له نهاية عند  fإذن  , ولا يملكها عند فهو لا يملك نهاية عند 
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 7  ( ) 2 sinf x x x  

  الحل : ,fD       , يكن 
ً
1   فإنّ   xأيّا sin 1x    2   ومنه 1 ( ) 2 1x f x x    

)نأخذ   ) 2 1f x x    ا كان
ّ
lim,  لم (2 1)

x
x


      : ّاستنتجنا حسب المقارنة أنlim ( )

x
f x


  

)نأخذ   ) 2 1f x x    ا كان
ّ
lim,  لم (2 1)

x
x


      : ّاستنتجنا حسب المقارنة أنlim ( )

x
f x


  

   8  2 1
( ) 2f x x x

x
   

0xالتابع معرّف بشرط    : الحل      ّنستنتج أن ,   ,0 0,fD        

ا كان   
ّ
لم

2 2lim ( 2 ) lim
x x

x x x
 

            و
1

lim 0
x x

       ّاستنتجنا أنlim ( )
x

f x


     

ا كان    
ّ
لم

2 2lim ( 3 ) lim
x x

x x x
 

         و
1

lim 0
x x

        ّاستنتجنا أنlim ( )
x

f x


     

ا كان    
ّ
لم

2

0
lim( 2 ) 0
x

x x


               و
(0)

1
lim

x x
                و

(0)

1
lim

x x
  

استنتجنا أنّ     
(0)

lim ( )
x

f x


               و
(0)

lim ( )
x

f x


  

 9  ( ) 2 3f x x x   

0xالتابع معرّف بشرط    الحل :      إذن , 0,fD         ّمن الواضح أن ,
0

lim ( ) 3
x

f x


     

0xولإزالتها نكتب في حالة    لدينا حالة عدم تعيين من النمط  عند    : 

2 2
( ) (1 ) 3 (1 ) 3

x
f x x x

x x
      

ا كان    
ّ
لم

2
lim ( ) 0

x x
        ّفإن

2
lim (1 ) 1

x x
        ّنستنتج أن    ,lim ( )

x
f x


  

 10  
2( ) 1f x x x   

2التابع معرّف بشرط    الحل : 1 0x     وهذا محقق أيّا يكنx  منR    ,    إذن ,fD      
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ا كان     
ّ
لم

2lim ( 1)
x

x


          ّ2فإنlim 1
x

x


         ّنستنتج أن    ,lim ( )
x

f x


     

0xزالتها نكتب في حالة  ولإ   لدينا حالة عدم تعيين من النمط  عند    : 

2 2
2

2 2

( 1 )( 1 ) 1
( ) 1

1 1

x x x x
f x x x

x x x x

   
    

   
 

ا كانت    
ّ
2limلم ( 1 )

x
x x


          ّاستنتجنا أن   ,lim ( ) 0

x
f x


    

 : (67) الصفحة (2) الرقم

  المعيّن بالعلاقة fبعأوجد نهاية التا
2 1

( )
1

x
f x

x





  وعند  وعند  1عند   

ه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى
ّ
 مقارباته الأفقيّة . ثمّ أوجد معادلات المستقيمات المقاربة لخط

1xالتابع معرّف بشرط    الحل :       إذن  ,   ,1 1,fD       

ا كان    
ّ
لم

1
lim(2 1) 3
x

x


      ّاستنتجنا أن     
(1)

lim ( )
x

f x


             و
(1)

lim ( )
x

f x


     

1xستقيم الذي معادلته نستنتج أنّ الم  مقارب شاقولي للخط البياني للتابعf 

2
lim ( ) lim 2

x x

x
f x

x 
  

2yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته  مقارب أفقي للخط البياني للتابعf عند  

  
2

lim ( ) lim 2
x x

x
f x

x 
    

2yالمستقيم الذي معادلته  نستنتج  مقارب أفقي للخط البياني للتابعf عند    

    نضع
2 1 3

( ) ( ) 2 2
1 1

x
g x f x

x x


    

 
 

على المجال  1,   يكون( ) 0g x   , بالتالي يقع الخط البياني للتابعf  . فوق مقاربه الأفقي 

على المجال و  ,1   يكون( ) 0g x   بالتالي يقع الخط البياني للتابع ,f  . تحت مقاربه الأفقي 
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 : (67) الصفحة (3) الرقم

المعيّن بالعلاقة   fأوجد نهاية التابع
2

( )
1

x
f x

x





   1  ندوع وعند   عند  

ه البياني وبيّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقيّة .
ّ
 ثمّ أوجد معادلات المستقيمات المقاربة لخط

1xالتابع معرّف بشرط    الحل :        إذن  ,   , 1 1,fD         

ا كان   
ّ
لم

1
lim( 2 ) 2
x

x


          ّاستنتجنا أن
( 1)

lim ( )
x

f x
 

             و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

     

1xالمستقيم الذي معادلته ف   مقارب شاقولي للخط البياني للتابعf 

2
lim ( ) lim 2

x x

x
f x

x 


    ,2معادلته  المستقيم الذيفy   مقارب أفقي للخط البياني للتابعf عند  

  
2

lim ( ) lim 2
x x

x
f x

x 


   , 2و المستقيم الذي معادلتهy   مقارب أفقي للخط البياني للتابعf عند   

نضع    
2 2

( ) ( ) ( 2) 2
1 1

x
g x f x

x x


     

 
 

على المجال  1,    يكون( ) 0g x   بالتالي يقع الخط البياني للتابع ,f  . فوق مقاربه الأفقي 

و على المجال  , 1    يكون( ) 0g x   بالتالي يقع الخط البياني للتابع ,f  . تحت مقاربه الأفقي 

 : (67) الصفحة (4) الرقم

f  هو التابع المعرّف على المجال 1,  وفق
2 sin

( )
1

x x
f x

x





   

  أثبت أنّ 
2 1 2 1

( )
1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 يكن    

ً
1xأيّا   .   ثمّ استنتج نهايةf   عند . 

 يكن  الحل :
ً
1   فإنّ   xأيّا sin 1x     2   ومنه 1 2 sin 2 1x x x x     

1x  في حالة     1بالقسمة على المقدار 0x        : نجد
2 1 2 1

( )
1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

ا كان    
ّ
ولم

2 1
lim 2

1x

x

x





و      

2 1
lim 2

1x

x

x





limاستنتجنا حسب الإحاطة أنّ   ,     ( ) 2

x
f x


 
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 : (67) الصفحة (5) الرقم

3وفق   Rهو التابع المعرّف  fليكن 2( ) 2 3 1f x x x    وليكنC . ه البياني المبين في الشكل المرافق
ّ
 خط

1 ادرس نهايةf   عند  وعند .            2 احسب( )f x   بتغيرات 
ً
م جدولا

ّ
 . fوادرس إشارته , ثمّ نظ

3 أثبت أنّ المعادلة( ) 0f x    فقط , إذا رمزناه 
ً
 واحدا

ً
المجال ينتمي إلى  , أثبت أنّ  تقبل جذرا 1.6,1.7. 

1  3lim الحل : ( ) lim (2 )
x x

f x x
 

        و
3lim ( ) lim (2 )

x x
f x x

 
   

2 2( ) 6 6 6 ( 1)f x x x x x      ينعدم ,( )f x  0عندx   (0) ويكون 1f   

 وينعدم 
ً
1xعند أيضا    (1)ويكون 2f    جدول تغيرات, وf : 

                       

     0      1     

( )         0             0      

( ) 1 2    

x

f x

f x

 

   

   

 

3 ى المجال من جدول التغيّرات نجد : عل ,1  يكون( ) 0f x   بالتالي لا يوجد حلول للمعادلة ,( ) 0f x   

في المجال  ,1  أمّا على المجال , 1,  و 
ً
فإنّ التابع مستمر ومتزايد تماما    1, 2,f     

ا كان الصفر ينتمي إلى المجال 
ّ
ولم 2,   استنتجنا وجود حل وحيد للمعادلة( ) 0f x   ينتمي للمجال 1, 

)أنّ المعادلة  نستنتج مما سبق ) 0f x    فقط 
ً
 واحدا

ً
 .  Rفي  تقبل جذرا

ولدينا :    
3 2

3 2

(1.6) 2(1.6) 3(1.6) 1 0.512 1 0

(1.7) 2(1.7) 3(1.7) 1 1.156 1 0

f

f

      


     

ينتمي إلى المجال  نستنتج أنّ     1.6,1.7 

 : (68) الصفحة (6) الرقم

Rعلى المعرّف  fالتابعنتأمّل   بالعلاقة  
sin(3 )

( )
x

f x
x

  ادرس نهاية ,f . عند الصفر 

نكتب    الحل :
sin(3 )

( ) 3
3

x
f x

x

 
  

 
3uونضع      x   : فيكون 

0 0

sin(3 ) sin
lim lim 1

3x u

x u

x u 
           :  ّنستنتج أن        ,

0
lim ( ) 3
x

f x


 
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2xالتابع    : (68) الصفحة (7) الرقم ax bx c   

)2  وفق Rالمعرّف على التابع fليكن ) 2 1f x x x     ,وليكنC خطه البياني . 

 في جوار  Cالمطلوب هو إثبات أنّ الخط
ً
 مائلا

ً
 . , وكذلك الأمر في جوار يقبل مقاربا

 . لكننا هنا سنتبع 1ة ذاتها التي اتبعناها في حل التطبيق الذي ورد في النشاط حل هذا التمرين بالطريق بإمكاننا ملاحظة :

 
ً
راد الفكرة يخدمأسلوبا

ُ
 عن طريق التركيز على الحد في معادلة المقارب xأمثالهذا الأسلوب يعتمد على تخمين  , ايصالها الم

 . في جوار وكذلك بقية الحدود في جوار  المسيطر في كثير الحدود تحت الجذر وإهمال

22الحد المسيطر في كثير الحدود : فهم السؤال 1x x   22هوx , ه عند القيم الكبيرة
ّ
 فيمكن أن نخمّن أن

)يكون  xللمتحول  )f x  22من مرتبة 2x x . 

1  ّأثبت أن 2 2
lim 2 1 2

4x
x x x


                2  2استنتج قيمة

lim ( ) ( 2 )
4x

f x x


 
  

 

 

3 ي جوار أعد الدراسة ف . 

ا كان 1 الحل :
ّ
2lim     لم 2 1

x
x x


          و      lim 2

x
x


  

0xولإزالتها نكتب في حالة ,   فنحن أمام حالة عدم تعيين من النمط   : 

  2 2

2

2

2

22

2 1 2 2 1 2
2 1 2

2 1 2

1 1
(1 ) 1

1
                                 

1 11 12 1 2
2 22 2

x x x x x x
x x x

x x x

x
x x x

x x x
x

x xx x

     
   

  

 


  
   

     
 

 

ا كان  
ّ
ولم

1
lim 0

x x
    و

2

1
lim 0

x x
    ّاستنتجنا أن  , 2 1 2

lim 2 1 2
42 2x

x x x


     

2 22       لدينا 2
( ) ( 2 ) 2 1 2

4 4
f x x x x x       

     ولكن 2 2
lim 2 1 2

4x
x x x


            , : ّ2    نستنتج أن

lim ( ) ( 2 ) 0
4x

f x x


 
   

 

      

 في جوار   fللتابع Cوبذلك نكون قد أثبتنا أنّ الخط
ً
 مائلا

ً
معادلته :    يقبل مقاربا

2
2

4
y x  
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3   في جوار  يكون( )f x   22من مرتبة 2x x   , ولنبحث عن قيمة 2lim 2 1 2
x

x x x


                 

ا كان     
ّ
2limلم 2 1

x
x x


                وlim 2

x
x


  

0x, ولإزالتها نكتب في حالة   ن أمام حالة عدم تعيين من النمط فنح   : 

  2 2

2

2

2

2 2

2 1 2 2 1 2
2 1 2

2 1 2

1 1
(1 ) 1

1
                                 

1 1 1 12 1 2
2 2 2 2

x x x x x x
x x x

x x x

x
x x x

x x x
x

x x x x

     
   

  

 


  
     

          
   

 

ا كان  
ّ
ولم

1
lim 0

x x
    و

2

1
lim 0

x x
    ّاستنتجنا أن  , 2 1 2

lim 2 1 2
42 2x

x x x


     


 

22لدينا       ن جهة أخرى م 2
( ) ( 2 ) 2 1 2

4 4
f x x x x x        

ولكن      2 2
lim 2 1 2

4x
x x x


             : ّ2,     نستنتج أن

lim ( ) ( 2 ) 0
4x

f x x


 
    

 

      

 مائ fللتابع Cأنّ الخط بالمثل وبذلك نكون قد أثبتنا
ً
 في جوار  يقبل مقاربا

ً
  معادلته : لا

2
2

4
y x   

 :  كثير الحدود ذي الدرجة الفرديّة   (69) الصفحة (8) الرقم

1بالصيغة   nمن الدرجة  Pيُعطى كثير حدود

1 0( ) ......n n

n nP x a x a x a

     0 , حيثna   

ه إذا كان  الهدف
ّ
 , فإنّ  nإثبات أن

ً
 فرديا

ً
 على الأقل . Pعددا

ً
 حقيقيا

ً
)أي للمعادلة يقبل جذرا ) 0P x على الأق 

ً
 ل .حلا

0naفي حالة :   Rمعرّف ومستمر على  Pإنّ    :lim ( )
x

P x


   وlim ( )
x

P x


   

0naوفي حالة                                             :lim ( )
x

P x


   وlim ( )
x

P x


  

إذن في كلا الحالتين     ,P R     والصفر بالطبع ينتمي للمجال  ,  , 

)  للمعادلة نستنتج أنّ  ) 0P x   على الأقل في 
ً
 . R حلا
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 : (69) الصفحة (9) الرقم

 وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار  a  عند fنهاية التابع ادرس في كل حالة

 1  
2

4
( )

6 5

x
f x

x x




 
             ,1,5,a        

2  التابع معرّف بشرط  الحل : 6 5 0x x      أي   ( 1)( 5) 0x x   

 نستنتج أنّ         ,1 1,5 5,fD      

2

         1        5        +

6 5  +      0    0    

x

x x

 

   
 

(1)
lim ( )

x
f x


        و

(1)
lim ( )

x
f x


         و

(5)
lim ( )

x
f x


         و

(5)
lim ( )

x
f x


  

   
2

1
lim ( ) lim lim 0

x x x

x
f x

x x  
              و

2

1
lim ( ) lim lim 0

x x x

x
f x

x x  
   

 2  
2

2

4 12
( )

4

x x
f x

x

 



             , 2,2,a         

2التابع معرّف بشرط    الحل : 4 0x       

نستنتج أنّ         , 2 2,2 2,fD          ٍوعندئذ   ( 6)( 2) 6
( )

( 2)( 2) 2

x x x
f x

x x x

  
 

  
 

2
lim ( ) 2
x

f x


   و   
(2)

lim ( )
x

f x


    و  
(2)

lim ( )
x

f x


    و  lim ( ) 1
x

f x


  و   lim ( ) 1
x

f x


 

 3  
3 2

2

2 1
( )

2

x x
f x

x x

 


 
             , 2,1,a         

2التابع معرّف بشرط    الحل : 2 ( 2)( 1) 0x x x x          

نستنتج أنّ         , 2 2,1 1,fD            ٍيمكن أن نكتب وعندئذ   

3 2 3 2 2 2 2

2

2 1 2 2 1 2 ( 1) ( 1)( 1) 2 1
( )

2 ( 2)( 1) ( 2)( 1) 2

x x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x

          
   

      
 

1

4
lim ( )

3x
f x


    و

( 2)
lim ( )

x
f x

 
     و

(2)
lim ( )

x
f x


      وlim ( )

x
f x


      وlim ( )

x
f x


  
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 4  
2

1 2
( )

3 9
f x

x x
 

 
             , 3,3,a         

3التابع معرّف بشرط   الحل : 0x         2و 9 ( 3)( 3) 0x x x     

نستنتج أنّ          , 3 3,3 3,fD               ونكتب
2

1
( )

9

x
f x

x





 

2

         3        3        +

9    +      0     0    

x

x

  

  
 

( 3)
lim ( )

x
f x

 
        و

( 3)
lim ( )

x
f x

 
         و

(3)
lim ( )

x
f x


         و

(3)
lim ( )

x
f x


  

   
2

1
lim ( ) lim lim 0

x x x

x
f x

x x  
              و

2

1
lim ( ) lim lim 0

x x x

x
f x

x x  
   

 5   
4

3

1
( )

1

x
f x

x





             ,1,a        

3التابع معرّف بشرط   الحل : 1 0x     1  أيx       ّنستنتج أن   ,1 1,fD         

    : ونكتب
4 2 2 2 2

3 2 2 2

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)
( )

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1) 1

x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x

       
   

        
 

1

4
lim ( )

3x
f x


     و     

3

2
lim ( ) lim lim

x x x

x
f x x

x  
        

   
3

2
lim ( ) lim lim

x x x

x
f x x

x  
        

 6   2( ) 2 sinf x x x              ,a        

  الحل : ,fD      يكن 
ً
20 فإنّ   xوأيّا sin 1x       2ومنه ( ) 2 1x f x x    

2إذن          ( )x f x     ا كان
ّ
lim,   و لم 2

x
x


    

limاستنتجنا حسب المقارنة أنّ  :   ( )
x

f x


  

  
ً
)و أيضا ) 2 1f x x     ا كان

ّ
lim,   و لم (2 1)

x
x


   

lim:   استنتجنا حسب المقارنة أنّ   ( )
x

f x


  
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 7   3( ) (2 cos )f x x x              ,a        

  الحل : ,fD      يكن 
ً
1فإنّ    xوأيّا cos 1x    1  ومنه 2 cos 3x      2نأخذ cos 1x  

0xفي حالة             ّ3  فإن 0x     ,   3إذن 3(2 cos )x x x        ا كان
ّ
3limو لم

x
x


    

lim  استنتجنا حسب المقارنة أنّ  :   ( )
x

f x


   , 0و في حالةx       ّ3فإن 0x    

3إذن   3(2 cos )x x x    ,   ا كان
ّ
و لم

3lim
x

x


   :  ّاستنتجنا حسب المقارنة أن  lim ( )
x

f x


  

 8   
1

( )
1

x
f x

x





             ,1,a        

1التابع معرّف بشرط   الحل : 0x     1  وx       ّنستنتج أن 1,fD       

1ونكتب :     1
( )

1 1

x
f x

x x


 

 
نجد :      

1
lim ( )
x

f x


          و   lim ( ) 0
x

f x


     

 : (70) الصفحة (10) الرقم

وفق   Rعلى التابع المعرّف gليكن
1

( )
3 2sin

g x
x




   . 

 من النهايتين   gأثبت أنّ 
ً
محدود , ثمّ استنتج كلا

2

lim
3 2sinx

x

x

 
 

 
و      

sin
lim

3 2sinx

x x

x

 
 

 
 

 يكنأ الحل :
ً
1فإنّ    Rمن xيّا sin 1x        2ومنه 2sin 2x          1وبالتالي 3 2sin 5x   

 فإنّ  
ً
ا كانت جميع الأطراف موجبة تماما

ّ
ولم

1 1
1

5 3 2sin x
 


   أي أنّ     

1
( ) 1

5
g x    ّنستنتج أن ,g محدود . 

0xفي حالة         ّ2فإن 0x       :  وبالتالي
2 2

2

5 3 2sin

x x
x

x
 


   

ا كان  
ّ
ولم

2

lim
5x

x


    أنّ :     استنتجنا حسب المقارنة

2

lim
3 2sinx

x

x

 
  

 
  

 
ً
 من المتراجحة  و  أيضا

ً
1انطلاقا sin 1x      1نجد sin 1x x x x      

  بالمتراجحةبضربها و 
1 1

1
5 3 2sin x
 


1x في حالة        : نجد

1 sin
1

5 3 2sin

x x x
x

x

 
  


   

 
ّ
ا كان  ولم

1
lim

5x

x




        : ّاستنتجنا حسب المقارنة أن

sin
lim

3 2sinx

x x

x

 
  

 
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 : (70) الصفحة (11) الرقم

التابع المعيّن بالعلاقة    fليكن
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x




 
   . 

1 عيّنfD  مجموعة تعريفf   . 

  2 أوجد الأعدادa  وb  وc التي تحقق ( )
1 2

b c
f x a

x x
  

 
 تكن   

ً
 .  fDمن xأيّا

3 ادرس نهايةf  عند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلفfD . 

2معرّف بشرط 1 f الحل : 2 ( 2)( 1) 0x x x x       إذن      , 1 1,2 2,fD        

2     لدينا 
2

2

( ) ( 2 2 )

1 2 2

b c ax a b c x a b c
a

x x x x

       
  

   
 

وبالمطابقة مع عبارة   
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x




 
جملة المعادلات نحصل على   

3

6

2 2 0

a

a b c

a b c



   
   

 

3a بتعويض     في المعادلتين الثانية والثالثة نجد
9

2 6

b c

b c

 

  

1bبالحل المشترك نجد        8وc  

إذن :  
1 8

( ) 3
1 2

f x
x x

  
 

 

 ومن ثمّ التفريق المناسب للحدود نجد : باستخدام القسمة الإقليدية ( : هناك طرق أخرى ) طريقة ثانية 

9 6 2 8 8 1 8( 1) 1 8
( ) 3 3 3 3

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 ( 1)( 2) 1 2

x x x x
f x

x x x x x x x x x

    
         

        
 

3   ّإن
2

2

3
lim ( ) lim 3

x x

x
f x

x 
       وكذلك

2

2

3
lim ( ) lim 3

x x

x
f x

x 
  

ا كان
ّ
    لم

( 1)

1
lim

1x x 
 


    و   

( 1)

1
lim

1x x 
 


     و    

1

8 1
lim(3 )

2 3x x
 


    

    استنتجنا أنّ  
( 1)

lim ( )
x

f x
 

           و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

  

ا
ّ
كان     ولم

(2)

1
lim

2x x
 


و       

(2)

1
lim

1x x
 


و         

2

1 10
lim(3 )

1 3x x
 


    

استنتجنا أنّ      
(2)

lim ( )
x

f x


           و
(2)

lim ( )
x

f x


  
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 : (70) الصفحة (12) الرقم

التابع المعيّن بالعلاقة    fليكن
2

( )
( 1)

x
f x

x



   . 

1 ادرس نهايةf   1في جوار   . 

  2  
ً
)6ويحقق   1مركزه  Iأوجد مجالا ) 10f x  تكن 

ً
من  xأيا \ 1I  . 

ا كانت  1 الحل :
ّ
  لم

1
lim 1
x

x


    ّاستنتجنا أن  
1

lim ( )
x

f x


     

من  xفتكون ,  بالرمز  Iنرمز  لنصف قطر المجال 1 ,1    1ولا تساوي 

1x:   بالتالي         1وx     410,  نختار    

1xوفي حالة      1المتراجحةx       2تكافئ 2( 1)x   

نستنتج أنّ :    
4

8 4 6

2 2 8

1 1 10
( ) 10 10 10

( 1) 10

x
f x

x









 
     


 

410 بالتالي  4  وعندئذ يكون  , تحقق المطلوب 41 10 ,1 10I        أو    0.9999,1.0001I  

 : (70) الصفحة (13) الرقم

 .   a عند fنهاية التابع ادرس في كل حالة

 1  2( ) 2f x x x x               a        

  الحل :   , 2 0,fD          

limلدينا    
x

x


     
ّ
2limا كان     و لم ( 2 )

x
x x


          ّ2فإنlim 2

x
x x


   

0xفي حالة  ولإزالتها نكتب بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط    : 

2 2

2

( 2 )( 2 ) 2 2
( )

2 22
1 1 1 1

x x x x x x x
f x

x x x
x

x x

   
  

    
      

   

 

ا كان    
ّ
لم

2
lim 0

x x
       ّفإن

2
lim 1 1 2

x x

 
   

 

lim :  نستنتج أنّ   ,      ( ) 1
x

f x


 
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 2  2( ) 4 2f x x x x               a        

   الحل : 
1

, 0,
4

fD
 

     
 

     

limلدينا     2
x

x


         ا كان
ّ
و لم

2lim (4 )
x

x x


          ّ2فإنlim 4
x

x x


   

  ولإزالتها نكتب في حالة بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط 
1

4
x    : 

2 2

2

( 4 2 )( 4 2 ) 1
( )

1 14 2
4 2 4 2

x x x x x x x
f x

x x x
x

x x

   
  

    
        

   

 

ا كان    
ّ
لم

1
lim 0

x x
       ّفإن

1
lim 4 2 4

x x

 
   

 

   ,   نستنتج أنّ :    
1

lim ( )
4x

f x


  

 3    1 2
( )

3

x
f x

x

 



             3a       

   الحل :   1,3 3,fD         ينا    لدو 
3

lim 1 2 0
x

x


        و     
3

lim( 3) 0
x

x


     

  بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط
0

0
1xولإزالتها نكتب في حالة         3وx  : 

( 1 2)( 1 2) 3 1
( )

( 3)( 1 2) ( 3)( 1 2) 1 2

x x x
f x

x x x x x

    
  

       
 

    نستنتج أنّ : 
3

1
lim ( )

4x
f x


 

 4    
2

( )
1 1

x
f x

x


 
             0a       

   الحل :   1,0 0,fD         لدينا    و 
0

lim 1 1 0
x

x


             و
0

lim(2 ) 0
x

x


    

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
1xولإزالتها نكتب في حالة         0وx  : 

2 ( 1 1) 2 ( 1 1)
( ) 2( 1 1)

( 1 1)( 1 1)

x x x x
f x x

xx x

   
    

   
  نستنتج أنّ :  

0
lim ( ) 4
x

f x


 
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 5    ( )
1

x x
f x

x

 



             1,a        

   الحل :   0,1 1,fD           و لدينا 
1

lim 0
x

x x


             و
1

lim( 1) 0
x

x


     

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
0x  ولإزالتها نكتب في حالة       1   وx  : 

( 1)
( )

( 1)( 1) ( 1)

x x x
f x

x x x

  
 

  
نستنتج أنّ :    ,           

1

1
lim ( )

2x
f x


  

1xولإزالتها نكتب في حالة  لدينا في البسط حالة عدم تعيين من النمط  عند   : 

1 1
(1 ) (1 )

( )
1 1

(1 ) (1 )

x
x xf x

x
x x

  

  

 

limنستنتج أنّ :    ,     ( ) 1
x

f x


  

 6    
2

1
( )

1

x
f x

x





             1,a         

   الحل :   , 1 1,fD             و لدينا
1

lim( 1) 0
x

x


            2و

1
lim 1 0
x

x


     

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
1xولإزالتها نكتب في حالة          : 

2 2

2 2

( 1)( 1) 1 1
( )

( 1)( 1) 1 ( 1) 1

x x x x
f x

xx x x x

   
  

   
     

نستنتج أنّ :    
1

lim ( ) 0
x

f x


 

لدينا حالة عدم تعيين من النمط  عند 



1x   ولإزالتها نكتب في حالة   : 

2 2

1 1
(1 ) (1 )

( )
1 1

1 1

x
x xf x

x
x x

 
 

 

   

ا كان  
ّ
   ولم

1
lim 0

x x
  و  

2

1
lim 0

x x
   ,   : ّنستنتج أنlim ( ) 1

x
f x


 
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 : (70) الصفحة (14) الرقم

 .   aعند    fادرس في كل حالة نهاية التابع

 1   
sin

( )
x

f x
x

              0,a        

   الحل : 0,fD          و لدينا
0

limsin 0
x

x


           و
0

lim 0
x

x


    

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
0xولإزالتها نكتب في حالة         : 

sin
( )

x
f x x

x
       ا كان

ّ
ولم

0

sin
lim 1
x

x

x
      ّاستنتجنا أن

0
lim ( ) 0
x

f x


 

0x, في حالة   عند       ّ1فإن sin 1x        ومنه
1 sin 1x

x x x
   

ا كان
ّ
   لم

1
lim 0

x x
   و   

1
lim 0

x x
       ّاستنتجنا حسب الإحاطة أن  ,lim ( ) 0

x
f x


 

 2   
1 cos

( )
sin

x
f x

x


              0a       

   الحل : \fD R k   حيثk لدينا     ,   عدد صحيح
0

lim(1 cos ) 0
x

x


            و
0

limsin 0
x

x


    

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
xولإزالتها نكتب في حالة      k   : 

2 2(1 cos )(1 cos ) 1 cos sin sin
( )

sin (1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 cos ) 1 cos

x x x x x
f x

x x x x x x x

  
   

   
    

ا كان   
ّ
ولم

0
lim(1 cos ) 2
x

x


       ّاستنتجنا أن
0

lim ( ) 0
x

f x


 

 طريقة ثانية لإزالة عدم التعيين :

22sin sin
2 2( ) tan

2
2sin cos cos

2 2 2

x x
x

f x
x x x

    نستنتج أنّ , و
0

lim ( ) 0
x

f x


 

 3   
sin

( )
1 cos

x x
f x

x



              0a       

   الحل : \ 2fD R k   حيثk     عدد صحيح  ,  لدينا
0

lim( sin ) 0
x

x x


         و
0

lim(1 cos ) 0
x

x


     
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بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
2xولإزالتها نكتب في حالة      k   : 

2 2

sin (1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 cos )
( ) (1 cos )

(1 cos )(1 cos ) 1 cos sin sin

x x x x x x x x x x
f x x

x x x x x

  
     

  
    

ا كان   
ّ
ولم

0
lim 1

sinx

x

x
        و

0
lim(1 cos ) 2
x

x


       ّاستنتجنا أن
0

lim ( ) 2
x

f x


 

 طريقة ثانية لإزالة عدم التعيين :
2

2 sin cos cos
2 2 2 2( ) 2 cos

2
2sin sin sin

2 2 2

x x x x
x x

x
f x

x x x
     

ا كان   
ّ
ولم

0 0

2lim lim 1
sin

sin
2

x u

x
u

x u 
         و

0
limcos 1

2x

x


      ّاستنتجنا أن

0
lim ( ) 2
x

f x


 

 4   
2 3 2

( )
2 5 3

x
f x

x

 


 
              2a       

   الحل : 
2

,2 2,
3

fD
 

   
 

 لدينا     
2

lim(2 3 2) 0
x

x


        و 
2

lim( 2 5 3) 0
x

x


      

بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  
0

0
ولإزالتها نكتب في حالة     

2

3
x    : 

(2 3 2)(2 3 2)( 2 5 3) (6 3 )( 2 5 3) 3( 2 5 3)
( )

( 2 5 3)( 2 5 3)(2 3 2) (2 4)(2 3 2) 2(2 3 2)

x x x x x x
f x

x x x x x x

           
  

          
    

ا كان   
ّ
ولم

2
lim( 2 5 3) 6
x

x


          و
2

lim(2 3 2) 4
x

x


      ّاستنتجنا أن :   
2

9
lim ( )

4x
f x


  

 : (70) الصفحة (15) الرقم

لى المجالالتابع المعرّف ع gليكن 3,    وفق
3 1

( )
3

x
g x

x





   . 

1 احسبlim ( )
x

g x


واستنتج    lim ( )
x

g g x


   . 

  2  أعد حساب lim ( )
x

g g x


بعد كتابة    ( )g g x بدلالةx   . 
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لدينا   1 الحل :
3

lim ( ) lim 3
x x

x
g x

x 
    ,نضع  ( )g x t   ويكون: 

3 1 3 3 2 2
( ) 3 3

3 3 3

x x
t g x

x x x

  
     

  
من المجال x,  أيّا تكن    3, 

:     نهاية مركب تابعين يكون  مبرهنةإذن وحسب  
(3)

lim ( ) lim ( )
x t

g g x g t
 

   

2               لدينا 

3 1 83 1
3 1 3 3( )

83 13
3

33

x x
x x xg g x g x

xx

xx

 
                   

   

 أنّ :    
ً
نستنتج مجدّدا lim ( ) lim

x x
g g x x

 
   

 : (71) الصفحة (16) الرقم

)المعرّف بالعلاقة    fالخط البياني للتابع Cليكن )
c

f x ax b
x d

  


  . 

د  الأعداد الحقيقية    أنّ الخواص الآتية محققة : dو  cو  bو  aج 
ً
 علما

                    3المستقيم الشاقولي الذي معادلتهx    مقارب للخطC   . 

                    2المستقيم المائل الذي معادلته 5y x   قارب للخط مC  عند  وعند  . 

                    (1,2)تنتمي النقطةA   إلى الخطC . 

ا كانت  3عند  fنهايةالخاصّة الأولى تكافئ أن تكون   الحل :
ّ
 , ولم

ً
 حقيقيّا

ً
 موجودة و لا تساوي عددا

3
lim( )
x

ax b


 لأنّ  حقيقية  
ً
نهاية الكسر   , استنتجنا أنّ  عدد حقيقي bو  aمن  كلا

c

x d
  3عند  

, وهذا يتحقق فقط في حالة   أو  ن تكون يجب أ
3

lim( ) 0
x

x d


    : ّ3, نستنتج إذن أنd  

   الخاصّة الثانية تكافئ lim ( ) (2 5) 0
x

f x x


     أيlim (2 5) 0
3x

c
ax b x

x

 
     

 
 

limلكن  0
3x

c

x



,  إذن      lim (2 5) lim ( 2) ( 5) 0

x x
ax b x a x b

 
        

2aوهذا محقق عندما :          5وb   

  (1)  الخاصّة الثالثة تكافئ 2f     2    ومنه 1 5 2
1 3

c
   


10c     بالتالي        
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 : (71) الصفحة (17) الرقم

 . بيّن , في كل حالة , إن كان ثمّة  fDالذي ندرسه على مجموعة تعريفه    fهو الخط البياني للتابع Cفيما يأتي

 . Cمستقيمات مقاربة ) أفقية أو شاقولية أو مائلة ( للخط

       1    
1

( )
3

x
f x

x





           ,         ,3 3,fD     

lim    الحل : ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
       و     lim ( ) lim 1

x x

x
f x

x 
  

1yالمستقيم الذي معادلته  نستنتج أنّ     مقارب أفقي للخطC  عند  وكذلك عند . 

(3)
lim ( )

x
f x


    و

(3)
lim ( )

x
f x


   , 3نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلتهx  مقارب شاقولي للخطC . 

 2    
2

2
( ) 3

1
f x x

x
   


       ,          ,fD    

  الحل :  2

2
lim ( ) ( 3) lim 0

1x x
f x x

x 
    


و         2

2
lim ( ) ( 3) lim 0

1x x
f x x

x 
    


 

3yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته    x    للخط مائلمقاربC  عند  وكذلك عند . 

 3    
2

( ) 1
2

x
f x

x
           ,           ,0 0,fD     

 الحل :
(0)

lim ( )
x

f x


   و
(0)

lim ( )
x

f x


   ,0إذن محور التراتيب معادلتهx  رب شاقولي للخطمقاC 

  
2

lim ( ) (1 ) lim ( ) 0
2x x

x
f x

x 

 
     

 
و       

2
lim ( ) (1 ) lim ( ) 0

2x x

x
f x

x 

 
     

 
 

1نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته   
2

x
y   مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 

 4    
2

3
( ) 1

2

x
f x x

x
  


                , ,fD    

 الحل :  2

3
lim ( ) (1 ) lim ( ) 0

2x x

x
f x x

x 
   


و       2

3
lim ( ) (1 ) lim ( ) 0

2x x

x
f x x

x 
   


 

1yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته    x   مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 
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 5    
22 5 4

( )
x x

f x
x

 
                ,   ,0 0,fD     

  الحل :
(0)

lim ( )
x

f x


   و   
(0)

lim ( )
x

f x


  

0xإذن محور التراتيب معادلته  مقارب شاقولي للخطC 

من جهة ثانية نكتب :   
22 5 4 4

( ) 2 5
x x

f x x
x x

 
    

 
4

lim ( ) (2 5) lim ( ) 0
x x

f x x
x 

              و 
4

lim ( ) (2 5) lim ( ) 0
x x

f x x
x 

     

2نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته     5y x   مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 

 6    
2 2 sin

( )
x x

f x
x

 
                ,   ,0 0,fD     

  الحل :
(0)

lim ( )
x

f x


   و   
(0)

lim ( )
x

f x


   

0xإذن محور التراتيب معادلته    طمقارب شاقولي للخC 

من جهة ثانية نكتب :   
2 2 sin 2 sin

( )
x x x

f x x
x x

  
   

 تكن
ً
1فإنّ   xأيّا sin 1x      1ومنه 2 sin 3x   

0xفي حالة       : يكون
1 2 sin 3x

x x x


   

ا كانت   
ّ
لم

3
lim 0

x x
         و

1
lim 0

x x
      : ّاستنتجنا حسب الإحاطة أن

2 sin
lim 0

x

x

x


 

0xو في حالة             : يكون
3 2 sin 1x

x x x


  

ا كانت   
ّ
لم

3
lim 0

x x
         و

1
lim 0

x x
      : ّاستنتجنا حسب الإحاطة أن

2 sin
lim 0

x

x

x


 

وعليه يكون :     lim ( ) 0
x

f x x


           و lim ( ) 0
x

f x x


  

yتنتج أنّ المستقيم الذي معادلته نس x  مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 
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 7    
2

2

6 1
( )

1

x x
f x

x

 



                ,     , 1 1,1 1,fD        

    الحل :
2

2
lim ( ) lim 1

x x

x
f x

x 
            و

2

2
lim ( ) lim 1

x x

x
f x

x 
  

1yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته     مقارب أفقي للخطC  عند  وكذلك عند . 

( 1)
lim ( )

x
f x

 
   و

( 1)
lim ( )

x
f x

 
  1, نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلتهx   طمقارب شاقولي للخC . 

(1)
lim ( )

x
f x


  و 

(1)
lim ( )

x
f x


   1, نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلتهx  مقارب شاقولي للخطC . 

 8    
2 3 1

( )
1

x x
f x

x

 



                ,   ,1 1,fD     

(1)
lim ( )

x
f x


    و

(1)
lim ( )

x
f x


   1, نستنتج أنّ المستقيم الذي معادلتهx  مقارب شاقولي للخطC . 

  من جهة ثانية نكتب :
2 2 2 1 ( 1) 2( 1) 1 1

( ) 2
1 1 1

x x x x x x
f x x

x x x

       
    

  
 

 
1

lim ( ) ( 2) lim ( ) 0
1x x

f x x
x 

    


و        
1

lim ( ) ( 2) lim ( ) 0
1x x

f x x
x 

    


 

2yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته     x   مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 

 9    
3

2

1
( )

2

x
f x

x





                , ,fD    

نكتب :    
3 2

2 2 2

2 2 1 ( 2) 2 1 2 1
( )

2 2 2

x x x x x x x
f x x

x x x

      
   

  
 

  2

2 1
lim ( ) lim ( ) 0

2x x

x
f x x

x 


   


و         2

2 1
lim ( ) lim ( ) 0

2x x

x
f x x

x 


   


 

yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته     x  مقارب مائل للخطC  عند  وكذلك عند . 

 10    
3

2

3 2 1
( )

1

x x
f x

x

 



                , ,fD    

نكتب :    
3 2

2 2 2

3 3 1 3 ( 1) 1 1
( ) 3

1 1 1

x x x x x x x
f x x

x x x

      
   

  
 

  2

1
lim ( ) 3 lim ( ) 0

1x x

x
f x x

x 


   


و         2

1
lim ( ) 3 lim ( ) 0

1x x

x
f x x

x 


   


 

3yنستنتج أنّ المستقيم الذي معادلته     x  مقارب مائل للخطC  عند عند  وكذلك . 
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 في  ملاحظة : 8  و 9  و 10  استخدمنا طريقة مهاريّة في تفريق عبارة( )f x . كما هو واضح 

 معروفة . سهلة و  لكنّنا نشير هنا إلى إمكانيّة استخدام القسمة الإقليدية للوصول إلى هذا التفريق , وهي طريقة 

 : (71) الصفحة (18) الرقم

)2وفق  Rالمعرّف على fليكن التابع ) 2 4f x x x    

  1  a احسبlim ( )
x

f x


ثمّ    lim ( ) ( 1)
x

f x x


  . 

        b استنتج وجود مقارب مائل للخطC للتابعf  في جوارثمّ ادرس الوضع النسبي للمقارب . والخطC . 

  2  a  احسبlim ( )
x

f x


  . 

        b أثبت وجود عدد حقيقيa  يحقق
( )

lim
x

f x
a

x
 وأنّ نهاية( )x f x ax  عندحقيقي عددb . 

        c استنتج وجود مقارب مائل للخط البيانيC للتابعf   في جوار. 

ا كان   a  1 الحل :
ّ
لم

2lim ( 2 4)
x

x x


     ّاستنتجنا أنlim ( )
x

f x


  

)نضع  ) ( ) ( 1)g x f x x    : ونكتب 

  2 2

2

2 2

2 4 ( 1) 2 4 ( 1) 3
( ) 2 4 ( 1)

2 4 ( 1) 2 4 ( 1)

x x x x x x
g x x x x

x x x x x x

       
      

       
 

ا كان   
ّ
لم 2lim 2 4 ( 1)

x
x x x


           ّاستنتجنا أنlim ( ) 0

x
g x


 

 b المستقيم أنّ  نستنتج ممّا سبق   1الذي معادلتهy x  مقارب مائل للخطC للتابعf   في جوار . 

2   من جهة ثانية فإنّ  2( ) 2 4 ( 1) ( 1) 3 ( 1) 0g x x x x x x            

)2لأنّ  1) 3 ( 1)x x    كانت 
ً
 فوق مقاربه  C, نستنتج أنّ الخط Rمن  xأيّا

ً
 . يقع دوما

)كان بالإمكان إثبات أنّ  ملاحظة : ) 0g x   ّبالقول إن , 
ً
 , ومن ثمّ فهو يحافظ Rمستمر و لا ينعدم على g أيضا

 كانت على إشارة واحدة 
ً
 (  Rمن  xأيّا

ً
(0), يمكن معرفتها بحساب ) مثلا 1 0g   . 

2  a  ا كان
ّ
لم

2lim ( 2 4)
x

x x


        ّاستنتجنا أنlim ( )
x

f x


  
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C 

  

 b  0نكتب في حالةx  : 

2
2 2 2

2

2 4 2 4
(1 ) 1

( ) 2 4 2 4
1

x x
f x x x x x x x

x x x x x x

    
 

       

ا كان    
ّ
ولم

2

4
lim 0

x x
         و

2
lim 0

x x
      ّاستنتجنا أن

( )
lim 1

x

f x
a

x
   

 
ً
0xفي حالة   ونكتب أيضا   :  

2 2
2

2 2

2 2

( 2 4 )( 2 4 ) 2 4
( ) 2 4

2 4 2 4

4 4
(2 ) 2

                                                
2 4 2 4

1 1 1 1

x x x x x x x
f x ax x x x

x x x x x x

x
x x

x
x x x x

      
      

     

 
 

   
          

   

  

    نستنتج أنّ  lim ( ) 1
x

b f x ax R


     

 c  ّممّا سبق نستنتج أن lim ( ) ( 1) 0
x

f x x


    

1yالذي معادلته  بالتالي فإنّ المستقيم  x   مقارب مائل للخطC للتابعf   في جوار . 
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 : (71) الصفحة (19) الرقم

)2وفق  Rالمعرّف على  fالخط البياني للتابع Cليكن ) 4 5f x x x   

        1  احسبlim ( )
x

f x


 . 

         2a  2 اكتب ثلاثي الحدود 4 5x x  . ) إلى مربع كامل 
ً
 بالصيغة القانونية , ) متمّما

              b  استنتج وجود مقارب مائل للخط البيانيC  للتابعf  في جوار . 

ا كان  1 الحل :
ّ
2limلم ( 4 5)

x
x x


     ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x


  

           2a             2لدينا 2 24 5 4 4 1 ( 2) 1x x x x x         

               b  على ماسبق 
ً
)2 نكتب اعتمادا ) ( 2) 1f x x    وفي جوار 2يكون المقدار( 2)x   

ً
 كبيرا

  1إهمال العدد  بحيث يمكن
ً
2, ويكون أيضا 0x     , ّبالتالي نخمّن أن ( )f x  2 : من مرتبة( 2) 2x x   

2yوعليه نرجّح أن يكون المستقيم الذي معادلته  x   , صحّة هذا التخمينولنبرهن  هو المقارب المنشود : 

  

2

2 2

2

2

( ) ( 2) ( 2) 1 ( 2)

( 2) 1 ( 2) ( 2) 1 ( 2)
                       

( 2) 1 ( 2)

1
                       

( 2) 1 ( 2)

f x x x x

x x x x

x x

x x

      

       


   


   

 

ا كانت  
ّ
لم 2lim ( 2) 1 ( 2)

x
x x


          : ّاستنتجنا أن lim ( ) ( 2) 0

x
f x x


   

2yإذن , المستقيم الذي معادلته   x   للخط مقارب مائلC  للتابعf   في جوار. 
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C 

 

 : (72) الصفحة (20) الرقم

)2وفق  Rالمعرّف على  fالخط البياني للتابع Cليكن ) 1f x x x   

   1 ادرس نهايةf  عند  . . اشرح التأويل الهندس ي لهذه النتيجة 

   2 أثبت أنّ المستقيم  2الذي معادلتهy x  مقارب للخطC   في جوار. 

   3  ادرس الوضع النسبي للمقارب  والخطC . 

ا كان   1 الحل :
ّ
2lim   لم ( 1)

x
x


         ّ2فإنlim 1

x
x


   

0x, ولإزالتها نكتب في حالة  بالتالي نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط   : 

2 2
2

2 2

( 1)( 1) 1
( ) 1

1 1

x x x x
f x x x

x x x x

   
     

   
 

ا كان  
ّ
2limولم ( 1)

x
x x


        ّاستنتجنا أنlim ( ) 0

x
f x


 

 , يكون المستقيم الذي معادلته 
ً
0yهندسيا  محور الفواصل ( مقارب أفقي للخط (C  في جوار . 

    2  0في حالةx  نكتب  :
2 2

2

2 2

( 1 )( 1 ) 1
( ) 2 1

1 1

x x x x
f x x x x

x x x x

   
     

   
 

ا كان            
ّ
2limولم ( 1 )

x
x x


      

استنتجنا أنّ            lim ( ) 2 0
x

f x x


  

2yالذي معادلته وعليه يكون المستقيم        x  

 .في جوار   Cمقارب للخط               

  3  2نضع( ) ( ) 2 1g x f x x x x       

)فيكون  ) 0g x  علىR  ّ2لأن 1x x   , ّالخط  نستنتج أنC  فوق مقاربه 
ً
 . يقع دوما

فيد في دراسة الوضع النسبي, وهنا نورد  [18]في التمرين  كانت قد وردت طريقة ثانيةملاحظة : 
ُ
 ت

ً
 شرحا

2يوضّح لماذا 1x x  .ه أيا تكن
ّ
2 فإنّ  xنعلم أن 1 0x    0وبالتالي في حالةx  

0xفإنّ المتراجحة محقّقة , أمّا في حالة    ّ2  فإن 21x x    2وهذا يقتض ي 1x x  . 
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 : (72) الصفحة (21) الرقم

)2وفق  Rالمعرّف على  fالخط البياني للتابع Cليكن ) 4 1f x x x   

   1 ادرس نهايةf   عند  وعند  . 

     2a  احسب  lim ( ) 3
x

f x x


              . b  احسب lim ( )
x

f x x


 . 

     3a  استنتج أنّ الخطC  يقبل مستقيمين مقاربين مائلين
1  و

2  يُطلب كتابة معادلتيهما . 

           b ادرس الوضع النسبي للخطC  وكلّ من المقاربين
1  و

2 . 

2إنّ  1 الحل : 24 1 4 1x x    الحالتين  كلا  في
1

2
x     و

1

2
x     : ٍ2وعندئذ( ) 4 1f x x x     

ا كان 
ّ
2lim ولم (4 1)

x
x


         ّ2فإنlim 4 1

x
x


    , ّنستنتج أن :  lim ( )

x
f x


  

ولإزالتها نكتب في حالة   لدينا حالة عدم تعيين من النمط  عند 
1

2
x   : 

2 2

2 2 2

1 1 1
( ) 4 1 (4 ) 4 1 4f x x x x x x x x

x x x

 
            

 
 

ا كان   
ّ
ولم

2

1
lim 0

x x
       ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x


  

  2a    في حالة
1

2
x  : نكتب 

2 2
2

2 2

( 4 1 2 )( 4 1 2 ) 1
( ) 3 4 1 2

4 1 2 4 1 2

x x x x
f x x x x

x x x x

   
      

   
 

ا كانت   
ّ
2limولم ( 4 1 2 )

x
x x


           : ّاستنتجنا أن lim ( ) 3 0

x
f x x


  

 b  في حالة
1

2
x            : 2نكتب

2

1
( ) 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x
     

 
  

ا كانت   
ّ
2limولم ( 4 1 2 )

x
x x


           : ّاستنتجنا أن lim ( ) 0

x
f x x


  

  3a   ّالمستقيم  ممّا سبق نستنتج أن
1 3الذي معادلتهy x مقارب للخطC   في جوار    

المستقيم  وأنّ 
2 الذي معادلتهy x  مقارب للخطC   في جوار    
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 b  نضع( ) ( ) 3g x f x x     2فيكون( ) 4 1 2g x x x   

)المعادلة  ) 0g x     24تكافئ 1 2 0x x    2  ومنه 24 1 4x x    2وبالتالي 24 1 4x x   

2  ومنه 1

8
x      ّ0وبما أنx      ّنستنتج أن

2

4
x   إذن ,C  يقطع

1 في النقطة 
2 3 2

( , )
4 4

A : ويكون 

             2 / 4              x 

                     0                    ( )g x 

C   تحت
1 C   فوق

1  الوضع النسبي 

 
 

)نضع  ) ( )h x f x x     2فيكون( ) 4 1 2h x x x   

)المعادلة  ) 0h x     24تكافئ 1 2 0x x       2ومنه 24 1 4x x    2وبالتالي 24 1 4x x   

2ومنه   1

8
x       ّ0وبما أنx       ّنستنتج أن

2

4
x     

  يقطع  C إذن
2   في النقطة

2 2
( , )

4 4
B   : ويكون 

             2 / 4             x 

                     0                    ( )h x 

C   فوق 
2 C  تحت 

2  الوضع النسبي 
 

 : (72) الصفحة (22) الرقم

)2وفق   Rالمعرّف على  fالخط البياني للتابع Cليكن ) 4 4 3f x x x   

    1 ادرس نهايةf   عند  وعند  . 

     2a   24اكتب 4 3x x  . بالشكل القانوني 

           b  ادرس نهاية التابعh   2المعرّف وفق( ) ( ) (2 1)h x f x x     عند  وعند  . 

           c استنتج أنّ الخطC  يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يُطلب إيجاد معادلتيهما . 

   3 أثبت أنّ الخطC . يقع فوق كلّ من هذين المقاربين 
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ا كان  1 الحل :
ّ
2limلم ( 4 3)

x
x x


     2وكذلكlim ( 4 3)

x
x x


    

limاستنتجنا أنّ     ( )
x

f x


         
ً
limوأيضا ( )

x
f x


  

  2a             2لدينا 2 24 4 3 4 4 1 2 (2 1) 2x x x x x         

  b : 2  لدينا 2 2 2( ) 4 4 3 (2 1) (2 1) 2 (2 1)h x x x x x x          

 ولإزالتها نكتب :, وكذلك في جوار,  نحن أمام حالة عدم تعيين من النمط  في جوار 

  2 2 2 2

2 2 2 2

(2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 (2 1) 2
( )

(2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 (2 1)

x x x x
h x

x x x x

       
 

       
 

ا كان 
ّ
لم 2 2lim (2 1) 2 (2 1)

x
x x


       و 2 2lim (2 1) 2 (2 1)

x
x x


       

lim  نستنتج أنّ  ( ) 0
x

h x


     
ً
limوأيضا ( ) 0

x
h x


 

 c    ا كان
ّ
2)2لم 1) 2 1x x     في حالة

1

2
x       2)2و 1) 2 1x x       في حالة

1

2
x  

المستقيم  أنّ  استنتجنا
1 2 الذي معادلته 1y x  للخط مائل مقاربC   في جوار .  

المستقيم  وأنّ 
2 2 الذي معادلته 1y x   للخط مائل مقاربC   في جوار .   

3 أيّا تكنx    2كان 2(2 1) 2 (2 1)x x     

2ومنه           2(2 1) 2 (2 1)x x    

2وبالتالي         2( ) (2 1) 2 (2 1) 0h x x x       

 فوق مقاربيه Cنستنتج أنّ الخط       
ً
يقع دوما

1  و
2 . 

 : (72) الصفحة (23) الرقم

وفق   Rالمعرّف على  fالخط البياني للتابع Cليكن
2

( )
9

x
f x x

x
 


 

     1a   أثبت أنّ المستقيم  1الذي معادلتهy x  مقارب للخطC  في جوار . 

           b  الوضع النسبي للمقارب ادرس والخطC  . 

   2  ّالمستقيم  أصحيح أن  1الذي معادلتهy x  مقارب للخطC  في جوار . ؟ برّر إجابتك 
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1a  الحل :    0في حالةx  نضع   : 
2

22
( ) ( ) ( 1) 1 1

99

x x
g x f x x

xx
      


 

ا كان    
ّ
ولم

2

2
lim 1

9x

x

x



فإنّ       

2

2
lim 1

9x

x

x



limوبالتالي        ( ) 0

x
g x


 

1yالذي معادلته  نستنتج أنّ المستقيم  x  مقارب للخطC  في جوار . 

 b يكن 
ً
2كان    xأيا 2 9x x       ومنه

2

2
1

9

x

x



وبالتالي      

2

2
1

9

x

x



 

إذن  
2

2
( ) 1 0

9

x
g x

x
  


 تحت مقاربه  C, نستنتج أنّ الخط 

ً
 .   يقع دوما

2  0في حالةx    : نضع
2 2

22 2
( ) ( ) ( 1) 1 1 1

99 9

x x x
h x f x x

xx x


         

 
 

lim وبالتالي      ( ) 0
x

h x


 , نستنتج أنّ المستقيم  

1yالذي معادلته       x  مقارب للخطC  في جوار . 

   وقد وجدنا أنّ     
2

2
1

9

x

x



 تكن  

ً
  xأيّا

)وبالتالي     ) 0h x  إذن , C  فوق مقاربه 
ً
 ) غير مطلوب (.   يقع دوما

 

 : (72) الصفحة (24) الرقم

)3وفق   Rالتابع المعرّف على   fليكن ) 1f x x x    احسب ,( 1)f   (0)وf 

من المجال  cثمّ أثبت وجود عدد حقيقي وحيد  1,0  يحقق( ) 0f c  . 

)3    لدينا  الحل : 1) ( 1) ( 1) 1 1f               (0)3 و (0) (0) 1 1f     

)2و  Rمستمر واشتقاقي على  fالتابع ) 3 1 0f x x      إذن ,f على 
ً
 Rمتزايد تماما

)ينتج من استمرار وتزايد التابع أنّ حل المعادلة  ) 0f c    ,  فهو وحيد . , وُجد إن 

ا كان
ّ
(0) ولم ( 1) 0f f    استنتجنا وجود عددc  من المجال 1,0  يحقق  ( ) 0f c  . 
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 : (72) الصفحة (25) الرقم

التابع المعرّف على   fليكن \ 1R    وفق
3

( )
1

x
f x

x



  

1  ّأثبت أنf على المجال 
ً
3متزايد تماما

, 1
2

 
  
 

 بتغيرات ثمّ  . 
ً
م جدولا

ّ
3على المجال fنظ

, 1
2

 
  
 

  . 

2  3أوجد
, 1

2
f
  
   
  

)وأثبت أنّ للمعادلة   ) 10f x  في المجال 
ً
 وحيدا

ً
3حلا

, 1
2

 
  
 

 . 

مستمر واشتقاقي على  fالتابع  1 الحل : \ 1R   و   
2 3 2

2 2

3 ( 1) (2 3)
( )

( 1) ( 1)

x x x x x
f x

x x

  
  

 
    

)إشارة )f x  2) من إشارة المقدار 3)x   وهذا المقدار موجب  
ً
3على المجال تماما

, 1
2

 
  
 

  

 باستثناء القيمة
3

2
x    التي ينعدم عندها( )f x أنّ  , نستنتجf على المجال 

ً
3متزايد تماما

, 1
2

 
  
 

 .  

من جهة ثانية لدينا :  
3

2

27
lim ( )

4x

f x


    و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

   , المطلوب : تغيّراتالوعليه يكون جدول 

2 جدول التغيرات نجد أنّ من 

 3 27
, 1 ,

2 4
f
    
       
    

 

27من المجال 10ولأنّ العدد
,

4

 
 

 
)استنتجنا أنّ للمعادلة   ) 10f x  في المجال 

ً
 وحيدا

ً
3حلا

, 1
2

 
  
 

 . 

 : (73) الصفحة (26) الرقم

التابع المعرّف على   fليكن 0,3I    2وفق( ) 2 3f x x x    

1 ادرس تغيراتf . بها 
ً
م جدولا

ّ
)التي تحقق  xاستنتج قيم 2        و نظ ) 0f x  .        3 عيّن  0,3f . 

لدينا :   1 الحل :
0

lim ( ) 3
x

f x


     و
3

lim ( ) 0
x

f x


  , ّمن جهة ثانية إنf مستمر واشتقاقي على I  

)ولدينا  ) 2( 1)f x x   ينعدم ,f  علىI   1عندx   (1)ويكون 4f    وجدول تغيرات ,f : 

 

 

1                                               3 / 2 x 

                                              0 ( )f x 

                                             27 / 4 ( )f x 

3                          1                          0 x 

                         0                      ( )f x 

0                          4                      3 ( )f x 
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2 : من جدول التغيرات نجدf على المجال 
ً
 متناقص تماما 0,1   و ,    0,1 4, 3f    

ا كان الصفر لا ينتمي للمجال 
ّ
ولم 4, 3   ه لا توجد حلول للمعادلة

ّ
)استنتجنا أن ) 0f x    في المجال 0,1  

  f   على المجال 
ً
متزايد تماما 1,3   و ,    1,3 4,0f   

ولأنّ الصفر من المجال  4,0  استنتجنا وجود حل وحيد للمعادلة( ) 0f x    في المجال 1,3   3هوx  

3                                   0,3 0,1 1,3 4, 3 4,0 4,0f f f         

 : (73) الصفحة (27) الرقم

وفق   Rالتابع المعرّف على   fليكن
2

1
( ) 1

1
f x

x
 


)وعيّن  Rمستمر على f, أثبت أنّ   )f R 

 إنّ  الحل :
2

2
( )

1

x
f x

x



 . Rتابع كسري ) بسطه ومقامه كثيري حدود ( فهو مستمر على مجموعة تعريفهوهو  

 lim ( ) 1
x

f x


    وlim ( ) 1
x

f x


  ّمن جهة ثانية إن ,f  مستمر واشتقاقي علىI وتابعه المشتق : 

2 2

2
( )

( 1)

x
f x

x
 


0xينعدم عند        (0)  ويكون 0f   وجدول تغيراتf : 

 أنّ :  من الجدول  نستنتج

     

     

( ) ,0 0,

         0,1 0,1 0,1

f R f f   

  
 

 : (73) الصفحة (28) الرقم

  :  وفق Rالتابع المعرّف على   fليكن
2 1
cos          :    0

( )

0                         :    0  

x x
f x x

x

  
  

  
 

  

1 احسب نهايةf             2عند الصفر هل f مستمر عند الصفر ؟ هل هو مستمر علىR . ؟ علل إجابتك 

0xفي حالة   1 الحل :    ّنعلم أن  :
1

1 cos 1
x

 
   

 
2ومنه     2( )x f x x   

ا كان   
ّ
2ولم

0
lim 0
x

x


        2و

0
lim( ) 0
x

x


      : ّاستنتجنا حسب الإحاطة أن ,
0

lim ( ) 0
x

f x


 

                       0                         x 

                          0                      ( )f x 

1                           0                          1 ( )f x 
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2  التابعf  ّمستمر عند الصفر لأن  : 
0

lim ( ) (0) 0
x

f x f


  

0xفي حالة    التابع
1

cosx
x

 
  

 
 كونه تركيب تابعين مستمرين هما  

ً
يكون مستمرّا

1
x

x
   وcosx x 

2xوالتابع  x بالتالي , 
ً
2يكون مستمرّا أيضا 1

cosx x
x

 
  

 
 مستمر في هذه الحالة كونه جداء ضرب تابعين مستمرين 

 .   Rمستمرّ على مجموعة تعريفه f, نستنتج إذن أنّ مستمر عند الصفر  f ورأينا أنّ 

 : (73) الصفحة (29) الرقم

وفق :    Rالتابع المعرّف على   fليكن

21 1
         :    0

( )

                        :    0  

x
x

f x x

m x

  
 

 
 

  

 على fالتي تجعل mما قيمة
ً
 ؟ Rمستمرا

1  2 الحل : 1x x  مستمر علىR   2 و 1 0x     

2  بالتالي 1x x   مستمر علىR و  كونه تركيب تابعين مستمرين .
1

x
x

  مستمر على   ,0 0,    

مستمر على  fالتابع  نستنتج أنّ    ,0 0,     , 
ً
  يجب أن يكون   Rعلى كامل وحتى يكون مستمرّا

ً
 مستمرا

وهذا يكافئ تحقق الشرط   عند الصفر ,  
0

lim ( ) (0)
x

f x f m


    ّأي أن m تساوي نهايةf  . عند الصفر  

ولدينا هنا حالة عدم تعيين من النمط 
0

0
0x, ولإزالتها نكتب في حالة    : 

2 2 2 2

2 2 2

1 1 (1 1)(1 1)
( )

(1 1) (1 1) (1 1)

x x x x x
f x

x x x x x x

     
     

     
 

بالتالي :   
0

lim ( ) 0
x

m f x


  

 : (73) الصفحة (30) الرقم

)يُرمز    )E x إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx ليكن .f التابع المعرّف على المجال 0,2  : وفق 

( ) ( )f x x E x     

1 ارسم الخط البياني للتابعf على المجال 0,2 .                              2 هلf مستمر على المجال 0,2 . 
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           نعلم أنّ :    1 الحل :

 

 

0               :   0,1

( ) 1                :   1,2

2               :   2

x

E x x

x

 


 




       

          وبالتالي :                    

 

 

              :   0,1

( ) 1         :   1,2

0               :   2

x x

f x x x

x

 


  




 

2   ّبملاحظة أن
(2)

lim ( ) 1 (2) 0
x

f x f


    ّنستنتج أن ,f بالتالي غير مستمر على  2غير مستمر عند , 0,2 . 

 : (73) الصفحة (31) الرقم

)يُرمز    )E x إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx ليكن .f التابع المعرّف على المجال 0,2  : وفق 

 
2

( ) ( ) ( )f x E x x E x      

1 اكتب( )f x بعبارة مستقلة عن( )E x                               .2  ّأثبت أنf مستمر على المجال 0,2 . 

        نعلم أنّ :        1 الحل :

 

 

0               :   0,1

( ) 1                :   1,2

2               :   2

x

E x x

x

 


 




       

وبالتالي :                     

 

 

2

2

                      :   0,1

( ) 1 ( 1)          :   1,2

2                        :   2

x x

f x x x

x

 


   




 

2    ّإنf  مستمر على كلّ من المجالين 0,1  و 1,2 . كونه كثير حدود 

 على 
ً
وكي يكون مستمرّا 0,2 عند ي 

ً
 2وعند  1جب أن يكون مستمرا

ا كان :  
ّ
2لم

1(1)
lim ( ) lim 1

xx
f x x

 
       (1)2و 1 (1 1) 1f      أنّ  , استنتجناf 1 مستمر عند  

ا كان :  
ّ
ولم 2

2(2)
lim ( ) lim 1 ( 1) 2

xx
f x x

 
        (2)و 2f     ّاستنتجنا أن ,f  2مستمر عند 

مستمر على المجال fممّا سبق نستنتج أنّ  0,2 . 
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 : (74) الصفحة (32) الرقم

المعرّف على fهو الخط البياني للتابع Cفي معلم متجانس ,    0, وفق( ) sinf x x  

المستقيم الذي معادلته dو
1

2
y x . وg  هو التابع المعرّف على 0,  وفق

1
( ) sin

2
g x x x  . 

   1a  من 
ً
 . dو Cارسم كلا

       b يبدو أنّ للمعادلة
1

sin
2

x x  
ً
 وحيدا

ً
في المجال حلا 0,  ينتمي إليه 

ً
 صغيرا

ً
 . , من الرسم , أوجد مجالا

  2a  احسب( )g x  ّوأثبت أن( )g x  ينعدم عند
3

x


 . 

       b بتغيرات 
ً
م جدولا

ّ
 .  gنظ

3  استنتج مما سبق أنّ المعادلة
1

sin
2

x x  
ً
 وحيدا

ً
في المجال تقبل حلا 0, . 

1a  الحل :    ّإنf ه البياني
ّ
 معروف .  Cتابع مرجعي وخط

  (2,1)و  (0,0)المستقيم المارّ بالنقطتين هو  dو             

             : 
ً
 فيكون الرسم المطلوب كما في الشكل جانبا

        b  2,يمكن اختيار المجال
2

 
 
 

 

  2a   ّإنg مستمر واشتقاقي على المجال 0,   ولدينا
1

( ) cos
2

g x x    ويتحقق   
1 1

( ) 0
3 2 2

g


    

 b 
0

lim ( ) 0
x

g x


    و
1

lim ( ) 0
2 2x

g x






    

                 
3 3

( ) 0
3 6

g
 

  

3  المعادلة
1

sin
2

x x  تكافئ  
1

sin 0
2

x x   أي  ( ) 0g x  ومن جدول تغيرات ,g : نجد 

 على المجال  gالتابع 
ً
,0متزايد تماما

3

 
 
 

,0     و        0, ( )
3 3

g g
     

    
    

  

,0لكن الصفر لا ينتمي إلى المجال ( )
3

g
 

 
 

)بالتالي ليس للمعادلة ,     ) 0g x    0حلول في المجال,
3

 
 
 

. 

                        / 3                    0 x 

                         0                      ( )g x 

/ 2             ( / 3)g                    0 ( )g x 
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 على المجال  gالتابع 
ً
,متناقص تماما

3




 
 
 

,و                  , ( )
3 2 3

g g
  


    

     
    

  

,و الصفر ينتمي إلى المجال  ( )
2 3

g
  

 
 

), بالتالي للمعادلة      ) 0g x    حل وحيد ينتمي للمجال,
3




 
 
 

 

مما سبق نستنتج أنّ المعادلة 
1

sin
2

x x   
ً
 وحيدا

ً
في المجال تقبل حلا 0, . 

 : (74) الصفحة (33) الرقم

 على المجال fليكن  
ً
 ومعرّفا

ً
 مستمرا

ً
 تابعا 0,1I    ويحقق :( )f x I  يكن 

ً
 . Iمن  x, أيا

)وفق  Iإلى التابع المعرّف على kنرمز بالرمز ) ( )k x f x x   . 

)يحقق    I من  a , أثبت وجود عدد حقيقي kبتطبيق مبرهنة القيمة الوُسطى على التابع )f a a . 

)المعادلة  قبل الحل : )f a a  تكافئ  ( ) 0f a a   أي  ( ) 0k a   ,للمعادلة  بالتالي يكون المطلوب إثبات وجود حل 

( ) 0k a   فيI   , كان إذاوهذا يتحققk  
ً
)يغير إشارته فيو  Iعلى مستمرّا )k I ,  (0)أيk  (1)وk  من إشارتين مختلفتين 

(0)  إنّ  الحل : (0) 0 (0)k f f      ,  ا كان
ّ
 ولم (0) 0,1f    ,   ّ(0)  :  استنتجنا أن (0) 0k f  

(1)وإنّ   (1) 1k f      ا كان
ّ
, ولم (1) 0,1f     ّفإن   (1) 1 1,0f        : ّ(1), نستنتج أن (1) 0k f  

 , عندئذٍ وحسب مبرهنة k(1)و  k(0), و الصفر محصور بين  Iكونه مجموع تابعين مستمرين على Iمستمر على kالتابع

)  يحقق Iمن a عدد حقيقي - على الأقل -يوجد  , القيمة الوسطى ) 0k a   أي يحقق  ( )f a a . 

 مجموعة توابع مستمرّة:  (74) الصفحة (34) الرقم

 , وليكن  mليكن  
ً
 حقيقيا

ً
الخط البياني للتابع  mCعددا

mf المعرّف علىR : 3 وفق 2( ) 8mf x x mx x m    

  1a   ين البيانيين
ّ
 . أوجد إحداثيات هاتين النقطتين . Bو   Aيتقاطعان في نقطتين 1C و  0Cأثبت أنّ الخط

       b استنتج أنّ جميع الخطوط البيانيةmC  تمر بالنقطتينA   وB . 

2  أوجد نهاية
mf عند وعند . 

3  ّللمعادلةاستنتج مما سبق أن ( ) 0mf x  ثلاثة حلول متمايزة فيR يكن العدد 
ً
 . m, أيا

1a   الحل :  0 الخطC  3يمثل التابع

0( ) 8f x x x     , 1الخط وC  3التابع يمثل 2

1( ) 8 1f x x x x    

في نقطة 1Cو   0Cتقاطع و 
0 0( , )x y   يكافئ , 

0 0 1 0( ) ( )f x f x    3وهذا يكافئ 3 2

0 0 0 0 08 8 1x x x x x     

2  وبالتالي 

0 1x    ومنه
0 1x   ,

0 1x     و يكون
0(1) 7f     و

0( 1) 7f    1), إذن, 7)A     و( 1,7)B  
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 b    3لدينا 2(1) 1 (1) 8(1) 7mf m m               3و 2( 1) ( 1) ( 1) 8( 1) 7mf m m         

 . Bو   Aتمر بالنقطتين  mCنستنتج إذن أنّ جميع الخطوط البيانية

2     ّ3إنlim ( ) limm
x x

f x x
 

                  3وlim ( ) limm
x x

f x x
 

   

3   التابع
mf مستمر علىR كونه كثير حدود , فهو مستمر على كلّ من المجالات , 1  و 1,1 و 1,  

على المجال , 1   يغير التابع( )mf x  ّإشارته لأن  lim ( )m
x

f x


   و  ( 1) 7mf     

)للمعادلة   نستنتج أنّ  ) 0mf x    ينتمي للمجالحل واحد على الأقل  , 1   

على المجال 1,1  يغير التابع( )mf x   ّ(1)إشارته لأن 7mf      و( 1) 7mf     

)للمعادلة   نستنتج أنّ  ) 0mf x    حل واحد على الأقل ينتمي للمجال 1,1  

على المجال 1,  يغير التابع( )mf x   ّإشارته لأنlim ( )m
x

f x


     (1)و 7mf     

)للمعادلة   نستنتج أنّ  ) 0mf x    حل واحد على الأقل ينتمي للمجال 1, 

)المعادلة  ) 0mf x     3تكافئ 2 8 0x mx x m     , بالتالي تقبل ثلاثة, وهذه معادلة من الدرجة الثالثة 

)نستنتج مما سبق أنّ للمعادلة  . على الأكثرحلول   ) 0mf x  ثلاثة حلول متمايزة فيR يكن العدد 
ً
 . m, أيا

 : (74) الصفحة (35) الرقم

 على المجال fليكن  
ً
 واشتقاقيّا

ً
 مستمرا

ً
 تابعا 0,1I   : ويحقق الشرطين 

 كان 
ً
) كان   Iمن  xأيا )f x   منI .                                    كان 

ً
من  xأيا 0,1    كان( ) 1f x   . 

)أثبت أنّ للمعادلة )f x x في 
ً
 وحيدا

ً
 . Iحلا

)المعادلة قبل الحل : )f x x تكافئ ( ) 0f x x   , لو وضعنا( ) ( )g x f x x  إثبات أنّ للمعادلة لكان المطلوب 

( ) 0g x  في 
ً
 وحيدا

ً
 من إشارتين مختلفتين .   g(1)و g(0)وأنّ  Iمستمر ومطرد على gولذلك يكفي أن نبرهن أن,  Iحلا

)نضع  الحل : ) ( )g x f x x   فيكون g  علىواشتقاقي مستمرI على واشتقاقيين كونه مجموع تابعين مستمرينI 

)   لأنّ و  ) 1f x     ّفإن    ( ) ( ) 1 0g x f x       , إذن g على 
ً
متناقص تماما 0,1I  

)ولأنّ   )f x   منI   ّ(0)    فإن (0) 0 (0) 0g f f     (1)   و (1) 1 0g f      

)نستنتج ممّا سبق أنّ للمعادلة   ) 0g x    التي تكافئ( )f x x  في 
ً
 وحيدا

ً
 . Iحلا

مستمر على gلأنّ  توضيح : 0,1I   
ً
على ومتناقص تماما 0,1 ه

ّ
 على نستنتج أن

ً
متناقص تماما 0,1I  . 
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 :  (75) الصفحة (36) الرقم

)2  وفق : R التابع المعرف على fليكن   ) 1f x x  وليكن .C  خطه البياني في معلم متجانس( ; , )O i j 

1  ّللخطأثبت أن C  . محور تناظر  

2 نهاية  ادرسf عند وعند . 

3  ّأثبت أن
2

1
( )

1
f x x

x x
 

 
 يكن 

ً
  C. استنتج أنّ Rمن x, أيّا

ً
 مائلا

ً
 . عيّن  في جوار dيقبل مقاربا

 . dومقاربه Cالوضع النسبي للخط     

4  ليكنC  الخط البياني للتابع g المعرف علىR وفق( ) ( )g x f x  وليكن ,C C  H .  ّأثبت أن 

2 هي Hمعادلة       2 1y x  . 

5  
ً
 جديدا

ً
) نعتمد معلما ; , )O u v  حيث

2
( )

2
u i j  و

2
( )

2
v i j   .لتكنM نقطة إحداثياتها( , )x y  

)المعلمفي  ; , )O i j وإحداثياتها( , )X Y في المعلم( ; , )O u vأوجد.x وy بدلالةX وY. ارسمH في المعلم( ; , )O u v  

2 بملاحظة أنّ  1  الحل :      2( ) 1 ( ) 1 ( )f x x x f x        وأنّ التابع معرّف علىR . وهي متناظرة 

0xزوجي , وعليه يكون محور التراتيب معادلته   fنستنتج أنّ التابع   ه البياني  محور تناظر
ّ
 . Cلخط

2 ا كان
ّ
2limلم (1 )

x
x


     2وlim (1 )

x
x


    : ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x


   وlim ( )

x
f x


  

3يكن 
ً
فإنّ :         xأيّا

2 2
2

2 2

( 1 )( 1 ) 1
( ) 1

1 1

x x x x
f x x x x

x x x x

   
     

   
 

ا كان    
ّ
2limو لم ( 1 )

x
x x


             ّفإن 

2

1
lim ( ) lim 0

1x x
f x x

x x 
  

 
 

yالذي معادلته  dنستنتج أنّ المستقيم x مقارب مائل للخطC  في جوار . 

ا كان 
ّ
21ولم x x     ّاستنتجنا أن( ) 0f x x    بالتالي ,C فوق مقاربه 

ً
 . dيقع دوما

4 بفرض ( , )N x y C C  H عندئذٍ انتماء النقطةN إلىH يكافئ وقوعها علىC   أوC   

21yأي تحقق  x    21أوy x     : 2وفي كلا الحالتين وبالتربيع نجد 21y x     2ومنه 2 1y x  



 

55 
 

5  إذا كانت( , )M x y في المعلم( ; , )O i j  ّفإنOM x i y j  

)و إذا كانت      , )M X Y في المعلم( ; , )O u v  ّفإنOM X u Y v         ومنه : 

2 2
( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2
                                 ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

x i y j X u Y v X i j Y i j

X i X j Y i Y j X Y i X Y j

   
          

   

       

 

نستنتج إذن أنّ  :    
2

( )
2

x X Y           و
2

( )
2

y X Y  

)في المعلم  Hوقد وجدنا أنّ معادلة ; , )O i j   2هي 2 1y x  : وبتعويض العلاقتين السابقتين نجد , 

 

2 2

2 2
( ) ( ) 1

2 2
X Y X Y

   
      

   
2ومنه   2 2 21 1

( 2 ) ( 2 ) 1
2 2

X XY Y X XY Y      

2وبالتالي  1XY   ّأي أن
1

2
Y

X
    ,معادلة تمثل وهذه الأخيرةH في المعلم( ; , )O u v  

هو الخط البياني للتابع  Hبالتالي الخط 
1

2
X

X
 . وهو قطع زائد مرّ معنا في صفوف سابقة 

معرّف على  \ 0R على كلّ من المجالين 
ً
ومتناقص تماما ,0   و 0, ه متناظر بالنسبة إلى المبدأ

ّ
 , وخط

 وعند  كما أنّ خطه البياني له مستقيمين مقاربين , مقارب أفقي هو محور الفواصل عند

 ومقارب شاقولي هو محور التراتيب .
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 تابع القيمة المطلقة : تغيرات . حل معادلة:  (75) الصفحة (37) الرقم

المعرف على  fالخط البياني للتابع Cليكن   \ 1,1fD R    : وفق 
2

( ) 1
1

x
f x x

x
  


  

   1a  اكتب( )f x  بصيغة لا تحوي قيمة مطلقة . 

       b ادرس نهايةf  عند حدود مجالات 
fD  . ّأوجد ثم( )f x على كلّ من مجالات وادرس إشارته

fD . 

2 ادرس تغيراتf . بها 
ً
 ونظم جدولا

  3a   1 من أنّ المستقيمين اللذين معادلتاهماتحققy x   1  وy x   هما , بالترتيب , مقاربان مائلان 

 بالنسبة إلى هذين المقاربين .  C. ادرس وضع وعند عند   C للخط البياني             

      b للماس 
ً
 أنّ فاصلة Aفي النقطة  Cللخط البياني   Tأوجد معادلة

ً
 تساوي الصفر  . Aمنهُ , علما

      c ارسمT   ومقاربيC  ثم ارسمC . 

4  أثبت أن للمعادلة( ) 0f x   
ً
 وحيدا

ً
في المجال  حلا 1,1  طوله 

ً
 . تنتمي إليه   0.25وأوجد مجالا

1a   الحل :   ّ1   نعلم أن 1x x     1   في حالةx      1    و ( 1)x x      1   في حالةx   

وعليه يكون :                              
   

 

2

2

1            :      1,1 1,
1

( )

1          :      , 1
1

x
x x

x
f x

x
x x

x


      

 
     
 

 

 b  lim ( )
x

f x


       و    lim ( )
x

f x


         و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

        و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

  

(1)
lim ( )

x
f x


            و  

(1)
lim ( )

x
f x


  

1x الذي معادلته ويكون المستقيم   مقارب شاقولي للخطC  , 1 كذلك المستقيم الذي معادلته وx   . 

اشتقاقي على fمن جهة ثانية , 
fD   كونه مجموع تابعين كلّ منهما اشتقاقي على

fD : ويُعطى تابعه المشتق 

   

 

2

2 2

2

2 2

1
1            :      1,1 1,

( 1)
( )

1
1          :      , 1

( 1)

x
x

x
f x

x
x

x

 
    


  

    
 

 

على المجال   , 1x         ّنلاحظ أن
2

2 2

1
( ) 1 0

( 1)

x
f x

x


    


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في حالة أمّا    1,1 1,x      نكتب  : 

2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( 1) ( 1) 2 1 1 ( 3)
( ) 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x x
f x

x x x x

        
     

   
 

المقدار  
2

2 2( 1)

x

x 
)إشارة  بالتالي , موجب  )f x  2من إشارة المقدار( 3)x   3 الذي ينعدم عندx    

)  عندئذٍ يكون  و  ) 0f x   في حالة 1,1 1, 3x    
 

0x, باستثناء      التي ينعدم عندها. 

)  يكون  و ) 0f x    3  في حالة,x   
 

   

2  ّوجدنا أن ( )f x   0ينعدم عندx   (0)ويكون 1f   3وينعدم عندx    ويكون
3 3 2

( 3)
2

f


 

 على ما تمّ دراسته نجد جدول تغيّرات
ً
 :على الشكل الآتي  fواعتمادا

  3a   في جوار      نضع  :
2 2

( ) ( ) ( 1) 1 ( 1)
1 1

x x
g x f x x x x

x x
        

 
 

ا كان  
ّ
لم

2
lim 0

1x

x

x



1yالذي معادلته  , استنتجنا أنّ المستقيم   x  مقارب مائل للخطC في جوار. 

في حالة    1,1 1,x      يكون :( ) 0g x   على كلّ من المجالين 1,0  و 1, وعندئذٍ يقعC  فوق 

)ويكون  ) 0g x    على المجال 0,1 وعندئذٍ يقعC  تحت  ويتقاطع ,C  مع  (0,1)في النقطة . 

نضع      :   وفي جوار 
2 2

( ) ( ) ( 1) 1 ( 1)
1 1

x x
h x f x x x x

x x
           

 
 

ا كان  
ّ
لم

2
lim 0

1x

x

x



1yالذي معادلته  , استنتجنا أنّ المستقيم   x   مقارب مائل للخطC في جوار. 

في حالة  , 1x     يكون  :( ) 0h x   ,وعندئذٍ يقعC  تحت . 

 , لكنّنا اكتفينا هنا بدراسة fربه يُدرس على كامل مجموعة تعريفومقا fلتابع نعلم أنّ الوضع النسبي لخط بياني ملاحظة :

, وذلك لصعوبة الدراسة على كامل في حالة المستقيموفي جوار  في حالة المستقيم  الوضع النسبي في جوار  
fD .  

                   3                      1                        0                      1                          x 

                      0                                             0                                  ( )f x 

               
3 3 2

2


                                    1                                    

( )f x 
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 b   عطى معادلة المماس
ُ
)(0)  : بالعلاقة   Tت 0) (0)y f x f   

(0)ولدينا   1f      (0)و 0f     , نستنتج أنّ المماسT  1  معادلتهy   

 c  الرسم المجاور 

4  ّبملاحظة أنf   
ً
على  مستمر ومتناقص تماما 1,1  

وأنّ               1,1 ,f     

والصفر بالطبع من المجال         ,  

)  استنتجنا أنّ للمعادلة         ) 0f x   

         
ً
 وحيدا

ً
  في المجال  حلا 1,1  

1 :  نلاحظ أنّ  ثمّ  5
( ) 0
2 6

f      , 1إذن
,1

2


 
 
 

  

3 :       ثم إنّ  1
( ) 0
4 28

f        , 3إذن
,1

4


 
 
 

 

 :  (76) الصفحة (38) الرقم

)في معلم متجانس   ; , )O i j لدينا النقطتان الثابتتان ,( 3,4)A   (2,1)وB والنقطة المتحولة ( ,0)M x . 

Mالنقطة  Mنقرن بالنقطة   نرمز إلى فاصلة ,M  بالرمز( )f x  نعرّفها كم يلي : , و 

  يقطع المستقيم( )AM  المحور( ; )O j  فيm                    . يقطع المستقيم( )Bm  المحور( ; )O i  فيM  . 

1 بدون حساب , خمّن نهايةf عند . 

2  ّأثبت أن 
8

( )
3 3

x
f x

x



 . عند  f, ثمّ استنتج نهاية 3وعن  1عن  xعندما تختلف 

  3a  ادرس نهايةf  عند ما التأويل الهندس ي لهذه النتيجة ؟ .                                                                                            

     b ادرس نهايةf  1عندx  ما التأويل الهندس ي لهذه النتيجة ؟ . 

4  3عندماx   يكون المستقيم ,( )AM  
ً
)موازيا ; )O j  وتكونm في اللانهاية << . يمكن أن نقول في هذه الحالة << 

)أنّ  )Bm  يوازي( ; )O j  ّوأنM  نعرّف عندئذٍ التابع (2,0)تقع في .g  وفق( ) ( )g x f x 

), و   3وعن  1عن  xعندما تختلف 3) 2g    لماذا يكون . g عند 
ً
 ؟ 3مستمرا

3xليشمل  gنقول في هذه الحالة إننا مدّدنا استمرار  ملاحظة :   . 
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1 لدينا  ( ),0M f x  والمطلوب تخمينlim ( )
x

f x


 : 

 C(4,0) النقطة على mالنقطة تنطبق إلى xعندما تسعى

)المستقيمحيث يصبح  )AM محور الفواصل 
ً
 موازيا

Mتنطبق من ثمّ  و  نقطة تقاطع المستقيم على( )BC  الفواصل  مع محور 

)إذن نخمّن أنّ النهاية المطلوبة تساوي فاصلة نقطة تقاطع المستقيم )BC مع محور الفواصل . 

)ميل المستقيمإنّ  )BC : 
0 2 2

4 1 3


 


عطى معادلته  ,    

ُ
  : وت

2
4 ( 0)

3
y x    

    ومنه
2

4
3

y x      ,0   وبوضعy    نجد    
8

3
x     ,   : ّإذن نخمّن أن

8
lim ( )

3x
f x


 

2  0)لتكن, )m k النقاط ,A  وm وM على استقامة واحدة , وبالتالي الشعاعان 
3

 4

x
AM

 
 
 

و  
  3

4
Am

k

 
 

 
     

 
ً
) :  ومنه,   مرتبطان خطيا 3)( 4) (3) ( 4) 0x k         : بالتالي   ,

4

3

x
k

x



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ً
Mو mو  Bالنقاط أيضا  تقامة واحدة , فالشعاعان على اس

( ) 2

    1

f x
BM

 
 

 
و    

 2

1
Bm

k

 
 

 
 

 
ً
ومنه : ,  مرتبطان خطيا ( ) 2 ( 1) ( 2) ( 1) 0f x k        وبالتالي ,   

2
( )

1

k
f x

k



 

   وبوضع
4

3

x
k

x



     نجد :   

4
2

3( )
4

1
3

x

xf x
x

x







 

    : علىنحصل و 
8

( )
3 3

x
f x

x



 :  ويكون   ,    

8
lim ( )

3x
f x


 

  3a   لدينا
8

lim ( )
3x

f x


    :  و 
ّ
 تنطبقالتأويل الهندس ي أن

ً
Mه في هذه الحالة أيضا   على النقطة

8
( ,0)
3

  

) المستقيم حيث سيعود                                                  )AM . ليوازي محور الفواصل 

 b لدينا  
(1)

lim ( )
x

f x


    و   
(1)

lim ( )
x

f x


  

ه في هذه الحالة 
ّ
)يوازي المستقيم و التأويل الهندس ي أن )Bm . محور الفواصل 

4 
3 3

8
lim ( ) lim 2

3 3x x

x
g x

x 
 


) : ومن جهة ثانية ,   3) 2g    

 إذن 
3

lim ( ) ( 3)
x

g x g


    ّالتابع  , نستنتج أنg  3مستمر عند . 

                                                  

 


