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  Multivariate analysis ) ) لتحليل متعدد المتغيراتا
 : Matrices and Random vectorsدراسة متغير واحد : 

 إذا كان لدينا عدة ظواهر :
( K ) 

 الوضع الاجتماعي مع الأخذ بعين الاعتبار تعلم الوالدين
... ( 3 ) 

 ذكر أو أنثى
( 2 ) 

 تعليمال ةسن
( 1 ) 

 سن الشخص
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الجبذذر الخبذذي مبذذاد  فيلذذ م لدراسذذة ت ليذذد متعذذدد المتتيذذراط , وهذذذا الظذذواهر أو المتتيذذراط مرتببذذة مذذع بعضذذ ا الذذبع  

Linear Algebra   وسندرس في البداية المتج اطVectors . 
 :Vectorsالمتجهات 

 وتكتب على الشكد التالي :  المتجه هو أية مجموعة من الأعداد ال قيقية تعريف :
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 Geometrical Meaning of vectors إن للمتجه تفسير هندسي ترببه بال ندسة الإقليدية 

فمثلًا إذا أخذنا المتجه 
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 من هذا النقاب.  ((box على شكد صندوق نستبيع أن نمثله على الشكد التالي بترتيب  

 
 اط .وهنالك متج اط ل ا أكثر من ثلاث متتير 

 العمليات على المتجهات:
 عندئذٍ يكون الجمع بين ما هو : x  , yإذا كان لدينا متج ين  جمع متجهين: – 1
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 وللجمع معنى هندسي هو : 

 
  :أي لمي: لضرب متجه بمقدار سلمي نضرب كد مركبة من مركباته ب ذا المقدار السضرب متجه بمقدار سلمي – 2
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إذا كان لدينا :  طويلة متجه: - 3


















n

1

x

x

x    :فإن بود المتجه يعبى بالصيتة             L
1

2

1 


n

i
xx 

 ب يث إن :  ,yxإذا كان لدينا متج ين  ضرب متجهين: – 4
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y    y      y ii  .   ':   الآتيةبى بالصيتة فإن جداء المتج ين يع xxx  
 إذاَ نستبيع أن نكتب بود أي متجه بالشكد:    '       L xxx  

الزوية بين متجهين: – 5  
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 : الآتيةل ساب ال اوية بين متج ين نتبع البريقة     sin  sin      cos  cos     -   cos     cos 212121   
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وهو يسمى عامد بيرسون أو عامد الارتباب 
) y ( L  )  ( L

y  '
     cos

x

x
 

 ا سب ال اوية بين المتج ين :  مثـال :
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 تعاريف :
 If x  and y two vectors , they are linearly independent provided that   0    y c     c 21 x   
            then 1c  and 2c  are zeros . 

 إن ما مستقلين خبياً إذا كان معامد الارتباب يساوي الصفر .  yو  xنقود عن 
 هد هذا المتج اط الثلاثة مستقلة عن بعض ا البع :  مثـال:
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 عن بعض ا البع  . إذاً فالمتج اط مستقلة

Def : the protection ( shade ) of vector x  is    
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إذا كذان لذديك مجموعذة مذن المتج ذاط المسذتقلة عندئذذ يمكننذا ت ويل ذا إلذى مجموعذة مذن  ما أهمية الاستقلال الخطـي:
 المتج اط المتعامدة المتكافئة فيما بين ا .

let n1,...., xx  be a set of linearly independent vector , then there is a set of perpendicular , 
vectors n1 u  ...  u  such that  
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 ليكن لدينا المتج ين المستقلين مثـال:
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 فالت ويلاط هي :
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مجموعذة مذن المتتيذراط العشذوائية التذي يصذعب الفصذد بين ذا ك وهذو تركيذب مذن المتج ذاط هـو  تعريف المتجه العشوائي:
  matrix    وتسمى المصفوفاط 
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 أو نعرّف المصفوفة كما يلي :
Def :  A matrices is arrangement of a set vectors in rows or columns . 
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 وهي مكونة من أعداد  قيقية . 
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 :(Operations of matrices)العمليات على المصفوفات 
 :(Addition)   جمع المصفوفات – 1 

ن معرف بالشكد:  المتشاب تان عندها يكون  اصد جمع المصفوفتي     ) P n  (A  and  ) P n  (B  لتكن لدينا المصفوفتين   
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 :(Scalar Multiplication) ضرب المصفوفات  – 2   
Let A and B be two matrices such that the number of columns in A its equal to the 
number of rows in B :  
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 خواص ضرب المصفوفات:
1)  A . B    B  . .A   قانون التبديد   
2)  A ( B + C )  =  A . B  +  A . C      قانون التو يع 

عمدت ا بأسبرها , فإننا ندعو المصفوفة إذا بدلنا أسبر مصفوفة بأعمدت ا وأ :( transpose of A) منقول مصفوفة
  A'  =  transpose of A المصفوفة الأصلية ونكتب : الجديدة بمنقود

:( Inverse Matrix ) مقلوب مصفوفة    
Let A be as square matrix , if there is an ather matrix B such that : 

I



















  

100

010

001

   A   . B    BA 









 

We say that B is the inverse of A .   1ونرم  ل ا بالرمA .  
 خواص المقلوب:

1)     1'-1  A'      A 


  
2)   -1-11- 

A . B     B .A   
إن مقلوب مصفوفة يعبى بالعلاقة: حساب مقلوب مصفوفة :  
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 محدد مصفوفة :
The determinant of a square matrix A is  :        A   1 -  a     |A  | i 1

1i 
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إذا كان : 
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2112221121122211فإن :  1211 a a  - a a  a ) 1 - ( a    a a    |A  |  

 خواص المحددات :
1) | A B |  =  | A | . | B | 
2) | C A |  =  CP | A |  

 طريقة حديثة لحساب المحددات :
Eigen values and Eigen  vectors : 
 Let A be a square matrix  ) P  P (  , a number  is called an eigen value of A if  

X     XA    any vector X  . and the vector X  is called eigen vector . 
هي  لود المعادلة:      A لذاتية للمصفوفة القيم ا: لمصفوفة القيم الذاتية والمتج اط الذاتيةكيف نجد  السؤال:   

   | A -  I  |   = 0 0 
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 أوجد القيم الذاتية والمتج اط الذاتية للمصفوفة الأتية:  مثـال :
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 : X     XA نببق المعادلة :   للمصفوفة المتج اط الذاتيةلإيجاد و 
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1    0لا يت قق إلا إذا كان   x                11  3       xx  
22221اختيارية      2xإي                3     3    xxxxx  
 ن المتج تان هما : نجد أ  a = 1بأخذ 
 

e     /     الممي ة هي :  لمتج اطوا i

'

iii xxx ين الممي ين ل ذا المصفوفة ك هما :متج أي أن ال 
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 يمكن أن نأخذ أي مصفوفة ونمثل ا جبرياً ب يث تربب ا علاقة خبية مع الجذور الممي ة والمتج اط الممي ة . نظريـة:
 (Representation theorem: )لنظرية التمثي

 أي مصفوفة مربعة ل ا تتير يربب جذورها الممي ة .
Any square matrix a with eigen values P   , ....  , 1  orseigen vact and  P1 e  , .... ,  e

 :  as  Arepresent  becan      '

PPP
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222
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111 e  e     ....    e  e  .      e  .  e   A         ( * ) 
 في النظرية :ولنببق نفس المثاد 
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للمصفوفة:المميزة مثال : أوجد القيم لذاتية والمتجهات الذاتية 
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,  E'    E  A  على الشكد   ( * )يمكن كتابة 
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 (:Square Root Matrixمصفوفة الجذر التربيعي )
 متناظرة و م دودة موجبة  Aلتكن لدينا مصفوفة 

Let A be matrix which is Symmetric and Positive definite    
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  ( P is orthogonal )هي مصفوفة متعامدة   P يث  'A  =  P    Pعندها نضع :    

P   
1

  P'    A  
i

1 -











 

من هذا التعريف يمكن أن نعرف مصفوفة    
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'هي  Aمصفوفة الجذر التربيعي لذ تعريـف : 

iii
2
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e  e        A   . 
Def :  The square Root matrix of A is   
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1/2 e e       A  

 : الآتيةإن مصفوفة الجذر التربيعي ت قق الخواص 
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 وهي هامة في الإ صاء     : Matrix inequivalent , cauchyالمصفوفات غير المتكافئة 
 :سنستخدم متراج ة كوشي لا قاً وهي

 ) Y (Var      ) (XVar        ) Y , X ( Cov  
  1    2   أو   ) Y (Var   .  ) x (Var      ) Y , x ( Cov 

2
 

) P () 1  P  1 (ن ليك a   ,  b    أي متج ين ولتكن) P  P (C    مصفوفة مربعة من المرتبة ) P  P (  : فإن 
1 -       b  ' b    a  ' a      b ' a 

2 
  

 وبصورة عامة:
2 -       b C ' b    a C  ' a      b ' a 1 -2 

 
b C m    aوتكون المساواة م ققة إذا وفقب إذا  1 -  أوa C m    b   من أجد ثابطm  . 

 الإثبـات : 
 . b = 0أو  a = 0نلا ظ أن المتراج ة م ققة من أجد  - 1
أي عدد نعرف المتجه xليكن  - 2  b  - a x : عندها 

    )  (     b ' b   b 'a  2  -  a 'a     b  - a  '  b  - a 2 xxxxx  

b ' b

b ' a
         0    b ' b  2  b ' a 2 -    )  ( '  xxx 

 تكون :  إن أصتر قيمة لذ 
 

0
b ' b

 b  ' a 
- a 'a 
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وبالتالي :                  ) b  ' b (  ) a ' a (     b  ' a 
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'لنفذذذر  أن مصذذذفوفة الجذذذذر التربيعذذذي  - 3
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تكون م ققة من أجد المتج ين  ( * )وبالتالي فإن 
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 a C   و  b C  
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 ف و يعرف عن بريق دالتين هما : Xإذا كان لدينا متتير عشوائي 
1)   )   X ( P    )  ( F xx    
2) I f  X  is discrete     f ( x  )  =  P ( X  =  x  )  
3) I f  X  is continuous  








)  ( F - )     ( F
  lim    )  ( F 

 d

d
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والمشذكلة تظ ذر عنذدما يكذذون المتتيذر المذدروس منقبذع فذذي قسذم ومسذتمر فذذي قسذم عخذر وبذين المنقبذذع والمسذتمر فذي قسذذم 
 : Cramer's theoremظرية كرامير ( ) ن الآتيةثالث عندئذ ما ال د ؟ ك لذلك سندرس النظرية 
 إذا أخذنا دالة تو يع لأي متتير عشوائي هي :

                  مستمر      منقطع        بين وبين

  )  (FC    )  (FC    )  (F C    )  ( F as3s2 a1 xxxx  

c , 0    c  , 0    c    0وبالتالي يمكن أن تأخذ الثوابط  323   . أو إثنان أو وا دة معدومة  سب تابع التو يع الذي لدينا 
 تحويل المتغيرات : 
ونريد دالة تو يع أو الكثافة فإننا نوجذد ذلذك مذن  Y = g ( X )ولدينا   fودالة كثافة Fتو يع  له دالة Xإذا كان لدينا متتير 

 أي :  أجد الت ويلاط التفاضلية أو التكاملية .
 

    )y  ( g  F     )y  (g  X               

 y   ) X ( g  P    )y   y   ( P   )y  (G 

1-1- 

 

2X    Yمثلًا ت ويد التربيع لذ   : 
        y   X  y    -  P    y   X  P    y   Y  P    )y  (G 2  

                                  y   -  F  -   y    F   
مذن  g = sin Xوالتو يعذاط ييذر التقابليذة ) الأ اديذة ( ال ندسذية مذثلًا    2 , 0    تتكذرر ولذو أخذذنا موجذة وا ذدة لتصذب

دالة أ ادية في    2 , 0  . ولن ن تم بمثد هذا التو يعاط 
ونعنذذي بالدالذذة الأ اديذذة ك إذا كذذان الخذذب الثذذاني ل ذذا لذذه موجذذة وا ذذدة ويقابذذد كذذد  .  xإنه ليس أ ادياً لأن هناك قيمتين لذِ 

 ومثاد ذلك : xقيمة وا دة  yقيمة لذ 

 
] 0 , 3  [ أما في المجاد    نجد أنه ليس أ ادياً لأن لكدy ذِ قيمتين لx  . 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 العشوائية والمصفوفات العشوائية :المتجهات 
 اط العشوائية في متجه أو مصفوفة.متتير وهي وضع مجموعة من ال

لتكن تعريـف :   X j i  ٍتسمى المصفوفة التالية بالمصفوفة العشوائيةمتج اط عشوائية عندئذ : 

     X,...,X,X    

X
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 كون  ساب الع وم على الشكد : وي

  

X EX EX E

X EX EX E
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 اب توقع مصفوفة متتيراط عشوائية يجب  ساب توقع كد عنصر من عناصر هذا المصفوفة . أي أنه ل س
 : للمتجهات أو للمصفوفات العشوائية التوقع الرياضي خـواص

 فإنه يكون :, مصفوفتي ثوابط  Bو  A وكانط Y  و  Xإذا كان لدينا مصفوفتين عشوائيتين 
1 )   Y E  X E     Y  X  E   
2 )    BX   X E A      B A   E   

 :العشوائية المتجهاتسنقوم بالدراسة التفصيلية على 

ليكن 




















  

X

X

X

     X
2

1

P


 تابع تو يعه : عشوائي متجه        X , ... ,   X ,   X  P      F PP2211 xxxx  

P21فإذا كانط  X ,  ... , X , X مستقلة عندئذٍ :عشوائية  متتيراط      



P

1  i

ii

P

1  i

ii   F       X  P        F xxx 

P21 المتتيراط العشوائية لن نقوم بدراسة ال الة التي يكون من أجل ا X ,  ... , X , X  بعض ا منقبع وبعض ا مستمرك ولكن
 سندرس ا عندما تكون جميع ا منقبعة أو جميع ا مستمرة . 

 :  ن فإ نقبعمX إذا كانط  (1)         X , ... ,   X   P       f PP11 xxx  
: مستمر فإن X إذا كانط  (2)     F 

  , ... ,  

 
    )  ( f  

P1

x
xx

x
p




 

هو    ود المتجه الصفري Xالع م الأود لذ تعاريف : 
















      

X E

X E
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P
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22  وا د :  متتيرالتباين ل     )  - X ( E    ) X (Var    جه لمتلالتباين ويعبىX : بالشكد 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 . اط والتتايراطالتباينبمصفوفة  مصفوفةتسمى ال

ليكن  مثـال: 
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  د الأتي:قانون تو يعه الا تمالي معرف بالجدو قبع نمعشوائي متجه  1

1X   
- 1 

 
0 

 
1 

 
marginal 2X  

2X  
0 0. 24 0. 16 0. 40 0. 80 
1 0,06 0.14 0.00 0.20 

marginal 1X  0.30 0.30 0.40  
 

  هي المصفوفة: اط والتتايراطالتباينمصفوفة  إن
0.160.08 -

0.08 -0.69
     








 

V  V    2 التي ت قق  هي المصفوفة  :Correlation Matrixمصفوفة الارتباط 
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في المثاد السابق نعبي : 







  

 0.16 0

0 0.69 
     V 2
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  وبالتالي فإن:  




















  

1
 0.69  0.14 

0.08  -
 

 0.14  0.69 
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ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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n21لتكن نماذج عشوائية : X , ... , X , X  عينة عشوائية  جم اn  متجه متوسباته تو يع مشتركمأخوذة من  ومصفوفة
تبايناته وتتايراتهومصفوفة   مقدر يير من ا  لذ  Xفإن ك تبايناته وتتايراته

n

1 . 
    X E :أي أن    

 .nهي مصفوفة تبايناط وتتايراط المجتمع مقسومة على  Xوأن مصفوفة تبايناط وتتايراط 
  :أي أن   
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أما بالنسبة لمصفوفة تبايناط وتتايراط العينة 
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 نجد أن:
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 E j i أن :نجد    ومن أجد
وبالتالي نجد: عنصرين مختلفين من عناصر العينة المستقلة يساوي الصفر. وذلك لأن التتاير بين  



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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فإن:  iX من أجد المتجه تبايناط وتتايراط المجتمع هي مصفوفة       X X   ii E   بما أن المصفوفةو 
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nS لمصفوفة تبايناط وتتايراط العينة لنوجد الآن قيمة التوقع الرياضي   
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وذلك لأن:    



 
 

X X ,0 X  X  
n

1i

n

1i

ii n 

 وبأخذ التوقع الرياضي للبرفين نجد:
  

 



 


















 






 










 





 








 






1

1
   

XX X X    XX   X  X  

n

1i

n

1i

iii

n

1  i

i

n

nnn

n
n

EnEE



 

 العينة تعبى بالشكد: وبملا ظة أن مصفوفة تبايناط وتتايراط
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 صب  بالشكد:ي ل ذا المصفوفة فإن التوقع الرياضي  
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وبضرب البرفين بالمقدار
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n  ونكتب:لمصفوفة التباين   ا  بالنسبةنيير م مقدّرفإننا ن صد على 
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 . Sالتباين الكلي هو قيمة م دد مصفوفة التباين ( :  1تعريف )
 أي : Sالتباين الكلي هو  اصد مجموع التبايناط فقب ك في ( : 2تعريف )




P

1  i

     ) S (det iiS 

 نتائـج : 
 S |  =  0 |فإن   P  n  إذا كانط  -1
kCإذا كانط  -2 

iX     فإن| S |  =  0 
ا كان إذ -3  0    X ' C Var i   فإن| S |  >  0  0وذلك    C    ,n      P  
 
 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 التوزيع الطبيعي متعدد المتغيرات
 :التوزيع الطبيعي متعدد المتغيرات تعريف

  e  لتكن لدينا دالة الكثافة لتو يع ببيعي:
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وزيع الطبيعي الثنائي:حالة خاصة: الت  
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 ين :  دعلى شكد مجموع  يمكن كتابة القوس عن بريق إتمام مربعاط
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أي نستبيع أن نكتب :
 

    111

1

2
212 X b   a      - X           X | X  E 




 

 الثاني بشرب الأود هو عبارة عن علاقة خبية في الأود . تيرأي توقع المت
212اط الببيعية: متتير مجموعتين من ال 2Yو  1Yليكن  نتيجـة: Y f    Y e  d    X   ,211 Y c    Y b  a    X  

ن فإ
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 متتيراط ببيعية ثنائية  . N V Bهي  1

 :متعددة البناء المتغيرات الطبيعية 

ليكن 
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وليكن   N ( 0 , 1 )متجه  








  

Y

1
 A     X 

وفق  Xعندئذٍ يتو ع    ,   N  M   يث a      وA 'A    ط مذا هذو تيذراالببيعذي المتعذدد المت تيذرإذاً المت
 ط معيارية ببيعية مستقلة .تيراإلا ت ويله خبية على مت

 :   N  M د المتغيراتالتوزيع الطبيعي متعد خواص

كان إذا   - 1   ,   N  M  ~  X   عندها

















 AA ,  A   N  M  ~  X A . 

 البرهان:
     A     X EA     XA   E   
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AE  X E  X EA

AE  X E  XA  E

E  XA  E  XA  E

EA  XA  EA  XA  E

A E  XA  A E  XA  E    XA  Var 











 

 

إذا كان   - 2   ,   N  M  ~  X   عندها   , b     N  M  ~ b  X  . 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 لتكن : مثـال :  
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إذا كان   - 3   ,   N  M  ~  X   وقسمناX  إلى
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 عندئذٍ :   1

 ( i )   1111  ,   N  M  ~  X   
 

   2222  ,   N  M  ~  X   
 

 ( i i )       
1 -

22 211211

1 -

22 2212121   -  ,   - X      N  M ~ X  X   
 

       
1 -

11 122122

1 -

11 1121212   -  ,   - X      N  M ~ X  X   
 البرهـان :
 عندئذٍ  :  A = [ I : 0 ](  يث نأخذ 2) ( يتم باستخدام الخاصةiبرهان ) 

 
1111     A'A     ,           A      ,     X    XA  

 . 2Xوبنفس البريقة من أجد 

(  يث نأخذ 2يتم أيضاً باستخدام الخاصة ) ( i i )برهان  
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 ومصفوفة التتاير :  A     0مع القيمة الوسبية 
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هذا يؤدي إلى أن :          I  , 0  N  M ~  Z      : ومنه) P (  ~   Z 2
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لتكن  - 6  n  , .... , 1    i       ,   N  M  ~  X ii   : ٍعينة مستقلة ك عندئذ 
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12فإن  V   ,   V  0مستقلين إذا وفقب إذا    d c ii   . 

 فر  :من ال  البرهـان :
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 كما يأتي : Aسنختار 
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ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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d c ii    0نلا ظ أنه عندما    فإن تصب     *
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12وبالتالي    V  ,  V    . مستقلين

 وهو المبلوب .
 إن أي علاقة خطية من توزيع طبيعي تبقى توزيعاً طبيعياً . 

اط هي متتير تو يع ببيعي متعدد ال وسباءإن   ) P  P (
و   

) 1  P ( 
   : وبالتالي يكون عدد المجاهيد في هذا ال الة 

2

) 3  P ( P
     

2

) 1  P ( P
    P





 

 لإيجاد مقدّراط ل ذا المعالم عن بريق دالة الإمكانية الأعظمي  سب بريقة التفاضد يكون متعذراً .
 ولذلك سنلجأ إلى : 

 :اتر غيتممتعدد التوزيع الطبيعي الإيجاد مقدّرات لوسطاء 
 :ىالعظم  تماليةإيجاد دالة الإ
 :تفاضدى ببريقة خاصة لاتعتمد على الالعظم  تماليةدالة الإسوف نجد 

n21لذذذذتكن  X , ... , X , X  الشذذذذكد:مذذذذن مذذذذأخوذة مذذذذن مجتمذذذذع إ صذذذذائي لذذذذه التو يذذذذع الببيعذذذذي المتعذذذذدد أي عينذذذذة عشذذذذوائية
  ,   N  M   , ٍبالشكد لعظمىا  تماليةالإدالة تعبى عندئذ : 

                                     ,  , X  f       ,    , X  ... , X  L i
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 :  لمتجه المتوسط  مقدّرأولًا نبحث عن 
التذذي تجعذذد المقذذدار  الأس سذذالبة . لذذلك نب ذذث عذذن قيمذذة  فذذي الأس ونلا ذذظ أيضذذاً أن  Lلا تذذدخد فذذي  نلا ذظ أن 

 التالي أصتر ما يمكن :
 مقدّر : Xنضيف ونبرح 

    


    - X    '  - X  i

1 -
n

1  i
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n

1  i

i
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i     - X    X - X     '     - X    X - X      

                          



n

1  i

1-

i

1-

i    - X    '    - X n     X - X   X - X     

ر أصتر ما يمكن عندما يساوي الصفر وليكون هذا المقدار مساوياً الصفر يجب أن يكون كد مذن ال ذدين يكون هذا المقدا
 على برفي إشارة + مساوياً إلى الصفر ومنه :



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 (1) X    
            0      - X    '   - X  

 وبالتالي يصب  :
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 :   لتغايرمصفوفة ا مقدّرنبحث عن   -ثانياً 
X    والذي هو    لمتجه المتوسب مقدّرلقد أوجدنا 

 بالشكد العظمى صب  دالة الا تمالية عندئذٍ ت : 
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 الخطوة الأولى :
 وع : لنأخذ المجم الآن لإيجاد مقدّر 
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 الخطوة الثانية :
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 الخطوة الثالثة :
  Bي دث التساوي في العلاقة السابقة عند اختيار  

n

1
   



  

 يث :      '  X - X    X - X      B i

n

1

i  . 

 البرهـان :
 لا ظ أن :الخطوة الأولى :  
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1 -

ii

n

1  i

  '  X - X   X - X      tr   

                                
1- 

B   tr  

    bلنضع ة : الخطوة الثاني
2

n
  2ولتكن

1

B  هي مصفوفة الجذر التربيعي لذB  . متناظرة 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 عندئذٍ :  
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 B  B          (1)   ومنه يمكن أن نضع : 
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 وبالتالي بالتعوي  في : 
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 ذِ إلى إيجاد القيمة العظمى ل وبالتالي يؤود إيجاد القيمة العظمى لذِ 
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  n    b 2        سب ما افتر  :   
 بتعوي  ما  صلنا عليه في الخبوة الأولى والثانية نجد : الخطوة الثالثة : 
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  S وهذان البرفان يتساويان إذا وفقب إذا كان 
n

1 -n 
    B  

n

1
  



        (2 ) 

 يث :      S ) 1 -n  (    '  X - X    X - X      B i

n

1

i   . 

 ببريقة يير بريقة الاشتقاق المعروفة . وبذلك نكون قد أوجدنا مقدّر  
 هي : Lوبالتالي إن أكبر قيمة للتابع 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 كالآتي : ويتم Sو  Xلنبرهن الآن على استقلاد   *
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و Xأي دالتين يمكن فصل ما عن بع  ف ما مستقلتين وبالتالي 


 مستقلين . 

  و







    

n

1
  ,   N  M  ~  X           



  W  ~    ويشرطتو يع . 

 واختبار الفرضياط . ( لإيجاد منابق الثقة لذ 2( و )1ويمكن استخدام التقديراط التي  صلنا علي ا )
 : NMفي  اختيار الفرضيات المتعلقة بـ  - 1

n21لذذذتكن  X , ... , X , X  عينذذذة عشذذذذوائية مذذذن   ,   N  M   وكلاهمذذذا ييذذذذر معلذذذوم وسذذذوف نقذذذذوم باختبذذذار الفرضذذذذية
oo       :  H     مقابد

o1       :  H     . 
  إن ترتيب الأعداد هو ترتيب كامد

 يير معرفة <أو  >لذلك تكون المقارنة    
  لكن ترتيب المتج اط هو ترتيب يير كامد

م بمذذذا يلذذذذي : مذذذن أجذذذذد فذذذي  الذذذة بعذذذذد وا ذذذد : كنذذذذا نقذذذو  2

n11  ,    ~  X , ... , X , X   ونريذذذد اختيذذذذارoo       :  H    و

oo       :  H 



ن سب المقدار  

n   / S

 - X
  t  o . 

 n  , 1 ( F ~   t- 1 (وبالتالي 
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 - X
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   : ومنه 
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o  - X  S  - X n    
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 - X n 


 

) 1 -n  (  t ~  t    أو    ) 1 -n  , 1 ( F  ~  t 2 
يكون :    ات :متغير في حالة المتعدد ال      - X  S  '   - X n    T
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1 -
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 يث :     
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    X   , '  X - X   X - X   

1 -n 

1
    S 

 وبالتالي : 
     

P -n 

P ) 1 -n  (
 ) P -n  , P ( F  ~  T2 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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      - X  S  '   - X n    T
o

1 -

o

2  
 مثـال : 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1X  3.7 5.7 3.8 3.2 3.1 4.6 2.4 7.2 6.7 5.4 
2X  48.5 65.1 47.2 53.2 55.5 36.1 24.8 33.1 47.4 54.1 
3X  9.3 8.0 10.9 12.0 9.7 74.0 14.0 7.6 8.5 11.3 

 
 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1X  3.9 4.5 3.5 4.5 1.5 8.5 4.5 6.5 4.1 5.5 
2X  36.9 58.8 27.8 40.2 13.5 56.4 71.6 52.8 44.1 40.9 
3X  12.7 12.3 9.8 8.4 10.1 7.1 8.2 10.9 11.2 9.4 

 

اختير الفرضية :     
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             2.44    ) 3,17 (F    ) P -n  , P (F 0.10          
2T    8.18    ) P -n  , P (F  

P -n 

P ) 1 -n  (
 

 .     0.10عند المستوى  oHالفرضية  رف وبالتالي ن
  واحد :  متغيرمن أجل  ىالعظم لاحتماليةنسبة ا
لتكن  2

n11  ,    ~  X , ... , X , X   العظمى :  لا تماليةاعينة عشوائية ونريد اختيار نسبة 



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 هو : ومقام 
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أي أن :                      
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ختيار :  يث إن الا
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 :  حالة متعدد المتغيراتمن أجل العظمى  لاحتماليةانسبة 
و X    في هذا ال الة سوف يكون لدينا المقدّراط النقبية هي    '  X - X    X - X   
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ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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نعو  الآن 
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 نجد :  العظمى  لا تماليةا( في نسبة 2( و )1بتعوي  )
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 لكن :  
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 مناطق الثقة :
 : الآتيةإن العبارة 
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 :ليسط مقبولة لأن ما بين القوسين ليس  دياً . وبالتالي نكتب

 في المجاد  ) وقوع    1  -   
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   1 -n    t X  P
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 . 

ـــــف  n1لذذذذتكن : تعري X . ... . X  عينذذذذة عشذذذذوائية مذذذذن تو يذذذذع متعذذذذدد لذذذذه شذذذذعاع المتوسذذذذب  ك عندئذذذذذٍ يقذذذذاد عذذذذن المنبقذذذذة



 

 
ث  ع ب ل ا ة  ع م ا ء  -ج ا ص ح لإ ا م    و ل ع ل ا ة  ي ل ي (      4) ك د خ ل ص ل ا ن  ا ط ل س  . د

ي د خ ل ص ل  ا
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 n1 X  , ...  , X R  100 ) 1 -  ( % إن ا منبقة ثقة بمستوى  : ًإذا 
 في المنبقة  ) وقوع    1 -    n1 X  , ...  , X R  P 

 وهكذا يكون : 
    








    -  1     ) P -n  , P ( F 

P -n 

P ) 1 -n  (
      - X S  '   - X n   P 1- 

 
 ببرائق .  ' يمكن إنشاء منبقة ثقة لذ نتائـج : 

1. Individual Inference   
لذتكن    ,   N  M  ~ X    ولذذتكن لذذدينا عينذة عشذذوائيةn21 X , .... , X , X   ل ذذا نفذذس التو يذع . ولذذيكن  متجذذه ثابذذط

 معروف ك عندئذٍ ن صد على :
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 ثابط ) مثبط ( . وذلك من أجد 
2. Suimultaneour Inference : 

 . من أجد أي 
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  (Ben Ferronis Method)طريقة  - 3
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 البراهين لهذه الطرق :

 ( :1برهان الطريقة )
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 ( : 2إثبات الطريقة )
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 : من أجد أي بعد ذلك 
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 ( .2بالتعوي  ينتج المبلوب )
 وبالتالي يمكن أن ينتج عن ذلك أن :
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 وهكذا ....... .
 ( على بدي ية في الا تمالاط هي : 3يعتمد برهان )( : 3برهان الطريقة )
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 وهو المبلوب برهانه .
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P21إذا كانط  مقارنة الطرق الثلاثة: X , ... , X , X  مستقلة عن بعض ا أي  T     i . عندئذٍ : قبرية 
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