
 

 



 



 

 

 ٚاٌّطٍٛة :  ℝاٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع اٌّعشف عٍٝ   رأًِ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجب , اٌزٞ ٠ّضً

   جذ𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  ٚ𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)    جذ   𝑓 ( -−1,2, )    

   جذ دٍٛي اٌّعبدٌخ𝑓 (𝑥 ) = 𝑦∆      جذ دٍٛي اٌّعبدٌخ𝑓 (𝑥 ) = 1  

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

( )  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ       

دي عٍٝ اٌم١ُ اٌذذ٠خ ٌٍزبثع ٚث١ٓ ٔٛعٙب  

 جذ   𝑓( 2 )    ٚ𝑓′( 2 )          
 → 

 ( )− 

 
 جذ  

   𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞     ٚ𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞       

 𝑓 ( -−1,2, ) = -−3,1-     

      𝑥 = −1   ,   𝑥 = 1   ,     𝑥 = 3                𝑥 =     ,   𝑥 = 3   

    ٛ٘ 3       عذد دٍٛي   - ,2,          𝑓(2) = ( ) 𝑓ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍخ ,  3− =  ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ 1

     𝑓(2) = −3    ٚ𝑓′(2) =   

   𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 

𝑓(𝑥)− 

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→ 

𝑓(𝑥)−𝑓( )

𝑥
= 𝑓′( ) =    

رأًِ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجب ,اٌزٞ ٠ّضً   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع  

 :ٚاٌّطٍٛة   ِمبسث١ٓ ٌٍخؾ    ٚ    ٚاٌّغزم١ّ١ٓ   ℝاٌّعشّف عٍٝ 

∞+→    ادغت    ٚاوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة فٟ ٘زٖ اٌذبٌخ ( ) 

( ) ً٘     ( )     ,  ( ) جذ   =  ل١ّخ دذ٠خ ؟ عًٍ اجبثزه 

 ً٘ اٌزبثع فشدٞ أَ صٚجٟ ؟ عًٍ اجبثزه 

         
 →+∞

 ( ) = = ١ٍِٗ     (2−, )ٚ ( ,2)ٚ اٌّمبسة ِبس ِٓ     ∞ +
− − 

 − 
= 1  

− فّعبدٌزٗ            = 1( − 2)   =  − 2  

    ( ) =    ,     ( ) =       ٗلا ١ٌغذ ل١ّخ دذ٠خ لأْ ِشزك اٌزبثع ٠ٕعذَ عٕذ٘ب دْٚ أْ ٠غ١ش اشبسر 

     اٌزبثع فشدٞ لأٔٗ ِزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌّجذأ الادذاص١بد 

 رأًِ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجب ,

 : ٚاٌّطٍٛة +ℝ* ,1اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع اٌّعشف عٍٝ   اٌزٞ ٠ّضً

  جذ    →−∞  ( ) ,     →   ( )   

 (1−)  ٚ   (2)  جذ  

( )  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ       

    اوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة اٌّبئً   

        
 →−∞

 ( ) = +∞    ,       
 →  

 ( ) = −∞       

     ′(2) =       ٚ ′(−1) =   

     دٍٛي اٌّزشاجذخ  ( )     ٟ٘-−∞,−1,  - ,1,  -2, +∞, 

    ً(1−,2)ٚإٌمطخ  ( , )ِبس ِٓ اٌّجذأ     اٌّمبسة اٌّبئ  

= ٚثبٌزبٌٟ ١ٍِٗ        
− − 

 − 
=

− 

 
= ٚثبٌزبٌٟ ِعبدٌزٗ        

− 

 
  

 



 

 

 . ℝاٌّعشف عٍٝ   ٟ ٌٍزبثع اٌّشعَٛ جبٔجبً ٘ٛ اٌخؾ اٌج١بٔ  

 أجت عٓ الأعئٍخ ا٢ر١خ:

       −∞  ( )  ٚ      +∞  ( ) 

   ً٘  .ًٍربثع صٚجٟ أَ فشدٞ؟ ع 

   ٚادغت  ∆أٚجذ ِعبدٌخ  ( ). 

   ِبٟ٘ دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =  ؟ 

   ِع   ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ي∆  

( ) ٚاعزٕزج دٍٛي اٌّزشاجذخ         . 

   وُ دً ٌٍّعبدٌخ ( ) =    ؟2  3

  جذ        
 ( )

 
  

   ً٘  ًٍِذذٚد أَ لا؟ ع 

       +∞  ( ) = 2 ٚ      −∞  ( ) = −2 

    ِٗزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌٍّجذأ   ربثع فشدٞ لأْ خط  

  ∆  =    ٍٗ١ِٚ1  ′( ) =  ∆ = 1   

  ∆ ٚ     ٠زمبؽعبْ ِشح ٚادذح إراً ٌٍّعبدٌخ دً ٚد١ذ ٚ٘ٛ فبطٍخ ٔمطخ اٌزمبؽع =  . 

   فٟ اٌّجبي-−∞, = ٠ٚزمبؽعبْ عٕذ   ∆رذذ   ٠ىْٛ  ,∞+, -ٚفٟ اٌّجبي  ∆فٛق   ٠ىْٛ  ,     

( ) دٍٛي اٌّزشاجذخ  ثبٌزبٌٟ         ٟ٘-−∞,  - 

   ( ) =   8  إراً اٌّعبدٌخ ١ٌظ ٌٙب دٍٛي 2 

        
 ( )

 
=       

 ( )− ( )

 − 
=   ( ) = 1 

   ْ2−ٔعُ ِذذٚد لأ   ( )  2 

- ٚاشزمبلٟ ع١ٍٗ  1,3−,اٌّعشف عٍٝ اٌّجبي  ٌزبثع ٌذ٠ٕب ا
     اٌج١بٟٔٗ خط ٚ

ً اٌشىً   :   ٠ّضً اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع اٌّشزك  اٌّشعَٛ جبٔجب

 فٟ إٌمطخ اٌزٟ فبطٍزٙب    ِب ٘ٛ ١ًِ اٌّّبط ٌٍخؾ= 1 𝑥
  ً٘ (2)  ؟ عًٍ اجبثزه  ل١ّخ دذ٠خ ٌٍزبثع 

  ً٘ ( )  ؟ عًٍ اجبثزه  ل١ّخ دذ٠خ ٌٍزبثع 

  ِبعذد اٌّّبعبد الافم١خ ٌٍخؾ  

    =  ′(1) = 2   

    ٗٔعُ       ل١ّخ دذ٠خ لأْ ِشزك اٌزبثع ٠ٕعذَ عٕذ٘ب ٚ ٠غ١ش اشبسر 

   ٗلا ١ٌغذ ل١ّخ دذ٠خ لأْ ِشزك اٌزبثع ٠ٕعذَ عٕذ٘ب دْٚ أْ ٠غ١ش اشبسر 

    ْعذد ٔمبؽ رمبؽع اٌخؾ ِع ِذٛس اٌفٛاطً ( اصٕب( 



 

 

 ,  ٌزبثع  فٟ اٌشىً اٌّجبٚس خؾ ث١بٟٔ 

  ِٓ خلاي لشاءح ث١ب١ّٔخ ٌٍشىً أجت عٓ الأعئٍخ اٌزب١ٌخ:

  جذ    →+∞ ∞+→    صُ اعزٕزج  ( )   ( ( )) 

  ؟  ِب ِعبدٌخ اٌّغزم١ُ اٌّمبسة ٌٍخؾ 

  ِع اٌّمبسة؟  ِٚب اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ   

   ًل١ّبً دذ٠ّخ ِذ١ٍّبًّ. ع١ّٕٙب ٚع١ّٓ ٔٛعٙب.  ٠مج 

  ٟعذد دٍٛي اٌّعبدٌخ   , ع١ّٓ ثذلاٌخ  فٟ دبٌخ عذد دم١م ( ) =   

      
 →+∞

 ( ) = −1    ,    
 →+∞

 ( ( )) =  (−1) = −1   

    = −1 

     -−∞ ,  اٌخؾ ٠مع فٛق اٌّمبسة,∞+, 1−-  اٌخؾ ٠مع رذذ اٌّمبسة ٚ ,1−

    ( ) =  ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ  

    -−∞, −1-  ٌٍّعبدٌخ د١ٍٓ   , ,1−-       ٚ  ٌٍّعبدٌخ دً ٚد١ذ   + * 

       ٚ  - ,  ١ٌظ ٌٍّعبدٌخ دٍٛي ,∞+

   ٚاٌّطٍٛة:ℝِعشّف عٍٝ   ٔجذ جبٔجبً اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌزبثع 

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =  ؟ 5

  ِب ِجّٛعخ دٍٛي اٌّزشاجذخ ( )  ؟ 5 

  ً٘ (1) ل١ّخ ِذ١ٍّخّ وجشٜ أٚ طغشٜ ٌٍزبثع. عًٍّ رٌه؟ 

  ؟  ِب عذد اٌم١ُ اٌذذ٠ّّخ ٌٍزبثع 

  ِب ل١ّخ اٌّشزك فٟ إٌمطخ اٌزٟ فبطٍزٙب =  ؟ 2

  اشزمبل١بًّ عٕذ   أ٠ىْٛ اٌزبثع =  ؟. 1

                   دً ٚد١ذ 

   ,4 , +∞, 

    (1)  ل١ّخ ِذ١ٍّّخ وجشٜ لأٔٗ ٠ٛجذ جٛاس = 1
 

 
 ,

 

 
ℝ     ٠ذمك   0   ( )   (1) 

         أسثعخ 

   ′(2) =       

   غ١ش ِغزّش عٕذ   اٌزبثع =  فٙٛ غ١ش اشزمبلٟ 1

 

  ٚاٌّطٍٛة: ℝِعشّف عٍٝ   رجذ جبٔجبً اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌزبثع 

  وُ دلا ٌٍّعبدٌخ ( ) =  ؟ 2

  ادغت  ل١ّخ اٌّشزك فٟ إٌمطخ اٌزٟ فبطٍزٙب =  ؟  

  ع١ّٓ طٛسح اٌّجبي =  . ٚفك   -2,2−,

  وُ ل١ّخ طغشٜ أٚ وجشٜ ِذ١ٍخ  ٌٍزبثع  

     أسثعخ       ′( ) =          (, −2,2-) = , , 4- 

   ْ(2) طغشٜ ِذ١ٍب : ل١ّزب =   ٚ  (−2) = ( ) ٚ وجشٜ ِذ١ٍب : ل١ّخ ٚادذح        = 4  

 

 



 

 

  ℝاٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع    إرا وبْ 

  ِّبط ٌٍخؾ    ٚاٌّغزم١ُ  ِمبسث١ٓ ٌٍخؾ    ٚ    ٚاٌّغزم١ّ١ٓ  
ٚاٌّطٍٛة

  ادغت    →+∞  ( )  .    →−∞  ( ) 

      ٓاوزت ِعبدٌخ وً ِمبسة ِٓ اٌّمبسث١    ٚ    . 

 اٌّشعَٛ فٟ اٌشىً ٠ّظ إٌّذٕٟإرا عٍّذ اْ اٌّغزم١ُ 

, .فٟ إٌمطخ   −
 

 
 صُ اوزت ِعبدٌزٗ ( )  أدغت  /

       
 →+∞

 ( ) = 2  .   
 →−∞

 ( ) = −3     

       = 2   ٚ     = −3  .  

, . ٠ّش ِٓ إٌمطز١ٓ  اٌّغزم١ُ −
 

 
/   ٚ(2 , ( )′ ثبٌزبٌٟ   (2 =

 +
 

 

 − 
=

 

 
 

− ِعبدٌزٗ    =  ( −   )   +
 

 
=

 

 
( −  )   =

 

 
 −

 

 
 

  جبٔجبً ٚاٌّعشف عٍٝ اٌّجبي اٌّشعَٛ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ 

= ٚاٌزٞ ٠مجً اٌّغزم١ُ  ∞ +ِمبسثب أفم١ب ً فٟ جٛاس  1

  جذ    
 →  

 ( ),    
 →  

 ( ),    
 →+∞

 ( ) ,    
 →+∞

 ( ( )) 

  ً٘   ؟ 2اشزمبلٟ عٕذ 

  (3) جذ,  3بط عٕذ ّ. ٚجذ ِعبدٌخ ٌٍّ(3)  

 ُاٌّذ١ٍخ ٌٍزبثع اٌذذ٠خ دي عٍٝ اٌم١   

     
 →  

 ( ) = 1 ,    
 →  

 ( ) = 2 ,    
 →+∞

 ( ) = 1  ,    
 →+∞

 ( ( )) =  (1) = 2 

     ٟ2 لأٔٗ غ١ش ِغزّش عٕذ 2 عٕذ غ١ش اشزمبل 

    (3) = 3  ,  ′(3) = = ٟ٘   3 عٕذ اٌّّبط ِعبدٌخ ٚ     3 

    (−2) = 2  ً (2)           ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍب = 1  ً  ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍب

        (−1) = 3  ً (3)            ل١ّخ وجشٜ  ِذ١ٍب = 4  ً  ل١ّخ وجشٜ  ِذ١ٍب

  : , ٚاٌّطٍٛة+ℝ *2اٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع    فٟ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجبً ١ٌىٓ 

  جذ    →+∞  ( ) ,     →−∞  ( ) 
 ٍٝاٌم١ُ اٌذذ٠خ ٌٍزبثع ٚث١ٓ ٔٛعٙب دي ع 

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

 ًاوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة اٌّبئ 

  ِشوض رٕبظش اٌخؾ اٌج١بٟٔ   اروش إدذاص١بد إٌمطخ   

      
 →−∞

 ( ) = −∞ ,    
 →+∞

 ( ) = +∞ 

       (3) = (1) ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍب ٚ  5 =     د١ٍٓ       ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍب   1

   ( ,1−)ٚإٌمطخ  (1, )اٌّمبسة اٌّبئً ِبس ِٓ إٌمطخ  

= ٚثبٌزبٌٟ ١ٍِٗ      
− − 

 − 
= = ٚثبٌزبٌٟ ِعبدٌزٗ        1  + 1        (2 , 3) 



 

 

   ٘ٛ اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   فٟ اٌشىً اٌّجبٚس  

-= اٌّعشف عٍٝ اٌّجبي  −  ٚاٌّطٍٛة :  ,4,4

   ادغت   
 

 
→− 

 ( )   ٚ   
 

 
→ 

 ( )   

   أدغت ( )  ٚ ′( )       جذ دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

         
 →−  

 ( ) = + ∞  ,    
 →  

 ( ) = + ∞  

       ( ) = −2 ٚ  ′( ) =        اٌّعبدٌخ دٍٛي  ( ) =    ٟ٘ = −3  ,  = 3 

   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع    ٔزأًِ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجبً د١ش 

-= اٌّعشف عٍٝ اٌّجبي  −  ٚاٌّطٍٛة :  ,2,2

  ادغت    →   ( )   ٚ    →−   ( )   

  أٚجذ ( )  ٚ ′( )      دٞ أَ صٚجًٟ٘ اٌزبثع فش 

  اوزت ِعبدٌخ اٌّّبط∆   

         
 →−  

 ( ) = −∞  ,    
 →  

 ( ) = + ∞  

       ( ) =   ٚ  ′( ) = 1           فشدٞ اٌزبثع  

      ِْعبدٌزٗ  ٚ٘ٛ ِٕظف اٌشثع الأٚي ٚاٌضبٌش (1,1)٠ّش ثبٌّجذأ ٚإٌمطخ  ∆اٌّّبط  ِٓ اٌشعُ ٔلادع أ ٚ =   

   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   رأًِ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجبً , ١ٌىٓ 

 , ٚاٌّطٍٛة  اٌّعشف عٍٝ 

  دي عٍٝ اٌم١ّخ اٌذذ٠خ اٌظغشٜ ٌٍزبثع    

  جذ    →−∞  ( )     ِب دٍٛي اٌّعبدٌخ( ) =  ∆  

  ُاوزت ِعبدٌخ اٌّغزم١∆ 

      (2) = −1    

        
 →−∞

 ( ) = + ∞           = 1  ,  = 4    

     ُثبٌزبٌٟ  :  ١ِٚ1ٍٗ   ( ,1)ِبس ِٓ   ∆اٌّغزم١ =  − 1 

   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   فٟ اٌشىً اٌّشعَٛ جبٔجبً , ١ٌىٓ 

 , ٚاٌّطٍٛة  ,∞+, -اٌّعشف عٍٝ 

  جذ    →+∞  ( )  .    →   ( ) 

 ١ّخ اٌذذ٠خ اٌظغشٜ ٌٍزبثع دي عٍٝ اٌم    

  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ  ( )     

  (,1,3-) جذ 

        
 →+∞

 ( ) = +∞     ٚ   
 →  

 ( ) = −∞ 

      ( 3 ) = ( 1)  ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍخ  ٚ   1− =  ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ 1

      ,1,3-             -−1,1, 



 

 

   ٌٍزبثع   ٔزأًِ جبٔجبً اٌخؾ اٌج١بٟٔ 

 ٚاٌّطٍٛة:  ِمبسة ِبئً ي  ∆ٚاٌّغزم١ُ  ℝاٌّعشف عٍٝ 

  جذ    →+∞  ( ) ,     →−∞  ( ).  

  ُاوزت ِعبدٌخ اٌّغزم١∆. 

  جذ ′( ) ,  ( ) 

  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ  ( )    

        
 →+∞

 ( ) = +∞     ٚ   
 →−∞

 ( )   = +∞ 

    ُثبٌزبٌٟ  : ١ِٚ1ٍٗ   (1−, )ٚ  ( ,1)ِبس ِٓ   ∆اٌّغزم١ 

  −   =  ( −   )   −  = 1( + 1)   =  + 1 

      ′( ) =    ,    ( ) =   

      -−∞,  ,   

   ٌٍزبثع    ٔزأًِ اٌخؾ اٌج١بٟٔ

, ∞−-اٌّعشف عٍٝ   ,  -1 ,  : ٚاٌّطٍٛة ,∞+

  جذ   
 → 

 ( ) ,    
 → 

 ( ) ,    
 →+∞

 ( ) 

  وً ِمبسة أفمٟ ٚ وً ِمبسة شبلٌٟٛ ٌٍخؾ اوزت ِعبدٌخ  

  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ ′( )    

  جذ دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

      
 → 

 ( ) = −∞  ,    
 → 

 ( ) = +∞ ,    
 →+∞

 ( ) = 1 

     = 1 ,  =   ,  = 1 

     -−∞ ,  , 

      = −2 

        
 →+∞

 ( ) = −∞     ٚ   
 →−∞

 ( )   =   

     =   

     -−1, , 

          (−1 ) = (  )  ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍخ  ٚ   1− =  ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ 1

 



 

 

 رأًِ  اٌجذٚي اٌّجبٚس اٌزٞ ٠ّضً جذٚي رغ١شاد

 ٚاٌّطٍٛة ℝاٌّعشف عٍٝ  𝑓اٌزبثع  

     
 →+∞

 ( ) ,    
 →−∞

 ( )    جذ

    اٌزبثع ً٘𝑓 اشزمبلٟ عٕذ اٌظفش , ٌّٚبرا 

  اٚجذ𝑓(𝐷𝑓) 

  اٌزٟ فبطٍزٙب  اوزت ِعبدٌخ  ٔظف اٌّّبط الأ٠ّٓ  ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ فٟ إٌمطخ𝑥 =    

    
 →+∞

 ( ) = 2  ,    
 →−∞

 ( ) = −2 

     اٌزبثع   ّْ (− )′ غ١ش اشزمبلٟ عٕذ اٌظفش , لأ = +2   ′( +) = −3  

     (  ) =- − 2,3-  -2,3- =- − 2,3- 

     =  ′( +) = −3   ٚ ( ) = 3   

− ٚ ثبٌزبٌٟ :         3 = −3( − = أٞ ِعبدٌخ ٔظف اٌّّبط الأ٠ّٓ  (  −3 + 3 

 ذٚي اٌّجبٚس اٌزٞ ٠ّضً جذٚي رغ١١شادرأًِ  اٌج

,∞−-  اٌّعشف عٍٝ  𝑓اٌزبثع   ٚاٌّطٍٛة :  -3

  ِب عذد اٌم١ُ اٌذذ٠خ ِٚب ٔٛعٙب ؟ 

   . ٟاوزت ِعبدٌخ اٌّّبط الأفم    

   ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ𝑓(𝑥) =      

  ٌزبثع اخؾ ً٘ ٠ٍّه𝑓  ؟ ٌّٚبرا ؟ ∞−ِمبسثبً ِبئلاً فٟ جٛاس 

  ّل١ّخ طغشٜ زبْ ل١ ,𝑓(−1) = 𝑓(3) وجشٜ ١ّخ لٚ    3− =     

   ِٟعبدٌخ اٌّّبط الأفم𝑦 = −3  

   ٌٍّعبدٌخ𝑓(𝑥) =  دً ٚد١ذ .  

  ١ٌظ ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع𝑓  ٚرٌه ٌٛجٛد ِمبسة أفمٟ  ∞−ِمبسثبً ِبئلاً فٟ جٛاس𝑦 =  ∞−فٟ جٛاس   

-  اٌّعشف عٍٝ  𝑓رأًِ  اٌجذٚي اٌّجبٚس اٌزٞ ٠ّضً جذٚي رغ١١شاد اٌزبثع  − ∞,  ٚاٌّطٍٛة :  ,3

  ِب عذد اٌم١ُ اٌذذ٠خ ِٚب ٔٛعٙب ؟ 

   . ٟاوزت ِعبدٌخ اٌّّبط الأفم 

   ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ𝑓(𝑥) =   . 

  ٠ٍّه اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع ً٘𝑓  ؟ ٌّٚبرا ؟ ∞−ِمبسثبً ِبئلاً فٟ جٛاس 

   ٜل١ّخ دذ٠خ ٚادذح  , ٟٚ٘ ل١ّخ طغش𝑓(−1) = −3  . 

   ِٟعبدٌخ اٌّّبط الأفم𝑦 = −3   . 

   ٌٍّعبدٌخ𝑓(𝑥) =  دً ٚد١ذ .  

   ١ٌظ ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع𝑓  ٚرٌه ٌٛجٛد ِمبسة أفمٟ  ∞−ِمبسثبً ِبئلاً فٟ جٛاس𝑦 =  ∞−فٟ جٛاس   

 

 



 

 

 رأًِ  اٌجذٚي اٌّجبٚس اٌزٞ ٠ّضً جذٚلاً ٌزغ١شاد 

 ٚاٌّطٍٛة : 𝐶اٌزٞ خطٗ اٌج١بٟٔ  𝑓اٌزبثع 

   أصجذ أْ ٌٍّعبدٌخ𝑓(𝑥) =    𝑎دً ٚد١ذ   

    اعزٕزج اشبسح𝑓(𝑥) 

  دي عٍٝ اٌّمبسة الأفمٟ ٚادسط ٚػعٗ إٌغجٟ ِع اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع 

  ٠ٛجذ ٌخؾ اٌزبثع ِّبعبد أفم١خ ؟ ٌّٚبرا ؟ ً٘ 

    اٌزبثع𝑓  ٍٝ4−-  ٚ    ,∞+,∞−-ِغزّش ِٚزٕبلض رّبِب ع, +∞, = 𝑓(-−∞, +∞,) 

𝑓(𝑥)ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ        = 𝑎دً ٚد١ذ        -−∞, +∞, 

    𝑓(𝑥)    ; 𝑥  -−∞,𝑎,  ,𝑓(𝑥)    ; 𝑥  -𝑎, +∞, 

    ٟاٌّمبسة الأفم𝑦 = 𝑓(𝑥)ِٚٓ جذٚي اٌزغ١شاد ثّب أْ   4−  فبٌخؾ ٠مع وبِلا فٛق اٌّمبسة 4− 

    َلا ٠ٛجذ ٌخؾ اٌزبثع ِّبعبد أفم١خ لأْ اٌّشزك لا ٠ٕعذ 

= ف١ّب ٠ٍٟ جذٚي رغ١شاد اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   -−∞ ,  ٚاٌّطٍٛة :   -3

     جذ ( )   

    ِب عذد اٌم١ُ اٌذذ٠خ 

   ِب عذد اٌّّبعبد الأفم١خ , أوزت ِعبدلارٙب 

    ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

    رجعب ٌم١ُ   أدسط اشبسح  

   اٌّعشف عٍٝ  ( ) ١ٌىٓ اٌزبثع = -−∞ ,  ٠ٚذمك :  -3

   
 →−∞

 ( ) = +∞  ,    (3) = 2  ,    (1) = 1    ,    ′( ) =  ( ) 

 ( ) ٔظُ جذٚلا ثزغ١شاد 

    (-−∞ , 3-) = -−1 , 3-  

    ٓل١ّز١ 

    : صلاس ِّبعبد =    ,  = 1  ,  = 3 

   دً ٚد١ذ 

    ( )      -−∞ , 1,     ٚ ( )      -1 , 3,    ٚ ( ) =    = 1 

   ِعشف عٍٝ  ( ) اٌزبثع = -−∞ ,  ٚ جذٚي رغ١شارٗ :  -3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  −∞            1              3  

 ′( )         −             +  

 ( ) +∞        1         2 

𝑥 −∞           1            2             3 

𝑓′(𝑥)         +            +         −      

𝑓(𝑥) −1                 3        1 

 



 

 

 : ٚاٌّطٍٛة  ٔجذ جبٔجبً جذٚي رغ١شاد اٌزبثع 

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =    

  ؟  ِب عذد اٌم١ُ اٌذذ٠ّّخ ِذ١ٍبً ٌٍزبثع 

  اوزت ِعبدٌخ ِّبط ِٕذٓ اٌزبثع عٕذ ٔمطخ فبطٍزٙب = 1 

       دً ٚد١ذ 

     ل١ّخ ٚادذح 

     =  ′(1) =     ٚ (1) = = ثبٌزبٌٟ ِعبدٌخ اٌّّبط   1  (1)   = 1    

 : ٚاٌّطٍٛة  ٚاٌزٞ خطّٗ اٌج١بٟٔ   ٔجذ ف١ّب ٠أرٟ جذٚي رغ١شّاد اٌزبثع 

  −∞                             − 1                                    1                               + ∞ 

  ( ) + − + 

 ( )    3                +∞ +∞              −∞ −∞                       3 

  ٟٔاوزت ِعبدٌخ وً ِمبسة شبلٌٟٛ أٚ أفمٟ ٌٍخؾ اٌج١ب  

  ٟٔ٠ٛجذ ِمبسثبد ِبئٍخ ٌٍخؾ اٌج١ب ً٘    

  ِّٟٔبعبد أفم١ّخ  ً٘ ٠ٛجذ ٌٍخؾ اٌج١ب 

  ٌٍّعبدٌخ ّْ ( ) أصجذ أ = -دً ٚد١ذ فٟ اٌّجبي    − 1,1, 

     = = ٚ   ∞+ٚ ∞−ِمبسة أفمٟ فٟ جٛاس   3 = ِمبسة شبلٌٟٛ  ٚ  1−  مبسة شبلٌِٟٛ 1

      لا , ثغجت ٚجٛد ِمبسة أفمٟ فٟ جٛاس−∞ ٚ+∞       

    لا 

    1,1−-ِغزّش ِٚزٕبلض رّبِب عٍٝ   اٌزبثع,    ٚ  -−∞,+∞, =  (-−1,1,) 

( ) ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ        =  ,1,1−-  دً ٚد١ذ      

  : ℝاٌّعشف عٍٝ   ٔجذ جبٔجبً جذٚي رغ١شاد اٌزبثع 

 جذ    
 →+∞

 ( )   ,    
 →−∞

 ( ) 

  ٚث١ٓ ٔٛعٙب   ذ٠خ ٌٍزبثعداروش ل١ّخ 

  ً٘ (5) =  عًٍ اجبثزه ل١ّخ دذ٠خ ٌٍزبثع؟ 4

 ًِمبسة أفمٟ ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع اوزت ِعبدٌخ و 

  د١ش   اوزت ِجّٛعخ رعش٠ف اٌزبثع ( ) =   ( ( )) 

    
 →+∞

 ( ) = 6  ,    
 →−∞

 ( ) = 2 

    (2) =  ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍخ     

    ١ٌغذ ل١ّخ دذ٠خ لأْ ِشزك اٌزبثع ٠ٕعذَ عٕذ٘ب دْٚ أْ ٠غ١ش اشبسرٗلا  

    = 2   ,    = 6  

    ِعشف ثششؽ    اٌزبثع ( ) = ٚثبٌزبٌٟ     -−∞ , 2,  -2 , +∞, 

 

 



 

 

 ℝاٌّعشف عٍٝ   ٔجذ ف١ّب ٠ٍٟ جذٚلاً ٌزغ١شاد اٌزبثع 

 جذ    
 →+∞

 ( )   ,    
 →−∞

 ( ) 

  اوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة الأفمٟ ٌٍزبثع 

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

  دي عٍٝ اٌم١ّخ اٌذذ٠خ اٌظغشٜ ٌٍزبثع  

    
 →+∞

 ( ) = +∞  ,    
 →−∞

 ( ) = 2 

     = 2        

         ٓد١ٍ 

     (2) = −1 

   اٌّعشف عٍٝ  ٔجذ ف١ّب ٠ٍٟ جذٚلاً ٌزغ١شاد اٌزبثع 

 جذ     
 →−∞

 ( )  ,    
 →+∞

 ( ) 

  اوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة الأفمٟ ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع 

  دي عٍٝ اٌم١ّخ اٌذذ٠خ اٌظغشٜ ٌٍزبثع  

  أدغت (- − 1,2,) 

       
 →−∞

 ( ) = +∞ ,    
 →+∞

 ( ) = 3 

     = 3    

    (−1) = −2    

     (- − 1,2,) =- − 2,4, 

 . اٌّطٍٛة: خطٗ اٌج١بٟٔ  ℝاٌّعشف عٍٝ   ٔجذ جبٔجبً جذٚي رغ١شاد اٌزبثع 

 جذ    
 →+∞

 ( )  ,    
 →−∞

 ( ) 

   ِج١ٕبً أٔٛاعٙب.  دي عٍٝ اٌم١ُ اٌذذ٠خ ٌٍزبثع  

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ  ( )     

      
 →+∞

 ( ) = −∞  ,    
 →−∞

 ( ) = +∞ 

     ( ) = (4) ل١ّخ طغشٜ ِذ١ٍخ  ٚ     2 =  ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ    6

      دً ٚد١ذ 

    - ,4, 

 

 

 



 

 

,  -اٌّعشف عٍٝ   جذٚي رغ١شاد اٌزبثع  ٔزأًِ  : اٌّطٍٛة  خطٗ اٌج١بٟٔ  ,∞+

  جذ    
 → 

 ( )  ,    
 →+∞

 أوزت ِعبدٌخ اٌّمبسة الأفمٟٚ   ( ) 

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

 دي عٍٝ اٌم١ّخ اٌّذ١ٍخ ٚث١ٓ ٔٛعٙب 

  دٍٛي اٌّزشاجذخ ِجّٛعخ جذ ′( )     

     
 → 

 ( ) = −∞  ,    
 →+∞

 ( ) =        ٚ =  ِمبسة أفمٟ   

    دً ٚد١ذ 

      (1) ل١ّخ وجشٜ ِذ١ٍخ =
 

 
   

    -  , 1, 

 : اٌّطٍٛة  خطٗ اٌج١بٟٔ  +ℝ *1اٌّعشف عٍٝ   جبٔجبً جذٚي رغ١شاد اٌزبثع  ٔزأًِ

  جذ   
 →+∞

 ( ) ,    
 →  

 ( )  ,    
 →−∞

 ( )  

  أوزت ِعبدٌخ وً ِمبسة أفمٟ أٚ شبلٌٟٛ ٌٍخؾ  

  ِب عذد دٍٛي اٌّعبدٌخ ( ) =   

  جذ دٍٛي اٌّزشاجذخ ′( )     

     
 →+∞

 ( ) = 2  ,    
 →  

 ( ) = −∞  ,    
 →−∞

 ( ) = +∞      

     = = ٚ     ِمبسة شبلٌٟٛ   1    ِمبسة أفمٟ  2

   ْدلا    

    - − ∞ , 1, -1 , 2, 

 

 

 

 

 

 



 

 

 اٌّٛافمخ :  عٕذ   ( ) جذ ٔٙب٠خ  

 ( ) =
 + 3

 − 1
       = 1  ( ) =

 − 3

 − 1
       = 1 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

(
 + 3

 − 1
) =

4

 −
= −∞ 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

(
 + 3

 − 1
) =

4

 +
= +∞ 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

(
 − 3

 − 1
) =

−2

 −
= +∞ 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

(
 − 3

 − 1
) =

−2

 +
= −∞ 

 ( ) =
  −  

  − 1
       = 1  ( ) =

 − 1

  + 4 − 5
       = 1 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

  −  

  − 1
=

 

 
 

=    
 → 

 ( − 1)

( − 1)( + 1)
=    

 → 

 

 + 1
=

1

2
 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

 − 1

  + 4 − 5
=

 

 
 

=    
 → 

 − 1

( − 1)( + 5)
=    

 → 

1

 + 5
=

1

6
 

 

 ( ) =
 − √ 

 − 1
       = 1  ( ) =

  − 1

  − 1
       = 1 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

 − √ 

 − 1
=

 

 
 

=    
 → 

( − √ )( + √ )

( − 1)( + √ )
 

=    
 → 

  −  

( − 1)( + √ )
 

=    
 → 

 ( − 1)

( − 1)( + √ )
=    

 → 

 

 + √ 
=

1

2
 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

  − 1

  − 1
=

 

 
 

=    
 → 

( − 1)(  +  + 1)

(  − 1)(  + 1)
 

=    
 → 

( − 1)(  +  + 1)

( − 1)( + 1)(  + 1)
 

=    
 → 

  +  + 1

( + 1)(  + 1)
=

3

4
 

 ( ) =
√ + 1 − 2

 − 3
       = 3  ( ) =

√ − 2

  − 4
       = 2 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

√ + 1 − 2

 − 3
=

 

 
 

=    
 → 

(√ + 1 − 2)(√ + 1 + 2)

( − 3)(√ + 1 + 2)
 

=    
 → 

 − 3

( − 3)(√ + 1 + 2)
 

=    
 → 

1

√ + 1 + 2
=

1

4
 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

√ − 2

  − 4
=

 

 
 

=    
 → 

(√ − 2)(√ − 2)

( − 2)( + 2)(√ − 2)
 

=    
 → 

 − 2

( − 2)( + 2)(√ − 2)
 

=    
 → 

1

( + 2)(√ − 2)
= +∞ 

 

 

 



 

 

 اٌّٛافمخ :  عٕذ   ( ) جذ ٔٙب٠خ  

 ( ) =   + 1 − √        = +∞  ( ) =  + 1 − √        = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 2 + 1 − √  ( )

=    
 →+∞

 (
 2 + 1

𝑥

1

√ 
) −

= +∞(+∞ −  ) = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 + 1 − √  ( )

=    
 →+∞

 (
 + 1

𝑥

1

√ 
) −

= +∞(1 −  ) = +∞ 

 ( ) =   + 1 − √1 −       = −∞  ( ) =  + 1 − √ − 1     = +∞ 

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

(  + 1 − √1 −  ) 

=    
 →−∞

(1 −  ) (
  + 1

1 −  
−

1

√1 −  
)

= +∞(+∞ −  ) = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( + 1 − √ − 1) 

=    
 →+∞

( − 1) (
 + 1

 − 1
−

1

√ − 1
)

= +∞(1 −  ) = +∞ 

 ( ) =  + 1 − √  − 1     = +∞  ( ) =  − √  − 1     = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

. − √ 2 − 1/ + 1 

=    
 →+∞

( − √  − 1)( + √  − 1)

 + √  − 1
+ 1 

=    
 →+∞

  −   + 1

 + √  − 1
+ 1 

=    
 →+∞

1

 + √  − 1
+ 1 =  + 1 = 1 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

. − √ 2 − 1/ 

=    
 →+∞

( − √  − 1)( + √  − 1)

 + √  − 1
 

=    
 →+∞

  −   + 1

 + √  − 1
 

=    
 →+∞

1

 + √  − 1
=   

 ( ) = √  +  + 1 + 2    = −∞  ( ) = √  +  + 1 −     = +∞ 

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

.√  +  + 1 −  / 

=    
 →−∞

(| |√1 +
1

 
+

1

  −  ) 

=    
 →−∞

(− √1 +
1

 
+

1

  −  ) 

=    
 →−∞

 (−√1 +
1

 
+

1

  − 1) 

= −∞(−2) = +∞ 

 
 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

.√  +  + 1 −  / 

=    
 →+∞

(√  +  + 1 −  )(√  +  + 1 +  )

(√  +  + 1 +  )
 

=    
 →+∞

 + 1

√  +  + 1 +  
 

=    
 →+∞

 + 1

| |√1 +
1
 

+
1
  +  

 

=    
 →+∞

 + 1

 √1 +
1
 

+
1
  +  

 

=    
 →+∞

 +
 

 

√ +
 

 
+

 

  + 
=

 + 

√ + + + 
=

 

 
  

 

 

 



 

 

 اٌّٛافمخ :  عٕذ   ( ) جذ ٔٙب٠خ  

 ( ) =
 

√  + 1
       = −∞  ( ) =

 

√  + 1
       = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 

√  + 
  

=    
 →+∞

 

| |√ +
 

  

=    
 →+∞

 

− √ +
 

  

  

=    
 →+∞

− 

√ +
 

  

=
− 

√ + 
= −1  

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 

√  + 
  

=    
 →+∞

 

| |√ +
 

  

=    
 →+∞

 

 √ +
 

  

  

=    
 →+∞

 

√ +
 

  

=
 

√ + 
= 1  

 ( ) =
  − √ 

 − 1
       = +∞  ( ) =

 + 1

√  + 1
       = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

  −√ 

 − 
  

=    
 →+∞

  . −
 

 √ 
/

 . −
 

 
/

  

=    
 →+∞

 (
 −

 

 √ 

 −
 

 

) = +∞ .
 − 

 − 
/ = +∞  

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 + 

√  + 
  

=    
 →+∞

 + 

| |√ +
 

  

=    
 →+∞

 + 

 √ +
 

  

  

=    
 →+∞

 +
 

 

√ +
 

  

=
 

√ + 
= 1  

 ( ) =   (√2 +
 

 
− √2)    = +∞   ( ) = √ − 1 − √       = +∞ 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

  (√2 +
1

 
− √2) 

=    
 →+∞

  
(√ +

 

 
−√ )(√ +

 

 
+√ )

(√ +
 

 
+√ )

  

=    
 →+∞

 

(√ +
 

 
+√ )

= +∞  

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

(√ − 1 − √ ) 

=    
 →+∞

(√ − 1 − √  )(√ − 1 + √  )

(√ − 1 + √  )
 

=    
 →+∞

−1

√ − 1 + √  
  

 

 

 ( ) =
2 − √3 − 2

√2 + 5 − 3
      = 2 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(
2 − √3 − 2

√2 + 5 − 3
) 

=    
 → 

(
(2 − √3 − 2)(2 + √3 − 2)

(2 + √3 − 2)
) (

(√2 + 5 + 3)

(√2 + 5 − 3)(√2 + 5 + 3)
) 

=    
 → 

(
(6 − 3 )

(2 + √3 − 2)
) (

(√2 + 5 + 3)

(2 − 4)
) =    

 → 
(

−3( − 2)

(2 + √3 − 2)
) (

(√2 + 5 + 3)

2( − 2)
) 

=    
 → 

(
−3

2
) (

√2 + 5 + 3

2 + √3 − 2
) (

−3

2
) (

6

4
) =

−9

4
 

 
 



 

 

 اٌّٛافمخ :  عٕذ   ( ) جذ ٔٙب٠خ  

 ( ) =
   √ 

 
       =    ( ) =

   3 

 
       =   

   
 → 

 ( ) =    
 → 

√ 

 
 

=    
 → 

1

√ 
(
   √ 

√ 
) = +∞  1 = +∞ 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

   (3 )

 
 

=    
 → 

.
   (  )

  
/ (3) = 1  3 = 3  

 ( ) =
2 − 2   √ 

 
       =    ( ) =

    − 1

 
       =   

=    
 → 

2(1 −    √ )

 
 

=    
 → 

2(1 −    √ )(1 +    √ )

 (1 +    √ )
 

=    
 → 

 . −    (√ )/

 ( +   √ )
=    

 → 

     (√ )

 ( +   √ )
  

=    
 → 

(
   √ 

√ 
)

 

 
2

(1 +    √ )
 

= 1  1 = 1 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

    − 1

 
  

=    
 → 

(    − 1)(    + 1)

 (    + 1)
 

=    
 → 

     − 1

 (    + 1)
 

=    
 → 

−      

 (    + 1)
 

= − (
    

 
)

 

.
 

    + 1
/ 

 ( ) =
      

1 −     
          =    ( ) =

1 −     

    
                 =   

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(
      

1 −     
) 

=    
 → 

(      )(1 +     )

(1 −     )(1 +     )
 

=    
 → 

(      )(1 +     )

1 −      
 

=    
 → 

(      )(1 +     )

     
 

=    
 → 

.
 

    
/ (1 +     ) = 1  2 = 2  

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(
1 −     

    
) 

=    
 → 

(1 −     )(1 +     )

(    )(1 +     )
 

=    
 → 

1 −      

(    )(1 +     )
 

=    
 → 

     

(    )( +    )
  

=    
 → 

    

 +    
=    

𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑥  𝑎 =   𝑓(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛(7𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(3𝑥)

1 𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
 𝑎 =   

   
 → 

 ( ) =    
 → 

   4 − 2   2 

  
 

=    
 → 

2   2    2 − 2   2 

  
 

=    
 → 

2   2 (   2 − 1)

  
=    

 → 

2   2 (−2     )

  
 

=    
 → 

− 4 (
   2 

 
) (

    

 
)

 

 

=    
 → 

− 8 (
   2 

2 
)(

    

 
)

 

= −8(1)(1) = −8 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

   (7 ) +    (3 )

1     (2 )
 

=    
 → 

2   (5 )   (2 )

1     (2 )
 

=    
 → 

   (5 )

5 
= 1 

 
 

 



 

 

( ) ِضبي : اثذش عٓ ٔٙب٠خ اٌزبثع   =
 

  
 :  ∞+عٕذ اي        +

   ثفشع 
 →+∞

 ( ) =    ٚثّب أْ  
 →+∞

 

  
=    فئْ    

 →+∞
    =   

 ∞+١ٌظ ٌٗ ٔٙب٠خ عٕذ  ( ) ٚثبٌزبٌٟ   لأٔٗ ربثع دٚسٞ ٚ غ١ش صبثذ ٚ٘زا رٕبلغ ∞+١ٌظ ٔٙب٠خ عٕذ       ٌىٓ 

( ) اثذش عٓ ٔٙب٠خ اٌزبثع  =     +
 

 
 ∞+عٕذ   

   ثفشع 
 →+∞

 ( ) =    ٚثّب أْ  
 →+∞

 

 
=    فئْ    

 →+∞
    =   

 ∞+١ٌظ ٌٗ ٔٙب٠خ عٕذ   ( ) ٚثبٌزبٌٟ لأٔٗ ربثع دٚسٞ ٚ غ١ش صبثذ ٚ٘زا رٕبلغ ∞+١ٌظ ٔٙب٠خ عٕذ       ٌىٓ

𝑓(𝑥)ٚ اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك :   ∗ℝاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع  =
𝑥 +   𝑥

𝑥 
 

   ًث١ٓ أٔٗ ِٓ اج𝑥  ِٓℝ∗    ْ1فئ −
 

𝑥 
 𝑓(𝑥)  1 +

 

𝑥 
      اعزٕزج  ٔٙب٠زٟ اٌزبثع𝑓  عٕذ−∞  ٚ+∞ 

    ًاج ِٓ𝑥  ِٓℝ∗ ْ1−    فئ  𝑐𝑜𝑠 𝑥  1  𝑥 − 1  𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥  1 + 𝑥   

𝑥 − 1

𝑥  
𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥  
1 + 𝑥 

𝑥   1 −
1

𝑥  𝑓(𝑥)  1 +
1

𝑥  

  دغت ِجشٕ٘خ الإدبؽخ  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(1 −
1

𝑥 ) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(1 +
1

𝑥 ) = 1  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(1 −
1

𝑥 ) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥 ) = 1  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 

-اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ اٌزبثع  − 5, ( ) ٚفك:  ,∞+ =
 − 

 + 
 

  ادغت   
 →+∞

   ٚاعزٕزج  ( ) 
 →+∞

 ( ( ))    أعذ دغبة    
 →+∞

  ثذلاٌخ  (( ) ) ثعذ وزبثخ  (( ) ) 

 اٌذً :

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 − 3

 + 5
= 1     

 →+∞
 ( ( )) =    

 → 
 ( ) =  (1) =

−1

3
          

 ( ( )) =  (
 − 3

 + 5
) =

 − 3
 + 5

− 3

 − 3
 + 5

+ 5
=

 − 3 − 3 − 15
 + 5

 − 3 + 5 + 25
 + 5

=
− − 9

3 + 11
    

 →+∞
 ( ( )) =

−1

3
       

, ∞−-اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ اٌزبثع  1,  -1, ( ) ٚفك :  ,∞+ =
 − 

 − 
 

 ادغت   
 →+∞

   ٚاعزٕزج  ( ) 
 →+∞

 ( ( ))   :أعذ دغبة   
 →+∞

  ثذلاٌخ  (( ) ) ثعذ وزبثخ  (( ) ) 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 − 

 − 
= 1      

( ) ٔجذ:   1  فٟ دبٌخ   − 1 =
 − 

 − 
− 1 = −

 

 − 
    ( )  1 

   ِٕٚٗ :    ∞+عٕذ   1ثم١ُ اطغش ِٓ   ٠1غعٝ اٌٝ  ( ) ثبٌزبٌٟ 
 →+∞

 ( ( )) =    
 →  

 ( ) = +∞  

 ( ( )) =  .
 − 

 − 
/ =

   

   
− 

   

   
− 

=
        

   
       

   

=
−  

− 
=      

 →+∞
 ( ( )) =    

 →+∞
 = +∞ 



 

 

( ) اٌّعطٝ ثبٌعلالخ     ادغت ٔٙب٠خ اٌزبثع  =
  − 

 − 
  ∞+عٕذ 

 ,1 9,5 4-فٟ اٌّجبي   ( ) وبْ      ارا وبْ  ٠ذمك اٌششؽ :  صُ أعؾ عذدا 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

  − 

 − 
= 5 ( )  ٚ        1  ٚٔظف لطشٖ   5ِشوض اٌّجبي ٘ٛ   ,1 9,5 4- 

| ( ) − 5|    1  |
5 − 1

 − 1
− 5|    1  |

5 − 1 − 5 + 5

 − 1
|    1  |

4

 − 1
|  

1

1 
 

  -1, +∞, 
 − 1

4
 1   − 1  4    41    41   

( ) اٌّع١ٓ ثبٌعلالخ      اٚجذ ٔٙب٠خ اٌزبثع  =
−  + 

 + 
  ∞+عٕذ 

,5  2−-فٟ اٌّجبي   ( ) وبْ      ٠ذمك اٌششؽ : ارا وبْ   صُ أٚجذ عذدا  −1 95, 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

−  + 

 + 
= −2 ( ) ٚ    5    ٚٔظف لطشٖ  2−ِشوض اٌّجبي  ,95 1−,5  2−- 

| ( ) + 2|     5  |
−2 + 1

 + 3
+ 2|  

5

1  
  

|
−2 + 1 + 2 + 6

 + 3
|  

5

1  
 

7

| + 3|
 

5

1  
 

| + 3|

7
 

1  

5
 | + 3|  14  

  - − 3,+∞,  + 3  14    137    137  

-ٚاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع  − ∞, 𝑓(𝑥)ٚ اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك :   ,1 =
 𝑥

𝑥+ 
 

   أٚجذ  ٔٙب٠خ اٌزبثع𝑓  عٕذ−∞  

  ذ  ل١ّخ  أٚج𝐴  ْاٌزٟ رذمك اٌششؽ : ارا وب𝑥  𝐴 ْوب𝑓(𝑥)     1  99,3 2-٠ٕزّٟ ٌٍّجبي, 

      𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 𝑥

𝑥+ 
= 3 

        𝑓(𝑥)      0.01ٚٔظف لطشٖ  3ِشوض اٌّجبي ٘ٛ   ,1  99,3 2- 

|𝑓(𝑥) − 3|     1   
 𝑥

𝑥+ 
− 3     1   

 𝑥− 𝑥− 

𝑥+ 
     1   

− 

𝑥+ 
     1  

𝑥  - − ∞, −1, |𝑥 + 1| = −𝑥 − 1  
3

−𝑥 − 1
 

1

1  
 

−𝑥 − 1

3
 1   

 −𝑥 − 1  3   −𝑥  3 1  𝑥  −3 1  𝐴  −3 1  



 

 

,1−,ٚاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع   +∞- ( ) = √ + 1   ٚ اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك : 

   جذ  ٔٙب٠خ اٌزبثع𝑓  3عٕذ 

     جذ  ِجبي𝐼  ٖارا وبْ  اٌششؽ : ٠ذمك 3ِشوض𝑥  𝐼   ْوب𝑓(𝑥)   1 9,2 1- ٠ٕزّٟ ٌٍّجبي, 

   𝑙𝑖𝑚𝑥→ 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→ √𝑥 + 1 = 2 

1 9   ( )  2 1  1 9  √ + 1  2 1  3 6   + 1  4 4                    

3 6 − 1    4 4 − 1  2 6    3 4    -2 6 , 3 4, 

   |𝑓(𝑥) − 2| =  √𝑥 + 1 − 2 =
|𝑥− |

√𝑥+ + 
 

𝑥فٟ دبٌخ  ٠𝑥ىْٛ     + 1  1 ⇒ √𝑥 + 1  1 ⇒ √𝑥 + 1 + 2  3 ⇒
 

√𝑥+ + 
 

 

 
 

𝑓(𝑥)|   ثبٌزبٌٟ   − 2| =
|𝑥− |

√𝑥+ + 
 

|𝑥− |

 
   1  |𝑥 − 3|    3   

𝑥  -3 −   3, 3 +   3, = -2 7, 3 3, 

( ) اٌّع١ٓ ثبٌعلالخ    جذ ٔٙب٠خ اٌزبثع   =
 + 

 − 
 5عٕذ   

 ,5  95,4 3-اٌٝ اٌّجبي    أزّٝ   اٌٝ اٌّجبي    ٠ٚذمك اٌششؽ : ارا أزّٝ  5ِشوضٖ   صُ أٚجذ ِجبلا 

      
 → 

 ( ) =    
 → 

 + 

 − 
= 4     ٚ ( )  5   , ٚٔظف لطشٖ  4ِشوضٖ  ,5  95,4 3- 

| ( ) − 4|     5  |
 + 3

 − 3
− 4|  

5

1  
 |

 + 3 − 4 + 12

 − 3
|  

5

1  
  

|
−3 + 15

 − 3
|  

5

1  
 

3| − 5|

| − 3|
 

5

1  
 

− |, ٠ىْٛ   4  فٟ دبٌخ   3| , ٚثبٌزبٌٟ    1 
 | − |

 
 

 

   
 | − 5|  

 

   
 

−ٚثبٌزبٌٟ :  
 

   
   − 5  

 

   
 5 −

 

   
    5 +

 

   
   15 −

 

   
, 5 −

 

   
0 

ع١ّٓ ثبٌعلالخ  𝑓أٚجذ ٔٙب٠خ اٌزبثع  ُّ 𝑓(𝑥)اٌ =
𝑥+ 

𝑥+ 
ُّ أٚجذ ِجبلاً  1عٕذ    1ِشوضٖ  𝐼, ص

 ,1  99,2 1-٠ٕزّٟ إٌٝ اٌّجبي  𝑓(𝑥), وبْ ٠𝐼ٕزّٟ إٌٝ اٌّجبي  ٠𝑥ذُمّك اٌششؽ إرا وبْ 

   𝑙𝑖𝑚𝑥→ 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→ 
𝑥+ 

𝑥+ 
= 2 

     |𝑓(𝑥) − 2| =  
𝑥+ 

𝑥+ 
− 2 =  

−𝑥+ 

𝑥+ 
 =  

𝑥− 

𝑥+ 
  

𝑥فٟ دبٌخ  𝑥|٠ىْٛ       + 1| 𝑓(𝑥)|ِٕٚٗ ٠ّىٓ أْ ٔؼع  1  − 2| =  
𝑥− 

𝑥+ 
  

|𝑥− |

 
    1   

|𝑥 − 1|     1  𝑥  -1 −    1, 1 +    1, = -  99, 1  1, 



 

 

( ) اٌّع١ٓ ثبٌعلالخ     أٚجذ ٔٙب٠خ اٌزبثع  =
  − 

( − ) 
 ٠ذمك اٌششؽ :   صُ ع١ٓ عذدا   1عٕذ   

( ) وبْ  1ِخزٍفب عٓ   , +1, −1-عٕظشا ِٓ اٌّجبي    ارا وبْ   1   

   
 → 

 ( ) =    
 → 

5 − 1

( − 1) 
= +∞ 

( ) ٚثّب اْ        =
  − 

( − ) 
 1     

− 5 ٌزٌه ٔخزبس    1رغعٝ ٔذٛ   عٕذِب  4اٌجغؾ ٠غعٝ ٔذٛ  1  3 6  

5 − 1

( − 1)  
3 6

( − 1)  1   ( − 1)  
3 6

1   

 ( − 1)  
36

1   | − 1|  
6

1   | − 1|      6 

−    6   − 1      6  1 −     6    1 +     6   = -  994, 1   6, 

( ) اٌزبثع اٌّع١ٓ ثبٌعلالخ    ١ٌىٓ  =  

(   ) 
      

  1فٟ جٛاس   ادسط ٔٙب٠خ     

  ٠ٚذمك   1ِشوضٖ   أٚجذ ِجبلا ( )  +1*  ِٓ   أ٠ب وبْ     1 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

 

( − ) 
= ( ) ٚثّب اْ        ∞+ =

 

( − ) 
 1      

 : 49     , ٌزٌه ٔخزبس   1رغعٝ ٔذٛ اٌـ   عٕذِب  1اٌجغؾ ٠غعٝ ٔذٛ  

 

( − 1)  
  49

( − 1)  1   ( − 1)  
  49

1   

( − 1)  
49

1   | − 1|  
7

1   | − 1|       7 

−     7    − 1       7  1 −      7     1 +      7    -  9993, 1    7, 

 

 

 



 

 

 ,  ٌٍزبثع    ِمبسثبً ِبئلاً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ  ∆ف١ّب ٠أرٟ ث١ّٓ ِعٍّلاً إجبثزه إرا وبْ اٌّغزم١ُ 

 .∆ِٚمبسثٗ    . ادسط ثعذئز اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ ∞−أٚ عٕذ  ∞+عٕذ        

  ( ) = 2 + 3 +
1 

 + 1
      ∆  = 2 + 3            =- − ∞, −1, - − 1,+∞, 

 ( ) −  ∆ = 2 + 3 +
  

 + 
− (2 + 3) =

  

 + 
  

           ∞− فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  ∆    
 →−∞

( ( ) −  ∆) =    
 →−∞

  

 + 
=   

           ∞+ فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  ∆    
 →+∞

( ( ) −  ∆) =    
 →−∞

  

 + 
=   

( ) ٔذسط إشبسح      ∆ِع اٌّمبسة    ٌٚذساعخ اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ  −  ∆ =
  

 + 
 

−∞            − 1                    + ∞   

اشبسح        +                 −
  

 + 
 

 اٌٛػع إٌغجٟ        ∆رذذ                  ∆فٛق            

  ( ) = 3 + 7 −
5

√| |
          ∆  = 3 + 7          =- − ∞,  , - ,+∞, 

 ( ) −  ∆ = 3 + 7 −
 

√| |
− (3 + 7) = −

 

√| |
  

   
 →−∞

( ( ) −  ∆) =    
 →−∞

− 

√| |
=              ,            

 →+∞
( ( ) −  ∆) =    

 →+∞

− 

√| |
=    

 ∞−عٕذ ٚ     ∞+عٕذ    ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  ∆إراً 

 ( ) −  ∆ =
− 

√| |
-  أ٠ب وبٔذ      − ∞,   ∆٠مع دِٚب رذذ   ٚثبٌزبٌٟ    ,∞+, - , 

( )    ١ٌىٓ ٌذ٠ٕب اٌزبثع =
  − − 

 − 
,∞−-اٌّعشف عٍٝ       2,  -2,  ٚاٌّطٍٛة : ,∞+

  عٕذ أؽشاف ِجّٛعخ اٌزعش٠ف     أدغت  ٔٙب٠خ اٌزبثع  ثبٌشىً   أوزت اٌزبثع     ( ) =  + 1 −
 

 − 
        

   ُاٌزٞ ِعبدٌزٗ    أصجذ أْ اٌّغزم١ =  +    ∞+فٟ جٛاس    ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ      1

  ِع اٌخؾ اٌج١بٟٔ   ٚادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّغزم١ُ       

                        
 →−∞

 (   ) =    
 →−∞

  − − 

 − 
= −∞  ,       

 →  
 (   ) =    

 →  

  − − 

 − 
= +∞  

   
 →  

 (   ) =    
 →  

  −  − 5

 − 2
= −∞       ,       

 →+∞
 (   ) =    

 →+∞

  −  − 5

 − 2
= +∞ 

   : ثبٌمغّخ الال١ٍذ٠خ ٔجذ ( ) =  + 1 −
 

 − 
 

  ( ) − ( + 1) =  + 1 −
 

 − 
− ( + 1) = −

 

 − 
 

      
 →+∞

 ( ) − ( + 1) =    
 →+∞

−
 

 − 
=     

= ثبٌزبٌٟ   +     ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1

    دساعخ اٌٛػع إٌغجٟ :

−∞                        2                    + ∞   

− + −
3

 − 2
 اشبسح 

        ٠مع فٛق                     ٠مع رذذ          



 

 

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع     ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك  ℝاٌ =  + √  + 1 

   اششح اٌزأ٠ًٚ إٌٙذعٟ ٌٙزٖ إٌز١جخ.∞−عٕذ   ادسط ٔٙب٠خ . 

   ُاٌّغزم١ ّْ = اٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أ  .∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ   2

   ٚاٌخؾ  ∆ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّمبسة  . 

                             
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( + √  + 1) = +∞ −   دبٌخ عذَ رع١١ٓ      ∞

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( +√  + )( −√  + )

 −√  + 
=    

 →+∞

− 

 −√  + 
=    

ّْ ِذٛس اٌفٛاطً   = ٚ٘زا ٠عٕٟ ٕ٘ذع١بًّ أ   ∞−فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ    

                   ( ) −  ∆ =   + √  + 1 − 2 = √  + 1 −  =
(√  + − )(√  + + )

(√  + + )
  

   
 →+∞

( ( ) −  ∆) =    
 →+∞

(√  + 1 −  ) =    
 →+∞

(
(√  + − )(√  + + )

(√  + + )
) =

   
 →+∞

.
 

√  + + 
/ =    

=  ∆ٚثبٌزبٌٟ اٌّغزم١ُ   ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ    2

              √  + 1 −  =   √  + 1 =     + 1 =   ِغزذ١ٍخ   

 

−∞                                               + ∞   

+  √اشبسح    + 1 −   

 اٌٛػع إٌغجٟ ∆فٛق   

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك   ℝاٌ =  +
 

√  + 
 

  ُاٌّغزم١ ّْ = اٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أ  +  .∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ  1

  ٚاٌخؾ  ∆ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّمبسة . 

                    ( ) − ( + 1) =  +
 

√  + 
−  − 1 =

 

√  + 
− 1  

= ٠ىْٛ     فٟ دبٌخ   ٚثبٌزبٌٟ :   √

   
 →+∞

( ( ) −  ∆) =    
 →+∞

 

√  + 
− 1 =    

 →+∞
√

  

  + 
− 1 = 1 − 1 =    

=  ∆ِٕٚٗ اٌّغزم١ُ    +  ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ     1

   ٚاٌخؾ  ∆دساعخ اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّمبسة  

 ( ) − ( + 1) =   
 

√  + 
− 1 =   

 

√  + 
= 1  √  + 9 =        

   + 9 =  ِغزذ١ٍخ     

−∞                                               + ∞   

اشبسح    −
 

√  + 
− 1 

 اٌٛػع إٌغجٟ ∆رذذ   



 

 

عشّف عٍٝ   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك   ℝاٌزبثع اٌ = √2  +  +  خطّٗ اٌج١بٟٔ .   ١ٌٚىٓ  1

ّْ اٌخؾ   .∞−, وزٌه الأِش فٟ جٛاس ∞+٠مجً ِمبسثبً ِبئلاً فٟ جٛاس   ٚاٌّطٍٛة ٘ٛ إصجبد أ

=  2√ثّلادظخ أْ  √2| | 

   ْ2√)∞+→    أصجذ أ  +  + 1 − √2 ) =
√ 

 
 

   اعزٕزج ل١ّخ   
 →+∞

( ( ) − .√2 +
√ 

 
/)   

   

=  2√٠ىْٛ       ِٓ أجً  √2| | = √2  

                              
 →−∞

(√2  +  + 1 − √2 ) = +∞ −  دبٌخ عذَ رع١١ٓ ِٓ اٌشىً ∞

     →+∞(√2  +  + 1 −  ٔىزت : ∞+عٕذ ( 2√

 ( ) − √2 =
(√   + + −√  )(√   + + +√  )

(√   + + +√  )
 =

 + 

√   + + +√  
  

 ( ) − √2 =
 . +

 

 
/

| |√ +
 

 
+

 

  +√  
=

 . +
 

 
/

 √ +
 

 
+

 

  +√  
=  

 +
 

 

√ +
 

 
+

 

  +√ 
         

   
 →+∞

( ( ) − √2 ) =    
 →+∞

 +
 

 

√ +
 

 
+

 

  +√ 
=

 

 √ 
=

√ 

 
   

  ْٔغزٕزج أ   
 →+∞

( ( ) − .√2 +
√ 

 
/) = = ثبٌزبٌٟ    √2 +

√ 

 
 ∞+ فٟ جٛاس  ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  

عشّف عٍٝ    ١ٌىٓ    ُّ ( ) ٚفك   ℝاٌزبثع اٌ = √  + 2 + 4 

  ادغت    →−∞  ( ) 

  ٟ٠ذُمّك   أصجذ ٚجٛد عذد دم١م    →−∞
 ( )

 
= ّْ ٔٙب٠خ     ( ) ٚأ −  . عذد دم١مٟ  ∞−عٕذ      

  ًفٟ جٛاس   ٌٍزبثع   ٌٍخؾ   ∆اعزٕزج ٚجٛد ِمبسة ِبئ−∞. 

     
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

( √  + 2 + 4 ) = +∞ 

                 
 →−∞

 ( )

 
=    

 →−∞

√  +  + 

 
=    

 →−∞

| |√ +
 

 
+

 

  

 
=    

 →−∞

− √ +
 

 
+

 

  

 
   

   
 →−∞

 ( )

 
=    

 →−∞

− √ +
 

 
+

 

  

 
=    

 →−∞
− √1 +

 

 
+

 

  
= −1   = −1  

   
 →−∞

( ( ) − (− )) =    
 →−∞

(√  + 2 + 4 +  ) =    
 →−∞

(√  +  + + )(√  +  + − )

√  +  + − 
  

=    
 →−∞

  + 

√  +  + − 
=    

 →−∞

 . +
 

 
/

| |√ +
 

 
+

 

  − 
=    

 →−∞

 +
 

 

−√ +
 

 
+

 

  − 
= −1   = −1  

  ّْ =   ∆ٔغزٕزج أ − −  ∞−ِمبسة ِبئً فٟ جٛاس   1



 

 

عشّف عٍٝ    ١ٌىٓ    ُّ ( ) ٚفك   ℝاٌزبثع اٌ = √  + 2 + 4 

  ادغت    →+∞  ( )  ُّ    ص
 →+∞

, ( ) − ( + 1)- 

  ًفٟ جٛاس   ٌٍزبثع   ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ  ∆اعزٕزج ٚجٛد ِمبسة ِبئ+∞. 

  ٚاٌخؾ  ∆ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّمبسة  . 

                                                                       
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( √  + 2 + 4 ) = +∞ 

   
 →+∞

( ( ) − ( + 1)) =    
 →+∞

.√  + 2 + 4 − ( + 1)/ = +∞ −  دبٌخ عذَ رع١١ٓ     ∞

 ( ) − ( + 1) =
.√  +  + −( + )/.√  +  + +( + )/

.√  +  + +( + )/
  

=
  +  + −( + ) 

√  +  + +( + )
=

  +  + −  −  − 

√  +  + +( + )
=

 

√  +  + +( + )
  

   
 →+∞

( ( ) − ( + 1)) =    
 →+∞

.
 

√  +  + +( + )
/ =    

   ُاٌّغزم١ ّْ =  ∆ٔغزٕزج أ  +  ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1

                                                                                   ( ) −  ∆ = √  + 2 + 4 − ( + 1) 

√  + 2 + 4 − ( + 1) =   √  + 2 + 4 =  + 1          −1   

  + 2 + 4 =   + 2 + 1  4 =  ِغزذ١ٍخ   1

−∞                                               + ∞   

+  √اشبسح    + 2 + 4 − ( + 1) 

 اٌٛػع إٌغجٟ ∆فٛق   

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك  ℝاٌ = √  + 4 + 5 

       ادغت    →+∞  ( ) 

   اوزت صلاصٟ اٌذذٚد  + 4 + ّبً إٌٝ ِشثعّ وبًِ(  5 ّّ  ثبٌظ١غخ اٌمب١ٔٛٔخ   ) ِز

   اوزت ِعبدٌزٗ. ∞+فٟ جٛاس   ٌٍزبثع    اعزٕزج ٚجٛد ِمبسة ِبئً  ٌٍخؾ 

 اٌذً:  

    ( ) = √  + 4 + 5                   - − ∞,+∞, 

                                                   →+∞  ( ) =    
 →+∞

(√  + 4 + 5) = +∞ 

                               + 4 + 5 =   + 4 + 4 − 4 + 5 = ( + 2) + 1 

         أٞ  ∞+فٟ جٛاس    

   
 →+∞

 ( ) − ( + 2) =    
 →+∞

(√( + 2) + 1 − ( + 2)) 

=    
 →+∞

(√( + ) + −( + ))(√( + ) + +( + ))

√( + ) + +( + )
=    

 →+∞

 

√( + ) + +( + )
=    

 ّْ =  ∆ٔغزٕزج أ  +  ∞+ِغزم١ُ ِمبسة ِبئً فٟ جٛاس  2

 

 

 

 

 

 



 

 

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع    ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك   ℝاٌ = √4  − 4 + 3 

  ٚعٕذ  ∞−عٕذ   ادسط ٔٙب٠خ+∞ 

   4اوزت  − 4 +  ثبٌشىً اٌمبٟٔٛٔ. 3

  اٌّعشّف ٚفك   ادسط ٔٙب٠خ اٌزبثع ( ) =  ( ) − √(2 −   ∞+ٚ  ∞−عٕذ   (1

  اٌخؾ َّْ  ٠مجً ِغزم١ّ١ٓ ِمبسث١ٓ ِبئ١ٍٓ ٠طٍُت إ٠جبد ِعبدٌز١ّٙب.  اعزٕزج أ

  اٌخؾ ّْ ًّ ِٓ ٘ز٠ٓ اٌّمبسث١ٓ.  أصجذ أ  ٠مع فٛق و

 اٌذً:  

       
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

√4  − 4 + 3 = +∞ ,    
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

√4  − 4 + 3 = +∞  

 ًِ4 :     ثبلإرّبَ إٌٝ ِشثعّ وب  − 4 + 3 = 4(  −  ) + 3 = 4 .  −  +
 

 
−

 

 
/ + 3 

4  − 4 + 3 = 4  − 4 + 1 − 1 + 3 = (2 − 1) + 2  

        ( ) =  ( ) − √(2 − 1) = √(2 − 1) + 2 − √(2 − 1)   

=
.√(  − ) + −√(  − ) /.√(  − ) + +√(  − ) /

√(  − ) + +√(  − ) 
=

 

√(  − ) + +√(  − ) 
  

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

 

√(  − ) + +√(  − ) 
=    ,      

 →+∞
 ( ) =    

 →+∞

 

√(  − ) + +√(  − ) 
=    

       ّْ − 2)√ثّب أ 1) = |2 − 1| = {
  (2 − 1)   2 − 1      

 

 

−(2 − 1)   2 − 1       
 

 

 

   
 →+∞

 ( ) =      
 →+∞

( ( ) − (2 − 1)) =   

=   ∆ثبٌزبٌٟ اٌّغزم١ُ  2 −  ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ    1

   
 →−∞

 ( ) =      
 →−∞

( ( ) − (−2 + 1)) =   

ّْ اٌّغزم١ُ  =   ∆فئ −2 +  ∞−فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ    1

 : ٓدساعخ اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّٕذٕٟ ٚاٌّمبسث١ 

  ( ) =
 

√(  − ) + +√(  − ) 
  ∆ٚ     ∆٠مع دِٚب  فٛق ِمبسث١ٗ   ثبٌزبٌٟ    أ٠بًّ وبْ اٌعذد اٌذم١مٟ    

 

 

 

 

 



 

 

𝑓(𝑥)ٚ اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك :   ∗ℝاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع  =
𝑥 + −   𝑥

𝑥
 

    أصجذ أْ ٌٍخؾ𝐶   ًِعبدٌزٗ  ∆ِمبسة ِبئ𝑦 = 𝑥   فٟ جٛاس+∞   

   أدسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ𝐶   ِع اٌّمبسة∆- ,+∞,  عٍٝ   

                                       (𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝑥) =
𝑥 + −𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
−

𝑥 

𝑥
=

 −𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

−1  − 𝑠𝑖𝑛 𝑥  1  1  2 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥  3  
1

𝑥
 

2 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
 

3

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚ؽخ                 دغت ِجشٕ٘خ الادب
𝑥→+∞

.
 

𝑥
/ = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
.

 

𝑥
/ =   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 (𝑥) =   

𝑦 ٚثبٌزبٌٟ  = 𝑥   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ𝐶    فٟ جٛاس+∞   

     1  2 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥  3  2 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥    
 −𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
    ,   𝑥  - ,+∞, 

 ,∞+, -عٍٝ اٌّجبي   ∆٠مع فٛق اٌّمبسة   𝐶ٚاٌخؾ  

𝑓(𝑥)ٚ اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك :   ∗ℝاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع  = 𝑥 +
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

    أصجذ أْ ٌٍخؾ𝐶   ًِعبدٌزٗ  ∆ِمبسة ِبئ𝑦 = 𝑥   فٟ جٛاس+∞   ٚ−∞ 

   أدسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ𝐶   ِع اٌّمبسة∆  

𝑓(𝑥) − 𝑦∆ = 𝑥 +
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
− (𝑥) =

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
    

𝑥فٟ دبٌخ  1−٠ىْٛ :        𝑠𝑖𝑛𝑥  1  −
 

𝑥
 

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

 

𝑥
   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

− 

𝑥
=   , 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

 

𝑥
=   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=   دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ  

𝑙𝑖𝑚      ∞−عٕذ  𝐶𝑓ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  ∆   
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=    

𝑥فٟ دبٌخ  1−٠ىْٛ :        𝑠𝑖𝑛𝑥  1  −
 

𝑥
 

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 

 

𝑥
   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

− 

𝑥
=   , 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

 

𝑥
=   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=    دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ  

𝑙𝑖𝑚   ∞+عٕذ  𝐶𝑓ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  ∆   
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑦∆) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=    

ٔذسط إشبسح  ∆ِع اٌّمبسة  𝐶𝑓ٌٚذساعخ اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ 
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
 : ∗ℝعٍٝ  

رزفك اشبسح    :  ,∞+, -عٍٝ اٌّجبي 
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑠𝑖𝑛ِع اشبسح   𝑥   ٍٝع- ,+∞,   

 ٌذ٠ٕب        𝑘فٟ دبٌخ عذد ؽج١عٟ      

 

 

 

                     

,∞−-عٍٝ اٌّجبي  𝑠𝑖𝑛رعبوظ اشبسح  :  ,  𝑥  عٍٝ اٌّجبي-−∞,  , 

 ٌذ٠ٕب 𝑘فٟ دبٌخ عذد طذ١خ عبٌت رّبِب   

 

 

 



 

 

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك  ℝاٌ =  + √|4  − 1| 

   عٕذ   ادسط ٔٙب٠خ+∞          

    أصجذ أْ ٌٍخؾ𝐶   ًِعبدٌزٗ  ∆ِمبسة ِبئ𝑦 = 3𝑥   فٟ جٛاس+∞  

   أدسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ𝐶   ِع اٌّمبسة∆  

 

  

 ( ) =  + √|4  − 1|        - − ∞, +∞, 

   4  − 1 =     =
 

 
  = −

 

 
  ,  =

 

 
 

     فٟ دبٌخ  
 

 
−  ٠4ىْٛ    1 −  4|ٚثبٌزبٌٟ     1| = 4  − 1  : 

       
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( + √4  − 1) = +∞    

    فٟ دبٌخ  
 

 
−  ٠4ىْٛ    1 −  4|ٚثبٌزبٌٟ     1| = 4  − 1 : 

 ( ) =  ( ) − (3 ) =  + √|4  − 1| − 2 = √|4  − 1| − 2  

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

(√4  − 1 − 2 ) = +∞ −   دبٌخ عذَ رع١١ٓ              ∞

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

(√   − −  )(√   − +  )

√   − +  
=    

 →+∞

− 

√   − +  
=    

𝑦ثبٌزبٌٟ اٌّغزم١ُ  = 3 𝑥  ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ𝐶    فٟ جٛاس+ ∞

              : ٟدساعخ اٌٛػع إٌغج   ( ) = √|4  − 1| − 2  

 ( ) =   √|4  − 1| − 2 =   √|4  − 1| = 2            

√|4  − 1| = 2  |4  − 1| = −  4     ٕٚ٘ب ١ّٔضّ دبٌز١ٓ :     4 1 =   4       −1 =

 ِغزذ١ٍخ     

  4  − 1 = −4       =
 

 
  =

− 

 √ 
=        ,      ِشفٛع 

 

 √ 
      ِمجٛي    

 

−∞              
1

2√2
             + ∞ 

  

 ( ) اشبسح    −                         +

 اٌٛػع إٌغجٟ  ∆فٛق                 ∆رذذ   

 

 

 



 

 

عشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك  ℝاٌ =  + √|4  − 1| 

   عٕذ   ادسط ٔٙب٠خ−∞         

    أصجذ أْ ٌٍخؾ𝐶   ًِعبدٌزٗ  ∆ِمبسة ِبئ𝑦 = −𝑥   فٟ جٛاس−∞  

   أدسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ𝐶   ِع اٌّمبسة∆  

  

 ( ) =  + √|4  − 1|        - − ∞, +∞, 

4  − 1 =     =
1

4
  = −

1

2
   ,    =

1

2
 

     فٟ دبٌخ  −
 

 
−  ٠4ىْٛ    1 −  4|ٚثبٌزبٌٟ     1| = 4  − 1  : 

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

( + √4  − 1) = −∞ +   دبٌخ عذَ رع١١ٓ            ∞

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

( + | |√4 −
 

  
) =    

 →−∞
( −  √4 −

 

  
)    

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

 (1 − √4 −
 

  
) = −∞(1 − √4 −  ) = −∞(−1) = +∞  

    فٟ دبٌخ  
− 

 
−  ٠4ىْٛ    1 −  4|ٚثبٌزبٌٟ     1| = 4  − 1 : 

 ( ) =  ( ) − (− ) =  + √|4  − 1| +  = √4  − 1 + 2   

   
 →−∞

 ( ) ==    
 →−∞

(√4  − 1 + 2 ) = +∞ −   دبٌخ عذَ رع١١ٓ              ∞

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

(√4  − 1 + 2 )(√4  − 1 − 2 )

√4  − 1 − 2 
=    

 →−∞

−1

√4  − 1 − 2 
=   

𝑦ثبٌزبٌٟ اٌّغزم١ُ  = − 𝑥  ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ𝐶    فٟ جٛاس− ∞

     : ٟدساعخ اٌٛػع إٌغج   ( ) = √|4  − 1| + 2  

 ( ) =   √|4  − 1| + 2 =   √|4  − 1| = −2            

√|4  − 1| = −2  |4  − 1| = 4    

 ٕٚ٘ب ١ّّٔض دبٌز١ٓ :

  4  − 1 =   4       −1 =  ِغزذ١ٍخ     

  4  − 1 = −4      8  = 1    =
 

 
  =

 

 √ 
=        ,    ِشفٛع  

− 

 √ 
      ِمجٛي    

 

−∞              
−1

2√2
             + ∞ 

  

 ( ) اشبسح    +                        −

 اٌٛػع إٌغجٟ ∆رذذ                ∆فٛق   

 

 

 

 



 

 

 

عشّف عٍٝ   ١ٌىٓ  ُّ ( ) ٚفك  ℝاٌزبثع اٌ = 1 −
 

  + 
  ّْ  ( ) ٚع١ّٓ  ℝِغزّش عٍٝ   أصجذ أ

 اٌذً:  

 ℝلأٔٗ ربثع وغشٞ ثغطٗ وض١ش دذٚد ِٚمبِٗ وض١ش دذٚد لا ٠ٕعذَ عٍٝ  ℝاٌزبثع ِغزّش عٍٝ 

 ّْ  ( ℝفٙٛ ِغزّش عٍٝ  ℝاشزمبلٟ عٍٝ   أٚ ) ثّب أ

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

01 −
 

  + 
1 = 1 −  = 1 ,    

 →+∞
 ( ) =    

 →+∞
01 −

 

  + 
1 = 1 −  = 1  

 ′( ) =
2 

(1 +   )       ,  =    ( ) =   

  −∞                                                   + ∞  

  ّْ (ℝ) ِٓ اٌجذٚي ٔلادع أ = , ,1,  

 

 ′( )                −                              + 

 ( )     1                                               1 

عشّف عٍٝ   ١ٌىٓ    ُّ ( )   ٚفك :   ℝاٌزبثع اٌ = {
     .

 

 
/             

                         =  
  

  عٕذ اٌظفش  ادغت ٔٙب٠خ       ً٘    ٍِٝغزّش عٕذ اٌظفش ؟ ً٘ ٘ٛ ِغزّش عℝ .؟ عًٍّ إجبثزه 

    أ٠بًّ وبٔذ  ℝ∗  ّْ 1−   فئ     .
 

 
/  1  −        .

 

 
/              

   
 → 

(  ) =    
 → 

(−  ) =      
 → 

     .
 

 
/ =    دغت ِجشٕ٘خ الإدبؽخ    

( ) ٚثّب أْ  =    فئْ   
 → 

 ( ) =   

      ٍِٝغزّش عℝ∗   ِّّٕٗٔٙب ِغزّش عٍٝ  لأ ًّ  ∗ℝِؤٌّف ِٓ جذاء ربثع١ٓ و

   ٚثّب أْ  
 → 

 ( ) =  =  ℝِغزّش عٍٝ   ِغزّش عٕذ اٌظفش ٚ ثبٌزبٌٟ   فبٌزبثع   ( ) 

عشّف عٍٝ   ١ٌىٓ   ُّ ( )  :   ٚفك ℝاٌزبثع اٌ = {
 −√  + 

 
            

                          =  
  

 ℝِغزّشّاً عٍٝ   اٌزٟ رجعً   ِب ل١ّخ 

 اٌذً :  

-ٚ  ,∞+, -ِغزّش عٍٝاٌزبثع  − ∞,  ,  

= ٠جت أْ ٠ىْٛ ِغزّش عٕذ  ℝعٍٝ ٚدزّٝ ٠ىْٛ ِغزّش     :    أٞ  
 → 

 ( ) =  ( ) =   

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(
1 − √  + 1

 
) =

 

 
 دبٌخ عذَ رع١١ٓ          

 ( ) =
1 − √  + 1

 
=

(1 − √  + 1)(1 + √  + 1)

 (1 + √  + 1)
 =

1 −   − 1

 (1 + √  + 1)
=

− 

1 + √  + 1
 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(
− 

1 + √  + 1
) =

 

2
=   

= ٟ٘  ℝِغزّشّاً عٍٝ   اٌزٟ رجعً   ل١ّخ ثبٌزبٌٟ    



 

 

𝑓(𝑥) ٚفك :   -2,  ,اٌّعشف عٍٝ     ١ٌىٓ ٌذ٠ٕب اٌزبثع  = 𝑥 + 𝐸(𝑥   )
   2, ,عٍٝ اٌّجبي  ( ) ثظ١غخ ِغزمٍخ عٓ  ( ) اوزت,. 

   ُ2,  ,   عٍٝ اٌّجبي    اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   أسع-   

  ً٘      2,  ,ِغزّش عٍٝ اٌّجبي-     صُ جذ    →+∞
 ( )

  
. 

                            ( ) = {
                  , ,1,

 + 1         ,1,2,
4                  = 2

   

                 
 →  

 ( ) = 1    (1) = (1 + 1) =    ثبٌزبٌٟ ثّب أْ :  2
 → 

 ( )   (1)   

= فبٌزبثع غ١ش ِغزّش عٕذ  ,   ,غ١ش ِغزّش عٍٝ اٌّجبي   ٚثبٌزبٌٟ اٌزبثع    1 2 -  

    − 1   ( )   ⇒ 2 − 1   +  ( )  2 ⇒
  − 

  
 

 + ( )

  
 

  

  
        

       →+∞
  − 

  
=    ٚ     →+∞

  

  
= ∞+→    دغت ِجشٕ٘خ الادبح ٠ىْٛ  

 ( )

  
=   

  إٌٝ اٌجضء اٌظذ١خ ٌٍعذد اٌذم١مٟ  ( ) ٠شُِض 

( ) ٚفك   -2, ,اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ  =  ( ) + ( −  ( ))
 

 

  لا رذٛٞ ( ) ثعجبسح ِغزمٍّخ عٓ ( ) اوزت ( ( ) )      ّْ   -2, ,ِغزّش عٍٝ اٌّجبي   أصجذ أ

 ( ) = {
                                , ,1,

1 + ( − 1)          ,1,2,
2                          = 2   

 

 اٌزبثع وض١ش دذٚد عٍٝ وً ِٓ اٌّجب١ٌٓ فٙٛ ِغزّش ع١ٍّٙب 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

 ( ) =  (1) = = اٌزبثع  ِغزّش عٕذ ثبٌزبٌٟ   1 1          

   
 →  

 ( ) =    
 →  

1 + ( − 1) = 2 = = اٌزبثع  ِغزّش عٕذ ثبٌزبٌٟ  (2)  1          

-2, ,اٌّجبي ٚاٌزبثع ِغزّش عٍٝ 

= جذ ٔٙب٠خ ولا ِّب ٠ٍٟ عٕذ إٌمطخ     

 ( ) =
√ + + ( )

 
                      =  −  

 ( ) =
√ + 1 +  ( )

 
=

√ + 1 − 1

 
       ( ) = −1  ;   ,−1 ,  , 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

√ + − 

 
=    

 →  

(√ + − )(√ + + )

 (√ + + )
=    

 →  

 

 (√ + + )
=    

 →  

 

(√ + + )
=

 

 
  

 ( ) =
√ + + ( )

 
                      = +∞  

 − 1   ( )     − 1 + √ + 1  √ + 1 +  ( )   + √ + 1    

 − 1 + √ + 1

 
 

√ + 1 +  ( )

 
 

 + √ + 1

 
 

   
 →+∞

 − +√ + 

 
=    

 →+∞
(1 −

 

 
+ √

 + 

  
) = 1 +  +  = 1  

   
 →+∞

 +√ + 

 
=    

 →+∞
(1 + √

 + 

  
) = 1 +  = 1  

   دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ ٠ىْٛ   
 →+∞

 ( ) = 1 



 

 

( ) ٚفك:  ℝِعشّف عٍٝ   اٌزبثع  =      .
 

 
/                     ٚ ( ) =       

  ً٘               .اشزمبلٟ عٕذ اٌظفش؟ عًٍّ إجبثزه  عٍٝ  ( )′ ادغتℝ
∗

 

 عٕذ                  ( ) =
 ( )− ( )

 − 
=

     .
 

 
/

 
=      .

 

 
/ 

1−         فٟ دبٌخ       .
 

 
/  1  −      .

 

 
/     

    
 →  

−  =    
 →  

 =    دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ     
 →  

     .
 

 
/ =   

1−         فٟ دبٌخ       .
 

 
/  1  −      .

 

 
/     

   
 →  

−  =    
 →  

 =    دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ     
 →  

     .
 

 
/ =   

    ثبٌزبٌٟ 
 → 

  ( ) =    
 → 

      .
 

 
/ = ( )′ اشزمبلٟ عٕذ اٌظفش ٚ   ٚاٌزبثع     =   

 فٟ دبي    : ّْ ( )′  فئ = 2     .
 

 
/ + .−

 

  
/ (−   .

 

 
/) (  ) = 2     .

 

 
/ +    .

 

 
/ 

ℝاٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ ٌذ٠ٕب اٌزبثع  ( ) ٚفك     +1*  =
  

 − 
    

( ) اعزٕزج ِشزك وً ِٓ اٌزبثع١ٓ   ٚ ( )  جذ  =  (   )     ٚ  ( ) =
     

    − 
 

 ( ) =
  

 − 
  ′( ) =

 ( − )− (  )

( − ) 
=

− 

( − ) 
  

 ( ) =  (   )   ′( ) =  ′(   ) .
 

 
/ =

− 

(   − ) 
.

 

 
/ =

− 

 (   − ) 
  

 ( ) =
     

    − 
=  (    )   ′( ) =

− 

(    − ) 
(    ) =

−     

(    − ) 
  

ً اٌزبثع  ِّ ( ) ٚفك:  +ℝ *1ِعشّف عٍٝ   ٔزأ =
  + 

 − 
 

  ٌٍزبّثع  ′ ع١ّٓ اٌزبثع اٌّشزك  . 

  إٌٝ اٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ   ٔشِض ثبٌشِض = 1−
 

 
,
 

 
( ) ٚفك  0 =  (    )  

     ّْ ُّ ادغت   اشزمبلٟ عٍٝ   أصجذ ا  .  عٍٝ  ( )′ ص

  إٌٝ اٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ   ٔشِض ثبٌشِض = -1, ( ) ٚفك  ,∞+ =  (√ )  

     ّْ ُّ ادغت   اشزمبلٟ عٍٝ   أصجذ ا  .  عٍٝ  ( )′ ص

       ( ) =
 ( − )−(  + )

( − ) 
=

− 

( − ) 
 +ℝ *1عٍٝ   

            ٍٝاشزمبلٟ عٍٝ   ٚ  1اٌم١ّخ ٠أخز  ٚلا   اشزمبلٟ عℝ *1+   ٌٟاشزمبلٟ عٍٝ    ( ) ٚثبٌزب   

  ( ) =  (    ) =
2    + 3

    − 1
  ′( ) =  (    )(    )′ =

−5    

(    − 1) 
 

   √   ٍٝاشزمبلٟ عٍٝ   ٚ  ٠1أخز اٌم١ّخ  ٚلا   اشزمبلٟ عℝ *1+   ٌٟاشزمبلٟ عٍٝ    ( ) ٚثبٌزب   

  ( ) =  (√ ) =
2√ + 3

√ − 1
   ′( ) =  ′(√ )(√ )

′
=

−5

(√ − 1)
  

1

2√ 

=
−5

2√ (√ − 1)
  



 

 

 ٔٛجذ إٌٙب٠بد عٓ ؽش٠ك الادبؽخ   

 ٚد ثخطٟ اٌزبثع١ٓ عٍٝ ؽشفٟ اٌّزشاجذخاٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع  ِذذ 

 ْٔٛجذ اٌم١ّخ ٌٍزبثع ثض٠بدح أٚ ٔمظب 

     ( ) −    ( )   ( ) +   ثض٠بدح ٚٔمظبْ ِمذاسٖ   ( ) ل١ّخ اٌزبثع ٟ٘     

( ) أٚ   −    ( )   ثٕمظبْ ِمذاسٖ   ( ) ل١ّخ اٌزبثع ٟ٘    ( )  

( ) أٚ     ( )   ( ) +   ثض٠بدح ِمذاس٘ب   ( ) ل١ّخ اٌزبثع ٟ٘     

 (  )  (  ) ثخطأ ِمذاسٖ  (  )  

( ) ٚفك:  ℝاٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
 

 
+ 2  ٚاٌّطٍٛة :     

    (1  )   جذ ل١ّخ رمش٠ج١خ ٌٍعذد 

    اٌزبثع  ادسط عٍٛن       ∞+عٕذ

   (   1) أٚجذ ل١ّخ رمش٠ج١خ ٌٍعذد 

   اٌزبثع ّْ     فشدٞ, ٚأروش اٌظفخ اٌزٕبظش٠خ ٌخطٗ اٌج١بٟٔ   ث١ّٓ أ

   𝑔(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥   𝑔′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥   𝑔( ) =    𝑔′( ) = 1 

𝑎 +  =   1  𝑎 =    ,    =   1  

𝑔(𝑎 +  )  𝑔(𝑎) +  𝑔′(𝑎)  𝑔(  1)  𝑔( ) + (  1)𝑔′( )  𝑔(  1)    1  

     ِّٙب وبٔذ  ℝ : ْ1−  وب       1  −2  2      2   

 

2
− 2  

 

2
+ 2      

 

2
+ 2  

 

2
− 2   ( )  

 

2
+ 2 

   
 →+∞

.
 

 
− 2/ = +∞  3   

 →+∞
 ( ) = +∞  ٔغزٕزج أْ     دغت اٌّجشٕ٘خ   

 =
 

 
− 2 =

 

 
+ 2  ٚ     ٚاٌخؾ اٌج١بٟٔ ِذذد ثبٌّغزم١ّ١ٓ   

إْ 
𝑥

 
2  ص٠بدح أٚ ٔمظبْ ٟ٘ ل١ّخ رمش٠ج١خ ٌٍعذد ثخطأ ٠غبٚٞ  

          
    

 
− 2  𝑓(1   )  

    

 
+ 2  498  𝑓(1   )  5 2  

    ٓفبٌششؽ الأٚي ِذمك      −فئْ     ِّٙب رى 

 (− ) =
− 

 
+ 2    − = − .

 

 
+ 2     / = − ( ) . 

 فبٌششؽ اٌضبٟٔ ِذمك ٚاٌزبثع فشدٞ ٚخطٗ اٌج١بٟٔ ِزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌٍّجذأ 

 

 

 

 



 

 

 

1  أطلالب ِٓ اٌعلالخ −
  

 
      1 −

  

 
+

  

  
  

   اعزٕزج فٟ دبٌخ    −
  

 
       −

  

 
+

  

   
  أْ       

   ِٛػذب اٌخطأ ثبٌذغبة (1  )   ٌٍّمذاس  أٚجذ ل١ّخ رمش٠ج١خ 

   ٍٝٔعشف عℝ∗  اٌزبثع ( ) =
 −    

  
         

   أدغت      ربثع صٚجٟ                أصجذ أْ             
 → 

 ( ) 

  ْارا وب ( ) ( ) فئْ  ( )   −  ( )   ( ) −  ثبٌزبٌٟ :    فٟ دبٌخ   ( ) 

1 −
  

2
      1 −

  

2
+

  

24
  −

  

6
−       −       −

  

6
+

  

12 
−   

− ٠ىْٛ     ِٕٚٗ فٟ دبٌخ 
  

 
       −

  

 
+

  

   
 

  ٌٍّمذاس     −
  

 

  

   
 ثبٌزبٌٟ : ثخطأ دغبثٟ لذسٖ   ٘ٛ   اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ  

   (  1) = (  1) −
(   ) 

 
=

 

  
−

 

    
=

   

    
=   998  

(   ) 

   
=

 

      

   
=

 

        
 ٚاٌخطأ اٌذغبثٟ : 

                                                                                                   ℝ∗   −  ℝ∗    

 (− ) =
− −   (− )

(− ) 
=

− +    

−  
=

 −    

  
=  صٚجٟ    ثبٌزبٌٟ فئْ       ( ) 

      فٟ دبٌخ           

 −
  

 
       −

  

 
+

  

   
 − +

  

 
 −      − +

  

 
−

  

   
     

  

6
  −      

  

6
−

  

12 
 

1

6
 

 −     

   
1

6
−

  

12 
 

   
 →  

.
 

 
−

  

   
/ =

 

 
   
 →  

 ( ) =
 

 
  ثبٌزبٌٟ دغت الادبؽخ   

       فٟ دبٌخ 
 →  

 ( ) =
 

 
   
 → 

 ( ) =
 

 
 ثبٌزبٌٟ   صٚجٟ فئْ   ٚثّب أْ   

 

 

 

 

 

 



 

 

𝑓(𝑥)ٚفك  ℝِعشّف عٍٝ   𝑓اٌزبثع  = 𝑥 − 3𝑥 + 1  

٠𝑓(𝑥)ىْٛ ٌٍّعبدٌخ عًٍّ ٌّبرا  + 1 =  صلاس ٚفمؾ صلاس دٍٛي دم١م١ّخ  ؟   

    →−∞  ( ) = −∞              →+∞  ( ) = +∞      ,     ′( ) = 3  − 6   

 ′( ) =   3  − 6 =   3 ( − 2) =   

 =     ( ) = 1  ,  = 2   (2) = 8 − 12 + 1 = −3 

 

 

 

      ٍِٝغزّش ِٚزضا٠ذ رّبِبً ع- − ∞,  ,  

   ٚ−1  - − ∞, 1,=  ( -−∞, ( ) فٍٍّعبدٌخ  ( ,  = -   دً ٚد١ذ  1− − ∞,  ,  

       ٍٝ2, ,ِغزّش ِٚزٕبلض رّبِبً ع-  

ٚ   −1  -−3,1, = ( ) فٍٍّعبدٌخ  ( ,2, -)  =  -2, ,   دً ٚد١ذ  1−

     ٍٝ2-ِغزّش ِٚزضا٠ذ رّبِبً ع,+∞,  

ٚ   −1  -−3, +∞, =  (-2, ( ) فٍٍّعبدٌخ  ( ,∞+ = ,2-   دً ٚد١ذ  1− +∞, 

( )  ٌٍّعبدٌخ أْ ٔغزٕج عجك ِّب =  . دم١م١خ دٍٛي صلاس ٚفمؾ صلاس 1−

( ) ٚفك:   ,∞+,1,اٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ  =  + √ − 1 − 4 

  ادسط رغ١شّاد اٌزبثع   . 

  ٌٍّعبدٌخ ّْ ( ) أصجذ أ =  رمجً دلاً ٚد١ذاً   

  ٌٗٛ1أدظش ٘زا اٌذً فٟ ِجبي ؽ 

 ٌذم١م١ّخ ٌزٌه اٌجزس.ادغت ججش٠بًّ اٌم١ّخ ا 

  ِعشّف ِٚغزّش عٍٝ اٌّجبي   اٌزبثع = ,1,+∞,   

    →  ( ) =  (1) = −3     ,       →+∞  ( ) = +∞      ٚ    ( ) = 1 +
 

√ − 
    

   ٍٝ3−,  ٚ      ,∞+,1,اٌزبثع ِغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِب ع, +∞,=  (,1, +∞, )   

( ) ثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ       = = دً ٚد١ذ      ,1, +∞, 

   (1) = −3       ,     (2) = −1      ,  (3) = 3 + √2 − 4     =   -2 , 3, 

   اٌذً اٌججشٞ ٌٍّعبدٌخ ( ) =    

 + √ − 1 − 4 =   √ − 1 = − + 4 

+ −ششؽ اٌذً ٘ٛ  4    1  ثبٌزبٌٟ ٔشثعّ اٌطشف١ٓ: 4   

 − 1 =   − 8 + 16          − 9 + 17 =   ∆= 81 − 68 = 13 

  =
 +√  

 
=          ِشفٛع        4 

 −√  

 
  ِمجٛي        4 

 

 

 

 



 

 

,1-= اٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ  ( ) :  ٚفك  ,∞+ =
 

 − 
− √  

  عٍٝ   ادسط رغ١شّاد اٌزبثع  

  ٌٍّعبدٌخ ّْ ( ) اعزٕزج أ =   ,1,2-٠مع فٟ اٌّجبي   جزساً ٚد١ذاً   

  1-= ِعشّف ِٚغزّش عٍٝ اٌّجبي   اٌزبثع, +∞,   

   
 →  

 ( ) = +∞    ,    
 →+∞

 ( ) =   

   ( ) =
− 

( − ) 
−

 

 √ 
    

   ٍٝ1-اٌزبثع ِغزّش ٚ ِزٕبلض رّبِب ع,+∞, 

  - ,+∞,=  (-1, ( ) ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ    ( ,∞+ = = دً ٚد١ذ      -1,+∞, 

 (2) = 1 − √2     (1)  (2)              1    2 

= ربثعب ِغزّشا ِٚعشفب عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ   ,  , ( ) ٠ٚذمك   -1     ِٓ     أ٠ب وبْ      

( ) ٚفك      اٌٝ اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ     ٔشِض ثبٌشِض   =  ( ) −    

( ) ٠ذمك     ِٓ   أصجذ ٚجٛد عذد دم١مٟ    ثزطج١ك ِجشٕ٘خ اٌم١ّخ اٌٛعطٝ عٍٝ اٌزبثع  =   

  ,  , 1-   ( )  ,  , 1-   ( )      ,     (1)  1  
 ( ) =  ( ) −  =  ( )     ,    (1) =  (1) − 1      

, (1) ,  ٚ   ِغزّش عٍٝ   اٌزبثع   ( )- ,  ,  ارْ ٠ٛجذ  ( )   ( )  ٠ذمك -1 =    ( ) =   

= ربثعب ِغزّشا ٚاشزمبل١ب عٍٝ اٌّجبي   ١ٌىٓ   ,  ,  ٠ٚذمك اٌششؽ١ٓ :     -1

,  -ِٓ     ٚ     أ٠ب وبْ          ِٓ   ( ) وبْ    ِٓ     أ٠ب وبْ   ( )′ وبْ   ,1  1  

( ) أصجذ أْ ٌٍّعبدٌخ   =   دلا ٚد١ذا فٟ   

( ) ٚفك      اٌٝ اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ     ٔشِض ثبٌشِض   =  ( ) −    

( )′ ٚ٘ٛ اشزمبلٟ ِٚشزمٗ  =  ′( ) − ( )′ )   عبٌت رّبِب عٍٝ  1   ِزٕبلض رّبِب عٍٝ   ثبٌزبٌٟ  ( 1 

  ,  , 1-   ( )  ,  , 1-   ( )      ,     (1)  1  
 ( ) =  ( ) −  =  ( )     ,    (1) =  (1) − 1      

( ) ثبٌزبٌٟ    (1) ( ) ِٕٚٗ ٌٍٍّعبدٌخ       = ( ) إرْ ٌٍّعبدٌخ     دً ٚد١ذ فٟ    =   دلا ٚد١ذا فٟ   

𝑓(𝑥)ٚفك:   ℝاٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ  ١ٌ𝑓ىٓ  = 𝑥 + √1 + 𝑥  

  ّْ 1√رذمّك أ + 𝑥  𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ٓأ٠بًّ ٠ى ,𝑥  ِٓℝ. 

   ّْ 1)اعزٕزج أ + 𝑥 )𝑓′′(𝑥) + 𝑥 𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥) =  .𝑥  ِٓℝ, أ٠بًّ ٠ىٓ  

  𝑓′(𝑥) = 1 +
𝑥

√ +𝑥 
=

√ +𝑥 +𝑥

√ +𝑥 
1√ٔؼشة اٌطشف١ٓ ثـ  + 𝑥  : ٠ٕزج 

 √1 + 𝑥  𝑓′(𝑥) = √1 + 𝑥 + 𝑥  : ّْ 1√أٞ أ + 𝑥  𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥)    ٓأ٠بًّ ٠ى𝑥  ِٓℝ 

  1√ٔشزك اٌعلالخ + 𝑥  𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ٠ٕزج
𝑥

√ +𝑥 
𝑓′(𝑥) + √1 + 𝑥 𝑓′′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) 

𝑥 𝑓′(𝑥) + (1 + 𝑥 ) 𝑓′′(𝑥) = √1 + 𝑥  𝑓′(𝑥)   

𝑥 𝑓′(𝑥) + (1 + 𝑥 ) 𝑓′′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  (1 + 𝑥 )𝑓′′(𝑥) + 𝑥 𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥) =   

 

 

 

 



 

 

𝑓(𝑥)ٚفك :  +ℝ *−1اٌّعشّف عٍٝ  𝑓اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبّثع  ١ٌ𝐶ىٓ  =
𝑥 − 𝑥+ 

𝑥+ 
 

  اوزت ِعبدٌخ ٌّّبط𝐶  فٟ إٌمطخ اٌزٟ رغبٚٞ فبطٍزٙب𝑥 = 1 . 

  ً٠مج ً٘𝐶  ِّٗبعّبً ِٛاص٠بً ٌٍّغزم١ُ اٌزٞ ِعبدٌز𝑦 = −4𝑥 ؟  

  ً٘ ً٠مج𝐶  ٗ3ِّبعّبً ِٛاص٠بً ٌٍّغزم١ُ اٌزٞ ِعبدٌز𝑥 − 2𝑦 =   ؟  

𝑓(𝑥)ثبٌمغّخ الال١ٍذ٠ّخ ٔجذ  = 𝑥 − 4 +
 

𝑥+ 
 𝑓′(𝑥) = 1 −

 

(𝑥+ ) 
  

 𝑥 = 1  𝑓(1) =
− 

 
 ,𝑓′(1) = −

 

 
 𝑦 = −

 

 
(𝑥 − 1) −

 

 
 𝑦 = −

 

 
𝑥 −

 

 
  

                                  𝑓′(𝑥) = −4  1 −
 

(𝑥+ ) 
= −4  

 

(𝑥+ ) 
= 5 

 (𝑥 + 1) = 1   
𝑥 + 1 = 1         𝑥 =         𝑓( ) = 1

𝑥 + 1 = −1      𝑥 = −2       𝑓(−2) = −4
 

𝑦زم١ُ إراً ٔعُ ٠ٛجذ ِّبعبْ ٠ٛاص٠بْ اٌّغ = −4𝑥 

   ِغزذ١ٍخ 𝑓′(𝑥) =
 

 
 1 −

 

(𝑥+ ) 
=

 

 
  

 

(𝑥+ ) 
= −

 

 
 (𝑥 + 1) = −1  

3𝑥بٌزبٌٟ : لا ٠ٛجذ ِّبط ٠ٛاصٞ اٌّغزم١ُ اٌزٞ ِعبدٌزٗ ث − 2𝑦 =    

( ) اٌّعشّف ثبٌعلالخ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =   +  +
 

 − 
 

ّْ اٌخٛاص ا٢ر١خ ِذممخ :  ٚ   ٚ    ٚ   جذ الأعذاد اٌذم١م١ّخ   عٍّبً أ

= اٌّغزم١ُ اٌشبلٌٟٛ اٌزٞ ِعبدٌزٗ    ِمبسة ٌٍخؾ  3

= اٌّغزم١ُ اٌّبئً اٌزٞ ِعبدٌزٗ  2 −  ∞−ٚعٕذ  ∞+عٕذ   ِمبسة ٌٍخؾ  5

 . إٌٝ اٌخؾ  (1,2) رٕزّٟ إٌمطخ 

 ّْ    ثّب أ
 → 

 ( ) = 3 +  +
 

 − 
   

= اٌّغزم١ُ فبٌٕٙب٠خ عزىْٛ دم١م١خ ٚ٘زا ٠ٕبلغ وْٛ  3  فئرا وبْ  = ٚ ثبٌزبٌٟ   ِمبسة شبلٌٟٛ 3 3 

( ) ٌذ٠ٕب:  − (  +  ) =
 

 − 
        ٚثبٌزبٌٟ : 

 → ∞
, ( ) − (  +  )- =    

 → ∞
.

 

 − 
/ =   

= إراً اٌّغزم١ُ    +   ِمبسة ٌٍخؾ   

= ٌٚذ٠ٕب فشػبً اٌّغزم١ُ:  2 − ّْ  ٘ٛ اٌّمبسة اٌّبئً 5 = ثبٌّطبثمخ  ٔجذ أ 2  ٚ =  ٚثبٌزبٌٟ : 5−

   ( ) = 2 − 5 +
 

 − 
(1) ثبٌزبٌٟ   (1,2) اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٠ّش ثبٌٕمطخ ٚ     = 2 : ِٕٗٚ 

  (1) = 2 − 5 +
 

− 
= 2   = −1   ( ) = 2 − 5 −

  

 − 
 

( ) وفق  ℝالتابع المعرّف على   لٌكن  =   −   +     

ًّ  العدد عٌّن     = قٌمة حدٌّة محلٌاًّ عند   لٌكون للتابع   الحقٌق 1 

= التابع معرّف ومستمر واشتقاقً عند  (1)′ وهً فاصلة القٌمة المحلٌّة فٌجب أن ٌكون  1 =   

 ′( ) = 3  − 2 +   

 ′(1) =       3(1) − 2(1) +  =   1 +  =      = −1 

( ) وٌكون  =   −   −   



 

 

( ) وفق:   ℝهو التابع المعرّف على   و  عدد حقٌقً   =    + 3  + 3   . 
= قٌمة حدٌّة محلٌّة عند   لٌكون للتابع   هل ٌمكن تعٌٌن           ؟ 1

= الشرط اللازم والكافً لٌكون للتابع قٌمة حدٌّة عند  (1)′ هو   1 = = إشارته عند    وأن ٌغٌرّ    1 . 

 ′( ) = 3   + 6 + 3     ′(1) =    3 + 9 =    = −3 

 ( ) = −3  + 3  + 3   ′( ) = −9  + 6 + 3 = 3(−3  + 2 + 1) 

+  3−من إشارة    إشارة  2 +  والذي ٌنعدم عند: 1

 = 1      (1) = 3                                      

 = −
1

3
      (−

1

3
) =

1

9
+

1

3
+ 1 =

13

9
 

= والتابع ٌبلغ قٌمة محلٌّة كبرى عند   9قٌمتها  1

( )  : وفق +ℝ *1على  التابع المعرّف  لٌكن  =
   +  + 

 − 
               ℝ   ,      ℝ 

, 1−)عند النقطة قٌمة حدٌّة محلٌاًّ   للتابع اذا كان    و   الحقٌقٌة  الأعداد عٌّن      ) 

 ًعند  إنّ التابع كسري فهو مستمر واشتقاقً على مجموعة تعرٌفه فهو اشتقاق = −1  

 ′( ) =
(2  +  )( − 1) − (   +   + 1)

( − 1)  

, 1−)عند النقطة قٌمة حدٌّة محلٌاًّ   للتابع وبما أن        فإن : ( 

 (−1) =      
 −  + 1

−2
=      −  + 1 =      

 ′(−1) =   
4 − 2 − ( −  + 1)

4
=   

3 −  − 1

4
=   3 −  − 1 =     

= بحل المعادلتٌن    نجد  = و    1 ( ) بالتالً   2 =
  +  + 

 − 
 

( )  ٚفك: ℝاٌّعشّف عٍٝ   ٘ٛ اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   عذداْ دم١م١بّْ, ٚ   ٚ      =    +    + 1 

 ِٕٗ  (1,2) ِّبعبً أفم١بًّ فٟ إٌمطخ   ٌىٟ ٠مجً   ٚ   ع١ٓ 

  رذمّك ِعبدٌخ   ٘ب ٠غبٚٞ اٌظفش, ٚإٌمطخ ذ٠جت أْ ٠ىْٛ اٌّشزك عٕ  دزّٝ ٠مجً ِّبعبً أفم١بًّ عٕذ   

 ′( ) = 3   + 2      ,    ′(1) =   3 + 2 =    3 + 2 =     
                                     (1) = 2              +   = 1  −3 − 3  = −3   

= − ٔجذاٌّعبدٌز١ٓ  جّعث −3   = ع فٟ  3 ّٛ =  ٔجذ اٌضب١ٔخٔع −2  ِٕٗٚ ( ) = −2  + 3  + 1 

𝑎  ٚ𝑏  ,ّْعذداْ دم١م١ب𝐶  اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع ٛ٘𝑓  ٍٝاٌّعشّف عℝ   : ٚفك𝑓(𝑥) =
 𝑥 +𝑎𝑥+𝑏

𝑥 + 
 

𝑦ىْٛ ١ٌ 𝑎  ٚ𝑏ع١ّٓ  = 4𝑥 + 𝑥فٟ إٌمطخ اٌزٟ فبطٍزٙب  𝐶ِعبدٌخ ٌٍّّبط ٌٍخؾ  3 =   ِٕٗ 

 ّْ 𝑥ثّب أ = ع فٟ اٌّّبط ٔجذ    ّٛ 𝑦ٔع =  𝐴( ,3)ٚثبٌزبٌٟ ٔمطخ اٌزّبط  3

𝑓( ) = 3   
3( ) + 𝑎( ) + 𝑏

( ) + 1
= 3    𝑏 = 3  𝑓(𝑥) =

3𝑥 + 𝑎𝑥 + 3

𝑥 + 1
 

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 1) − 2𝑥(𝑥 + 𝑎𝑥 + 3)

(𝑥 + 1) 
 

𝑓′( ) = 𝑚  𝑓′( ) = 4  
(𝑎)(1) −  

1
= 4     𝑎 = 4  𝑓(𝑥) =

3𝑥 + 4𝑥 + 3

𝑥 + 1
 

 



 

 

; )فٟ ِعٍُ ِزجبٔظ     ⃗⃗⃗  ,    ⃗⃗⃗ ( )  ٚفك : +ℝ *−1اٌّعشّف عٍٝ   ٘ٛ اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ,  (  =
   + + 

 + 
 

  ٚعٕذ  ∞+عٕذ   جذ ٔٙب٠خ−∞. 

  ُاٌّغزم١ ّْ = اٌزٞ ِعبدٌزٗ   أصجذ أ 2 −  .  ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1

  ِبرا رغزٕزج ف١ّب ٠زعٍّك ثبٌخؾ  1−عٕذ   ادسط ٔٙب٠خ .   .  ٚٔظُّ جذٚلاً ثٙب.  ادسط رغ١شّاد 

  إٌمطخ ّْ ,1−) أصجذ أ ُّ اسعُ   اسعُ ِمبسثبد  .     ٟ٘ ِشوض رٕبظش ٌٍخؾ  (3−  .  ص

               = ℝ *−1+ =- − ∞, −1, - − 1, +∞, 

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

 
   + + 

 + 
=    

 →−∞
 
   

 
=    

 →−∞
 2 = −∞  

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

 
   + + 

 + 
=    

 →+∞
 
   

 
=    

 →+∞
 2 = +∞  

  :ثبٌمغّخ الال١ٍذ٠ّخ ٔجذ ( ) = 2 − 1 +
 

 + 
 

 ( ) −  ∆ = 2 − 1 +
 

 + 
− (2 − 1) =

 

 + 
  

   
 →−∞

( ( ) −  ∆) =    
 →−∞

.
 

 + 
/ =     ,      

 →+∞
( ( ) −  ∆) =    

 →+∞
.

 

 + 
/ =    

  ∞+ٚجٛاس  ∞−ِمبسة ِبئً فٟ جٛاس  ∆إراً اٌّغزم١ُ 

 ُاٌّغزم١ =         ِمبسة شبلٌٟٛ ٌٍخؾ  1−
 →−  

 ( ) =    
 →−  

.2 − 1 +
 

 + 
/ = −∞        

= اٌّغزم١ُ              ِمبسة شبلٌٟٛ ٌٍخؾ  1−
 →−  

 ( ) =    
 →−  

.2 − 1 +
 

 + 
/ = +∞ 

                ′( ) = 2 −
 

( + ) 
=

   +  − 

( + ) 
=

 (  +  − )

( + ) 
=

 ( + )( − )

( + ) 
  

 ′( ) =      = −3   (−3) = −11   ,        = 1   (1) = 5  

 

 

 

 

 

           2  −  = −2 −      

  ℝ *−1+  −  ℝ *1+  −2 −   ℝ *−1+  

 (2  −  ) +  ( ) = 2                       

 (−2 −  ) +  ( ) = 2(−2 −  ) − 1 +
 

− − + 
+ 2 − 1 +

 

 + 
  

= −4 − 2 − 1 −
 

 + 
+ 2 − 1 +

 

 + 
= −6  

,1−) ٚإٌمطخ   .  ٟ٘ ِشوض رٕبظش ٌٍخؾ  (3−



 

 

( ) ٚفك  ℝاٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ  =        

𝑛أصجذ ِغزخذِب اٌجش٘بْ ثبٌزذس٠ج أْ ِّٙب رىٓ   فٍذ٠ٕب :  1 

 ( )( ) =     . +
  

 
/ +     . + ( − 1)  

 

 
/  ℝ  أ٠ب ٠ىٓ   

 ( ) =        ′( ) =     −  اٌخبطخ اٌزب١ٌخ :  ( ) ٌزىٓ       

 ( )  ( )( ) =     . +
  

2
/ +     . + ( − 1)  

 

2
/        ℝ   ِٓ   ٓأ٠ب رى   

 : (1) ٔجش٘ٓ طذخ اٌخبطخ 

  =     . +
 

 
/ +    ( +  ) = −     +     =  ′( ) =  ٚاٌخبطخ طذ١ذخ         

+ ) ٌٕٚجش٘ٓ طذخ اٌخبطخ  ( ) اٌخبطخ  طذخ ٔفشع  1) 

 ( + 1)  ( + )( ) =     ( +
( + 1) 

2
) + ( + 1)    . +

  

2
/  ;    ℝ  

( )( ) ٔشزك اٌعلالخ   =     . +
  

 
/ +     . + ( − 1)  

 

 
 ٔجذ : /

 ( + )( ) =    . +
  

2
/ −     . +

  

2
/ −     . + ( − 1)  

 

2
/ 

 ( + )( ) =    . +
  

2
/ +     . +

  

2
+

 

2
/ +     . +

  −  

2
+

 

2
/ 

 ( + )( ) =    . +
  

 
/ +     . +

( + ) 

 
/ +     . +

  

 
/  

 ( + )( ) =     . +
( + ) 

 
/ + ( + 1)    . +

  

 
/   

+ ) ٚاٌخبطخ   طذ١ذخ (1

𝑛ِّٙب رىٓ طذ١ذخ  ( ) اٌخبطخ  ِّب عجك ٔجذ أْ   1   

( ) ٚفك اٌظ١غخ   +ℝ *1اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ  اٌزبثع  =
 

 − 
   

( )( ) ثبٌظ١غخ    عٕذئز ٠عطٝ اٌّشزك ِٓ اٌّشرجخ  =
  

( − )   
 1  فٟ دبٌخ   

( )( )   ( )       +ℝ *1ِٓ    ٔشِض اٌخبطخ : " أ٠ب وبْ  =
  

( − )   
    " 

:    (1) ٌٕجش٘ٓ طذّخ 
  

( − )   
=

 

( − ) 
=  ٚ اٌخبطخ طذ١ذخ           ( )′ 

 

+ ) ٌٕٚجش٘ٓ طذخ اٌخبطخ  ( ) اٌخبطخ  طذخ ٔفشع  1) 

 ( + 1)   ( + )( ) =
( + 1) 

(1 −  ) +  

( )( )  ٔشزك اٌعلالخ   =
  

( − )   
 ٔجذ :  

 ( + )( ) =
 +   ( + 1)(1 −  ) 

(1 −  )  + =
( + 1) 

(1 −  ) +  

+ ) ٚ اٌخبطخ   طذ١ذخ  (1

𝑛ِّٙب رىٓ طذ١ذخ  ( ) اٌخبطخ  ِّب عجك ٔجذ أْ   1   

 

 



 

 

( ) ٚفك:  +ℝ *−1,1اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي    اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
  

  − 
 

   ّٓ٠ذُممّبْ :   ٚ   جذ عذد٠ٓ دم١م١ ( ) =
 

 − 
+

 

 + 
 

   ب عجك , أٚجذ عجبسح ّّ  .  +ℝ *−1,1ِٓ   ٚ  1  فٟ دبٌخ  ( )( ) ثبلاعزفبدح ِ

 صُ جذ اٌّشزك ِٓ اٌّشرجخ اٌغبدعخ       

                     

 ( ) =
2 

  − 1
=

2 

( − 1)( + 1)
    ,      ( ) =

 

 − 1
+

 

 + 1
   

2 

( − 1)( + 1)
=

  +  +   −  

( − 1)( + 1)
  

( +  ) +  −  = 2   +  = 2   ,  −  =   

=  ثذً جٍّخ اٌّعبدٌز١ٓ ٔجذ :  1  ,  = ( ) ٚثبٌزبٌٟ : 1 =
 

 − 
+

 

 + 
 

  

 ′( ) =
−1

( − 1) +
−1

( + 1)           ,           ′′( ) =
2

( − 1) +
2

( + 1)   

   ′′′( ) =
−6

( − 1) +
−6

( + 1)  

: ّْ  ٔغزٕزج أ

 ( )( ) =
(−1)    

( − 1)( + ) +
(−1)    

( + 1)( + ) 

 ّْ   :ٔجش٘ٓ ثبٌزذس٠ج أ

 ( + )( ) =
(−1) +  ( + 1) 

( − 1)( + ) +
(−1) +  ( + 1) 

( + 1)( + )   

 

 ( + )( ) = [ ( )( )]
′

=
(−1)( + 1)( − 1) (−1)    

( − 1)(  + ) +
(−1)( + 1)( + 1) (−1)    

( + 1)(  + )  

 

 ( + )( ) = [ ( )( )]
′
=

(−1)(−1) ( + 1)  

( − 1)( + )
+

(−1)(−1) ( + 1)  

( + 1)( + )
  

 

 ( + )( )  =
(−1) +  ( + 1) 

( − 1)( + )
+

(−1) +  ( + 1) 

( + 1)( + )
 

 

 . ِذممّخ ِٓ أجً فٟٙ طذ١ذخ أ٠بًّ وبْ اٌعذد اٌطج١عٟ 

 

 ( )( ) =
(−1)  6 

( − 1) +
(−1)  6 

( + 1)  =
72 

( − 1) +
72 

( + 1)  

 

 

 



 

 

( ) ١ٌىٓ اٌزبثع  = = اٌّعشف عٍٝ        ℝ  *
 

 
+     ;      + 

   ٞأصجذ أْ اٌزبثع فشد            ٖأصجذ أْ اٌزبثع دٚسٞ ٚدٚس   

     عٍٝ اٌّجبي   ادسط رغ١شاد اٌزبثع, ,
 

 
 ٚٔظُّ جذٚلاً ثٙب ,

     ٌٍّعبدٌخ ّْ ( ) أصجذ أ − 1 = , ,, فٟ اٌّجبي   
 

 
  جزساً ٚد١ذاً  ,

     اعزٕزج ل١ّخ إٌٙب٠خ     →
 

 

    − 

 −
 

 

 

     ٓفئْ     ِّٙب رى−     

  (− ) =
   (− )

   (− )
=

−    

    
=  ِزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌٍّجذأ فبٌزبثع فشدٞ ٚخطٗ اٌج١بٟٔ  ( ) −

     ٓفئْ     ِّٙب رى +                ٚ  ( +  ) =
   ( + )

   ( + )
=

−    

−    
=

    

    
=  ( )         

    فبٌزبثع دٚسٞ ٚدٚسٖ       

     عٍٝ اٌّجبي   رغ١شاد اٌزبثع  ٔذسط, ,
 

 
, 

  ( ) =     ,     →
 

 

  ( ) = +∞ 

  ′( ) =
 

     
= 1 +         

      ( ) − 1 =    ( ) = , ,اٌزبثع ِغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِب عٍٝ     1
 

 
, 

1  , ,+∞,=  (, ,
 

 
( ) ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ    ( , = = دً ٚد١ذ  1   , ,

 

 
, 

       ( ) = اشزمبلٟ عٕذ       
 

 
( )′ ٚ ِشزمٗ     = 1 +  ثبٌزبٌٟ :       

 .
 

 
/ = 1 ,  ′ .

 

 
/ = 1 + 1 = 2     

 →
 
 

    − 1

 −  
 

=    
 →

 
 

 ( ) −  ( 
 )

 −  
 

=  ′ .
 

 
/ = 2 

( ) ٚفك  ℝاٌّعشّف عٍٝ   ١ٌىٓ اٌزبثع  = 2    +    2  . 

   ٞأصجذ أْ اٌزبثع فشد            ٖ2أصجذ أْ اٌزبثع دٚسٞ ٚدٚس   

     ٌٟذ٠ٕب   أصجزب أّٔٗ فٟ دبٌخ عذد دم١م  ( ) = 2(2    − 1)(    + 1) 

     عٍٝ اٌّجبي   ادسط رغ١شاد اٌزبثع, ,  ُ جذٚلاً ثٙبٚٔظّ  - 

    ِّٓٙب رى  ℝ  ْفئ−  ℝ   ٚ  (− ) = 2   (− ) +    (−2 ) = −2    −    2 = − ( )   

 فبٌزبثع فشدٞ ٚخطٗ اٌج١بٟٔ ِزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌٍّجذأ      

     ِّٓٙب رى  ℝ  ْفئ +   ℝ  

 ( + 2 ) = 2   ( + 2 ) +    (2 + 2 ) = 2    +    2 =  ( ) 

   2 ٚدٚسٖربثع دٚسٞ   فبٌزبثع     

     ′( ) = 2    + 2   2 = 2(2      +     − 1) = 2(2    − 1)(    + 1)       

       ( ) =     ,     →   ( ) =                     ٚ  ′( ) = 2(2    − 1)(    + 1) 

 ّْ +    إ 1 −    2ِٓ إشبسح  ( )′ فزىْٛ إشبسح    أ٠بًّ وبٔذ     1  

=    اٌزٞ ٠ٕعذَ عٕذِب   
 

 
= ٌٚٙب دً ٚد١ذ ٘ٛ  

 

 
, ,فٟ اٌّجبي    -  ٚ .

 

 
/ = 2 .

√ 

 
/ + .

√ 

 
/ =

 √ 

 
 

                                      
 

3
                                  

  ( )                     +                             −       

 ( )                          
3√3

2
                       



 

 

( ) ٚفك:    ℝاٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ   ١ٌىٓ  = 3      + 4       

  ِٓ ًلبسْ ولا (− )  ٚ ( + , ,عٍٝ   . اعزٕزج أّٔٗ رىفٟ دساعخ  ( ) ِع  ( 2  - 

   ّْ ( )′ أصجذ أ = 6         (1 −  عٕذ وً عذد دم١مٟ   (    2

  عٍٝ    ادسط رغ١شّاد, ,  - 

      (− ) = 3     (− ) + 4     (− ) = 3      + 4      =  ( ) 

     ٚاٌزبثع صٚجٟ ٚخطّٗ اٌج١بٟٔ ِزٕبظش ثبٌٕغجخ إٌٝ 

 ( + 2 ) = 3     ( + 2 ) + 4     ( + 2 ) = 3      + 4      =  ( ) 

ّْ وً ِٓ    2ربثع دٚسٞ دٚسٖ     ٚ     ٚرٌه لأ

, −,دٚساً ٌٗ. ٌزٌه ٠ىفٟ دساعخ رغ١شّارٗ عٍٝ ِجبي ؽٌٛٗ دٚس ٚادذ ١ٌٚىٓ   2ٚاٌزبثع دٚسٞ ٠ٚمجً اٌعذد   -  

, ,ٚثّب أّٔٗ صٚجٟ ٠ىفٟ اٌذساعخ عٍٝ   - 

 :ٔجذ ِشزك اٌزبثع 

 ′( ) = 6         − 12           = 6         (1 − 2    ) 

   ًٔجذش عٓ اٌم١ُ اٌزٟ رجع ′( ) = , ,عٍٝ     - 

    =             =
 

 
        .

 

 
/ = 3    

    =       {
 =           ( ) =   4  

 =          ( ) = −4
  

    =
1

2
           =

 

3
        .

 

3
/ =

11

4
    

= اٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ اٌّجبي    ١ٌىٓ  0 ,
 

 
( ) ٚفك:    0 = 4 −         

  ادغت اٌزبثع اٌّشزك ′( )             عٍٝ اٌّجبي   اعزٕزج جذٚلاً ثزغ١ّشاد   

  ٌٍّعبدٌخ ّْ ( ) أصجذ أ =    جزساً ٚد١ذاً   فٟ اٌّجبي   1−

                                           ′( ) = 4 − 2    (1 +      ) = −2      − 2    + 4    

 = −2(     +     + 2) = −2(    − 1)(     +     + 2) 

                                                                                 ( ) =                  →
 

 

  ( ) = −∞ 

 ′( ) = −2(    − 1)(     +     + 2) 

 ّْ +     إ     + 2 ( )′ ٚثبٌزبٌٟ     =  عٕذِب :  

      − 1 =       = 1   =
 

 
   .

 

 
/ =  − 1 

                          
 

4
                        

 

2
 

  ( )           +                     −  

 ( )         − 1  − ∞  

 

      −1  , ,  − 1- =  .0 ,
 

 
( ) ٚلا ٠ٛجذ دً ٌٍّعبدٌخ  /1 = , 0ػّٓ اٌّجبي  1−

 

 
1 

1ِزٕبلض رّبِبً عٍٝ ِغزّش ٚ اٌزبثع 
 

 
,
 

 
0   ٚ  −1  -−∞,  − 1, =  .1

 

 
,
 

 
0/ 

( ) ٌٍّعبدٌخ ثبٌزبٌٟ  = 0   د١ذدً ٚ 1−
 

 
,
 

 
0   

( ) ٌٍّعبدٌخ ثبٌزبٌٟ  = , 0 د١ذ عٍٝ دً ٚ 1−
 

 
0   

 

 



 

 

( ) ٚفك  ℝاٌّعشف عٍٝ    ٔزأًِ اٌزبثع  =  −         

    أدغت𝑓 (  )  ٚ𝑓 .
𝜋

 
٠𝑓 (𝛼 )ذمك    𝛼ٚاعزٕزج أٔٗ ٠ٛجذ عذد دم١مٟ   /  =   

 ( ) = , 1−,  ٠جت أْ ٠ٕزّٟ اٌٝ اٌّجبي  اششح ٌّبرا وً دً ٌٍّعبدٌخ     1-    

 ( ) = ,  -  ٠جت أْ ٠ٕزّٟ اٌٝ اٌّجبي  اعزٕزج أْ وً دً ٌٍّعبدٌخ     1, 

 ( ) = ,  -  ٠ٕزّٟ اٌٝ اٌّجبي  𝛼دً دم١مٟ ٚد١ذ  دٌخ اعزٕزج أْ ٌٍّعب    1, 

    (  ) =  −     = −1     ,   .
 

 
 / =

 

 
−    

 

 
=

 

 
      

 ِغزّش ٔغزٕزج :  ٚثّب أْ 

(  )  ٠ذمك   دغت ِجشٕ٘خ اٌم١ّخ اٌٛعطٝ ٠ٛجذ دً دم١مٟ  =     د١ش   
 

 
 

( ) دً ٌٍّعبدٌخ   ثفشع   =  ٚثبٌزبٌٟ :  

  ( ) =    −     =    =        ,−1 , 1- 

 ْ1−,  ارا وب ,   وبْ - 

        −         −         −         ( )     

( ) ٚثبٌزبٌٟ ١ٌظ ٌٍّعبدٌخ  = , 1−,دً ٠ٕزّٟ اٌٝ اٌّجبي       - 

(1) ٚثّب أْ  ( ) فئْ وً دً ٌٍّعبدٌخ     = ,  -٠جت أْ ٠ٕزّٟ اٌٝ اٌّجبي      1, 

,  -عٍٝ اٌّجبي   ( ) ٠ىْٛ    ,1 =  −       ′( ) = 1 +        

,  -ِزضا٠ذ رّبِب عٍٝ    ( ) ٚثبٌزبٌٟ  1, 

,  -ِغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِب عٍٝ    ( ) ثّب أْ  ,  -فٙٛ ٠ٕعذَ ِشح ٚادذح عٍٝ الأوضش عٍٝ   ,1 1, 

( ) ِٚٓ اٌطٍت الأٚي ٚجذٔب أْ  = ( ) ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ    =     دً ٚد١ذ   
 

 
 

ً اٌزبثع   ِّ ( ) ٚفك   ٔزأ = √1 −     . 

  ِب ِجّٛعخ رعش٠ف          ِْٛغزّشاً عٍٝ ِجّٛعخ رعش٠فٗ  أ٠ى 

  دٚساً ٌٗ   2صٚجٟ ٠ٚمجً     ث١ٓ أْ اٌزبثع 

  ٓعٍٝ اٌّجبي    ِمظٛس اٌزبثع    ١ٌى, ,  اشزمبلٟ ٚاسعُ خطٗ اٌج١بٟٔ .   أصجذ أْ  - 

  2−,عٍٝ اٌّجبي   اعزٕزج اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع ,  ′ ِب ِجّٛعخ رعش٠ف  , 2

 1 −  ℝٟ٘   فّجّٛعخ رعش٠ف  ℝ  ِّٙب رىٓ        

   1ِغزّشاً عٍٝ ِجّٛعخ رعش٠فٗ لأْ   اٌزبثع −  ِغزّش عٍٝ ِجّٛعخ رعش٠فّٙب  √   ِغزّش ٚ     

ِّٓٙب رى   ℝ ْفئ −   ℝ  ٚ (− ) = √1 −    (− ) = √1 −    ( ) =  بٌزبثع صٚجٟ ف ( ) 

+   فئℝْ   ِّٙب رىٓ 2  ℝ   ٚ (  + 2 ) = √1 −    (  + 2  ) = √1 −    ( ) =  ( ) 

   2ٚاٌزبثع دٚسٞ ٚدٚسٖ 

 ٌذ٠ٕب ( ) = √1 −    ( ) = √2     

 
=  √2   

 

 
   

, ,  ٚثّب أْ       2√ فئْ :  - 
 

 
 = √2   

 

 
 

, ,ٚ٘ٛ اشزمبلٟ عٍٝ اٌّجبي   ٠ّٚىٓ سعّٗ ثغٌٙٛخ  - 

 ٌّب أْ اٌزبثع صٚجٟ فخطٗ اٌج١بٟٔ ِزٕبظش ثبٌٕغجخ ٌّذٛس اٌزشار١ت 

= غ١ش ِعشف عٕذ اٌظفش  ٚعٕذ وً  ′ ِٓ اٌشعُ ٔجذ أْ     2دٚسٞ ٚدٚسٖ    ثبعزجبس   2

 

 

 



 

 

 

+    2أصجذ طذّخ اٌّزشاجذخ  = ِٓ اٌّجبي   أ٠بًّ وبْ   3      0 ,
 

 
0 . 

2    +      3  2    +     − 3    

, 0اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   ( ) ثفشع 
 

 
( ) ٚفك   0 = 2    +     − 3  

( )′    : ٌذ٠ٕب  ِٓ   ٔلادع أّٔٗ فٟ دبي  = 2    +
 

     
− 3 =

      −      + 

     
 

ّْ إشبسح  ّْ اٌّمبَ ِٛجت فئ 2ِٓ إشبسح اٌجغؾ  ( )  ثّب أ      − 3      + 1 

=    ثٛػع    ;    0 ,
 

 
0     - ,1-   : ّْ ( ) ٔلادع أ = 2  − 3  + 1 

 ′( ) = 6  − 6 = 6 ( − 1) 

 ′( ) =   6 ( − 1) =    =   ,  = 1  

 

 

( ) ِٓ جذٚي اٌزغ١شاد ٔجذ  ( )′ ِٕٚٗ  -1, -عٍٝ      عٍٝ اٌّجبي    

ّْ    ربثع ِزضا٠ذ عٍٝ   فبٌزبثع  ( ) ٚثّب أ =    ّْ ( ) فئ , 0  عٍٝ اٌّجبي    
 

 
0  

+    2ٚثبٌزبٌٟ :      − 3    2    +      3  

 

,∞−-ٚاٌّعشف عٍٝ   ١ٌ𝑓ىٓ  اٌزبثع  1,  -1, +∞, ( ) =
  − 

 − 
 اٌّعطٝ ثبٌعلالخ ٚفك : ٚ   

 

 

𝑥أ٠ب وبْ    - − ∞, 𝑓(𝑥)فئْ   ,∞+,1- ,1  - − ∞, 5, -5, +∞, 

𝑦أ٠ب وبْ     - − ∞,  فئْ : ,∞+,5- ,5

𝑦 =
 𝑥− 

𝑥− 
 𝑥𝑦 − 𝑦 = 5𝑥 − 1  𝑥(𝑦 − 5) = 𝑦 − 1  𝑥 =

𝑦− 

𝑦− 
  

𝑦ٚثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ  = 𝑓(𝑥)  ٌٟدً ٚد١ذ ٚثبٌزب𝑓(𝑥)   ٛ٘ ٟرمبثً  ٚ رمبثٍٗ اٌعىغ𝑓− (𝑥) =
𝑥− 

𝑥− 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ّْ : ℝ٘ٛ ربثع ِعشّف عٍٝ     ٚاشزمبلٟ ع١ٍٙب . إػبفخ إٌٝ رٌه ٔفشع أ

  ( ) =    ٚ ′( ) = 1 . 

     ِٚزٕبلض عٍٝ اٌّجبي  ,∞+, ,ِزضا٠ذ عٍٝ اٌّجبي-−∞,  - . 

 .  اٌزبثع ٠ّىٓ اْ ٠ّضًّ   اسعُ خطّبً ث١ب١ٔبًّ 

ّْ اٌزبثع ِعشّف عٍٝ   ٚاشزمبلٟ ع١ٍٙب ٌزٌه ِّىٓ أْ ٠ىْٛ ربثع طذ١خ,  ℝثّب أ

,∞−-ِٚزٕبلض عٍٝ اٌّجبي  ,∞+, ,ٚدزّٝ ٠ىْٛ اٌّشزك ِزضا٠ذ عٍٝ اٌّجبي   -  

( )′ ٠جت أْ ٠ىْٛ ٌٍّشزك اٌشىً  =    +    ّْ ( )′ ٚثّب أ = 1  ّْ = فئ 1 

 ′( ) =    + 1 

( )    ربثع ِٓ اٌذسجخ اٌضبٌضخ :  ٚثبٌزبٌٟ ٠جت أْ ٠ىْٛ  =    +  +   

 ( ) =                  =   

( ) ٚثبٌزبٌٟ اٌزبثع  =    +  أٞ عذد دم١مٟ ِٛجت  ٠ذُمّك اٌششٚؽ اٌّفشٚػخ ِع   

ّْ اٌزبثع ِعشّف عٍٝ   ٚاشزمبلٟ ع١ٍٙب ٌٚذ٠ٕب : ℝثّب أ

,∞−-ِٚزٕبلض عٍٝ اٌّجبي  ,∞+, ,ِزضا٠ذ عٍٝ اٌّجبي       -   ٚ ′( ) = 1 

  −∞                                            + ∞ 

  ( ) +∞              1            + ∞ 

( )′ ٚثبٌزبٌٟ :  ( )′ أٞ  1   ِزضا٠ذ رّبِب   ٚاٌزبثع    

 ( ) = = ١ًِٚ اٌّّبط عٕذ٘ب  ( , ) ٠ّش ِٓ اٌّجذأ    ثبٌزبٌٟ اٌخؾ     ′( ) = 1 

= ٚثبٌزبٌٟ ِعبدٌخ اٌّّبط    

( ) ٔذسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ ِع اٌّّبط :   =  ( ) −   

    ( ) =   ( ) − ( )′ ٚثّب أٔٗ ِٓ أٚلا ٚجذٔب    1 ( )′ فئْ :  1     

 ( ) =  ( ) −  =       ,    ′( ) =  ′( ) − 1 = 1 − 1 =   

 

  

 

 

 

 

 

 

 ٚثبٌزبٌٟ ٠ّىٓ سعُ اٌخؾ ثبٌشىً اٌّجبٚس

 

 

 

 

 

 

 



 

 

( ) ٚفك :  + * ℝاٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =   +  +
 

 
 ٚاٌّطٍٛة : 

     جذ  , (1) ارا عٍّذ أْ    =  ل١ّخ دذ٠خ ٌٍزبثع  1

    ًأج ِٓ = 1  ٚ =  عٕذ أؽشاف ِجّٛعخ اٌزعش٠ف ٚاعزٕزج ِعبدٌخ اٌّمبسة اٌشبلٌٟٛ  ادسط ٔٙب٠خ  1−

    ْثبٌٕغجخ ٌٗ   ٠مجً ِمبسثب ِبئلا جذ ِعبدٌزٗ ٚادسط ٚػع    أصجذ أ 

  عٍٝ ِجّٛعخ رعش٠فٗ ٚٔظُ جذٚلا ثٙب ٚاسعُ اٌّمبسثبد ٚاسعُ    دسط رغ١شاد  أ  

    أصجذ أْ إٌمطخ (  ,  ِشوض رٕبظش ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع  (1−

   ُعذد دٍٛي اٌّعبدٌخ    ٔبلش ث١ب١ٔب ثذغت ل١  −  ( + 1) + 1 =   

      ( ) =   +  +
 

 
       ,    ′( ) =  −

 

  
 

 (1) = 1   +  + 1 = 1   = −            ,      ′(1) =    − 1 =    = 1   

 = = ٔجذ :  ٔعٛع  فٟ  1 −1 

       ( ) =  − 1 +
 

 
          -−∞ ,  ,  -  , +∞, 

   
 →−∞

 (   ) =    
 →−∞

( − 1 +
1

 
) = −∞   ,       

 →  
 (   ) =    

 →  
( − 1 +

1

 
) = −∞ 

   
 →  

 (   ) =    
 →  

( − 1 +
1

 
) = +∞    ,      

 →+∞
 (   ) =    

 →+∞
( − 1 +

1

 
) = +∞ 

   =   ِذٛس اٌزشار١ت ِمبسة شبلٌٟٛ ٌٍخؾ   

           ( ) − ( − 1) =
 

 
   

   
 →−∞

 ( ) − ( − 1) =    
 →−∞

.
 

 
/ =        ,          

 →+∞
 ( ) − ( − 1) =    

 →+∞
.

 

 
/ =    

= ثبٌزبٌٟ اٌّغزم١ُ    −  ∞+ٚ   ∞−ِمبسة ِبئً فٟ جٛاس   1

  ( ) − ( − 1) =
 

 
      -−∞ ,  ٠مع رذذ اٌّمبسة   ٚاٌخؾ      , 

 ( ) − ( − 1) =
 

 
      -  ,  ٠مع فٛق اٌّمبسة   ٚاٌخؾ     ,∞+

        ′( ) = 1 −
 

  
=

  − 

  
−  اٌّمبَ ِٛجت فئشبسح اٌّشزك ِٓ اشبسح اٌّمذاس    1 = ( − 1)( + 1) 

 ′( ) =   ( − 1)( + 1) =    
 = −1   (−1) = −3

 = 1   (1) = 1
 

 

 

 

 

 

    =    ,     =     ,   2  −  = −  

      -−∞ ,  ,  -  , +∞,  −   -−∞ ,  ,  -  , +∞, 

 (− ) +  ( ) = − − 1 −
1

 
+  − 1 +

1

 
= −2 

,  ) ثبٌزبٌٟ ٌٕمطخ     ِشوض رٕبظش ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع  (1−

         −  ( + 1) + 1 =     −   −  + 1 =   

   −  + 1 =    
  − + 

 
=    − 1 +

 

 
=    ( ) =    

  -−∞, −3,  ٌٍّعبدٌخ دً ٚد١ذ   +3,1−*  ٌٍّعبدٌخ د١ٍٓ     ,∞+,1- 

 ١ٌظ ٌٍّعبدٌخ دٍٛي ,3,1−-  ٚ 

 

−∞              − 1                                     1               + ∞   

     −                +                     +                 −      ′( ) 

1 

+∞                              + ∞ 

−∞                         − ∞   
  −3 

 ( ) 



 

 

( )′  : ٚاشزمبلٟ ع١ٍٙب , ٠ٚذمّك ℝِعشّف عٍٝ   ٔفزشع ٚجٛد ربثع  =
 

 +  
    ٚ      ( ) =   

 ( . ( ) خطّٗ اٌج١بٟٔ فٟ ِعٍُ ِزجبٔظ ) ٌٓ ٔجذش عٓ عجبسح   ١ٌٚىٓ 

  ٓعٍٝ اٌزبثع اٌّعشّف   ١ٌىℝ  ٚفك ( ) =  ( ) +  (− ). 

    ّْ ّْ اٌزبثع  ( ) ادغت       . ( )′ . ٚادغت  ℝاشزمبلٟ عٍٝ   رذمّك أ  فشدٞ.  ٚاعزٕزج أ

  ٓاٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ   ١ٌى =- , ( )  : ٚفك  ,∞+ =  ( ) +  .
 

 
/ 

    ّْ ّْ      .  عٍٝ  ( )′ . ٚادغت   اشزمبلٟ عٍٝ   رذمّك أ ( ) أصجذ أ =  .  ِٓ   , أ٠بًّ ٠ىٓ  (1) 2

ّْ ٔٙب٠خ اٌزبثع      ؟  ِبرا رغزٕزج ثشأْ اٌخؾ اٌج١بٟٔ         . (1) 2رغبٚٞ  ∞+عٕذ   اعزٕزج أ

  ٓاٌزبثع اٌّعشّف عٍٝ   ١ٌى = 1−
 

 
,
 

 
( )   : ٚفك  0 =  (    ) −   

 . ℝعٍٝ   ٔظُّ جذٚلاً ثزغ١شّاد         . (1) ادغت       ؟  . ِبرا رغزٕزج ثشأْ اٌزبثع  ( )′ ادغت    

ُّ اسعُ  1ٚ   ٚ  1−ٚاسعُ ِّبعبرٗ فٟ إٌمبؽ اٌزٟ فٛاطٍٙب   اسعُ اٌّغزم١ّبد اٌّمبسثخ ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ      .  ص

     ّْ ّْ  ℝاشزمبلٟ عٍٝ   ثّب أ ( ) فئ =  ( ) +  : ٠ٚىْٛ ℝاشزمبلٟ عٍٝ   ( −) 

 ′( ) =  ′( ) −  ′(− ) =
1

1 +   −
1

1 + (−  )
=

1

1 +   −
1

1 +   =   

    ّْ ( )′ ثّب أ =    ّْ ( ) : ٚثبٌزبٌٟ ربثع صبثذ   فئ =  ( ) +  ( ) =    =   

( )       فشدٞ   ٚاٌزبثع       +  (− ) =    (− ) = − (− ) 

     ( )  ٍٝاشزمبلٟ عℝ ِٕٗٚ  .
 

 
, -= اشزمبلٟ عٍٝ / ( )  :ثبٌزبٌٟ   ,∞+ =  ( ) +  .

 

 
  اشزمبلٟ عٍٝ   /

 ′( ) =  ′( ) −
 

  
 ′ .

 

 
/ =

 

 +  
−

 

  

 

 +
 

  

=
 

 +  
−

 

 +  
=     ربثع صبثذ      

     ّْ (1)  ٚلأْ ربثع صبثذ   ثّب أ = ( )  ٔغزٕزج أْ  (1) 2 =   ِٓ   بً وبٔذ ل١ّخ ٠أ (1) 2

( ) :        فٟ دبٌخ   ٔلادع    +  .
 

 
/ = 2 (1)   ( ) = 2 (1) −  .

 

 
/ 

   ٚثّب أْ :    
 →+∞

.
 

 
/ =      

 →+∞
 .

 

 
/ =  ( ) =     فئْ :    

 →+∞
 ( ) = 2 (1) −  = 2 (1) 

= ِغزم١ّبً ِمبسثبً أفم١بًّ ِعبدٌزٗ   إراً ٠مجً اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع     2 (1)  

      ٌذ٠ٕب  ِٓ   فٟ دبٌخ :    ( ) =  (    ) −  ثبٌزبٌٟ : 

 ′( ) =  ′(    )(1 +      ) − 1 =
1

1 +      
(1 +      ) − 1 =   

( ) , ٌىٓ   ربثع صبثذ عٍٝ   إراً اٌزبثع  =  ( ) +  = (    ) إراً    =    ِٓ   فٟ دبٌخ   

−1  ٔخزبس  (1) لإ٠جبد    
 

 
,
 

 
=    ثذ١ش   0 = ثبخز١بس ثبٌزبٌٟ  1

 

 
(1) ٔجذ   =

 

 
  

   ِّب عجك ٚجذٔب :     
 →+∞

 ( ) = 2 (1) = 2 .
 

 
/ =

 

 
  ,    ( ) = ّْ اٌزبثع فشدٞ ٠ىْٛ     : ٚثّب أ

,1.ِعبدٌخ اٌّّبط فٟ     
 

 
/ ٟ٘ :  −

 

 
=

 

 
( − 1)   

  =
 

 
 −

 

 
+

 

 
  =

 

 
 +

 − 

 
 

 ِٓ اٌزٕبظش ٔشعُ ثبلٟ اٌّّبعبد 

 



 

 

( ) ٚفك:  ,∞+, -اٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
  + −     

  
 

   أٚجذ    →   ( )       

   ُاٌّغزم١ ّْ =  ∆أصجذ أ   ِمبسة ٌٍخؾ   

        →   ( ) =
 

 
  عذَ رع١١ٓ      

 ( ) =  + 4 (
1 −     

  ) =  + 4 (
(1 −     )(1 +     )

  (1 +     )
) =  + 4 (

1 −      

  (1 +     )
) 

=  + 4 (
     

  (1 +     )
) =  + 4 (

    

 
)

 

(
1

1 +     
) 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

( + 4 (
    

 
)

 

(
1

1 +     
)) =  + 4(1) (

1

2
) = 2 

            

 ( ) −  =  
  + 4 − 4    

  −  = 
4 − 4    

  =
4(1 −     )

   

−1  −       1    1 −       2    4(1 −     )   8     
4(1 −      )

    
8

   

   
 →+∞

8

  =    
ثبلإدبؽخ
⇒      

 →+∞
(
4(1 −      )

   ) =    

= اٌّغزم١ُ   ∞+ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ فٟ جٛاس   

( ) اٌّعشّف ثبٌعلالخ    أٚجذ ٔٙب٠خ اٌزبثع  =
  + 

 + 
 ∞+عٕذ  

ُّ اعؾ عذداً دم١م١بًّ   ( ) وبْ     ٠ذمّك اٌششؽ : إرا وبْ  αص  -2 9,3 1, . 

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

(
3 + 4

 + 1
) = 3  

| ( ) − 3|    1  |
3 + 4

 + 1
− 3|  

1

1 
 |

1

 + 1
|  

1

1 
 | + 1|  1   

  −1  | + 1| =  + 1        + 1  1    9    9 



 

 

  

ّْ ٌٍّعبدٌخ   +  أصجذ أ  + 1 = ّْ  ℝدلاً ٚد١ذاً  فٟ    ُّ ث١ّٓ أ -  ص − 1, ,. 

( ) ١ٌىٓ اٌزبثع  =   +  +  ℝاٌّعشف عٍٝ  1

   
  −∞

 ( ) = −∞            
  +∞

 ( ) = +∞    ,       ′( ) = 3  + 1    

 

  −∞                                                       + ∞ 

 ( ) + 

 ′( ) −∞                                                    +∞ 

 

-  ٚ   ℝِغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِبً عٍٝ    − ∞, +∞,=  (ℝ)   ثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ ( ) =   دلاً ٚد١ذاً   

 (−1) = −1     ,  ( ) = 1 (1−) ٚثبٌزبٌٟ            ( ) -  ٚثبٌزبٌٟ       − 1, , 

( ) اٌّعشّف ثبٌظ١غخ    ١ٌىٓ اٌزبثع   = √  + 2 + 3 −  ادغت إٌٙب٠ز١ٓ: | |

     
 →−∞

 ( )               
 →+∞

 ( ) 

 ( ) =
  + 2 + 3 −   

√  + 2 + 3 + | |
=

2 + 3

√  + 2 + 3 + | |
=

2 + 3

| |√1 +
2
 

+
3
  + | |

 

=
2 + 3

| | (√1 +
2
 

+
3
  + 1)

  ( ) =

{
 
 
 

 
 
 

    
2 +

3
 

√1 +
2
 

+
3
  + 1

                   

−
2 +

3
 

√1 +
2
 

+
3
  + 1

               

 

     
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

2 +
3
 

√1 +
2
 

+
3
  + 1

=
2

2
= 1 

     
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

−
2 +

3
 

√1 +
2
 

+
3
  + 1

= −
2

2
= −1 



 

 

( ) ٚفك:   +ℝ *2ٝ اٌّعشّف عٍ  ادغت ٔٙب٠خ اٌزبثع  =
  +    

 − 
  ∞+عٕذ  

, 2-  ِٓ اجً    فئْ : ,∞+

−1       1  2 − 1  2 +      2 + 1  
2 − 1

 − 2
 

2 +     

 − 2
 

2 + 1

 − 2
 

   دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ     
 →+∞

.
  − 

 − 
/ =    

 →+∞
.

  + 

 − 
/ = 2     

 →+∞

  +    

 − 
= 2 

( )  ٚفك   ١ٌℝىٓ ٌذ٠ٕب اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   =
  +| |

  + 
 ٚاٌّطٍٛة :  

   ؟ ∞−عٕذ   ِب ٔٙب٠خ اٌزبثع         عٕذ اٌظفش    ادسط لبث١ٍّخ اشزمبق اٌزبثع 

   ٟٔاوزت ِعبدٌخ ٌٕظف اٌّّبط ِٓ ا١ّ١ٌٓ ٌخطّٗ اٌج١ب ُّ  .( , ) فٟ إٌمطخ    ص

         

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

(
  + | |

  + 1
) =    

 →−∞
(
  −  

  + 1
) = 1 

         

 ( ) =
 ( ) −  ( )

 −  
=

  + | |
  + 1

 
=

  + | |

 (  + 1)
=

{
 
 

 
   +  

 (  + 1)

  −  

 (  + 1)

= {

 + 1

  + 1
  ;    

 − 1

  + 1
  ;    

 

   
 →  

 ( ) =    
 →  

 − 1

  + 1
= −1   ,      

 →  
 ( ) =    

 →  

 + 1

  + 1
= 1     

 →  
 ( )     

 →  
 ( ) 

(+ )′ ١ٌظ اشزمبل١ب عٕذ اٌظفش  ٚ     ٚثبٌزبٌٟ اٌزبثع  = 1       ٚ ′( −) = −1 

   فٟ إٌمطخ الأ٠ّٓ ِعبدٌخ ٔظف اٌّّبط    : −   =  ( −   )   −  = 1( −  )   =   

( ) إرا وبْ  =
    − 

  
+

 

 
ℝِٓ   أ٠بًّ وبْ 

∗
 عٕذ اٌظفش.  أٚجذ ٔٙب٠خ اٌزبثع  

 ( ) =
    − 1

  
+

1

2
=

(    − 1)(    + 1)

  (    + 1)
+

1

2
=

     − 1

  (    + 1)
+

1

2
 

=
−      

  (    + 1)
+

1

2
= − (

    

 
)

 

(
1

    + 1
) +

1

2
 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

(− (
    

 
)

 

(
1

    + 1
) +

1

2
) = −(1) (

1

2
) +

1

2
=   



 

 

1اٌّعشّف عٍٝ   ١ٌىٓ اٌزبثع 
 

 
, 𝑓(𝑥)ٚفك  0∞+ =

 𝑥+ 

𝑥− 
 

∞+→    أٚجذ  ُّ ع١ّٓ  ( )  ,5  95,2 1-ِٓ اٌّجبي  ( ) ١ٌىْٛ     ص

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

  + 

 − 
= 2 ( )  -1 95 , ٚ    5    ٚٔظف لطشٖ  2ِشوض اٌّجبي  ,5  2

| ( ) − 2|     5  |
2 + 1

 − 1
− 2|  

5

1  
 

3

| − 1|
 

5

1  
 

| − 1|

3
 

1  

5
 | − 1|  6  

− |٠ىْٛ  ∞+ٚفٟ جٛاس  1| =  − −  ثبٌزبٌٟ 1 1  6    61   ّْ  61  أٞ أ

( ) ٚفك:   +ℝ *−3اٌّعشّف عٍٝ   ٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
  +  − 

 + 
 

( )  ثبٌشىً ( ) اوزت  =   +  +
 

 + 
   ٚ   ٚ ع١ّٓ ل١ّخ ولاً ِٓ  

ّْ اٌّغزم١ُ  ُّ أصجذ أ = ص   +  ∞+ِمبسة فٟ جٛاس   

 ( ) =
  + 2 − 2

 + 3
=  − 1 +

1

 + 3
 = 1          = −1    

 ( ) − ( − 1) =  − 1 +
1

 + 3
− ( − 1) =

1

 + 3
 

     
 →+∞

 ( ) − ( − 1) =    
 →+∞

1

 + 3
=   

= ثبٌزبٌٟ    +     ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1

( ) ١ٌىٓ  = ′ ٚاٌّطٍٛة: ادغت        .
 

 
/  ,    ′( )   ,    .

 

 
ُّ اعزٕزج     / →     ص

 

 

    − 

 −
 

 

 

( ) ثفشع   =   [الاشزمبلٟ عٍٝ      

 
 ,
 

 
( )′ ٚ ِشزمٗ   ] = 1 +  ثبٌزبٌٟ :       

 .
 

 
/ = 1 ,  ′ .

 

 
/ = 1 + 1 = 2   

   
 →

 
 

    − 1

 −  
 

=    
 →

 
 

 ( ) −  ( 
 
)

 −  
 

=  ′ .
 

 
/ = 2 



 

 

( ) ٚفك :  +ℝ *−1اٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
 + 

( + ) 
 

   ادسط ٔٙب٠خ اٌزبثع عٕذ أؽشاف ِجّٛعخ اٌزعش٠ف ٚث١ّٓ إرا وبٔذ ٌٗ ٔٙب٠خ دم١م١ّخ عٕذ = −1 

  ٟٔٚادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٙزا اٌّمبسة ِع   أٚجذ ِعبدٌخ ِمبسة أفمٟ ٌٍخؾ اٌج١ب . 

  ٚع١ّٓ ِب ٌٗ ِٓ ل١ُ دذ٠ّخ ِذ١ٍّخ .  ٚٔظُّ جذٚي رغ١شّاد  ( )′ ادغت 

  فٟ إٌمطخ ِٕٗ ٚاٌزٟ فبطٍزٙب   أٚجذ ِعبدٌخ اٌّّبط ٌٍخؾ = −2  

  ُِٚذٛسٞ الادذاص١بّد ٚاٌّغزم١ُ   ٚادغت ِغبدخ اٌغطخ اٌّذظٛس ث١ٓ   اسع = 3 

     →−∞  ( ) =     →−∞
 + 

( + ) 
=       ,        →+∞  ( ) =     →+∞

 + 

( + ) 
=   

 =  ∞−ٚ  ∞+ِذٛس اٌفٛاطً ِمبسة أفمٟ فٟ جٛاس    

   
 →−  

 ( ) =    
 →−  

 + 2

( + 1) 
=

1

 +
= +∞     ,       

 →−  
 ( ) =    

 →−  

 + 2

( + 1) 
=

1

 +
= +∞ 

    →−  ( ) = = ١ٌٚظ ٌٍزبثع ٔٙب٠خ دم١م١خ عٕذ     ∞+ −1  

  ( ) =  ( ) − ( ) =
 + 2

( + 1) 
 

+ ِٓ إشبسح  ( ) إشبسح  = اٌزٞ ٠ٕعذَ عٕذ  2 −2 

ّْ   2−  عٕذِب   + فئ 2 ( ) ٚثبٌزبٌٟ        رذذ اٌّمبسة الأفمٟ.  ٚ     

ّْ   2−  عٕذِب   + فئ 2 ( ) ٚثبٌزبٌٟ        فٛق اٌّمبسة الأفمٟ.  ٚ     

 

      ′( ) =
( + 1) − 2( + 1)( + 2)

( + 1) =
−  − 4 − 3

( + 1)  

−  −ِٓ إشبسح    إشبسح  4 − 3 = −( + 1)( +  اٌزٞ ٠ٕعذَ عٕذ: (3

 = −1                     ٚ = −3     ِٕٗٚ (−3) = −
 

 
 . 

  −∞                  −                         −                                   + ∞ 

  ( )       −                       +  −    
 ( ) 

                  −
1

4
          +∞ 

+∞                  

 (−3) = −
 

 
 ل١ّخ ِذ١ٍّخ طغشٜ  

 

    = −2   (−2) =   ,  ′(−2) =
1

1
= 1 

   =  ( −   ) +                 =  + 2 

 

+    :  ٔفشع 1 =    =  − 1 

 ( ) =
 − 1 + 2

  =
 + 1

  =
1

 
+

1

   =
1

 + 1
+

1

( + 1)  

 = ∫  ( )

 

 

  = ∫
 + 2

( + 1) 

 

 

  = ∫ (
1

 + 1
+

1

( + 1) )

 

 

   

  = [  ( + 1) −
1

 + 1
]
 

 

 = (  4 −
1

4
) − ( − 1) =

3

4
+ 2   2   



 

 

( ) عخ رعش٠ف اٌزبثع ع١ّٓ ِجّٛ =
    

√ + − 
 ٚادغت ٔٙب٠زٗ عٕذ اٌظفش 

1اٌزبثع ِعشف ثششؽ     +       ٚ√1 +  − 1    

1 +       −1    , √1 +  − 1    √1 +    1      

,1−,ٚثبٌزبٌٟ اٌزبثع ِعشف عٍٝ   ,  -  , +∞, 

   
 → 

 ( ) =    
 → 

    

√1 +  − 1
=    

 → 

    (√1 +  + 1)

(√1 +  − 1)(√1 +  + 1)
 

=    
 → 

(
    

 
) (√1 +  + 1) = 1  2 = 2 

( ) ٚفك:   +ℝ *3اٌّعشّف عٍٝ   ٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
   −  − 

 − 

  أدغت =     
 →+∞

 ( )

 
= صُ ادغت         →+∞( ( ) −   )

   ًٚاٌخؾ اٌج١بٟٔ    ∆صُ ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍّمبسة    ∆اعزٕزج ِعبدٌخ اٌّمبسة اٌّبئ  . 

                       →+∞
 ( )

 
=      →+∞

        

   

 
=      →+∞

   −  − 

  −  
= 2 =    

    
 →+∞

( ( ) −   ) =     
 →+∞

(
2  − 7 − 3

 − 3
− 2 ) =     

 →+∞
(
− − 3

 − 3
) = −1 =   

    ُاٌزٞ ِعبدٌزٗ   ∆ٔغزٕزج أْ اٌّغزم١ = 2 −      ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة اٌّبئً ٌٍخؾ   1

 ( ) − (2 − 1) =
   −  − 

 − 
− (2 − 1) =

   −  − −   +  + − 

 − 
=

− 

 − 
  

ٔلادع أْ اشبسح 
− 

 − 
 ٟ٘ عىظ إشبسح  اٌّمبَ 

 

,5−-اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ اٌزبثع  ( ) ٚفك  ,∞+ =
  + 

 + 
 . ٚاٌّطٍٛة:

  ادغت    →+∞ ∞+→    ٚاعزٕزج  ( )   ( ( )). 

  ْ1  99,2 1-فٟ اٌّجبي  ( ) ,    وبْ    جذ عذداً دم١م١بً ٠ذمك اٌششؽ: إرا وب, 

      
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

  + 

 + 
= 2     

 →+∞
 ( ( )) =    

 → 
 ( ) =

 

 
 

   ( )     1   ٚٔظف لطشٖ   2ِشوض اٌّجبي ٘ٛ   ,1  99,2 1- 

| ( ) − 2|     1   
  + 

 + 
− 2     1   

  + −  −  

 + 
     1   

− 

 + 
  

 

   
  

  - − 5,+∞, 
 + 

 
 1    + 5  9     895    895   

 

 

−∞                3              + ∞   

− + 
− 

 − 
  اشبسح 

 اٌٛػع إٌغجٟ        ٠مع فٛق                 ٠مع رذذ         



 

 

( ) ٚفك:  ℝاٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ  =       

  جذ .
 

 
/  ٚ  ( )  ٚ  .

 

 
/   .  اعزٕزج ل١ّخ إٌٙب٠خ    →

 

 

    −
 

 

 −
 

 

. 

     ٍٝاشزمبلٟ عℝ   ِٗشزم ٚ ′( ) = −  ثبٌزبٌٟ :      

         .
 

 
/ =    .

 

 
/ =

 

 
    ,    ′ .

 

 
/ = −    .

 

 
/ = −

√ 

 
  

          →
 

 

    −
 

 

 −
 

 

=     →
 

 

 ( )− ( 
 
)

 − 
 

=   .
 

 
/ = −

√ 

 
  

( ) ٚفك ℝ اٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع    ١ٌىٓ  = 2 − √  +  , ٚاٌّطٍٛة:5

  ٚٔظُ جذٚلاً ثٙب.   ادسط رغ١شاد 

  أصجذ أْ ٌٍّعبدٌخ ( ) =  , صُ جذ ٘زا اٌذً ججش٠بً.,1,2-٠مع فٟ اٌّجبي   رمجً دلاً ٚد١ذاً   

  اٌّعشف عٍٝ   اعزٕزج ِشزك اٌزبثعℝ  ٚفك ( ) = 2     − √     + 5 

     −∞  ( ) = −∞ 

∞+     دبٌخ عذَ رع١١ٓ ِٓ اٌشىً    ( ) =      +∞(2 − √  + 5) = +∞ − ∞ 

=      +∞ (2 − | |√1 +
 

  
) =      +∞  (2 − √1 +

 

  
) = +∞(2 − √1 +  ) = +∞  

  ′( ) = 2 −
 

√  + 
=

 √  + − 

√  + 
       

   ′( ) =   2√  + 5 −  =    

2√  + 5 =   √  + 5 =
1

2
   

  + 5 =
1

4
   

3

4
  = −5    = −

2 

3
 ِغزذ١ٍخ

     ٍِٝغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِبً عℝ  ٚ  - − ∞, +∞,=  (ℝ)  ثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ ( ) =   دلاً ٚد١ذاً   

 (1) = 2 − √6     ,  (2) = 1 (1) ٚثبٌزبٌٟ          (2)  ,1,2-  ٚثبٌزبٌٟ    

 ( ) =   2 − √  + 5 =   √  + 5 = 2         

√  + 5 = 2    + 5 = 4   3  = 5    =
5

3
 

=     فئْ :     ثّب أْ    √
 

 
 

        ٟعٍٝ اشزمبل ℝ   ٓعٍٝ لأٔٗ ِشوت ربثع١ٓ اشزمبل١١ ℝ 

 ( ) = 2     − √     + 5   ( ) =  (    )  

 ′( ) =  ′(    )  (    )′ = (2 −
    

√(    ) + 
) (    )  



 

 

( ) ٚفك :    ℝٌّعشف عٍٝ ا  اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ   =  +
 

√  + 
  

  ادغت    →+∞  ( )   ٚ    →−∞  ( )   

  ُاٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أْ اٌّغزم١ =  +   ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1

 ٓادسط اٌٛػع إٌغجٟ ث١∆  ٚ  

   
 →−∞

 ( ) =    
 →−∞

( +
 

√  + 1
) =    

 →−∞
( − √

  

  + 1
) = −∞ − 1 = −∞                     

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

( +
 

√  + 1
) =    

 →−∞
( + √

  

  + 1
) = +∞ + 1 = +∞ 

 ( ) =  ( ) − ( + 1) =  +
 

√  + 1
−  − 1 =

 

√  + 1
− 1                                          

   
 →+∞

 ( ) =    
 →+∞

(
 

√  + 1
− 1) =    

 →+∞
(√

  

  + 1
− 1) = 1 − 1 =   

= ٚثبٌزبٌٟ    +  ∞+فٟ جٛاس    ِمبسة ٌٍخؾ      1

 ( ) − ( + 1) =
 

√  + 1
− 1                                                                                                

 

√  + 1
− 1 =   

 

√  + 1
= 1  √  + 1 =     + 1 =    ِغزذ١ٍخ     

٠ىْٛ   ٌٚزذذ٠ذ الاشبسح ٔخزبس ل١ّخ ٌٚزىٓ     ℝٚالاشبسح صبثزخ عٍٝ  
 

√ + 
− 1 = −1    

−∞                                            + ∞   

− 

  ٠مع رذذ     

 

√  + 9
−  اشبسح 1

( ) ٚفك :    +ℝ *−3اٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =
  +  − 

 + 
  

   : ًاوزت اٌزبثع ثبٌشى ( ) =   +  +
 

 + 
  . 

 ِٞعبدٌزٗ  أصجذ أْ اٌّغزم١ُ اٌز =   +  . ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ   

 ( ) =
  + 2 − 2

 + 3
=  − 1 +

1

 + 3

 ( ) − ( − 1) =  − 1 +
1

 + 3
− ( − 1) =

1

 + 3
 

     
 →+∞

 ( ) − ( − 1) =    
 →+∞

1

 + 3
=   

= ثبٌزبٌٟ   +  ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ  1



 

 

( ) ٚفك:  ℝاٌزبثع اٌّعشف   ١ٌىٓ  =
 

 +    
 

  أصجذ ِذذٚد٠خ           .   اعزٕزج    →+∞
  

 +    
 

1−فئْ      ℝِٓ   ِٓ اجً        1  2  3 +      4   
1

2
 

1

3 +     
 

1

4
  

1

4
  ( )  

1

2
 

1

4
 

1

3 +     
 

1

2
 

  

4
 

  

3 +     
 

  

2
  

    
 →−∞

  

 
=    ثبٌزبٌٟ دغت ِجشٕ٘خ اٌّمبسٔخ ٔجذ       ∞+

 →−∞

  

 +    
= +∞ 

 

( ) ٚفك:    ,∞+,2-ٌٍزبثع اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ    =  − 4 + √ − 2   

  ٚٔظُ جذٚلاً ثٙب ,∞+,2-عٍٝ اٌّجبي   ادسط رغ١شاد 

  أصجذ أْ اٌّعبدٌخ ( ) =  رمجً دلاً ٚد١ذاً   

  3فٟ إٌمطخ اٌزٟ فبطٍزٙب   أوزت ِعبدٌخ  اٌّّبط ٌٍخؾ 

             ( ) = −2   ,        +∞  ( ) = +∞    ,     ′( ) = 1 +
 

 √ − 
   

    2                                                        + ∞ 

  ( )  + 

 ( )  −2                                                +∞ 

    ٍٝ2-ِغزّش ٚ ِزضا٠ذ رّبِبً ع,+∞,   ٚ  - − 2, +∞,=  (-2, +∞,)   

( ) ثبٌزبٌٟ ٌٍّعبدٌخ  = ,2-  دلاً ٚد١ذاً    +∞, 

         = 3   (3) =    ,  ′(3) =
 

 
  =

 

 
( − 3)    

ℝاٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ 
∗

( ) ٚفك :     =  + 3 −
 

  
 ٚاٌّطٍٛة :   

= اٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أْ اٌّغزم١ُ   +   ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ  3

   ∆ٚاٌّغزم١ُ     ٚ ادسط اٌٛػع إٌغجٟ ٌٍخؾ 

   ( ) − ( + 3) = −
 

  
    

 →+∞
 ( ) − ( + 1) =    

 →+∞
−

 

  
=    

= زبٌٟ ٚثبٌ  +  ∞+فٟ جٛاس    ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ      3

 ( ) − ( + 3) = −
 

  
ℝعٍٝ   ∆٠مع رذذ اٌّمبسة    ثبٌزبٌٟ اٌخؾ       

∗
 

 



 

 

( ) ٚفك:  ℝاٌزبثع اٌّعشف   ١ٌىٓ  = {
 

     

√  + − 
      

                     =   
 

  عٕذ اٌظفش  جذ ٔٙب٠خ اٌزبثع 

  ِغزّشاً عٕذ اٌظفش  ١ٌىْٛ   ع١ٓ ل١ّخ اٌعذد 

     
 → 

 ( ) =    
 → 

     

√  + − 
=

 

 
  دبٌخ رع١١ٓ ِٓ اٌشىً

   
 → 

 ( ) =    
 → 

  

√  + 1 − 1
 

    

 
 

   
 → 

  

√  + 1 − 1
=    

 → 

  (√  + 1 + 1)

(√  + 1 − 1)(√  + 1 + 1)
=    

 → 

  (√  + 1 + 1)

  + 1 − 1
  

   
 → 

  

√  + 1 − 1
=    

 → 
√  + 1 + 1 = 2     

 → 
 ( ) = 2  1 = 2 

                 ٍِٝغزّش عℝ   ٚ  √  + 1 − = ٚ ٠ٕعذَ فمؾ عٕذ   ℝِغزّش عٍٝ   1   

  ثبٌزبٌٟ  
     

√  + − 
= ارا وبْ ِغزّشا عٕذ  ℝِغزّشا عٍٝ    ٚ ٠ىْٛ   + * ℝِغزّش عٍٝ         

   أٞ   
 → 

 ( ) =  ( ) =    = 2 

( ) ٚفك:  ℝاٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =  −  . اٌّطٍٛة:( ) 

  2, ,عٍٝ اٌّجبي  ( ) ثظ١غخ ِغزمٍخ عٓ  ( ) اوزت,. 

  جذ    →+∞
 ( )

  
. 

                           ( ) =  
                  , ,1,

 − 1         ,1,2,
 

          − 1   ( )    − + 1  − ( )  −  1   −  ( )             

 

  
 

 ( )

  
      ,          →+∞

 

  
= ∞+→      دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ  

 ( )

  
=     

 

 

 

 

 



 

 

( ) ٚفك:  ℝاٌزبثع اٌّعشف عٍٝ   ١ٌىٓ  =      
 

 
 ,  ( ) =  اٌّطٍٛة :    فٟ دبٌخ   ( )

  ْاشزمبلٟ عٕذ   أصجذ أ =        عٍٝ( )   ادغتℝ
∗

       جذ    →+∞  ( ) 

         ( ) =
 ( )− ( )

 − 
=

     
 

 
− 

 − 
=     

 

 
      ,   − 1     

 

 
 1 

      −فئْ :       فٟ دبٌخ  
 

 
      

 →  
−  =    

 →  
 =      

 →  
    

 

 
=   

      −فئْ :       فٟ دبٌخ  
 

 
      

 →  
−  =    

 →  
 =      

 →  
    

 

 
=   

   ٚثبٌزبٌٟ   : 
 → 

 ( ) =    
 → 

 ( )− ( )

 − 
= = اشزمبلٟ عٕذ    ٚ اٌزبثع        

    
 

 
  1       

 

 
  | |       

 

 
−    | |   

   ٚثّب أْ   
 → 

| | =    فئْ        
 → 

.    
 

 
/ =      

 → 
 ( ) =    

 → 

 ( )− ( )

 − 
=      

= اشزمبلٟ عٕذ    ٚ اٌزبثع    

                          ′( ) = 2    
 

 
+ .

− 

  
   

 

 
/    = 2    

 

 
−    

 

 
 

          →+∞  ( ) =     →+∞      
 

 
=     →+∞  (

   
 

 
 

 

) = (+∞)(1) = +∞ 

∞+→     د١ش (
   

 

 
 

 

) =     → .
    

 
/ = 1 

( ) ٚفك:  ℝاٌّعشف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =  + √  +  ٚاٌّطٍٛة:   1

  ُاٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أْ اٌّغزم١ =  ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ  2

  ٓادسط اٌٛػع إٌغجٟ ث١∆ٚ  . 

            ( ) − (2 ) =  + √  + 1 − 2 =  √  + 1 −       

   
  +∞

( ( ) − (2 )) =    
  +∞

 . √  + 1 −  / =   +∞ − ∞  

   
  +∞

( ( ) − (2 )) =    
  +∞

 (
(√  + − )(√  + + )

√  + + 
) =    

  +∞
 .

 

√  + + 
/ =        

= اٌزٞ ِعبدٌزٗ   ∆ِٕٚٗ فئْ اٌّغزم١ُ         ∞+فٟ جٛاس   ِمبسة ٌٍخؾ     2

                              : ٟدساعخ اٌٛػع إٌغج ( ) − (2 ) =  √  + 1 −     

     + 1     √  + 1  | |    √  + 1 −      

  ℝعٍٝ   ∆٠مع فٛق اٌّمبسة    ثبٌزبٌٟ اٌخؾ 

( ) ٚفك:  ,∞+, ,اٌّعشف عٍٝ   ٔزأًِ اٌزبثع  =  −      

  ادغت    →+∞  ( )                     ذِزضا٠  أصجذ أْ اٌزبثع 

                                    −1  −     1   − 1   −       + 1   

∞+→    دغت ِجشٕ٘خ اٌّمبسٔخ  :      − 1 = +∞      →+∞  ( ) = +∞ 

             ′( ) = 1 −      ِزضا٠ذ        



 

 

( ) ٚفك :  +ℝ *1اٌزبثع اٌّعشف عٍٝ ٘ٛ   ١ٌىٓ  =
   +  + 

 − 
 ٚاٌّطٍٛة : 

(1−) ٌزىْٛ    ٚ   ع١ّٓ اٌعذد٠ٓ اٌذم١م١١ٓ   =     ل١ّخ دذ٠خ ٌٍزبثع   

 (−1) =   
 −  + 1

−2
=    −  + 1 =       

 ′( ) =
(2  +  )( − 1) − 1(   +   + 1)

( − 1)  

= اٌزبثع اشزمبلٟ عٕذ  (1−)′ ثبٌزبٌٟ  1− =   
(−  + )(− )− ( − + )

 
=   

(−2 +  )(−2) − 1( −  + 1) =   4 − 2 −  +  − 1 =   3 −  − 1 =     

+ −ثذً اٌّعبدٌز١ٓ ٔجذ   − 1 =            ,    3 −  − 1 =      : ثبٌجّع ٔجذ 

 2 − 2 =    = 1    = 2   ( ) =
  + 2 + 1

 − 1
 

, ∞−-اٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  ( ) ٚفك:   ,  =
   +     

 
 ٚاٌّطٍٛة : 

= اٌزٞ ِعبدٌزٗ  ∆أصجذ أْ اٌّغزم١ُ    ∞−فٟ جٛاس   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ   2

   ٚ∆ٚادسط اٌٛػع إٌغجٟ ث١ٓ 

                                      𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (2𝑥)
   +     

 
= −

 𝑥 

𝑥

     
=

𝑥
 

𝑥فٟ دبٌخ  -−∞ ,  ,   

−1     𝑥  1          1   
     

 
𝑥

 
1

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚          دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ       
𝑥→−∞

.
 

𝑥
/ =   𝑙𝑖𝑚

𝑥→−

     

∞ 𝑥
=   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) =   

𝑦 ٚثبٌزبٌٟ  = 2𝑥   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ𝐶    فٟ جٛاس−∞   

𝑥فٟ دبٌخ  -−∞ ,  ٠ىْٛ    , 

       
     

 
𝑥

   𝑔(𝑥)    

, ∞−-∆اٌّمبسة  رذذ٠مع   𝐶ٚاٌخؾ    ,    عٍٝ اٌّجبي   

𝑥عذا إٌمبؽ اٌزٟ فبطٍزٙب  = −
𝜋

 
+ 𝜋𝑘  د١ش𝑘 عذد طذ١خ 



 

 

,  -ربثعب ِعشفب  عٍٝ اٌّجبي    ١ٌىٓ  ( ) :   ٚفك ,∞+ =  + 1 + 
    

√ 
 اٌّطٍٛة :  

=   أصجذ أْ اٌّغزم١ُ  اٌزٞ ِعبدٌزٗ   +  ∞+عٕذ   ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   1

                                      𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) −  + 1( )  + 1 + 
    

√ 
= −  + 1( )

    

√ 
= 

𝑥فٟ دبٌخ  -  , +∞,   

−1       1  
−

√ 

1     

√ 
  

√ 

1
   

𝑙𝑖𝑚دغت ِجشٕ٘خ الادبؽخ      
𝑥→+∞

.
−

√ 

 
/ =   , 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
.

√ 

 
/ =   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+

    

√ ∞
=   𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) =   

𝑦 ٚثبٌزبٌٟ     +    ∞+فٟ جٛاس    𝐶ِمبسة ِبئً ٌٍخؾ   =1

( ) ٚفك:   +ℝ *−1اٌّعشّف عٍٝ   اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع   ١ٌىٓ  =   +
 

 + 
 ٚاٌّطٍٛة : 

,  )١ٌّش اٌخؾ اٌج١بٟٔ ٌٍزبثع ثبٌٕمطخ    ٚ    اٌعذد٠ٓ ع١ّٓ  ( )′ ٠ٚىْٛ ١ًِ اٌّّبط فٟ ٘زٖ إٌمطخ   (3 = 4 

 ( ) =   +
 

 + 1
     ,    ′( ) =  −

 

( + 1)  

 ( ) = 3   = 3    ,    ′( ) = 4   −  = 4   = 7   ( ) = 7 +
3

 + 1
 

 

 



 


