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 الفصل الأول

 المتواليات 
 ( تعريف :1-1)

nkنقول عن كميات عددية من الشكل  aaaaa ,.........:.....::: أنيا متوالية إذا كانت حدودىا تتوالى عدداً بعد آخر  321
 حسب قاعدة معينة .

نسمي 
1a حدىا الأول وna  حدىا الأخير وka   حدىا العام وn. عدد حدودىا 

 وىنالك عدة أنواع من المتواليات من أىميا المتوالية الحسابية والمتوالية اليندسية والمتوالية التوافقية .

 ( المتوالية الحسابية :1,1)

nkنقول عن المتوالية :  ( تعريف :1,1,1) aaaaa ,.........:.....::: أنيا متوالية حسابية إذا كان الفرق بين أي حد  321
)d )0وسابقو يساوي دائماً مقدار ثابت  d ويسمىd أساس المتوالية الحسابية ، أي أنو حتى تكون المتوالية حسابية

 يجب أن تكون : 

(1,1                                                                                               )   
daa kk  1 

)4,3,2......,(حيث أن  nk  

 ( قانون الحد العام : 2,2,1)

إذا كان 
1a الحد الأول لممتوالية الحسابية أساسياd  وعدد حدودىاn  يمكن أن نكتب بقية الحدود المتعاقبة وبدلالة الحد ،

 الأول كما يمي : 

 الحد الأول 

                                                                                                              1a 

 الحد الثاني  

                                                                                                       daa  12 

 الحد الثالث  

                                                            daddadaa 21123  

 الحد الرابع  
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                                                      dadddadaa 31134  

............................................................................. 

    nحتى الحد من المرتبة 

(2,1                                                                  )dnaan )1(1  

 وىي العلبقة التي تعطينا الحد العام أو الحد النوني .

 ( :1,1مثال )

 حدد ما إذا كانت الأعداد المرتبة التالية متوالية حسابية أم لا ؟ 

bccbcbc  6,5,4,23 

 الحل :

الأساس وذلك اعتباراً من dتكون ىذه الجممة متوالية حسابية إذا أمكن الحصول عمى كل حد تال من حدودىا بإضافة 
الأساس ، نأخذ الفرق بين كل  dالحد الأول ، أو أن يكون الفرق بين كل حد مع الحد الذي يسبقو يساوي مقداراً ثابتاً وىي 

 حدين متتالين :

bccbc

bcbcc

bcbcbc







)5()6(

)4()5(

)23()4(

 

bca وبالتالي جممة الأعداد السابقة تشكل متوالية حسابية حدىا الأول 231  وأساسياbcd  وعدد حدودىا
4n. 

 ( :1,1مثال )

 بحيث تشكل الحدود الثلبثة التالية متوالية عددية .kحدد قيمة  

52,12,2  kkk 

 الحل :

أنى يكون الفرق بين أي حد والحد الذي يسبقو أو الحد الذي يميو يساوي لكي تشكل الحدود السابقة متوالية عددية يمزم 
 الأساس وذلك من أجل أي حدين متتالين :

5411252212

)12()52(

)2()12(







kkkkkk

dkk

dkk

 

 في الحدود المعطاة ينتج لدينا المتوالية العددية :kبتعويض قيمة 
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7,11,15 

71حدىا الأول  a 4وأساسياd 

 ( :1,1مثال )

 ( أوجد قيمة الحد العاشر وقيمة الحد الخامس والستين ؟-5( وأساسيا )22متوالية عددية حدىا الأول ) 

 الحل :

 ( نجد أن :2,1من العلبقة )

2)5)(110(2010 a 

 وكذلك نجد :

300)5)(165(2065 a 

 ( :1,1مثال )

 (.621( أوجد قيمة حدىا ذي الترتيب )2( وأساسيا )5متوالية حسابية حدىا الأول )ليكن لدينا 

 الحل :

 ( نجد أن :2,1من العلبقة )

1205)2)(1601(5601 a 

 ( : خواص حدود المتوالية الحسابية : 1,1,1)

 أي أن : dالفرق بين أي حدين متواليين يساوي مقداراً ثابتاً  -1
daa kk  1 

 أن مجموع أي حدين متقابمين يساوي مقداراً ثابتاً وذلك لأن : -2
 

dnadnadaaa

dnadnaaaa

n

n

)1(2)2(

)1(2)1(

11112

1111







 

dnaوىكذا يتضح أن مجموع أي حدين متقابمين يساوي مقداراً ثابتاً ىو )1(2 1   ويساوي مجموع أي حدين متقابمين
 آخرين .

 الحسابية :( مجموع حدود المتوالية 1,1,1)

فيكون :  nsنرمز لمجموع حدود المتوالية الحسابية 



n

k

kn as
1
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 لحساب ىذا المجموع نكتب حدود المتوالية مرتين وبشكل متعاكس عمى النحو التالي :

123321

12321

,,.,,.........,,,

,,.,,.........,,

aaaaaaa

aaaaaa

nnnn

nnn



 

 نأخذ مجموع كل حدين متقابمين ولجميع الحدود فنحصل عمى العلبقة التالية : 

nnnnnnn saaaaaaaaaaaa 2)()()(...................)()()( 1213223121   

وبالاستفادة من الخاصة الثانية السابقة حول مجموع الحدود المتقابمة وبملبحظة أن جميع الأزواج في الطرف الأيسر  
dnaمتساوية وتساوي  )1(2 1   ن عدد ىذه الأزواج تساوي  زوجاً ، فإن العلبقة السابقة تأخذ الشكل التالي :  nوا 

  nsdnan 2)1(2 1  

 يساوي : nsومنيا نجد أن المجموع

(3,1                                                                                               )   

 dna
n

sn )1(2
2

1  

 ( عمى الشكل التالي :3,1ويمكن كتابة العلبقة )

(4,1                                                                                               )   

 nn aa
n

s  1
2

 

 ( :5-1مثال )

 أوجد نوع وأساس ومجموع حدود المتوالية التالية :  

2,4,6,8,12,12,14,16,18,22 

 الحل :

( وحدىا الأخير 2( وأن حدىا الأول )2نلبحظ أن ىذه المتوالية ىي متوالية حسابية لأن الفرق أي حدين متواليين يساوي )
 ( وبذلك نجد أن مجموع حدودىا يساوي : 12( وأن عدد حدودىا )22)

  110202
2

10
10 s 

 ( :1-6مثال )

 ( .2تي لا تقبل القسمة عمى )( وال62( حتى )1أوجد مجموع الأعداد الصحيحة مابين ) 

 الحل : 

 ( ىي الأعداد الفردية التالية :2إن مجموعة الأعداد الصحيحة التي لا تقبل القسمة عمى )
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1,3,5,7,……,59 

( ومنو 3,1,1( ، ومنو مجموعيا يعطى بالعلبقة )2( وأساسيا )1( وحدىا الأول )32وىي متوالية عددية عدد حدودىا )
 نجد :

  900)2)(130()1(2
2

30
30 s 

 ( : 1-7مثال )

 أوجد مجموع الخمسة عشر حداً الأولى لممتوالية العددية التالية : 

5,8,11,14,…… 

 الحل :

 ( نجد أن :2,1نطبق العلبقة )

47)3)(115(515 a 

 ( فنجد :4,1ولإيجاد مجموع الحدود الخمسة عشرة نطبق العلبقة )

  390475
2

15
15 s 

 ( مجموع حدود متوالية الأعداد الطبيعية  :5,1,1)

 إذا كان لدينا المتوالية العددية من الشكل : 

1,2,3,4,……,n 

 1dلحساب مجموع حدود ىذه المتوالية نلبحظ أنيا متوالية حسابية لأن الفرق بين أي حدين متتاليين يساوي مقداراً ثابتاً 
 ( :4,1، لذلك فإن مجموعيا حسب العلبقة )nوعدد حدودىا naوحدىا الأخير  1aوحدىا الأول 

(5,1                                                                    ))1(
2

)(
2

1 n
n

aa
n

s nn  

                                                                         

 عدد .n( حتى1وىي علبقة ىامة تستخدم في حساب مجموع الأعداد الطبيعية من )

 ( : أوجد مجموع حدود المتوالية العددية التالية : 8,1مثال )

1,2,3,4,5,6,7 

 الحل :

 ( فنجد :5,1)نطبق العلبقة 
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28)71(
2

7
7 s 

 ( مجموع حدود متوالية الأعداد الفردية ومتوالية الأعداد الزوجية  :6,2,1)

 إذا كان لدينا المتوالية العددية من الشكل : 

 

2,4,6,8,10,12,14 

( وحدىا الأول 2يساوي ) لحساب مجموع حدود ىذه المتوالية نلبحظ أنيا متوالية حسابية لأن الفرق بين أي حدين متواليين
 ( :4,1، لذلك فإن مجموعيا حسب العلبقة )nوعدد حدودىا na( وحدىا الأخير 2)

(6,1                                                                         ))1()(
2

1  nnaa
n

s nn 

 أن مجموع الأعداد الفردية تعطى بالعلبقة :وبطريقة مشابية نجد 

(7,1                                                                                                )2nsn  

                                                                                                  

 ( :9,1مثال )

 أوجد مجموع حدود المتوالية العددية التالية :  

1,3,5,7,9,11,13,15 

 الحل :

 ( فنجد :7,1نطبق العلبقة )

64)8( 2

7 s 

 ( :1,,1مثال )

 أوجد مجموع حدود المتوالية العددية التالية :  

2,4,6,8,10,12,14,16 

 الحل :

 ( فنجد :6,1نطبق العلبقة )

72)18(87 s 

 ( المتوالية الهندسية :1,1)
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nkنقول عن المتوالية :  ( تعريف :1,1,1) aaaaa ,.........:.....::: أنيا متوالية ىندسية إذا كان كل حد فييا ينتج  321
rrعن ضرب الحد السابق لو بعدد ثابت ، يسمى أساس المتوالية )1(  اليندسية يكون لدينا :.  أي أنو في المتوالية 

(8,1                                                                                               )   r
a

a

k

k 
1

 

)4,3,2......,(حيث أن  nk  

 ( قانون الحد العام :1,1,1)

 اليندسية عمى النحو التالي :( يمكننا كتابة الحد العام لممتوالية 8,1من العلبقة )

(9,1) 

 وىي العلبقة التي يعطييا قانون الحد العام أو الحد النوني .

 ( : 11,1مثال )

التاسع وقيمة الحد ( اكتب الحدود الأربعة الأولى منيا وأوجد قيمة الحد 3( وأساسيا )4متوالية ىندسية حدىا الأول )
 السادس عشر .

 الحل :

  4,12,36,128( وبالتالي المتوالية :3( وأساسيا )4متوالية ىندسية حدىا الأول )

 ( فنجد :9,1أما لإيجاد الحد التاسع نطبق العلبقة )

 
 أما الحد السادس عشر  

57395628)3).(4( 116

16  a 

 ( :11,1مثال )

 أوجد قيمة الحد السابع وقيمة الحد العاشر في المتوالية التالية : 

 

26244)3).(4( 19

9  a

,.........
27

1
,

9

1
,

3

1
,1

1

11

1

11

34

23

12

1

..

................

..

...............

.

.

.

.























n

nn

k

kk

kk

raraa

raraa

ara

ara

ara

ara
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 الحل : 

( وأساسيا 1نلبحظ أن المتوالية ىي ىندسية فييا الحد الأول )








3

( فنجد 9,1( وبالتالي نطبق العلبقة )7وعدد حدودىا ) 1

: 
729

1
)

3

1
(1 17

7  a 

أما الحد العاشر    
19683

1
)

3

1
(1 110

10  a 

 ( مجموع حدود متوالية هندسية : 1,1,1)

nkn فيكون : nsنرمز لمجموع متوالية ىندسية بالرمز  aaaaaas  ............4321 

 نكتب كافة الحدود بدلالة الحد الأول فنجد : 

)12,1) 

 
 فنحصل عمى العلبقة : r( بالأساس 12,1ولحساب ىذا المجموع نضرب طرفي العلبقة )

)11,1                             )nk

n rarararararasr ................... 11

4

1

3

1

2

11  

                               

 ( فنجد أن :11,1( من المجموع )12,1نطرح المجموع )

)1()1(

..

1

11





n

n

n

nn

rars

arassr 

 وبالتالي نجد :

(12,1)      1

1
1






r

r
as n

n 

 وىي علبقة مجموع حدود متوالية ىندسية متزايدة .

 ( فنجد أن :10,1( من المجموع )11,1) ولمحصول عمى مجموع حدود متوالية ىندسية متناقصة نطرح المجموع

)1()1(

...

1

11

n

n

n

nn

rars

raasrs



 

 وبالتالي نجد :

(13,1)      r

r
as

n

n





1

1
1 

1

1

1

1

3

1

2

111 ...............   nk

n rararararaas
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 وىي علبقة مجموع حدود متوالية ىندسية متناقصة .

 ( : 11,1مثال )

 ولغاية الحد التاسع  3,9,27أوجد مجموع المتوالية اليندسية :  

 الحل : 

 (  فنجد :2,11( ومنو نطبق العلبقة )3( والأساس )3) نجد أن الحد الأول

29523
13

)13(
3

9

9 



s 

 ( :11,1مثال )

 ( ، فما عدد حدودىا ؟2( وأن حدىا الأول )3( وأن أساسيا )728إذا عممت أن مجموع متوالية ىندسية يساوي )

 الحل :

 ( نجد أن :12,1من العلبقة )

 13
13

)13(
2728 




 n

n

 

 نأخذ لوغاريتم الطرفين فنجد أن : nلحساب 

 
6

)3lg(

)729lg(

)3log()729lg(





n

n

 

 ( المتوالية التوافقية :1,1)

نقول عن مجموعة أعداد أنيا تشكل متوالية توافقية ، إذا كانت مقموباتيا تشكل متوالية عددية بحيث  ( تعريف:1,1,1)
 يكون الفرق بين الحد المقموب والذي يسبقو عدد ثابت .

 ( :15,1مثال )

.....,ىل مجموع الأعداد 
2

5
,

3

2
 ( تشكل متوالية توافقية ، أوجد حدىا الأخير .32حتى الحد ) 2,

 الحل :

.....,إن الأعداد النظيرة لممتوالية السابقة ىي 
5

2
,

2

3
,

2

وىي تشكل متوالية حسابية ، إذن فجممة الأعداد تشكل متوالية  1

توافقية وحدىا الأخير 
2

59. 
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 ( المتواليات غير المنتهية :5,1)

10يكون  nأي عندما  يقصد بالمتوالية اللبنيائية ،أن عدد حدودىا لا نيائي ،  r ويعطى مجموع حدود ،
 المتوالية اليندسية المتناقصة : 

r

raa

r

r
as

nn

n










1

.

1

1
1 

 كما يمكن كتابة الطرف الأيسر من العلبقة السابقة عمى الشكل التالي : 

r

ar

r

a
s

n

n
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10وبما أن الأساس   r  ىو كسر موجب أقل من الواحد الصحيح لذلك فإن القيمةnrتصغر كمما كبرn ، عدد الحدود

فإن الحد الثاني في الطرف الأيسر ويسعى إلى  nوعندما تكبر
r

ar n

1
يسعى إلى الصفر ، ومنو يصبح مجموع حدود  

 المتوالية اليندسية اللبنيائية :

)14,1) 

 
 ( :16,1مثال )

 أوجد مجموع المتوالية اليندسية اللبنيائية التالية : 

,.....
16

1
,

8

1
,

4

1
,

2

1 

 الحل :

من المتوالية نجد أن 
2

1
r والحد الأول ،

2

1
1 a وعدد الحدودn  ومنو وبتطبيق العلبقة 

 ( نجد أن :13,1) 

1

2

1
1

2

1





s 

 ( :17,1مثال )

 بشكل كسر نسبي عادي : 2.3333اكتب الكسر العشري  

 الحل :

 يمكن كتابة العدد المعطى بالشكل :

r

a
s




1
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 .......0003.0003.003.03.03333.0  

 أو بالشكل التالي : 

.......
10000

3

1000

3

100

3

10

3
3333.0  

إن العلبقة الأخيرة ىي متوالية ىندسية تنازلية لا نيائية ، حدىا الأول 
10

3
1 a  وأساسيا

10

1
r 

ومجموعيا 
3

1

10

1
1

10

3





s. 
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 تمارين غير محمولة

13,3,1حيث تشكل الأعداد التالية متوالية حسابية kعين قيمة الثابت  (1  kkk 
 أوجد الحد السابع ومجموع الحدود العشرة الأولى ومجموع الحدود الثلبثة عشرة الأولى لممتوالية الحسابية :  (2

14,10,6,2 
قيمة حدىا الأخير تساوي  ( حدود ، إذا عممت أن6ما ىي قيمة الحد الأول لمتوالية ىندسية مؤلفة من ) -3

 ( ؟5( وأساسيا يساوي )375222)
 .90,85,80,75...,( لممتوالية العددية التالية : 25ما ىي قيمة الحد ) -4
( وحاصل جداء الحد الأول في الرابع يقل بمقدار 5متوالية عددية مؤلفة من أربعة حدود متزايدة حدىا الأول ) -5

في الحد الثالث والمطموب : إيجاد أساس ىذه المتوالية ومجموع حدودىا ( عن حاصل جداء الحد الثاني 72)
 العشرة الأولى .

( 4( ولمعدد الثاني )3( إذا أضفنا لمعدد الأول )33ثلبثة أعداد تشكل فيما بينيا متوالية عددية متزايدة مجموعيا ) -6
 ( أصبحت المتوالية ىندسية والمطموب :25ولمعدد الثالث )

 العددية وأساسيا .أوجد المتوالية  -1
 أوجد المتوالية اليندسية وأساسيا . -2
 أوجد مجموع الحدود العشرين الأولى لممتوالية العددية . -3
 أوجد مجموع الحدود العشرين الأولى لممتوالية اليندسية . -4

 في صورة كسر نسبي اعتيادي . 2.35353552اكتب الكسر العشري  -7
( ومجموع الحدين الثالث 52وع الحدين الأول والثالث يساوي )متوالية ىندسية حدودىا موجبة ، إذا كان مجم -8

 والخامس يساوي ثلبثة عشر مثلًب من مربع الحد الثاني ، أوجد الحد الأول والأساس .
( ، كما يزيد الحد الثالث عن الحد الثاني بمقدار 6في متوالية ىندسية يزيد الحد الثاني عن الحد الأول بمقدار ) -9

 الحدود الخمسة الأولى منيا ؟ ( ، أوجد مجموع12)
( ومجموع حدودىا الثاني والثالث والرابع 62متوالية ىندسية مجموع حدودىا الثلبثة الأولى يساوي ) -12

 ( ، أوجد حدىا الأول وأساسيا .312)
ليكن لدينا المتوالية العددية التالية : -11

 
 والمطموب :11,85,5,2...,

 إيجاد أساس المتوالية . -1
 قيمة الحد العاشر والثالث عشر .إيجاد  -2
 إيجاد مجموع حدود المتوالية العشرين . -3

( 34( ومجموع الحدين الثاني والخامس )18متوالية حسابية فييا مجموع الحدين الأول والثالث ) -12
 والمطموب : 

 إيجاد الحد الأول وأساسيا . -1
 .nكتابة الحد العام بدلالة  -2
 .nىذه المتوالية بدلالة  حساب مجموع حدود -3
 .78nSبحيث يكون nإيجاد العدد الطبيعي  -4
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cbaتشكل الأعداد التالية  -13 3متوالية حسابية ، عيّن ىذه الأعداد إذا عممت أن : ,, cba و
15.. cba. 

( والحد السابع يزيد عن الحد الرابع بمقدار 26متوالية حسابية فييا مجموع الحدين الثالث والخامس ) -14
 ( عيّن الحد الأول والأساس .12)
 ( ، والمطموب :4( وأساس المتوالية )-3بفرض أن الحد الأول في متوالية حسابية ) -15

 .nكتابة عبارة الحد العام بدلالة  -1
 ( .221إيجاد الحد ذو المرتبة ) -2
 ( حدان من ىذه المتوالية .2227( و)2225ىل العددان ) -3
 حساب مجموع المائة حد الأولى من ىذه المتوالية . -4
16- cba ( 9ثلبثة حدود متعاقبة من متتالية حسابية متزايدة حيث أن مجموع الحدود الثلبثة الأولى ),,

 وب : ( ، والمطم15وجداؤىا )
cbaتعيين قيم  -1  ثم استنتج قيمة الأساس .,,
 حساب مجموع حدودىا العشرين الأولى . -2
( 15أوجد خمسة أعداد تشكل فيما بينيا حدود متعاقبة من متوالية حسابية بحيث مجموعيا يساوي ) -17

 ( .55ومجموع مربعاتيا )
مجموع 2Sمجموع الإحدى عشر حداً الأولى ، وليكن 1S( حداَ . ليكن 21متوالية حسابية مكونة من ) -18

 الإحدى عشر ا حداً لأخيرة ، المطموب :
 .2Sو 1Sحساب الحد المتساوي البعد عن الطرفين بدلالة  -1
1871إذا كان  -2 S 5172و S. أوجد حدود المتوالية 

إذا كانت الإعداد  -19
bddccb 

1
,

1
,

تشكل حدود متعاقبة من متتالية حسابية فأثبت أن  1
222 ,, cba . أيضاَ تشكل حدود متوالية متعاقبة حسابية 

متوالية ىندسية حدىا الأول  -22
2

1
1 a ( ، والمطموب :16والخامس )وجداء حدييا الثالث 

 حساب حدىا الرابع ، ثم استنتاج قيمة الأساس . -1
 .nكتابة عبارة الحد العام بدلالة  -2
 . 20052nlحتى يكون  nتعيين العدد الطبيعي  -3
( ، أوجد حدود المتوالية ثم 3276مربعاتيا )( ومجموع 78ثلبثة حدود في متوالية ىندسية مجموعيا ) -21

 استنتج أساسيا .
( وفييا أيضاً 64لدينا متوالية ىندسية متناقصة فييا جداء الحدود الثلبثة الأولى تساوي ) -22

842

3

2

2

2

1  cba: والمطموب 
 حساب كُلبًّ من الحدود الثلبثة الأولى والأساس . -1
nبرىن أن الحد العام  -2

nl
 42. 

 .nحساب المجموع بدلالة  -3
 .nحساب الجداء بدلالة  -4

متوالية ىندسية فييا مجموع الحد الأول والأخير  -23
11

 ( .5( وعدد حدودىا )11و مجموع حدودىا ) 82
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24- cba cbaأعداد حقيقية إذا أُخذت بالترتيب ,, ذا أُخذت بالترتيب ,, acbشكمت متوالية حسابية ، وا  ,, 

cbaشكمت متوالية ىندسيو ، أوجد كُلبًّ من 18إذا عممت أن ,, cba  

( ومجموع 32أن مجموع الحدود الثلبثة الأولى تساوي ) أوجد الحدود الخمسة لمتوالية ىندسية إذا عممت -25
 ( .122الحدود الثلبثة الأخيرة تساوي )
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 الفصل الثاني

 الفوائد البسيطة والمركبة
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 الفصل الثاني

 الفائدة المالية البسيطة والمركبة
 مقدمة :    

أىم الأدوات الرياضية التي تساعد الأفراد ومؤسسات الأعمال في اتخاذ قرارات الاستثمار تعتبر الرياضيات المالية أحد 
بصورة سممية، وذلك لتحقيق أفضل نتائج مالية ممكنة. وتعتمد معظم المعاملبت المالية والتجارية عند شراء عقارات أو 

عممية الاستثمارية، أو بعبارة أخرى عمى العائد سيارات أو أجيزة منزلية بالتقسيط بدرجة كبيرة عمى عنصر الفائدة من ال
 من استثمار رأس المال .

 ( تعريف الفائدة :1,1)    

يمكن تعريف الفائدة بأنيا المبمغ الذي يدفع مقابل استخدام رأس المال، أو ىو عبارة عن التعويض أو الأجر مقابل 
ادةً بنسبة مئوية تسمى " سعر الفائدة " أو " معدل استخدام رأس المال المستثمر لمدة زمنية معينة . ويعبر عنو ع

 الفائدة " .

 حساب الفوائد المالية :  (1,1)   

 تنقسم الفائدة إلى نوعين رئيسين :

الفائدة البسيطة : وىي الفائدة التي تحسب عمى الأصل ) المبمغ المستثمر، المبمغ المودع، المبمغ المقترض ( في  -1
 نياية كل فترة زمنية .

الفائدة المركبة : ىي الفائدة التي تحسب عمى الأصل ) المبمغ المستثمر، المبمغ المودع، المبمغ المقترض (      -2
بعد إضافة الفائدة إلى الأصل في نياية كل فترة زمنية، أي أنو بعد نياية كل فترة زمنية يكون لدينا أصل جديد، 

 فائدة عن الفترة السابقة .وىذا الأصل الجديد ىو الأصل السابق مضافاً إليو ال
 ويؤثر في حساب الفائدة عدة عناصر ىي :

 أصل المبمغ : وىو عبارة عن المبمغ القرض أو المبمغ المستثمر . -1
 معدل الفائدة: العائد الناتج عند استثمار وحدة رأس المال في نياية دورة زمنية واحدة . -1
 ستثمار .الفترة الزمنية : وىي عبارة عن مدة القرض أو مدة الا -2

 ( طريقة الفائدة البسيطة :1,1,1) 

ىذه الطريقة تشترط أن تكون الفائدة الحاصمة عمى المبمغ مع مرور الزمن منفصمة عن المبمغ نفسو، أي لا تحسب ليا فائدة 
ولمدة %8ل.س بفائدة بسيطة بمعدل  122222جديدة . ولاستنباط قانون الفائدة البسيطة، نفرض أن شخصاً أودع مبمغ 

 سنوات، فيكون لدينا : 4

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الأولى تساوي :
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                          80001.
100

8
.100000  

 

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الثانية تساوي :

                                  80001.
100

8
.100000  

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الثالثة  تساوي :

                       80001.
100

8
.100000  

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الرابعة تساوي :

                    80001.
100

8
.100000  

 وبالتالي فإن الفوائد المستحقة في نياية مدة الاستثمار ىي :

 ps.32000)4.(8000  

 وتكون الجممة المستحقة في نياية مدة الاستثمار ىي :

ps.13200032000100000  

 nولفترة الاستثمار أو الاقتراض بالرمزiولمعدل الفائدة السنوي بالرمزkوبصورة عامة، إذا رمزنا لممبمغ الأصمي  بالرمز
 من السنوات فإن :

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الأولى  تساوي :         

                        1..ik 

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الثانية  تساوي :                

                 2..ik 

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الثالثة  تساوي :          

                       3..ik 

 الفائدة المستحقة في نياية السنة الرابعة  تساوي :       

                         4..ik 

 من السنوات تساوي :        nوىكذا الفائدة المستحقة في نياية 



19 
 

                        nik .. 

ذا رمزنا لمقدار الفائدة بالرمز  يكون ىذا المقدار :Iوا 

)1,2) 
Ikويطمق عمى   حصيمة المبمغ )جممة المبمغ(، نرمز لو بالرمزnk:ويساوي 

  (2 ,2)  

  
).1(

..

nikk

nikkk

Ikk

n

n

n







 

 من السنوات . nوىي العلبقة التي تعطينا حصيمة مبمغ مودع بفائدة بسيطة ولمدة  

 ( حساب عناصر قانون الفائدة البسيطة :1,1,1,1)

معدل الفائدة  iالمبمغ الأصمي ،  kحصيمة المبمغ ،nkيتألف قانون الفائدة البسيطة من أربع عناصر أساسية  ىي : 
 عدد الدورات الزمنية )السنوات ( .nالبسيطة السنوي ،

 حصيمة المبمغ المودع :  -1

فإن ذلك iوأن سعر الفائدة السنوية ىو kسنة، لنفترض أن المبمغ المودع ىو nوىي القيمة التي يبمغيا المبمغ المودع بعد
المبمغ حسب ىذه الطريقة سيبمغ بعد سنة كاممة من إيداعو مقداراً قدره

1k : والذي يساوي 

 

)1(.1 ikkikk  

سيبمغ المقدارkوبعد مرور سنتين عمى إيداع المبمغ
2k والذي يساوي: 

)21(..2 ikikkikk  

 والذي يساوي :3kسيبمغ المقدارkوبعد مرور ثلبث سنوات عمى إيداع المبمغ

)31(...3 ikikikkikk  

 والذي يساوي :nkسيبمغ المقدارkسنة عمى إيداع المبمغnوبعد مرور

(3,2) 
 بفائدة بسيطة  . iسنة nلمدة  kوىي العلبقة التي تعطينا حصيمة إيداع المبمغ

 ( :1,1مثال )

 سنوات ؟  5ولمدة  6ليرة سورية بفائدة بسيطة % 152222ما ىي حصيمة إيداع مبمغ  

).1( inkkn 

nikI ..
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 الحل :

 ( نجد : 3,2بتطبيق العلبقة )

pskn .195000))06.0(51(150000  

 ( :1,1مثال )

سنوياً، أحسب أولًا  12سنوات بمعدل فائدة سنوي قدره % 3ليرة سورية بفائدة بسيطة لمدة  122222استثمر شخص مبمغ 
 الفائدة المستحقة في نياية فترة الاستثمار واحسب ثانياً حصيمة المبمغ .

 الحل :

 ( نجد : 1,2بتطبيق العلبقة )

psI .300003.
100

10
.100000  

 ( ما يمي :3,2أما جممة المبمغ فنجدىا بتطبيق العلبقة )

 

pskn .130000)3.
100

10
1(100000  

 ويمكن حسابيا كما يمي : 

pskn .13000030000100000  

 سنة : nالقيمة الحالية لمبمغ أودع لمدة   -1

وأن القيمة الحالية لو ىي مقدار المبمغ الذي يجب إيداعو في بداية  nkسنة بالرمز nلنرمز لممبمغ الذي يستحق بعد مرور
 .iالزمن بفائدة بسيطة قدرىا

 تساوي :  k( فنجد أن القيمة الحالية 1,2نستفيد من العلبقة )kولحساب القيمة الحالية لممبمغ 

)4,2) 

 ( :1,1مثال )

( ليرة 22222لنحصل عمى )  5( أشير وبفائدة سنوية بسيطة قدرىا %5ما ىو مقدار المبمغ الذي يجب إيداعو لمدة ) 
 سورية .

 الحل :

 ( نجد :4,2بتطبيق العلبقة )

1).1(
).1(




 ink
in

k
k n

n
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psk .54.19591

)05.0.
12

5
1(

20000




 

 (:1,1مثال )

.  12سنوات  بمعدل فائدة سنوي % 3ليرة سورية لمبمغ أصمي تم استثماره لمدة  6222بمغت الفائدة البسيطة المقدار  
 المطموب حساب قيمة ىذا المبمغ ؟

 الحل : 

 ( نجد :1,2بتطبيق العلبقة )

psk .20000
)3).(1.0(

6000
 

 (:1,1مثال)

ليرة سورية في  252222، فإذا بمغت جممة المبمغ مقدار 4استثمر شخص مبمغاً من المال بمعدل فائدة سنوية بسيطة % 
 نياية خمس سنوات، المطموب احسب المبمغ الأصمي المستثمر والفوائد المتحصمة في نياية الاستثمار .

 الحل :

 ( نجد :4,2بتطبيق العلبقة )

psk .208500

)
100

4
.51(

250200




 

Ikknولإيجاد الفوائد المتحصمة، نطبق العلبقة   : فنجد ، 

psI

kkI n

.41700208500250200 

 

 المدة الزمنية الكمية للإيداع :  -1

 ( أن نستنتج قانون فترة الإيداع، أي : 1,2نستطيع من العلبقة )

)5,2 ) 

 ( :1,1مثال )

( ليرة 12222( لنحصل عمى )8( ليرة سورية بفائدة سنوية بسيطة )%7222ما ىي المدة التي يجب أن يودع بيا مبمغ ) 
 سورية ؟

 الحل :

ik

kk
n n

.
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 ( نجد :5,2بتطبيق العلبقة )

357.5
)08.0.1(

10000





n
k 

 حساب المعدل المئوي لمفائدة البسيطة :  -1

 ( يكون :1,2بنفس الطريقة من خلبل المعادلة )

)6,2) 

 ( :1,1مثال )

سنوات وكانت حصيمتو  4( ليرة سورية لمدة 12222ما ىو سعر الفائدة السنوية البسيطة التي أودع وفقيا مبمغ ) 
 ( ليرة سورية ؟18822)

 الحل :

 ( نجد :6,2بتطبيق العلبقة )

%17.14
)4.(12000

1200018800



i 

 ( :1ملاحظة )

إن العمل في نظام الفائدة البسيطة أصبح نادراً ويقتصر عمى حساب الفائدة الناجمة عن إيداع المبالغ لفترات قصيرة لا  
 تتجاوز العام )لمدة أشير أو أيام (، وذلك لأنو يحقق أكبر ربح ممكن لممستثمر إذا كانت الفترة لا تتجاوز العام .

 : ( 1ملاحظة )

 nيجب أن يكون ىنالك تجانس زمني بين معدل الفائدة وطول فترة الدورة الزمنية الاستثمارية . فإذا كانت الفترة الزمنية  
نة، فإنو يجب أن يكون سنوياً، أما الحالات التي يكون فييا المعدل عن فترة زمنية أقل من سiبالسنة فإن معدل الفائدة 

 يجب أن نضرب المعدل في الفترة الزمنية الواحدة بعدد الفترات التي تحتوييا سنة كاممة .

 (: 5,1مثال )

ليرة  118222شيراً، فأصبح المبمغ في نياية الفترة  18ليرة سورية بمعدل فائدة بسيطة معين لفترة  122222استثمر مبمغ 
 عدد دورات الاستثمار :nسورية، المطموب وباستخدام 

 حساب معدل الفائدة السنوي البسيط . -1
 حساب معدل الفائدة الربع سنوي البسيط . -2
 حساب معدل الفائدة الشيري البسيط . -3

 الحل :

nk

kk
i n

.
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وذلك لمحصول عمى معدل الفائدة السنوي وذلك بتطبيق  5.1nنستخدم فترة الاستثمار بالسنة ولدينا  -1
 ( فنجد :6,2العلبقة )

 
 

%12
)5.1.(100000

100000118000



i 

6نستخدم فترة الاستثمار بأرباع السنوات ويكون لدينا :  -2
3

18
n وذلك لمحصول عمى معدل الفائدة ،

 ( نجد :6,2الربع سنوي، بتطبيق العلبقة )

%3
)6.(100000

100000118000



i 

، نطبق 18nلمحصول عمى معدل الفائدة الشيري يعتبر الشير كدورة استثمارية كاممة وىنا لدينا  -3
 ( فنجد :6,2العلبقة )

%1
)18.(100000

100000118000



i 

 :n)(( حالات خاصة بالفترة الزمنية1,1)

تطبق الفائدة البسيطة عمى القروض والاستثمارات قصيرة الأجل والتي تكون أقل من سنة، أي تكون مدتيا 
سنة ىي صحيحة دوماً، n)(بالأشير و بالأيام. وبالتالي علبقتي الفائدة البسيطة وحصيمة المبالغ المتكونة بعد 

 عمى أن يراعى ما يمي :

 بالأشهر : n)(( الفترة الزمنية 1,1,1)

بالأشير ومعدل الفائدة بالسنة، نقسم عدد الأشير عمى أشير السنة n)(إذا أعطيت مدة القرض أو الاستثمار 
 ( عمى الشكل التالي :1,2كاممةً وبذلك تصبح العلبقة )

)7,2) 

 
 إلى أن المدة المعطاة لا تتطابق مع فترة المعدل المعطى . n*حيث يشير الرمز

 (: 6,1مثال )

ليرة سورية من أحد البنوك التجارية بمعدل  352222مبمغ  2212اقترض شخص في بداية الشير الأول لعام 
 سنوياً، والمطموب حساب حصيمة المبمغ المستحق عميو بعد ثمانية أشير من نفس العام . 12% فائدة بسيطة

 الحل :

نجد أولًا قيمة الفوائد المتحققة عمى المبمغ المقترض، وذلك بعد تحويل المدة الزمنية المعطاة من أشير إلى سنوات 
 ( نجد :7,2وذلك بتطبيق العلبقة )

 

i
n

kI .
12

.
*





24 
 

psI .3345.23333
100

10
.

12

8
.350000  

 ثم نجد حصيمة المبمغ كما يمي : 

  
psk

Ikk

n

n

.334.3733333345.23333350000 

 

 
 (: 6,1مثال )

أشير بمغت حصيمة المبمغ  12ليرة سورية في أحد البنوك وبعد انقضاء مدة  522222استثمر شخص مبمغ 
 ليرة سورية  والمطموب احسب معدل الفائدة التي وظف عمى أساسيا المبمغ . 552222

  الحل :
 ( نجد :6,2العلبقة )بتطبيق 

%12

12

10
.500000

500000550000



i 

 بالأيام : n)(( الفترة الزمنية 1,1,1)

 نميز بين نوعين من السنة  تم الاصطلبح عمى مفيومييما :

يوماً. ونرمز ليل  362السنة التجارية ) الطريقة الفرنسية (: وتعتمد ىذه الطريقة عمى أن عدد أيام السنة ىو  -1
 ، ويعبر عنو رياضياً كما يمي :oIبالرمز

(8,2)        
i

n
kI o .

360
.

*


    

يوماً. ونرمز ليل  366السنة الحقيقية ) الطريقة الإنكميزية (: وتعتمد ىذه الطريقة عمى أن عدد أيام السنة ىو   -2
 يمي :، ويعبر عنو رياضياً كما lIبالرمز

)9,2 ) 

 

 ومن المتعارف عميو أن ىذه الطريقة تسمى بالطريقة الصحيحة .

يوم.ويمكن معرفة السنة الكبيسة بقسمة السنة  29مع ملبحظة أنو في حال كون السنة كبيسة يكون شير شباط 
 القسمة بدون باقٍ تكون السنة في ىذه الحالة كبيسة .فإذا فبمت  4التقويمية عمى 

 ملاحظات :

 ( يوم .362( فتعتبر السنة تجارية )1985إذا لم ينص صراحة عمى نوع السنة ولم تحدد )كأن نقول  -1
 ( يوم .32إذا لم يحدد الشير فيعتبر الشير عمى أساس تجاري ) -2

i
n

kI l .
366

.
*
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آذار –حقيقية مع ملبحظة أن الأشير ) كانون الثاني إذا تم تحديد السنة أو الشير يجب حساب المدة بصورة  -3
 –أيمول  –حزيران  –يوماً ، والأشير ) نيسان  31كانون الأول ( تعدّ  –تشرين الأول  –آب  –تموز  –أيار 

 يوماً في حال كون السنة كبيسة . 29يوماً و 28يوماً، أما شير شباط فيعدّ  32تشرين الثاني ( تعدّ 
تثمار عبارة عن عدد من الأيام تقع بعضيا في سنة عادية والبعض الآخر في سنة كبيسة فإن إذا كانت مدة الاس -4

 ( تصبح عمى الشكل :1,2العلبقة )
  

)12,2) 

 حيث: 

1n ،2عدد الأيام التي تقع في السنة العاديةn . عدد الأيام التي تقع في السنة الكبيسة 

إذا لم يبين لنا مدة الاستثمار صراحةً وأعطي فقط تاريخ الإيداع ) أو تاريخ السحب( وتاريخ مدة انتياء مدة  -5
يداع أو الاستثمار فإن المدة تحسب بعدد الأيام بين ىاتين التاريخيين مع مراعاة احتساب يوم واحد فقط يوم الإ

 السحب وقد جرت العادة عمى إىمال يوم الإيداع واحتساب يوم السحب .

 (:7,1مثال)

 12ليرة سورية من أحد البنوك التجارية بمعدل فائدة بسيطة % 222222مبمغ  11/2/1993اقترض تاجر بتاريخ  
 . 22/7/1993سنوياً. المطموب حساب الفائدة التجارية والفائدة الصحيحة المستحقة عميو يوم 

 الحل :

 365يوم وعدد أيام السنة  28فالسنة غير كبيسة وشير شباط  4لا يقبل القسمة عمى  1993بما أن التاريخ الميلبدي 
 ، نجد : 22/7/1993-11/2يوم، ولحساب الفترة الزمنية بين 

 تموز+ حزيران + أيار + نيسان + آذار + شباط

1612230313031)1128(* n 

 ومنو :

 ( فنجد :8,2الفائدة التجارية نطبق العلبقة )لحساب 

psI o .4.8944
100

10
.

360

161
.200000  

 ( فنجد :9,2أما لحساب الفائدة الصحيحة نطبق العلبقة )

 

psI l .9.8921
100

10
.

365

161
.200000  

i
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kI ).
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 (:8,1مثال )

سنوياً،  9يوم بمعدل فائدة بسيطة قدره % 21أشير و 8ليرة سورية لمدة سنتين و 12222استثمر شخص مبمغ  
 احسب الفائدة وحصيمة المبمغ .

 الحل :

 يوم  21الفائدة لمدة  3Iشيور +  8الفائدة لمدة  2Iالفائدة لمدة سنتين + I =1Iالفائدة المستحقة 

psI

I

IIII

.5.24525.526001800

)
360

21
).(09.0.(10000)

12

8
).(09.0.(10000)2).(09.0.(10000

321







  

 أما حصيمة المبمغ فيي :

 

pskn .5.124525.245210000  

 

 نلبحظ أنو تم استخدام السنة التجارية في حساب الفائدة، وذلك لأنو لم يشير بصراحة لنوع السنة .

 (:9,1مثال )

ليرة سورية عند  422222ليرة سورية سدد منيا  864222بمبمغ  19/12/1999اشترى شخص بضاعة بتاريخ  
الشراء وطمب من البائع تأجيل سداد الباقي حوالي ستة أشير، وقد اتفق البائع عمى التأجيل بشرط أن تحسب 

لمستحق إذ قام بالسداد تاريخ سنوياً. المطموب احسب المبمغ ا 6فوائد بسيطة عمى المبمغ المتبقي بمعدل %
15/3/2222 . 

 الحل :

 المبمغ الأصمي الخاضع لمفوائد البسيطة ىو :

psk .464200400000864200  

 نحسب مدة الاستثمار كما يمي :

 1+ت 2+ت 1+ك 2آذار + شباط + ك

1481529313130)1931( n 

في ىذه  n*ولحساب  2222والجزء الآخر في السنة الكبيسة  1999نجد أن جزءاً من ىذه المبالغ يقع في السنة 
 الحالة تقسم المدة المذكورة إلى قسمين :
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spI
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n

8.11277)404918.0.(27852

)
366

75

365

73
).(06.0.(464200

).
566365

.(

75152931

733130)1931(

21

2

1











 

 ومنو المبمغ المستحق :

pskn .8.4754778.11277464200  

 

 (: 1,,1مثال )

 9في أحد البنوك، فإذا كان معدل الفائدة البسيطة % 12/4/2221ليرة سورية في  422222أودع شخص مبمغ 
ليرة سورية في نياية المدة فما ىو تاريخ  414422سنوياً، وحصيمة المبمغ المستحق عند السحب بفائدة صحيحة بمغ 

 السحب ؟

 الحل :

ل.س ومنو الفائدة الصحيحة  414422المبمغ ل.س وحصيمة  422222من نص المسألة نجد أن المبمغ الأصمي ىو 
: 

psI l .14400400000414400  

 (، بالتعويض نجد :9,2ولكن الفائدة الصحيحة تعطى بالعلبقة )

   146
)09.0).(400000(

)14400).(365(

100

9
.

365
.40000014400 *

*

 n
n 

 32-12=18ولحساب تاريخ السحب نجد عدد الأيام حتى نياية شير نيسان ىو : 

 7يوم في آب بإضافة  31يوم تموز و  31يوم في حزيران و 32أيار ويوم في  31يوم في نيسان و 18وىنا لدينا : 
 وىو المطموب . 5/9/2221يوماً، أي تاريخ السحب يقع في  146أيام من أيمول نحصل عمى المجموع 

ل.س، أحدىما في المصرف العقاري لمدة ستة  252222( : أودع شخص مبمغين من المال مجموعيما 11,2مثال )
في كلب المصرفين، فنحصل  6ي المصرف الزراعي لمدة ثلبثة أشير بمعدل فائدة بسيطة سنوية %أشير، والثاني ف
 ليرة سورية . فما أصل كل مبمغ منيما ؟ 6375عمى فائدة قدرىا 

 الحل :

 فيكون :  2kالمبمغ الأول والمبمغ الثاني  1kنفرض أن 
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1221 kkkkkk  

 بالتعويض نجد :

 تساوي : 2kو 1kعمى التوالي لكل من المبمغين 2Iو 1Iإن الفائدة 

11
2

22

11
1

11

015.03750)06.0.(
12

3
).250000(.

12
.

03.0)06.0.(
12

6
..

12
.

kki
n

kI

kki
n

kI





 

 ولكن لدينا مجموع الفائدتين تساوي :

 

 

 

 

 

 وىو المبمغ الأول .

 أما المبمغ الثاني فيكون :

psk .750001750002500002  

 ( العلاقة بين الفائدة التجارية والفائدة الصحيحة :1,1)   

 الفائدة التجارية ىي أكبر من الفائدة الصحيحة، إذ يمكن إيجاد العلبقة بينيما كما يمي:   

( النسبة بين الفائدة التجارية والصحيحة 1,1,1)
l

O

I

I: 

 بالتعويض نجد :
 
)11,2) 

 أو :

psk

k

k

kk

III

.175000
015.0

2625

2625015.0

015.037506375

015.0375003.06375

1

1

1
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) 12,2 ) 
 

lo( الفرق بين الفائدة التجارية والصحيحة 1,1,1) II : 

 يتشكل الفرق بين الفائدتين كما يمي :

(13,2 ) 

 

أي أن الفائدة التجارية لمبمغ ما تزيد عن الفائدة الصحيحة بمقدار 
73

 من الفائدة التجارية . 1

 

)              14,2 ) 

 

أي أن الفائدة التجارية لمبمغ ما تزيد عن الفائدة الصحيحة بمقدار 
72

 من الفائدة الصحيحة . 1

 ( :11,1مثال )

ليرة  152إذا عممت أن الفرق بين الفائدة التجارية والفائدة الصحيحة لمبمغ ما مستثمر لعدد من الأيام وبمعدل معين ىو  
 سورية . احسب مقدار كل من الفائدتين .

 الحل :

150لدينا من نص المسألة   lo II 

 ( نجد :14,2لإيجاد الفائدة الصحيحة نطبق العلبقة ) 

psII ll .10800
72

1
150  

 ( نجد :13,2لإيجاد الفائدة التجارية نطبق العلبقة ) 

psII oo .10950
73

1
150  
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 ( طريقة النُمر والقواسم : 5,1)

تعتبر طريقة النُمر والقواسم من أىم الطرق المختصرة لحساب الفوائد البسيطة ولذلك فيي تستخدم في العمميات اليومية 
 التجارية وحسابات التوفير .في الحسابات 

وتظير أىمية ىذه الطريقة عندما يراد حساب الفوائد التجارية لعدة مبالغ مستثمرة خلبل فترات زمنية مختمفة بمعدل 
 فائدة واحدة .

nkkkkولمتوصل لقانون الفائدة بحسب ىذه الطريقة سنفترض أن لدينا مجموعة مبالغ مستثمرة ولتكن  ,.....,,,  وأن 321
nDDDDمدة كم منيا  ,.....,,, من الأيام عمى الترتيب، وبمعدل فائدة وحيد، وبيذا ) مع ملبحظة أن 321

ii .100 : يعطى مجموع الفوائد بالصيغة التالية ) 

100
.

360
..........

100
.

360100
.

360

2
2

1
1

ii
k

iD
k

iD
kI no








 

بإخراج المقدار 
36000

i  : عامل مشترك نجد 

)15,2 ) 

 

يسمى المقدار 
36000

i  بالقاسم ، ويسمى حاصل ضرب كل مبمغ في مدة استثماره بالأيام بالنُمر ولذا سميت ىذه

 الطريقة بطريقة النُمر والقواسم .

يوم وىذا يعني أن الفائدة الناتجة ىي الفائدة التجارية، فإذا أردنا  362إن القانون الأخير يستخدم عدد أيام السنة 
 ( .12,2الحصول عمى الفائدة الصحيحة نطبق العلبقة )

nmmmmأما إذا كانت المدة بالأشير بدلًا من الأيام أي  ,.....,,,  عمى الترتيب فتكون، الفائدة : 321

)16,2 ) 

 ( :11,1مثال )

 أوجد كلبًّ من الفائدة التجارية والصحيحة لممبالغ ولممدد التالية : 

 يوم . 62ل.س لمدة  82222 -
 يوم . 72ل.س لمدة  93222 -
 يوم . 82ل.س لمدة  123522 -
 يوم . 92ل.س لمدة  142222 -

 النُمر والقواسم .سنوياً وذلك بطريقة  7إذا عممت أن معدل الفائدة ىو %

 الحل :

)...........(
36000

2211 nno DkDkDk
i

I 




).........(
1200

22211 mkmkmk
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I n
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7بما أن الزمن معطى بالأيام وأن 
100

7
.100 i ( كما يمي :15,2فإن الفائدة التجارية تحسب من العلبقة ) 

psIo .3.6570))90).(140000()80).(123500()70).(93000()60).(80000((
36000

7
 

 ( فنجد :12,2ولإيجاد الفائدة الصحيحة نطبق العلبقة )

psI l .3.6480)3.6570.(
73

72
 

 

 المركبة :( طريقة الفائدة 6,1)

إن طريقة الفائدة المركبة تشترط أن تضاف الفائدة الحاصمة سنوياً )أو عدة مرات في السنة ( إلى المبمغ الأساسي لتحسب 
 ليا مدة جديدة )أي الفائدة تنتج فائدة ( .

 ( حساب عناصر قانون الفائدة المركبة :1,6,1)

معدل الفائدة  iالمبمغ الأصمي ،  kحصيمة المبمغ ،nkي : يتألف قانون الفائدة المركبة من أربع عناصر أساسية  ى
 عدد الدورات الزمنية )السنوات ( . وانطلبقاُ من العلبقة الرئيسة لقانون الفائدة المركبة يمكننا إيجاد أيّاً nالبسيطة السنوي ،

 من العناصر السابقة شريطة توافر معمومات عن بقية العناصر كما يمي :

 :kحصيمة إيداع مبمغ  -1

 سنة عمى إيداعو وفق طريقة الفائدة المركبة . nوىي القيمة التي يبمغيا المودع بعد مرور

وأن الفائدة مركبة وسنوية، فبعد مرور سنة كاممة عمى إيداع ذلك iوأن سعر الفائدة ىوkنفترض أن المبمغ المودع ىو
سيصبح مساوياً لممقدارkالمبمغ

1k : حيث 

)1(.1 ikkikk  

سيبمغ المقدارkوبعد مرور سنتين عمى إيداع المبمغ
2k: والذي يساوي 

2

1112 )1()1(. ikikkikk  

 والذي يساوي :3kسيبمغ المقدارkوبعد مرور ثلبث سنوات عمى إيداع المبمغ
3

2223 )1()1(. ikikkikk  

 والذي يساوي :nkسيبمغ المقدارkسنة عمى إيداع المبمغnوبعد مرور

(17,2) 
 بفائدة مركبة  . iسنة nلمدة  kوىي العلبقة التي تعطينا حصيمة إيداع المبمغ

n

n ikk )1( 
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 ( :11,1مثال )

( ليرة سورية في صندوق توفير البريد لمدة ست سنوات. فكم يترتب عمى 7522أودع شخص مبمغاً من المال وقدره ) 
 ؟ 5الصندوق دفعو لمشخص المودع بنياية فترة الإيداع . إذا عممت أن معدل الفائدة المركبة %

 الحل : 

 ( نجد أن :2،17بتطبيق العلبقة )

psk .72.10050)05.01(7500 6

6  

 سنة :nالقيمة الحالية لمبمغ أودع لمدة  -1

والذي نحصل عميو من iوالقيمة الحالية لذلك المبمغ المودع بفائدةnkسنة بالرمزnنرمز لممبمغ الذي يستحق بعد مرور
 ( كما يمي :2،17العلبقة )

)18,2) 

 ( :15,1مثال )

لنحصل عمى المبمغ)   5( سنة وبفائدة سنوية مركبة قدرىا %15ما ىو مقدار المبمغ الذي يجب إيداعو لمدة ) 
 ( ليرة سورية ؟1222222

 الحل :

 ( نجد أن :2،18بتطبيق العلبقة )

psk .09.481017
)05.01(

1000000
15



 

 الكمية للإيداع :المدة الزمنية  -1

 ( أن نستنتج قانون فترة الإيداع، أي : 17,2نستطيع من العلبقة )

)19,2 ) 

 ( :1,1مثال )

( لنحصل عمى 4( ليرة سورية بفائدة سنوية مركبة )%122222ما ىي المدة التي يجب أن يودع بيا مبمغ ) 
 ( ليرة سورية ؟148224,43)

 الحل : 

 ( نجد أن :2،19بتطبيق العلبقة )

n
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10
039220713.0

392208.0

039220713.0

512925.11905133.11

)04,01ln(

)100000ln()43,148024ln(











n

n
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 سنوات . 12المبمغ ىي إن مدة استثمار 

 حساب المعدل المئوي لمفائدة المركبة : -1

 ( يكون :17,2بنفس الطريقة من خلبل المعادلة )

)22,2) 

 ( :1,1مثال )

سنوات وكانت حصيمتو  12( ليرة سورية لمدة 122222ما ىو سعر الفائدة السنوية المركبة التي أودع وفقيا مبمغ ) 
 ( ليرة سورية ؟55839,478)

 الحل :

 ( نجد :22,2بتطبيق العلبقة )

06.0106.1

1)790847686.1(

1
478.55839

100000

10

1

10
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 % سنوياً .6الفائدة المركبة ىو إذاً معدل 

كما ويمكن حساب مقدار الفائدة المتحققة عمى المبمغ المودع ، العنصر غير المباشر لجممة الفائدة وذلك وفق الحالات 
 التالية :

 مقدار الفائدة المتحققة عمى المبمغ المودع إذا كانت المدة الزمنية سنة كاممة :  -1

 ويمكن حسابيا كالتالي :Iنرمز لمقدار الفائدة المتحققة عمى المبمغ المودع بالرمز 

 

 

 وبالتالي :
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)      21,2                                                     ) 
 ( :16,1مثال )

( سنوياً، وفي نياية المدة  5أودع شخص مبمغاً من المال في أحد المصارف لمدة عشر سنوات بفائدة مركبة معدليا )% 
( ليرة سورية، أوجد قيمة المبمغ 2421.27سدد المصرف ليذا الشخص بالإضافة إلى المبمغ الأصمي المودع فائدة قدرىا )

 الأصمي الذي أودعو الشخص في ىذا المصرف ؟

 ل :الح

 ( نجد أن :21,2بتطبيق العلبقة )

 

psk

k

k

.16.3818

)16289.1(27.2401

1)05.1(27.2401 10







 

 ( :17,1مثال )

( ليرة سورية قام بإيداع المبمغ المذكور لدى المصرف في حسابيين ، حساب لمتوفير يعطي 122222ورث شخص مبمغ ) 
مضي سنة عمى من إيداع ( سنوياً ، وبعد 6( ، وحساب للبدخار يعطي فائدة مركبة معدليا )%5فائدة مركبة بمعدل )%

 ( ليرة سورية، فما ىما المبمغين المستثمرين في كل حساب ؟5652المبمغ حصل الشخص عمى فائدة مقدارىا )

 الحل :

ليرة سورية، فيكون المبمغ المستثمر في p ( سنوياً ىو6لنفترض أن المبمغ المستثمر في حساب الادخار بمعدل فائدة )%
)100000(( سنوياً ىو 5حساب التوفير بمعدل فائدة )% p ليرة سورية . وأن مقدار الفائدة الناتجة عن استثمار المبمغ

p%( في حساب الادخار مضافاً إليو مقدار الفائدة الناتجة عن است6لسنة واحدة بمعدل )100000(  ثمار المبمغ( p 
 ( نجد :21,2( ليرة سورية . وبتطبيق العلبقة )5652يساوي )

  ppI )06.0(1)06.1( 1

1  

 لسنة واحدة في حساب الادخار .pوىي مقدار الفائدة الناتجة عن استثمار المبمغ 
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)05.0(5000)05.0)(100000(

1)05.1()100000(

21

1

2













 

( ليرة سورية ، وبالتالي المبمغ المستثمر 65222( يساوي )6المستثمر في حساب الادخار بمعدل )%ىذا يعني أن المبمغ 
 ( ليرة سورية .35222في حساب التوفير يساوي )

 1)1(  ikI
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 عمى أساس أن الفائدة تضاف أكثر من مرة في السنة :kحصيمة المبمغ   -1

( 17,2يا إلى المبمغ الأساسي عدة مرات خلبل السنة الواحدة فإن العلبقات )إذا كانت طريقة الفائدة المركبة تقضي إضافت
 ( تأخذ شكلًب آخر نحصل عميو كما يمي :18,2و )،

مرة في  mأن الفائدة تضافعمى أساس iسنة بفائدة مركبة سنوية معدلياnولمدة kعند استثمار )اقتراض( مبمغ قدره
 تأخذ القيم التالية : mالسنة حيث أن 

1m. الفائدة تضاف مرة واحدة في السنة 

2m.) الفائدة تضاف مرتين في السنة ) الفائدة تضاف كل ستة أشير 

3m.) الفائدة تضاف ثلبث مرات في السنة ) الفائدة تضاف كل أربعة أشير 

4m.) الفائدة تضاف أربع مرات في السنة ) الفائدة تضاف كل ثلبثة أشير 

12m مرة في السنة ) الفائدة تضاف كل شير (. 12الفائدة تضاف 

365m مرة في السنة ) الفائدة يومية (. 365الفائدة تضاف 

 سنة تحسب من العلبقة :nبعد kفإن حصيمة المبمغ 

)22,2) 

 ( :18,1مثال )

( سنوياً، ما ىي حصيمة المبمغ 8( ليرة سورية في مصرف يعطي فائدة معدليا )%122222أودع شخص مبمغاً قدره ) 
 ( سنوات عمى أساس أن الفائدة تضاف :5المودع بعد )

 مرة واحدة في السنة . -1
 مرتين في السنة . -2
 أربع مرات في السنة . -3
 مرة في السنة . 12 -4

 الحل :

 نجد :( 19,2باستخدام العلبقة )

pskn .8.146932)
1

08.0
1(100000 5.1  (1 

pskn .43.148024)
2

08.0
1(100000 5.2  (2 

pskn .73.148594)
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1(100000 5.4  (3 
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pskn .57.148985)
12

08.0
1(100000 5.12  (4 

 عمى أساس أن الفائدة تضاف بشكل مستمر : kحصيمة المبمغ   -1

( والتي تأخذ 22,2في العلبقة ) mلنفترض أن عدد مرات الفائدة يجري بشكل مستمر طيمة أيام السنة أي نجعل 
 الشكل التالي :
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 أي أن :

)23,2 ) 

 ( :19,1مثال )

( عمى أساس أن الفائدة 12( ليرة سورية يستثمر لمدة ثلبث سنوات بفائدة مركبة معدليا )%122222أوجد حصيمة مبمغ ) 
 تضاف بشكل مستمر.

 الحل :

 ( نجد أن :23,2نطبق العلبقة )

psekn .94.143332100000 )3)(12.0(  

إذا كانت مدة الإيداع تتكون من عدد صحيح وكسر من السنوات )أي المدة مقدرة  kحصيمة المبمغ  -1
 بالسنوات والأشهر ( :

في كثير من الأحيان تكون مدة الإيداع عدد صحيح وكسر من السنوات، ولمحصول عمى جممة المبمغ المودع لدينا 
 طريقتين ىما :

تقوم عمى حساب الفائدة المركبة لمجزء الصحيح ) السنوات ( وحساب الفائدة البسيطة لمجزء الطريقة الأولى :   -
 الكسري ) الأشير ( كما يمي :

 
)24,2) 

 حيث أن :
f . عدد الأشير 
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أي لكل المدة ) السنوات والأشير معاً (، وىو  nتقوم عمى حساب الفائدة المركبة خلبل الفترة  الثانية :الطريقة  -
 الحل الذي يستخدم في البنوك التجارية .

          (25,2 ) 

 ( :1,,1مثال )

سنوياً ، ولمدة أربع سنوات وثلبثة أشير، فما  5ليرة سورية في مصرف بمعدل فائدة مركبة % 122222أودع شخص  
 ىي حصيمة المبمغ المودع ؟

 الحل :

 ( فنجد :24,2) لإيجاد حصيمة المبمغ وفقاً لمطريق الأولى نطبق العلبقة

pskn .7.1230)
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5
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5
1(100000 4  

 ( فنجد :25,2لإيجاد حصيمة المبمغ وفقاً لمطريق الثانية نطبق العلبقة )
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 تمارين غير محمولة

( سنوات ، ما 12( ولمدة )8( ليرة سورية في مصرف التوفير بمعدل فائدة سنوية )%1222222تم إيداع مبمغ ) -1
 ىي حصيمة الإيداع ؟

( سنوياً عمماً أن الفائدة بمغت 6( ليرة سورية إذا عممت أن معدل الفائدة )%1222222احسب فترة توظيف مبمغ ) -2
 ( ليرة سورية .122822)

( المطموب حساب 7( سنوات بمعدل فائدة بسيطة )%5( ليرة سورية لمدة )1222222استثمر شخص مبمغ ) -3
 ة الاستثمار ومن ثم حساب قيمة الفوائد المكونة في نياية ىذه الفترة .حصيمة الإيداع في نياية فتر 

 ( ولمدة عشر سنوات .والمطموب :4( ليرة سورية بفائدة مركبة قدرىا )%2522222أودع شخص ) -4
 احسب حصيمة ىذا المبمغ بعد ىذه المدة . -1
لسابقة وذلك إذا كانت أوجد المدة التي كان يجب أن يترك مودعاً طيمتيا ليحصل عمى نفس الحصيمة ا -2

 ( أيضاً .4الفائدة بسيطة وقدرىا )%
 اتفق شخص مدين مع دائنو أن يستبدل السندين التاليين : -5

 ( سنوات .3( ليرة سورية ويستحق بعد )52222السند الأول وقيمتو )
 ( سنوات .6( ليرة سورية ويستحق بعد )62222السند الثاني وقيمتو )

 ( فما ىي قيمة السند الجديد ؟6وات فإذا كانت الفائدة مركبة وقدرىا )%( سن7بسند جديد يستحق بعد )
( سنوياً ، إذا كانت الفائدة 9.5( ليرة سورية بفائدة مركبة معدليا )%52222ما المدة اللبزمة لإيداع مبمغ قدره ) -6

 ( ليرة سورية 522222تضاف كل ثلبثة أشير لمحصول عمى مبمغ )
( ليرة سورية نقداً ، واتفق مع البائع عمى دفع مبمغ 12222، دفع من ثمنو )عند شراء شخص لجياز كمبيوتر  -7

( سنوياً عمى أساس أن الفائدة تضاف مرتين في 6( ليرة سورية بعد عاميين بفائدة مركبة معدليا )32222%)
 السنة والمطموب : ما ثمن جياز الكمبيوتر نقداُ ؟

 ة التجارية والصحيحة المستحقة عمى المبالغ التالية :احسب بطريقة النُمر والقواسم كلبًّ من الفائد -8
 ( شيور .5( ل.س لمدة )122222)
 ( شيور.4( ل.س لمدة )152222)
 ( شيور.7( ل.س لمدة )222222) 
 ( شيور.12( ل.س لمدة )522222) 

 ( سنوياً .9عمماً أن معدل الفائدة ىو )%
( شيور 8دىما في البنك العقاري لمدة )( ل.س أح1522222أودع شخص مبمغين من المال مجموعيما ) -9

( سنوياً لكل من المبمغين . فإذا عممت أنو حصل 12( شيور بمعدل فائدة )%12والثاني في البنك التجاري لمدة )
 ( ل.س من كلب البنكين . أحسب أصل كل من المبمغين .142222عمى فوائد قدرىا ) 
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 الفصل الثالث
   والمنحني للأصولالاهتلاك الخطي 
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 الفصل الثالث

   الاىتلبك الخطي والمنحني للؤصول

 مقدمة :

من المعموم أن الأصول الثابتة ) الآلات ، وسائل الإنتاج ، الأثاث ، .....( تتعرض إلى اىتلبك مستمر حتى إلى     
مرحمة تصبح غير صالحة للبستعمال ، ولحساب مقدار الاىتلبك السنوي ليذه الأصول نفترض أن قيمتيا الأساسية 

عاماً عمى  nوأن قيمتيا بعد مرور  iKعاماً عمى استعماليا يساوي  iوأن قيمتيا بعد مرور 0Kفي بداية المدة 
 .nKاستعماليا تساوي 

 وىناك أسموبين لحساب الاىتلبك السنوي ، سندرسيما كالأتي :

 ( : الأسموب الخطي :1,1)   

إن النموذج الرياضي ليذه الطريقة والذي وفقو تتناقص قيمة الأصل ىو نموذج معادلة          
 مستقيم من الشكل :      

)             1,3) 
 

ىتلبك يجري بشكل ثابت ، ففي كل عام تستيمك جزء ثابت من الأصول حيث تعتمد ىذه الطريقة عمى افتراض أن الا  
 وأن : Aالثابتة ، وبذلك يكون مقدار الاىتلبك السنوي يساوي 

)2,3) 

 أن :iSيساوي  و iوأن مقدار الاىتلبك الإجمالي في نياية العام 

 
)3,3) 
 

 حيث أن : iKعاماً عمى استعماليا يصبح مساوية ل  iوأن قيمة الأصول الثابتة بعد مرور

)4,3) 
 

 كما يمكننا استخراج قيمة الاىتلبك التراكمي لأي فترة زمنية كما يمي :

)           5,3) 
  ( :1,1مثال )

nAKKn .0 

n
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nADK n .0 
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( ليرة سورية ، فإذا كان مبمغ الاىتلبك السنوي للآلة الذي 122222لنفترض أن قيمة آلة في بداية الزمن ىو مبمغ قدره ) 
 ( ليرة سورية سنوياً ، المطموب :12222أقرتو الشركة ىو )

 ليذه الآلة .إنشاء جدول اىتلبك  -1
 بيان المدة اللبزمة لاىتلبك الآلة بشكل كامل . -2
 حساب قيمة الاىتلبك التراكمي في نياية السنة الأخيرة . -3

 الحل :

 إنشاء جدول اىتلبك الآلة  -1
قيمة الآلة في نياية 

 العام
قيمة الآلة في بداية  مقدار الاىتلبك الزمن

 العام
92222 1 12222 122222 
82222 2 12222 92222 
72222 3 12222 82222 
62222 4 12222 72222 
52222 5 12222 62222 
42222 6 12222 52222 
32222 7 12222 42222 
22222 8 12222 32222 
12222 9 12222 22222 
2 12 12222 12222 

 
 بيان المدة اللبزمة للبىتلبك -2

. ويمكننا معرفة المدة اللبزمة لاىتلبك الآلة  نلبحظ من الجدول السابق أن الآلة تيتمك عمى مدى عشر سنوات
 ( كما يمي :1,3بتطبيق العلبقة )

10

.100001000000





n

n 

 حساب قيمة الاىتلبك التراكمي -3

 ( كما يمي :5,3بتطبيق العلبقة )      

100000)10(10000 nAD 

 ( :1,1مثال )

قدرت الأصول الثابتة لمعمل إنتاجي بمائة ألف ليرة سورية فإذا كانت ىذه الأصول تيتمك لفترة خمس سنوات بحيث تصبح  
 ( ليرة سورية فأوجد :12222قيمتيا في السنة الأخيرة )
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 قيمة الأصول الثابتة في كل سنة من سنوات الاىتلبك الخمس . -1
 مقدار الاىتلبك السنوي . -2
 التجميعي لغاية كل سنة من السنوات الخمس .مقدار الاىتلبك  -3

 الحل :

 ( كما يمي :2,3لحساب مقدار الاىتلبك السنوي ، نطبق العلبقة ) 

18000
5

10000100000



A 

 وبالتالي ننظم الجدول التالي :

مقدار الاىتلبك التجميعي لغاية السنة 
i iS 

 

 iالثابتة في السنةقيمة الأصول 
iK 

 ترتيب سنة الاىتلبك

- 122222 2 
18222 82222 1 
36222 64222 2 
54222 46222 3 
72222 28222 4 
92222 12222 5 

 

 ( .3,3العلبقة )حُسبت من iS( ، أما 4,3من العلبقة )iKتم حساب 

 ( : الأسموب اللاخطي :1,1)   

تعتمد ىذه الطريقة عمى افتراض أن الاىتلبك يجري عمى شكل نسبة ثابتة من القيمة المتبقية من الأصول الثابتة .       
 .Pوتسمى ىذه النسبة بمعامل الاىتلبك ونرمز ليا 

 يساوي : iمقدار الاىتلبك في العام 

)6,3 ) 

 تساوي iقيمة الأصل الثابت في نياية العام 
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 (7,3 ) 
 PKK ii   111 

PKA ii .1
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 وىي علبقة مشابية لمفائدة المركبة نجد :

 

 

 

 

 

 

  (8,3) 
 ومن العلبقة السابقة نجد أن معامل الاىتلبك يحسب من العلبقة التالية :

 
 
 
 (9,3) 
 

 ( كما يمي :6,3من العلبقة )0Kو Pبدلالة iويمكننا كتابة مقدار الاىتلبك في العام    

) 12,3 ) 

 

 iSكما أن أجمالي الاىتلبك في الأصول الثابتة في نياية العام يساوي 

 

(11,3                                                                                )

 ii
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 ( : 1,1مثال ) 

( ليرة سورية ، فإذا كانت ىذه الأصول تُيتمك لفترة خمس سنوات بحيث 122222قُدّرت الأصول الثابتة لمعمل انتاجي )
 ( ليرة سورية أوجد :12222تصبح قيمتيا في السنة الأخيرة )

 قيمة الأصول الثابتة في كل سنة مكن سنوات الاىتلبك الخمس . -1
 مقدار الاىتلبك السنوي . -2
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 مقدار الاىتلبك التجميعي لغاية كل سنة من سنوات الاىتلبك الخمس . -3

 الحل :

 ( فنجد :9,3نحسب المعدل المئوي للبىتلبك السنوي باستخدام العلبقة )     

369.0
100000

10000
1 5 p 

( ، 11,3يحسب من العلبقة )iS( ، وكذلك أجمالي الاىتلبك 6,3فيحسب من العلبقة ) iAأما مقدار الاىتلبك السنوي
 نضع النتائج في الجدول التالي :

مقدار الاىتلبك التجميعي 
 i iSلغاية السنة 
 

مقدار الاىتلبك 
 iAالسنوي

قيمة الأصول الثابتة في 
 iالسنة

iK 

 ترتيب سنة الاىتلبك
i 

- - 122222 2 
36922 36922 63122 1 
62192 23292 39812 2 
74882 14692 25122 3 
84152 9272 15852 4 
92222 5852 12222 5 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



45 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الفصل الرابع

 الدفعات
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 الفصل الرابع

 الدفعات الدورية

 ( تعريف :1,1)

تعرف الدفعات المنتظمة بأنيا دفعات متساوية في القيمة تدفع عمى فترات زمنية متساوية وتصنف بحسب كيفية دفعيا إلى 
: 

 المتساوية . وتسمى أيضاً بدفعات الاستثمار .دفعات فورية : وىي دفعات منتظمة تدفع في أوائل الفترات الزمنية -أ
 دفعات عادية : وىي دفعات منتظمة تدفع في أواخر الفترات الزمنية المتساوية . وتسمى أيضاً بدفعات السداد  -ب

تدعى الدفعات المنتظمة بدفعات سنوية أو جزئية وذلك حسبما تكون الفترة الزمنية التي تفصل بين كل دفعتين متتاليتين 
 كاممة أو جزءاً منيا فالدفعات الشيرية مثلًب ىي دفعات جزئية والدفعات ربع السنوية ىي دفعات جزئية وىكذا ... سنة

وفيما يمي سوف نستخدم قانون الفائدة المركبة أساساً في الحسابات المتعمقة بالدفعات وذلك لأنيا عمميات مالية طويمة الأمد 
 ربح ممكن في عمميات الاستثمار . وتستخدم الفائدة المركبة لتحقيق أكبر

 ( الدفعات الفورية ) دفعات الاستثمار ( :1,1)

 دفعة فورية : n( حصيمة1,1,1)

تعبر حصيمة أو جممة الدفعات المتساوية والدورية عن إجمالي المبالغ المتكونة نتيجة تراكم رؤوس الأموال المدفوعة بشكل 
 دوري مع الفوائد في نياية فترة الإيداع . 

 والتي تدفع في بداية كل سنة .aنرمز لقيمة الدفعة بالرمز 

عمى مستقيم الزمن حيث تبدأ السنة الأولى عند القيمة صفر nفعات المتساوية الفورية وعددىا يبين الشكل التالي توزيع الد
وىكذا يتوالى تسديد الدفعات مع بداية السنوات ، ونلبحظ كما يبين الشكل أن آخر aوعندىا تسدد الدفعة الأولى ومقدارىا 

 ع بداية السنة الأخيرة .دفعة تستحق الدفع م

 

 

 

 وبالاعتماد عمى طريقة حساب جممة مبمغ نجد أن :

niaعمى محور الزمن ( تعطى :                          nجممة الدفعة الأولى )قيمتيا في المحظة  )1(  

)1(1جممة الدفعة الثانية )قيمتيا نياية الفترة ( تعطى :                                                     nia 

)1(3جممة الدفعة الثالثة تعطى :                                                                             nia 
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             الدفعة ما قبل الأخيرة والتي تعطى :                                                      ىكذا حتى 
2)1( ia  

)1(جممة الدفعة الأخيرة                                                                                      ia  

*ونرمز بالرمز 

nV : لمجموع جمل ىذه الدفعات الفورية والتي تشكل مجموع الحدود التالية 
nnn

n iaiaiaiaiaiaV )1()1()1(.................)1()1()1( 1232*   

 حيث أننا بدأنا بجمع الحدود اعتباراً من الحد الأخير .

~)1(نلبحظ أن مجموع ىذه الحدود ىو عبارة عن متوالية ىندسية ، حدىا الأول   iaa  1(وأساسيا( ir  وحدىا ،
nالأخير 

n iaa )1( : إذن مجموع ىذه الحدود يعطى وفقاً لقانون مجموع حدود متوالية ىندسية، 

r

ara
SV n

nn
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 بالتعويض نجد :

)1(1

)1()1()1(*

i

iaiia
V

n

n



 

)1(نصمح المقام ونخرج  ia  : في البسط عاملًب مشتركاً فيكون 

 
)1(

)1(1* i
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ia
V

n
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 دفعة فورية كما يمي : n( فنحصل عمى قانون حصيمة -1نضرب البسط والمقام بالعدد )

)1,4) 

 

  ( :1,1مثال )

( ليرة سورية تساعده في شيخوختو ، أودع في مصرف دفعات في بداية كل سنة 3222222يريد شخص تكوين مبمغ )
 %( ، ما ىي قيمة القسط المودع ؟8( سنة وبمعدل فائدة سنوية )25عمى مدى )

 الحل :

 نجد :( 1,4بتطبيق العلبقة )
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 ( حساب عدة مجاىيل أخرى . كحصيمة الدفعات وعدد الدفعات ومعدل الاستثمار .1,4كما ويمكن من خلبل العلبقة رقم )

 دفعة فورية : n( القيمة الحالية ل1,1,1)

*نستخدم الرمز 

pV  لمدالة عمى القيمة الحالية لمجموعة الدفعات ، ويبين الشكل التالي توزيع الدفعات المتساوية الفورية
 عمى مستقيم الزمن  nوعددىا 

 

 

 

 

 وفيما يخص القيمة لكل دفعة من ىذه الدفعات لدينا :

 

 

 aالقيمة الحالية لمدفعة الأولى )قيمتيا في بدء الزمن ( تعطى :                          

)1(1القيمة الحالية لمدفعة الثانية )قيمتيا في بدء الزمن ( تعطى :                            ia 

)1(التي يجب إعادتيا دون فوائد إلى بدء الزمن أي إزالة أثر الفائدة عنيا لفترة وىكذا إلى القيمة الحالية لمدفعة الأخيرة  n

 سنة فتعطى قيمتيا الحالية : 
1)1( )1()1(   nn iaia 

*وىكذا تعطى

pV   : القيمة الحالية لمجموعة ىذه الدفعات بمجموع الحدود التالية 

1321* )1(...................................)1()1()1(   n

p iaiaiaiaaV 

aaنلبحظ أن مجموع ىذه الحدود ىو مجموع حدود متوالية ىندسية ، حدىا الأول  ~  1(1وأساسيا(  ir  وحدىا
)1(1الأخير   n

n iaa إذن مجموع ىذه الحدود يعطى بقانون مجموع حدود المتوالية اليندسية وىكذا لدينا ،: 

1

*

)1(1

.~
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 بالتعويض نجد :

 

 

)1(1عاملًب مشتركاً ونكتب المقدار  aنخرج   ni 1()1(عمى الشكل( ii n   : فيكون لدينا 

 
1

1
*

)1(1

)1()1()1(1









i

iiia
V

n

p
 

)1(لنضرب البسط والمقام بالمقدار  i : فنحصل عمى 

 
1)1(

)1()1()1(*
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)1(نصمح المقام ونخرج من البسط  i : عاملًب مشتركاً ، فيكون 

) 2,4) 

 

 وىو قانون القيمة الحالية لمدفعات لفورية الدورية السنوية .

 ( :1,1مثال )

( قسطاً متساوياً . يبدأ أوليا الآن 15( مميون ليرة سورية ، حيث يتم تسديد القيمة عمى )5قيمتو )أراد شخص شراء عقار 
 ( سنوياً .المطموب قيمة الدفعة السنوية .7مع توقيع العقد ، معدل الفائدة المركبة )%

 الحل :

 ( نجد :2,4بتطبيق العلبقة )
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 ( التي أشرنا إلييا سابقاً .2,4اىيل التي تحتوييا العلبقة )كما ويمكننا إياد كافة المج

 ( :1,1مثال )

( 42222( ليرة سورية ، اتفق المدين مع الدائن عمى سداده عن طريق دفعو مبمغ )222222لتسديد قرض قيمتو الحالية ) 
مطموب تحديد عدد الدفعات السنوية ( . ال6.25ليرة سورية في بداية كل سنة . فإذا عممت أن معدل الفائدة المتفق عميو )%

 لتسديد القرض .
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 الحل : 

 ( نجد :2,4بتطبيق العلبقة )

 

 

75.5
)0625.1lg(
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n
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n

n

 

نلبحظ أن عدد الدفعات ىو عدد صحيح وكسر ، لذلك لا بد من إجراء تعديلبت مناسبة لمتسديد بحيث تصبح عدد الدفعات 
 لمعالجة ىذه المسألة :عدداً صحيحاً . وىنا يمكن اقتراح الطرق التالية 

  5إما أن نعدل عدد الدفعات فنجعلn  6أوn  6ثم نعدل في قيمة الدفعة نفسيا . فإذا جعمناn  وىو
 ( فتصبح قيمة الدفعة :5.75الأقرب إلى )
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  ما أن نبقي عمى الدفعات ( ليرة سورية ونعيد الفرق مباشرةً 42222الست قيمة كل منيا كما تم الاتفاق عميو )وا 
 من حساب قيمة القرض الممنوح .

 ( ليرة سورية ونجد :42222في ىذه الحالة نحسب قيمة الست دفعات سنوية فورية قيمة كل منيا )

 

psV

V

p

p

.77.207354

)0625.1(
0625.0

)0625.1(140000

*

6
*








 

 ( الدفعات العادية ) دفعات السداد ( :1,1)

 دفعة عادية : n( حصيمة1,1,1)

يعطى بالعلبقة  iسنة إذا كان معدل الفائدة nيستحق بعد aمن أجل حساب قيمة ىذه الدفعات نعمم أن جممة مبمغ وليكن
 :nia )1(   يبين الشكل التالي توزيع الدفعات المتساوية العادية وعددىاn  عمى مستقيم الزمن حيث تبدأ السنة الأولى

تستحق في آخر ىذه السنة حيث تبدأ السنة الثانية أيضاً  aعند القيمة صفر ولا توجد دفعة عندىا إلا أن الدفعة ومقدارىا 
 إلا عند نياية السنة الثانية وىكذا........... aىا ولا تستحق الدفعة الثانية عند

 وبالاعتماد عمى طريقة حساب جممة مبمغ نجد أن :
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)1(1عمى محور الزمن ( تعطى :                            nجممة الدفعة الأولى )قيمتيا في المحظة   nia 

)1(2جممة الدفعة الثانية )قيمتيا في بدء الزمن ( تعطى :                                                     nia 

)1(3جممة الدفعة الثالثة تعطى :                                                                               nia 

                 ىكذا حتى الدفعة ما قبل الأخيرة والتي تعطى :                                                    
)1( ia  

 aجممة الدفعة الأخيرة                                                                                       

 لمجموع جمل ىذه الدفعات الفورية والتي تشكل مجموع الحدود التالية : nVونرمز بالرمز 

1232 )1()1(.................)1()1()1(   nn

n iaiaiaiaiaaV 

 حيث أننا بدأنا بجمع الحدود اعتباراً من الحد الأخير .

)1(وأساسيا aنلبحظ أن مجموع ىذه الحدود ىو عبارة عن متوالية ىندسية ، حدىا الأول   ir  وحدىا الأخير ،
1)1(  n

n iaa: إذن مجموع ىذه الحدود يعطى وفقاً لقانون مجموع حدود متوالية ىندسية، 
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 نجد :بالتعويض 

)1(1

)1()1( 1
*

i

iaia
V
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)1(نصمح المقام ونخرج  ia  11في البسط عاملًب مشتركاً ونكتب )1()1()1(   iii nn  ونضرب البسط والمقام
 ( فنجد :-1بالعدد)

)3,4) 
 

 

 ( :1,1مثال )

( ليرة سورية ، 463422.87كل منيا )يودع شخص في المصرف دفعات سنوية متساوية عادية )دفعات سداد ( قيمة 
وتكوّن ليذا الشخص جممة مبمغ في نياية فترة الدفع قيمتو عشرة ملبيين ليرة سورية . فإذا عممت أن معدل الفائدة السنوية 

 ( ، المطموب حساب عدد الدفعات .5المركبة )%

 الحل :

 ( نجد :3,4بتطبيق العلبقة )
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15

078928179.2ln()05.1ln(

078928179.2)05.1(

05.0

1)05.1(87.463422
10000000










n

n

n

 

 القيمة الحالية لمدفعات العادية :( 1,1,1)

 منعاً لمتكرار تعطى القيمة الحالية لمدفعات العادية بالعلبقة :

)4,4) 

 
 ( : 5,1مثال )

عمى ثمانية أقساط سنوية يبدأ إذا عممت أن قيمة مسكن الآن خمسة ملبيين ليرة سورية وأن صاحبو عرضو لمبيع بالتقسيط 
أوليا في نياية سنة البيع شريطة أن يقوم الشاري بدفع مميون ليرة سورية مقدماً ، فإذا عممت أن معدل الفائدة المركبة 

 ( . المطموب حساب قيمة القسط .8.5السنوي المستخدم ىو )%

 الحل :

 ( نجد أن :4,4بتطبيق العلبقة )
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 ( الدفعات المؤجمة : 1,1)

تعرف الدفعات المؤجمة بأنيا دفعات مؤجل دفعيا مدة من الزمن ، أي يبدأ دفعيا بعد انقضاء عدد معين من الدورات 
 الزمنية )السنوات( ، حيث تسمى ىذه الفترة بفترة التأجيل )فترة السماح ( .

 :( القيمة الحالية لمدفعات المؤجمة العادية والفورية 1,1,1)

 فقط سنكتفي بإيراد العلبقة الرياضية المعبرة عن كون الدفعات عادية ومؤجمة كما يمي :

)5,4) 

 

 أما إذا كانت الدفعات فورية ومؤجمة ، فإن العلبقة الرياضية تكون :

)6,4) 
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 ملاحظة :

عمماً 4tإذا كانت الدفعات عادية وذكر مثلًب أن دفعيا )دفع أوليا( يبدأ بعد خمس سنوات إذاً فيي مؤجمة أربع سنوات  
أنيا تدفع في آخر السنة الرابعة أي في بداية السنة الخامسة . أما إذا كانت الدفعات فورية وذكر مثلًب أن دفيا بعد خمس 

 سنوات إذاً ىي مؤجمة خمس سنوات . 

 ( :6,1مثال )

لدولتين عمى أن يتم تسديد قدمت إحدى الدول قرضاً معيناً بالدولار لدولة أخرى في بداية العام الحالي ، وتم الاتفاق بين ا 
القرض عمى عشر دفعات سنوية متساوية منتظمة يبدأ أوليا بعد مرور خمس سنوات من تاريخ القرض ، فإذا عممت أن 

المطموب حساب القيمة  5قيمة الدفعة السنوية خمسة ملبيين دولار ، وأن معدل الفائدة المركبة السنوي المتفق عميو %
 ( لمقرض المقدم . الأصمية )القيمة الحالية

 الحل :

 بما أن الدفعة الأولى يبدأ بعد خمس سنوات فيمكننا اعتبار :

 إما فترة التأجيل خمس سنوات والدفعات فورية . .1
 أو فترة التأجيل أربع سنوات والدفعات عادية . .2
 لننظر لمدفعات عمى أنيا عادية وفترة التأجيل أربع سنوات : (1

 كما يمي : نحسب قيمة القرض في نياية المدة

  t
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 بالتعويض نجد :
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 لننظر لمدفعات عمى أنيا فورية وفترة التأجيل خمس سنوات : (2

 ( نجد :6,4بالتعويض في العلبقة )
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 التأجيل .ملبحظة : القيمة المستقبمية لمدفعات العادية والفورية لا تتأثر بفترة 
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 ( الدفعات الدائمة :5,1) 

الدفعات الدائمة ىي الدفعات التي يستمر دفعيا إلى ما لا نياية ، وىنالك أمثمة كثيرة عمى ذلك ، منيا الإيراد السنوي الثابت 
 لعقار أو لأرض زراعية أو لمنشأة أو لسند معين يدر دخلًب سنوياً مستمراً غير محدد المدة ...الخ .

 حساب القيمة الحالية ليذه الدفعات سواء كانت فورية أم عادية .يمكننا 

 ( القيمة الحالية لمدفعات العادية الدائمة  :1,5,1)

 والتي تعطى بالقانون :nVرمزنا سابقاً لمقيمة الحالية لمدفعات العادية بالرمز  
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)1(1 

إلى ما لانياية ويمكن أن  n. أما إذا كانت الدفعات مستمرة إلى ما لانياية فسيؤول العدد nوىذا من أجل دفعات عددىا 
 نكتب :
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)1(1
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 ومنو نجد قانون القيمة الحالية لدفعات عادية سنوية لا نيائية :

)8,4 ) 

 

وذلك لأن :                                                                             

0
1

)1(

1
)1( 


 





i
i 

  ( :8,1مثال )

 ليرة سنوية كل سنة ، أراد صاحب الأرض بيعيا 2522222قطعة أرض زراعية تدر دخلًب سنوياً ثابتاً منتظماً مقداره 
وأن  8لشخص يرغب بالحصول عمييا والاستفادة من دخميا في معيشتو ، فإذا عممت أن معدل الفائدة المركبة المستخدم %
 الأرض ستدر الدخل الأول عمى المشتري بعد مرور سنة من الآن . والمطموب حساب القيمة الحالية ليذه الأرض .

 الحل :

ن الدفعة الأولى تتحقق بعد مرور سنة من الشراء ، حيث أن قيمة الدفعة تمثل ىذه المسألة حالة دفعات عادية نظراً لأ
( ذلك أن ما n، وأن الدفعات دائمة ) 8ليرة سورية ، وأن معدل الفائدة المركبة المستخدم % 2522222العادية 

 قانون القيمة الحالية لدفعات عادية دائمة :تدره الأرض من دخل مستمر مع الزمن . وبالتالي فيذه المسألة يناسبيا 

psVn .31250000
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2500000
 

i

a
Vn 



55 
 

 ( القيمة الحالية لمدفعات الفورية الدائمة  :1,5,1)

*رمزنا سابقاً لمقيمة الحالية لمدفعات المؤجمة بالرمز  

nV: والتي تعطى بالقانون 
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إلى ما لانياية ويمكن أن  n. أما إذا كانت الدفعات مستمرة إلى ما لانياية فسيؤول العدد nوىذا من أجل دفعات عددىا 
 نكتب :
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 ومنو نجد قانون القيمة الحالية لدفعات فورية سنوية لا نيائية :

)9,4 ) 

 ( :9,1مثال )

ليرة سورية في بداية ىذا العام . يدر دخلًب سنوياً معيناً في بداية كل سنة ميلبدية وبشكل  4222222سند قيمتو الحالية 
حساب قيمة الدفعة السنوية الفورية التي من ، المطموب  11.5دائم ، فإذا عممت أن معدل الفائدة المركبة المستخدم ىو%

 المفترض أن يدرىا ىذا السند حيث يستحق أوليا الآن مع بداية السنة .

 الحل :

 نحن أمام حالة مسألة دفعات فورية دائمة .

 ( نجد : 9,4نطبق العلبقة )
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 دائمة ومؤجمة وعادية .كما ويمكن أن تكون الدفعات دائمة ومؤجمة وفورية أو 

 ( الدفعات الجزئية :6,1) 

 دفعة جزئية عادية : n( حصيمة1,6,1)

يدفع كل منيا في نياية كل فترة جزئية مدتيا  aنفترض أنو لدينا عدد من الدفعات الجزئية العادية التي مقدار كل منيا 
p

1 

جزء.بيذا سيكون عدد الأجزاء  pسنة وأن كل سنة قد جزئت إلى  n، ونفترض أيضاً أن ىذه الدفعات تدفع عمى فترة 
 دفعة متساوية عادية . .pnيقابميا في حقيقة الأمر  .pnخلبل الفترة المعتبرة 

 لنجد مجموع جمل الدفعات الجزئية العادية كما يمي :

)1( i
i

a
Vn 
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pجممة الدفعة الجزئية الأولى                                                                           
n

ia

1

)1(


 

 

p                     جممة الدفعة الجزئية الثانية                                                       
n

ia

2

)1(


 

 

piaجممة الدفعة الجزئية ما قبل الأخيرة                                                                  

2

)1(  

 جممة الدفعة الجزئية الأخيرة                                                                         

pia

1

)1(  
 

nlVلنرمز لمجموع جمل الدفعات الجزئية بالرمز  عدد السنوات ، ونقوم بجمع ىذه  nعدد الدفعات في السنة و  p، حيث,
 الحدود  إلى بعضيا بدءاً من الحد الأخير فنجد :

 
p

n
pp

pn iaiaiaiaV

121

0 )1(..................)1()1()1(


 

 عاملًب مشتركاً يصبح لدينا : aوبإخراج 
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وبملبحظة أن ما داخل القوسين   1(1ىو مجموع حدود متوالية ىندسية ، حدىا الأول(~ 0  pa  وأساسيا
pir

1

)1(   وعدد حدودىاlnn . وحدىا الأخيرp
n

n iaa

1

)1(


 : ويعطى مجموعيا بالقانون 
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aSVp
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 بالتعويض نجد :
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n( وملبحظة أن -1نضرب البسط والمقام بالعدد )
p

pn


 نجد : .

)5,4 ) 

 

 وىو قانون جممة الدفعات الجزئية العادية .

 ( :6,1مثال )

( ليرة سورية في نياية كل شير باسم ابنو المولود حديثاً في مشروع استثماري بمعدل 5222يرغب شخص في إيداع مبمغ ) 
( وذلك لكي يقد لأبنو جممة المتكون من ىذه الدفعات ىدية نقدية في عيد ميلبده العشرين . 15فائدة مركبة سنوي )%

 لعشرين .المطموب حساب قيمة ىذه اليدية في عيد ميلبده ا

 الحل :

24020.12لدينا دفعات جزئية شيرية عادية عددىا  np ( فنجد : 5,4، نطبق العلبقة ) 

psV

V

V np

.47.6558534

1011714917.1

136653739.16
5000

1)15,1(

1)15,1(
5000
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20,12
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 ( القيمة الحالية لمدفعات الجزئية العادية :1,6,1)

معدل الفائدة المركبة السنوي ، ما عمينا إلا أن نحسب ثم iمن أجل حساب القيمة الحالية لمدفعات الجزئية ، عندما يكون 
 نجمع القيم الحالية لكل من ىذه الدفعات الجزئية كالتالي :

 القيمة الحالية لمدفعة الجزئية الأولى

                                                                           pia

1

)1(
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 القيمة الحالية لمدفعة الجزئية الثانية  

                                                                         pia

2

)1(



 

 

 القيمة الحالية لمدفعة الجزئية الثالثة     

                                                                     pia

3

)1(



 

 القيمة الحالية لمدفعة الجزئية الأخيرة                                                                         

p

pn

ia

.

)1(



 
 

npVلنرمز لمجموع القيم الحالية لمدفعات الجزئية بالرمز  ,

عدد السنوات ، ونقوم  nعدد الدفعات في السنة و  p، حيث0
 بجمع ىذه الحدود  إلى بعضيا بدءاً من الحد الأخير فنجد :

p

pn

pppnp iaiaiaiaV
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 عاملًب مشتركاً يصبح لدينا : aوبإخراج 
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وبملبحظة أن ما داخل القوسين   ىو مجموع حدود متوالية ىندسية ، حدىا الأولppa

1

)1(~


  وأساسيا
pir

1
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  وعدد حدودىاpnn . وحدىا الأخيرn

n iaa   ويعطى مجموعيا بالقانون : )1(

r

r
aSV

n

n

np








1

1,

0 

 بالتعويض نجد :
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piنضرب البسط والمقام بالمقدار 

1

)1(  : فنجد 
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)6,4 ) 

 

 وىو قانون القيمة الحالية  لدفعات جزئية عادية .

 ( :7,1مثال )

ليرة سورية ويدُفع  1222قسطاً شيرياً . فإذا عممت أن قيمة القسط الشيري  36اشترى شخص ثلبجة يدفع قيمتيا عمى  
 . المطموب حساب قيمة الثلبجة عند الشراء . 9في نياية كل شير ، وأن معدل الفائدة المركبة السنوي المستخدم %

 الحل :

3لدينا عدد السنوات 
12

36
n ( فنجد :6,4، نطبق العلبقة ) 

psV

V

.03.31609

1)09.1(

)09.1(1
1000

3,12

0
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3
3,12

0










 

 دفعة جزئية فورية  : n( حصيمة1,6,1) 

 تفادياً لمتكرار ، نجد قانون حصيمة الدفعات الجزئية الفورية كما يمي :

)6,4) 

        
 

 (: 7,1مثال )

قسطاً  36ليرة سورية بداية كل شير،عمى أن تدفع ثمنيا كاملًب عمى  52222أراد شخص شراء سيارة سياحية بدفع مبمغ 
 . 11السوق %شيرياً ، فكم سيدفع ذلك الشخص في نياية المدة ، إذا عممت أن معدل الفائدة السائد في 

 الحل :

33612لدينا دفعات جزئية شيرية فورية عددىا   nn ( فنجد : 7,4، نطبق العلبقة ) 
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psV
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.046.2121104)008734.1)(05475014.42.(50000
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 ( التي أشرنا إلييا سابقاً .6,4كما ويمكننا إياد كافة المجاىيل التي تحتوييا العلبقة )

 الفورية :( القيمة الحالية لمدفعات الجزئية 1,6,1) 

 منعاً لمتكرار ، نجد أن قانون القيمة الحالية لدفعات جزئية فورية كما يمي :

)7,4) 

 ( : 8,1مثال )

مقدمة ، حيث يتم عرضت شركة تجارة الأجيزة الالكترونية الحديثة أجيزة حاسوب من نوع معين لمبيع بالتقسيط ودون دفعة 
ليرة  72222تسديد قيمة الحاسب الواحد عمى سنتين بدفعات بداية كل شير ، فإذا عممت أن قيمة جياز الحاسب نقداً ىو 

، المطموب حساب قيمة  12سورية وأن معدل الفائدة المركبة السنوي المستخدم في ىذا النوع من البيع بالتقسيط ىو %
 القسط الشيري .

 الحل :

 ( نجد :7,4العلبقة ) بتطبيق

psa

a

.2500

)115.1(

1)115.1(

)115.1(1
914.54162 12
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 ويمكن أن تكون الدفعات جزئية فورية مؤجمة أو دفعات جزئية عادية مؤجمة أيضاً .
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 تمارين غير محمولة

 اشترى شخص شقة سكنية واتفق عمى دفع الثمن كالآتي : -1
 ليرة سورية فورياً . 222222 -
 سنوات . 12ولمدة ليرة سورية في آخر كل سنة  122222 -

 سنوياً ؟ 5والمطموب : ما ثمن الشقة السكنية نقداً إذا حسبت الفائدة المركبة بمعدل %       

ليرة سورية ، وتعيدت بسداده عمى عشرين دفعة سنوية فما قيمة كل  522222اقترضت إحدى الشركات مبمغ  -2
 سنوياً ؟ 5دفعة إذا حسبت الفائدة المركبة بمعدل %

ليرة سورية ولمدة ثلبث سنوات  5222222لواجب إيداعو في بداية كل سنة لمحصول عمى مبمغ قدره ما المبمغ ا -3
 سنوياً ؟ 4عمى أساس معدل فائدة مركبة %

دفعة شيرية ، عمى أساس فائدة مركبة  62ليرة سورية ، بإيداع 1222222يرغب شخص بتكوين رأسمال قدره  -4
 والمطموب ما مقدار القسط الشيري الواجب إيداعو ؟سنوياً والفائدة تضاف شيرياً .  9معدليا %

ليرة سورية كل ستة أشير لجمعية خيرية مدى الحياة أحسب  62222طمب أحد المتبرعين من مصرف أن يدفع  -5
والفائدة تضاف مرتين  4ما يجب أن يدفعو المتبرع لممصرف مقدماً ، عمماً أن معدل الفائدة المركبة السنوية %

 لتين التاليتين :في السنة في الحا
 إذا كان القسط النصف سنوي يدفع في أول ستة شيور . -
 إذا كان القسط النصف سنوي يدفع في آخر كل ستة شيور . -

ليرة سورية في آخر كل سنة لمدة خمس سنوات في مصرف ما ، ثم قام بإيداع  3222شخص كان يودع مبمغ  -6
سنة إذا كان  22احسب جممة المستحق لو في نياية ضعف ىذا المبمغ في كل عام لمدة عشر سنوات التالية ، 

 سنوياً . 12معدل الفائدة المركبة %
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 الفصل الخامس

 و التفاضل  الاشتقاق
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 الفصل الخامس

 الاشتقاق والتفاضل وتطبيقاتو الاقتصادية

 مقدمة :

المتحول التابع والمتحولات الأخرى المستقمة ،  حيث  يُعّرف التابع عمى أنو تعبير رياضي يعبر عن العلبقة بين
 يسمح من خلبل ىذا التابع معرفة قيمة المتحول التابع لأي قيمة يمكن أن تأخذىا المتحولات المستقمة .

وبالتالي فإننا غالباً ما نواجو في التطبيقات الاقتصادية المختمفة ، معطيات إحصائية تتغير باستمرار مع الزمن 
ومثل ىذه تطمب الدراسة العممية لممسائل الاقتصادية الأساسية حساب سرعة التغير لمكميات والمؤشرات المدروسة . بحيث ت

 توبع العرض والطمب ....الخ . –المسائل تواجينا عند دراسة مختمف أوجو النشاط الاقتصادي ) توابع الإنتاج والاستيلبك 

طرق الرياضية الكلبسيكية ، لذلك لا بد من البحث عن طرق بحيث يصعب حل ىذه المسائل بالاعتماد عمى ال
رياضية أخرى تمكننا من الوصول إلى نتائج سميمة . وتعتبر المشتقات من الأدوات الرياضية اليامة حيث يمكن باستخدام 

لبقة بحساب الحسابات التفاضمية والمعتمدة عمى مبادئ الاشتقاق الأساسية من حل مختمف المسائل الاقتصادية ذات الع
وسنتعرف بدايةً عمى أىم مبادئ وقوانين المشتقات ومن ثم سنتعرض لأىم التطبيقات  سرعة التغير لمكميات المختمفة .

 الاقتصادية .

 مفهوم الاشتقاق رياضياً : 1.1 -5

 يُعّرف المشتق رياضياً كما يمي :

 (5- 1) 

 

 كما و يُعطى المشتق بالعلبقة التالية :

 (5- 2) 

 

 حيث :

xy  مشتق التابعy  بالنسبة لممتغيرx . 

0x  تعبر عن القيمة الابتدائية لممتحول المتغيرx . 

x . مقدار التغير الحاصل عمى المتحول المتغير 

)( 0xf قيمة التابعy  0الأصمية والمتعمقة بالمتحولx . 

x

y

dx

dy
xfy

x
x






 0
lim)(

x

xfxxf
y

x
x








)()(
lim 00

0
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)( 0 xxf  قيمة التابعy  0بعد حدوث التغير عمىx . 

y التغير الحقيقي لمتابعy . 

dy تفاضل المتحول التابعy . وىو ما يعرف باسم التغير التقريبي لمتابع ، 

dx تفاضل المتحول المتغير x . 

 (:1-5مثال )

 لتكن لدينا العلبقة التالية :

2)( xxfy  

ن ىذا التغير قد أثر عمى xبمقدار xولنفترض حدوث تغير طفيف عمى المتغير ) من اليمين إلى اليسار ( وا 
 أي : yبمقدار yالتابع

)()(

)()(

xfxxfy

xxfyxf



 

 بالتعويض نجد أن :

22)( xxxy  

 وبفك القوس والإصلبح ينتج :

2)(2 xxxy  

 مقدار تغير غير معموم ( : x) حيث xطرفي العلبقة عمى وبتقسيم

xx
x

xxx

x

y










2

)(2 2

  

 ، فإذا ما تناىت ىذه الكمية لمصفر فإنو يكون :xتتعمق ىذه النسبة بكمية التغير

 

x
x

y

xx

xx
x

y

x

xx

xx

2lim

lim)2(lim

)2(limlim

0

00

00



















 

المشتق الأول لمتابع المعطى والذي كان بالإمكان الحصول عميو مباشرة من تطبيق القواعد  تعبر ىذه النتيجة عن
 العامة للبشتقاق .

 (:1-5مثال )
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 والمعطى بالعلبقة : yالمطموب إيجاد مقدار التغير الحقيقي ومن ثم استنتاج مشتق التابع

nxxfy  )( 

xxنحسب أولًا قيمة التابع عند النقطة  حيث ،x تعبر عن مقدار تغير كيفي طرأ عمى المتحول المتغيرx : أي 

nxxxxfyy )()(  

 وباستخدام قانون نشر ثنائي حد نيوتن نحصل عمى :
nnn

n

n

n

n

n

nn xxxCxxCxxCxxxxxf )()(........)()()( 1122211   

 حيث :

)1,......,3,2,1(;
)!(!

!



 nk

knk

n
C k

n 

 كما نعمم أن :

)()( xfxxfy  

 وبالتالي يكون التغير بعد إجراء التعويض :

nn xxxfy  )( 

ولكن الحد الأول من الطرف الأيمن أصبح معموماً بفضل نشر ثنائي حد نيوتن وبتعويض قيمتو في المعادلة الأخيرة وبعد 
 الإصلبح ينتج :

nnn

n

n

n

n

n xxxCxxCxxCy )()(........)( 1122211   

لنحسب الآن النسبة التفاضمية 
x

y



 : أي 

x

xxxCxxCxxC

x

y
nnn

n

n

n

n

n









 )()(........)( 1122211

 

 

 بالاختصار نجد :

1212211 )()(........  


 nnn
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n

n

n xxxCxxCxC
x
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 إلى اللبنياية ينتج : xوبإنياء 

)0()0(........)0(lim 12211
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 تساوي الصفر ما عدا الحد الأول يكون : وبملبحظة أن جميع الحدود في الطرف الأيمن

11

0
lim 






 n

n
x

xC
x

y 

 وباستخدام منشور نيوتن نحصل عمى :

n
n

nn

kn

n
Cn 









)!1(

)!1(

)!(!1

!1 

 وبالتالي نحصل عمى المشتق بشكل نيائي :

1

0
lim 






 n

x
nx

x

y 

 .nxوىو مشتق الكمية 

 المشتقات الأحادية الجانب : 5-1.1

 بذلك المشتق من جية اليمين أو اليسار ، فإذا كان لدينا التابع : ويقصد

)(xfy  

ن المتحول  xxإلى  0xفي العلبقة السابقة تغير من  xوا  0 حيث،x  . مقدار سالب 

 تشكيل العلبقة:فإذا استطعنا 

 (5-3 ) 
x

xfxxf

x
x 






)()(
lim 0

0
0

  

 .0xمن جية اليسار بجوار النقطة yفإننا نسمي العلبقة السابقة بمشتق التابع 

 وبالتالي فإننا يمكننا القول أن العلبقة :

 (5-4) 

 

 .0xمن اليمين بجوار  yوىي تعبر عن مشتق التابع 

 

  توجد مشتقات متعددة ومختمفة لمتابع المعرف في المجال ba, فالنسبة لمنقطتين .a وb  يوجد مشتق من
 .bومن جية اليسار بالنسبة لمنقطةaجانب واحد فقط . حيث يكون المشتق من جية اليمين بالنسبة لمنقطة 

x

xfxxf

x
x 






)()(
lim 00
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 من اليمين ومن اليسار . أما لبقية النقاط الواقعة ضمن المجال المحدد فإننا نستطيع الحصول عمى مشتق التابع المعرف

 إذا كان التابع الأصمي المعرف والمستمر عمى طول المجال ba, متعمقاً بمتحول متغير مثلx  فإن جميع
 المشتقات الممكنة ليذا التابع تعبر عن توابع جديدة تتعمق بالمتغير نفسو أي :

)(xgyx  

 

 ( :1-5مثال )

 والمحدد بالعلبقة : xالمتعمق بالمتحولyإذا كان لدينا 

 xxxy 625 34  

 فإن المشتق الأول ليذا التابع وىو :

6620 23  xxyx 

 . xوىو يتعمق بنفس المتغير

 :خواص المشتقات  5-1.1

 تقبل كافة العلبقات التالية بدون برىان :

 مشتق مجموع يساوي لمجموع المشتقات ، أي إذا كان : -1

)()()( xvxuxf  

 فإن المشتق يعطى بالعلبقة :

 (5-5 ) 
 

 

 ( :1-5مثال ) 

 بفرض أن :

)()()( xvxuxf  

 حيث :

xxxxv

xxxu

532)(

53)(

23

2



 

)()()( xvxuxf 
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مشتق النسبة بين تابعين ) التابع الكسري ( تساوي مشتق الصورة في المخرج ناقص مشتق المخرج بالصورة  -1
 إذا كان :والناتج يقسم عمى مربع المخرج ، أي 

)(

)(
)(

xv

xu
xf  

 
 

 فإنو يكون :

(5- 6 ) 

 

 ( :1-5مثال ) 

 إذ كان لدينا التابع التالي :

54

24
)(

2






x

x
xf 

 فإن المشتق :

2

2

2

2

)54(

204048

)54(

)54.(4)54.(8
)(











x

xx

x

xxx
xf 

مشتق جداء تابعين متعمقين بمتحول متغير واحد يساوي لجداء مشتق التابع الأول في التابع الثاني مضافاً إليو  -2
 جداء مشتق التابع الثاني في الأول ، وبالتالي يمكن كتابة :

)().()( xvxuxf   

 يعطى بالعلبقة : xf)(فإن مشتق

)().()().()( xuxvxvxuxf  

 ( :5 -5مثال ) 

 إذا كان :

)().()( xhxgxf  

)(

)(),()().(
)(

2 xv

xuxvxvxu
xf
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 حيث :

2

3

6)(

5)(

xxh

xxg



 

 يعطى بالعلبقة : xf)(فإن مشتق

4

322

150

)5).(12()6).(15()(

x

xxxxxf



 

 

xfy)(إذا كان لمتابع المعرف والمستمر -3   مشتقاً في النقطةx  مغايراً لمصفر فإن لمعلبقة العكسية
)(ygx  مشتقاً مغايراً لمصفر ىو)(ygx  : يتحدد بالعلبقة 
 (5- 7 ) 

 ( :6-5مثال )

 ليكن لدينا التابع :

xy  

)0(عن قيم موجبة دوماً أي  xحيث يعبر x. 

 وبالتالي يكون : yوالمتحول xأولًا إيجاد العلبقة بين التابع إذا حاولنا إيجاد مشتق العلبقة العكسية فإنو يتوجب عمينا

2yx  

 ومشتق ىذه العلبقة :

yx 2 

 بقيمتيا المعطاة أصلًب يكون : y وبالتعويض عن

 xx 2 

 ( :7-5من خلبل المساواة الأخيرة وبالاعتماد عمى العلبقة )yإذا حاولنا معرفة المشتق حول

xx
y

2

11



 

 .xوىو ما يتوافق ومشتق الجذر التربيعي لممتغير 

إذا كان التابع  -4 )(xgfy   والمسمى بالتابع المركب مؤلفاً من جممة تابعين)(ufy  حيث)(xgu 

 يعطى بالعلبقة : yفإن مشتق التابع 

y
x




1
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 (5- 8 ) 

 

 أو بالصيغة التفصيمية العامة :

 (5- 9 ) 

 

 (:7 -5مثال) 

 أوجد مشتق العلبقة التالية :

323 )1052( xxxy  

 نفرض أن :

xxxu 1052 23  

 وأن :

3uy  

 نتبع الخطوات التالية : yلحساب مشتق التابع الأصمي

 أي : xنحسب مشتق المتحول الجديد المفروض لأجل -
10106 2  xxu 

 نوجد مشتق المتحول الأصمي لأجل المتحول الجديد : -
23uy  

 ( ، فنحصل عمى المشتق :8 -5نطبق العلبقة ) -

 

)10106()1052(3 2223  xxxxxyx 

xyالتابع يعطى مشتق -5 alog : بالعلبقة 

 (5- 12 ) 

 

 حيث :

e : يعبر عن العدد النيبري والمعرف بالعلبقة 

)().()( xuuyxy 

dx

du

du

dy

dx

dy
.

e
x

y ax log
1
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s

s s
e 












1
1lim

0
 

s . متحول ما 

a فإذا كان الأساس عشري فإننا نستخدم الرمز  مأساس الموغاريتlog  أما إذا كان الأساس نيبري فإننا نستخدم الرمز ،
ln  : 1وبحال الأساس النيبري يكونln e ( الشكل : 12 -5وبالتالي تأخذ العلبقة ) 

 (5- 11 ) 

 ( :8 -5مثال )

23lnأوجد مشتق العلبقة  xy  

( أن : 11 -5نجد حسب العلبقة ) 
xx

x
y

2

3

6
2
 

 جدول المشتقات الأساسية المستخدمة في الأبحاث الاقتصادية : 5-1.1

والتطبيقات الاقتصادية العديد من التوابع والتي يفترض بنا معرفة مشتقاتيا . والجدول التالي يستخدم في الأبحاث 
 يبن أىم التوابع المستخدمة ومشتقاتيا :

 الرقم التابع الأصمي المشتق
0y ey  1 
1y xy  2 

1 nnxy nxy  3 
aay x ln xay  4 

axaey  axey  5 

ax
e

x
y a

ln

1
log

1
 

xy alog 6 

x
y

1
 xy ln 7 

xy cos xy sin 8 
xy sin xy cos 9 

x
y

2cos

1
 

tgxy  12 

x
y

sin

1
 

ctgxy  11 

)()( xvxuy  )()( xvxuy  12 
)().()().( xuxvxvxuy  )().( xvxuy  13 

)(

)().()().(
2 xv

xuxvxvxu
y


 

)(

)(

xv

xu
y  14 

x
yx

1
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 معدل نمو التابع : 5-5.1

xfy)(لنفترض أنو لدينا التابع   : المتعمق بالزمن 

)(tfy  

 أي : yعمى أنيا المشتق الأول لمتابع yفإننا نعرف سرعة تغير العلبقة 

)(tfy  

 أما السرعة النسبية لمتابع فتتحدد بالنسبة :

y

y 

 المغارتيمي بالنسبة لمعدد النيبري أي : yوالتي تسمى أيضاً بمعدل نمو العلبقة . والتي تعبر عن مشتق التابع 

y

y
y


)(ln 

 .yوبالتالي فإن معدل نمو العلبقة ما ىو إلا مشتق المغاريتم النيبري لمتابع 

 المشتقات من المرتبة العميا : 6.1 -5

xfy)(التابع  ليكن لدينا  المستمر والقابل للبشتقاق حتى المرتبة n عمى المجال ba, نعرف المشتق من ،
بأنو مشتق المشتق الأول أي  xf)(المرتبة الثانية لمتابع   )(xf ونرمز لو بالرمز .)(xf   أوxy  كذلك نعرف .

بأنو مشتق المشتق الثاني أو المشتق الثاني لممشتق الأول . ونرمز لو بالرمز  xf)(المشتق من المرتبة الثالثة لمتابع
)(xf   أوxy وبشكل عام نعرف نفس الطريقة المشتق من المرتبة .n  أو المشتق النوني ( بأنو مشتق المشتق من (

n)(ورمزه  1nالمرتبة 

xy  أو 
)(n

xf . 

 كما تستخدم رموز التفاضل لمتغبير عن المشتقات من مختمف الرتب وذلك وفق الجدول التالي :

 المرتبة التابع الرمز المختصر التفاضلالمشتق بدلالة رموز 

dx

xdf

dx

dy )(
 )(xfy  )(xfy  الأولى 

2

2

2

2 )(

dx

xfd

dx

yd
 

)(xfy  )(xfy  الثانية 

3

3

3

3 )(

dx

xfd

dx

yd
 

)(xfy  )(xfy  الثالثة 

4

4

4

4 )(

dx

xfd

dx

yd
 

)()4()4( xfy  )(xfy  الرابعة 
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.

.

.

 

.

.

.

 

.

.

.

 

n

n

n

n

dx

xfd

dx

yd )(
 )()()( xfy nn  )(xfy  n 

 ( :9 -5مثال ) 

 المعرف عمى العلبقة التالية :yأوجد المشتقات المتتالية حتى المرتبة الرابعة لمتابع 

342 32  xxy 

 نجد المشتق الأول يساوي :

2124 xxy  

 نجد المشتق الثاني يساوي :

xy 244 

 يساوي :نجد المشتق الثالث 

24y 

 نجد المشتق الرابع يساوي :

0y 

 

 مفهوم التفاضل والتغيرات الحقيقة : 5-7.1

. ولتوضيح كيفية xبمقدار xنتيجة لتغير yىو إلا التغير التقريبي الذي يطرأ عمى التابع  تفاضل تابع ما
 نفترض أن التابع : dyحساب 

)(xfy    

ن مقدار تغير المتحول  والذي يعبر التغير الحقيقي لمتابع  dy، وان التابع يتغير بمقدارxىو xتابعاً مشتقاً مستمراً وا 
 والذي يعطى بالعلبقة :

 (5- 12 ) 
 

xxfنسمي الجداء    أي يكون : dy ونرمز لو بالرمز x بالنسبة لممتغيرyبتفاضل المتحول التابع  )(

 

)()( xfxxfdy 
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 (5- 13 ) 

 ( نجد :13 -5نفسو . وذلك بتطبيق العلبقة ) dxولنحسب عمى ىذا الأساس 

xxdx  )( 

xdx  

 ( عمى الشكل التالي :13-5وبالتالي تصبح العلبقة )

)()( xdxfdy  

 

 والتي نستطيع إعادة صياغتيا عمى النحو التالي :

)(xf
dx

dy
 

 وبالتالي ىذه العلبقة تعبر عن المشتق الأول .

. أما العلبقة x( لحساب التغير الحقيقي عمى الظواىر الاقتصادية نتيجة تغير المؤشر 12-5تستخدم العلبقة )
( يجعمنا 13-5( فتستخدم لحساب التغير التقريبي ) التفاضل ( ليذه الظواىر ومن الواضح أن استخدام العلبقة )5-13)

 قديرىا وفق العلبقة : نرتكب بعض الأخطاء والتي يمكن ت

 (5- 14 ) 
 

 والتي تعبر عن الخطأ المطمق المرتكب .

 ونستطيع تقدير الخطأ النسبي من تطبيق العلبقة :

        (5 – 15 ) 

 (:,1-5مثال ) 

 ليكن لدينا :

xxy 22  

 

.  2.21إلى  2من  xفإذا أردنا حساب مقدار الخطأ النسبي المرتكب في حساب تغير التابع فيما إذا تغير المتحول
 فإنو يتوجب عمينا أولًا إيجاد الخطأ المطمق المرتكب .

 ( لحساب التغير الحقيقي أي :12 -5إن إيجاد ىذا الخطأ يدفعنا لتطبيق العلبقة ) 

xxfdy  )(

dyys 

100100
y

dyx

y

s
T
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2

22

)(22

)2()(2)(

)()(

xxxxy

xxxxxx

xfxxfdy







 

 وبالتعويض نجد :

0201.0)01.0()01.0(2)01.0)(2(2 2 dy 

 

 ( :13-5ولحساب التغير التقريبي نستخدم العلبقة )

02.02

)01.0)(22(







dyx

xdy

xydy

 

 وبالتالي يكون مقدار الخطأ المرتكب :

0001.002.00201.0 s 

 

 أما مقدار الخطأ النسبي فيكون :

%498.0100
0201.0

0001.0
T 

وكنتيجة عامة يمكننا القول أن استخدام مفيوم التغير التقريبي )التفاضل( يسيل كثيراً إجراء العمميات الحسابية في 
 تصادية وذلك بالوصول لقيم تقريبية بأخطاء مطمقة صغيرة يمكن تجاىميا .المسائل الاق

 المشتقات الجزئية : 5-1.8

 بمتغير واحد فقط ، إنما تكون مرتبطة بعدة متغيرات اقتصادية واجتماعية، yعندما لا تتعمق المتحولات التابعة

 التابع العام يكون :أي شكل 

),.......,,,( 321 nxxxxfy  

 يعبر عن أسعار النفط في السوق العالمية فإن المتغيرات يمكن أن تكون :yفإذا اعتبرنا أن 

1x . كمية الطمب العالمي عمى النفط 

2x . كمية الطمب العالمي عمى النفط 

3x . الكمية المعروضة من النفط في السوق العالمي 

4x . الاحتياطي العالمي لمنفط 
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5x . أسعار المواد البديمة لمنفط 

6x . نوعية النفط المعروض في السوق العالمية 

المؤثرة عمى تحديد أسعار النفط ولعل من المفيد أن نذكر ىنا أن وىكذا نستطيع ذكر العديد من العوامل الأخرى 
 أسعار النفط قد تتحدد وفقاً لقرار سياسي أو تبعاَ لمشاكل إقميمية أو عالمية .

وبالتالي فإن التعامل مع ىذه التوابع يجعمنا أمام مسائل تكون فييا المشتقات تابعة لعدة متغيرات ، مما يعني وجوب 
 توابع لمختمف العوامل المؤثرة .اشتقاق ىذه ال

 (:11-5مثال )

 ، تابعاً مستمراً وقابلًب للبشتقاق بالنسبة لمتحولاتو عمى النحو التالي : yليكن لدينا التابع

3

2

2

3

15 xxxy  

 لإيجاد المشتقات الجزئية الأولى نجد :

2

2

3

1

3

32

3

1

2

3

2

2

2

1

1

5

10

15

xx
dx

dy

xxx
dx

dy

xxx
dx

dy







 

 الجزئية من المراتب الأعمى نجد مثلُب :ولإيجاد المشتقات 

3

3

12

2

2

2

2

2

1

31

2

32

2

1

21

2

3

2

2
2

2

2

3

2

21
1

2

2

10

15

30

30

30

xx
dx

yd

xx
dxdx

yd

xxx
dxdx

yd

xx
dx

yd

xxx
dx

yd











 

 وىكذا وبنفس الطريقة نستطيع الحصول عمى كافة المشتقات الجزئية من المراتب المختمفة. 

 طريقة المربعات الصغرى : 9.1.-5

الرياضية بين المتغيرات  تستخدم طريقة المربعات الصغرى في عممية إيجاد المعادلات الطبيعية والتي تمثل العلبقات
 المدروسة . لنفترض أنو لدينا السمسمة التالية :
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nx ......... 
1x 

1x 
1x X 

ny ........ 3y 2y 
1y 

Y 
 

 .Yو Xتسمى سمسمة الأرقام ىذه بالقيم الفعمية ) الحقيقية ( لمظاىرتين 

 ىي معادلة من الدرجة الأولى ) معادلة خطية بمتحول وحيد ( من الشكل : YوXلنفرض جدلًا أن معادلة التمثيل بين 

 

 (5- 16) 
 

iYوالتي تسمى بالقيم النظرية ويرمز ليا بالرمز Y ( تعطينا قيماً تقريبية لممتحول16 -5إن المعادلة )
والناتجة عن  ~

 ( أي :16 -5بالمعادلة ) Xتعويض القيم الفعمية

 (5- 17 ) 

 ستكون عمى النحو التالي ك yمما سبق يتضح لنا وجود فروق بين معظم القيم الفعمية والقيم النظرية لممتحول

nn yyyyyy ~,........,~,~
2211  

التمثيل جيدة وتعبر بشكل كاف عن طبيعة الظاىرة فإن ىذه الفروق بقيمتيا المطمقة ستكون ضئيمة . فإذا كانت معادلة 
 ومن أجل ضمان ىذه الشروط نشكل المجموع :

 (5- 18 ) 

 

iYوالذي يعبر عن مجموع مربعات انحرافات القيم النظرية عن قيميا الفعمية . وبتعويض قيمة 
وفق المعادلة المفروضة  ~

 ( نجد :16 -5جدلًا من العلبقة ) 

 (5- 19 ) 

 

النظرية بمستقيم صاعديمكننا بيانياً تمثيل القيم  00 a  0(أو ىابط( 0 aأما القيم الحقيقية فترسم حسب الثنائيات .
),( ii yx : ولنفرض الشكل البياني ىو التالي . 

XaaY 10 

ii xaay 10
~ 

min)~( 2

1




n

i

ii yy





n

i

ii xaay
1

2

10 min)(
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 (1-5الشكل )

 ويكون : F( بالرمز 19-5وسنرمز لممجموع في المعادلة )

 (5- 22 ) 

 

 يصل ىذا التابع إلى نيايتو الصغرى عندما تكون جميع مشتقاتو الجزئية الأولى والممكنة مساوية لمصفر أي :

0
),(

0

10 




a

aaF 

0
),(

1

10 




a

aaF 

تمكننا من الحصول عمى المعادلات الطبيعية اللبزمة . إن عممية إيجاد ىذه المشتقات الجزئية وجعميا مساوية لمصفر 
 فالنسبة لممعادلة الخطية المفروضة يكون :

  (5- 21 )  





 n

i

ii xaay
a

aaF

1

10

0

10 0)()1)(2(
),( 

0)(2
),(

10

11

10 






i

n

i

i xaax
a

aaF 

 بالإصلبح نحصل عمى جممة المعادلتين :

    (5- 22 ) 

 

0

5

10

15

20

25

0 2 4 6 8 10 12 14

القيمالفعلية

min)~(
1

2 


n

i

ii yyF

  

 




2

10

10

iiii

ii

xaxayx

xanay
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لابد من الإشارة إلى أن الأمر لا يختمف من حيث الجوىر إذا كانت المعادلة المختارة لمتمثيل تضم أكثر من متحول أو 
 صماء ...الخ(. –معادلة قوة  –آسية  -الثالثة –كانت منحنية ) من الدرجة الثانية 

 : الأشكال المنحنية ومعادلاتها الطبيعية 

 yعادلات المنحنية وىي تعبر عن الظواىر التي تكون فييا نسبة تزايد المؤشرتسمى المعادلات غير الخطية بالم
 غير ثابتة . وفي التطبيقات الاقتصادية نصادف العديد من ىذه المعادلات من أىميا : xعمى تزايد المؤشر

 معادلة منحني الدرجة الثانية ذات الشكل العام : -1

 تأخذ الشكل التالي :

 (5- 23 ) 
 

 والتي يمكن تمثيميا بيانياً عمى الشكل التالي :

 Y 

 

 

 

 

 

 X 

 2 

 

 (1-5الشكل )

),,(لإيجاد المعادلات الطبيعية لابد من إيجاد قيمة الثوابت 210 aaa. أي أن معادلةF : 

 

 (5- 24 ) 

 وبطريق مماثمة لما سبق نجد المعادلات الطبيعية لمعادلة من الدرجة الثانية عمى الشكل التالي تكون :

 

2

210 XaXaaY 

min)(),,( 22

210210  ii xaxaaaaaF

  
2

210 iii xaxanay
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 (5- 25 ) 

   
4

2

3

1

2

0

2

iiiii xaxaxayx 

 والتي يمكن حميا حلًب مشتركاً بطريقة كرامر ) المعينات ( أو بأية طريقة أخرى ممكنة .

 معادلة الدرجة الثالثة : -1

 تأخذ الشكل التالي :

 (5- 26 ) 
 

 والتي يمكن تمثيميا بيانياً عمى الشكل التالي :

 Y 
 
 

 

 
  

  
 

 x 2 

 

 (1-5الشكل )

 

),,,(إيجاد المعادلات الطبيعية لابد من إيجاد قيمة الثوابت 3210 aaaa. أي أن معادلةF : 

 (5- 27 ) 
 

 عمى الشكل التالي تكون : الثالثةوبطريق مماثمة لما سبق نجد المعادلات الطبيعية لمعادلة من الدرجة 

 (5- 28 ) 

   
3

2

2

10 iiiii xaxaxayx

3

3

2

210 XaXaXaaY 

min)(),,,( 23

3

2

2103210  iii xaxaxaaaaaaF

   
3

3

2

210 iiii xaxaxanay
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4

3

3

2

2

10 iiiiii xaxaxaxayx 

   
5

3

4

2

3

1

2

0

2

iiiiii xaxaxaxayx 

   
6

3

5

2

4

1

3

0

3

iiiiii xaxaxaxayx 

 والتي يمكن حميا حلًب مشتركاً بطريقة كرامر ) المعينات ( أو بأية طريقة أخرى ممكنة .

 معادلة تابع القوة : -1

 تأخذ الشكل التالي :

 (5- 29 ) 
 

 والتي يمكن تمثيميا بيانياً عمى الشكل التالي :

 00 a Y 

 

 

 

 

  

 00 a 

 

 x 2 

 

 (1-5الشكل )

 

),(إيجاد المعادلات الطبيعية لابد من إيجاد قيمة الثوابت 10 aa. 0,0ويتوجب تحقق الشرطين 11  xa  ويدعى ،
 : Fأي أن معادلة بدرجة قوة التابع والتي قد تكون سالبة وليست بالضرورة صحيحة . 1aالثابت 

 

 (5- 32 ) 

ia

ii xay 0
~ 

min)~loglog(),( 2

10  ii yyaaF
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 الشكل التالي: ىي ىذا النوعوبطريق مماثمة لما سبق نجد المعادلات الطبيعية لمعادلة من 

 (5 – 31 ) 
 

2

10 )(loglogloglog   iiii xaxayx 

),(إن حل جممة المعادلتين تسمح لنا بالحصول عمى قيمتي 10 aa . 

 معادلة التابع الاسي : -1
 

 تأخذ الشكل التالي :

 (5- 32 ) 
 

01حيث يعبر المتحول عن الأس ويشترط أن يكون  a. 

 والتي يمكن تمثيميا بيانياً عمى الشكل التالي :

 00 a  Y 

 

 

 

 

  

 01 a 

 

 x 2 

 

 (5-5الشكل )

 

  ii xanay loglog 10

1

10
~ x

i aay 



83 
 

),(المعادلات الطبيعية لابد من إيجاد قيمة الثوابتإيجاد  10 aa. 01ويتوجب تحقق الشرط a. أي أن معادلةF : 

 

 (5- 33 ) 

 الشكل التالي: ىي ىذا النوعوبطريق مماثمة لما سبق نجد المعادلات الطبيعية لمعادلة من 

 (5- 34 ) 
 

),(إن حل جممة المعادلتين تسمح لنا بالحصول عمى قيمتي 10 aa . 

  (:,1-5مثال )

إذا فرضنا أنو لدينا البيانات التالية عن كمية الأسمدة المستخدمة في زراعة القمح ، وعن المردود كما ىو موضح 
 : بالجدول التالي

 كمية السماد 122 222 322 422 522 722 722

 المردود 42 52 52 72 65 65 82

 والمطموب : 

 تمثيل البيانات السابقة بيانياً ورسم المنحنى البياني الممثل ليذه البيانات . -1
بالاعتماد عمى حدد معادلة مستقيم الانحدار التي تمثل العلبقة بين الكمية المستخدمة من الأسمدة ومردود القمح  -2

 طريقة المربعات الصغرى .
 .900xو 800xأوجد قيم المردود عندما يكون  -3

 الحل :

 الرسم البياني : -1

min)log),( 2

1010  ii xaayaaF

  ii xanay 10log
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 (6-5الشكل )

 
 نجد الشكل السابق ىو أقرب إلى منحني خط مستقيم .

ii معادلة الاتجاه العام أو خط المستقيم وىي من الشكل : -2 xaay 10  10، يتم تقدير الثوابت ,aa  من خلبل
 : إيجاد المعادلات الطبيعية

 

 نعد الجدول المساعد التالي :ولإيجاد قيم الثوابت 

 ( لإيجاد قيم الثوابت 1-5الجدول المساعد )

2

ix ii yx y x التسمسل 

6222 4222 42 122 1 

2222 12222 52 222 2 

1222 15222 52 322 3 

2 28222 72 422 4 

522 32522 65 522 5 

1222 39222 65 622 6 

6222 56222 82 722 7 

165222 179522 422 2822  
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 نجد : عمى المعادلات الطبيعية ،لنحصل  ( 21 -5العلبقة )نعوض في 

10

10

1650002800179500

28007420

aa

aa



 

نعوض قيمة الثوابت في معادلة الاتجاه العام )معادلة بالحل المشترك لجممة المعادلتين نحصل عمى قيم الثوابت ، 
 مستقيم ( ، نجد :

xy 059.04.36~  

 ، نعوض في المعادلة السابقة : 800xلإيجاد تقدير لممردود عندما يكون  -4
6.83)800(059.04.36~ y  

~059.04.36)900(5.89فإن  900xوكذلك عندما  y 

 ( :11 -5مثال )

 ليكن لدينا البيانات الفرضية التالية عن الظاىرتين المدروستين التاليتين :

3 6.2 4.2 3.2 2 5.1 2.1 x 
3.4 5.5 9.6 1.7 2.6 5

 
4 y 

 المطموب :

 استنتاج معادلة التمثيل الأفضل من خلبل شكل الانتشار . -
 إيجاد ثوابت المعادلة باستخدام المعادلات الطبيعية . -
 الحل : -

عمى الثنائيات ديمكننا رسم شكل الانتشار بالاعتما ii yx  يأخذ الشكل التالي :  ,

 

 

 

  

 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1 2 3 4
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 ( 7 -5الشكل ) 

 نستنتج أن شكل الانتشار ىو منحني من الدرجة الثانية والذي تمثمو المعادلة العامة التالية :
2

210
~

iii xaxaay  

المساعد ( نستطيع إيجاد ثوابت المعادلة . ويتطمب الحل تشكيل الجدول 24 -5وبالاستعانة بجممة المعادلات )
 التالي :

 ( لإيجاد ثوابت المعادلة   1-5الجدول المساعد ) 

4

ix 3

ix ii yx
2 2

ix ii yx ix iy التسمسل 
2.27 1.73 5.76 1.44 4.8 1.2 4 1 
5.26 3.38 11.25 2.25 7.5 1.5 5 2 
16 8 24.8 4 12.4 2 6.2 3 

27.98 12.17 37.56 5.29 16.33 2.3 7.1 4 
33.18 13.82 39.74 5.76 16.56 2.4 6.9 5 
45.7 17.58 37.18 6.76 14.3 2.6 5.5 6 
81 27 38.7 9 12.9 3 4.3 7 
 المجموع 39 15 84.8 34.5 195 83.7 211
 

 ( بعد التبديل الشكل التالي :24 – 5وتأخذ جممة المعادلات الطبيعية )

1952117.835.34

8.847.835.3415

395.34157

210

210

310







aaa

aaa

aaa

 

 وباستخدام طريقة كرامر يمكن استنتاج الثوابت وبالتالي تأخذ المعادلة الشكل : 
2

05.544.215.15~
iii xxy  

السالبة عمى أن المشتق الثاني سالب مما يعني وجود النياية العظمى لمتابع ، وىو ما يستدل  2aتدل قيمة
 عميو من الرسم أيضا .
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 تمارين ومسائل غير محمولة

 اوجد مشقات التوابع التالية : -1

x
xy

1
3 2  

x
x

x
y sin

cos
 

x

tgx
y  

52 22   xey x 

3

2
lncos

53
2

3

2

x
xe

ex
y

x

x









 

 أوجد قيمة كل من التغيرين الحقيقي والتقريبي لمتابع : -2
1025 2  xxy 

 :xوذلك عندما تتغير 
 5.21إلى  5من -1ً 
 4.98إلى  5من -2ً

 أوجد كافة المشتقات الجزئية الممكنة لمتابع : -3
335 21

2

212

2

1  xxxxxxy 
سم . المطموب إيجاد مقدار  2.21سم بمقدار  3فوق نار شديد فازداد طول ضمعو البالغ  وضع مكعب حديدي -4

التغيرين الحقيقي والتقريبي عمى حجم المكعب ثم اوجد مقدار الخطأ النسبي المرتكب في حساب التغير التقريبي 
 لحجم المكعب .

 لدينا البيانات التالية عن ظاىرة ما . -5

1115 131111 1 7 5 2 3 y 
11 9 1 7 6 5 4 3 2

 
1 x 

 والمطموب :
 رسم شكل الانتشار واقتراح معادلة التمثيل المناسبة . -
 إيجاد ثوابت المعادلة بطريقة المربعات الصغرى . -

 
 جمعت المعمومات الإحصائية التالية نتيجة المراقبة اليومية لظاىرة مدروسة : -6

211141 916141 31 21 12 8 4 y 
11 9 1 7 6 5 4 3 2

 
1 x 

 إذا افترضنا أن معادلة التمثيل ىي من الشكل الاسي أوجد ثوابت المعادلة المقترحة .
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 الفصل السادس

 الاشتقاق والتفاضل وتطبيقاته الاقتصادية
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 السادسالفصل 

 التطبيقات الاقتصادية لممشتقات

 مقدمة :

ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى بعض المفاىيم الاقتصادية الشائعة والمستخدمة لممشتقات، وجميع ىذه المفاىيم 
حدية ، بمعنى أنيا تعكس مدى استجابة التابع لتغير لا متناه في الصغر في المتحول المستقل . ويمكن توضيح المعنى 

 قتصادي لممشتق من خلبل سرد بعض الأمثمة الاقتصادية التطبيقية .الا

 التوابع الحدية : 1.6

تُعنى ىذه التوابع بمعرفة مدى تأثير التغير في متغيرات مثل مستوى التخزين والإنتاج و العرض والعمالة . وغالباُ ما 
التغير في المتغير التابع الناتج عن تغير المتحول تُدرس ىذه المشاكل باستخدام التحميل الحدي . وكممة حدي تعني مقدار 

 المستقل بمقدار وحدة نقدية واحدة . ومن أىم ىذه التوابع ما يمي :

 تابع التكمفة الكمية :

 أي : xوىو مرتبط بعدد الوحدات المنتجة والمعبر عنيا  Yويرمز لو بالرمز 

 
)(xfY  

xx ، بحيث تصبح الوحدات الجديدةxولنعتبر أن كل زيادة في عدد الوحدات المنتجة بمقدار   يقابمو تابع .
)(تكمفة جديدة يرمز لو بالرمز xxf  ذلك يعني أن أي تغير في عدد الوحدات المنتجة سيؤدي إلى تغير في إجمالي .

 التكمفة بمقدار : 

)()( xfxxfy  

 وسيكون متوسط تغير النفقات الإجمالية :

x

y



 

طرأت عمى عدد ىذه الكمية تعبر بنفس الوقت عن مقدار تغير النفقات عمى الوحدة الواحدة من الزيادة التي 
 الوحدات المنتجة . وبالتالي تسمى النياية :
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 (6- 1 )                                                                                        
x

x
y

x

xy








)(
lim

0
 

 بتابع التكمفة الحدية للئنتاج والذي يعبر عن المشتق الأول لتابع التكمفة الكمية .

فإن  xيمثل تابع الإنتاج أو الاستيلبك أو الإيراد والمتعمق بعدد الوحدات  xu)(وبشكل مشابو إذا اعتبرنا أن
 المقدار :

  (6- 2                                                                                       ) x
x

u
x

xu








)(
lim

0
 

 

 يعبر عن تابع الإنتاج الحدي أو الاستيلبك الحدي أو الإيراد الحدي .

 ( :1-6مثال )

 وفق العلبقة :xيتعمق بعدد الوحدات المنتجة  Cإذا عممت أن تابع التكاليف الكمية

 5

150

1
400 xxC  

 والمطموب : تحديد التكاليف الحدية إذا عممت أن حجم الإنتاج يبمغ تسع وحدات . 

 الحل :

 نعمم أن تابع التكمفة الحدية ما ىو إلا المشتق الأول لتابع التكاليف الكمية أي :

4

30

1
400 xC  

Cفإن  9وعندما يكون عدد الوحدات المنتجة مساوياً   : تساوي 

)9(3.181وحدة 
30

1
400 4 C 

وحدات فإن التكاليف اللبزمة لإنتاج الوحدة التالية ) العاشرة (  9ويدل ىذا الرقم عمى أنو بوجود حجم إنتاج قدره 
 وحدة . 181.3يبمغ 

 (:1-6مثال ) 

 يتحدد تابع سعر الطمب عمى سمعة ما بالعلبقة :

CP 212 

 السعر والمطموب : Pكمية الطمب و  Cحيث 

 تحديد مقدار تغير الإيراد الذي يتحقق إذا تزايد الطمب من وحدتين إلى ثلبث وحدات . -
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 الحل :

 تعمم أن الإيراد يتحقق وفق العلبقة :

 الإيراد = عدد الوحدات المنتجة * سعر الوحدة الواحدة     

 أي :

2212

)212(

CCT

CCT



 

 أما الإيراد الحدي فيو يساوي مشتق تابع الإيراد :

CT 412 

 يكون الإيراد الحدي مساوياً : 2Cفعندما 

4)2(412 T 

 وحدات تقريباً . 4تزايد الطمب من وحدتين إلى ثلبث وحدات فإن الإيراد الحدي يتزايد بمقدار وىذا يعني أنو إذا 

 ( :  Elasticityمرونة تابع )  1.6

يمكننا باستخدام المشتقات حساب مقدار تزايدات المتحول التابع المقابمة لمتزايدات الحاصمة عمى المتحول المتغير 
x . ) وىو ما يسمى مرونة تابع ) المشتقات النسبية . 

xfy)( لتكن لدينا العلبقة  ولنفرض أن المتحول المتغيرx  قد تغير بمقدارx والتغير النسبي لممتحول .
يعبر عنو بالنسبة  xالمتغير

x

x : ذلك يقابل تغيراً في المتحول التابع مقداره . 

)()( xfxxfy  

ويترافق معو تغير نسبي لممتحول التابع مقداره 
y

y. 

 يعطى مقدار التناسب بين التغيرين النسبيين بالشكل :

x

x

y

y 
: 

 مرة يكون التغير النسبي لمتابع أكبر من التغير النسبي لممتغير والتي يمكن صياغتيا بالشكل : حيث تظير ىذه العلبقة بكم

 

 (6– 3 ) 

xyEحيث   تعبر عن المرونة . /
y

x

x

y

x

x

y

y
E xy .:/
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أما إذا رسمنا شكل الانتشار لمظاىرة المدروسة ، وبالتالي تمكنا من الحصول عمى معادلة التمثيل لمعلبقة القائمة   
 ( تكتب بدلالة المشتق أي :   3 -6بين المتحولين فإن العلبقة ) 

x

y

y

x

x

y

y

x

xx 
















 00
lim.lim 

 (6- 4) 

 

% . وذلك بأخذ 1بمقدار  xوتعبر المرونة عن درجة حساسية التابع بنسبة مئوية فيما إذا حدث تغير عمى المتحول
الإشارة الجبرية بعين الاعتبار ) الإشارة الموجبة لممرونة تدل عمى علبقة طردية بين المتغيرين . أما الإشارة السالبة فتدل 

 قة عكسية بينيما ( .عمى وجود علب

 ( :1 -6مثال ) 

 ليكن لدينا التابع التالي :

52 2  xy 

 والمطموب :

 .2xعند النقطة  yإيجاد مرونة التابع  -

 الحل :

 نسعى أولًا لإيجاد قيمة التابع في النقطة المطموبة فيكون :

32  yx 

 بعد ذلك نحسب المشتق :

xyx 4 
 

 تساوي : 2xوقيمتو في النقطة المحددة 

 
8)2(4 xy 

 ( نجد :4-6وبتطبيق العلبقة )

 
  

y

x
y

dx

dy

y

x
E xxy

 ./
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 % .1بنسبة x% إذا ما تزايد المتغير  5.33ذلك يعني أنو التابع يتزايد بمقدار 

 ملاحظات :

/0إذا كانت  - xyEفإن ذلك يعني أن أي تغير عمى قيمة المتحول ،x لن يؤدي إلى تغير عمى قيمة المتحول
y.) ونسمي ىذه الحالة بالمرونة الصفرية ) المعدومة . 

/1إذا كانت  - xyEالمرونة المتكافئة والتي تعني أنو إذا طرأ تغير عمى قيمة المتحول ، فيذا يدل عمىx  بنسبة
 %. 1بنسبة مماثمة مقدارىا  y% فإن ذلك يؤدي إلى تغير مقابل عمى قيمة المتحول1

/1إذا كانت  - xyEالمتحول ، فيذا يعني أنو إذا طرأ تغير عمى قيمةx  فإن ذلك سيؤدي إلى إحداث 1بنسبة %
/%مقدارىا  yتغير بنسبة أكبر عمى قيمة المتحول xyE . 

/1إذا كانت  - xyEفيذا يعني أنو إذا طرأ تغير عمى قيمة المتحول ،x  فإن ذلك سيؤدي إلى إحداث 1بنسبة %
/%مقدارىا  yتغير بنسبة أقل عمى قيمة المتحول xyE . 

 وتقبل العلبقات التالية بدون برىان :

),(مرونة جداء تابعين -1 vu : تساوي لمجموع مرونتي التابعين )بالنسبة لممتغير نفسو( أي 
 

 (6- 5) 
 

 إذا عممنا أن :

)(xfu   و)(xfv  

مرونة تابع يعبر عن النسبة بين تابعين يساوي لمفرق بين مرونة التابع الأول ومرونة التابع الثاني بالنسبة لنفس  -2
 المتغير .

 

 (6- 6) 
 

 (:5-6مثال) 

 ليكن لدينا التابع التالي :

xexy 22 

 والمطموب :

 . yإيجاد مرونة التابع  -

 الحل :

xvxuxuv EEE /// 

xvxuxvu EEE ///)/( 
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 لنفرض إن :

xexv

xxu

2

2

)(

)(



 

 وبالتالي يكون :

vuy . 

 لإيجاد مرونة التابع السابق ، نجد مرونة كل تابع عمى حدة فنجد :

 تساوي : xu)(مرونة التابع 

u

x
uE xxu
/ 

 بالتعويض نجد :

22
2/ 

x

x
xE xxu 

 وىي تساوي : xv)(ثم نجد مرونة التابع 

v

x
vE xxv
/ 

 بالتعويض نجد :

x
e

x
eE

x

x

xv 22
2

2

/  

 وتكون المرونة الكمية :

)1(2/  xE xy 

 

 : مرونة الطمب بالنسبة لمسعر 

من المعموم أن العلبقة بين الطمب عمى سمعة ما وسعر ىذه السمعة ) بفرض أن أسعار بقية السمع ودخول 
تختمف باختلبف مستوى السعر وتغيراتو من فترة لأخرى . وغالباً ما  المستيمكين وكذلك بنية الاستيلبك تعتبر غير متغيرة (

تحسب في المسائل الاقتصادية التغيرات التي تطرأ عمى توابع الطمب لممستيمكين في حال تغيرات السعر وىذا ما يدعى 
 اقتصادياً بدراسة مرونة الطمب بالنسبة لمسعر .

 أي : Pيتعمق بالسعر  Dلنفرض أن الطمب عمى سمعة 

)(pfD  
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ذا اعتبرنا أن السعر سيتغير بمقدار وبالتالي فإن  Dبمقدار Dفإن ىذا يعني حدوث تغير ممكن عمى  Pوا 
 المرونة تعطى بالعلبقة :

 (6- 7 ) 

 

 أما في حال دراسة توابع الطمب والتي يمكن الحصول عمى مشتقاتيا فإن قانون المرونة السابق يصبح :

 (6- 8 ) 

 

ما ينطبق غمى تفسيرات القيم الجبرية لممرونة بشك عام ينطبق عمى مرونة الطمب بالنسبة لمسعر مع العمم أن 
ي العلبقة بين الطمب والسعر بأغمب المسائل الاقتصادية ىي علبقة عكسية لان زيادة الأسعار عمى السمع الاقتصادية تؤد

حجامو عمى شراء نفس الكميات من ىذه السمعة .  إلى خفض قدرة المشتري وا 

 : مرونة الطمب بالنسبة لمدخل 

إذا كانت جميع العوامل التي يتعمق بيا الطمب ثابتة خلبل فترة زمنية معينة باستثناء الدخل الذي يعتبر متغيراً فإن 
 أي : Sيتعمق بالدخل Aالطمب عمى السمعة 

)(SfDA  

 Dوأدى ذلك لحدوث تغير في تابع الطمب عمى السمع الاقتصادية بمقدار  Sبمقدار Sفإذا ما طرأ تغير عمى
 فإن مرونة الطمب بالنسبة لمدخل تعطى بالعلبقة التالية :

 (6- 9 ) 

 

 أو من خلبل علبقة المشتق :

 (6- 12 ) 

 

 وتعبر مرونة الطمب بالنسبة لمدخل عن مدى استجابة توابع الطمب لمتغيرات الحاصمة عمى دخول المستيمكين . 

 (:6 -6مثال ) 

يمك ( فإذا فرضنا أن الدخل الشيري ليذا المست  A,B,C,Mيقوم مستيمك بشراء كميات مختمفة من أربع سمع )
وحدات نقدية ونتيجة لذلك طرأت بعض التغيرات عمى شراء المواد  12وحدة نقدية قد ارتفع بمقدار 1222والذي كان يبمغ 

 الأربع السابقة وفق الجدول التالي :

D

P

P

D
E PD ./






D

P
DE PPD ./


D

S

S

D
E SD ./






D

S
DE SSD ./
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 الدخل الكميات المطموبة من السمع
 M C B A ) وحدة نقدية (

122 52 122 222 1222 
99 42 122 222 1212 
 دراسة مرونة الطمب عمى السمع السابقة .والمطموب 

 الحل : 

 من خلبل الجدول نجد :

1,10,0,2,10  MCBA DDDDS 

 وبالتالي نجد مرونة الطمب عمى السمعة الأولى بالنسبة لمدخل كالتالي :

1
200

1000

10

2
/ SDA

E  

% والمرونة 1سيزداد أيضا بمقدار  A% فإن الطمب عمى السمعة 1ىذا يعني إذا ازداد دخل المستيمك بمقدار 
 متكافئة وطردية .

 فإننا نجد مرونة الطمب عمى ىذه السمعة كما يمي : Bبالانتقال إلى السمعة 

0/ SDB
E  

لن يتأثر.  B% فإن الطمب عمى السمعة 1ىذا يدل عمى المرونة المعدومة أي إذا ازداد دخل المستيمك بمقدار 
 وىذه المرونة مقترنة عادةً بالطمب عمى السمع الأساسية ) مادة الخبز مثلًب ( .

 نجد : بالنسبة لمدخلCأما مرونة الطمب عمى السمعة 

20
50

1000
.

10

10
/ 


SDC

E 

سوف ينخفض  C% فإن الطمب عمى السمعة 1إن المرونة عكسية وكبيرة أي إذا ازداد دخل المستيمك بمقدار 
 % . وىذا ما يفسر ظاىرة اتجاه المستيمكين نحو شراء بعض السمع الأخرى البديمة .22بمقدار

 بالنسبة لمدخل تساوي :Mلطمب عمى السمعة وأخيراً فإننا نجد أن مرونة ا

1
100

1000
.

10

1
/ 


SDM

E 

سوف ينخفض  M% فإن الطمب عمى السمعة 1إن المرونة عكسية ومتكافئة أي إذا ازداد دخل المستيمك بمقدار 
 % . 1بمقدار

 : العرض و مرونة العرض 
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بأنو كمية السمع المعروضة في السوق بمحظة معينة . وأن تابع العرض لسمعة ما بالسوق يعرف العرض اقتصادياً 
مرتبط بعلبقة طردية ومتزايدة مع السعر . وذلك في الدول الرأسمالية والتي يسعى المنتجون فييا إلى زيادة الكميات 

 المعروضة بقصد تحقيق أرباح باىظة عمى خلبف الدول الاشتراكية .

 ، وتعطى علبقة المرونة بالنسبة لمسعر كما يمي :Qبالرمز  يرمز لمعرض

 (6- 11 ) 

 

 أو من خلبل علبقة المشتق :

 (6- 12 ) 

 

 : مرونة تابع النفقات الكمية والتكاليف المتوسطة 

 .Cوحدة من سمعة ما ، نرمز لمتكاليف الكمية بالرمز  xليكن لدينا منشأة اقتصادية تنتج 

 ، وتعطى علبقة مرونة التكاليف الكمية بالنسبة لموحدة المنتجة كما يمي :Cيرمز لتابع النفقات الكمية بالرمز 

 

 (6- 13 ) 

 

 أو من خلبل علبقة المشتق :

 (6- 14 ) 

 

 ، وتعطى بالعلبقة التالية :Tكما وسنرمز لتابع التكاليف المتوسطة بالرمز 

 (6- 15 ) 

 

 أما علبقة مرونة التكاليف المتوسطة بالنسبة لموحدة المنتجة فيي عمى الشكل التالي :

 (6- 16 ) 

 

Q

P

P

Q
E PQ ./






Q

P
QE PPQ ./


C

x

x

C
E xC ./






C

x
CE xxC ./


x

C
T 

T

x

x

T
E xT ./
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 أو من خلبل علبقة المشتق :

 (6- 17 ) 

 

 : العلاقة بين مرونة التكاليف الكمية والمتوسطة 

 ( نجد : 17 -6بالتعويض في العلبقة ) 

x

c

x

x

cx
dx

dc

E xT .
2/



 

1

1

.

//

/

2

2

/









xcxT

xT

xT

EE

dx

dc

c

x
E

x

c
dx

dc
x

c

x
E

 

وىذا يعني أن مرونة التكاليف المتوسطة لموحدة الواحدة من الإنتاج أقل من مرونة النفقات الكمية . فإذا كانت مرونة 
التكاليف المتوسطة ذات قيمة صفرية فإن ذلك يدل عمى أن النفقات المتوسطة لمسمعة المدروسة تعبر عن كميات ثابتة 

 :وبالتالي يصبح لدينا 

x

c

dx

dc
c

dx

dc
x  0 

والتي تفسر بدورىا أنو إذا كانت مرونة النفقات الكمية مساوية لمواحد فإن التكاليف الحدية تساوي لمتوسط التكاليف 
 الكمية .

 ( :7 -6مثال ) 

 ليكن تابع العرض لسمعة ما في سوق تجاري يتحدد بالعلبقة :

P

P
Q






1

2 

 :أما تابع الطمب فيكون 

P

P
D






1

43 

 والمطموب :

 تحديد السعر الذي يتم بموجبو توازن السعر . -

T

x
TE xxT ./
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 مرونة الطمب ومرونة العرض لمسمعة المدروسة بالنسبة لسعر التوازن . -

 الحل :

 يتوازن السوق عندما يكون الطمب مساوياً لمعرض أي :

P

P

P

P

DQ












1

43

1

2 

 بإصلبح ىذه المعادلة نجد أن :

3P 

 أما تابع مرونة العرض بالنسبة لمسعر يساوي :

 7.2/ PQE 

 % .  2.7% فإن العرض عمى السمعة ينخفض بمقدار1يدل عمى أن زيادة السعر بمقدار 

 أما تابع مرونة الطمب بالنسبة لمسعر يساوي :

 3.0/ PDE 

 % .  2.3% فإن الطمب عمى السمعة يزداد بمقدار 1يدل عمى أن زيادة السعر بمقدار 

 (: 8 -6مثال) 

قامت وزارة التموين بدراسة أوضاع سمعة ما في السوق الداخمي بدراسة الظروف الحالية لمسوق والتغيرات المحتممة 
 :في المستقبل وجمعت المعمومات الخاصة بتمك السمعة بالجدول التالي 

 1989القيم التقديرية لعام  1988القيم الحقيقية لعام  المؤشر
 21 22 عدد السكان )مميون نسمة(

 - 6222 الدخل القومي ) مميون وحدة نقدية(
 ؟ 32 متوسط استيلبك الفرد من السمعة )كغ(

المدروسة مساوٍ % وأن مرونة الطمب عمى السمعة 12فإذا عممت أن الدخل القومي ليذه الدولة سيزداد بنسبة 
 % . والمطموب :1.5

 .1989متوسط استيلبك الفرد الواحد من المادة المدروسة المتوقع في عام  -

الكميات الواجب عرضيا في السوق بيدف تحقيق توازن السمعة بفرض أن الأسعار ثابتة وان مرونة الطمب عمى  -
 . 1.6-السمعة بالنسبة لمسعر 
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وحدة نقدية وذلك  45وحدة نقدية إلى  42سوق إذا ما ارتفعت الأسعار من الكميات الواجب عرضيا في ال -
 بالإضافة لتغيرات الدخل الحاصمة أولًا . 

 الحل :

 أي : 1989و  1988لحساب متوسط استيلبك الفرد الواحد نقوم أولًا بحساب الدخل الفردي السنوي لعامي 

300وحدة نقدية 
)10(20

)10(6000
6

6

1988 X 

320وحدة نقدية 
)10(21

)10)(6000(12.06000
6

6

1989 


X 

 : 1989و  1988وبالتالي فإن مقدار تغير الدخل الفردي 

20x 

لإيجاد متوسط استيلبك الفرد الواحد لا بد من إيجاد مقدار الزيادة المتوقعة لاستيلبك الفرد الواحد والتي يمكن 
 لمجيول في علبقة المرونة :حسابيا من خلبل تطبيق المرونة وذلك لأنيا العنصر الوحيد ا

gky
y

.3
30

300

20
5.1 1

1 


 

 : 1989ويكون مقدار الاستيلبك الفردي في عام 

gky .333301  

 أما الكميات الواجب توفرىا في السوق فتبمغ :

GKQ .)10(693)10)(21(33 36

1  

 33متوسطاً من السمعة . يبمغ من أجل تحقيق الطمب الثاني نطبق قانون المرونة ولكن عمى أساس أن ىنالك طمباً 
 كغ أي : 32كغ وليس 

GKy
y

.6.6
33

40

5
6.1 2

2 


 

 وبالتالي يكون التغير الإجمالي في متوسط استيلبك الفرد الواحد من المادة المدروسة :

gkyyy .6.36.6321  

تغير الدخل أولا ومن ثم تغير والكمية الناتجة تمثل مقدار التغير الإجمالي في استيلبك الفرد اخذين بعين الاعتبار 
 الأسعار .

 تطبيقات المشتقات في دراسة التوابع الإنتاجية : 3.6
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إن دراسة المشتقين الأول والثاني لأي تابع من التوابع الاقتصادية ، يمكننا من دراسة الخواص المختمفة لتمك 
 س ذلك من خلبل الأمثمة التالية :الظواىر من حيث تطور اتجاه الظاىرة والقيم العظمى والصغرى . وسوف ندر 

 ( : 9 -6مثال )

 لنفترض أن الطمب عمى سمعة والسعر عمى ىذه السمعة يرتبطان وفق العلبقة التالية :

20

600




x
P 

 حيث :

P . سعر السمعة 

x . الطمب عمى السمعة 

 تغير الإيراد بتغير الطمب .والمطموب : دراسة كيفية 

 الحل :

 نعمم أن الإيراد يتحدد بالعلبقة التالية :

 الإيراد = عدد الوحدات المباعة * سعر مبيع الوحدة الواحدة 

 فيكون : Iنرمز للئيراد بالرمز 

PxI .  

 بالتعويض نجد :

20

600




x
xI 

 بتغير الطمب نحسب المشتق أولًا : Iكيفية تغير الإيرادلدراسة 

2

2

)20(

12000

)20(

600)20(600









x
I

x

xx
I

x

x

  

 

xIنلبحظ أن   .ًموجب دائما 

 أما المشتق الثاني يساوي :
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3)20(

24000






x
I x 

 .0xI تعبر عن قيم موجبة دائماً ( ، أي : xوىو سالب دائماً )

 وبالتالي لمتابع نياية عظمى .

ذلك يعني أن مع ازدياد الطمب يوماً بعد يوم فإنو لابد للئيراد أن يصل لنيايتو العظمى وذلك من أجل بيع عدد 
 محدد من السمعة المدروسة . 

السمع وذلك لتحقيق الإيراد الأعظمي ، أما الإنتاج وبشكل عشوائي وىذا يعني أنو لابد من إنتاج عدد كاف من 
 ومتزايد فلب يحقق دوماً الإيراد الأعظمي .

 ( :,1 -6مثال ) 

 لبقة :وفق الع xفإذا عممت أن التكاليف الكمية للئنتاج تتبع عدد الوحدات المنتجة  xتقوم منشأة صناعية بصنع 

80015
50

1 2  xxc 

ن سعر السمعة يرتبط بعدد الوحدات المنتجة بالعلبقة :  وا 

xP 01.050 

 والمطموب تحديد قيمة الربح الأعظمي الذي يمكن لممنشاة أن تحققو .

 الحل :

 تابع الإيراد يساوي:

21.050)1.050( xxxI  

 والتكاليف الكميةتابع الربح = الفرق بين الإيراد 

80015
50

1
1.050 22 



xxxxR

cIR

 

 بالإصلبح نحصل عمى المعادلة النيائية التالية :

8003512.0 2  xxR 

 ويتحقق الربح الأعظمي عندما يكون لتابع الربح نياية عظمى . لذلك نجد المشتق الثاني :

3524.0  xRx 
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 التي تعدم معادلة الربح :xوبالتالي نجعمو مساوياً لمصفر لمحصول عمى قيمة 

146

03524.00





x

xRx 

 وبالحصول عمى المشتق الثاني لمعادلة الربح نجد :

024.0 xR 

وحدة بالسنة  146. أي أن المنشأة تحقق ربحاً أعظميا إذا ما تم تصنيع  146xلمتابع نياية عظمى عند النقطة 
 فقط وبذلك يكون السعر الموافق ليذه الوضعية محدد بالعلبقة :

4.35)146(
10

1
50 P 

 بتعويض ىذه القيمة في معادلة الربح نحصل عمى إجمالي الربح الأعظمي : 

 

 مي :ويمكن أن نجد تمك القيم بطريقة أخرى كما ي

 نقوم بإيجاد تابع الإيراد الحدي ونساويو مع تابع التكمفة الحدية كما يمي :

 تابع الإيراد يساوي :

21.050 xxI  

 أما تابع الإيراد الحدي يساوي :

xI x 1.050 

 أما تابع التكمفة يساوي :

80015
50

1 2  xxc 

 تابع التكمفة الحدية يساوي :

15
25

1
 xcx 

 بمساواة تابع الإيراد الحدي مع تابع التكمفة الحدية ، ينتج لدينا عدد الوحدات المباعة كما يمي :

146

15
25

1
1.050





x

xx 

 التكاليف الكمية  –الربح الأعظمي = الإيرادات 
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8003512.0 2 



xxR

CIR 

 ، نجد :146xبالتعويض بقيمة 

08.1752R 

 تطبيقات المشتقات الجزئية في الأبحاث الاقتصادية : 1.6

تناولنا سابقاً الظواىر الاقتصادية التي تتأثر بمتغير واحد فقط ، ولكن حياتنا اليومية الاقتصادية تشمل ظواىر عدة 
 تتأثر بعدة عوامل ويعبر عنيا رياضياً :

),...,,,( 321 nxxxxy  

الاستخدامات التي تطبق عمى المشتق العادي بالنسبة لممسائل الاقتصادية ، يمكن تعميميا بالنسبة لممشتق إن نفس 
الجزئي . بالنسبة لمفاىيم التوابع الحدية والمرونة وكذلك مسائل النيايات الصغرى والنيايات العظمى . سوف نورد بعض 

 الأمثمة الاقتصادية .

 ( :11 -6مثال ) 

 والمتعمق بعدة عوامل كما يمي :yبع الإنتاج ليكن لدينا تا

1004634),,( 222  AKAKLAALKfy 

 حيث :

A . يعبر عن عامل الأرض 

L . يعبر عن عامل العمل 

K . يعبر عن عامل رأس المال 

 الحدية لمعوامل الثلبثة إذا عممت أن :والمطموب تحديد الإنتاجية 

25,10,4  KAL  

 الحل :

تتحد معادلة الإنتاجية الحدية بالمشتق الأول لتابع الإنتاج وبالتالي فإن الإنتاجية الحدية بالنسبة للؤرض ما ىي إلا 
 المشتق الجزئي الأول لتابع الإنتاج بالنسبة لعامل الأرض .

4128 



AKLAy

A

y
A 

KALبالتعويض بقيم   المعطاة نجد :,,

3324Ay 
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 أما الإنتاجية الحدية بالنسبة لعامل العمل فنجد :

4004 2 



AL

L

y
A 

 أما الإنتاجية الحدية بالنسبة لعامل رأس المال فنجد :

75066 2 



AKK

K

y
A 

 

  : تطبيقات المشتقات الجزئية في دراسة الأسعار 

تخضع الأسعار لكثير من التقمبات والتغيرات مما يجعميا مادة أساسية لمدراسة الاقتصادية ، والأخص فيما 
 يتعمق بمرونتيا . 

 (:11-6مثال )

 : Aليكن لدينا تابع الطمب عمى السمعة

axPD AA 10102  

 : حيث

AP  سعر السمعةA . 

L . الدخل الفردي 

K . ثابت ما 

 .5AP. بالنسبة لسعرىا المحدد بالقيمة  Aوالمطموب إيجاد مرونة الطمب عمى السمعة 

 الحل : 

 فإنو يكون : 5APبالنسبة لسعرىا المحدد بالقيمة  Aفإذا أردنا حساب مرونة الطمب عمى السمعة 

A

A
PAPD

D

P
DE

AAA //
 

10010
)2(/




xP

P
E

A

A
PD AA

 

ax
E

AA PD
555

5
/


 

ax
E

AA PD



11

1
/ 
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 : المرونة الانعكاسية 

 لتأثيرات تغير الأسعار عمى سمع أخرى . Aوىي المرونة التي تدرس مدى استجابة الطمب عمى سمعة 

 (:11-6مثال )

 تابع الطمب عمى سمعة يخضع لمعلبقة : ADلنفرض أن 

50
1

5
2


B

BAA
P

PPD 

 حيث :

AP  سعر الوحدة الواحدة من السمعةA . 

AP  سعر الوحدة الواحدة من السمعةB . البديمة 

 إذا عممت أن أسعار التوازن ىي : 

9,3  BA PP  

 والمطموب :

 ABPويتناقص  2.21بمقدار  APالمدروسة عندما يتزايدAإيجاد مقدار التغير في كمية الطمب عمى السمعة  -
 ،  وذلك اعتباراً من وضع التوازن . 2.22بمقدار 

 .Aأوجد مرونة الطمب عمى السمعة  -
 .Bالسمعة بالنسبة لسعر Aأوجد المرونة الانعكاسية لتابع الطمب عمى السمعة  -

 الحل : 

 لدينا :

B

B

A
A

A

A
A dP

P

D
dP

P

D
dD









 

 ويمكن كتابتيا بدلالة التزيدات الحقيقية للؤسعار كما يمي :

BPAAPAA PDPDdD
BA
 // 

 ولنحسب الآن المشتقات الجزئية :

30)3(1010/ 
APA PD

A
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51.7

)9)(92(

1

92

)3(5

))(2(

1

2

5

2

1

)5(
2

1

2

2

2

/


















BBB

A

B

B

A

B

PA

PPP

P

P

P
P

P
D

B

 

 ثم نعوض في معادلة التغير ، فنجد :

15.0)02.0(51.7)01.0(30  AD 

قد أدى بالمحصمة إلى انخفاض   Bالسمعة وكذلك عمى   Aىذا يعني أن التغير الذي حصل عمى سعر السمعة 
 وحدة . 2.15بمقدار  Aالسمعة في الطمب عمى 

 بالنسبة لسعرىا : Aالسمعة لحساب مروة الطمب عمى 

A

A

A

A
PD

D

P

P

D
E

AA
.

/ 


 

 وبإجراء التعويضات والإصلبح نجد :

50
1

5

)30(
2

/





B

BA

A
PD

P
PP

P
E

AA
 

 

 

 

 فيو : Bبالنسبة لسعر السمعة  Aأما المرونة الانعكاسية لتابع الطمب عمى السمعة 
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يتأثر بدرجة اكبر نسبياً عندما يتزايد سعرىا عما لو تزايد سعر السمعة Aالسمعة أن ذلك يعني أن الطمب عمى 
 البديمة .
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 تمارين غير محمولة


