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 :Laplace-Stieljes Transformستيلجس  -عاشراً: تحويل لابلاس
 عن  ذ يعرف تحئيل، 𝒇(𝒙)متغير عشووئي م مئ م ممووتدر ب يثا ة   ا   Xبفرض  

 ستيلجس لهذي يلمتغير و قً  ثلعلاقا يثت ثيا:-لابلاس

 

 

 

 ستيلجس:-خواص تحويل لابلاس

1 −       �̃�(0) = 1 
2 −       |�̃�(𝑠)| ≤ 1 

3 −       �́̃�(0) = −𝐸𝑋  , �̃�(𝑘)(0) = (−1)(𝑘)𝐸(𝑋𝑘) 

 البرهان:

1-     
 �̃�(0) = 𝐸(1) = 1 

  ث ين : -2

�̃�(𝑠) = 𝐸𝑒−𝑠𝑋 = ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ; 𝑠 ≥ 0

∞

0
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|�̃�(𝑠)| ≤ |∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

|

≤ ∫ |𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥   … (1)

∞

0

 

 وثكن:

𝑠 ≥ 0 ⟹  −𝑠 ≤ 0 ⟹ −𝑠𝑥 ≤ 0  

⟹ 𝑒−𝑠𝑥  ≤ 𝑒0 = 1 ⟹  𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥) ≤  𝑓(𝑥)  

       ⟹  ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ≤  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1  

∞

0

 … (2)

∞

0

 

|�̃�(𝑠)|نج  أن   (2( و )1)  من  ≤  محققا. 1

 :ث ين   -3

�̃�(𝑠) = ∫ −𝑥 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

∞

0
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⟹  �́̃�(0) = − ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − 

∞

0

𝐸𝑋 

�̃�(𝑘)(s) = ∫ (−𝑥)𝑘 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

∞

0

 

⟹  �̃�(𝑘)(s) = ∫ (−1)𝑘 𝑥𝑘 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

∞

0

 

⟹  �̃�(𝑘)(0) = ∫ (−1)𝑘 𝑥𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥    

∞

0

 

⟹  (−1)(𝑘) ∫  𝑥𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (−1)(𝑘) 

∞

0

𝐸(𝑋𝑘) 

 :تمرين
لابلاس لهذي -متغير عشووئي م ممووتدر مئ مف وبفرض أن تحئيل سووتيلجس  Xثيكن 

 يلمتغير ثه يثشكل:

�̃�(𝑠) =
𝑎

𝑠 + 2
 

 .𝐸𝑋2و  𝐸𝑋و  aويلمطلئب أو   يث  بت 

 الحل:
 ث ين : a لإيج د 
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�̃�(0) = 𝐸(1) = 1 ⟹ 1 =
𝑎

0 + 2
⟹ 𝑎 = 2 

𝐸𝑋لإيج د    ث ين :  

�̃�(𝑠) =
𝑎

𝑠 + 2
⟹   �́̃�(𝑠) =

−2

(𝑠 + 2)2
   

⟹ 𝐸𝑋 = −�́̃�(0) = −
−2

(0 + 2)2
=

1

2
 

 ث ين : 𝐸𝑋2لإيج د  

 �́̃�
́

(0) = (−1)2𝐸𝑋2 

 وثكن:

 �́̃�
́

(𝑠) =
4(𝑠 + 2)

(𝑠 + 2)4
 ⟹   �́̃�

́
(0) =

1

2
= 𝐸𝑋2 
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 :Erlang Distribution توزيع ايرلنغ

متغير عشوووئي م مموووتدرف عن  ذ نقئذ عن تذي يلمتغير عنه وزووو  ثتئ ي     Xبفرض 

بئسيط  kييرثنغ من يلمرتبا 
𝑘

𝜆
متحئذ ةل منه  وز  ثلتئ ي   kعذي ة ن مجدئع ثوووو  

يلأسم بئسيط 
1

𝜆
 ف يعطى ت ب  ة   ته ب ثشكل: 

𝑓(𝑥) = 𝜆 
(𝜆𝑥)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
  𝑒−𝜆𝑥 ; 𝑥 > 0, 𝜆 > 0, 𝑘 = 1,2, … 

 :k-ستيلجس ثتئ ي  ييرثنغ-تحئيل لابلاس

�̃�(𝑠) = 𝐸𝑒−𝑠𝑋

= ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝜆 
(𝜆𝑥)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
  𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥

∞

0

=
𝜆𝑘

(𝑘 − 1)!
∫ (𝑥)𝑘−1  𝑒−(𝑠+𝜆)𝑥𝑑𝑥

∞

0

 

 لإ ريء تذي يثتك مل نفرض أن:

(𝑠 + 𝜆)𝑥 = 𝑦  
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 وب ثت ثم يكئن:

𝑥 =
𝑦

𝑠 + 𝜆
  ⟹  𝑑𝑥 =

𝑑𝑦

𝑠 + 𝜆
 

 يثعلاقا يلأخيرة نج :نب ذ في 

�̃�(𝑠) =
𝜆𝑘

(𝑘 − 1)!
∫ (

𝑦

𝑠 + 𝜆
  )𝑘−1  𝑒

−(𝑠+𝜆)
𝑦

𝑠+𝜆
  𝑑𝑦

𝑠 + 𝜆

∞

0

=
𝜆𝑘

(𝑘 − 1)!
 (

1

𝑠 + 𝜆
  )𝑘  ∫ (𝑦 )𝑘−1  𝑒−𝑦  𝑑𝑦

∞

0

=
𝜆𝑘

(𝑘 − 1)!
 (

1

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘

. Γ(𝑘) = (
𝜆

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘

 

 

 

 

 :k-نئ   يلآن يثتئق  ثتئ ي  ييرثنغ

𝐸(𝑋) = − �́̃�(0) 

⟹ �̃�(𝑠) = (
𝜆

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘
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 �́̃�(𝑠) = 𝑘 (
𝜆

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘−1 −𝜆

(𝑠 + 𝜆)2
 ⟹   �́̃�(0) = 𝑘.

−1

𝜆

=
−𝑘

𝜆
 

 

 

 

 :k-عيج د يثتب ين ثتئ ي  ييرثنغ

𝐸𝑋2 =  �́̃�
́

(0) 

 �́̃�
́

(𝑠) = 𝑘! (𝑘 − 1) (
𝜆

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘−2 (−𝜆)2

(𝑠 + 𝜆)4

+ 𝑘 (
𝜆

𝑠 + 𝜆
  )

𝑘−1 2(𝑠 + 𝜆)𝜆

(𝑠 + 𝜆)4
 

⟹ 𝐸(𝑋) =
𝑘

𝜆
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⟹   �́̃�
́

(0) = 𝑘! (𝑘 − 1) (
𝜆

0 + 𝜆
  )

𝑘−2 (−𝜆)2

(0 + 𝜆)4

+ 𝑘 (
𝜆

0 + 𝜆
  )

𝑘−1 2(0 + 𝜆)𝜆

(0 + 𝜆)4

=
𝑘2 − 𝑘

𝜆2
+

2𝑘

𝜆2
=

𝑘2 + 𝑘

𝜆2
 

⟹ 𝑣𝑎𝑟(𝑋) =
𝑘2 + 𝑘

𝜆2
− (

𝑘

𝜆
)

2

=
𝑘

𝜆2
 

 

 

 

⟹ 𝑣𝑎𝑟(𝑋) =
𝑘

𝜆2
 


