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 Markov Chains  ماركوفسلاسل  
سطاؤه     t∈T{Xt}ليكن  شوائي ماركوفي مجموعة و قطعة )قابلة للعد على من Tطوري ع

 الأكثر( عندئذ يدعى هذا الطوري بسلسلة ماركوف.

تا  ي نكق                 ل ية ارققطعة برق  يلي ماركوف اللمناة التمن نطابق في سلالالالامسلالالالا  

𝑡𝑛 = 𝑛   لك𝑛 ∈ ℕ وبالقالي يمكن  ن نكق  عوضلالالاان عن ،𝑋𝑡𝑛  بلالالالالالالالا𝑋𝑛 ،

 تحقق العمقة القالية  n∈ℕ{Xn}وبالقالي سلسلة ماركوف 

𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑦|𝑋𝑛 = 𝑥,𝑋𝑛−1 = 𝑥𝑛−1, … , 𝑋1 = 𝑥1, 𝑋0 = 𝑥0)

= 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑦|𝑋𝑛 = 𝑥) 

𝑛وذلك من  ج  ك   ∈ ℕ ك   و𝑦, 𝑥, 𝑥𝑛−1, … , 𝑥1, 𝑥0 ∈ ℝ  ،دعى عندئذ ت

ضاء يدعى             صر في هذا الف سلة وك  عن سل ضاء الحالاة لل سلة بف سل مجموعة قي  هذه ال

 .حالة للسلسلة

   Homogeneous Markov Chainسلسلة ماركوف المتجانسة    تعريف

بفضلالالااء حالاة منفصلالالا  عندئذ يقاذ عن هذه  سلالالالسلالالالة ماركوف n∈ℕ{Xn}ليكن 

 السلسلة إنتا مقجانسة إذا تحقق الشرط 

𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑦|𝑋𝑛 = 𝑥) = 𝑃(𝑋1 = 𝑦|𝑋0 = 𝑥) 
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بخطوة واحدة لا يقغير بمرور  𝑦إلى الحالة  𝑥من الحالة هذا يعني  ن احقماذ الانققاذ 

 .n،  ي  ن هذا الاحقماذ مسقق  عن التمن )عدي الخطواة(

 One-Step Transition Matrixمصفوفة الانتق ال بخطوة واحدة  تعريف  

سلة ماركوف ارقجانسة بفضاء حالة       n∈ℕ{Xn}ليكن  𝐸سل = {0,1,2, … } ،

  𝑦إلى الحالة  𝑥احقماذ الانققاذ من الحالة  فإن

𝑃𝑥𝑦 = 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑦|𝑋𝑛 = 𝑥) ; 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 

 تعطى بالشك   n∈ℕ{Xn}ومصفوفة الانققاذ الاحقمالية للا 

𝑃 = (𝑃𝑥𝑦) = (

𝑝00 𝑝01 𝑝02 …

𝑝10 𝑝11 𝑝12 …
𝑝20
⋮

𝑝21
⋮

𝑝22
⋮

…
⋱

)  

 وعناصر هذه ارصفوفة تحقق الشروط الآتية 

𝑃𝑥𝑦 ≥ 0 

∑ 𝑃𝑥𝑦

∞

𝑦=0

= 1   ; 𝑥 = 0,1, … 

كان الفضلالالالالااء      حاذ  قه  Eفي  𝐸 ي  من = {1,2, … ,𝑚}   فإن𝑃   بة من اررت

𝑚 ×𝑚   ي لها الشك  
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𝑃 = (𝑃𝑥𝑦)𝑚×𝑚 = (

𝑝11 𝑝12 … 𝑝1𝑚
𝑝21 𝑝22 … 𝑝2𝑚
⋮
𝑝𝑚1

⋮
𝑝𝑚2

    
…

⋮
𝑝𝑚𝑚

) 

 إن ارصفوفة التي تحقق عناصرها الشرطين السابقين تدعى بمصفوفة عشوائية.

 𝑥الحالة نمث  الانققاذ من نقوم بقمثي  ك  حالة اما بنقطة  و يائرة  و مربع، ومن ث  

قدره  موج  تمامان    وهذا الانققاذ باحقماذ      𝑦إلى  𝑥بسلالالالات  ينطلق من  𝑦إلى الحالة   

𝑃𝑥𝑦  وفي حاذ𝑃𝑥𝑦 =  لا ترتبط العناصر بست . 0

ومن  ج  احقمالاة البقاء إذا كانت موجبة فإنه يرسلالا  سلالات  مغلق منطلق من الحالة  

  وعائداَ إليتا على شك  قوس يائري

 

 

 من المراتب العلياالانتق ال    احتمالاتتعريف  
 Higher-Order Transition Probabilities 

سلة ماركوف ارقجانسة بفضاء حالة       n∈ℕ{Xn}ليكن  𝐸سل = {0,1,2, … } ،

𝑃ومصلالالالافوفة الانققاذ     = (𝑃
𝑥𝑦
)𝑚×𝑚 ،       فإن احقماذ الانققاذ من الحالة𝑥  إلى

  خطوة يعطى بالشك  nبلا  𝑦الحالة 

𝑥 𝑦 



 د. هادية طهمازسنة ثالثة إحصاء      (1)طوريات عشوائية   

 
5 

 

P𝑥𝑦
(𝑛)
= 𝑃(𝑋𝑛+𝑚 = 𝑦|𝑋𝑚 = 𝑥) ; 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 

مصفوفة الانققاذ بخطوة واحدة هي ذاتتا في حالة كانت سلسلة ماركوف مقجانسة فإن   

𝑃خطوة  ي  nمصفوفة الانققاذ بعد  = 𝑃(𝑛). 

 :Initial Distribution البدءتوزيع  

𝜋𝑥بفرض 
(𝑛)
= 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑥)  احقماذ تواجد السلالالسلالالة عند اللمنة التمنيةn 

𝑛، وعندما يكون xفي الحالة  = 𝜋𝑥فإننا نحص  على  0
(0)
= 𝑃(𝑋0 = 𝑥) 

وهو احقملالااذ تواجلالاد السلالالالالسلالالالاللالاة في اربلالاد   ي لحنلالاة البلالادء، ومجموعلالاة القي     

 𝜋 
(0) = {𝜋𝑥

(0)
; 𝑥 ∈ 𝐸}     سلة ماركوف سل تدعى بالقوزيع البدء  و الابقدائي ل

∑والتي تشلالالالاك  مقجتان احقماليان وذلك لأن        𝜋𝑥
(0)
= 1 

𝑥∈𝐸      ويدعى هذا ارقجه

 .بمقجه توزيع البدء لسلسلة ماركوف

  مثال:

 يقداولون كرة فيما بينت  وفقان را يلي  A,B,Cلنفترض  نه لدينا ثمثة  شخاص 

باحقماذ  Bفإنه يرمي الكرة مباشرة إلى  Aإذا وصلت الكرة للالالا 
1

3
باحقماذ  C و على  

2

3
 Cو  Aفإنه يرمي بتا مباشلالالالارة إلى  ي من  B،  ما إذا وصلالالالالت الكرة إلى المع  



 د. هادية طهمازسنة ثالثة إحصاء      (1)طوريات عشوائية   

 
6 

 

فإنه يرمي بتا مباشرة إلى المع   Cبنفس الاحقماذ،  ما إذا وصلت الكرة إلى المع  

B  باحقماذ
1

4
باحقماذ  Aوإلى المع   

3

4
 وارطلوب  

 بين فيما إذا كانت سلسلة انققالاة الكرة تمث  سلسلة ماركوفية ام لا؟ -1

 ماركوفية فت  هي مقجانسة؟إذا كانت هذه السلسة  -2

 .nعين مصفوفة الانققاذ لهذه ارصفوفة عند الخطوة  -3

يسلالالالااوي  Aإذا كان احقماذ تواجد الكرة لحنة البدء عند         -4
1

2
 Bوعند    

يساوي 
1

3
يساوي  Cوعند  

1

6
 فما هو مقجه توزيع البدء لهذه السلسة؟ 

 للسلسلة ارمثلة لهذه اللعبة. ( و القمثي  البياني)  وجد العرض اراركوفي -5

 الحل:

جد               -1 بآخر توا لة تقعلق  حا لة إلى  حا قاذ من  مالاة الانق نة  ن احق بممح

للكرة في الحالة ولا عمقة لها بقواجدها في اراضلالالالاي، فمثمن احقماذ انققاذ 

ساوي   Cو  Aإلى  ي من  Bالكرة من  ي
1

2
بغض الننر  ين كانت الكرة في  

لة هي اراضلالاي، وبارث  بالنسلالابة لبقية الحالاة. ولذلك فإن هذه السلالالسلالا   

 سلسلة ماركوف.
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نمحظ  ن هذه السلسلة مقجانسة لأن احقمالاة الانققاذ من حالة إلى حالة  -2

 لا تقغير مع مرور التمن.

لقعيين مصلالافوفة الانققاذ لهذه السلالالسلالالة ين  تعيين احقمالاة الانققاذ    -3

 نجد 

𝑝𝐴𝐵 =
1

3
𝑝𝐴𝐶و    =

2

3
𝑝𝐵𝐴و   =

1

2
𝑝𝐵𝐶و   =

1

2
و  

𝑝𝐶𝐵 =
3

4
𝑝𝐶𝐴و   =

1

4
𝑝𝐴𝐴و   = 𝑝𝐵𝐵و  0 = و  0

𝑝𝐶𝐶 = 0. 

 وبالقالي مصفوفة الانققاذ لهذه السلسة هي 

𝑃 =

(

 
 
 
0

1

3

2

3
1

2
0

1

2
1

4

3

4
0)

 
 
 

 

 وفقان للمعطياة فإن مقجه توزيع البدء هو  -4

𝐴 = (
1

2
,
1

3
,
1

6
) 

 العرض اراركوفي للسلسلة ارمثلة لهذه اللعبة  -5
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 ملاحظات:

من تعريف سلالامسلالا  ماركوف ارقجانسلالاة نمحظ  ن احقمالاة الانققاذ من   -1

P𝑥𝑦لذلك سنعقبر  nحالة لحالة بخطوة واحدة غير مقعلق بلا 
(𝑛)
= P𝑥𝑦  

على سبي  القبسيط في الدراسة والوضوح سنأخذ مسققبمن مجموعة الحالاة         -2

 .jو  iبلا  yو  xلذلك سنكق  عوضان عن  ℤمن 

 كولموغوراف:-مبرهنة تشبمان

سلة ماركوف ارقجانسة بفضاء حالة       n∈ℕ{Xn}ليكن  𝐸سل = {0,1,2, … }، 

 عندئذ سيكون لدينا ما يلي محققان 

 (1)      𝑃𝑖𝑗
(𝑘+𝑙)

=∑𝑃𝑖𝑠
(𝑘)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃𝑠𝑗
(𝑙)
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 (2)      𝑃𝑖
(𝑘+𝑙)

=∑𝑃𝑠
(𝑘)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃𝑠𝑖
(𝑙)

 

 البرهان:

,𝑖عندئذ من  ج   ي حالقين  قجانسة سلسلة ماركوف م   n∈ℕ{Xn} لدينا 𝑗 ∈ 𝐸 

,𝑘ومن  ج   ي عديين طبيعين  𝑙 ∈ ℕ  يمكننا  ن نكق  ما يلي 

𝑃𝑖𝑗
(𝑘+𝑙) = 𝑃(𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖) 

= 𝑃(𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗, 𝑋𝑘 = 𝑠 |𝑋0 = 𝑖)                 

= 𝑃(⋃{𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗, 𝑋𝑘 = 𝑠}

 

𝑠∈𝐸

 |𝑋0 = 𝑖)    

=∑𝑃(𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗, 𝑋𝑘 = 𝑠 |𝑋0 = 𝑖)        

 

𝑠∈𝐸

 

          =∑𝑃(𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗 |𝑋𝑘 = 𝑠, 𝑋0 = 𝑖)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃(𝑋𝑘 = 𝑠|𝑋0 = 𝑖) 

=∑𝑃(𝑋𝑘+𝑙 = 𝑗 |𝑋𝑘 = 𝑠)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃(𝑋𝑘 = 𝑠|𝑋0 = 𝑖) 
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           = ∑𝑃(𝑋𝑙 = 𝑗 |𝑋0 = 𝑠)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃(𝑋𝑘 = 𝑠|𝑋0 = 𝑖)      

=∑𝑃𝑖𝑠
(𝑘)

 

𝑠∈𝐸

. 𝑃𝑠𝑗
(𝑙)
                                            

 


