
1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التوابع الخاصة والتكاملات المعتمة



2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3 

 منشورات جامعة حمب
 كــــــــــــــمية العــــــــــــــــموم

 
 
 
 

والتوابعوالخاصع والتخاملاعوالملتصعع
 
 
 
 
 

الدكتورة  الدكتور 

غادة جوجة  شحادة الأسدي 
مدرسة في قسم الرياضيات  أستاذ في قسم الرياضيات 

 
 
 
 
 
 

 مديرية الكتب والمطبوعات الجامعية السنة الثالثة     
  م2014-  هـ 1435قسم الرياضيات          



4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5 

 الفهرس
 

 الفصل الأول
 معمومات أولية

 (13)....................مبرهنات من التحميل العقدي ونظرية المعادلات التفاضمية- 1
 (18)................................................................التابع غاما - 2

( 20) التابع بيتا –(. 20) التكاملات المحددة والمرتبطة بالتابع غاما –(. 18)التعريؼ 
 (.22) العلاقات التابعية –
 (25)...........................................المشتق الموغاريتمي لمتابع غاما - 3

 التمثيلات –(. 27) التمثيلات التكاممية والنشر في سمسمة –(. 26)العلاقات التابعية 
 (.29)المقاربة لمتابع غاما ولممشتؽ الموغاريتمي 

 (36)............................حساب تكاملات بعض التوابع بدلالة التابع غاما - 4
 

 الفصل الثاني
 كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة

 (45)....................................................كثيرات الحدود المتعامدة- 1
 (.52) كثيرات الحدود المتعامدة –(. 48) مبرىنة المعامدة –(. 46)التعريؼ 

 (52)....................................الخواص العامة لكثيرات الحدود المتعامدة- 2
(. 55) خواص الأصفار –(. 54)كريستوفؿ -  علاقة داربو –(. 52)العلاقة التدرجية 

 (.57) خواص كثيرات الحدود الناتجة عف زوجية تابع الوزف –
 (58)...........................................كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة- 3



6 

 كثيرات حدود –(. 62) الإرجاع إلى الشكؿ القانوني –(. 58)المعادلة التفاضمية لموزف 
 كثيرات حدود –(. 63) كثيرات حدود ليجاندر –(. 63)جاكوبي، لاغير وىيرميت 

 (.63)تشيبيشيؼ مف النوع الأوؿ والثاني 
 (65).......................الخواص الأساسية لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة- 4

 –(. 70) علاقة رودريج المعممة –(. 67) المعادلة التفاضمية –(. 66)تعامد المشتقات 
 (.71)المعادلات التفاضمية وعلاقات رودريج لكثيرات حدود جاكوبي، لاغير وىيرميت 

 (76)..............................................................التوابع المولدة- 5
 التوابع المولدة لكثيرات حدود ليجاندر، لاغير –(. 76)استنتاج علاقات التوابع المولدة 

 (.78)وىيرميت 
 (80)...........................................................العلاقات التدرجية- 6

 استنتاج العلاقات التدرجية باستخداـ –(. 81)الأنماط المختمفة لمعلاقات التدرجية 
 (.82)التمثيلات التكاممية 

 (84).............................................................التوابع الكروية- 7
 –(. 91) خواص التوابع الكروية –(. 84)حؿ معادلة لابلاس في الإحداثيات الكروية 

 (.93)العلاقة بيف كثيرات الحدود التوافقية المتجانسة والتوابع الكروية 
 

 الفصل الثالث
 التوابع فوق الهندسية

 (105).............................المعادلات التفاضمية من النمط فوق الهندسي- 1
 الإرجاع إلى الشكؿ القانوني –(. 105)التوابع مف النمط فوؽ اليندسي وخصائصيا 

(109.) 
 (111)..........................المعادلات فوق الهندسية والتوابع فوق الهندسية- 2



7 

تعريؼ التابع  , , ;F z  ( 111 .)– مشتؽ التابع  , , ;F z  ( 115 .)– 
 (.116)العلاقات التدرجية 

 (119)...................................................السمسمة فوق الهندسية- 3
 (.127) حالات شاذة –(. 120) العلاقات التابعية –(. 119)نشر التابع فوؽ اليندسي 

 (131)............................................التوابع فوق الهندسية المنحمة- 4
تعريؼ التابعيف  , ;F z  ، , ;G z ( 132 .)– نشر التابع  , ;F z  في 

 الحالات –(. 139) العلاقات التابعية –(. 137) العلاقات التدرجية –(. 136)سمسمة 
 (.143) التمثيلات المقاربة –(. 142)الشاذة 

 (144).............................................................توابع هيرميت- 5
تعريؼ التابع  H z( 145 .)– النشر في سمسمة –(. 147) العلاقات التدرجية 

(148.) 
 (148)................تمثيل بعض التوابع بدلالة التوابع من النمط فوق الهندسي- 6

 كثيرات –(. 149) كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة –(. 149)بعض التوابع البسيطة 
 كثيرات حدود ىيرميت –(. 151) كثيرات حدود لاغير –(. 149)حدود جاكوبي 

 (.151) التكاملات الناقصية –(. 151)
 

 الفصل الرابع
 التوابع الأسطوانية

 (161)................................................حل معادلة بسل التفاضمية- 1
 النشر المقارب –(. 163) توابع بسؿ مف النوع الأوؿ –(. 161)حؿ معادلة ىيمميولتز 

(169.) 
 (172).............................الصمة بين التوابع الأسطوانية من النوع الأول- 2

 (.175) نشر تابعي ىانكؿ في سمسمتيف صحيحتيف –(. 172)العلاقات التابعية 



8 

 (177)......................................العلاقات التدرجية وعلاقات الاشتقاق- 3
 استخداـ –( 177 .)العلاقات التدرجية التي تربط توابع بسؿ مف النوع الأوؿ والمرتبة 

 (.180)العلاقات التدرجية في حساب بعض التكاملات 
 (182)........................................التوابع الأسطوانية من النوع الثاني- 4

 توابع بسؿ ذات المراتب نصؼ الصحيحة الفردية مف  الشكؿ –(. 182)تابع نييماف 
1

2
m
 

 
 

( 184.) 

 (186)................................................ تكامل بسل–التابع المولد - 5
 (191)...........................................توابع بسل ذات المتغير التخيمي- 6

تعريؼ التابعيف  I zو  K z( 191 .)– الخواص الأساسية لمتابعيف  I zو 
 K z( 192 .)– علاقة التوابع –(. 192) النشر في سمسمة  K zو  K z ،
 nI zو  nI z( 192 .)– السموؾ التقاربي عندما z ( 193 .)– العلاقات 

 التعبير عف التابعيف –(. 193)التدرجية  I zو  K z ذي المرتبتيف نصؼ 
 تمثيؿ سوميرفيمد التكاممي –(. 193)الصحيحتيف الفرديتيف بدلالة التوابع الابتدائية 

تكامؿ فيبير : - (194) تكاملات محددة تحتوي عمى التوابع الاسطوانية –(. 194)
 (.195) تكامؿ سونيف غيغينباور –(. 195)
 (198).............................المعادلات التفاضمية التي ترد إلى معادلة بسل- 7
 

 الفصل الخامس
 التكاملات المعتمة

 (213)...................................التكاملات المعتمة ذات الحدود اللانهائية- 1
 خواص التكاملات –(. 217) طرائؽ حساب التكاملات المعتمة –(. 213)تعريفيا 

 اختبارات تقارب التكاملات المعتمة مف النوع الأوؿ –(. 222)المعتمة مف النوع الأوؿ 
(224.) 



9 

 (244).........................................التكاملات المعتمة من النوع الثاني- 2
 طرائؽ حساب –(. 248) خواص التكاملات المعتمة مف النوع الثاني –(. 244)تعريفيا 

 (.250)التكاملات المعتمة مف النوع الثاني 
 (269)..................................مفهوم القيمة الرئيسية لمتكاملات المعتمة- 3

 
 الفصل السادس

 التكاملات التابعة لوسيط

 (275................................................)التابعة لوسيطالتكاملات - 1
 مشتؽ التكاملات التابعة –(. 276) خواص التكاملات التابعة لوسيط –(. 275)تعريفيا 
(. 288) مكاممة التكامؿ التابع لوسيط –(. 280) تعميـ دستور ليبتز –(. 278)لوسيط 

 (.288) صيغة فوبيني –
 (292)..........................................التكاملات المعتمة التابعة لوسيط- 2

(. 294) اختبارات التقارب المنتظـ لمتكاملات المعتمة التابعة لوسيط –(. 292)تعريفيا 
(. 296)اختبار كوشي لمتقارب المنتظـ . - (294) اختبار وايرشتراس لمتقارب المنتظـ –
 –(. 299) اختبار ديرخميو –(. 298) اختبار آبؿ لمتكامؿ المعتؿ التابع لوسيط –

 –(. 300) النيايات والاستمرار –(. 300)خواص التكاملات المعتمة التابعة لوسيط 
 (.302)المفاضمة والمكاممة 

 
 
 
 
 
 



10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



11 

 المقدمة
القسـ الأوؿ يقع في أربعة فصوؿ ويشتمؿ عمى : يتضمف الكتاب قسميف رئيسييف

إف ىذا . التوابع الخاصة، وأمّا القسـ الثاني فيتعمؽ بالتكاملات المعتمة ويقع في فصميف
الكتاب يغطي مفردات مقرر التوابع الخاصة والتكاملات المعتمة، الذي يدرس لطلاب 

 .السنة الثالثة في قسـ الرياضيات
كُرّست كثير مف الدراسات العممية لكثيرات الحدود المتعامدة والتوابع الأسطوانية 

والتوابع فوؽ اليندسية، إلّا أنّو مف المؤسؼ، قد استخدمت في تمؾ الدراسات آلية رياضية 
معقدة، وعدد مف الطرائؽ الخاصة وقد أدّى ذلؾ الأمر لضرورة وجود كتب تتضمف 

لقد تمكف بعض . عرضاً لنظرية التوابع الخاصة تعتمد فكرة عامة موحدة بسيطة بكفاية
ؾ . ، سوايتيف ب(كثيرات الحدود المتعامدة)غ . المؤلفيف، عمى سبيؿ المثاؿ، سيغيو

أسس نظرية )ب . ؼ و اوفاروؼ ؼ. ، نيكيغوروؼ أ(كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة)
مف إيجاد طريقة أكثر شمولية وأصيمة لدراسة صؼ أوسع مف المعادلات  (التوابع الخاصة

التفاضمية الخطية مف المرتبة الثانية، وتطبيؽ ذلؾ في دراسة التوابع الخاصة مف النمط 
لقد ابتعدت ىذه الطريقة عف العديد مف الأساليب الاصطناعية المستخدمة . فوؽ اليندسي

في الكتب العممية المتعمقة بالتوابع الخاصة، ومف ناحية ثانية سردت باختصار جوىري 
في تحديد العلاقات الرياضية المستخدمة كما أنّيا استخدمت آلية رياضية مختصرة بعيدة 
عف التحويلات التكاممية وكذلؾ النظرية التحميمية لممعادلات التفاضمية ذات النقاط الشاذة، 

لقد أدّى ذلؾ، في . وكذلؾ عف تعاريؼ التوابع المولدة والتكاملات المحيطية المعقدة
مجممو، إلى جودة الدراسات التي اعتمدت ىذه الطريقة، وىذا ما سنعتمده في القسـ 

 .المتعمؽ بالتوابع الخاصة مف ىذا الكتاب
يعتبر الفصؿ الأوؿ مف الكتاب عرضاً تمييدياً لتسييؿ دراسة الكتاب وقد تضمف 
عدداً مف المبرىنات مف نظرية التوابع لممتحوؿ العقدي، وكذلؾ الخواص الأساسية لمتابع 

 .غاما اللازمة لدراسة التوابع الخاصة
يعتبر الفصؿ الثاني أساسياً في ىذا الكتاب، وقد تضمف نظرية كثيرات الحدود 

التقميدية المتعامدة وتعميـ تمؾ النظرية عمى المعادلات التفاضمية مف النمط فوؽ اليندسي 
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وقد استعرضنا أولًا بعض الخواص العامة لكثيرات الحدود المتعامدة الناتجة مف تعامد 
كثيرات الحدود ومف ثـ استعرضنا الخواص الخاصة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، 
والتي ىي في واقع الأمر نتائج لخواص محددة لموزف المتعامد معيا، كما تضمف ىذا 

 .الفصؿ فقرة عف التوابع الكروية
استعرضنا في الفصؿ الثالث المعادلة التفاضمية مف النمط فوؽ اليندسي والتي 

تعتبر تعميماً لممعاجمة التفاضمية الموافقة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، مف أجؿ قيـ 
إفّ حموؿ مثؿ ىذه المعادلات ىي . للأسس غير الصحيحة وقيـ عقدية لمعاملات المعادلة

واستناداً إلى الخواص المعممة لكثيرات الحدود . توابع فوؽ ىندسية منحمة وتوابع ىيرميت
 .التقميدية المتعامدة أمكف الحصوؿ عمى حؿ صريح لممعادلات مف النمط فوؽ اليندسي
تضمف الفصؿ الرابع دراسة لمتوابع الأسطوانية والتي تمتاز بأنيا التوابع الأكثر 

وبغية بناء نظرية التوابع الأسطوانية استخدمنا الصمة . أىمية في تطبيقات التوابع الخاصة
بيف حموؿ معادلة بسؿ التفاضمية والمعادلة مف النمط فوؽ اليندسي، ووفقاً لذلؾ أمكف 
الحصوؿ عمى تمثيؿ بواسوف التكاممي لمتوابع الأسطوانية والذي يعتبر تعميماً لعلاقة 

 .رودريج في كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة
في الفصؿ الخامس تناولنا دراسة التكاملات المعتمة مف النوعيف الأوؿ والثاني وتـ 

 .دراسة خواصيا وكافة اختبارات التقارب لتمؾ التكاملات
خُصص الفصؿ السادس لدراسة التكاملات التابعة لوسيط العادية منيا والمعتمة 

 واستمرار ومكاممة، كما قمنا بدراسة – ونياية –ودراسة كؿ ما يتعمؽ بخواصيا مف مشتؽ 
 .اختبارات التقارب والتقارب المنتظـ لمتكاملات المعتمة التابعة لوسيط

ونظراً لمصعوبة التي يجدىا الطالب في حؿ التماريف فقد أوردنا عدداً لا بأس بو 
 .مف الأمثمة المحمولة التي تمكف الطالب مف تعميؽ فيـ الأسس النظرية

 .أخيراً نرجو أف يحقؽ الكتاب اليدؼ المرجو منو، والله مف وراء اليدؼ
 /    /حمب    

 المؤلفاف
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 الفصل الأول
 معمومات أولية

 
 سنعتمد في عرضنا لنظرية التّوابع الخاصة عمى بعض المبرىنات مف التّحميؿ 

يمكف العودة إلى براىيف ىذه المبرىنات . العقدي، والتي سنصيغيا في بداية ىذا الفصؿ
 .لممؤلّؼ (2)و  (1)في كتابي أسس التّحميؿ العقدي 

إضافةً إلى ذلؾ، يحتوي الفصؿ الأوؿ عمى بعض المعمومات مف نظريّة 
المعادلات التفّاضمية، كما يشتمؿ ىذا الفصؿ عمى الخصائص الأساسية لمتابع غاما 

(Gamma Function) (تكامؿ أولر مف النوع الثاني) z ومشتقّو الموغاريتمي 
 z. 

ذؿبرفـاتذؿنذاؾتّحؾقلذاؾعؼديذوـظرقّةذالدعادلاتذاؾتّػاضؾقة.ذ1§

 . سنستعرض بعض المبرىنات التي سنستخدميا في بناء نظريّة التّوابع الخاصّة
 إذا كاف التاّبعاف (.ؿبرفـةذاؾوحداـقةذ)(1)ؿبرفـةذ 1f zو  2f z تحميمييف 

ذا تطابقت قيميما عمى متتاليفي ساحة   ما مف النقاط ة وا  na متقاربة إلى نقطة 
 فإف  مف السّاحة aداخمية   1 2f z f z في كؿ مكاف مف. 

في حالةٍ خاصّة يتطابؽ التاّبعاف  1f zو  2f z إذا كانا تحميمييف في ىذه 
ذا تطابقت قيميما عمى مجاؿ ما مف السّاحة  .السّاحة وا 

ليكف .  تمعب مبرىنة الوحدانية دوراً ىاماً في مسألة التمديد التحميمي f z ًتابعا 
إذا كاف .  مف السّاحة Eمعرفاً عمى مجموعة  F z تحميمياً في  ذا تطابقت  وا 

قيمو مع  f z عمى المجموعة E فإف التاّبع  F zيسمى تمديداً تحميمياً لمتابع  

 f z عمى السّاحة . 
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 : تنتج مف مبرىنة الوحدانية النّتيجة اليامة التي تحمؿ اسـ مبدأ التمديد التحميمي
، فإف  نقطة تجمّع واحدة عمى الأقؿ، داخؿ السّاحة E إذا كاف لممجموعة 

لمتابع  f z يوجد تمديد تحميمي وحيد في السّاحة . 
 منحنياً قابلًا  ليكف .(تحؾقؾقةذاؾتؽاؿلذالدتعؾّقذبودقطذ)(2)ؿبرفـةذ 

إذا . z ساحة في المستوي العقدي ولتكف للإصلاح في المستوي العقدي لممتحوّؿ 
كاف التاّبع  ,f z معرّفاً ومستمراً بالنّسبة لممتغيريف  : و z  وكاف إضافة ،

 مف أجؿ أي zلذلؾ تحميمياً بالنّسبة لػ   في السّاحة فإف التاّبع  
    ,F z f z d  



 

  ويكوفيكوف تحميمياً في 
    ,zF z f z d   



. 

تبقى ىذه المبرىنة محقّقة مف أجؿ التقّارب المنتظـ لمتكاملات غير الذاتيّة لمتابع 
 F z . ،سنستخدـ في كثير مف الأحياف، الاختبار الآتي لمتقارب المنتظـ لمتكاملات

 :المماثؿ لاختبار وايرشتراس في التقّارب المنتظـ لمسلاسؿ
 إذا كاف التاّبع  ,f z  مستمراً بالنسبة لػ  و z ذا حقّؽ الشّرط   وا 

    ,f z    
 وكاف التكامؿ

   d  


 

 متقارباً فإف التكامؿ
  ,f z d 



 

 . مف zيكوف متقارباً بانتظاـ بالنّسبة لػ 
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 إذا كاف التاّبع .ـتقجة  u z تحميمياً بالنّسبة لػ و z مثبت وتحميمياً بالنّسبة 
2z و1 مثبت في السّاحتيف  وzلػ   وكاف مستمراً بالنّسبة لممتغيريف 

 , zوكاف حلّاً لممعادلة التفّاضمية الخطيّة ، 

      
0

, 0
m

k

k

k

a z u z


 

1في ساحتيف ما  1  2 و 2z    . إذا كانت المعاملات في المعادلة
2z و1 مف أجؿ  وzالتفّاضمية تحميمية بالنسبة لػ   فإف التابع ، u z  

2z و1يحقّؽ المعادلة التفّاضمية المذكورة في كؿ السّاحتيف  . 
 لنمثؿ التاّبع .اؾبرفان  u zومشتقّاتو بتكامؿ كوشي  

    
 

 
1

!

2

k

k

u z dk
u z

i z







 








 

يكوف التاّبع  (2)استناداً لممبرىنة    k
u z تحميمياً بالنّسبة لػ zو  في 

السّاحتيف، وكذلؾ التاّبع  u z . تبعاً لذلؾ تتحقّؽ المعادلة في ساحتيف جزئيتيف
1 2 وz   1، واستناداً إلى مبرىنة الوحدانية تكوف محققة في السّاحتيفو 
2z . 

 لتكف التّوابع .(ؿبرفـةذواقرذتراسذ)(3)ؿبرفـةذ nf z تحميمية في ساحة  ،
ولتكف السمسمة  

0

n

n

f z




 متقاربة بانتظاـ في ساحة جزئية مغمقة 
1 مف الساحة  

إلى تابع  f z . ٍعندئذ: 
يكوف التابع  (1 f z تحميمياً في الساحة . 

2)        
0

k k

n

n

f z f z




. 

تتقارب السمسمة  (3   
0

k

n

n

f z




 بانتظاـ في أي ساحة جزئية مغمقة 
1 مف 

 .الساحة 
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لنلاحظ، في حالة خاصة، أفّ السمسمة التابعية  
0

n

n

f z




 تكوف متقاربة بانتظاـ 

z، وبحيث إنو مف أجؿ كؿ m إذا وُجد عدد مثؿ في الساحة   ومف 
mأجؿ  nتتحقؽ المتراجحة  

  

 1

1
n

n

f z
q

f z

  

و z لا يتعمؽ بػ q حيث إف mf z c  مف أجؿz  (c = const). 

إذا كاف التابعاف  (.4)ؿبرفـةذ 1u z و 2u z  حميف مستقميف خطياً لممعادلة
 التفاضمية

(1.1.1)     0
d du

k z q z u
dz dz

 
  

 
 

 فإف
(1.1.2)    1 2,k z W u u c 
ثابت ما مغاير لمصفر و cحيث  1 2,W u u معيف ورونسكي لمحميف 

  
   

   
1 2

1 2

1 1

,
u z u z

W u u
u z u z


 

 

إذا كاف . بواسطة الاشتقاؽ (1.1.2) بسيولة يمكف التحقؽ مف العلاقة   1 0k z u z  

 عمى الشكؿ (1.1.2) فإنو يمكننا كتابة العلاقة

(1.1.3) 
   

2

2

1 1

ud c

dz u k z u z

 
 

 
 

إذا عُمـ حؿ واحد فقط  1u u z فإف العلاقة، (1.1.1) لممعادلة التفاضمية 

تُمكننا مف إيجاد حؿ آخر مستقؿ خطياً عف  (1.1.3) 1u z لممعادلة التفاضمية 

(1.1.4)    
   

0

2 1 2

1

z

z

d
u z cu z

k u



 
  

 :(1.1.4) لنلاحظ النتيجة اليامة الآتية لمعلاقة
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zلنفرض أنو مف أجؿ  .ـتقجة a يكوف 

        

       1 1 1

, 0

, 0
m

k z z a r z r a

u z z a v z v a


  

  
 

حيث  r z و 1v z  تابعاف مستمراف في جوار ما لمنقطةz a . عندئذٍ يوجد حؿ
آخر مستقؿ خطياً  2u u z ويكوف لو الشكؿ (1.1.1) لممعادلة التفاضمية 

  
     

       

1

2

2

2

, 2 1

ln , 2 1

m

m

z a v z m
u z

z a z a v z m






    
 

   

 

حيث  2 0v a . 

2 لنفرض أولًا أف .اؾبرفان 1m   .بما أف التكامؿ 

 
         

0 0

22 2
1 1

z z

m

z z

d d

k u a r v


 

    





  

zيسعى إلى اللانياية عندما  a وبتطبيؽ قاعدة  (1.1.4)، فإنو مف العلاقة
 أوبيتاؿ نجد

 

 
 

     

 

 
     

  

     

0

2 2

12
11 1 2

2 2

1

1 2

1

lim lim

1

lim
1 2

1 2

z

m

z

m mz a z a

m

mz a

d

a r vu
cv a

z a z a

z a r z v z
cv a

m z a

c

m r a v a



 







  







    



 



 

 


 

  

  
 



 

 لنلاحظ أنو فقط مف أجؿ. بالمثؿ تماماً تثُبت الحالات الأخرى. وىو المطموب
2 1m    0 ينبغي اختيار (1.1.4)فيz a (التكامؿ يتقارب تبعاً لذلؾ). 
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 يكوف الحؿ الثاني  وmبيذه الصورة، ومف أجؿ القيـ الحقيقة لػ  2u u z 
zغير محدود في جوار لمنقطة  a 0، في تمؾ الحالة عندماm  ،1m   أو 

0m  ،1 . 

ذاؾتابعذغاؿا.ذ2§

 يعتبر التابع غاما ىو التابع الأكثر بساطة بيف التوابع الخاصة وفي .تعرقف-ذ1
ف معرفة الخواص التي يتمتع بيا تعتبر شرطاً لازماً لدراسة  الوقت نفسو الأكثر أىمية، وا 

إضافة إلى ذلؾ فإف الكثير مف التكاملات التي تواجينا في . التوابع الخاصة الأخرى
 .التحميؿ، يمكف التعبير عنيا بدلالة التابع غاما

يُعرّؼ تابع أولر غاما  z 0 مف أجؿ Rezبالتكامؿ  

(1.2.1)   1

0

t zz e t dt



    

0 في الساحة z يتقارب بانتظاـ بالنسبة لػ (1.2.1)إف التكامؿ  Rez A   مف 
  وذلؾ لأف وAأجؿ جميع القيـ لػ 

 
1

1

1

; 0 1

; 1

t z

t A

tt
e t

te t

 
 

 

 
 


 

وأف التكامميف 
1

1

0

t dt 

1 و

1

t Ae t dt



 

تبعاً لذلؾ يكوف التابع .  يتقارباف z المعرّؼ 

0 تحميمياً مف أجؿ (1.2.1)بالعلاقة  Rez ( 2، المبرىنة 1انظر الفقرة.) 

بغية التمديد التحميمي لمتابع غاما عمى المستوي العقدي، نقوـ بتجزئة التكامؿ 
 : إلى مجموع تكامميف(1.2.1)

      z P z Q z   
 حيث
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    
1

1 1

0 1

,t z t zP z e t dt Q z e t dt



      

1tمف أجؿ  و Rez Aيكوف لدينا  

 1 1t z t Ae t e t    
وبالتالي فإف التكامؿ المعرّؼ بالتابع  Q z يتقارب بانتظاـ في أي جزء محدود 

 .مف المستوي العقدي، وىو تابع صحيح

لمحصوؿ عمى التمديد التحميمي لمتابع  P z 1 نفرض مؤقتاً أف z وننشر 
teالتابع  في سمسمة  

  
0

1
!

n
nt

n

t
e

n






  

1ztبمكاممة ىذا النشر حداً حداً بالوزف  نجد أف  

 

   
   1 1

1 1

0 0 00 0

1 1 1
1

! ! !

n nn
nz n z

n n n

t
P z t dt t dt

n n n n z

  
  

  

  
    

 
    

 .(إمكانية المكاممة حداً حداً تنتج مف التقارب المنتظـ لمسمسمة الواقعة تحت إشارة التكامؿ)

إف حدود السمسمة  

0

1 1

!

n

n n n z








 ىي توابع تحميمية في جميع نقاط المستوي 

,0العقدي باستثناء النقاط  1, 2,...z    كما إف ىذه السمسمة تتقارب بانتظاـ في أي ،
جميع حدود السمسمة )جزء محدود مف المستوي العقدي غير مشتمؿ عمى النقاط المستثناة 

0في الساحة  z n   0,1,2 مف أجؿ,...n  لا تزيد عف حدود السمسمة العددية 
المتقاربة 

0

1 1

!n n





)  بالتالي فإف مجموع السمسة ىو تابع تحميمي في جميع نقاط المستوي

,0العقدي، باستثناء النقاط  1, 2,...z    ((.3) الفقرة الأولى، المبرىنة رانظ) 
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 تعطي العلاقة

(1.2.2)  
  1

0 1

1 1

!

n

t z

n

z e t dt
n n z


 




  


  

التمديد التحميمي المطموب لمتابع  z عمى المستوي العقدي باستثناء النقاط 
0, 1, 2,...z   والتي ىي أقطاب بسيطة لمتابع غاما . 

 إف صؼ .اؾتابعذبقتا.ذاؾتؽاؿلاتذالمحددةذوالدرتبطةذباؾتابعذغاؿا-ذ2
التكاملات التي يُعبّر عنيا بدلالة التابع غاما واسع جداً، وسنقتصر ىنا عمى مثاليف 

 .سنستخدميما في دراستنا اللاحقة

 :واحدة مف العلاقات الأكثر استخداماً ىي العلاقة

(1.2.3) 
 1

0

Re 0 , Re 0

pt z

z

z
e t dt

p

z p



 




 

 

0إذا كاف  p فإف لبرىاف ىذه العلاقة يكفي إجراء التحويؿ ،s pt ومف ثـ ،
، وأما تعميـ العلاقة الناتجة، مف أجؿ أي عدد مركب (1.1.1)استخداـ التمثيؿ التكاممي 

pقسمو الحقيقي موجب، فيتـ باستخداـ مبدأ التمديد التحميمي ،. 

 بمثابة مثاؿ آخر نستعرض التكامؿ

(1.2.4)    
1

11

0

, 1

Re 0 , Re 0

yxB x y t t dt

x y

 

 

 

بسيولة يمكف التأكد، بأنو مف أجؿ . (تابع أولر مف النوع الأوؿ) بالتابع بيتاوالذي يعرؼ 
مف الفقرة الأولى،  (2) واستناداً لممبرىنة (1.2.4)الشروط المفروضة، يتقارب التكامؿ 

 .y وxيمثؿ ىذا التابع تابعاً تحميمياً بالنسبة لممتغيريف 
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مف أجؿ ذلؾ نستخدـ . مف الممكف التعبير عف التابع بيتا بدلالة التابع غاما
2الطريقة المعممة المشيورة والمطبّقة في حساب تكامؿ بواسوف 

0

xe dx





. 

 لدينا

    
2 1

1 2

0 0

2
x

t xx e t dt e d   
 


      

 ومنو نجد أفّ 

    
     

2 2 1 1
2 2

0 0

4
x y

x y e d d
 

   
 

  
     

 وباستخداـ الإحداثيات القطبية

 cos , sinr r     
 في حساب التكامؿ الناتج نجد

 
         

     

2
1 12

1
2 2 22 2

0 0

1 12
2 22 2

0

4 cos sin

2 cos sin

x y x y
r

x y

x y e r rdr d

x y d





  

  


   



 

  

  

 



 

2cosبإجراء التحويؿ  t  نجد أفّ التكامؿ الأخير يساوي  
1

,
2

B x yوبذلؾ يكوف  

(1.2.5)  
   

 
,

x y
B x y

x y

 


 
 

 تُمكّننا مف إيجاد التمديد التحميمي لمتابع (1.2.5)إف العلاقة  
1

,
2

B x y مف 

 .y وxأجؿ أية قيمة مركبة لػ 
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 لنبرىف عمى أف التابع .اؾعلاؼاتذاؾتابعقة-ذ3 z يحقؽ العلاقات التابعية 
 :الآتية

(1.2.6)    1z z z    

(1.2.7)    1
sin

z z
z




    

(1.2.8)    2 1 1 1
2 2

2 2

z z z z    
        

   
 

تسمى . تمعب ىذه العلاقات دوراً ىاماً في التحويلات المختمفة، والمرتبطة بالتابع غاما
بعلاقة  تسمى (1.2.8) لمتابع غاما، وأما العلاقة بالعلاقة المتممة (1.2.7)العلاقة 

 نكتب ىذه العلاقات (1.2.8) و(1.2.7)، (1.2.6)لبرىاف صحة العلاقات . المضاعفة
 :(1.2.5)كعلاقات تابعية لمتابع بيتا مستخدميف العلاقة 

(1.2.6')  
1

,1B z
z

 

(1.2.7')  ,1
sin

B z z
z




  

(1.2.8')  2 1 1
2 , ,

2

z B z z B z  
  

 
 

 لمتابع (1.2.4)يمكف استنتاج صحة العلاقات ىذه مباشرة بحساب التكامؿ  ,B x y .
 ويتـ تعميـ تمؾ zإف استنتاج ىذه العلاقات يتـ مف أجؿ بعض التحديدات عمى 

 . باستخداـ مبدأ التمديد التحميميzالعلاقات مف أجؿ جميع قيـ 

 نحسب ('1.2.6)لبرىاف العلاقة  ,1B z 0 مف أجؿ Rez باستخداـ العلاقة 
(1.2.4): 

  
1

1

0

1
,1 zB z t dt

z

  

 .('1.2.6)وىو ما يتطابؽ مع العلاقة 
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0 نفرض أف ('1.2.7)لبرىاف العلاقة  1z  (1.2.4) ومف ثـ نستخدـ العلاقة 
xمف أجؿ  z1 وy z : 

  
1

0

1
,1

1

z
t

B z z dt
t t

 
   

 
 

بإجراء التحويؿ 
1

t
s

t



  نجد التكامؿ

  
1

0

,1
1

zs
B z z ds

s

 

 


 

 .يمكف حساب ىذا التكامؿ بالاعتماد عمى نظرية الرواسب
  مف أجؿ ذلؾ، وبدلًا مف المكاممة عمى طوؿ النصؼ 

   الموجب لممحور الحقيقي نكامؿ عمى طوؿ المنحني المغمؽ
 (.1)المبيف في الشكؿ 

 (1)الشكؿ              

 لمتابع

  
1

1

zs
f s

s






 

1s سوى قطب مف أجؿ لا يوجد نقاط شاذة في الساحة المحدودة بالمنحني    ،
1لذلؾ ومف أجؿ  Rيكوف  

    
1

2 Resf s 2 i z

s
f s ds i ie  


  



 

 R وrمف ناحية ثانية يسعى التكامؿ عمى طوؿ محيطي الدائرتيف المتيف نصفا قطراىما 
0rإلى الصفر عندما  و R  وأمّا التكامؿ عمى طوؿ الضفة السفمى لمقطع ،

2فإنو يختمؼ عف التكامؿ عمى طوؿ الضفة العميا لمقطع بالمعامؿ  ize . 
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0rوفقاً لذلؾ وعندما  و R نجد  

   2,1 1 2iz i zB z z e ie     
 .('1.2.7)وىذا يكافئ العلاقة 

x  (1.2.4) نضع في العلاقة ('1.2.8)لبرىاف العلاقة  y z   (0 Re )z: 

    

1
21 1

1

0 0

1 1
, 1

4 2

z

z

B z z t t dt t dt



   
         

   
  

وبما أف القطع المكافئ 
2

1 1

4 2
y t

 
   

 
1 متناظر بالنسبة لممستقيـ 

2
t فإف  

  

1
21

1

2

1 1
, 2

4 2

z

B z z t dt



  
    

   
 

1وبإجراء التحويؿ 

2 2

u
t  نجد  

    
1 1

1
2

2 1 2 1

0

1
,

1 2
, 1

2 2

z

z z

B z

B z z u u du


 

 
 
    

 .بذلؾ نكوف قد أثبتنا العلاقات التابعية لمتابع غاما. ('1.2.8)وىذا يكافئ العلاقة 

بمثابة تطبيؽ عمى تمؾ العلاقات سنحسب قيـ  z مف أجؿ القيـ الصحيحة 
  نجد(1.2.6)مف العلاقة . zونصؼ الصحيحة لممتغير 

  1 !n n   
وذلؾ لأف  1 1  . مف ذلؾ يتضح بأفّ التابع غاما ىو تعميـ لمفيوـ التابع العاممي

1لنضع . إلى جميع القيـ العقدية

2
z  فنجد(1.2.7) في العلاقة  
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 1

2


 
  
 

 

  عمى الشكؿ(1.2.8)ولذلؾ يمكننا كتابة العلاقة 

    2 1 1
2 2

2

z z z z  
     

 
 

1وبوضع 

2
z n في ىذه العلاقة نجد  

  

 

 
2 2

2 1 2 !1

2 2 1 2 !n n

n n
n

n n

   
    

  
 

 . لمتابع غاما لا توجد أصفار في المستوي العقدي.ـتقجة

 لنفرض أف .اؾبرفان 0 0z  . ّ0مف الواضح أفz n ( 1,2,..)n  وذلؾ 
لأفّ    1 ! 0n n    . 0إذا كافz n فإف التابعيف  zو  1 z  

0zتحميمياف مف أجؿ  z .مف ناحية أخرى لدينا 

  
 0 0

0

1
lim 1 lim

sinz z z z
z

z z



 
    


 

وىذا يناقض تحميمية التابع  1 z  0 مف أجؿz z. 

ذ

ذ.الدشتقذاؾؾوغارقتؿيذؾؾتابعذغاؿا.ذ3§

 يجاور التابع غاما، بشكؿ مباشر، التابع المشابو لو

    
 

 
ln

zd
z z

dz z


   


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إف التابع . والذي يستخدـ بشكؿ واسع في التحميؿ الرياضي z تحميمي في جميع 
zنقاط المستوي العقدي باستثناء النقاط  n  ( 0,1,2...)n  والتي ىي أقطاب بسيطة 

 .لو

 لمحصوؿ عمى العلاقات التابعية التي يحققيا التابع .اؾعلاؼاتذاؾتابعقة-ذ1
 z وبذلؾ نأتي (1.2.8)، (1.2.7)، (1.2.6)   نأخذ المشتقات الموغاريتمية لمعلاقات 

 إلى العلاقات التابعية

(1.3.1)    
1

1z z
z

    

(1.3.2)    1 ctgz z z     

(1.3.3)    
1

2ln 2 2 2
2

z z z
 

     
 

 

 لنلاحظ، إضافة لذلؾ العلاقة

(1.3.4)    
1

1

1

n

k

z n z
z k

    
 

 

 .(1.3.1)والتي تنتج، بسيولة، مف العلاقة 

 مف حساب قيـ (1.3.4) و(1.3.3)، (1.3.2)، (1.3.1)تمكننا العلاقات  z مف أجؿ 
 لنرمز بػ. zبعض الأعداد 

    
0

1 1 lnte tdt


       

) بثابت أولر يسمى المقدار  0.5772...)  . 1لنضع

2
z  (1.3.3) في العلاقة 

 فنجد

 1
2ln 2

2


 
    
 

 

1z مف أجؿ (1.3.4)تعطي العلاقة  1 و

2
z العلاقتيف  
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(1.3.5)  
1

1
1

n

k

n
k




     

(1.3.6) 
1

1 1
2ln 2 2

2 2 1

n

k

n
k




 
      

 
 

ذ.اؾتؿثقلاتذاؾتؽاؿؾقةذواؾـشرذفيذدؾدؾة-ذ2

 بالتعريؼ

 
 

 

   

 

 

 0 0

1
lim lim
z z

z z z z z z
z

z z z z z z   

      
     

      

 

إف العبارة  

 

z z

z z

 

 
0، ومف أجؿ القيـ الصغيرة بقدر كاؼٍ لػ  z  ًتتطابؽ تقريبا 

 مع التابع بيتا

  
   

 
,

z z z
B z z z

z

   
  


 

 وذلؾ لأف
    

0 0
lim lim 1 1
z z

z z z
   

       

تبعاً لذلؾ يمكننا الحصوؿ عمى التمثيؿ التكاممي لمتابع  z إذا استخدمنا التمثيؿ ،
1مف المناسب استبعاد المقدار . (1.2.4)التكاممي لمتابع بيتا 

z
 المتضمف في علاقة 

النياية لمتابع  z وذلؾ بدراسة الفرؽ ،   1z . 
 لدينا

     
 

 

 

 

 
   

0

0

1 1

0
0

1
1 lim

1

1
lim 1 , ,

1 1
lim

1

z

z

zz

z

z z z
z z

z z z

B z z B z z z
z z

t t
dt

t t


 

 



 

    
        

    

         

  
  

  

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الأمر ممكف بنتيجة التقارب المنتظـ لمتكامؿ )وبالانتقاؿ إلى النياية تحت إشارة التكامؿ 
نحص عمى التمثيؿ التكاممي لمتابع  (zمف أجؿ القيـ الصغيرة بقدر كاؼٍ لػ  z 

(1.3.7)  
1 1

0

1
, Re 0

1

zt
z dt z

t



    

 

1بنشر 

1 t
 والمكاممة حداً حداً نحصؿ عمى تمثيؿ التابع t في قوى  z في 

 .سمسمة

(1.3.8)    
  0 0

1 1 1
1

1 1n n

z z
n n z n n z

 
 

 

 
         

    
  

  نستخدـ النشر(1.3.7)لبرىاف إمكانية المكاممة حداً حداً في العلاقة 

 
1

0

1

1 1

NN
n

n

t
t

t t





 
 

 

 ولنقدّر الآف التكامؿ

  1 11

0

1

1

N zt t
dt

t

 

 

0بما أنّو، مف أجؿ  Rez0 و 1t تتحقؽ المتراجحة  

 
1

zt t
c

t





 

 ، فإفz ثابت ما يتعمؽ بػ cحيث 

  1 11

0

1

1 1

N zt t c
dt

t N

 


  

 ومنو نجد

 
 

1 11
1

00 0

0

1
lim 1

1

1 1

1

z N
z n

N
n

n

t
dt t t dt

t

n n z











  
   

  

 
  

  

 


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إف السمسمة 
0

1 1

1n n n z





 
 

  
 تتقارب بانتظاـ في الدائرة z R   وذلؾ لأنو 

nمف أجؿ  N R يكوف  

 
  

1 1 1

1 1

R

n n z n n R


 

   
 

وبالتالي فإف السمسمة 
  0

1

1n n n R



  
 مف الفقرة  (3) تتقارب، واستناداً لممبرىنة

 تابعاً تحميمياً في (1.3.8)الأولى يكوف كؿ مف الطرفيف الأيمف والأيسر في العلاقة 
zالمستوي العقدي بأكممو وباستثناء النقاط  n  ( 0,1,2,...)n  واستناداً إلى مبدأ 

0التمديد التحميمي يمكننا ترؾ التحديد المسبؽ  Rez والذي مف أجمو أثبتنا العلاقة 
(1.3.8). 

te بػ tباستبداؿ   نحصؿ عمى تمثيؿ تكاممي آخر لمتابع (1.3.7) في العلاقة 
 z: 

(1.3.9)  
0

, Re 0
1

t zt

t

e e
z dt z

e


  




    

 

ذ.اؾتؿثقلاتذالدؼاربةذؾؾتابعذغاؿاذوؾؾؿشتقذاؾؾوغارقتؿي.ذ3

لإيجاد مقاربي التابعيف  zو  z سنعتمد عمى الخواص المقاربة لمتكامؿ 
ذمف الشكؿ

    
0

, Re 0ztz e f t dt z


  

سنفرض افّ التابع . zمف أجؿ القيـ الكبيرة لػ  f t وجميع مشتقاتو تتزايد مف 
tأجؿ   وليس بأسرع مف القوى المحدودة لػ t . بمكاممة عبارة z بالتجزئة n 

 مرة نجد

  
     

1 1
0

0

k ztn
n

k n
k

f t e r z
z

z z





 


   
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 حيث

      1

0

nzt

nr z e f t dt


  

وبما أف 
   

1
0

k ztn

k
k

f t e

z






 تساوي الصفر عندما t  ّفإف ، 

  
     

1 1
0

0
kn

n

k n
k

f r z
z

z z


 


  

 إذا كاف

(1.3.10)    1

0

n
f t dt




  

فإفّ التمثيؿ الناتج يُمكنّنا مف الحصوؿ عمى التمديد التحميمي لمتابع  z عمى الساحة 
0 Rez وذلؾ لأفّ التكامؿ المعرؼ لمتابع  nr zيتقارب بانتظاـ في ىذه الساحة  .

0في الواقع بما أنّو مف أجؿ  Rezيكوف  
        1 1n nzte f t f t

   

وأفّ التكامؿ    1

0

n
f t dt




بالإضافة لذلؾ وبالاستفادة مف التقدير المذكور .  متقارب

نجد أف التابع  nr zمحدود بانتظاـ في الساحة المذكورة . 
0بالتالي، ومف أجؿ  Rez يكوف لدينا(1.3.10) والشرط الإضافي  

(1.3.11)  
   

 1
0

0
kn

nk
k

f
z R z

z





  

(1.3.12)        1 1

1 1
0

n

n nn n
R z f r z O

z z 

         
 

ىذا، وكذلؾ لاحقاً، سنعتمد الترميز    2f z O f z    0 مف أجؿz z إذا حقؽ 
التابعاف  1f zو  2f z 0 في جوار ما لمنقطةz zالمتراجحة  
    1 2f z c f z 
 . ثابت ماcحيث 
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لمحصوؿ عمى مقاربي التابعيف  zو  z لا يمكف استخداـ العلاقتيف 
 لمتابع (1.3.9)في خلاؼ ذلؾ، مف التمثيؿ التكاممي .  مباشرة(1.3.12) و(1.3.11)

 z ّينتج أف  

    
0

ztz e f t dt



   

 حيث

  
1

1 t
f t

e 



 

 لمحصوؿ أولًا عمى مقارب (1.3.12) و(1.3.11)ولذلؾ يمكننا استخداـ العلاقتيف 
(asymptotic)  z . 1لنلاحظ أنّو مف أجؿ n وىذا (1.3.10) يتحقؽ الشرط ،
 ينتج مف التمثيؿ

(1.3.13)  
1t

t
f t t

e
 


 

ومف أفّ أية مشتقات لمتابع 
 

1

1te 
t مف أجؿ(exponentially) تتناقص أسيّاً  . 

بيذه الصورة نجد أنّو لإيجاد التمثيؿ المقارب لمتابع  z يمكننا استخداـ العلاقتيف 
1 مف أجؿ (1.3.12)، (1.3.11) n: 

(1.3.14)  
   

 
1

1
0

0
, (Re 0)

kn

nk
k

f
z R z z

z






    

 حيث

       1

1 1
, , 0 1 , 0

1 2
n n t

t
R z O f t f f

z e 

 
    

 
 

يمكف التعبير عف الثوابت    0
k

f بدلالة ما تسمى بأعداد (1.3.14) في العلاقة 
، والتي ىي معاملات نشر التابع kBبرنولي  / 1tt e في سمسمة تايمور  

 
0

, 2
1 !

k

kt
k

t t
B t

e k






 


 
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 ينتج أفّ (1.3.13)مف 
   0
k

kf B 1 مف أجؿR  ،  10 1f B  . 
  عمى الشكؿ(1.3.13)بما أنّو يمكف كتابة العلاقة 

    f t t f t   
فإنو استناداً إلى زوجية المشتؽ الثاني لمتابع  f tيكوف لدينا  

    0 0 ; 2 1 ( 1,2,...)
k

kf B k m m     
 يمكف الحصوؿ عمى علاقة تدرجية لأعداد برنولي، إذا استخدمنا التمثيؿ

  
0 1 0

1
! ! !

k
t m k k

k

k m k

Bt
t e B t

k m k

  


  

    

mلنضع  k n  ولنجمع أمثاؿ nt: 

 
 

1

1 0 ! !

n
n m k k

m k

B
t t t

n k k

 


 




  

 ذات الأسس المختمفة في الطرؼ الأيسر والطرؼ الأيمف لممساواة tوبمطابقة أمثاؿ 
 :الأخيرة، نأتي إلى العلاقة التدرجية الآتية

 
 

1

0

0

!
; 1 , 1 ,

! !

n
k k

n k n

k

n
C B n B C

n k k





  


 

 وباستخداـ عبارة (1.3.14) في العلاقة 2n بػ nباستبداؿ    0
k

f بدلالة أعداد 
 :برنولي نأتي إلى التمثيؿ الآتي

(1.3.15)    
1

2
22 2 1

1

1 1

2

n
k

nk
k

B
z R z

z z z






     

1 مرتيف متتاليتيف، فإنو مف أجؿ (1.3.15)بمكاممة التمثيؿ المقارب  nنحصؿ عمى : 

     

   
 

   

1
12

2
1

1
22

2 1
1

1
ln

2 2

1
ln 1 ln

2 2 2 1

n
k

nk
k

n
k

nk
k

B
z A z R z

z kz

B
z B A z z z R z

k k z










     

 
        

 




 

  ثابتاف ما، وB وAحيث 
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              1 2 1

2 ,n n n n

z z

R z R d R z R d   
 

     

lnكما أنّنا نعني بالرمز  z التعييف الرئيسي لموغاريتـ والذي مف أجمو arg z . 
في عبارتي    1

nR zو    2

nR z يُؤخذ التكامؿ عمى طوؿ أي منحف ذاىب إلى 
0اللانياية في نصؼ المستوي  Rez . لنختر بمثابة منحف لممكاممة المستقيـzt  

(1 )t  . ّبسيولة نجد أف 

        1 2

2 2 1

1 1
,n nn n

R z O R z O
z z 

   
    

   
 

 باستخداـ ىذا التقدير نجد

    
1 1

ln 1 ln
2

z B A z z z O
z

   
         

   
 

 والعلاقة (1.2.8) و(1.2.6) نستخدـ العلاقتيف التابعيتيف B وAولتعييف الثابتيف 
التقديرية لػ  z .مف العلاقة 
    ln 1 ln ln 0z z z      
 ينتج أفّ 

  
1 1 1

1 ln 1 ln
2 2

A z z z z O
z

     
           

     
 

0Aومنو فإف   . 1 نجد أفّ (1.2.8)بالمثؿ وبأخذ لوغاريتـ العلاقة
ln 2

2
B . 

 : نجد أخيراً التمثيؿ المقاربB وAبتعويض قيمتي الثابتيف 

(1.3.16)  
1

2

2 2
1

1 1
ln

2 2

n
k

k n
k

B
z z O

z kz z





 
      

 
 

(1.3.17) 
 

 

1
2

2 1 2 1
1

1 1
ln ln ln 2

2 2

1

2 2 1

n
k

k n
k

z z z z

B
O

k k z z





 


 
      

 

 
   

  


 

0ومنو، وفي حالة خاصة، ومف أجؿ  zيكوف لدينا  
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   2

1 1
1 2 1

12

z
z

z z O
e z z


    

        
    

 

zبوضع  nنأتي إلى علاقة ستيرلنغ : 

 ! 2

n
n

n n
e


 

  
 

 

. nمف المفيد أفّ ىذه العلاقة ذات التقريب الجيد صالحة مف أجؿ القيـ غير الكبيرة لػ 
1nعمى سبيؿ المثاؿ مف أجؿ  2 وn  و0.92 عمى !2 و!1 نحصؿ بدلًا مف 

1.92. 
كنا قد فرضنا، حيف استنتاج التمثيميف المقاربيف لػ  zو  z أف 

0 Rez .إفّ ىذا التحديد ليس جوىرياً ويمكف الاستغناء عنو. 
0في الواقع، عندما  Rez أو (1.3.1) يكفي استخداـ العلاقات التابعية 

 ، ووفؽ ىاتيف العلاقتيف يكوف لدينا(1.3.2)

.      
1

1 ctg ctgz z z z z
z

           

بما أفّ  0 Re z  فإنو باستخداـ التمثيؿ المقارب لػ  z نجد  

(1.3.18) 
   

1
2

2 2
1

ln ln ctg

1 1
ln

2 2

n
k

k n
k

z z z z

B
z O

z kz z

 





       

 
     

 


 

ينتج، مف ىذا، أف التمثيؿ المقارب لػ  z في نصؼ المستوي الأيسر يختمؼ عف 
 في نصؼ المستوي الأيمف بالمعامؿ (1.3.16)التمثيؿ المقارب 

 ln ln ctgz z z      . 0لنبرىف عمى أنّو مف أجؿ Rezو 

arg z    (0 ) أي إنّو مف أجؿ arg
2

z


    يمكف تضميف 

المعامؿ الإضافي في 
2

1
n

O
z

 
 
 

z أي إفّ المعامؿ الإضافي يتناقص أسيّاً عندما  

 في الواقع، مف أجؿ التعييف الرئيسي لموغاريتـ. 
  ln lnz z i   
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0حيث أفّ إشارة الموجب تُؤخذ عندما يكوف  Imz وأمّا إشارة السالب فإنيا 
0تؤخذ عندما يكوف  Imz . إضافة لذلؾ، فإنّو مف أجؿz و 

arg
2

z


   يكوف لدينا  

   2 sin2 Imctg 1 1
i z i z

zz

i z i z

e e
z i i O e i O e

e e

 
 

 







         
   

 

zبالتالي، فإنّو مف أجؿ  و arg
2

z


   يكوف  

    2 sin
ln ln ctg

z
z z z O e

 
 


    

 لػ (1.3.16)بيذه الصورة، يكوف التمثيؿ المقارب  z محققاً مف أجؿ شرط وحيد ىو 
arg z    . بما أنّنا كنا قد حصمنا عمى التمثيؿ المقارب لػ ln z بالمكاممة 

مباشرة لمتمثيؿ المقارب لػ  z فإنّو مف الواضح أفّ التمثيؿ المقارب لػ ، ln z 
argيكوف محققاً مف أجؿ  z   . 

 يُمكننا التمثيؿ المقارب لػ .(1)ؿلاحظةذ z مف الحصوؿ عمى إحدى 
  يكوفn ومف أجؿ أي عدد (1.3.5)وفقاً لمعلاقة . تمثيلات ثابت أولر 

  
1

1
1

n

k

n
k




   

وباستخداـ التمثيؿ المقارب لػ  1n  عندما n  ّنجد أف  

 
1

1
lim ln

n

n
k

n
k






 
  

 
 

 مف السموؾ المقارب لمتابع .(2)ؿلاحظةذ z يمكننا الحصوؿ عمى العلاقة ،
 :ذات الاستخدامات الواسعة في التطبيقات العممية

  

 
lim 1 , arg

nz

z a
z

z z
 



 
  


 

ذ
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ذ.حدابذتؽاؿلاتذبعضذاؾتوابعذبدلاؾةذاؾتابعذغاؿا.ذ4§

في حساب بعض  (التابع بيتا)سنبيف في ىذه الفقرة كيفية استخداـ التابع غاما 
 .التكاملات المحددة

 اؾتؽاؿلذؿنذاؾشؽل -1
2

0

cos sinm nx x dx



. 

نما قسميا n وmحيث إف   ليست، في الحالة العامة، أعداداً صحيحة وا 
2cosنفرض أفّ . الحقيؽ موجب x tفنجد  

 

 

     

 

2 22

2 22 2 2

1 1
2 2

cos cos

sin sin 1 cos 1

2cos sin 2 1

mm
m

n n n
n

x x t

x x x t

dt x xdx t t dx

 

    

   

 

وبالتالي فإفّ  
1 1
2 2

1
1

2
dx t t dt

 
  بالتعويض في التكامؿ نجد  

 

 
1 12 1

2 2

0 0

1
cos sin 1

2

1 1

1 1 1 2 2
,

2 2 2
1

2

m n
m nx x dx t t dt

m n

m n
B

m n



 

  

    
                  

 

 

 

22 اؾتؽاؿلذؿنذاؾشؽل -2 2

0

xx e dx





. 

22xبفرض  t ّنجد أف 
1

2

2

t
x

 
  
 

 وأفّ 
1

2
1

2 2
dx t dt



 ّوبالتالي فإف  

2
1

2 2 2

0 0

1 1 3 1 1 1 1
.

2 2 2 8 24 2 4 2 4 2

x tx e dx t e dt


 

     
        

   
  
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 اؾتؽاؿلذؿنذاؾشؽل -3
6

0
1

x dx

x




. 

6xبإجراء التحويؿ  u نجد 
1

6x uو 
5

6
1

6
dx u du



 

 
 

 

2
1

3
6

0 0

1 1 1 2
1 ,

1 6 6 3 3

1 2

1 1 1 23 3

6 1 6 3 3 3 3

x dx
u u du B

x



 
   

    
  

   
    

             
    

 

 

 برفنذأنّ -4 
 

 

1

1

0

1 !
ln

1

n

nm

n

n
x x dx

m






. 

txلنفرض أفّ  e  ّأي أف lnt x  ّوبالتالي فإف tdx e dt  

 

   

       

 

 

 

1 0
1

0

1

1

0

1

ln 1

1 1
1

1

1 !

1

n nm mt n t

n

n m tn

n

n

n

x x dx e t e dt

n
t e dt

m

n

m

  




 





  

  
   








 

 

 اؾتؽاؿلذؿنذاؾشؽل -5 
1

1
1

0

1 ( , , 0)
q

p mx x dx p q m


  . 

mxبإجراء التحويؿ  t أو 
1

mx t نجد 
1

11
mdx t dt

m



 
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   

 

 

1 1 1 1
1 11

0 0

1
1 1

0

1
1 1

1 1
1 ,

1

p m
q qp m m m

p
q

m

x x dx t t t dt
m

p
t t dt B q

m m m

p
q

m

pm
q

m

 
 

 

   

 
    

 

 
  
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ذتمارقنذغيرذمحؾوؾة.ذ5

 احسب التكاملات الآتية- 1
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x x dx x a x dx a    
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x x
dx dx
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
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
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m

p
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x
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a bx


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

 
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m n

a

x a b x
dx x dx
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
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
  

 

1

0 0

sin
10) ; (0 1) . 11) .

1 cos

n
n

m x

n

x
dx k x e dx

k x

 
 


  

 
1

0 0

1
12) ln . 13) ln ; ( 0) .

p

p axdx x e x dx a
x



 
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 
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1 1

0

14) ; (0 1) .
1

p px x
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x
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انظر إلى ىذا التكامؿ عمى أنّو    
0

lim , 1 ,B p B p


 


    

  
1

0

15) ln .z dx 

 برىف صحة العلاقات الآتية- 2

 
1 1 2

4 4
0 0

1) .
41 1

dx x dx

x x




 
  

 4 42

0 0

2) .
8 2

x xe dx x e dx


 

    

  

1
12

1
2

1 0

1
3) 2

n

nn n
m x

m

x e dx
n



 
 



 
  
 

 

  
0

4) 1 lnxe x dx



   

   1 2

0

5) lna xa x e x dx



    

 :احسب التكاملات الآتية باستخداـ التحويؿ المبيف بجاني كؿ منيا- 3

  
 

 
1

11

0

1) 1 ; 1
ba

a b

dx x
x x y p

x px p




  


 

    

 

 
2 1 2 1 21

22
1

1 1 11
2) ;

2 11

m n

m n

x x x
dx y

xx

 





  



 

 
0

3) ; cos 1 2
3 cos

d
x







 


 

 أثبت صحة العلاقات الآتية- 4
    1) , , ; ( 0 , 0)B a b B b a a b   

     
1 1

2) , , 1 1, ; ( 0, 0)
1 1

b a
B a b B a b B a b a b

a b a b

 
     

   
 

 استنتج أفّ .  صحيح موجبbوبفرض أفّ 
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    
 

   

1 !
, ,

1 ... 1

n
B a n B n a

a a a n


 

  
 

  
   

!
3) lim ; ( 0 , 0)

1 ...

a

n

n
a n a b

a a a n
   

 
 

 .غوص_ تعرؼ ىذه العلاقة بأنّيا علاقة أولر

  
1

1
1

1
4)

1

a

n

n
a

aa

n





 
 

  
 
 

 

 

( 5)يمكف التعرّؼ عمى مفيوـ الجداء اللانيائي وتقاربو في كتاب الرياضيات 
 .لطلاب اليندسة الكيربائية والإلكترونية لممؤلّؼ

 
1

1

5)
1

1

n

n

e
e

n







 
 

 

 

  استنتج أفّ (5 و (4استناداً إلى 

 
  1

1
6) . 1

a

a n

n

a
e a e

a n








 
  

  
 

مف ىذه العلاقة احسب  a ومف ثـ  ln a و  a وقارف النتائج التي 
 .تحصؿ عمييا مع ما ورد في الدراسة النظرية

 
       7) , 1, 2, ... , 1 ; ( 1)B p q B p q B p q B p q q        

        8) , , , ,B p q B p q r B q r B q r p   

  
 

      

1 1
, , ... ,

9) ,
, 2 , ... 1 ,

n
B p q B p q B p q

n n
B np nq

B q q B q q B n q q
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    

   
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1 1
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2 2 2 p
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p
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
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 الفصل الثاني
 كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة

 
يشتمؿ ىذا الفصؿ عمى دراسة شاممة لبعض التوابع الخاصة، الأكثر بساطة، وىي 

 .كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة

ذؽثيراتذالحدودذالدتعاؿدة.ذ1§

 تواجينا، في العديد مف المسائؿ الرياضية الفيزيائية، مسألة نشر تابع في -1
لنستعرض . سمسمة فورييو المعممة، وسنذكّر ىنا بالمفاىيـ الأساسية المرتبطة بيذا النشر

، معرّفة عمى مجاؿ xجممة مف التوابع الحقيقة لممتغير الحقيقي  ,a b مف الممكف ألا ،
جزئياً، مف الممكف أف يكوف ليا - يكوف محدوداً، ولنفرض أفّ توابع تمؾ الجممة مستمرة

ليكف . نقاط انقطاع مف النوع الأوؿ f xو  g xيُعرّؼ .  تابعيف ما مف ىذه الجممة
  ليذيف التابعيف بالعلاقةالجداء الداخمي

(2.1.1)      ,

b

a

f g f x g x dx  

 نظيـ التابع fويعرؼ  f xبالعلاقة  

(2.1.2)    

1

2
2,

b

a

f f f f x dx
 

   
 
 

0fمف الواضح أفّ   إذا وفقط إذا كاف   0f x  ( لـ نأخذ بعيف الاعتبار
 (.fقيـ التابع في نقاط الانقطاع والتي لا تؤثر عمى 

 :شفارتز، المعروفة في التحميؿ- إف متراجحة بونياكوفسكي

        

2

2 2

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx
 

 
 
   
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 يمكف تفسيرىا كخاصة الجداء الداخمي
(2.1.3)  , .f g f g 

نقوؿ عف التابعيف  f xو  g x مف جممة التوابع المذكورة أعلاه إنيما 
 متعامداف، إذا كاف جداؤىما الداخمي مساوياً لمصفر

(2.1.4)      , 0

b

a

f g f x g x dx  

في مقابؿ ذلؾ، نقوؿ عف جممة توابع   n x إنيا متعامدة، إذا كاف أي تابعيف 
 :مختمفيف منيا متعامديف

     , 0m nx x m n     
ضافة إلى ذلؾ تسمى ىذه الجممة جممة منظّمة، إذا كاف نظيـ كؿ تابع منيا يساوي  وا 

 .الواحد
 عمى xيعمـ مفيوـ التعامد الذي صغناه مف أجؿ التوابع الحقيقية لمتغير حقيقي 

 التوابع التي قيميا مركبة ويعرّؼ الجداء الداخمي عندئذ بالعلاقة

(2.1.5)      ,

b

a

f g f x g x dx  

، حيث (2.1.1)بدلًا مف العلاقة  g x ىو التابع الذي يأخذ القيـ المرافقة لقيـ التابع 
 g x .مف الواضح أفّ . في ىذه الحالة تفقد خاصة التناظر في الجداء الداخمي معناىا 

 
   

   
2

, ,

, 0

b

a

f g g f

f f f x dx



 
 

وبالتالي فإف مفيوـ النظيـ يبقى كما ىو، دوف أي تغيير، وكذلؾ مفيوـ الجممة 
 .المتعامدة المنظمة

  لتكف جممة التوابع.ؿثال
   ( 0, 1, 2,...)in x

n x e n     
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2ىذه الجممة متعامدة عمى أي مجاؿ طولو 
T




 . في الواقع، مف أجؿ

m n و aعدد حقيقي يكوف  

      
 

 
  2

, 1 0

a T i m n a
i m n x i m n

m n

a

e
x x e dx e

i m n


 

 


 
 

   
 

 إلا أف ىذه الجممة ليست منظمة وذلؾ لأفّ 

  

1

22
a T

in x

n

a

x e dx T
 

  
 
 

 .Tويمكف جعميا، بسيولة، منظمة بقسمة كؿّ منيا عمى 
 .إفّ جمؿ التوابع المتعامدة مناسبة جداً لنشر التوابع الأخرى بدلالتيا

في الواقع، ليكف التابع  f x ممثلًا بسمسمة متقاربة بانتظاـ في جممة التوابع 
المتعامدة   n x ، 0,1,2,...n : 

(2.1.6)        0 0 1 1 ... ...n nf x c x c x c x       
باستخداـ خاصة التعامد، يسيؿ معرفة جميع معاملات السمسمة، فمف أجؿ إيجاد المعامؿ 

nc بػ (2.1.6) نضرب طرفي السمسمة  n x () (بذلؾ تبقى السمسمة متقاربة بانتظاـ) ،
وبالمكاممة عمى المجاؿ  ,a bنجد  

        
0

b b

n k k n

ka a

f x x dx c x x dx  




  

ووفقاً لتعامد الجممة تكوف جميع التكاملات في الطرؼ الأيمف معدومة باستثناء تكامؿ 
kواحد والذي مف أجمو  nويكوف لدينا ، 

    
2

b

n n n

a

f x x dx c  

 ومنو

                                                 

إذا كانت التوابع  (*)  n x حقيقية، فإف    n nx x . 
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(2.1.7)    2

1
b

n n

an

c f x x dx


  

وبفرض أفّ الجممة   n xلا تشتمؿ عمى تابع مطابؽ لمصفر . 
 لمتابع بسمسمة فورييه المعممة (2.1.6)تسمى السمسمة  f x بالنسبة لمجممة 

المتعامدة   n x مف أجؿ . بمعاملات فورييه المعممة (2.1.7) وتسمى العلاقات
المثاؿ المذكور أعلاه، تتطابؽ سمسمة التوابع   in x

n x e    0, 1, 2,...n    
  مع سمسمة فورييو العادية في الصيغة العقدية(2.1.6)

   in x

nf x c e 




 

  الشكؿ(2.1.7)وتأخذ العلاقات 

  
0

1
T

in x

nc f x e dx
T

  

يمعب مفيوـ معامدة جممة، منتيية أو غير منتيية، مف ذ.ؿبرفـةذالدعاؿدة-ذ2
إف ذلؾ يعني استبداؿ توابع جممة معطاة . التوابع دوراً ىاماً في دراستنا اللاحقة n x 

بتوابع  n x ىي تركيبات خطية في التوابع ، n xإف ىذا الأمر . ، متعامدة
يقتضي أف تكوف جممة التوابع   n x مستقمة خطياً وىذا يعني أف أي تابع منيا ليس 

تركيباً خطياً لأي مف التوابع الأخرى في الجممة   n x. 
 أياً كانت جممة التوابع المستقمة خطياً (.1)ؿبرفـةذ  n x  0,1,2,...n  

يمكننا، بشكؿ دائـ، بناء جممة توابع   0

n x ىي تركيبات خطية لمتوابع  k x ،
حيث تشكؿ الجممة   0

n xجممة متعامدة منظمة . 

 بمثابة التابع .اؾبرفان 0

0 x نأخذ التابع  0

0

1
x


 

    0

0 0

0

1
x x 


 
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إف  0 x الجممة ) لا يطابؽ الصفر  n x مستقمة خطياً ومف الواضح أف 
0

0 1  . ًلنختر الآف تابعاً ثانيا 1 xمف الشكؿ : 
    0

1 1 10 0x x     
0وبحيث يعامد التابع 

0 .تبعاً لذلؾ يكوف لدينا 
    0 0

1 0 1 0 10, , 0       
وبالتالي لتحقؽ ذلؾ يكفي أف نأخذ  0

10 1 0,  . 
إف التابع 

1 لا يمكف أف يكوف مطابقاً لمصفر، لأنو في ىذه الحالة يكوف 
 1 x تركيباً خطياً لػ  0 x0بمثابة .  وىذا تناقض

1نأخذ التابع  

    0

1 1

1

1
x x 


 

 بعد ذلؾ نأخذ التابع
        0 0

2 2 20 0 21 1x x x x        
0 معامداً لػ 2 بحيث يكوف 21 و20ونختار الثابتيف 

00 و

1 .بما أف 

    

   

0 0

2 0 2 0 20

0 0

2 1 2 1 21

, ,

, ,

    

    

 

 
 

فإنو يكفي أف نختار  0

20 2 0,  و  0

21 2 1,  . 
إف التابع  2 x لا يمكف أف يطابؽ الصفر، لأنو في ىذه الحالة يكوف تركيباً خطياً في 

01 و0بمثابة .  وىذا تناقض

2نأخذ التابع  

    0

2 2

2

1
x x 


 

 يمكننا الاستمرار بعممية البناء ىذه، دوف تحديد، لنفرض أنّنا قد بنينا التوابع
      0 0 0

0 1 1, ,..., nx x x    
 لنأخذ التابع
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      
1

0

0

n

n n nk k

k

x x x   




  

حيث   0,nk n k x  ومف ثـ نضع  

    0 1
n n

n

x x 


 

ىكذا تكوف الجممة   0

n xىي الجممة المنشودة . 

 واضح مف طريقة البناء السابقة أفّ التوابع (.1)ؿلاحظةذ 0

n x ىي تركيبات 
0خطية لمتوابع  1, ,..., n   . وبالعكس، أي إف التوابع  n x ىي تركيبات خطية لػ 
0 0 0

0 1, ,..., n   . ينتج مف ذلؾ أفّ أي تابع k x تابع يعامد جميع التوابع 
0 0

1 2, ,...k k  
بكلاـ آخر إف أي تابع .  0

n xيعامد      0 1 1, ,..., nx x x   . 
 تتعمؽ ىذه الملاحظة بوحدانية معامدة جممة مف التوابع المستقمة (.2)ؿلاحظةذ

إذا كاف : خطياً وفؽ المفيوـ الآتي x 0 تركيباً خطياً في 1, ,..., n   وكاف معامدأ 
0لػ  1 1, ,..., n    فإنو يختمؼ عف  0

n xبمعامؿ ثابت . 
 في الحقيقة لدينا

(2.1.9)        0

0 0

,
n n

n k k k k

k k

x x x x     
 

   

0nتبعاً لما سبؽ يكوف ) ) .لنأخذ التابع 

      0n
n

n

x x x


 


   

0مف الواضح أفّ ىذا التابع ىو تركيب خطي في  1 1, ,..., n    ( وذلؾ لأف نشره
مف ىذا ينتج أفّ . ويعامد جميع ىذه التوابع (n لا يحتوي عمى kبدلالة   0x  ،
أي إف   0n

n

n

x


 


. 

في نياية ىذه الفقرة سنستعرض مفيوـ التعامد المعمـ، الذي سنستخدمو في دراستنا 
نقوؿ إف جممة التوابع . (مقتصريف عمى التوابع الحقيقية)اللاحقة   n x متعامدة عمى 
المجاؿ  ,a b بالوزف  xإذا كاف  
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(2.1.10)       0 ( )

b

m n

a

x x x dx m n     

مف أجؿ أي تابعيف مختمفيف مف توابع الجممة، وحيث  x- تابع ثابت وغير - الوزف
سالب ومستمر عمى المجاؿ  ,a b . مف الواضح أنّو مف أجؿ  1x  نحصؿ عمى 

 .التعامد العادي
مف الواضح أنّو لمعامدة الجممة . يمكف تعميـ مبرىنة المعامدة عمى المعامدة بالوزف

  n x بالوزف  x يكفي معامدة الجممة     nx x  بالمعنى العادي 
وفقاً لذلؾ، تمثؿ التوابع الناتجة عف المعامدة بجداء . لمتعامد x في التراكيب 

الخطية لمتوابع  k x .إف مثؿ جممة التراكيب الخطية 

(2.1.11)    0

0

n

n nk k

k

x a x 


 

تكوف متعامدة بالوزف  x. 
ليكف التابع  f xمنشوراً في سمسمة متقاربة بانتظاـ : 

(2.1.12)    
0

n n

n

f x c x




 

بدلالة توابع الجممة   n x المتعامدة بالوزف  x لإيجاد المعاملات ،nc في ىذا 
  العلاقة(2.1.7)النشر يكوف لدينا، بدلًا مف العلاقة 

(2.1.13)      2

1
b

n n

n a

c f x x x dx
d

   

 نظيـ التابع ndحيث  n x بالوزف  x: 

(2.1.14)    2

b

n n

a

d x x dx   

 بالتابع (2.1.12) نضرب طرفي العلاقة (2.1.13)بغية استنتاج العلاقة    n x x  
ومف ثـ نكامؿ العلاقة الناتجة آخذيف بعيف الاعتبار التعامد بالوزف  x. 
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 لنستعرض الحالة التي يكوف فييا .ؽثيراتذالحدودذالدتعاؿدة-ذ3
  n

n x x   0,1,2,...n  . ًمستقمة خطيا ، بنتيجة . ىذه التوابع، كما ىو معموـ
معامدة ىذه الجممة عمى مجاؿ مثبت  ,a b وبوزف مثبت  x نحصؿ عمى جممة 

معرفة تماماً مف كثيرات الحدود  nP x المتعامدة والمنظمة عمى المجاؿ  ,a b وفي ،
 ىذه الحالة يكوف

(2.1.15)       0 ( )

b

n m

a

P x P x x dx m n   

(2.1.16)   0 ( )

b

m

n

a

P x x dx m n   

 ينتج أف (2.1.11)مف العلاقة  0

nP x كثير حدود مف الدرجة n. 
 :نورد الآف جدولًا بكثيرات الحدود المتعامدة الأكثر تداولًا في التطبيقات العممية

 كثير الحدود الرمز الوزن المجال
 1,1 1  nP x ليجاندر 

 1,1 
2

1

1 x
  nT x تشبيشيؼ 

 1,1    1 1 , , 1x x
 

        ,

nP x
  جاكوبي 

 ,  2xe   nH x ىيرميت-تشبيشيؼ 
 ,  1xx e       nL x

 لاغير-تشبيشيؼ 
 

ذالخواصذاؾعاؿةذؾؽثيراتذالحدودذالدتعاؿدة.ذ2§

 توجد علاقة تدرجية، مف أجؿ كؿ جممة مف كثيرات حدود .اؾعلاؼةذاؾتدرجقة-ذ1
متعامدة، تربط ثلاثة كثيرات حدود متعاقبة  1nP x ، nP x ، 1nP x. 
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 كؿ ثلاثة كثيرات حدود متعاقبة مف جممة متعامدة (.1)ؿبرفـةذ  nP x ترتبط 
 فيما بينيا بالعلاقة الخطية

(2.2.1)       
2

1 1
1 12

1 1 1

n n n n n
n n n n

n n n n n

a b b a d
xP x P x P x P x

a a a a d

 
 

  

 
    

 
 

حيث 
nd ىو نظيـ  nP x 

    2 2

b

n n

a

d P x x dx  

أما 
naو 

nb فيما معاملا x ذات الأسس الأعمى في كثير الحدود  nP x: 
   1 ... ( 0)n n

n n n nP x a x b x a    
 لننشر كثير الحدود .اؾبرفان nxP x مف الدرجة ، 1n  بدلالة كثيرات 

الحدود  mP x: 
(2.2.2)    n mn m

m

xP x c P x 

 : يمكف إيجادىا بالطريقة المألوفةmncحيث إف الأمثاؿ 

(2.2.3)      2

1
b

mn m n

m a

c P x xP x x dx
d

  

  ينتج أفّ (2.2.3)مف العلاقة 
 2 2

m mn n nmd c d c 
0mnc ينتج أفّ (2.2.2)بما أنّو مف العلاقة   1 مف أجؿm n  فإنّو مف العلاقة 

0mnc ينتج أفّ (2.2.4)  1 مف أجؿm n  .بالتالي 
(2.2.5)        1, 1 1, 1n n n n nn n n n nxP x c P x c P x c P x      

1nxبمقارنة أمثاؿ  و nxقي طرفي ىذه العلاقة نجد  
 1, 1 1, 1,n n n n n n n n mn na c a b c b c a      

 ومنو
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 1
1,

1 1

,n n n
n n nn

n n n

a b b
c c

a a a




 

   

 نحصؿ عمى (2.2.4)وباستخداـ العلاقة 
1,n nc 

: 

 
2

2

1
1, , 1 2

1 1

n n n
n n n n

n n n

d a d
c c

d a d


 

 

 
   

 
 

وبتعويض قيـ 
mnc (2.2.1) نحصؿ عمى العلاقة (2.2.5) في العلاقة. 

 ومربع النظيـ لكثيرات حدود nb وnaنستنتج مف ذلؾ، أنّو بمعرفة المعاملات 
متعامدة كيفية  nP xيمكننا عمى التتالي معرفة كثيرات الحدود تمؾ . 

، تمثؿ معادلة فرقية خطية x، مف أجؿ قيمة مثبتة لػ (2.2.1)إف العلاقة التدرجية 
، تبعاً لذلؾ يوجد ليذه المعادلة حلّاف nمف المرتبة الثانية بالنسبة لممتغير المنفصؿ 

بسيولة يمكف التأكد مف أفّ الحؿ الثاني ليذه المعادلة ومف أجؿ . مستقلاف خطياً 
 ,x a bىو ما يسمى بالتابع مف النوع الثاني  

  
   b

n

n

a

P s s
q x ds

s x




 

لمبرىاف يكفي ضرب . والذي يمعب دوراً ىاماً في النظرية العامة لكثيرات الحدود المتعامدة

 مف أجؿ (2.2.1)طرفي المعادلة  nP s بػ  x

s x




، ومكالمة المعادلة الناتجة بالنسبة لػ 

s مف s a إلى s bومستخدميف المطابقة  

 1
s x

s x x s
 

 
 

 تنتج مباشرة العلاقة (2.2.1) مف العلاقة التدرجية .ذؽرقدتوػل–علاؼةذداربوذ-ذ2
 –بعلاقة داربو التي تمعب دوراً ىاماً في نظرية كثيرات الحدود المتعامدة، والتي تعرؼ 

 :كريستوفل

(2.2.6)            1 1

2 2
0 1

1n
k k n n n nn

k k n n

P x P y P x P y P x P xa

d d a x y

 

 





 

 :لاستنتاج ىذه العلاقة، نستخدـ العلاقتيف التدرجيتيف



55 

       
2

1 1
1 12

1 1 1

k k k k k
k k k k

k k k k k

a b b a d
xP x P x P x P x

a a a a d

 
 

  

 
    

 
 

 و

       
2

1 1
1 12

1 1 1

k k k k k
k k n k

k k k k k

a b b a d
yP y P y P y P y

a a a a d

 
 

  

 
    

 
 

بضرب العلاقة الأولى بػ  kP y والثانية بػ  kP x 2 وبقسمة كؿ منيما عمى

kd 
 وبطرحيما نجد

 

 
   

       

       

1 12 2

1

1
1 12

1

1

1

k k k
k k k k

k k k

k
k k k k

k k

P x P y a
x y P x P y P x P y

d d a

a
P x P y P x P y

d a

 




 



     

   

 

1k مف kبالجمع عمى   حتى k nنجد  
 

 
   

       

       

1 12 2
1 1

0
1 0 0 12

1 0

1

1

n
k k n

n n n n

k k n n

P x P y a
x y P x P y P x P y

d d a

a
P x P y P x P y

a d

 

 

     

   


 

وبما أفّ    0 0 0P x P y a  ،      1 1 1P x P y a x y   فإنّو بالتعويض في ،
 .(2.2.6)العلاقة الأخيرة نحصؿ عمى علاقة تكافئ العلاقة 

ذ.خواصذالأصػار-ذ3

جمقعذأصػارذؽثيرذالحدودذ (1 nP xذتؼعذفيذالمجالذ ,a b. 

لتكف  ,x a bعندئذ يكوف لدينا ، 

 
 

   
   

   
 

 
2b b b

n n n n

n n

a a a

P s P s P x P s
s ds P s s ds P x s ds

s x s x s x
  


 

     
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 تمثؿ العبارة (.Bezout E)استناداً إلى مبرىنة بيزو    n nP s P x

s x




 كثير حدود مف 

الدرجة  1n  بالنسبة لػ s يكوف التكامؿ (2.1.16)، تبعاً لذلؾ واستناداً إلى العلاقة 
 الأوؿ في الطرؼ الأيمف معدوماً، وبالتالي فإفّ 

(2.2.7)  
   

 
     

2b b

n n

n n n

a a

P s P s
s ds P x s ds P x q x

s x s x
  

   

 (2.2.7) عدداً حقيقياً فإفّ التابع المستكمؿ في الطرؼ الأيسر مف xإذا كاف 
 المنتمية لممجاؿ sيحافظ عمى إشارة واحدة مف أجؿ جميع قيـ  ,a b   ,s a b .

بالتالي فإنّو في ىذه الحالة يكوف كثير الحدود  nP x مغايراً لمصفر   0nP x . 
xإذا كاف  i  0 و  يكتب عمى (2.2.7)، فإفّ في الطرؼ الأيسر مف 

 الشكؿ
 

 
   

 
 

   

 

2 2 2

2 22 2

b b b

n n n

a a a

P s s P s P s s
s ds s ds i ds

s x s s

 
  

   


 

    
   

مف الواضح أفّ القسـ التخيمي مف العبارة الناتجة لا يساوي الصفر، ومف ذلؾ ينتج أفّ 
 nP x مغايراً لمصفر أيضاً في الحالة التي يكوف فييا x ًعدداً مركبا . 

بيذا الشكؿ نكوف قد أثبتنا أنّو لكثير الحدود  nP x لا توجد أصفار خارج 
المجاؿ  ,a b . بالتالي فإف جميع أصفار كثير الحدود nP x والتي عددىا n ًصفرا 

تقع داخؿ المجاؿ  ,a b. 
مف البرىاف، يتضح أفّ التابع مف النوع الثاني  nq x لا ينعدـ مف أجؿ 

 ,x a b. 
ذ

جمقعذأصػارذؽثيرذالحدودذذ(2 nP xذبدقطة. 

 كريستوفؿ عندما –لمبرىاف عمى ذلؾ، ننتقؿ إلى النياية، في علاقة داربو 
y x مف أجؿ قيمة مثبتة لػ ،x .باستخداـ قاعدة أوبيتاؿ نجد 
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(2.2.8)  
       

2

1 12 2
0

1n
n

n n n n

k k n

P x
P x P x P x P x

d d
 



     

مف الواضح أفّ  nP xو  nP x ّلا يمكف أف ينعدما معاً في الوقت نفسو، وذلؾ لأف 
 موجبة فعلًا حيث إفّ (2.2.8)العبارة في الطرؼ الأيسر مف  0 0 0P x a . 

أصػارذؽثيريذالحدودذذ(3 nP xذ، 1nP xًذقتخؾلذبعضفاذبعضا. 

لتكف 
ix  1,2,..., 1i n  أصفار كثير الحدود  1nP x . وفقاً لمعلاقة

 لا تتعمؽ إشارة الجداء (2.2.8)   1n nP x P x
 في أصفار  1nP x بػ i إلّا أنّو ،

 إلى ixحيف الانتقاؿ مف 
1ix 

 تتغير إشارة المعامؿ الأوؿ  1nP x
 وبالتالي فإف إشارة 

المعامؿ الثاني  nP x ّيجب أف تتغير، وبالتالي فإف  nP x يؤوؿ إلى الصفر في 
نقطة عمى الأقؿ مف المجاؿ  1,i ix x  . بما أنّو لديناn مجالًا مف الشكؿ  1,i ix x 

، وكؿ مجاؿ منيا يحتوي عمى صفر، عمى الأقؿ، مف أصفار كثير الحدود  nP x 
 صفراً، ىكذا فإنّو، مف الواضح، أفّ بيف كؿ صفريف متتاليف لكثير الحدود nوالتي عددىا 

 1nP x يقع صفر واحد فقط مف أصفار كثير الحدود  nP x. 
ينتج، مما ذكرنا، في حالة خاصة، أفّ كثيرات الحدود المتعامدة لا يمكف أف تؤوؿ 

إلى الصفر في طرفي المجاؿ  ,a b. 
 لتكف .خواصذؽثيراتذالحدودذاؾـاتجةذعنذزوجقةذتابعذاؾوزن-ذ4  nP x 

كثيرات حدود متعامدة عمى المجاؿ  ,a a بالوزف  x وليكف ، x ًتابعا 
 بػ xزوجياً، عندئذٍ باستبداؿ  x نجد(2.1.15) في العلاقة  

       0

a

n m

a

P x P x x dx m n


    

وبما أفّ تابع الوزف  x بدقة عامؿ ) يعيف جممة كثيرات الحدود المتعامدة بشكؿ وحيد
فإفّ  (ثابت   n n nP x c P x  . ومف مقارنة أسس المعاملات الأعمى نجد

 1
n

nc   . إفّ ىذا يعني أنّو إذا كافn عدداً فردياً فإفّ كثير الحدود  nP x يشتمؿ 
ذا كاف xفقط عمى الحدود ذات الأسس الفردية لػ   عدداً زوجياً فإنّو يشتمؿ عمى n، وا 

 حدود ذات أسس زوجية فقط، أي إفّ 
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        2 2

2 2 1,n n n nP x S x P x x t x  
حيث  nS xو  nt x كثيرا حدود ما في x مف الدرجة n . باستخداـ شرط التعامد

m، ومف أجؿ xبالنسبة لكثيرات الحدود ذات الأسس الزوجية لػ  nيكوف  

           

         
 2

2 2

2 2

2 2

0 0

2 0

a a

n m n m

a a

a a

n m n m

P x P x x dx S x S x x dx

x
S x S x x dx S x S x dx

x

 




 

 

  

 

 

 

بذلؾ تكوف كثيرات الحدود    2n nS x P x متعامدة عمى المجاؿ  20,a بالوزف 

   1

1
x x

x
 . 

 بالمثؿ تماماً نجد

 
           

       
2

2 2 2

2 1 2 1

0

0 ,

a a

n m n m

a a

a

n m

P x P x x dx x t x t x x dx

t x t x x x dx m n

 



 

 

 

  

 



 

وبالتالي فإفّ كثيرات الحدود    2 1

1
n nt x P x

x
 متعامدة عمى المجاؿ  20,a 

بالوزف    2 x x x . 

 

ذؽثيراتذالحدودذاؾتؼؾقدقةذالدتعاؿدة.ذ3§

يعتبر صؼ كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، ىو الصؼ الأكثر أىمية، بيف 
تظير كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة في حؿ بعض . صفوؼ كثيرات الحدود المتعامدة

المسائؿ الحديّة في المعدلات الرياضية الفيزيائية وفي العديد مف المسائؿ الأساسية في 
 .ميكانيؾ الكـ، كما تستخدـ غالباً، في الحسابات التقريبية وكذلؾ في تقريب التوابع

ذ.الدعادؾةذاؾتػاضؾقةذؾؾوزن-ذ1
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 تسمى كثيرات الحدود المتعامدة .تعرقف nP x عمى المجاؿ  ,a b بالوزف 
 x بكثيرات حدود تقميدية متعامدة إذا حقؽ تابع الوزف  xالمعادلة التفاضمية  

(2.3.1)        
d

x x x x
dx

      

حيث  x كثير حدود مف الدرجة الأولى، أمّا التابع  x فيتعمؽ بشكؿ المجاؿ 
 ,a bولو الشكؿ  

  محدودافb وaالعدداف 

 

  

 

 

,

,

,

1 ,

x a b x

x a
x

b x


  



 




 a ، محدود b  
b ، محدود a   

a   ، b  

a لا توجد نقاط شاذّة في المجاؿ (2.3.1)بما أنّو لممعادلة التفاضمية  x b  
فإفّ حؿ ىذه المعادلة  x ،يكوف تابعاً قابلًا للاشتقاؽ ومشتقو مستمراً في ىذا المجاؿ 

وبالتالي فإنّو مف الممكف أف يوجد لو شذوذ في طرفي المجاؿ  ,a b. 
لنبرىف عمى أفّ تابع الوزف، بالنسبة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة يحقؽ عمى 

طرفي المجاؿ  ,a b0,1,2مف أجؿ :  الشرطيف الآتيف,...m  

 
   

   

lim 0

lim 0

m

x a

m

x b

x x x

x x x

 

 








 

 سنكتب ىذيف الشرطيف، باختصار، عمى الشكؿ
(2.3.2)      

,
0 , 0,1,...m

x a b
x x x m 


  

 لنبرىف مبدئياً عمى وجود نيايتيف محدودتيف
(2.3.3)    lim m

m
x a

x x x A 


 
(2.3.4)    lim m

m
x b

x x x B 


 

  واضح أفّ (2.3.1)مف المعادلة التفاضمية 
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       

       

2

2

1

1

2

1

1

1 2,

x
x

m m

x
x

x

m m

x

d
x x x x x x dx

dx

mx x x x x dx a x x b

   

  

   

      





 

بالانتقاؿ إلى النياية في العلاقة الأخيرة، عندما 
1x aو 

2x مثبتة نجد أفّ الطرؼ 
 الأيمف ينتيي إلى

      
2

1

x

m m

a

mx x x x x dx     

وبما أفّ العبارة    1m mmx x x x   ىي كثير حدود فإنّو استناداً إلى وجود عزوـ 
تابع الوزف  x

  تكوف قيمة التكامؿ()

      
2

1

x

m m

a

mx x x x x dx     

 .(2.2.4)بالمثؿ تماماً تبرىف المساواة . (2.2.3)محدودة، وىذا بدوره يقود إلى المساواة 
 .m يساوياف الصفر مف أجؿ أيّة قيمة لػmB وmAلنبرىف الآف عمى أفّ الثابتيف

0mAلنفرض العكس، وليكف عمى سبيؿ المثاؿ   مف أجؿ قيمة ما لػ m . إذا كافa 
0محدوداً فإفّ  0A  ّ0 وذلؾ لأف

m

mA a A وفي ىذه الحالة ومف أجؿ ،x a 
 يكوف لدينا

  
 

0A
x

x



 

باستخداـ الشكؿ الصريح لمتابع  x يمكف التأكّد بسيولة بأفّ مف أجؿ ىذا السموؾ ،
لتابع الوزف  x عندما x a ّ0 تكوف العزوـ غير موجودة وليذا فإف 0A  

0mA يكوف mوبالتالي مف أجؿ أيّة قيـ لػ  . 

                                                 

تسمى العبارة مف الشكؿ  )*( 
b

n

n

a

c x x dx  بعزوـ تابع الوزف  x والتي سنفرض وجودىا مف 

n أجؿ القيـ المختمفة لػ  0,1,2,...n . 
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aإذا كاف    0، فإنّو مف أجؿmA  لا يمكف أف تكوف قيمة 
1mA 

 محدودة 
 وذلؾ لأفّ 
    1 lim m

m
x

A x x x x 


    

 و
    lim m

m
x

A x x x 


 

0mA يكوف mىكذا نكوف قد أثبتنا أنّو مف أجؿ أيّة قيمة لػ  . 
0mBبالمثؿ تماماً يُبرىف عمى أفّ   (2.3.2)، وىذا بدوره يعني تحقؽ. 

لإيجاد الأشكاؿ الممكنة لمتابع  x مف (2.3.1) نقوـ بحؿ المعادلة التفاضمية 
 لدينا. (2.3.2)أجؿ الشروط 

    

   

 

 

x x x

x x x

  

  

  
 

 ومنو نجد

  
 

 

 
1

exp
x

x dx
x x




 

 
  

 
 

 نحصؿ عمى العبارات الآتية لتابع الوزف b وaتبعاً لقيـ  x ( بغض النظر
 :(عف عامؿ ثابت

(2.3.5) 

 

(aو bمحدودان ) 

(b وaمحدود ) 

(bمحدود و a  ) 

(b و a  ) 

 

   
   

     

     
 

, 1 , 1
1

, 1

, 1

,

x x

x x

x dx

b a
b x x a

b a b

x a e ax

b x e b

e

 

 

 



 
 

 

 






     

 
    
   

 


 

 بالنسبة لػ (2.3.2)إفّ الشروط الحديّة  x تؤدي إلى الشروط الحدية عمى 
التابع  x: 

 محدوداً فإفّ aإذا كاف  (1  0a  
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 محدوداً فإفّ bإذا كاف  (2 0 b 
3 )  0x   

 محدوديف معاً فإفّ ىذا الشرط يكوف نتيجة لمشرطيف الأوؿ b وaلنلاحظ أنّو إذا كاف 
 .والثاني
 مف إيجاد تابع الوزف (2.3.5) تمكننا العلاقات .الإرجاعذؾؾشؽلذاؾؼاـوـي-ذ2

 x إذا كاف كثير الحدود  x معموماً، مف أجؿ جميع المجالات  ,a b. 
مف الواضح أنّو بتحويؿ خطي في المتغير المستقؿ يمكف إرجاع كؿ مجاؿ مف 

المجالات  ,a b (لو نفس الشكؿ) إلى مجاؿ مماثؿ لو. 
 محدوديف فإنّو مف المناسب اختيار المجاؿ القياسي b وaإذا كاف  1,1 بدلًا 

مف المجاؿ  ,a b .بغية ىذا الأمر نجري التحويؿ 

  1 1
2 2

b a a b
x t t

 
     

نتيجة لذلؾ تؤوؿ كثيرات الحدود المتعامدة  nP x عمى المجاؿ  ,a b بالوزف 
   b x x a

 
  إلى كثيرات الحدود    ,

nP t
  المتعامدة عمى المجاؿ  1,1 

بالوزف      1 1t t t
 

    . (2.3.1)بالتعويض في المعادلة التفاضمية: 
         21 1 , 1t t t t t

 
      

نجد    2t t          إذا كاف (2.3.2)، وتتحقؽ الشروط 
1   ،1   . تسمى كثيرات الحدود   ,

nP t
  المنظمة بشكؿ محدد بكثيرات 

 .سنستعرض، في الفقرة اللاحقة المسائؿ المرتبطة بالتنظيـ. حدود جاكوبي
في حالة المجالات نصؼ المحدودة، يُمكّننا التحويؿ الخطي مف الشكؿ 

x t   مف اختيار المجاؿ  0, بمثابة مجاؿ قياسي، وبالإضافة لذلؾ نشترط 
في التابع  (مف الدرجة الأولى) tأف يكوف معامؿ  t 1 مساوياً لػ . عندئذٍ يأخذ تابع

 الوزف الشكؿ
    0tt t e t    
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بتعويض   , tt t t e    نجد أفّ (2.3.1) في المعادلة  tيأخذ الشكؿ  
   1t t     

1 إذا كاف (2.3.2)ويتحقؽ الشرط    وتسمى كثيرات الحدود المتعامدة الموافقة ،
 nL tبكثيرات حدود لاغير . 

aإذا كاف   و b  فإّنو مف المناسب اختيار التحويؿ الخطي ،
x t   بحيث يؤوؿ الوزف  

 x dx

x e


  إلى الوزف  
2tt e  بغض 

 نجد العبارة (2.3.1)مف المعادلة . النظر عف عامؿ ثابت  2t t   . تسمى كثيرات
الحدود المتعامدة الموافقة  nH tبكثيرات حدود ىيرميت . 

بغية التوثيؽ نورد جدولًا يشتمؿ . ؽثيراتذحدودذجاؽوبي،ذلاغيرذوفيرؿقت-ذ3
 .عمى الميزات الأساسية لكثيرات حدود جاكوبي، لاغير و ىيرميت

المجال 
 ,a b  الوزن x  التابع

 x  التابع x  كثير الحدود
 nP x 

 1,1    1 1x x
 

  21 x  2 x           ,

nP x
  

 0, xe x  x 1x     nL x 

 ,  2xe  1 2x  nH x 

تنتج مف زوجية تابع الوزف  
2xx e  إمكانية التعبير عف كثيرات حدود 

 :ىيرميت بدلالة كثيرات حدود لاغير

        
1 1

2 22 2
2 2 1,n n n nH x L x H x x L x  

 . تعني التناسبالإشارة 
 :إف الحالات الخاصة اليامة مف كثيرات حدود جاكوبي ىي

 كثيرات حدود ليجاندر (1 nP x  0  . 
 كثيرات حدود تشيبيشيف من النوع الأول والثاني (2
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    
1 1

,
2 2

n nT x U x   
   

       
   

 

 (Gegenbauer)كثيرات حدود غيغنباور  (3
nC  1

2
  
 

   
 

 والتي 

 .تسمى أحياناً بكثيرات الحدود فوؽ الكروية
مف الواضح أفّ كثيرات حدود ليجاندر وكثيرات حدود تشيبيشيؼ ىي حالات 

يمكف الحصوؿ عمى كثيرات حدود تشيبيشيؼ في . خاصة مف كثيرات حدود غيغنباور
 .عبارة صريحة بواسطة التوابع المثمثة

تعتبر كثيرات حدود تشيبيشيؼ . كثيرات حدود تشيبيشيف من النوع الثاني- 4
 nT x المتعامدة عمى المجاؿ  1,1 بالوزف 

2

1

1 x
 ىي الأكثر شيرة، ومف أجميا 

 تتحقؽ العلاقة

     
1 1

2 2

1

1 0n mT x T x x dx n m




   

cosxبإجراء التحويؿ  نجد  

    
0

cos cos 0n mT T d n m



     

، إفّ   مف ناحية ثانية، كما ىو معموـ

 
0

cos cos 0n m d n m



     

، فإفّ كثيرات الحدود cos بالنسبة لػ n كثير حدود مف الدرجة cosnبما أف 
 cos cos arccosn n x  تتناسب مع كثيرات الحدود  nT x .لنضع بالتعريؼ 

    cos arccosnT x n x 
 وباستخداـ علاقة أولر في التوابع المثمثية، يمكننا الحصوؿ عمى عبارة صريحة لػ

  nT x: 
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   

   2 2

1
cos

2

1
1 1

2

in in

n

n n

T x n e e

x i x x i x

     

 
      

 

 

xمف السموؾ المقارب لكثيرات الحدود، عندما   ينتج أفّ أمثاؿ الدرجة ،
الأعمى في كثيرات الحدود  nT x 12 يساويn . تستخدـ كثيرات الحدود

   1

1

2
n nn

T x T x


 ،بشكؿ واسع، في المسائؿ المختمفة المرتبطة بتقريب التوابع ،

ويفسر ىذا الأمر، كما برىف تشيبيشيؼ، بأفّ كثيرات الحدود ىذه ىي الأقؿ انحرافاً عف 
الصفر في المجاؿ  1,1أي إنيا تجعؿ العبارة ، 

 
1 1
max n

x
x

  
 

حيث إف . تؤوؿ إلى القيمة الأصغرية n x كثير حدود ما مف الدرجة n فيو 
)أمثاؿ الدرجة الأعمى تساوي الواحد  ). 

ذ

ذ.الخواصذالأدادقةذؾؽثيراتذالحدودذاؾتؼؾقدقةذالدتعاؿدة.ذ4§

تتمتع كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة بصفات خاصة، إضافة لتمؾ الخواص 
إفّ ىذه الصفات الخاصة تنجـ عف المعادلة . التي تتمتع بيا كثيرات الحدود المتعامدة

 .(2.3.2) والشرط الحديّة (2.3.1)التفاضمية 

تسمى كثيرات حدود لاغير وكثيرات حدود ىيرميت في بعض المراجع . ؿلاحظة
كما أنّو مف أجؿ .  ىيرميت– لاغير، وتشيبيشيؼ –العممية بكثيرات حدود تشيبيشيؼ 

0  لاغير المعممة– تسمى كثيرات حدود لاغير بكثيرات حدود تشيبيشيؼ . 

                                                 

 يمكف التعرؼ إلى برىاف ىذه الخاصة، عمى سبيؿ المثاؿ في كتاب )*(
V. L. Goncharov. Theory of Interpolation and Approximation of Functions. 
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سنبرىف عمى أفّ مشتقات كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة . تعاؿدذالدشتؼات-ذ1
 لمبرىاف نستعرض التكامؿ. ىي كثيرات حدود تقميدية متعامدة

(2.4.1)      1

b

m

n

a

P x x x x dx 

 

بما أف  1mx x كثير حدود مف الدرجة m فإفّ التكامؿ يساوي الصفر إذا كاف ،
m n . يمكننا كتابة التكامؿ (2.3.1)بالمكاممة بالتجزئة وباستخداـ المعادلة التفاضمية 

 :عمى الشكؿ
 

           

     

             

1 1

1

1 21

b b

m m

n n

a a

b

m

n

a

b b

m m

n n

a a

d
P x x x x dx P x x x x dx

dx

x x x P x dx

x x x P x dx m P x x x x dx

   

 

   

 



 

   

    

   

 



 

 

بما أفّ  x كثير حدود مف الدرجة الثانية عمى الأكثر فإفّ التكامؿ الأخير يكوف 
mمعدوماً مف أجؿ  n ّوىذا بدوره يؤدي إلى أف ، 

      1 0

b

m

n

a

P x x x x dx m n    

وىذا يعني أفّ كثير الحدود مف الدرجة  1n   nP x ومف أجؿ أي عدد ،n يعامد ،
بالوزف    x x  جميع كثيرات الحدود التي درجتيا تقؿ عف  1n  ّأي إف ،
  nP x تشكؿ كثيرات حدود متعامدة عمى المجاؿ  1,1 بالوزف 

     1 x x x   ىكذا يتبقى عمينا برىاف أفّ الوزف  1 x يحقؽ المعادلة 
 لدينا. (2.3.2) والشروط الحديّة (2.3.1)التفاضمية 

              

         

1 1

1 1 1

d
x x x x x x x

dx

x x x x x

      

    

    

    
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حيث  1 xكثير حدود مف الدرجة الأولى . 
إفّ وجود عزوـ تابع الوزف      1 x x x   تنتج مباشرة مف وجود عزوـ 

تابع الوزف  x. 
بتطبيؽ طريقة الاستقراء الرياضي بإتباع خطوات مماثمة نأتي إلى المبرىنة، الأكثر 

 :شمولية، الآتية
إفّ . (1)ؿبرفـةذ   m

nP x ًمشتقات كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة ىي أيضا 
 كثيرات حدود تقميدية متعامدة بالوزف

(2.4.2)      m

m x x x   
 الذي يحقؽ المعدلة التفاضمية

(2.4.3)        m m

d
x x x x

dx
      

 والشروط الحديّة
(2.4.4)      

,
0 0,1,...k

m x a b
x x x k 


  

 حيث إفّ 
(2.4.5)      m x m x x    

 عمى أفّ كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة ىي كثيرات ()سونيف . ي. لقد برىف ف
 .الحدود الوحيدة بيف جميع كثيرات الحدود المتعامدة المتمتعة بيذه الخاصة

إف كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، عمى ما يبدو، . الدعادؾةذاؾتػاضؾقة-ذ2
تحقؽ معادلات تفاضمية خطية مف المرتبة الثانية، ذات أمثاؿ متعمقة بالمتحوؿ المستقؿ، 

سنوجد المعادلة التفاضمية الموافقة لأيّة . ()تؤوؿ إلييا، غالباً، مسائؿ فيزيائية مختمفة 

                                                 

للاطلاع عمى ىذا الموضوع بالتفصيؿ يمكف .  رياضي روسي(27.2.1915-22.2.1849)سونيف . ي. ف (*)
 Geronemous. Y. L. Theory of orthogonal polynomialsالعودة، عمى سبيؿ المثاؿ إلى كتاب 

 .يعطي ىذا الأمر مفيوماً، مف أجؿ التطبيقات العممية، لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة)*( 
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 (2.3.1)جممة مف كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة والتي مف اجميا تتحقؽ المعادلة 
 .(2.3.2)والشروط 

لتكف  nP x كثيرات حدود تقميدية متعامدة ما بالوزف  x عمى المجاؿ 
 ,a b وجدنا أعلاه أفّ مشتقات كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة ىي كثيرات حدود 

متعامدة بالوزف    x x  ّتبعاً لذلؾ نجد أف ، 

        0

b

m

n

a

P x x x x dx   

mمف أجؿ جميع القيـ لػ  n .بالمكاممة بالتجزئة نجد 

 
            

          0

b
b

m m

n n a
a

b

m

n n

a

x x P x x dx x x P x x

x P x x P x x x dx

   

  

 

     





 

 أي إفّ 

     0

b

m

n

a

P x x x dx m n    

 حيث
          n n nP x x P x x P x    

بما أفّ  nP x كثير حدود مف الدرجة n ومعامد بالوزف  x لأي كثير 
، واستناداً لوحدانية جممة كثيرات الحدود المتعامدة بالوزف nحدود مف درجة تقؿ عف 

 x ّفإف  nP x يمكف أف يختمؼ عف  nP xفقط بمعامؿ ثابت، ومنو نجد  
(2.4.6)           0n n n nx P x x P x P x      

ىكذا نكوف قد حصمنا، مف أجؿ  nP x عمى معادلة تفاضمية خطية مف المرتبة الثانية ،
 بالمقارنة نجد أفّ . (2.4.6) في العلاقة nx يكفي مقارنة أمثاؿ nلتعييف الثابت 

(2.4.7)      
1

1
2

n n x n x  
 
     

 
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1nxإفّ مقارنة أمثاؿ   تعطينا العلاقة التي تربط بيف الأمثاؿ 
naو 

nb في كثير الحدود 
 nP x

():  

(2.4.8)  

 
1

1

0

0

nn

n n

nb

a












 

باستخداـ المعادلة التفاضمية لػ  x في الشكؿ (2.4.6)، يمكننا كتابة المعادلة 
 المرافؽ لنفسو

(2.4.9)           0n n nx x P x x P x        
بما أفّ المشتقات    m

nP x ىي كثيرات حدود تقميدية متعامدة بالوزف  m x 
فإنّيا تحقؽ المعادلة التفاضمية الناتجة عف المعادلة التفاضمية الموافقة لػ  nP x 

nبػ nباستبداؿ  mو  x بػ  m xو  x بػ  m x: 

(2.4.10)            1

1

m m

m n nm m n

d
x P x x P x

dx
  




   
 

       

     
0

1
1

2

1
2

nm

n n

n m x n m x

n m n m

  


  

 
       

 

 
       

 

       (2.4.11)  

، عمى معادلة تفاضمية أكثر شمولًا مف (2.4.10)يمكننا الحصوؿ، مف المعادلة 
، بالنسبة لكثيرات الحدود (2.4.9)المعادلة  nP x . ّبما أف 

      
 

     1

1

1m m

m n m n

nm

d
x P x x P x

dx
 






 
 

 

 :فإنّو، عمى التتالي، نحصؿ عمى

          
 

   0

0 1

0

1
n n n

n

d
x P x x P x x P x

dx
  


    

 

 
   

   2

0 1

1 1
...n

n n

d d
x P x

dx dx


 

  
       

 

                                                 

)*(  1 ...n n

n n nP x a x b x    
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  
     1

0

1
...

m m
m

m nm m

nk

k

d
x P x

dx








 
 


 

 لكثير الحدود 2mبذلؾ نكوف قد حصمنا عمى معادلة تفاضمية مف المرتبة  nP x: 

(2.4.12)          
m

m

m n nm nm

d
x P x A x P x

dx
   
 

 

 حيث

(2.4.13)  
1

0

1
m

m

nm nk

k

A 




   

يمكف التعبير عف كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة . علاؼةذرودرقجذالدعؿؿة-ذ3
بدلالة الوزف مباشرة، فمف أجؿ كثيرات حدود ليجاندر بُرىنت علاقة مف ىذا النمط مف قبؿ 

بغية الحصوؿ عمى علاقات مماثمة، مف أجؿ كثيرات الحدود . 1814رودريج في عاـ 
n (2.4.12)التقميدية المتعامدة الأخرى، يكفي أف نضع في العلاقة  m . ّبما أف

    !
n

n nP x n a ّفإف : 

(2.4.14)  
 

   
1 n

n

n n n

d
P x A x x

x dx
 


    

 حيث

(2.4.15) ! n
n

nn

n a
A

A
 

 .بعلاقة رودريج المعممة (2.4.14)تسمى العلاقة . ثابت ما يتعمّؽ بالتنظيـ
مف ىذه العلاقة ينتج أفّ كثير الحدود  x المذكور في المعادلة التفاضمية التي يحققو ،

الوزف  x متناسب مع ، 1 x . 1لمتأكّد مف ذلؾ يكفي أف نضعn  في العلاقة 
(2.4.14). 

لنستنتج علاقة رودريج مف أجؿ    m

nP x التي يمكف الحصوؿ عمييا مف ،
n بػ n باستبداؿ (2.4.14) mو  x بػ  m x: 
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    
 

   
1 n m

m n m

n nm mn m

m

d
P x B x x

x dx
 







    

(2.4.16) 
   

   
1 n m

n

nm m n m

d
B x x

x x dx
 

 




    

ولمحصوؿ عمى الثابت 
nmB يكفي أف نعوض عبارة    m

nP x (2.4.12) في: 
(2.4.17) 

nm nm nB A A 
يمكف كتابة علاقة رودريج بشكؿ تكاممي وذلؾ باستخداـ تكامؿ كوشي مف أجؿ 

 :nالمشتؽ مف المرتبة 

(2.4.18)  
 

   

 
1

!

2

n

n
n n

z zA n
P x dz

x i z x

 

  






 

z محيط مغمؽ يحيط بالنقطة حيث  x . في بناء نظرية (2.4.18)تُستخدـ العلاقة 
 .التوابع الخاصة مف النمط فوؽ اليندسي

الدعادلاتذاؾتػاضؾقةذوعلاؼاتذرودرقجذؾؽثيراتذحدودذجاؽوبي،ذلاغيرذ-ذ4

 مف أجؿ كثيرات حدود جاكوبي وكثيرات (2.4.6)تأخذ المعادلة التفاضمية . وفيرؿقت
 :حدود لاغير وكثيرات حدود ىيرميت الأشكاؿ الآتية

(2.4.19)
   

 

   
2

,
1 2

,
1 0

n

x y x y
y P x

n n y

 
   

 

         


    
 

(2.4.20)    1 0 , nxy x y ny y L x       
(2.4.21)  2 2 0 , ny xy ny y H x     

0بتعويض    نحصؿ عمى المعادلة التفاضمية (2.4.19) في المعادلة 
 :لكثيرات حدود ليجاندر

(2.4.22)      21 2 1 0 , nx y xy n n y y P x       
 .لنستنتج الآف علاقات رودريج الموافقة لكثيرات الحدود المذكورة
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بالتعريؼ نضع الثابت 
nA مساوياً لمقيـ الآتية (2.4.14) في العلاقة (): 

(2.4.23) 

     

 

   

,1
;

2 !

1
;

!

1 ;

n

nn

n n

n

n

P x
n

A L x
n

H x

 



 




 

 



 

 وفقاً ليذا يكوف لدينا

(2.4.24)   
 

   
   , 1 1
1 1 ;

2 ! 1 1

n n
n n

n n n

d
P x x x

n dxx x

  

 

 
   
  

 

(2.4.25)    
1

!

n
x x n

n n

d
L x e x e x

n dx

     

(2.4.26)      
2 2

1
n

n x x

n n

d
H x e e

dx

  

0بوضع    نحصؿ عمى علاقة رودريج مف أجؿ (2.4.24) في العلاقة 
 كثيرات حدود ليجاندر

(2.4.27)  
 

 2
1

1
2 !

n n
n

n n n

d
P x x

n dx

   
  

 

 ووفقاً لزوجية تابع الوزف نستنتج خاصة (2.4.26) و(2.4.27)مف العلاقتيف 
 :الزوجية لكثيرات حدود ليجاندر وىيرميت

 (2.4.28)      1
n

n nP x P x   
(2.4.29)      1

n

n nH x H x   
  ىي حالة خاصة مف الخاصة(2.4.28)إفّ الخاصة 

          , ,
1

n

n nP x P x
   

   
 .(2.4.24)والتي تنتج مف العلاقة 

                                                 

 . توضع تاريخياً بمفيوـ ماكيفي وىو يوافؽ تنظيماً يؤخذ بو في بعض المراجع العمميةnA ىنا الاختيار لمثوابت )*(
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 كثيرات حدود غيغنباور –مف أجؿ الحالات الخاصة لكثيرات حدود جاكوبي 
 nC x كثيرات حدود تشيبيشيؼ مف النوع الأوؿ ، nT x والنوع الثاني  nU x - 

 :أُعتمد تنظيـ مختمؼ عف تنظيـ كثيرات حدود جاكوبي

  
 

 
1 1

,
2 2

2

1

2

n
n n

n

C x P x
 






 
  

 
 

 
 

 

    
1 1

,
2 2!

1

2

n n

n

n
T x P x

 
  
 

 
 
 

 

  
 

 
1 1

,
2 2

1 !

3

2

n n

n

n
U x P x

 
 
 




 
 
 

 

 استخدمنا ىنا الترميز الآتي

      
 

 
1 ... 1

n

n
n


   



 
    


 

 لعاقة رودريج، يمكننا، بواسطة تغيير في (2.4.18)بالعودة لمتمثيؿ التكاممي 
، الحصوؿ عمى التمثيلات  واختيار موافؽ لمنحني المكاممة zمتحوؿ المكاممة 

التكاممية المختمفة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، في شكؿ تكاملات محددة متعمقة 
عمى سبيؿ المثاؿ، لمحصوؿ عمى التمثيؿ التكاممي لكثيرات حدود ليجاندر، . xبالوسيط 

z دائرة مركزىا في النقطة نأخذ بمثابة المنحني  x 21 ونصؼ قطرىا x .
21عندئذٍ بوضع  iz x x e   نجد  

(2.4.30) 
 

   
 

 

2

1

2 2
2

0

11 1

2 2

1
1 sin

2

nn

n nn

z dz
P x

i z x

x i x d





 





 



  





 

  ينتج التقدير الشائع الاستخداـ في التطبيقات العممية(2.4.30)مف التمثيؿ 
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   1 , 1 1nP x x    
 وذلؾ لأفّ 

  
1

2 22 2 2 21 sin 1 sin 1x i x x x       
  

 

 .سنورد بعض الأمثمة البسيطة مف استخدامات علاقة رودريج
بما أفّ مشتقات كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة  nP x ىي كثيرات حدود 

متعامدة بالوزف    x x فإنّو تتحقؽ علاقات الاشتقاؽ ،: 

 
         

,

, 1, 1

1 ;
n

n n

dP x
C P x

dx

 

    

 

      1

1 ;
n

n n

dL x
C L x

dx


 

 

  
 1 .

n

n n

dH x
C H x

dx
 

حيث إف  ,

nC
  ،nC  ،nC ثوابت ما، يمكف، بسيولة، إيجادىا بواسطة علاقة 

 :في النتيجة نحصؿ عمى. رودريج مف أجؿ كثيرات الحدود ومشتقاتيا

 
 

     
,

1, 1

1

1
1 ;

2

n
n

dP
n P x

dx

 
 

 
 

    

  1

1 ;n
n

dL
L x

dx




  

  12 .n
n

dH
nH x

dx
 

بتطبيؽ علاقات الاشتقاؽ مف أجؿ حساب    n

nP x يسيؿ إيجاد العلاقة المعبرة 
عمى سبيؿ المثاؿ، مف أجؿ كثيرات حدود ىيرميت .  في كثير الحدودnx أمثاؿ naعف 
 نجد

    0! 2 .2 1 ...2nn a n n H x  
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2nومنو نجد 

na  . بالمثؿ، مف أجؿ كثيرات حدود جاكوبي نجد
 

 

2 1

2 ! 1
n n

n
a

n n

 

 

   


   
 ومف أجؿ كثيرات حدود لاغير يكوف  1 !

n

na n . 

: إفّ علاقة رودريج تعطينا إمكانية الحصوؿ عمى علاقات مناسبة لمربع النظيـ
2

ndلدينا.  لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة 

 
       

   

2 2

b b

n

n n n n

a a

b n
n n

n n n

a

d P x x dx a x P x x dx

d
a A x x x dx

dx

 

 

  

   

 



 

  مرة متتالية نجد أفّ nبالمكاممة بالتجزئة 

(2.4.31)      2 1 !

b
n n

n n n

a

d a A n x x dx    

، بالنسبة لكثيرات حدود جاكوبي، يؤوؿ إلى التابع بيتا بواسطة (2.4.31)إفّ التكامؿ 
تحويؿ خطي، أمّا بالنسبة لكثيرات حدود لاغير وكثيرات حدود ىيرميت فيمكف حسابو 

 :إفّ ذلؾ يعطي. مباشرة

 

   

   
   

 
 

 

1

,

2

2 1 1
; for

! 2 1 1

1
; for

!

2 ! ; for

n

n n

n

n

n n
P x

n n n

n
d L x

n

n H x

 
 



 

   





       


      
   

 





 

 بما أفّ 

        
1 1

2 22 2
2 2 1,n n n nH x L x H x xL x



  
فإنّو بمقارنة الأمثاؿ، مف أجؿ الأسس الأعمى درجة، في ىذه العلاقات نحصؿ عمى 

 :الصمة الآتية بيف كثيرات حدود لاغير وكثيرات حدود ىيرميت
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      
1

2 22
2 1 2 !

n n

n nH x n L x


  

      
1

1 22
2 1 1 2 !

n n

n nH x n xL x

   
  مف إيجاد قيـ كثيرات (2.4.26)، (2.4.25)، (2.4.24)تمكّننا علاقة رودريج 
بتطبيؽ قاعدة ليبنتز في حساب المشتقات في العلاقتيف . xالحدود مف أجؿ بعض قيـ 

  نجد في حالة خاصة أفّ (2.4.25)، (2.4.24)

(2.4.32)      
 

 
, 1

1 0
1 !

n n

n
P L

n

   



  
 

 
 

 

ذاؾتوابعذالدوؾّدة.ذ5§

 
سنبيف أنّو يمكف النظر إلى كثيرات . ادتـتاجذعلاؼاتذاؾتوابعذالدوؾّدة-ذ1

 .الحدود التقميدية المتعامدة كأمثاؿ في نشر تابع تحميمي في سمسمة تايمور
نسمي التابع . تعرقف ,x t في قوى  (صحيحة) والذي نشره في سمسمةt ،

  صغير بقدر كاؼٍ، مف الشكؿtمف أجؿ 

(2.5.1)  
 

0

,
!

n n

n

P x
x t t

n






 

 حيث

    
1

n n

n

P x P x
A

 

 لجممة كثيرات الحدود بالتابع المولّد  nP x. 
  يكوف(2.4.18)وفقاً لمعلاقة 

(2.5.2) 
 

 

   

 
1

1 !

2

n

n n

z z dzn
P x

x i z x

 

  




 
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z محيط مغمؽ يحتوي في داخمو عمى النقطة حيث  x . في (2.5.2)بتعويض 
  وبمبادلة موضعي الجمع والمكاممة نجد(2.5.1)

  
 

 

 

 

 0

1 1
,

2

n

n

z z t
x t dz

i x z x z x

 


 





   
   

    




 

 الصغيرة بقدر كاؼٍ ومف tإفّ إمكانية مبادلة موضعي الجمع والمكاممة، مف أجؿ قيـ 
بما أفّ السمسمة الواقعة تحد إشارة التكامؿ ىي .  مثبت يمكف إثباتيا بسيولةxأجؿ 

 سمسمة ىندسية فإنّو يمكف جمعيا وىذا بدوره يعطي أفّ 

  
 

 

   
1

,
2

z dz
x t

i x z x z t




  


 


 

 إلى الصفر tإذا انتيى . مف الواضح أفّ لمقاـ التابع المستكمؿ يوجد جذراف 0t  
zفإفّ أحد الجذريف يسعى إلى  xوفقاً .  وأمّا الجذر الآخر فإنّو يسعى إلى اللانياية

 يمكننا اعتبار أفّ جذراً واحداً فقط لمقاـ tلذلؾ، ومف أجؿ القيـ الصغيرة بقدر كاؼ لػ 
 وىو التابع المستكمؿ يقع داخؿ المنحني  ,z x t . بالتالي فإنّو لمتابع المستكمؿ
 ىو يوجد قطب بسيط داخؿ المنحني  ,z x t وأفّ الراسب في ىذا القطب 

 يساوي

  

 
 

1

,
1

z x t

z
c

t z












 

ونحصؿ أخيراً عمى عبارة التابع  ,x t: 

(2.5.3)  
 

   
 ,

1
,

1
z x t

z
x t

x t z





 





 

حيث إف  ,x t مف الدرجة الثانية (التربيعية) يعني جذر المعادلة 
(2.4.5)   0z x z t   

zالقريب مف  x مف أجؿ القيـ الصغيرة لػ t. 



78 

نحصؿ في . اؾتوابعذالدوؾّدةذؾؽثيراتذحدودذؾقجاـدر،ذلاغيرذوفيرؿقت-ذ2
 .ىذا البند التوابع المولّدة لكثيرات حدود ليجاندر، لاغير وىيرميت

 : مف أجؿ كثيرات حدود ليجاندر الشكؿ(2.5.4)تأخذ المعادلة  (1
  21 0z x z t    
 ومنو نجد

  
 1 1 4

,
2

t t x
x t

t


   
 

  نجد(2.5.3)واستناداً لمعلاقة 

  
 

2
,

1 1
,

1 2 1 4 4z x t

x t
zt tx t




 
  

 

  نجد(2.4.23)، (2.5.1)ووفقاً لمعلاقتيف 

   
2

0

1
2

1 4 4

n

n

n

P x t
tx t





 
 

 

 بػ tوباستبداؿ 
2

t
نحصؿ عمى العبارة المستخدمة لمتابع المولّد  

(2.5.5)  
2

0

1

1 2

n

n

n

P x t
tx t






 

 

1t يتقارب مف أجؿ (2.5.5)إفّ النشر   . في الحقيقة مف أجؿ 1,1x   
 يقع جذرا المعادلة

 2 2 1 0t xt   
عمى دائرة الوحدة  1,2 cosit e x  . 

 ، في الفيزياء، غالباً، في الصيغة المثمثية في الشكؿ(2.5.5)تستخدـ العلاقة 

(2.5.6)  1
01 2

1
cos

s

ss
s

r
P

r r r






 




 
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 الزاوية بيف نصفي القطريف الشعاعييف حيث 
1rو 

2rو  1 2min ,r r r و 
 1 2max ,r r r . 

 في الحقيقة، إفّ 

  

 

2 2

1 2 1 2 1 2

2

2 2
1 2 1

1 1

2

1 1
2 1 2

2 2

2 cos

1 2 cos

1 2 cos

r r r r r r

r r
r r r

r r

r r
r r r

r r







    


 

    
  

 
  

    
  

 

 ومنو نجد

 
2

1 2 1 2 cos
r r

r r r
r r

 


 

 
    

 
 

 وبالتالي فإفّ 

  1 2 12
0

1
cos

1 2 cos

s

ss
s

r
r r P

r
r r

r
r r









 

 


 

  

 
  
 

 

  الشكؿ(2.5.4)مف أجؿ كثيرات حدود لاغير، تأخذ المعادلة  (2

 0z x zt   
 ومنو نجد أفّ 

  ,
1

x
x t

t
 


 

 وبالتالي فإفّ 

    

1

1
1

11
, . 1

1

n x

t
xt

t
x

x
e

t
x t t e

x e t









 




 
 
   


 

  يكوف(2.4.23)، (2.5.1)ووفقاً لمعلاقتيف 
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(2.5.7)    
1

0

1 exp
1

n

n

n

xt
t L x t

t

 


 



 
   

 
 

  بالنسبة لكثيرات حدود ىيرميت الشكؿ(2.4.5)تأخذ المعدلة  (3

 0z x t   
 ومنو فإفّ 
  ,x t x t   

 وبالتالي فإفّ 
    

2 2 22,
x t x xt tx t e e

      
  يكوف(2.4.23) و(2.5.1)ووفقاً لمعلاقتيف 

  
 22

0 !

n

xt t

n

n

t
e H x

n


 




 

  نحصؿ أخيراً عمى التابع المولّد لكثيرات حدود ىيرميتt بػ tوباستبداؿ 

(2.5.8)  
22

0 !

n
xt t

n

n

t
e H x

n






 

يسيؿ باستخداـ التوابع المولّدة، في حالات خاصة، إيجاد قيـ كثيرات . ؿلاحظة
1xعمى سبيؿ المثاؿ، بوضع . الحدود التقميدية المتعامدة  نجد(2.5.5) في العلاقة  

  
0

1
1

1

n

n

n

P t
t








 

ومنو نجد  1 1nP  . 0بالمثؿ، بوضعx  نجد(2.5.8) في العلاقة  

      
 

2 1 2

2 !
0 0 , 0 1

!

n

n n

n
H H

n
    

 

ذ.اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة.ذ6§
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تحقؽ كثيرات الحدود التقميدية . الأنماطذالدختؾػةذؾؾعلاؼاتذاؾتدرجقة-ذ1
حصمنا في الفقرة الثانية عمى واحدة منيا مف . المتعامدة مجموعة مف العلاقات التدرجية

 اجؿ كثيرات حدود متعامدة بتابع وزف كيفي، وكاف ليذه العلاقة الشكؿ
(2.6.1)        1 1n n n n n n nxP x P x P x P x      

حيث 
n،n،n ثوابت ما يمكف إيجادىا بمعرفة أمثاؿ x ذات الدرجات 

الأعمى ومعرفة مربع نظائـ كثيرات الحدود  nP x. 
إفّ العلاقات التدرجية الأخرى لا تمتمؾ مثؿ ىذه الصفة العامة، وتنتج مف خواص 

تعامد المشتقات  nP x . تنتج العلاقة الأولى، مف تمؾ العلاقات، مف نشر كثير الحدود
   nx P x  بدلالة كثيرات الحدود  mP x: 

(2.6.2)      
1

0

n

n mn m

m

x P x c P x




  

، بالطريقة المعتادة، باستخداـ خواص تعامد mncويمكف الحصوؿ عمى المعاملات 
كثيرات الحدود  mP x: 

        2

1
b

mn n m

m a

c x P x P x x dx
d

   

ووفقاً لتعامد  nP x مع  mP x 0 تكوف المعاملاتmnc  1 مف أجؿm n  
  تأخذ الشكؿ(2.6.2)ولذلؾ فإفّ العلاقة 

(2.6.3)          1, 1 1, 1n n n n nn n n n nx P x c P x c P x c P x    
    

 : في شكؿ أبسط(2.6.3) يمكننا كتابة العلاقة (2.6.1)باستخداـ العلاقة 
(2.6.4)               1 1 1

1n n n n n nx P x P x x P x   
    

حيث  1

n ، 1

n ، 1

nثوابت ما . 
يمكف الحصوؿ عمى علاقة تدرجية أخرى، تربط كثيرات الحدود بمشتقاتيا، بواسطة 

 الموافقة لػ (2.4.6) واستخداـ المعادلة التفاضمية (2.6.4)اشتقاؽ المعادلة  nP x: 
(2.6.5)             2 2 2

1n n n n n nP x P x x P x  
    
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 حيث

  
 

 

           

 

1 11
2 2 2

1 1
,

n nn
n n n

n n n n

x x x
x

   
  

   

   
  

 
 

سنستنتج . ادتـتاجذاؾعلاؼاتذاؾتدرجقةذبادتخدامذاؾتؿثقلاتذاؾتؽاؿؾقة-ذ2
 مف اجؿ كثيرات الحدود التقميدية (2.6.5) و(2.6.4)، (2.6.1)العلاقات التدرجية 

إفّ طريقة الاستنتاج لا تعطينا فقط . (2.4.18)المتعامدة مباشرة باستخداـ التمثيؿ التكاممي 
نّما يمكف استخداميا في بناء نظرية التوابع  قيماً محددة لمعاملات العلاقات التدرجية وا 

الخاصة مف النمط فوؽ  اليندسي، والتي تعتبر تعميماً لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، 
إلى الحالة التي تكوف معاملات كثيري الحدود  xو  x أعداداً مركبة كيفية 

 لدينا.  تستبدؿ بعدد مركب كيفي nودرجة كثير الحدود 

(2.6.6)    
!

2

n
n n

A n
P x y x

i
 

 حيث

(2.6.7)  
 

   

 
1

1
n

n n

z z
y x dz

x z x

 

 






 

لاستنتاج العلاقات التدرجية نكتب بواسطة التحويلات المتطابقية عبارة  1ny x 
  يكوف(2.6.7)وفقاً لمعلاقة . بأشكاؿ مختمفة

(2.6.8)    
   

 
1 2

n

n n

z z
x y x dz

z x

 
  







 

بتعويض نشر التابع  z في قوى  z x نجد أفّ (2.6.8) في العلاقة  

           
21

2
z x x z x x z x         

 وبالتالي فإفّ 

          1

1

1
n nx y x x x y x

n
  

   
 



83 

(2.6.9)        
 

 

1

2

n

n n

z dz
x x y x x

z x


    





 

  بالتجزئة واستخداـ المعادلة التفاضمية التي يحققيا تابع الوزف(2.6.8)بمكاممة المعادلة 

        n nz z z z       
نحصؿ عمى عبارة أخرى لػ  1ny x: 

(2.6.10) 
   

   

 

   

 

2

1

1 1

1

1

1

1

1

z

n

n n

z

n n

n

z z
x y x

n z x

z z
dz

n z x

 


 

 



  
 


 



 

حيث 
1zو 

2z نيايتا المنحني . 
1 بالنسبة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة مغمؽ فإفّ بما أفّ المنحني  2z z 

 وبالتالي فإفّ 

(2.6.11)    

 

   

 

2 2

1 1

1

1 1
0

z z
n

n

n n

z z

z z z z

z x z x

   

 
 

 
 

بنشر كثير الحدود  n z في قوى (2.6.10) مف العلاقة  z x نأتي إلى 
 العلاقة

(2.6.12) 
   

       
 

 

1

1

1

n

n

n n n n

x y x

x
x x y x x dz

n z x




  

 

 
  

   



 

بحذؼ  1ny x وباستخداـ المعادلة (2.6.12) و(2.6.9) بيف العلاقتيف 
التفاضمية لموزف  xنحصؿ عمى التمثيؿ التكاممي لممشتؽ  

(2.6.13)  
   

   

 

n

n
n n

z zk
y x dz

x x z x

 

 
 





 

 حيث
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(2.6.14)    
1

2

n
n

n
k x x

n


 


     

 شكلًا علاقة رودريج لمشتؽ كثير حدود تقميدي (2.6.13)مع ذلؾ، تُمثؿ العلاقة 
 .متعامد بواسطة تكامؿ كوشي

 :(2.6.4) نحصؿ عمى علاقة مماثمة لمعلاقة (2.6.12) و(2.6.13)بمقارنة 

(2.6.15)  
 

       11n
n n n n

n

k
y x n y x x y x

x
 




     
 

  ويكوف ليا الشكؿ(2.6.6) بدلالة (2.6.15) تنتج مف العلاقة (2.6.4)إفّ العلاقة 

(2.6.16)    
 

     1

1

n n
n n n n

n n

k A
x P x P x x P x

x A
 






 
   

  
 

  يكوف(2.6.4)ولذلؾ فإنّو في العلاقة 

  

 
     

 
1 1 1

1

,
n nn n

n n n

n n n

k xk A
x

x A x


  

 

   
 

 

 (2.6.5)في مقابؿ ىذا ينبغي أف نضع في العلاقة التدرجية 

  

   
2

1

1

1

n
n

n n

A

n x A


 




 

    

   

 
     2 2 1

1

n

n n n

n n

x
x x x x

n x k


    



 
        

 

 .(2.6.5) و(2.6.4)ىكذا فإنّنا حصمنا عمى العلاقتيف 
 إذا عبّرنا عف المشتقات (2.6.5) تنتج مف العلاقة (2.6.1)إفّ العلاقة التدرجية 

 nP xو  1nP x
 (2.6.4) بدلالة كثيرات الحدود نفسيا واستفدنا مف. 

ذ

ذ.اؾتوابعذاؾؽروقة.ذ7§

تُعتبر التوابع الكروية مف . حلذؿعادؾةذلابلاسذفيذالإحداثقاتذاؾؽروقة-ذ1
التوابع الخاصة التقميدية اليامة، فيي تظير، عمى سبيؿ المثاؿ، في حؿ معادلة لابلاس 
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بطريقة فصؿ المتحولات في الإحداثيات الكروية، وليذا تُسمى التوابع الكروية أيضاً 
يمكف بناء نظرية التوابع الكروية عمى أساس نظرية كثيرات الحدود . بالتوافقيات الكروية
 .التقميدية المتعامدة

0uلنجد الحموؿ الخاصة لمعادلة لابلاس   بطريقة فصؿ المتحولات في 
الإحداثيات الكروية  , ,r   . ّمف المعموـ أف 

 ,2

1
ru u u

r
      

 حيث

 2

2

1
r

u
u r

r r r

  
   

  
 

 
2

, 2 2

1 1
sin

sin sin

u u
u  

    

   
   

   
 

سنبحث عف حموؿ خاصة لمعادلة لابلاس مف الشكؿ    ,u R r Y  . 
 بتطبيؽ المخطط العاـ في طريقة فصؿ المتحولات نجد

  

 

2
, ,

,

r
Yr R

R Y

   


 


   

مف اجؿ إيجاد التابعيف .  ثابت ماحيث  R r ، ,Y  نحؿ المعادلتيف  

(2.7.1)  2r R R
 

(2.7.2) , 0Y Y     
 لنفرض أفّ . ، أيضاً، بطريقة فصؿ المتحولات(2.7.2)سنقوـ بحؿ المعادلة 

      ,Y      
 إفّ ىذا يعطي

 
 

 

 
2

sin sin

sin

d d

d d
 

 
  

 

 
      

 
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بيذا نحصؿ مف أجؿ التابعيف .  ثابت ماحيث  و   عمى 
 المعادلتيف

(2.7.3) 0    

(2.7.4)  2sin sin sin 0
d d

d d
    

 

 
    

 
 

مف شرط وحدانية التابع  ينتج شرط دوريتو  :   2    . 
 ممكناً فقط في الحالة التي يكوف فييا (2.7.3)وفقاً ليذا الشرط يكوف حؿ المعادلة 

2m  حيث mبذلؾ نحصؿ عمى حميف مستقميف خطياً لممعادلة .  عدد صحيح
(2.7.3): 
   im

m mc e   
   im

m mc e  

   
 . ثابت تنظيـmcحيث 

إف التوابع   im

m mc e    0, 1, 2,...m    تحقؽ شروط التعامد مف 
 الشكؿ

    
2

0

m m m mmd A



   

    

2حيث 
2m mA c ، 1 ;

0 ;
mm

m m

m m
 

 
 

 
 

/1 مساوياً لمواحد وىذا يعطي mAمف المناسب اختيار  2mc  ّأي إف  

    
1

0, 1, 2,...
2

im

m e m


     
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2m مف أجؿ (2.7.4)نأتي الآف إلى حؿ المعادلة   . بوضعcos x  نجد 
) تؤوؿ إلى المعادلة (2.7.4)أفّ المعادلة  ) 

(2.7.5)  
2

2

2
1 0

1

d d m
x

dx dx x

  

          
 

 :فييا. وىي معادلة معممة مف النمط فوؽ اليندسي
  21x x   ،   2x x   ،    2 21x x m    . بإرجاع

k  إلى معادلة مف النمط فوؽ اليندسي يمكف لػ (2.7.5)المعادلة   1k x  
kأف تأخذ القيمتيف   ، 2k m  . في الحالة الأولى يكوف لدينا

 1 x m   وفي الحالة الثانية يكوف ، 1 x mx   . لنختر مف الأشكاؿ
الممكنة لمتابع  x الشكؿ      12x x x    الذي يحقؽ الشروط ،

المفروضة عمى  x ّمف أجؿ كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، أي إف  0 1  
 ، 0 1  (انظر البند الأوؿ مف الفقرة الثالثة في الفصؿ الثاني) . ىذا يعطينا مف

0أجؿ  m 
      1 , 2 1x mx x x m     

        2 221 , 1
m

m

x x x x 


    

                                                 

تسمى المعادلة مف الشكؿ  )*(   
 

 
0

x
x u x u u

x


 


   


 حيث  x كثير حدود 

كيفي مف الدرجة الأولى عمى الأكثر،  x ، x كثيرا حدود كيفياف، كؿ منيما مف الدرجة الثانية عمى 
بواسطة تحويؿ مف الشكؿ . الأكثر بمعادلة معممة مف النمط فوؽ اليندسي y x u ترد إلى معادلة مف 

النمط فوؽ اليندسي حيث      x x x    ،و  ثابتاف كيفياف ويحقؽ  x المعادلة 

:  التفاضمية 

 

 1x x

x x



 

 
ويكوف        1 x x x       

حيث إفّ التابع  y xيحقؽ المعادلة مف النمط فوؽ اليندسي  
(2.7.6)      

1
2 21 1 1 0

m md
x y m m x y

dx


          
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  
 

 2 2
1

1
m

x y x y
x

    

1 توجد حموؿ غير تافية في المجاؿ (2.7.6)يبرىف عمى أنّو لممعادلة  1x   
مف الشكؿ    ,y x x محققة لشرط الاستمرار فقط مف أجؿ  

    1 2 1nm m n n m       
إضافة إلى أفّ التابع  , ny x  يتطابؽ مع كثير حدود جاكوبي    ,m m

nP x بغض 
nلنفرض أفّ . النظر عف معامؿ l m  حيث l عدد صحيح يحقؽ الشرط m l ،
0عندئذٍ ومف أجؿ  mنجد  

  1l l   

          ,2 21
m

m m

lm lm l mx x c x P x    
مف الواضح أفّ التوابع .  ثابت تنظيـlmcحيث  lm x تحقؽ شروط التعامد 

 مف الشكؿ

    
1

1

lm l m lm llx x dx A  



    

 حيث

      
1

2
,2 2

1

1
mm m

lm lm l mA c P x x dx



  
  

1lmAمف الملائـ اختيار  وىذا بدوره يعطينا  

    
1 2 1

! !
2 ! 2

lm m

l
c l m l m

l


   

نورد الآف عدداً مف الأشكاؿ المختمفة، في كتابة التابع  lm x مف أجؿ 
0 mمف الفقرة الرابعة (1)وفقاً لممبرىنة . ، الناتجة عف خواص كثيرات حدود جاكوبي 

 مف الفصؿ الثاني نجد

    
 ,

m

m m l

l m lm m

d P x
P x b

dx
  
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حيث  lP xبسيولة يمكف إيجاد الثابت .  كثير حدود ليجاندر
lmb بواسطة 

 مف أجؿ (2.4.16) و(2.4.14)علاقتي رودريج     ,m m

l mP x و  m

l

m

d P x

dx
: 

 
 

2 !

!

m

lm

l
b

l m



 

0بيذه الصورة، ومف أجؿ  mيكوف  

  

 
 

!2 1

2 !

m

lm l

l ml
P x

l m


 


 

 حيث

    
 2 21

mm
lm

l m

d P x
P x x

dx
  

 .ليجاندر الممحقوىو ما يسمى بتابع 
مف الممكف الحصوؿ عمى عبارة صريحة لمتوابع  lm x باستخداـ علاقتي 

رودريج مف أجؿ  lP xو  m

l

m

d P x

dx
: 

(2.7.7)  
   

 
   2 22

1 !2 1
1 1

2 ! 2 !

l m l m
l

lm l l m

l ml d
x x x

l l m dx





 
   


 

(2.7.8) 
   

 
   2 22

1 !2 1
1 1

2 ! 2 !

l m m l m
l

lm l l m

l ml d
x x x

l l m dx

 




 
   


 

لنمدد تعريؼ التوابع  lm x 0 مف أجؿm  (2.7.7) باستخداـ العلاقتيف 
 إفّ ذلؾ يعطينا. (2.7.8)و

(2.7.9)      , 1
m

l m lmx x    
مف ذلؾ يتضح بأف التوابع  lm x 0 مف أجؿm  تكوف، كما في السابؽ، حمولًا 

، ومف أجؿ (2.7.2)بيذه الصورة نجد أفَ لممعادلة . (2.5.7)لممعادلة  1l l   توجد 
 حموؿ وحيدة التعييف ومستمرة

(2.7.10)      
1

, cos
2

im

lm lmY e l m l  


     
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تسمى التوابع  ,lmY   مف المرتبة بالتوابع الكروية l. 
نورد الآف العبارات الصريحة لمتوابع الكروية مف أجؿ بعض الحالات الأكثر 

 :بساطة

(2.7.11)    0

2 1
, cos

4
l l

l
Y P  




 

(2.7.12)  10

3
, cos

4
Y   


 

(2.7.13)  1, 1

3
, sin

8

iY e   




   

بسيولة يمكف الػتأكّد مف أفّ التوابع  ,lmY   الآتيةعلاقات التعامد تحقؽ : 
(2.7.13)    , ,lm l m ll mmY Y d         

  تجرى عمى الزاوية المجسمة(2.7.13)حيث إفّ المكاممة في 
  sin 0 ,0 2d d d            

 ومف الواضح أيضاً أفّ 
(2.7.14)          ,, cos 1 ,

m

lm lm m l mY Y     

     
بذلؾ نكوف قد حصمنا عمى الشكؿ الصريح لمتابع  ,Y   الذي يعرؼ الارتباط 

بزوايا الحؿ الخاص    ,u R r Y  لمعادلة لابلاس . 
لتعييف التابع  R r معادلة أولر(2.7.1)، نجد وفقاً لممعادلة  

  2 2 1 0r R rR l l R     
 إفّ الحؿ العاـ ليذه المعادلة ىو

   1

1 2

l lR r c r c r    
بالتالي فإفّ التوابع .  ثابتاف كيفياف2c و1cحيث  ,l

lmr Y  و 

 1

1
,lml

Y
r

 


 تكوف الحموؿ الخاصة لمعادلة لابلاس، تستخدـ الأولى منيا في حؿ 

. مسائؿ القيـ الحدية الداخمية، بينما تستخدـ الثانية في حؿ مسائؿ القيـ الحدية الخارجية
 .(Solid Spherical Functions) الكروية المجسمةتسمى ىذه التوابع بالتوابع 
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سنوجد ىنا مجوعة مف خواص التوابع . خواصذاؾتوابعذاؾؽروقة-ذ2 ,lmY   
مف العلاقة التدرجية لكثيرات حدود جاكوبي والعلاقة التي تربط  (1 lm x 

بكثيرات حدود جاكوبي    ,m m

l mP x لمتابع العلاقة التدرجية بسيولة تنتج  ,lmY  : 

 
 

 
   

2 2 2 2

1, 1,2 2

1
cos . , , ,

4 14 1 1
lm l m l m

l m l m
Y Y Y

ll
       

  
 

 
 

0وىذه العلاقة تحافظ عمى شكميا مف أجؿ  m الأمر الذي يمكف التأكّد منو بسيولة ،
 .(2.7.14)استناداً لمعلاقة 

 :علاقة الاشتقاق نجد (2.7.7)باشتقاؽ العلاقة  (2

 
   

, 12 2

1 1

1 1

lm
lm l m

l l m md mx

dx x x


  
    

  
 نحصؿ عمى علاقة (2.7.9) في ىذه العلاقة وباستخداـ العلاقة m بػ mباستبداؿ 

 :اشتقاؽ أخرى

    
, 12 2

1 1

1 1

lm
lm l m

l l m md mx

dx x x


  
   

 
 

lmdبحذؼ 

dx

 بيف علاقتي الاشتقاؽ نحصؿ عمى علاقة تدرجية لمتابع lm بالنسبة 

 :mلمدليؿ 
 

       , 1 , 1
2

2
1 1 1 1

1
lm l m l m

mx
l l m m l l m m

x
 

           
 

 

علاقات الاشتقاق لمتوابع  نحصؿ عمى (2.7.10)إذا استخدمنا العلاقة 
 بما أفّ . الكروية

    

cos

,
sin .

2

im
lm lm

x

Y d xe

dx





 


 


 
 


 

فإنّو يمكننا كتابة علاقات الاشتقاؽ لمتابع  lm xعمى الشكؿ  
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(2.7.15)     , 1ctg 1 1i lm
lm l m

Y
e m Y l l m m Y 







 
     

 
 

في ىذه العلاقات ينبغي وضع  , 0lmY    مف أجؿ  1m l  . 
 : التاليةعلاقة الاشتقاقمف الشكؿ الصريح لمتوابع الكروية تنتج أيضاً 

(2.7.16)  
 

,
,

lm

lm

Y
imY

 
 







 

 لمتابع التمثيل التكامميلنستنتج  (3 ,lmY   . مف أجؿ ذلؾ نكتب التابع

 21
l m

l

l m

d
x

dx




 في عبارة التابع  lm xفي شكؿ تكامؿ كوشي : 

  
   

 

2

2

1

1!
1

2

l
l m

l

l ml m

zl md
x dz

dx i z x



 


 





 

z منحفٍ يحيط بالنقطة حيث  x . بإجراء نفس الخطوات المتبعة في استنتاج التمثيؿ
 :لكثيرات حدود ليجاندر نجد أفّ التكامؿ الأخير يكتب بشكؿ أبسط. (2.4.30)التكاممي 
 

 
   

   
2

2 2 22

0

2 !
1 1 1 sin

2

l ml m ll
imu

l m

l md
x x e x i x u du

dx












 
     

 نحصؿ عمى (2.7.10) وباستخداـ العلاقة (2.4.7)بتعويض ىذه العلاقة في العلاقة 
التمثيؿ التكاممي لمتابع  ,lmY  : 

 
     

 

2

0

2

, cos sin sin

cos sin sin

lim u

lm lm

limu

lm

Y B e i u du

B e i u du




 



   

  

 





  

    





 

 حيث

    
1 2 1

! !
4 !

lm

l
B l m l m

l 


   

 وبما أفّ تكامؿ تابع دوري عمى طوؿ مجاؿ مساوٍ لمدور لا يتعمّؽ بوضع المجاؿ فإفَ 
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(2.7.17)    
2

0

, cos sin sin
limu

lm lmY B e i u du



         

ذ.اؾعلاؼةذبينذؽثيراتذالحدودذاؾتواػؼقةذالدتجاـدةذواؾتوابعذاؾؽروقة-ذ3

0uوجدنا بحؿ معادلة لابلاس   في الإحداثيات الكروية حمولًا خاصة محدودة 
0rعندما  : 

    , , ,l

lm lmu r r Y    
 يمكننا كتابة التوابع (2.7.17)باستخداـ التمثيؿ التكاممي  , ,lmu r   في الإحداثيات 

 الديكارتية
 sin cos , sin sin , cosx r y r z r       

 
   

 

2

0

2

0

, , cos sin sin

sin cos

limu

lm lm

limu

lm

u r B e r i u du

B e z ix u iy u du





         

  





 

مف ىذا يتضح بأفّ التابع  , ,lmu r   ىو كثير حدود متجانس مف الدرجة l بالنسبة 
 نذكر ىنا بأفّ العبارة مف الشكؿ. x،y،zلممتغيرات 
   31 2

1 2 3

1 2 3

, ,

, ,

, ,
ll l

l l l l

l l l

u x y z c x y z  

، حيث إفّ الجمع يؤخذ عمى جميع الأدلّة غير lتسمى كثير حدود متجانس مف الدرجة 
10السالبة  l،20 l،30 l 1 والتي مجموعيما 2 3l l l l   . عمى سبيؿ المثاؿ

2تمثؿ العبارة  2 2 2r x y z  كثير حدود متجانس . 
 . والمستقمة خطياً lلنحسب عدد كثيرات الحدود المتجانسة مف المرتبة 

 وذلؾ لأنّو مف 2l و1lمف أجؿ ذلؾ يكفي أف نأخذ جميع التركيبات الخطية الممكنة لقيـ 
3 بشكؿ وحيد مف العلاقة 3l مثبت يتعرّؼ lأجؿ  1 2l l l l   . 2إفّ قيـl تتحوؿ 
2مف  0l  2 إلى 1l l l  1 مف أجؿl 2 معطى أي إفّ عدد قيـl 1 ىي 1l l  

  والمستقّمة خطياً يكوفlقيمة، وليذا فإفّ عدد كثيرات الحدود المتجانسة مف الدرجة 

  
  

1

1

0

1 2
1

2

l

l

l

l l
N l l



 
    
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 .يسمى كثير الحدود المتجانس المحقق لمعادلة لابلاس كثير حدود متجانس توافقي
وفقاً لذلؾ تمثؿ العبارة  ,l

lmr Y  كثير حدود توافقي متجانس . 
 و2rمف كثيرات الحدود المتجانسة  2 ,l n

lmr Y   يمكننا أف نشكؿ كثيرات 
 lحدود متجانسة مف الدرجة 

        2 2

2 , 2 ,, , , ,
n

l n l

lmn l n m l n mu x y z r r Y r Y   

   
 : يمكنيما أف يأخذا القيـ الصحيحة المحققة لممتراجحتيفn وmحيث إفّ الدليميف 

  0 2 , 2 2n l l n m l n       
تبعاً للاستقلاؿ الخطي لمتوابع الكروية  2 , ,l n mY   (ىذا ينتج مف تعامدىا)  تكوف

كثيرات الحدود المتجانسة  2 , , ,l n m

lmnu x y z ًوتكوف قيـ .  مستقمة خطياm مساوية لػ 
 2 2 1l n  قيمة مف أجؿ كؿ قيمة مثبتة  2l n . تبعاً لذلؾ يكوف العدد الكمي

 لكثيرات الحدود المتجانسة المستعرض يساوي

  
  1 2

2 2 1
2n

l l
l n

 
     

بما أفّ عدد كثيرات الحدود المتجانسة المبنية يساوي العدد الكمي لكثيرات الحدود 
 l، فإفّ أي كثير حدود متجانس مف الدرجة lالمتجانسة والمستقمة خطياً مف الدرجة 

يمكف تمثيمو في شكؿ تركيب خطي لكثيرات حدود متجانسة  2 , ,l

l n mr Y   ّأي إف  
(2.7.18)    2 ,

,

, , ,l

l mn l n m

m n

u x y z r c Y    

. بذلؾ نكوف قد حصمنا عؿ نشر كثير حدود متجانس كيفي بدلالة التوابع الكروية
أي كثير حدود متجانس وتوافقي من  يمكننا أف نبيف بأفّ (2.7.18)بالاستناد إلى العلاقة 

 هو تركيب خطي لكثيرات حدود متجانسة توافقية lالدرجة  2 , ,l

l n mr Y  . 
في الواقع، ليكف , ,lu x y z ّ0 كثير حدود متجانساً وتوافقياً أي إفlu  

2,عندئذٍ بتطبيؽ مؤثر لابلاس 

1
r

r
      نجد(2.7.18) عمى النشر  

      

   

2

2 ,

,

2

2 ,

,

1 2 2 1 ,

2 2 2 1 , 0

l

l mn l n m

m n

l

mn l n m

m n

u r l l l n l n c Y

r n l n c Y

 

 









         

   




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وتبعاً للاستقلاؿ الخطي لمتوابع الكروية  2 , ,l n mY  نجد المساواة  
  2 2 2 1 0mnn l n c   

0mncأي إفّ   0 مف أجؿ nوىو المطموب . 
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ذتمارقنذغيرذمحؾوؾة.ذ10

إذا كاف - 1   
1

2 2

0

1 2 n

n

n

h h P h 






   

 فبرىف أفّ 

  
1

0

1 1
ln

1 2 1

n

n

n

P
n

 








 
  

  
 

  عدداً صحيحاُ موجباً فبرىف أفّ nإذا كاف - 2

   
1 1

2 2

1

2
1 2

2 1

n

n

h
P h h d

n
  





  
 

 وباستخداـ علاقة رودريج استنتج أفّ 

    
 

 

22 11 1
2 2 2

1

2 !
1 1 2

2 1 !

n
n n n

h h d
n

  


 



   
 

 عدداً فردياً فإفّ nبيف بأنّو إذا كاف - 3 0 0nP  أمّا إذا كاف ،n ًعددا 
 زوجياً فإفّ 

  
 

 

1
12
2

2

1
1

1 !12
0

1 2 1! 2 !
2 2

n
n

n

n

n
P n

n n

 
     
    
        

 

 برىف أفّ - 4

       
1

1 1

1

2 1
n n nP d P P

n


     
 

  عدداً فردياً فإفّ n أنّو إذا كاف (3)ثـ استنتج باستخداـ التمريف 

  
   

1 1
1

2 2

0

1 1 !

1 1 1 1
2 ! !

2 2 2 2

n

n
n

n
P d

n n

 


 


   

    
   

 

  زوجياً؟nما ىي قيمة التكامؿ إذا كاف 
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 برىف أفّ - 5

  1

1

2 2
)

2 11

nP x dx
a

nx




 

  

 

1

3 2
21 2

2
)

1
1 2

n
nP x dx h

b
h

hx h




 
 

إذا كاف - 6 f x ّتابعاً قابلًا للاشتقاؽ عدداً كافياً مف المرات، برىف أف  

    
 

     
1 1

2

2

1 1

1
1

2 !

n
n n

nf x P x dx x f x dx
n

 


   

 ثـ استنتج أفّ 

      
1

1

0 ;m nP x P x dx m n


  

 وأفَ 

  
1

2

1

2

2 1
nP x

n



 

 استخدـ التمريف السابؽ في حساب التكامؿ- 7

(mعدد طبيعي )             
1

1

,m

nx P x dx


 

 
mبرىف أفّ إذا كاف - 8 n ّفإف  

   
 

 
2 !

!

m m

n n mm

d n
H x H x

dx n m



 

 برىف أفّ - 9

 
   

         

     

1

1 2

1

1

1 1

)

) 2 1 0

) 0

m m

n n

m m m m

n n n n

m m m

n n n

d
a L x L x

dx

b L x x n L x mL x n L x

c L x nL x nL x









 



     

  
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 برىف أفّ - 10

  
 

 
 

0

2 1
2 !

! !

mn mn

n n m

m

L x n L x
m n m











 

mبرىف أنّو إذا كاف - 11 n0 و a ّفإف  

  
     

 

2

1

0

1 ! 1

!

m n m

ax m m

n n

n a
e x L x dx

n m a







 


 
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ذاؾعلاؼاتذالأدادقة

 
ذبعضذالخواصذاؾعاؿةذؾؽثيراتذالحدودذالدتعاؿدة

العلاقة المباشرة لكثيرات الحدود المتعامدة  nP x بالوزن  x عمى المجال 
 ,a b: 

  

0 1

1 2 1

1 2 1

...

...

... ... ... ...

...

1 ...

n

n

n n

n n n

n

c c c

c c c

P x A

c c c

x x



 

 

 
b

n

n

a

c x x dx  ،عزـ تابع الوزف nAثابت تنظيـ . 

 :العلاقة التدرجية

       
2

1 1
1 12

1 1 1

n n n n n
n n n n

n n n n n

a b b a d
xP x P x P x P x

a a a a d

 
 

  

 
    

 
 

   2 2

b

n n

a

d P x x dx  ، naو nb معاملا الدرجتيف الأعمى في كثير الحدود 

 nP x: 
   1 ...n n

n n nP x a x b x    
 :كريستوفل-علاقة داربو

            1 1

2 2
0 1

1n
k k n n n nn

k k n n

P x P y P x P y P x P xa

d d a x y

 

 





 

 .ؽثيراتذالحدودذاؾتؼؾقدقةذالدتعاؿدة
المميزات الأساسية لكثيرات حدود جاكوبي    ,

nP x
  لاغير ، nL x وكثير 

حدود ىيرميت  nH x: 
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 nH x    1nL x         ,
1, 1nP x

 
      nP x 

 ,   0,  1,1  ,a b 
2xe  xx e     1 1x x

 
   x 

1 x 21 x  x 

2x 1 x   2 x        x 

2n n  1n n     n 

 :المعادلة التفاضمية لموزن

        
d

x x x x
dx

      

المعادلة التفاضمية لـ  nP x: 
     0nx y x y y      

       0nx x y x y        
 :علاقات الاشتقاق

          , 1, 1

1

1
1

2
n n

d
P x n P x

dx

   
 

 

    

    1

1n n

d
L x L x

dx

 

  

    12n n

d
H x nH x

dx
 

 :علاقة رودريج

  (الشكؿ التفاضمي) 
 

   
n

nn
n n

A d
P x x x

x dx
 


    

  (الشكؿ التكاممي) 
 

   

 
1

!

2

n

n
n n

z zA n
P x dz

x i z x

 

  






 

 محيط مغمؽ يحيط بالنقطة z x. 
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 .العلاقات التدرجية
        1 1 ;n n n n n n nxP x P x P x P x      
               1 1 1

1 ;n n n n n nx P x P x x P x   
    

             2 2 2

1n n n n n nP x P x x P x  
    

 : لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدةةالثوابت الأساسي
 nH x  nL x    ,

nP x
   nP x 

 1
n

 1

!n
  1

2 !

n

n n

 nA 

2n 
 1

!

n

n

 
 

 

2 1

2 ! 1n

n

n n

 

 

   

   
 

na 

0  
 

1
1

1 !

n n

n

 



    

   

2

2 1 ! 1n

n

n n

   

 

   

    
 

nb 

2 !n n  
 1

!

n

n

      

   

12 1 1

! 2 1 1

n n

n n n

   

   

       

       
 2

nd 

1

2
  1n    

  

2 1 1

2 1 2 2

n n

n n

 

   

   

     
 

n 

0 2 1n     

2 2

2 2 2n n

 

   



    
 

n 

n  n     

  

2

2 2 1

n n

n n

 

   

 

    
 

n 

1 1n  
  2 1 1

2 2

n n

n

 

 

   


  
  1

n 

0  1n      1

2 2

n

n

   

 

   

  
  1

n 

2 1 1n      1

n 
1

2 1n 
 1 

2

2 2n    
  2

n 
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0 1   1 2 2n n

 

   



     
  2

n 

0 0 
1

1n  


  
  2

n 

nالنشر المقارب من أجل  : 

   
     3

, 2
1 1

2 2

cos 1 / 2 2 1 / 4
cos

sin cos
2 2

n

n
P O n

n

 

 

    


 




 

        
   

    
   
   

  0 ;       

   
1 1 1

2 2 4 2 4 2 2
1

cos 2 2 1
4

x

nL x e x n nx O n
  

 




     
      

   
 

  0 ;x N    
  x N   

 كثيرات حدود ليجاندر
تعتبر حدود ليجاندر  nP x المتعامدة بالوزف   1x  عمى المجاؿ  1,1 

حالة خاصة مف كثيرات حدود جاكوبي    ,

nP x
  0 مف أجؿ   وكذلؾ حالة 

خاصة مف كثيرات حدود غيغنباور  nC x 1 مف أجؿ

2
 . 

 :المعادلة التفاضمية
      21 2 1 0 ; nx y xy n n y y P x       

 :علاقة رودريج

  
 

 2
1

1
2 !

n n
n

n n n

d
P x x

n dx


  

 :التمثيل التكاممي

    
2

2

0

1
1 sin

2

n

nP x x i x d



 


   
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 :التابع المولّد

  
2

0

1

1

n

n

n

P x t
tx t






 

 

 :قيم خاصة
      1 1 , 1 1

n

n nP P    

    
   

 
 2 1 2 22

1 2 !
0 0 , 0 , 1

2 !

n

n n nn

n
P P P x

n



   

 :مربع النظيم

 2 2

2 1
nd

n



 

 :العلاقات التدرجية
          2

11 1 ,n n nx P x n P x xP x
       

         1 1 1

1 1

1 2 1
n n n n nP x P x xP x P x P x

n n
  
             

 

          1 11 2 1 0n n nn P x n xP x nP x      
 :التمثيل المقارب

  
3

2

1
cos

2 42
cos

sin
n

n

P O n
n





 



  
          

 
 

 التوابع الكروية

      
1

, cos ;
2

im

lm lmY e l m l  


     

  
   

 
   2 22

1 !2 1
1 1

2 ! 2 !

l m l m
l

lm l l m

l ml d
x x x

l l m dx





 
    


 

    

 
   2 22

1 !2 1
1 1 ;

2 ! 2 !

l m m l m
l

l l m

l ml d
x x

l l m dx

 




 
  


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            , ,1 , , 1 , .
m m

l m lm lm l mx x Y Y   

       
 :خاصة التعامد

    , ,lm l m ll mmY Y d     

    
 :العلاقة التدرجية

 
 

 
   

2 2 2 2

1, 1,2 2

1
cos , , ,

4 14 1 1
lm l m l m

l m l m
Y Y Y

ll
       

  
 

 
 

 :علاقات الاشتقاق

    , , ;lm lmY imY   






 

     , 1ctg 1 1i lm
lm l m

Y
e m Y l l m m Y 







 
     

 
 

مف أجؿ ) 1m l   ينبغي وضع  , 0lmY   .) 
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 الفصل الثالث
 التوابع فوق الهندسية

 
 الدعادلاتذاؾتػاضؾقةذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي.ذ1§

 نتوصؿ، غالباً، في الفيزياء .اؾتوابعذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـدديذوخصائصفا-ذ1
 الرياضية والفيزياء النظرية إلى معادلات تفاضمية ىي تعميـ لممعادلة التفاضمية لكثيرات –

 الحدود التقميدية المتعامدة، مف الشكؿ
(3.1.1)     0x y x y y      
حيث  xو  x كثيرا حدود كيفياف لا تزيد درجتاىما عف الثانية والأولى، عمى 

 . فيو عدد مركب كيفيوأما  (في الحالة العامة عوامميما أعداد مركبة)الترتيب 
بتوابع من النمط  وتسمى حموليا من النمط فوق الهندسي معادلة (3.1.1)تسمى المعادلة 
ىذه التسمية مرتبطة بالحالات الخاصة التي تكوف فييا التوابع مف النمط . فوق الهندسي

)فوؽ اليندسي توابع فوؽ ىندسية أو توابع فوؽ ىندسية منحمة  )  (degenerate). 
  عمى الشكؿ المرافؽ لنفسو(3.1.1)يمكف كتابة المعادلة التفاضمية 

(3.1.2)       0x x y x y       
وذلؾ باعتبار أف تابع الوزف  xيحقؽ المعادلة  

(3.1.3)        x x x x       
، كما أفّ عبارات (2.3.1) نفس شكؿ المعادلة (3.1.3)لنلاحظ أف لممعادلة 

 xمماثمة لمعبارات الموافقة لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة : 
 

                                                 

 (confluent hyper geometric functions)تسمى أيضاً ىذه التوابع بالتوابع فوؽ اليندسية الممحقة )*( 
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إذا كاف  xكثير حدود مف الدرجة الثانية  
 

   

 
2

1 2

1

;

;x

x x

x x x x

x x x e

e

 

 

 





  



 



إذا كاف   xكثير حدود مف الدرجة الأولى  
إذا كاف  x غير متعمؽ بػ x 

حيث 
1xو 

2x جذرا المعادلة   0x . 
إذا كنا نتعامؿ مع معادلات تفاضمية في الساحة العقدية فإف  x في الحالة ،

، وفي ىذه الحالة نفرض أف ىناؾ xالعامة لف يكوف وحيد التعييف بالنسبة لممتحوؿ 
قطوعاً لممستوي العقدي تسمح بفصؿ فرع وحيد التعييف لمتابع  x. 

بشكؿ مماثؿ لممعادلات التفاضمية لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة، نعرّؼ بدلًا 
 : بالعلاقة درجة كثير الحدود ثابتاً nمف 

(3.1.4)    
1

2
x x


   

 
    

 
 

 : عمى الشكؿ(3.1.1)لنبرىف عمى أنّو يمكف تمثيؿ الحؿ الخاص لممعادلة 

(3.1.5)  
 

 

 
1

1 z
y x dz

x z x



 



 






 

حيث      z z z

  و  محيط مغمؽ يحتوي عمى النقطة z xفي داخمو . 
nفي الحالة    0,1,2,...n  وعندما يتطابؽ التابعاف  xو  x مع 

التابعيف المقابميف ليما في كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة تتطابؽ التوابع  y x بدقة 
إلى معامؿ ثابت مع كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة  nP x . (2.4.18)انظر العلاقة 

 .(2.6.7) و(2.6.6)وكذلؾ 
n معنى مف أجؿ (3.1.5)بما أفّ لمتكامؿ في الطرؼ الأيمف مف العلاقة   
 .(3.1.5) مف الشكؿ (3.1.1)فإنّو مف الطبيعي أف نبحث عف حؿ خاص لممعادلة 

، والذي سنعتبره في الحالة العامة ليس لنبيف الآف، أنّو مف أجؿ اختيار محدد لممنحني 
مغمقاً، تكوف التوابع  y x لمبرىاف عمى ذلؾ سنفرض أفّ . (3.1.1) حلًا لممعادلة

zالنقطة  x لا تنتمي لممنحني  وأفّ التابع    

 
1

z z

z x





 



 وحيد التعييف وتحميمي 
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إذا كاف التابع متعدد التعيينات فإنّنا نختار فرعاً )  عمى المنحني zبالنسبة لممتغير 
 في x متقارباً بانتظاـ بالنسبة لػ (3.1.5)إضافة إلى ذلؾ إذا كاف التكامؿ . (وحيد التعييف

 :أي إفّ . x، فإنّو يمكف اشتقاؽ ما تحت رمز التكامؿ بالنسبة لػ ساحة 

(3.1.6)      
 

 
2

1
zd

x y x dz
dx z x



 


 


   





 

بإعادة نفس الحسابات بالنسبة لمتابع  y x ومف أجؿ n  والتي قمنا بيا 
في الفقرة الأخيرة مف الفصؿ السابؽ نحصؿ عمى تمثيؿ تكاممي لػ  y x

 مماثؿ لمتمثيؿ 
 :، أي إفّ (2.6.13)

(3.1.7)  
   

 

 

zk
y x dz

x x z x


 



 
 





 

  (2.6.11)وذلؾ إذا تحقؽ شرط مماثؿ لمشرط 

(3.1.8)    

 

2

1

1

1
0

z

z

z z

z x





 





 

(1z1 وz نيايتا المنحني .) 
 بػ (2.1.7)بضرب طرفي العلاقة    x x  وبالاشتقاؽ نأتي إلى المعادلة ،

k وذلؾ لأفّ (3.1.1)التفاضمية   وىو المطموب ،. 
مف الواضح، أفّ التوابع  y x (2.6.1) تحقؽ علاقات مماثمة لمعلاقات ،

 ويمكف استنتاج تمؾ العلاقات بالطريقة  نفسيا التي استخدمناىا في (2.6.5) و(2.6.4)
الفقرة السادسة مف الفصؿ السابؽ مف أجؿ كثيرات الحدود  nP x. 

 لممعادلات مف النمط فوؽ اليندسي (3.1.5)استخدمنا مف أجؿ الحموؿ الخاصة 
تنظيماً محدداً لمتوابع  y x . إذا وجد في عبارة y x معامؿ إضافي متعمؽ بػ  ،

 ويحقؽ العلاقات (3.1.1)فإفّ مثؿ ىذا التابع يكوف، كالسابؽ، حلًا لممعادلة التفاضمية 
لنلاحظ أنّو تبعاً لخطية . (2.6.5) و(2.6.4)، (2.6.1)التدرجية الموافقة مف الشكؿ 
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العلاقات التدرجية، إفّ أي تابعيف  y x مختمفيف فقط عف بعضيما بمعامؿ غير 
 . يحققاف نفس العلاقات التدرجية وغير متعمؽ باختيار المنحني متعمؽ بػ 

 واضح بأنّو يمكف أف يوجد شذوذ لمتابع (3.1.3)مف المعادلة  x فقط مف 
 والتي مف أجميا يكوف xأجؿ تمؾ القيـ لػ   0x  . سنفرض افّ المنحني لا يمر 

 (.ىذه النقاط يمكف أف تكوف نيايتيف لممنحني )مف تمؾ النقاط الشاذة 
سنستعرض، فقط، حالات بسيطة مف المنحنيات تمثؿ مستقيمات أو مجالات 

1zمستقيمة مغمقة ولذلؾ فإنّو يكفي إيجاد القيـ الممكنة لػ  z2 وz z نيايتا المنحني 
. 

ليكف  x1 كثير حدود مف الدرجة الثانية وx x2 وx xجذراف لو  .
بتعويض  x تأخذ الشكؿ(3.1.8) بعبارتو المباشرة نجد أفّ العلاقة : 

    

 

2

1

1 1

1 2

1
0

z

z

z x x z

z x

   



   



 



 

1zوىذا الشرط يتحقؽ إذا اخترنا أيّاً مف الإمكانيات لػ  z2 وz z 
1) 1z x إذا كاف ، 0 Re 1     
2) 2z x إذا كاف ، 0 Re 1    
3) z  إذا كاف ، 0 Re 1      

بإدراؾ مماثؿ يمكننا اختيار نيايتي المنحني، في الحالة التي يكوف فييا  x 
 .كثير حدود مف درجة ليست أعمى مف الدرجة الأولى

إذا كاف  0 Re 1  1، فإنّو بمثابةz 2 أوz يمكننا أخذ النقطة z x في 
 يظير حد إضافي (3.1.6)ىذه الحالة وبنتيجة اشتقاؽ التكامؿ في العلاقة 

   

 
1

z x

z z

z x





 





 يساوي الصفر مف أجؿ  0 Re 1  ولذلؾ يبقى الاستنتاج 

يبرىف عمى أنّو يمكف استبداؿ الشرط . بأكممو قائماً  0 Re 1  ًبشرط أكثر تحديدا 
0ىو  Re. 
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 وعمى قيـ الوسطاء بيذه الصورة، نجد أنّو مف أجؿ بعض التحديدات عمى 
المعرفة لمتابع  x وبمثابة ،

1z zو 
2z z ،نيايتيف لممنحني يمكننا، حقيقة 
إفّ خصائص حموؿ المعادلات مف . استخداـ مستقيمات أو مجالات مف المستقيمات

النمط فوؽ اليندسي، عندما لا تتحقؽ ىذه الشروط، يمكف الحصوؿ عمييا بواسطة مبدأ 
 .التمديد التحميمي

لنجر تصنيفاً لمختمؼ أشكاؿ المعادلة . الإرجاعذإلىذاؾشؽلذاؾؼاـوـي-ذ2
 وفقاً لدرجة كثير الحدود (3.1.1) x. 
 ليكف (1 xفي ىذه الحالة مف الضروري .  كثير حدود مف الدرجة الثانية

 جذرا كثير الحدود a): استعراض حالتيف x  ،مختمفاف (b جذرا كثير الحدود 
 xمتطابقاف . 

(a إذا كاف جذرا كثير الحدود  x ّمختمفيف، فإنّو يمكننا اعتبار أف 
    x x a b x    ،a b .بإجراء تحويؿ في المتحوؿ المستقؿ 

  x a b a z   
  عمى الشكؿ(3.1.1)تكتب المعادلة 

    
1

1 0z z y a b a z y y
b a

         
 

,مف الواضح أنّو يمكف، بشكؿ دائـ، اختيار وسطاء  ,   بحيث ترد المعادلة 
 الناتجة إلى الشكؿ

    1 1 0z z y z y y             
 ويرمز لحميا الخاص بالرمز بالمعادلة فوق الهندسيةتسمى ىذه المعادلة 

 , , ;y F z  وسنستعرض ىذه المعادلة بالتفصيؿ في الفقرة التالية . 
(b إذا كاف جذر المعادلة   0x  ّمكرراً أي إف    

2
x x a   . في

1ىذه الحالة نجري التحويؿ 
t

x a



  ويكوف لدينا
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2

1
2

0

t a
t

y y y
t t




 
  

     

وىذه معادلة معممة مف النمط فوؽ اليندسي مف أجؿ  t t  ويمكف رد ىذه المعادلة ،
  ()إلى الشكؿ 

(3.1.9)   0tu t u u    
حيث  tكثير حدود مف درجة ليست أعمى مف الدرجة الأولى و  ثابت ما بواسطة 

تحويؿ مف الشكؿ  y t u ّحيث إف      t t t   ( و  ثابتاف 
، كما أفّ (كيفياف tيحقؽ المعادلة التفاضمية  

(3.1.10)  

 

 

 
  1

;
t t

t t
t t




 

 
  

 حيث
(3.1.11)        1 t t t       
 ليكف (2 x كثير حدود مف الدرجة الأولى  x x a   لنضع 

x a bz  تكتب عمى الشكؿ(3.1.1)، فنجد أفّ المعادلة : 
(3.1.12)   0zy a bz y by      

بفرض أفّ   0x  فإنّو مف أجؿ 
 
1

b
x




  يكوف

        a bz a x bz a z        
 : الشكؿ(3.1.12)ووفقاً لذلؾ تأخذ المعادلة 

   0zy z y y      

                                                 

تسمى المعادلة مف الشكؿ )*(    
 

 
0

x
x u x u u

x


 


   


 حيث  x كثير حدود مف 

الدرجة الأولى عمى الأكثر و xو  x كثيرا حدود كؿ منيما مف الدرجة الثانية عمى الأكثر بمعادلة 
 .معممة مف النمط فوؽ اليندسي
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 ويرمز لحميا الخاص بالرمز بمعادلة فوق هندسية منحمةتسمى ىذه المعادلة 
 , ;F z الذي يسمى بتابع فوؽ ىندسي منحؿ . 
 إذا كاف (3 x ّثابتاً فإنّو يمكف اعتبار أف   1x  لنضع x a bt  ،

 : تأخذ الشكؿ(3.1.1)فنجد أفّ المعادلة 
   2 0y b a bt y b y      

,مف الواضح، أنّو يمكف اختيار الثوابت  ,a b  معادلة  بحيث تؤوؿ المعادلة الناتجة إلى
 :هيرميت

(3.1.13) 2 2 0y ty y    
ذ

ذالدعادلاتذػوقذالهـددقةذواؾتوابعذػوقذالهـددقة.ذ2§

تعرقفذاؾتابعذ-ذ1 , , ;F z   . وجدنا في الفقرة الأولى أفّ المعادلة مف
، في الحالة التي يكوف فييا (3.1.1)النمط فوؽ اليندسي  x كثير حدود مف الدرجة 

 :الثانية بجذريف مختمفيف، ترد إلى المعادلة فوؽ اليندسية

(3.2.1)    1 1 0z z y z y y             
 : والتي يمكف كتابتيا بالشكؿ المرافؽ لنفسو

(3.2.2)     0
d dy

z z y
dz dz

  
 

  
 

 

حيث إفّ    1z z z  و    وأمّا التابع  z فيتعرّؼ مف 
 :المعادلة التفاضمية

            , 1
d

z z z z z z
dz

              

ويكوف  zفي ىذه الحالة  :   1 1z z z
  
   إفّ الحؿ الخاص 

 : يكوف مف الشكؿ(3.2.1)لممعادلة 
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  
 

   

 
1

s sA
y z ds

z s z





 

 






 

 ثابت مرتبط بػ  ثابت تنظيـ وAحيث   بالعلاقة : 

    
1

2
z z


   

 
    

 
 

في الحالة المدروسة يكوف    ( أو  ) . ويُختار المنحني مف 
 :الشرط

(3.2.3)    

 
1 2

1

1

,

0

s s s

s s

s z





 








 

(1s2 وs نيايتا المنحني .) 
 : مف الشكؿ(3.2.1) يكوف الحؿ الخاص لممعادلة تبعاً لاختيار نيايتي المنحني 

(3.2.4)  
 

   
11

1
1

1

A
y z s s s z ds

z z

   

  

  

 
  





 

، يمكننا اختيار النقاط (3.2.3)، كما ىو واضح مف بمثابة نيايتيف لممنحني 
0s  ،1s  ،s z أو s  تبعاً لخواص حموؿ المعادلة اليندسية التي نريد 

 عندما (3.2.1)دراستيا عمى سبيؿ المثاؿ، إذا كاف الذي ييمنا ىو سموؾ حموؿ المعادلة 
0z  فإنّو يكوف مف المناسب اختيار  عمى شكؿ مجاؿ مف المستقيـ يصؿ النقطتيف 
0s و s z عمى نيايتي المنحني إذا كاف (3.2.3) ووفقاً لذلؾ يتحقؽ الشرط 

1 Re Re   بوضع s zt 0 حيث 1t  نجد الحؿ (3.2.4) في المعادلة 
 الخاص

          
1

11

0

, , ; , , 1 1 1y z f z c z t t zt dt
           
         

مف المناسب اختيار ثابت التنظيـ  , ,c    مف الشرط  0 1y . 
 إفّ ىذا يعطينا
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  
 

   
, ,c


  

  



  

 

 : تقبؿ الحموؿ الخاصة(3.2.1)يبرىف عمى أفّ المعادلة 
    1 1 1 ,1 ,2 ;z z f z

     
      

  1 1, 1,2 ;z f z           
    1 , , ;z f z

  
    

 
   

 إفّ شكؿ الحؿ
    1 , , ;z f z

  
    

 
   

 أو zىو الشكؿ الأبسط إذ أنّو لا يشتمؿ عمى قوى  1 zكمعاملات لمتكامؿ . 
 ويرمز لو بالتابع فوق الهندسييسمى ىذا التابع  , , ;F z   . أي إنّو مف أجؿ
 1 Re Re    يكوف  

(3.2.5)  
 

   
   

1
11

0

, , ; 1 1F z t t zt dt
  

  
  

  


  
    

إفّ التابع  1 zt


 يمتمؾ مف أجؿ  1 0zt  1 أي مف أجؿ
z

t
 نقاط 

1تفرع، لذلؾ يكوف المنحني  z  arg 0z  منحنياً شاذاً لمتكامؿ في العلاقة 
مف أجؿ وحدانية التابع . (3.2.5) , , ;F z   يكفي أف نصنع قطعاً عمى طوؿ 

1المحور الحقيقي مف  z ونختار فرع التابع  1 zt


 في النقطة 1 الذي يأخذ قيمة 
0z  مف أجؿ ىذا الاختيار يكوف ، arg 1 zt  . 

لدراسة تحميمية التابع  , , ;F z   نقدر تقارب التكامؿ في الطرؼ الأيمف مف 
0إذا كاف . (3.2.5)العلاقة  Re  و  0 Re a    ّفإف : 
    

1 11 11 1t t t t
         
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لتقدير العبارة  1 zt


 0 مف أجؿ 1t لنقدر العبارة :  نستخدـ الآتي

 1
b

a مف أجؿ أي عدديف مركبيف aو b . 1ليكف 20 1c a c   و 
 arg 1 a  عندئذٍ نجد  

(*) 
   Re arg 1 Im

ImRe

1

ImRe

2

1 1

; Re 0

; Re 0

bb a b

bb

bb

a a e

c e if b

c e if b





 
   

 
 



 

بما أنّو لمتابع  1
b

a 1 شذوذ مف أجؿa   فإنّو لإزالة ىذا الشذوذ نضع 
arga    1 وعندئذٍ يكوف sina   .بيذه الصورة يمكننا أف نضع 

(**) 1 sinc  
لإيجاد 

2cيكفي استخداـ المتراجحة الواضحة  
 1 1a a   

0ومف  r a يكوف لدينا  
 1 1 Rea a   

 وبالتالي فإنّو يمكننا اختيار
(***) 2 1 Rec a  

zلنفرض الآف أفّ  R . ّبما أف 
  1 1 1zt zt R     

aفإنّو يمكف اعتبار  zt  ّ2 وبالتالي فإف 1c R  ًلنضع أيضا b   ولإيجاد ،
1z 1):  نميز الحالتيف1cعبارة    ، (2 1z   حيث arg 2z     

1في الحالة الأولى واستناداً لممتراجحة  1zt zt     1 يمكننا اعتبارc  وفي ،
الحالة الثانية  arg zt     1 أي نضع (***) يمكننا استخداـ العلاقةc  

0مف أجؿ الحالتيف ومف أجؿ . (*)ونستخدـ العلاقة   يكوف لدينا 
 1 zt M


  حيث Mثابت ما . 
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بما أفّ التكامؿ  
1

11

0

1t t dt
   0 يتقارب مف أجؿ 0 و  فإنّو ،

Re بانتظاـ مف أجؿ (3.2.5)وفقتاً لما ذكرنا أعلاه، يتقارب التكامؿ  0  و 
  0    و z R والشروط الإضافية عمى المتغير z : 1إذا كاف z  

argفإفّ  2z     لذلؾ واستناداً لكيفية الثوابت ،
0 , , ,R   وتحميمية التكامؿ 

 في الساحة المشار إلييا أعلاه يكوف التابع (3.2.5) , , ;F z   تحميمياً بالنسبة لكؿ 
متغير مف متغيراتو مع تثبيت قيـ المتغيرات الأخرى وذلؾ إذا تحققت الشروط 

0 Re Re   في المستوي العقدي z باستثناء قطع عمى طوؿ المحور الحقيقي 
1مف اجؿ  z. 

 مف الفقرة الأولى في الفصؿ 2انظر المبرىنة )استناداً لمبدأ التمديد التحميمي 
يحقؽ التابع  (الأوؿ , , ;F z   (3.2.1) المعادلة فوؽ اليندسية. 

ؿشتقذاؾتابعذ-ذ2 , , ;F z   . يمكف حساب مشتؽ التابع , , ;F z   
 (3.2.5)بسيولة، باستخداـ التمثيؿ التكاممي 

   

   
   

 

1
1 1

0

, , ;
1 1

1, 1, 1;

dF z
t t zt dt

dz

F z

      

  


  



   
   
  

   


 

  عمى الشكؿ(3.2.1)وفقاً لذلؾ يمكننا كتابة المعادلة التفاضمية 

(3.2.6)
        

   

, , ; 1 1 1 2, 2, 2;

1 1, 1, 1;

z z z z

z z

         

      

       

        

 

 حيث

  
 

 
1

, , ; , , ;z F z      





 

 تربط التوابع فوؽ اليندسية التي مف أجميا يحافظ عمى (3.2.6)بما أفّ العلاقة 
الفرؽ   فإنّيا تعطينا إمكانية الحصوؿ عمى التمديد التحميمي لمتابع  , , ;z    
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عمى الساحة  0 Re    مف اجؿ أيّة قيـ لموسيط  وذلؾ إذا أنقصنا قيمة ، 
في البند اللاحؽ سنسقط التحديد .  عمى التتالي1بمقدار  0 Re   . 
تحقؽ التوابع فوؽ اليندسية عدداً مف العلاقات التدرجية، . اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة-ذ3

 مف الفصؿ الثاني مف أجؿ أيّة توابع (6)كمثاؿ عمى ذلؾ العلاقات المستنتجة في الفقرة 
يمكف استنتاج علاقات خطية، أكثر عمومية مف أجؿ أيّة ثلاثة توابع . فوؽ ىندسية

 1 1 1, , ;F z   ، 2 2 2, , ;F z   ، 3 3 3, , ;F z   في الحالة التي تكوف فييا 
iالفروؽ  k  ، i k  ،i k أعداداً صحيحة . 

 لنستعرض أي تركيب خطي لتوابع فوؽ ىندسية مف الشكؿ

  
3

1

, , ;i i i i

i

c F z  


 

 عادية –ولنبرىف عمى أنّو يمكف اختيار توابع كسرية  i ic c z بحيث يؤوؿ التركيب 
 لمتوابع (3.2.5)لمبرىاف عمى ذلؾ سنستخدـ التمثيؿ التكاممي . الخطي المذكور إلى الصفر

 :فوؽ اليندسية

(3.2.7)        0 0 00

13
11

1 0

, , ; 1 1i i i i

i

c F z t t zt P t dt
    
  



    

0 و0حيث  0  ىي تمؾ القيـ مف قيـ iو i i  التي مف أجميا يكوف لقسميا 
 التي يكوف لقسميا الحقيقي i في تمؾ القيـ مف قيـ 0الحقيقي قيمة أصغرية، وأما 

 :قيمة أعظمية

 
 

   
 

   
 0 0 00

3

1

1 1i i iii

i

i i i i

P t c t t zt
      

  

   




  

  
 

0iبما أفّ الفروؽ   ،   0 0i i      ،0 i  ىي أعداد صحيحة غير 
سالبة فإفّ  P t يكوف كثير حدود بالنسبة لػ t . لنختر المعاملاتic بحيث يمثؿ 

 لتابع ما لو نفس الشكؿ كما لمتابع tالتابع المستكمؿ في شكؿ المشتؽ بالنسبة لػ 
 أي إف. (3.2.7)المستكمؿ في العلاقة 

    (3.2.8)           0 0 0 0 0 00 0
1 11

1 1 1 1
d

t t zt P t t t zt Q t
dt

                
 
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حيث  Q tفي النتيجة نحصؿ عمى.  كثير حدود 

        0 0 00

3 1
1

0
1

, , ; 1 1i i i i

i

c F z t t zt Q t
    
 



   

بما أفّ    0 00 Re min Re i i      و 
00 Re min Re i   

فإفّ الطرؼ الأيمف مف العلاقة الأخيرة يؤوؿ إلى الصفر، وبالتالي فإنّو مف أجؿ ذلؾ 
الاختيار لممعاملات 

icستتحقؽ العلاقة الخطية  

(3.2.9)  
3

1

, , ; 0i i i i

i

c F z  


 

لنبرىف عمى أنّو يمكف، بشكؿ دائـ، اختيار معاملات كثير الحدود  Q t 
والمعاملات 

ic بمقارنة الطرفيف الأيمف والأيسر مف ىذه . (2.3.8) بحيث تتحقؽ العلاقة
المساواة يتضح بأفّ درجة كثير الحدود  Q t تقؿ عف درجة كثير الحدود  P t 

 مف الأسس المختمفة في الطرؼ الأيمف والطرؼ الأيسر tبمساواة معاملات . بدرجتيف
 نحصؿ عمى جممة معادلات خطية بالنسبة لمعاملات كثير الحدود (2.3.8)لممساواة 

 Q t غير المعمومة لدينا والمعاملات ic . بسيولة نرى أفّ عدد المجاىيؿ في تمؾ
، وليذا ومف أجؿ وحدانية حؿ تمؾ الجممة 1الجممة أقؿ مف عدد المعادلات في الجممة بػ 

سنعتبر أفّ معادلات الدرجة الأعمى في كثير الحدود معمومة، وبغية تبسيط الحسابات 

سنعتبر أفّ ذلؾ المثؿ يساوي  

   
0

0 0 0



  



  
بما أفّ معاملات المجاىيؿ في . 

 تكوف توابع كسرية ic، فإفّ المجاىيؿ zجممة المعادلات الناتجة ىي كثيرات حدود في 
 .z عادية في المتغير –

بمثابة مثاؿ سنوجد العلاقة التي تربط التوابع  , , ;F z  و 
 , , 1;F z    .في ىذه الحالة لدينا: 

 0 0,i i         
 1 2 3 01 , , 1 ; 1              

  
 

   

1

1
P t



  

 
 
   
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(3.2.10)         
2

1 2 31 1 1 1 1c c t c t                   
 

 

وتكوف درجة كثير الحدود  Q t ّمساوي لمصفر، أي إف 

  
 

   

 

   
0

0 0 0

1

1
Q t

 

     

  
 
      

 

  الشكؿ(3.2.8)وتأخذ العلاقة 
 

     
 

   
   

2 1 11
1

1 1 1 1
1

d
t t zt P t t t zt

dt

      

  

     
 

     
    

 

 ومنو نجد أفّ 
 

 
 

   
         

1
1 1 1 1 1 1

1
P t t zt t zt t


   

  

 
              

 

بتعويض عبارة  P t وبمساواة أمثاؿ (3.2.10) الناتجة في ،t ذات الأسس المختمفة 
 نجد

 
  

 

   

 

1

2

3

1 1

1
2 2 1

1

1

1

c z

c z

c z

 

 
   



     

 

   

 
       

   




 

 :بيذه الصورة، يكوف لدينا أخيراً 
     1 1 , , 1;z F z        

    2 2 1 , , ;z F z                
(3.2.11)     , , 1; 0zF z           

 تعطينا إمكانية تمديد التابع (3.2.11)إفّ العلاقة 
 

 
 

1
, , ; , , ;z F z      





 بإنقاص قيمتيا  تحميمياً مف أجؿ أيّة قيمة لػ 
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بنتيجة ذلؾ التمديد لمتابع .  عمى التتالي1 , , ;z    نحصؿ عمى تابع تحميمي 
 في  و و مف أجؿ أيّة قيـ لػ  ، ، ولممتحولات zوحيد التعييف لممتغير 

1المستوي العقدي ذي القطع عمى طوؿ المحور الحقيقي ومف أجؿ  z تبعاً لذلؾ يكوف 
لمتابع فوؽ اليندسي      , , ; , , ;F z z         نقاط شاذّة فقط في النقاط 

 0,1,2,...n n   . 
 

ذاؾدؾدؾةذػوقذالهـددقة.ذ3§

ذ

يمكننا الحصوؿ عمى نشر التابع فوؽ اليندسي . ـشرذاؾتابعذػوقذالهـددي-ذ1
 , , ;F z  في قوى z وبنشر التابع (3.2.5) باستخداـ التمثيؿ التكاممي 
 1 zt


 في سمسمة صحيحة في قوى z: 

(3.3.1)  
   

0

1 1
!

n

n

n

zt
zt z

n

 




   

 حيث

  
 

 
   1 ... 1

n

n
n


   



 
    


 

1zإذا كاف   0 تتقارب بانتظاـ مف أجؿ (3.3.1) فإفّ السمسمة 1t  ،
وىكذا فإنّو مف أجؿ . وبالتالي يمكننا مبادلة موضعي الجمع والمكاممة في العلاقة الناتجة

0 Re Re  يكوف لدينا : 

(3.3.2) 

 

 

   

 
 

   

 

1
11

0 0

0

, , ;

1
!

!

n nn

n

nn n

n n

F z

z t t dt
n

z
n

 

  



  

 




  










  
  



 



 

لنلاحظ أفّ  , , ;0 1F    . 
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 (اختبار)بتطبيؽ قاعدة . بالسمسمة فوق الهندسية (3.3.2)تسمى السمسمة 
 مف  ، ،دالامبير في تقارب السلاسؿ نجد أفّ السمسمة تتقارب بانتظاـ بالنسبة لػ 

1zأجؿ  q  في أيّة ساحة مغمقة لممتغيرات  ، ، ولا تحتوي عمى قيـ  
تبعاً لذلؾ تمثؿ السمسمة فوؽ اليندسية . التي تساوي الصفر والأعداد الصحيحة السالبة

1z مف أجؿ z و و  وتابعاً تحميمياً بالنسبة لممتغيرات  و k   
 0,1,2,...k  . محققاً مف أجؿ (3.3.2)واستناداً لمبدأ التمديد التحميمي يبقى النشر 

 . ، ،الساحة المشار إلييا لقيـ 
 :(3.3.2)لنلاحظ المساواة، الواضحة، الناتجة مف علاقة النشر 

    , , ; , , ;F z F z      
إف التابع . اؾعلاؼاتذاؾتابعقة-ذ2   1 , , ;y z F z   ،يمثؿ، كما وجدنا 

 بسيولة يمكف التأكد مف أفّ التوابع. حلًا خاصاً لممعادلة فوؽ اليندسية

 
   

     

     

1

2

3

1

4

1, 1,2 ;

1 , , ;

1 1 ,1 ,2 ;

y z z F z

y z z F z

y z z z F z



  

  

    

    

  



 

 

     

   

    

 

وبما أفّ لممعادلة فوؽ اليندسية . (3.2.1)تمثؿ حمولًا خاصة أيضاً لممعادلة فوؽ اليندسية 
يوجد حلّاف مستقلاف خطياً، فإنّو بيف التوابع  iy z  1,2,3,4i  يجب أف توجد 

1مف أجؿ . علاقة خطية  يكوف التابعاف  1y zو  2y z 1 مف أجؿ  
 0مستقميف خطياً وذلؾ لاختلاؼ سموكيما في جوار النقطة  0z  ولذلؾ فإنّو مف ،

1أجؿ   يمكف تمثيؿ  3y zو  3y z في شكؿ تركيب خطي لػ  1y zو 
 2y z . مف مقارنة سموؾ ىذيف التابعيف مف أجؿ 0z  ّبجد أف  

            3 1 4 2Re 1 , Re 1y z y z y z y z     
1أي إنّو مف أجؿ  Reيكوف  

(3.3.3)      , , ; 1 , , ;F z z F z
  

       
 

    
1ومف أجؿ  Reيكوف  
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(3.3.4)     1, 1,2 ; 1 1 ,1 ,2 ;F z z F z
  

       
 

          
لنلاحظ . بواسطة مبدأ التمديد التحميمي، يمكننا إىماؿ التحديدات عمى الوسيط 

 وبمثابة قيـ التابع (3.3.3)في العلاقة . (3.3.3) ىي نتيجة لمعلاقة (3.3.4)أفّ العلاقة 
 1 z

   
 0 عندما 1 يُؤخذ ذلؾ الفرع الذي يساويz  ّأي إف ، arg 1 z   

 ىي مثاؿ لعلاقة تابعية بيف التوابع فوؽ اليندسية المتعمقة (3.3.3)إفّ العلاقة 
إفّ التوابع فوؽ اليندسة تحقؽ أيضاً سمسمة مف العلاقات التابعية التي . zبنفس المتحوؿ 

لمحصوؿ عمى مثؿ ىذه العلاقات نستخدـ . تربط التوابع فوؽ اليندسية لمتغيرات مختمفة
 : باختيار الأشكاؿ الآتية لممنحني (3.3.3)تمثيؿ حؿ المعادلة فوؽ اليندسية بالشكؿ 

(a مجاؿ مف المستقيـ يصؿ النقطتيف z s1 وs  .(b نصؼ مستقيـ 
arg args z ،s z . ىذاف المنحنياف يمكننا مف الحصوؿ عمى حموؿ ليا سموؾ
1zبسيط عندما  و z  . (3.3.3)لنضع في العلاقة  1 1s t z   في 

zالحالة الأولى و
s

t
 0 في الحالة الثانية حيث 1t  فنحصؿ عمى الحميف الخاصيف 

 :الآتيف لممعادلة فوؽ اليندسية

      

 

1
1 11

1

0

1

1 1 1

1, 1, 1;1

y z A z t z t t dt

z F z

    

       

   



    
 

       

 



 

 
     

1
1

2

0

1 1 1

1 1
1 1 , , 1;

t
y z A z z t t

z

z F
z z

 
     

  

     


   

 



 
    

 

   
       

   

 



 

(رمز التناسب ) 
، فإفّ العلاقتيف الناتجتيف يمكف تبسيطيما ونأتي إلى (3.3.3)إذا استخدمنا العلاقة 

 :العلاقتيف الآتيتيف
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   

 

, , 1;1

1
, 1, 1;

y z F z

y z z F
z



    

    

    

 
     

 

 

 وجدنا سابقاً أفّ 
    1, , ; 1, 1,2 ;F z and z F z             

1ىما الحلّاف غير المرتبطيف خطياً مف أجؿ   . بتطبيؽ نفس الطريقة في الحصوؿ
عمى الحؿ الثاني عمى التابعيف  , , 1;1F z        ،

1
, 1, 1;z F

z

       
    

 
 نحصؿ عمى أزواج الحموؿ الآتية وغير المرتبطة 

 :خطياً لممعادلة فوؽ اليندسية
 , , ;F z  و  1 1, 1,2 ;z F z            

 1 ;  
 , , 1;1F z       و     1 , , 1; 1z F z

  
      

 
       

 0 ;     
1

, 1, 1;z F
z

       
    

 
1 و

, 1, 1;z F
z

       
    

 
 

 ; . 
بما أنّو لا يوجد لممعادلة فوؽ اليندسية أكثر مف حميف مستقميف خطياً، فإفّ أي 

تابع مف كؿ زوج يمكف تمثيمو في شكؿ تركيب خطي لأي زوج مف الحموؿ إفّ ىذا يعطينا 
إمكانية الحصوؿ عمى علاقات تابعية مختمفة بيف التوابع فوؽ اليندسية ليكف  1y zو 

 2y z بنشر أي حؿ (3.2.1) حميف مستقميف خطياً لممعادلة فوؽ اليندسية  y z 
لممعادلة فوؽ اليندسية بالتابعيف  1y zو  2y zيكوف لدينا  

      1 1 2 2y z c y z c y z  
إذا كانت التوابع : 2c و1cنشير ىنا إلى الخاصة البسيطة الآتية لعوامؿ النشر  y z ،

 1y zو  2y z توابع تحميمية في ساحة ما لممتغيرات   ، ،، z ّفإف 
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المعامميف  1 1 , ,c c   و  2 2 , ,c c    يكوناف تابعيف تحميمييف في تمؾ 
 .الساحة

إفّ ىذه الخاصة تنتج مف العبارة الصريحة لممعامميف 
1cو 

2c: 

  
 

 
 

2 1

1 2

1 2 1 2

, ,
,

, ,

W y y W y y
c c

W y y W y y
  

حيث إفّ          ,W f g f x g x f x g x   معيف ورونسكي لمتابعيف 
fو g ًلذلؾ ومف أجؿ .  والذي لا يساوي الصفر مف أجؿ التابعيف المستقميف خطيا

 يكفي إيجاد عبارتييما مف أجؿ تحديدات إضافية عمى الوسطاء 2c و1cإيجاد المعامميف 
 .ومف ثـ استخداـ مبدأ التمديد التحميمي

لنحصؿ أولًا عمى نشر التابع فوؽ اليندسي  , , ;F z   بدلالة التوابع فوؽ 
اليندسية لممتغير  1 z: 

(3.3.5)
     

    

1

2

, , ; , , , , 1;1

, , 1 , , 1;1

F z c F z

c z F z
  

          

         
 

     

       
 

 :2c و1c يمكف تحديد الصمة بيف (3.3.3)وباستخداـ العلاقة التابعية 
     

 

 

 

  

 

1

2

, , ; 1 , , ;

, ,

, , 1;1
1

, , 1

, , 1;1

F z z F z

c

F z
z

c z

F z

  

  

  

       

    

      

    

    

 

 

 

    

   
 
        

   
     
      

 

 ومنو نجد
    2 1, , , ,c c          

0 نفرض أولًا أفّ 1cلمعرفة المعامؿ  Re Re  0 و Re وننتقؿ إلى النياية 
1z عندما (3.3.5)في النشر   بما أنّو مف . (3.2.5) ومف ثـ نستخدـ التمثيؿ التكاممي

 :أجؿ التحديدات عمى الوسطاء يكوف
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 

 

   
 

   

   

1
11

1
0

lim , , ; 1
z

F z t t dt
  

  
  

   

   

  




  
  

   

   


 

نّو استناداً لكوف  وا  0 Re     نجد  

  
   

   
1 , ,c

   
  

   

   

   

 

 ومنو

  
   

   
2 , ,c

   
  

 

   


 
 

 و1cاعتماداً عمى مبدأ التمديد التحميمي تبقى العبارتاف المعرفتاف لػ 
2c صحيحتيف 

 :بيذه الصورة يكوف. مف أجؿ جميع قيـ الوسطاء

  
   

   
 , , ; , , 1;1F z F z

   
       

   

   
     
   

 

    

   
 1 z

     

 

    
  

 
 

(3.3.6)  , , 1;1F z             
لنوجد الآف نشر التابع فوؽ اليندسي  , , ;F z   بدلالة التوابع فوؽ اليندسية 

1لممتغير 

z
، السموؾ المقارب (3.2.5)بغية ذلؾ سنوجد أولًا، بدلالة التمثيؿ التكاممي . 

zلمتابع فوؽ اليندسي عندما   . 0إذا كاف Re Re  0 و Re ّفإف ،: 

  

 

 

   
 

1
11

0

, , ;
lim 1
z

F z
t t dt

z

  



   

  

  





  
  

 

(3.3.7)    

   

  

  

  

  

 

حيث أنّو ىنا  arg z   . مف المناسب، الحصوؿ (3.3.7)بالتقابؿ مع العلاقة ،
عمى نشر التابع  , , ;F z  ليس بدلالة التابعيف  
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1 1
, 1, 1; , , 1, 1;z F z F

z z

              
          

   
 

نما بدلالة التابعيف  وا 

   
1 1

, 1, 1; , , 1, 1;z F z F
z z

 
         

    
            

   
 

 لدينا

     1

1
, , ; , , , 1, 1;F z z F

z


          

  
       

 
 

(3.3.8)  2

1
, , , 1, 1;z F

z


       

  
      

 
 

بما أفّ    , , ; , , ;F z F z      ّفإف ،   1 2, , , ,      . 
لمعرفة المعامؿ  2 , ,   ّ0 نفرض أولًا أف Re Re   ّ0 وأف Re ثـ 

z عندما (3.3.8)ننتقؿ إلى النياية في العلاقة   فنجد (3.3.7) مستخدميف العلاقة 
 أفّ 

  
   

   
2 , ,

  
  

  

  

  

 

 ومنو نجد

  
   

   
1 , ,

  
  

  

  

  

 

 2 و1اعتماداً عمى مبدأ التمديد التحميمي تبقى العبارتاف المعرفتاف لػ 
 صحيحتيف مف أجؿ جميع قيـ الوسطاء، وبيذه الصورة يكوف

  
   

   
 

1
, , ; , 1, 1;F z z F

z

  
       

  

    
       
    

 

(3.3.9)    

   
 

1
, 1, 1;z F

z

  
    

  

    
      
    

 

حيث إفّ  arg z   
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 نجد بسيولة شكؿ التابع (3.3.9) و(3.3.6)باستخداـ النشريف  , , ;F z   
1zمف أجؿ  و z  وذلؾ إذا استخدمنا سمسمتي التابعيف فوؽ اليندسييف 
1لممتغيريف  z1 و

z
. 

 يمكف الحصوؿ (3.3.3) و(3.3.9)، (3.3.6مف الواضح، أنّو بتركيب العلاقات 
في حالة خاصة يسيؿ إيجاد النشريف الذيف يبدواف . عمى عدد آخر مف العلاقات التابعية

 أي النشراف لأي مف (3.3.9) و(3.3.6)وكأنيما النشريف المعاكساف، بمفيوـ ما، لمنشريف 
1المتغيريف  z1 أو

z
 بدلالة التابعيف  , , ;F z  و  1 1, 1,2 ;z F z          . 

 :بمثابة مثاؿ، سنوجد نشري التابعيف
   1 , , 1;1z F z

  
      

 
       و  , , 1;1F z        .

،  ، بػ (3.3.6) في العلاقة  ، ، ،zمف أجؿ ذلؾ، يكفي استبداؿ المقادير 
1     ،1 z أو بػ   ،  ،1     ،1 z .فنجد 

 
   

   
 

1 1
, , 1;1 , , ;

1 1
F z F z

   
       

   

     
     

     
 

(3.3.10)
   

   
 1

1 1
1, 1,2 ;z F z   

    
 


     

     
 

 

 
   

 

   

   
 

   

   
 1

1 , , 1;1

1 1
, , ;

1 1
1

1 1
1 ,1 ,2 ;

z F z

F z

z

z F z

  

  



      

   
    

 

   
  

   

 

 



       

      
   

     
      
    

     

 

 عمى الطرؼ الأيمف مف العلاقة الأخيرة، ومف ثـ نكتبو (3.3.3)لنطبؽ العلاقة التابعية 
 :عمى الشكؿ

    1 , , 1;1z F z
  

      
 

        



127 

    

   
 

1 1
, , ;

1 1
F z

   
  

 

     
 

   
 

(3.3.11)
   

   
 1

1 1
1, 1,2 ;z F z   

    
   


     

     
   

 

 والعلاقات المماثمة ليا والناتجة عف تركيب (3.3.9)، (3.3.6)تعطي العلاقات مف الشكؿ 
 إمكانية التعبير عف التابع (3.3.3) و(3.3.9)، (3.3.6)العلاقات  , , ;F z   بدلالة 

1التوابع فوؽ اليندسية لممتغيرات  z ،1

z
 ،1

1 z
 ،1

1
z

 ،1

1 1
1

z

z

z






إفّ ذلؾ . 

يمكننا بواسطة السلاسؿ فوؽ اليندسية الموافقة ليذه المتغيرات مف التمديد التحميمي لمتابع 
 , , ;F z   إلى أي جزء مف المستوي العقدي ذي القطع عمى طوؿ جزء المحور 

الحقيقي  1, 1 وباستثناء نقاط الدوائرz 1 و 1z لأنو في ىذه الحالة  

 1
1 1 1z z

z
     

وجدنا أفّ التابع فوؽ اليندسي . حالاتذذاذّة-ذ3 , , ;F z   لا يكوف 
kمعرفاً عندما يكوف     0,1,2,...k  وبالتالي فإفّ العلاقات التابعية، المذكورة 

 .في البند السابؽ، يمكف أف تفقد معناىا مف أجؿ علاقات محددة بيف الوسطاء
mإذا كانت     0,1,...m  تنقطع ويكوف (3.3.2) فإفّ السمسمة اليندسية 

التابع فوؽ اليندسي  , , ;F z   كثير حدود مف الدرجة m في z لكثير الحدود 
kىذا معنى مف أجؿ    إذا كاف m k  ّوذلؾ لأف ،    0

n n
k    مف 

nأجؿ  m . الأمر نفسو يكوف كذلؾ إذا كانتm   . وفقاً لذلؾ يتبقى استعراض
الحالة عندما تتضمف العلاقات التابعية التابع فوؽ اليندسي  , , ;F z  و k   

 ،, 1,..., k    ،0, 1,..., k   . 
كي يكوف لمعلاقات التابعية معنى، في ىذه الحالة، نستعيض عف التابع 

 , , ;F z   بالتابع  
 

 
1

, , ; , , ;z F z      





 والذي لو، كما وجدنا 

k والتي في عدادىا أعلاه، معنى مف أجؿ جميع قيـ   . 
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باستخداـ العلاقة المتتمة في التابع . (3.3.10)بمثابة مثاؿ سنستعرض العلاقة 
 zيمكننا كتابة تمؾ العلاقة عمى الشكؿ  

 
 

   

, , ;
, , 1;1 [

sin 1 1

z
z

   
     

    
     

     
 

(3.3.12) 
   

 
1

1, 1,2 ; ]
z

z


     
 



     
 

 

nإفّ ىذه العلاقة تكوف غير معرّفة مف أجؿ    0, 1, 2,...n    وذلؾ 
sinلأفّ  0  مف أجؿ n  . بما أفّ التابع , , 1;1 z         في 

 فإنّو لوجود نياية محدودة  تحميمي بالنسبة لػ (3.3.12)الطرؼ الأيسر مف العلاقة 
nعندما   يمزـ أف تؤوؿ العبارة داخؿ الأقواس المتوسطة إلى الصفر عندما n  ،
 أي إفّ 

(3.3.13)  
   

   

 

1
1 1

, , ;

1, 1,2 ;

n
n n

z z

n n n z

 
   

 

  


     

 
 

     

 

، واضح أنّو في الحالات التي يفقد واحد مف التابعيف (3.3.13)مف العلاقة 
 1 1, 1,2 ;z F z          و  , , ;F z   معناه فإفّ التابعيف 

 , , ;z   و  1 1, 1,2 ;z z           ًيكوناف مرتبطيف خطيا . 
nإفّ القيمة   ىي نقطة قابمة للإصلاح(3.3.12) في الطرؼ الأيمف مف العلاقة  .

nعندما  (3.3.12)بالانتقاؿ إلى النياية في العلاقة   (3.3.13) وباستخداـ العلاقة 
 وبحساب النيايات وفؽ قاعدة أوبيتاؿ نجد

   , , 1;1 , , 1;1n z F z                      

(3.3.14)
 

   
        

1
, , ; , , ;

1 1

n

n z n z
n n

      
 


          

 

حيث  zو.  المشتؽ الموغاريتمي لمتابع غاما 
    , , ; , , ; lnn z n z z       
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  , , ;

n

z



   
  



   
    

   
 

(3.3.15)
   

   

 1

2

1 1 1, 1, ;
n

n

n n n n z
z



     

  



 

          


  
 

 (3.3.3)بما أنّو استناداً لػ 

  

 1

, , 1;1

1, 1, 1;1n

n z

z n n n z

    

    

    

        
 

 فإفّ 
 

 
   

   
 

         

1
1 1

, , ; 1, 1,2 ;

, , ; 1 1

n
n n

z z n n n z

z n n

 
    

 

       


     

        
 

          

 

يمكننا الانتقاؿ، بشكؿ دائـ، إلى علاقات تربط بعض التوابع فوؽ اليندسية والتابع 
 , ,;nz  وذلؾ بتحويلات في العلاقات التابعية مف أجؿ الحالات الشاذّة الأخرى ،

 .مماثمة لما قمنا بو في الحالة الشاذّة المذكورة
بما أفّ التابع  , , 1;1n z        حؿ لممعادلة فوؽ اليندسية 

n مف أجؿ (3.2.1)  فإف التابع  , , ;n z  يكوف أيضاً حلّاً ليذه المعادلة مف 
 والتي مف أجميا تكوف للأمثاؿ في  و باستثناء القيـ المنعزلة لػ  وأجؿ أي 
 أو لمتابع (3.3.14) , , ;n z شذوذ . 

بما أفّ التابع  , , ;z    تحميمي بالنسبة لمتغيراتو  ، ، ،z ّفإف 
التابع  , , ;n z  يكوف تحميمياً بالنسبة لمتحولاتو (3.3.15)، استناداً لمعلاقة ، ،

 ،zإذا كاف  

    

   
0

1 1n n

 

 

 


     
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وبالتالي فإفّ التابع  , , ;n z  استناداً لمبدأ التمديد (3.2.1) يكوف حلّاً لممعادلة 
 . والتحميمي وذلؾ مف أجؿ القيـ المبينة لػ 

بالمثؿ تماماً نجد أفّ التابع  1 1, 1,2 ;nz n n n z        حؿ لممعادلة 
 فوؽ اليندسية إذا كاف

    

   

1 1
0

n n 

 

     


 
 

إفّ ما ذكرناه يمكننا مف بناء جممة تامة لحموؿ المعادلة فوؽ اليندسية مف أجؿ 
1في الواقع إذا كاف . جميع قيـ   وكاف لمتابعيف  , , ;F z  و 

 1 1, 1,2 ;z F z           معنى فإنّو يمكف أخذىما بمثابة حميف مستقميف 
خطياً لممعادلة فوؽ اليندسية، أمّا إذا فقد واحد مف التابعيف معناه فإنّو ينبغي استبدالو إمّا 

بػ  , , ;n z  0 مف أجؿ n   1,2,...n  مّا بالتابع  وا 
 1 1, 1,2 ;nz n n n z        0 مف أجؿ n   0, 1,...n  . 

1إذا كاف   فإفّ التابعيف  , ,1;F z ، , ,1;z  يكوناف حميف لممعادلة فوؽ 
ولمتأكّد . بسيولة يمكف التأكّد بأفّ الحالات المستعرضة تغطي جميع الحالات. اليندسية

0zمف الاستقلاؿ الخطي لكؿ زوج مف الحموؿ يكفي مقارنة سموؾ التابعيف عندما  . 
نأتي الآف إلى نشر التابع  , , ;z   في قوى z 0 مف أجؿ n. 

باستخداـ نشر التابع  , , ;z    1، يكوف لدينا مف أجؿz : 

  
   

 0

, , ;
!

kk k

k

z z
k k

 
   








 

 

 

 

   

 
         

0

, , ;

! 1 !

n

k

k k

k

z

z
k k n k

k n k



   
  

 
   







   
   

   

           

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 
     

 0

1 1
1, 1, ;

!

kk k

k

n n k
n n z z

k k

  
   

 





     
     

  
 

kإذا كاف   ّفي المجموع الأخير عدداّ صحيحاً سالباً، أي إف k s    
 0,1,2,...s  ّفإف  

  

 
 

1
1 !

sk
s

k





 
 

 
 

0لذلؾ فإنّو في الحالة  2 n   ينبغي تجزئة سمسمة التابع 

 
2

1, 1, ;
n

n n z


   


 


   


 إلى قسميف، يحتوي القسـ الأوؿ منيما الحدود 

0التي مف أجميا  2k n   وأمّا القسـ الثاني فيشتمؿ عمى الحدود التي مف أجميا 
1n k  . باستبداؿ دليؿ الجمعk 1 في المجموع الأوؿ بػn k  1 وبػn k  

 في المجموع الثاني فإنّنا نجد
   

   
 

   

     

     

 

1

2

1

1 0

1 1
1, 1, ;

11 1 !

1 ! 1 ! !

n

n

k kn
kk k

k kk k

n n
z n n z

kk z
z

n k k k n k k



 
   

  

 

 



 

 

 

      
    

  

  
  

     
 

 

1nتبقى العبارة الناتجة صحيحة مف أجؿ  إذا وضعنا المجموع الأوؿ مساوياً لمصفر ، .
n...,1,2بيذه الصورة نجد أف مف أجؿ  يكوف  

  
   

     

1

1

1 1 !
, , ;

1 !

k
n

k

k k k

k
n z z

n k k k
 

 






 
   

   
 

    

 
     

0

[ln
! 1 !

kk k

k

z z k k
k n k

 
  





      
 

 

(3.3.16)      1 ]n k k     
 

ذاؾتوابعذػوقذالهـددقةذالدـحؾة.ذ4§
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ذ

تعريف التابعين - 1 , ;F z  ، , ;G z  . وجدنا سابقاً أفّ المعادلة
التفاضمية مف النمط فوؽ اليندسي ترد في الحالة التي يكوف فييا  z كثير حدود مف 

 الدرجة الأولى إلى المعادلة فوؽ اليندسية المنحمة
(3.4.1)   0zy z y y      

  ىو مف الشكؿ(3.4.1)وأفّ الحؿ الخاص لممعادلة 

  
 

   

 
1

s sA
y z ds

z s z





 

 






 

(Aثابت تنظيـ ) . في ىذه الحالة لدينا z z  ،   وأمّا التابع  z فإنّو 
 يحقؽ المعادلة التفاضمية

          ,
d

z z z z z z
dz

          

وىذا يعطي   1 zz z e   .تبعاً لذلؾ يكوف 

    
11

1

z sA
y z s z s e ds

z

 



  


 



 

  مف الشرطيختار المنحني 
  

1 2

1

,

0s

s s s

s z s e
   



  

(1s2 وsنيايتا المنحني )  يمكف اختيار نيايات المنحني، وفقاً لمشروط المفروضة
0s، النقاط  وعمى الوسيطيف   ،z ، . بمثابة المنحني نختار المجاؿ 

 1s z t  ،0 1t  1 الواصؿ بيف النقطتيف 0s 2 وs z وأيضاً نصؼ 
sالمستقيـ  z t  ،0 t  ووفقاً لذلؾ نأتي إلى حمي المعادلة فوؽ اليندسية 
 المنحمة

    
1

11

1 1

0

1 , 1 Re Re ;zty z A t t e dt
   
     
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  
1

1

2 2

0

1 , 1 Re .t t
y z A z e t dt

z

 

  

 

    
   

 
 

لمتابع  1y z 0 سموؾ بسيط مف أجؿz  ولمتابع  2y z سموؾ بسيط مف 
zأجؿ   . في الحقيقة، إذا كاف الانتقاؿ الموافؽ إلى النياية تحت إشارة التكامؿ

 :ممكناً، فإفّ 

(3.4.2) 
 

   

 

   

1 1

2 2

0

lim
z

y A

y z z A

  






   
 

 
 


 

 بحيث يكوف الطرفاف في الجية اليمنى مف 2A و1Aمف المناسب اختيار ثابتي التنظيـ 
في النياية نحصؿ عمى الحميف الآتيف لممعادلة .  مساوييف لمواحد(3.4.2)العلاقة 
(3.4.1): 

(3.4.3)    
 

   
 

1
11

1

0

, ; 1 zty z F z t t e dt
 

 
  

 


  
    

(3.4.4)    
 

1

1

2

0

, ; 1te t
y z G z e t dt

z

 
 



 
   

   
  

 

يسمى التابع  , ;F z   أو التابع فوق )بالتابع فوق الهندسي المنحل
، كما يسمى التابع (الهندسي المنحل من النوع الأول , ;G z   بالتابع فوق
مف أجؿ وحدانية التابع . الهندسي المنحل من النوع الثاني , ;G z  سنعتبر في 

 : أفّ (3.4.4)العلاقة 

 arg 1 , arg
t

z
z

 
 
   

 
 

عرّفنا التابعيف  , ;F z  ، , ;G z  مف أجؿ التحديدات الآتية عمى 
1: الوسطاء Re Re   مف أجؿ  , ;F z 1 و Re مف أجؿ 

 , ;G z  . مف أجؿ إمكانية التمديد التحميمي ليذيف التابعيف عمى ساحة قيـ لموسطاء
 نقوـ بدراسة تقارب (3.4.2)أكثر اتساعاً، وأيضاً مف أجؿ البرىاف عمى صحة العلاقتيف 

التكامميف المعرفيف لمتابعيف    1 , ;y z F z و    2 , ;y z G z  . ّإف
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 مف أجؿ (3.2.5) تتـ بنفس الطريقة التي درسنا بيا التكامؿ (3.4.3)دراسة تقارب التكامؿ 
التابع  , , ;F z   إذا لاحظنا أنّو مف أجؿ ،Rez R يكوف zt ke e . إفّ ىذه

الدراسة تبيف بأفّ التابع  , ;F z  ىو تابع تحميمي بالنسبة لكؿ متغير مف متغيراتو مع 
0ثبات المتغيريف الباقييف، إذا كاف  Re Re  . 

 لمتابع (3.4.4)لنستعرض التمثيؿ التكاممي  , ;G z  . إفّ التابع
1

1
t

z

  

 
 

 
z يمتمؾ نقاط تفرع مف أجؿ  t   0 t   ولذلؾ فإفّ المستقيـ ،

arg z   مف أجؿ وحدانية التابع . (3.4.4) ىو مستقيـ شاذ بالنسبة لمتكامؿ
 , ;G z  0 يكفي أف نصنع قطعاً عمى طوؿ المحور الحقيقي مف أجؿ z أي إنّنا 
argسنعتبر أفّ  z  . نأتي الآف لدراسة تقارب التكامؿ لمتابع , ;G z  . مف أجؿ

تقدير العبارة 
1

1
t

z

  

 
 

 
0 مف أجؿ  t  مف (**) و(*) نستخدـ العلاقتيف 

argإذا كاف . الفقرة الثانية z   و R z فإنّنا نضع في العلاقة (*) t
a

z
 ،

1b     فنجد أف arga    ،1 sinc  ،
2 1

t
c

R
 ومنو يكوف : 

 
 

   

 
     

Re 1

Im1

Re 1 Im

1 Re 1
1

sin Re 1

t
e ift

R
z

e if

 
   

    

 

  

 

 

  

 
    

    
  

 

 

مف ىذه التقديرات بسيولة نجد أنّو مف أجؿ    تتحقؽ المتراجحة  

 
1

1 1
t t

M
z R

   

   
     

   
 

1tتقدر العبارة .  ثابت ماMحيث   عمى النحو الآتي، مف أجؿ Re 0   
 يكوف لدينا
 1 1t t   

 بما أفّ التكامؿ
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 1

0

1t t
e t dt

R







   
 

 
 

 يتقارب بانتظاـ بالنسبة (3.4.4)متقارب، فإفّ التكامؿ في الطرؼ الأيمف مف العلاقة 
R في الساحة z و ،لممتغيرات  z ،arg z    ،a  و 

Re 0   . وبما أفّ الثوابت ، ،Rو  كيفية فإفّ التابع  , ;G z  
0يكوف تحميمياً بالنسبة لكؿ متغير مف متغيراتو في الساحة  z ،arg z  ،

0 Re ممكناً (3.4.2) ويكوف الانتقاؿ إلى النياية في العلاقة . 
لنلاحظ أنّنا لـ نعرّؼ التابع  , ;G z  في نيايتي القطع arg z   .

، إذا zويمكننا الحصوؿ عمى التمديد التحميمي ليذا التابع عمى ىاتيف القيمتيف لػ 
 إلى t مف المكاممة مف أجؿ القيـ الموجبة لػ (3.4.4)استخدمنا نظرية كوشي وانتقمنا في 

argtالمكاممة عمى طوؿ الشعاع    ( نختار الإشارة الموجبة مف أجؿarg z .) 
0إذا كاف  z جراء التحويؿ (3.4.4)، فإنّو بواسطة العلاقة t وا  zs نجد 

التمثيؿ التكاممي لمتابع  , ;G z ذي التطبيقات الواسعة : 

(3.4.5)  
 

 
11

0

1
, ; 1zsG z e s s ds

  



   

  

0ويمكف التحقؽ مف صحة ىذا التمثيؿ في الساحة  Rez ،0 Re بواسطة التمديد 
 .التحميمي

استناداً لمبدأ التمديد التحميمي يكوف التابعاف  , ;F z  ، , ;G z  حميف 
 المشار إلييا مف التمثيلات التكاممية z و ، في ساحة قيـ (3.4.1)لممعادلة 
  نجد العلاقات التفاضمية(3.4.5)، و(3.4.4)، (3.4.3)

(3.4.6)  
 

, ;
1, 1;

dF z a
F z

dz

 
 


   

(3.4.7)  
 

, ;
1, 1;

dG z
G z

dz

 
      

(3.4.7')  
 2

, ; 1
, 1;

d z G z
z G z

dz z




   

 
          
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كما في التوابع فوؽ اليندسية، يمكننا الحصوؿ عمى التمديد التحميمي ليذه التوابع إلى 
ساحة أشمؿ لتغير الوسطاء وذلؾ باستخداـ علاقات المفاضمة والمعادلة التفاضمية 

لمتابعيف  , ;F z  ، , ;G z . 
ـشرذاؾتابعذ-ذ2 , ;F z إفّ أسيؿ الطرائؽ لمحصوؿ عمى التمديد . ذفيذدؾدؾة

التحميمي لمتابع  , ;F z  ىي نشر التابع في سمسمة في قوى z. 
لتمثيؿ التابع  , ;F z  في شكؿ سمسمة، ننشر التابع zte (3.4.3) في العلاقة 

 :ومف ثـ نكامؿ السمسمة الناتجة حداً حداً 

 
 

 

   
 

 

 

1
11

0 00

, ;

1
! !

kk
k k

k k k

F z

zz
t t dt

k k

 

 



   

 
  

 




  
  

 
 

 حيث

  
 

 
   1 ... 1

k

k
k


   



 
    


 

 بذلؾ يكوف

(3.4.8)  
 

 0

, ;
!

k

k

k k

z
F z

k


 







 

 باستبداؿ (3.3.2) مف السمسمة (3.4.8)لنلاحظ أنّو يمكننا الحصوؿ عمى السمسمة 
z بػ z


 ومف ثـ الانتقاؿ إلى النياية عندما   . ّأي إف 

    , ; lim , , ;F z F z


    


 

 نجد أف السمسمة تتقارب بانتظاـ (3.4.8)بتطبيؽ اختبار دالامبير عمى السمسمة 
k في أيّة ساحة مغمقة لتغير ىذه الوسطاء إذا كاف z و ،بالنسبة لػ    

 0,1,...k  ولذلؾ فإفّ السمسمة الموافقة تكوف تابعاً تحميمياً ليذه المتغيرات مف أجؿ 
k   واستناداً لمبدأ التمديد التحميمي يكوف التابع  , ;F z  المعرّؼ بيذه السمسمة 

 .(3.4.1)حلّاً لممعادلة 
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 مف 3يمكف البرىاف بطريقة مماثمة، لما ذكرناه في البند . اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة-ذ3
الفقرة الثانية، عمى أفّ أيّة ثلاثة توابع فوؽ ىندسية منحمة  1 1, ;F z  ،

 2 2, ;F z و  3 3, ;F z  تكوف مرتبطة فيما بينيا بعلاقة خطية بسيطة إذا كانت 
الفروؽ 

i k  ،
i k  أعداداً صحيحة، والأمر نفسو محقؽ بالنسبة لمتوابع 

 , ;G z . 
بغية ذلؾ . نستعرض بشكؿ مختصر طريقة الحصوؿ عمى مثؿ تمؾ العلاقة

نستعرض التركيب الخطي  
3

1

, ;i i i

i

c F z 


 . بالاستفادة مف التمثيؿ التكاممي

 : يمكف كتابة ىذا التركيب عمى الشكؿ(3.4.3)

(3.4.9)    0 00

1
11

0

1 ztt t e P t dt
   

 

حيث  P t كثير حدود ما بالنسبة لممتحوؿ t عواممو مرتبطة خطياً بػ ،ic . لنختر
 :t المشتؽ بالنسبة لػ (3.4.9) بحيث تمثؿ العبارة تحت إشارة التكامؿ في icالمعاملات 

(3.4.10)        0 0 0 00 0
11 1

1 1zt ztd
t t e P t t t e Q t

dt

          
 

 

حيث  Q t كثير حدود بالنسبة لػ t. 
 :تبعاً لذلؾ نحصؿ عمى العلاقة

      00

3 1
1

0
1

, ; 1 zt

i i i

i

c F z t t e Q t
  




  

تبعاً لذلؾ . بسيولة يمكف التأكّد مف أف ىذه العبارة بعد التعويض تؤوؿ عمى الصفر
  يكوف لدينا(3.4.10) بحيث يتحقؽ الشرط icوباختيار لمعوامؿ 

  
3

1

, ;i i i

i

c F z 


 

كما في التوابع فوؽ اليندسية، يتعرّؼ كثير الحدود  Q t بدقة حتى معامؿ، الأمر  
 في كثير الحدود tالذي يمكننا مف إىماؿ الحد غير المتعمؽ بػ  P t عند إيجاد 
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المعاملات 
ic . وبسيولة يمكف التأكّد مف أفّ المعاملات

ic عادية – ىي توابع كسرية 
 .zفي المتحوؿ 

 يمكننا الحصوؿ عمى تمثيؿ (3.4.5) في التمثيؿ التكاممي t بػ sباستبداؿ 
تكاممي لػ  , ;G z  لمتابع (3.4.3) مماثؿ لمتمثيؿ  , ;F z : 

  
 

   
0

1 11
, ; 1 ztG z t t e dt

  
 



  



  
  

.  فقط بعامؿ وبحدود التكامؿ(3.4.3)إف التمثيؿ الناتج يختمؼ عف التمثيؿ التكاممي 
بإعادة نفس التأكيدات السابقة يسيؿ التأكّد مف أفّ التابعيف  , ;G z و 

 

 
 , ;ie F z  
 



 


 . يحققاف نفس العلاقة التدرجية

في شكؿ مثاؿ نستنتج العلاقة التدرجية التي تربط بيف التابعيف  , ;F z و 
 1, ;F z  .في ىذه الحالة لدينا 

1 2 3 0 0 01 , , 1 , 1 , 1                      
 يكوف لػ tبغض النظر عف معامؿ غير متعمؽ بػ  P tالشكؿ 

(3.4.11)         

  

2

1 2

2

3

1 1 1

1

P t c t c t t

c t

    

   

      

   
 

وتكوف درجة كثير الحدود  Q tلذلؾ يمكننا أف نضع .  مساوية لمصفر  1Q t  .
  الشكؿ(3.4.10)وتأخذ العلاقة 

      
2 12 11 1zt ztd

e t t P t e t t
dt

           
 

 

 ومنو نجد
         1 1 1 1P t z t t t          

  نجد(3.4.11)وبمقارنة ىذه العبارة مع العبارة 

 
 

1 2 3

1 2 1
, ,

z
c c c

 

     

 
   

 
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 ويكوف لدينا أخيراً 

(3.4.12)        

 

1, ; 2 , ;

1, ; 0

F z z F z

F z

       

  

     

  
 

ليكف التابع . اؾعلاؼاتذاؾتابعقة-ذ4 , ;f z  حلّاً لممعادلة فوؽ اليندسية 
 عندئذٍ تكوف التوابع (3.4.1)المنحمة  1 1 ,2 ;ze z f z      ،

 1 1,2 ;z f z      و  , ;ze f z  بفرض .  حمولًا أيضاً لتمؾ المعادلة
أف    , ; , ;f z F z    أو    , ; , ;f z G z    نحصؿ عمى ثمانية 

وبما أنّو لممعادلة يوجد حلّاف مستقلاف خطياً فقط، فإنّو بيف . (3.4.1)حموؿ لممعادلة 
لنحدد ىذه العلاقات أولًا بالنسبة لمتوابع فوؽ . الحموؿ الناتجة توجد علاقات خطية

nلنفرض أفّ . اليندسية المنحمة مف النوع الأوؿ   0, 1, 2,...n    عندئذٍ يكوف 
التابعاف  , ;F z  ، 1 1,2 ;z F z       مستقميف خطياً لاختلاؼ سموكيما 
0zعندما   . ّبالتالي فإف 

      1

1 2, ; , ; 1,2 ;ze F z c F z c z F z              
1إذا كاف .  ثابتاف ما2c و1cحيث  Re فإنّو بمقارنة سموؾ الطرؼ الأيسر والطرؼ 

0zالأيمف مف ىذه العلاقة عندما   ّ2 نجد أف 0c  ،1 1c  . ّأي إف 
(3.4.13)    , ; , ;zF z e F z       

 .z و ،وفقاً لمبدأ التمديد التحميمي تبقى العلاقة الناتجة محققة مف أجؿ جميع قيـ 
 :(3.4.1)يتطابؽ حلا المعادلة 

    1 11,2 ; , 1 ,2 ;zz F z e z F z            
 .(3.4.13)وفقاً لمعلاقة 

لنوجد الآف الصمة بيف التوابع فوؽ اليندسية مف النوع الثاني بمقارنة سموؾ الحموؿ 
 أفّ (3.4.2) نجد استناداً لعلاقة النياية (3.4.1)المشكمة مف توابع النوع الثاني لممعادلة 

التابعيف  , ;G z  ، , ;ze G z    مستقلاف خطياً مف أجؿ جميع القيـ لػ  
  وبالإضافة لذلؾ فإفّ و
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(3.4.14)    1, ; 1,2 ;G z z G z        
(3.4.15)    1 1 ,2 ; , ;z ze z G z e G z            

 .(3.4.14) تنتج مف (3.4.15)إضافةً إلى أفّ 
لنوجد الآف الصمة بيف التوابع فوؽ اليندسية المنحمة مف النوع الأوؿ والتوابع فوؽ 

nإذا كاف . اليندسية المنحمة مف النوع الثاني   0, 1, 2,...n    فإنّو يمكف نشر ،
التابع  , ;G z  (3.4.1) بدلالة الحميف المستقميف خطياً لممعادلة : , ;F z و 

 1 1,2 ;z F z       
      , ; , , ;G z A F z       

(3.4.16)    1, 1,2 ;B z F z        
  عمى ىذه العلاقة نجد(3.4.14)بتطبيؽ العلاقة 

(3.4.17)    , 1,2A B        
لإيجاد المعامؿ  ,B   ّ0 نفرض مؤقتاً أف Re Re 1    ونأتي إلى النياية في 

0z عندما (3.4.4) والعلاقة (3.4.16)العلاقة  فنجد  

   
 

 

 

 

 

11 1

0 0
0

2

0

1
, lim , ; lim

11

t

z z

t

B z G z e t z t

e t dt

  



   




 


   

 



 

   


 
 
 





 

مف العلاقة . (بسيولة يمكف تبرير صحة الانتقاؿ إلى النياية تحت إشارة التكامؿ)
  نجد(3.4.17)

  
 

 

1
,

1
A


 

 

 

  

 

 بيذه الصورة يكوف

  
 

 
 

1
, ; , ;

1
G z F z


   

 

 
 
  
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(3.4.18)  

 
 1

1
1,2 ;z F z

  



 

   


 

 وفقاً لمبدأ التمديد  و محققة مف أجؿ جميع قيـ (3.4.18)تبقى العلاقة 
وىذه العلاقة تعطينا إمكانية نشر . التحميمي , ;G z  في قوى z مف أجؿ n  

 0, 1, 2,...n    وذلؾ إذا استخدمنا النشور الموافقة لمتوابع فوؽ اليندسية المنحمة مف 
 .النوع الأوؿ

 يمكف الحصوؿ عمى نشر التابع (3.4.13) و(3.4.18)بواسطة العلاقتيف التابعيتيف 
 , ;F z  بدلالة التوابع فوؽ اليندسية المنحمة مف النوع الثاني  , ;G z و 

 , ;ze G z    .لدينا 

  
 

 
 

1
, ; , ;

1

z ze G z e F z


     


 
     

  

 
 

 
   

11
1 ,2 ;zz e F z


 

 

 
     
  

(3.4.19)
 

 
 

 

 
   

11 1
, ; 1,2 ;

1
F z z F z

 
    

  

   
     
   

 

حيث إفّ  arg z   ّومنو ينتج أف  
    1 11 1i iz z e z e

            
argمف أجؿ  z  ( 0الإشارة الموجبة تقابؿ Imz) 

بحذؼ  1 1,2 ;z F z       واستخداـ العلاقة (3.4.19) و(3.4.18) بيف 
 المتممة في تابع غاما نجد

  
 

 
 , ; , ;iF z e G z

   
 




 
  

(3.4.20)  

 
   , ;

i ze e G z
  

  


 
  

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تؤخذ الإشارة الموجبة مف أجؿ نصؼ المستوي العموي والإشارة السالبة مف أجؿ )
 .(نصؼ المستوي السفمي

 تفقد معناىا عندما  (3.4.18)ذكرنا أعلاه أفّ العلاقة . الحالاتذاؾشّاذة-ذ5
n   0, 1, 2,...n    وذلؾ لأفّ أحد التوابع فوؽ اليندسية المنحمة المتضمنة في 

nتمؾ العلاقة غير معرّؼ مف أجؿ   . مف ناحية ثانية واستناداً إلى التمديد التحميمي
لمتابع  , ;G z تكوف النياية : 

    lim , ; , ;
n
G z G n z


  


 

nبذلؾ تكوف القيمة . موجودة  نقطة قابمة للإصلاح لمطرؼ الأيمف العلاقة 
(3.4.18). 

nلإيجاد العلاقة التابعية الموافقة مف أجؿ   إلى (3.4.18) نأتي في العلاقة 
التابع  , ;z   بدلًا مف التابع  , ;F z  ّحيث إف  

 
 

1
, ; , ;z F z    





 

مف المعموـ أفّ لمتابع  , ;z   معنى مف أجؿ جميع قيـ  . استناداً إلى العلاقة
، يكفي مف أجؿ التابع (3.4.14)التابعية  , ;G z  1 استعراض الحالة n .لدينا 

  
 

 
1

, ; [ , ;
sin 1

G z z


    
  

 
  

 

(3.4.21) 
 

 11
1,2 ; ]z z   



   


 

sinبما أفّ  0  مف أجؿ n فإنّو تتحقؽ العلاقة  

(3.4.22)  
 

 
 1 1,2 ; , ;

1

nz n n z n z
n


   






   
  

 

nإفّ القيمة   ىي نقطة شاذّة قابمة (3.4.21) في الطرؼ الأيمف مف العلاقة 
nبالانتقاؿ إلى النياية عندما . للإصلاح  وباستخداـ العلاقة (3.4.21)في العلاقة 
  وبحساب النيايات وفؽ قاعدة أوبيتاؿ نجد(3.4.22)

    
 

 
 

ln
, ; 1 [ , ;

1

n z
G n z n z

n


  




  

  
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 

 
1

, ;
1

n

z
n



  
  



  
   
     

 

(3.4.23) 
 

 1

2

1, ;1
]n

n

n z
z



  

 



 

  

 

 

إذا استخدمنا نشر التابع  , ;z   في سمسمة في قوى z فإنّو مف العلاقة ،
 يمكننا استنتاج النشر 3 مف الفقرة 3 وبعد الحسابات المماثمة كما ورد في البند (3.4.23)
الموافؽ لػ  , ;G z : 

 
 

 

 

   

   

 

 
     

1

1

0

1 1 1 !
, ; {

1 1 !

1 ln }
1 ! !

n k
n

k

k k

k

k

k

k
G z z

n n k k

z
k n k k z

n k k

 
 













  
 
     

          





 

1nمف أجؿ ) ينبغي وضع المجموع الأوؿ مساوياً لمصفر ). 
في تعرؼ التابع . اؾتؿثقلاتذالدؼاربة-ذ6 , ;G z  (3.4.2) بُرىنت العلاقة 

zوالتي ينتج منيا أنّو مف أجؿ  يكوف  
    , ; 1G z z r z      
حيث إفّ   0r z  عندما z  .بغية ذلؾ نستخدـ . لنقدّر الحد الباقي بدقة أعمى

 بمكاممة ىذه العلاقة نجد. ('3.4.7)علاقة المفاضمة 

      
 

2

, 1;
, ; 1 1

z

s G s
r z z G z ds

s



  
   

 
      

sبمثابة طريؽ المكاممة يمكف أف نأخذ نصؼ المستقيـ  zt ،1 t ومنو نجد  

(3.4.24)  
   

2

1

, 1;1 zt G zt dt
r z

z t


  

  
  

 أفّ التابع (3.4.4)برىنا في دراسة تقارب التكامؿ  , ;z G z   محدود 
Rبانتظاـ في الساحة  z ،arg z    ، Re     ،Re 0   
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لذلؾ فإنّو في الساحة المشار إلييا يكوف  , ;z G z c    حيث c ثابت ما ومنو 
 نجد

  
1

r z O
z

 
  

 
 

argيمكننا رفض التحديد  z    إذا أخذنا بعيف الاعتبار التمديد التحميمي لمتابع 
 , ;G z  حتى القيمة arg z   . كما يمكف رفض التحديد عمىRe 0   

إذا استخدمنا العلاقة التدرجية التي تربط التابعيف  , ;G z  ، 1, ;G z . 
بيذه الصورة يتحقؽ مف أجؿ التابع  , ;G z التمثيؿ المقارب الآتي  

(3.4.25)  
1

, ; 1G z z O
z

     
    

  
 

يمكف الحصوؿ عمى الحدود التالية مف التمثيؿ المقارب، إذا استخدمنا في العلاقة 
 نفسيا ج ويمكف الوصوؿ إلى النتائ('3.4.7) المكاممة بالتجزئة وعلاقة المفاضمة (3.4.24)

إذا استخدمنا الحدود الأولى مف نشر التابع 
1

1
t

z

  

 
 

 
 في سمسمة ثنائي الحد في 

 .(3.4.4)العلاقة 
إفّ التمثيؿ المقارب لمتابع  , ;F z  عندما z  ينتج مف التمثيؿ 

 :(3.4.20) والعلاقة التابعية (3.4.25)

  
 

 
 

1
, ; 1F z z O

z


 

 

   
         

 

(3.4.26)  

 
1

1ze z O
z

 




   

       
 

  arg , argz z    
 

ذ.توابعذفيرؿقت.ذ5§
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 تعرقفذاؾتابع-ذ1 H z .وجدنا سابقاً أفّ المعادلة مف النمط فوؽ اليندسي 
           0z y z z y z y z      

في الحالة التي لا يتعمؽ فيو التابع  z بػ z يمكف ردّىا بواسطة تحويؿ خطي في ،
 المتحوؿ المستقؿ إلى معادلة مف الشكؿ

(3.5.1) 2 2 0y zy y    
nإذا كاف    0,1,2,...n  تكوف كثيرات حدود (3.5.1) فإفّ حموؿ ىذه المعادلة 
ىيرميت  nH z . في الفصؿ الثاني أنّو يمكف التعبير 4 مف الفقرة 4وجدنا في البند 

عف كثيرات حدود ىيرميت بدلالة كثيرات حدود لاغير  2

nL z 1 مف أجؿ

2
   .

وبما أفّ كثيرات حدود لاغير ىي حالة خاصة مف التابع فوؽ اليندسي المنحؿ، فإنّو 
nيمكف التوقع، بأنّو مف أجؿ   بواسطة التحويؿ (3.5.1)، ترد المعادلة التفاضمية 

2z (3.5.1)في الواقع، لنضع في المعادلة .  إلى معادلة فوؽ ىندسية منحمة  
2z فنجد  

(3.5.2) 1
0

2 2
y y y


 

 
     

 
 

 ويكوف التابعاف

   2

1

1 1
, ; , ;

2 2 2 2
y z G G z

 


   
      

   
 

  
2 2

2

1 1 1 1
, ; , ;

2 2 2 2

zy z e G e G z  


    
      

   
 

 .(3.5.2)حميف خاصيف لممعادلة 
بما أفّ لكثيرات حدود ىيرميت  nH z عندما ،z الشكؿ ، 

   2n n

nH z z 
zفإنّو مف أجؿ   يكوف  1y z z  ، 

2 1

2

zy z e z  . 
وفقاً لذلؾ يكوف التعميـ الطبيعي لكثيرات حدود ىيرميت  nH z مف أجؿ n  ىو 

 التابع
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(3.5.3)     2

1

1
2 2 , ;

2 2
H z y z G z 



 
   

 
 

 .بتابع هيرميتالذي يسمى 
، يمكننا التعبير عف تابع ىيرميت بدلالة التابع (3.4.18)باستخداـ العلاقة التابعية 

 :فوؽ اليندسي المنحؿ

(3.5.4)  2 2

1 1
2 2

1 1 32 2
, ; , ;

1 2 2 2 2

2 2

H z F z zF z

 



 

 

   
                            
   

 

يتضح مف ىذا التمثيؿ أفّ التابع  H z مف أجؿ أي قيـ لػ ،و z ىو تابع تحميمي 
arg يبقى صحيحاً مف أجؿ (3.5.3)لكؿ واحد مف متغيريو، بالتالي فإفّ التمثيؿ 

2
z


 

إذ أفّ التابع  , ;G z  ىو تابع تحميمي بالنسبة لػ z مف أجؿ arg z   . لنلاحظ
arg ومف أجؿ (3.5.3)أف التمثيؿ 

2
z


يأخذ الشكؿ  

(3.5.5)     2

1
2 1H z z O

z





  
    

  
 

 بإرجاعيا (3.5.1)لنلاحظ أنّنا قد حصمنا عمى حؿ خاص لممعادلة التفاضمية 
2zبواسطة التحويؿ  مف ناحية ثانية، ولمحصوؿ .  إلى معادلة فوؽ ىندسية منحمة

. عمى حؿ خاص آخر نمجأ إلى الطريقة العامة المتبعة في الفقرة الأولى مف ىذا الفصؿ
  مف الشكؿ(3.5.1)بتطبيؽ ىذه الطريقة نحصؿ عمى حؿ خاص لممعادلة 

    
2 2 1z sy z A e e s z ds



 

  


 

  فنختاره مف الشرط بحيث يتحقؽ الشرط ثابت تنظيـ، وأمّا Aحيث إفّ 
  

2

1 2

1

,

0s

s s s

e s z
 



  

1لنفرض أفّ .  نيايتا المنحني 2s و1sحيث  Re  عندئذٍ وبمثابة المنحني  
sيمكننا اختيار نصؼ المستقيـ  z t   0 t   .تبعاً لذلؾ نجد 
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  
2 2 1

0

t zty z A e t dt

 



     

لنوجد الصمة بيف ىذا الحؿ وتابع ىيرميت  H z . بغية ىذا الأمر، نوجد التمثيؿ
المقارب لمتابع  y z عندما z  . لدينا 

2

1te r t   حيث   2r t t ،
 ومنو

      2

1
2 1y z A z O

z



  
  

      
  

 

أي إفّ التابع  y z يتطابؽ مع  H z مف أجؿ 
 
1

A



 

. 

1ىكذا، فإنّو مف أجؿ  Re يكوف  

(3.5.6)  
 

2 2 1

0

1 t ztH z e t dt






   
   

 بما أفّ 
(3.5.7) 2 2 ; Rezt Rte e if z R   
(3.5.8) 0 11

0; Ree t if
       

ReR في الساحة  وz يتقارب بانتظاـ بالنسبة لػ (3.5.6)فإفّ التكامؿ  z ،
00 Re   . ّوبما أفR0 و يكوف تابعاً تحميمياً لكؿ (3.5.6) كيفياف فإفّ التكامؿ 

Re شريطة أف يكوف z ومف  0  . استناداً لمبدأ التمديد التحميمي يكوف التمثيؿ
Re محققاً مف أجؿ (3.5.6)التكاممي  0 . 
Reليكف . اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة-ذ2 0  بالنسبة لػ (3.5.6)، باشتقاؽ التمثيؿ 

zنجد  

  
 

2 2

0

2 t ztH z e t dt






    
   

 ومنو نجد
(3.5.9)    12H z H z 

  
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إفّ العلاقة . (3.5.8) و(3.5.7)إمكانية الاشتقاؽ ما تحت رمز التكامؿ ينتج مف العلاقتيف 
بتعويض عبارة .  استناداً لمبدأ التمديد التحميمي تبقى محققة مف أجؿ جميع قيـ (3.5.9)

مشتقات التابع  H z نحصؿ عمى العلاقة التدرجية (3.5.1) في المعادلة التفاضمية 
 :لتابع ىيرميت

(3.5.10)        1 22 2 1 0H z zH z H z       
2zte التابع (3.5.6)لمنشر في العلاقة . اؾـشرذفيذدؾدؾة-ذ3  في قوى z 

 وبمبادلة موضعي المكاممة والجمع وبالمكاممة نجد

  
 

  2 1

0 0

11

!

k k

t k

k

z
H z e t dt

k







  





 

  

 وبما أفّ 

 2 1
1 2

0 0

1 1

2 2 2

k

t k s k
e t dt e s ds


 

  


     
   

 
  

 فإفّ 

(3.5.11)  
 

 

0

1
1 2

2 !

k

k

k

k

H z z
k











 
  

 
 

 

nإفّ ىذا النشر مطبؽ مف أجؿ    0,1,...n  . إذا كافn  فإنّو مف أجؿ 
 . وكذلؾ نشر التابع فوؽ اليندسي المنحؿ في سمسمة(3.5.4)ىذه الحالة نستخدـ التمثيؿ 

 
 

ذ.تمثقلذبعضذاؾتوابعذبدلاؾةذاؾتوابعذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي.ذ6§

 
يمكف التعبير عف كثير مف التوابع الخاصة التي تظير في حؿ مسائؿ الفيزياء 

 الفيزيائية بواسطة التوابع مف النمط فوؽ اليندسي والتابع –النظرية ومسائؿ الرياضيات 
فوؽ اليندسي  , , ;F z   والتوابع فوؽ اليندسية المنحمة  , ;F z و 
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 , ;G z وتابع ىيرميت  H z . إفّ ىذا التمثيؿ يعطينا إمكانية دراسة خواص
حموؿ المسائؿ اعتماداً عمى خواص التوابع فوؽ اليندسية والتوابع مف النمط فوؽ 

 .لنستعرض بعض الأمثمة المميزة. اليندسي
تتمتع التوابع . بعضذاؾتوابعذاؾبدقطة-ذ1 ,0, ;F z  ، 0, ;F zو 
 0, ;G z(3.4.18)في الواقع باستخداـ السمسمة الموافقة والعلاقة .  بأشكاؿ بسيطة 

 نجد
      ,0, ; 0, ; 0, ; 1F z F z G z      

  نجد(3.4.14) و(3.4.13)، (3.3.3)بتطبيؽ العلاقات التابعية 
        , , ; 1 ,, ; 1F z z F z z

 
     

 
     

    , ; 0, ;z zF z e F z e     
    , 1; 0,1 ;G z z G z z        
لنعبر عف كثيرات الحدود التقميدية . ؽثيراتذالحدودذاؾتؼؾقدقةذالدتعاؿدة-ذ2

وجدنا أفّ حموؿ المعادلة التفاضمية . المتعامدة بدلالة التابع مف النمط فوؽ اليندسي
 لكثيرات الحدود التقميدية المتعامدة

     0x y x y y      
حيث  xتختمؼ بمعامؿ عف كثيرات الحدود التقميدية .  تابع محدود وغير سالب

مف ناحية ثانية، يمكف التعبير عف حموؿ المعادلة مف النمط فوؽ اليندسي . المتعامدة
مف ىذا الإدراؾ يسيؿ إيجاد الصمة . بدلالة التوابع فوؽ اليندسية المنحمة أو تابع ىيرميت

 .بيف كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة والتوابع المشار إلييا
مف أجؿ كثيرات حدود جاكوبي . كثيرات حدود جاكوبي (1   ,

nP x
  لدينا 

 الوزف
      1 1x x x

 
    

إفّ ىذا التابع يكوف محدوداً وغير سالب عمى المجاؿ  1,1 0، إذا تحقؽ الشرط  ،
0  .إفّ المعادلة التفاضمية لكثيرات الحدود ىذه ىي 
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    21 2 0nx y x y y               
1بإجراء التحويؿ  2x z تؤوؿ ىذه المعادلة إلى المعادلة فوؽ اليندسية  

    1 1 1 1 11 1 0z z y z y y              
حيث إفّ 

1 n   ،
1 1n      ،

1 1   . إفّ لمحؿ الخاص ليذه
 المعادلة الشكؿ

    1 1 1

1
, , , ; , 1, 1;

2
n

x
y x F z F n n      

 
       

 
 

0وبالتالي فإفّ مف أجؿ   ،0 يكوف  

    , 1
, 1, 1;

2
n n

x
P x c F n n

 
  

 
      

 
 

1x نضع ncلإيجاد الثابت   ( مف الفقرة الرابعة في الفصؿ الثاني4انظر البند ) 
 فيكوف

(3.6.1)    
 

 
, 1 1

, 1, 1;
! 1 2

n

n x
P x F n n

n

  
  



    
      

   
 

 باستخداـ العلاقة
          , ,

1
n

n nP x P x
   

   
 (3.6.1)نحصؿ عمى تمثيؿ مكافئ لمتمثيؿ 

(3.6.2)
   

   

 
, 1 1 1

, 1, 1;
! 1 2

n

n

n x
P x F n n

n

  
  



     
      

   
 

، ىذا واضح مف  وإفّ كثيرات حدود جاكوبي ىي توابع تحميمية بالنسبة لموسيطيف 
 ( مف الفقرة الرابعة في الفصؿ الثاني4انظر البند )علاقة رودريج لكثيرات الحدود ىذه 

 . و تتحققاف مف أجؿ جميع قيـ (3.6.2)، (3.6.1)ولذلؾ فإفّ العلاقتيف 
0 (3.6.2) و(3.6.1)لنضع في    فنجد تمثيؿ كثيرات حدود ليجاندر 

 :بدلالة التوابع فوؽ اليندسية
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    
1 1

, 1,1; 1 , 1,1;
2 2

n

n

x x
P x F n n F n n

    
         

   
 

إف تابع الوزف . كثيرات حدود لاغير (2  xx x e  لكثيرات حدود لاغير 
 nL x 0 يكوف محدوداً وغير سالب مف أجؿ x0 و  فّ لمحؿ الخاص ،  وا 

 لممعادلة التفاضمية لكثيرات حدود لاغير
  1 0 ,n nxy x y y n         
 الشكؿ

    , ,1 ;ny x F n x    
0وبالتالي فإنّو مف أجؿ  يكوف  

    ,1 ;n nL x c F n x    
0x يسيؿ إيجاده، بوضع ncإفّ الثابت   ( مف الفقرة الرابعة، الفصؿ 4انظر البند 

 نجد (الثاني

(3.6.3)  
 

 
 

1
,1 ;

! 1
n

n
L x F n x

n

 




  
  

 
 

 .وىذه العلاقة صحيحة مف أجؿ جميع قيـ 
لمتعبير عف كثيرات حدود ىيرميت . كثيرات حدود هيرميت (3 nH x بدلالة 

n (3.6.4)التابع فوؽ اليندسي يكفي أف نضع في العلاقة  . 
 يسمى التابعاف. التكاملات الناقصيّة (4

    
12

2 2 2

0

1 sinK z z d



 


  

    
12

2 2 2

0

1 sinE z z d



   

 . مف النوع الأوؿ والنوع الثاني عمى الترتيببالتكاممين الناقصيين
2sinبوضع  t نأتي إلى التمثيميف التكاممييف  
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      
1 1 11

22 22

0

1
1 1

2
K z t t z t dt

 
   

      
1 1 11

22 22

0

1
1 1

2
E z t t z t dt

 
   

 :بمقارنة ىاتيف العلاقتيف بالتمثيلات التكاممية لمتابع فوؽ اليندسي نجد

   21 1
, ,1;

2 2 2
K z F z

  
  

 
 

   21 1
, ,1;

2 2 2
E z F z

  
  

 
 

إفّ الصمة بيف التابعيف  K z،  E z والتابع فوؽ اليندسي تمكننا مف دراسة خواص 
 .zالتكامميف الناقصييف مف أجؿ جميع القيـ المركبة لػ 

 

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ
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ذ

ذتمارقنذغيرذمحؾوؾة

ذ

  برىف أف-1

 

     

     

     

     

 

2

2

, , ; 1

1 1 1
, , ; 1 1

2 2 2 2 2

1 3 1
, 1, ; 1 1

2 2 2 2 2

1
1,1,2; ln 1

1 1 3 arcsin
, , ;

2 2 2

i F z z

ii F z z z

iii F z z z
z

iv F z z
z

z
v F z

z



 

 

  

 

 





 

 

 

           

            

 

 
 

 

 

  برىف صحة العلاقات-2
 

      

       

     

       

        

     

       

     

1 , , ;

, 1, ; 1, , ;

1 , , ;

1 , 1, ; 1 1, 1, ; ;

1 1 , 1, ; 1, 1, ; ;

, , ;

1, , ; 1 , 1, ;

1, , ; 1 , ,

i x F x

F x F x

ii F x

F x x F x

x F x F x

iii F x

F x x F x

iv F x F

    

         

    

         

         

     

        

      

  

     

  

        

        

  

     

      

       

 

1; , , ;

1 , , ; 1, 1, ;

1
, , 1;

x F x

v x F z F z

xF x

   

     

  
  



 

    

  
 
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  برىف أفّ -3

     
 

 
 

       

, 1, 1; , , ; 1, 1, 2;
1

1
, , ; 1, 1, ; 1, , 1;

i F z F z zF z

ii F z F z zF z

  
        

 

 
        




      



 
     

       استنتج عبارة بسيطة لمسمة فوؽ اليندسية  , , 1;F z   . 
  برىف أفّ -4

 

   

   

       

     

   

22

0

1

0

, ,; ;

1, ; 1 ;

1, ; , ; 1, 1;

1 3 2
, ; ;

2 2 2

, 1;

x

x

x

u

x

n t

i F x e

x
ii F x e

x
iii F x F x F x

iv F x erf x erf x e du
x

v F n n x n t e dt

 

 


     








 



 
   

 

    

  
    

   

  





 

  برىف أفّ المعادلة التفاضمية الجزئية-5

 
2

2

1V V

x k t

 


 
 

 تمتمؾ حمولًا مف الشكؿ

 
21

, ;
2 4

m x
V ct F m

kt

 
   

 
 

 . ثابتاف كيفيافc وmحيث 
 
 

ذ
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ذ

ذاؾعلاؼاتذالأدادقة

ذالدعادلاتذاؾتػاضؾقةذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي

ذ:الدعادؾةذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي

     0z y z y y      
ذ zو  zكثيرا حدود كيفياف مف الدرجتيف الثانية والأولى عمى الأكثر، و 

عدد مركب كيفي . 
ذ:اؾشؽلذاؾؼاـوـيذؾؾؿعادلاتذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي

ذالدعادؾةذػوقذالهـددقة

    1 1 0z z y z y             

ذالدعادؾةذػوقذالهـددقةذالدـحؾة

   0zy z y y      
ذالدعادؾةذؾتابعذفيرؿقت

 2 2 0y zy y    
ذ:الحؾولذالخاصةذؾؾؿعادلاتذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي

  
 

   

 
1

1
y z d

z z



 

   


 








 

حيث إف التابع  z يحقؽ المعادلة        z z z z      و  

جذر المعادلة      
1

1 0
2

z z    
 
     

 
 

منحني مغمؽ نختاره مف الشرط  
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(
1zو 

2zنيايتا المنحني )          

 

2

1

1
0

z

z
z





   







 

ذ:الدعادؾةذالدعؿؿةذؿنذاؾـؿطذػوقذالهـددي

    
 

 
0

z
z u z u u

z


 


   


 

 zو  z ،كثيرا حدود كيفياف كؿ منيما مف الدرجة الثانية عمى الأكثر 
 zكثير حدود كيفي مف الدرجة الأولى عمى الأكثر . 

ذ

ذاؾتوابعذػوقذالهـددقة

ذ:الدعادؾةذاؾتػاضؾقة

    1 1 0z z y z y y             

 :الحؾولذالخاصة
   1

1 2, , ; , 1, 1,2 ;y F z y z F z              
 :اؾتؿثقلذاؾتؽاؿؾي

  
 

   
   

1
11

0

, , ; 1 1F z t t zt dt
  

  
  

  


  
    

Re Re 0   
 :اؾـشرذفيذدؾدؾة

  
   

 0

, , ; 1
!

n

n n

n n

z
F z z

n

 
  







  

  
 

 
   1 ... 1

n

n
n


   



 
    


 

ذ
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 :علاؼةذالاذتؼاق

  
 

, , ;
1, 1, 1;

dF z
F z

dz

   
  


    

: ترتبط كؿ ثلاثة توابع فوؽ ىندسية: اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة 1 1 1, , ;F z   ،
 2 2 2, , ;F z  و  3 3 3, , ;F z   في حالة إذا كانت الفروؽ 

i k  ، 
i k  ،

i k  أعداداً صحيحة بعلاقات خطية، معاملاتيا كثيرات حدود لممتحوؿ 
z. 

 :اؾعلاؼاتذاؾتابعقة
    , , ; , , ; ;F z F z      
      , , ; 1 , , ; ;F z z F z

  
       

 
    

 

 
   

   
 

   

   
   

, , ; , , 1;1

1 , , ;1 ;

F z F z

z F z
  

   
       

   

   
      

 

 

   
     
   

   
       

 

 

 

 
   

   
 

   

   
 

1
, , ; , 1, 1;

1
, 1, 1; ,

F z z F
z

z F
z





  
       

  

  
    

  





    
       
    

    
      
    

 

  arg z   

 :صؾةذبعضذاؾتوابعذباؾتابعذػوقذالهـددي
  ,0, ; 1F z   
    , , ; 1F z z


  


  
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   
 

 

   

 

, 1 1
, 1, 1;

! 1 2

1 1 1
, 1, 1; ;

! 1 2

n

n

n x
P x F n n

n

n x
F n n

n

  
  




  



    
       

   

     
      

   

 

    
1 1

, 1,1; 1 , 1,1; ;
2 2

n

n

x x
P x F n n F n n

    
         

   
 

    
12

2 2 22

0

1 1
1 sin , ,1;

2 2 2
K z z d F z




 

  
    

 
 

    
12

2 2 22

0

1 1
1 sin , ,1;

2 2 2
E z z d F z




 

 
    

 
 

 (الدؾحؼان)اؾتابعانذػوقذالهـددقانذالدـحلانذ , ;F z و  , ;G z  

 :الدعادؾةذاؾتػاضؾقة
   0zy z y y      

 :الحؾولذالخاصة
    1 2, ; , , ;y F z y G z     

 :اؾتؿثقلانذاؾتؽاؿؾقان

  
 

   
 

1
11

0

, ; 1 ztF z t t e dt
 

 
  

 


 
    

 Re Re 0 ;   

  
 

 
1

1

0

, ; 1 Re 0 ;tz t
G z e t dt

z

 
  



 
   

   
  

 

 
 

   
11

0

1
, ; 1 , Re Re 0zsG z e s s ds z

   



     

  

 :اؾـشرذفيذدؾدؾة
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  
 

 0

, ;
!

n

n

n n

z
F z

n


 







 

 :علاؼاتذالاذتؼاق

    , ; 1, 1; ;
d

F z F z
dz


   


   

    , ; 1, 1; ;
d

G z G z
dz

        

    2

1
, ; , 1;

d
z G z z G z

dz z

  
   

 
         

 :اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة
انظر العلاقات التدرجية المتعمقة بالتابع  , , ;F z  . 

 :اؾعلاؼاتذاؾتابعقة
    , ; , ; ;zF z e F z       
    1, ; 1,2 ; ;G z z G z        

 
 

 
 

 

 
 1

1 1
, ; , ; 1,2 ;

1
G z F z z F z 

      
  


   

    
   

  
 

 
 

 

 
   , ; , ; , ;

ii zF z e G z e e G z
   

      
  

 
 

   
  

 

0الإشارة الموجبة توافؽ ) Imz) 
 :اؾصؾةذبينذاؾتوابعذواؾتابعذػوقذالهـدديذالدـحل

    0, ; 0, ; 1F z G z   
  , ; ;zF z e   
  , 1;G z z     

  
 

 
 

1
,1 ; ;

! 1
n

n
L x F n x

n

 




  
  

 
 

 توابعذفيرؿقت H z 
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 :الدعادؾةذاؾتػاضؾقة

 2 2 0y zy y    
 :الحؾولذالخاصة

    
2

1 2 1, zy H z y e H z    
 :اؾصؾةذؿعذاؾتوابعذػوقذالهـددقةذالدـحؾة

   21
2 , ; arg

2 2 2
H z G z z



    
     

   
 

  2 2

1 1
2 2

1 1 32 2
, ; , ;

1 2 2 2 2

2 2

H z F z zF z

 



 

 

   
                            
   

 

 :اؾتؿثقلذاؾتؽاؿؾي

  
 

2 2 1

0

1
.t ztH z e t dt






   
   

 :اؾـشرذفيذدؾدؾة

  
 

 
0

1
1

2 2 !

n
n

n

n z
H z

n










 
   

   
 

ذ

 :علاؼةذالاذتؼاق
    12H z H z  

  
 :اؾعلاؼةذاؾتدرجقة

        1 22 2 1 0H z zH z H z       
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 الفصل الرابع
 التوابع الأسطوانية

 
لبناء نظرية التوابع . تعتبر التوابع الأسطوانية أكثر التوابع الخاصة استخداماً 

الأسطوانية تستخدـ الصمة بيف حموؿ معادلة بسؿ التفاضمية والمعادلة مف النمط فوؽ 
اليندسي، وبفضؿ ذلؾ يمكف الحصوؿ عمى تمثيؿ بواسوف التكاممي لمتوابع الأسطوانية، 

 .والذي يعتبر تعميماً لعلاقة رودريج في كثيرات الحدود التقميدية المتعامدة

ذ

ذحلذؿعادؾةذبدلذاؾتػاضؾقة.ذ1§

 إفّ .ذفيذالإحداثقاتذالأدطواـقة(Helmholtz)حلذؿعادؾةذفقؾؿفوؾتزذ-ذ1
المسائؿ المميزة، التي تقود إلى التوابع الاسطوانية، ىي تمؾ المسائؿ المرتبطة بحموؿ 

 معادلة ىيمميولتز

 0v v   
 لا يتعمؽ بالبعد عمى vبغية التبسيط، سنفرض أفّ التابع . في الإحداثيات الأسطوانية

أي إفّ . طوؿ محور الأسطوانة ,v v r و  

(4.1.1) 
2

2 2

1 1
0

v v
v v r v

r r r r
 



   
      

   
 

 عمينا أف نشترط عمى أفّ ىذا التابع يحقؽ شرط الدورية vومف أجؿ وحدانية التابع 
   , 2 ,v r v r    .لننشر ىذا التابع في سمسمة فورييو: 

    , in

nv r v r e 




 

 حيث
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(4.1.2)    
1

,
2

in

nv r v r e d







 






  

إذا كاممنا عمى المجاؿ  ,  وبالوزف ine  وبسطنا الحد (4.1.1) المعادلة 

المتضمف 
2

2

v






 بواسطة المكاممة بالتجزئة مرتيف متتاليتيف نحصؿ عمى المعادلة 

التفاضمية الآتية لمتابع    nu z v r مف أجؿ z r: 
  2 2 2 0z u zu z n u     

 :سندرس، مستقبلًا، حموؿ معادلة مف شكؿ أعـ
(4.1.3)  2 2 2 0z u zu z u     
 . وسيط يمكف لو أف يأخذ قيماً حقيقية أو مركبة متغير مركب وأفّ zحيث إفّ 

 أو بتوابع بالتوابع الأسطوانية من المرتبة  (4.1.3)تسمى أيّة حموؿ لممعادلة 
 .بمعادلة بسل (4.1.3)بسؿ، وفي مقابؿ ذلؾ تسمى المعادلة 

يمكننا الحصوؿ عمى العديد مف المعادلات التفاضمية التي يعبر عف حموليا بدلالة 
لنضع عمى سبيؿ . التوابع الأسطوانية، وذلؾ بإجراء تحويؿ في المتغيرات في معادلة بسؿ

 المثاؿ
 ,v u z    

 فيي  و ، تابع مجيوؿ جديد وأما v متحوؿ مستقؿ جديد وحيث 
 : ذات التطبيقات الواسعةلوميلثوابت ما، بنتيجة ذلؾ نأتي إلى معادلة 

(4.1.4)  
2 2 2

2
1

2

1 2
0v v v   


 

  
     

 
 

 ولحميا الشكؿ
    v u 

   
حيث  u z تابع أسطواني مف المرتبة . 
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 لإيجاد حؿ خاص لممعادلة .توابعذبدلذؿنذاؾـوعذالأولذوتوابعذفاـؽل-ذ2
0، نفرض أولًا أف (4.1.3) z . ىي معادلة مف النمط فوؽ (4.1.3)إفّ المعادلة 

اليندسي معممة، ويمكف ردىا إلى معادلة مف النمط فوؽ اليندسي بواسطة التحويؿ 
   y z u z . لإيجاد التابع z تتُبع الطريقة المعروضة في البند الثاني مف 

 الفقرة الأولى في الفصؿ الثالث، في ىذه الحالة لدينا
      2 2 , , 1z z z z z        

2k الممكنة kوتكوف قيـ  i2 وk i  وفي الحالة الأولى يكوف 
  1 2 2z iz    وفي الحالة الثانية ،  1 2 2z iz    لإيجاد حؿ خاص 

 يكفي اختيار واحد مف الأشكاؿ الممكنة لػ (4.1.3)لممعادلة  z لنأخذ عمى سبيؿ ،
المثاؿ   2 2 1z iz    .إفّ ىذا يعطينا 
    1 , 2 , 2 1z iz k i i          
    2 2 ,iz izz e z z e z      

ويحقؽ التابع  y zالمعادلة مف النمط فوؽ اليندسي الآتية  
    2 1 0zy z y i y      

 (3.1.18)واستناداً لمعلاقة 

  
 

   
 

   

 
1

1 1
;

z z
u x y x y x dz

x x z x



  

 

  
 





 

 يمكننا البحث عف حؿ خاص مف الشكؿ

  
 

1

22
2 2

1

2

is
iz s e

y z a z e ds

z s










 

 







 

  فيختار بحيث تؤوؿ العبارة ثابت تنظيـ، أمّا المنحني aحيث 

  
1 1

22 2
iss z s e

  
 
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إلى الصفر في نيايتي المنحني 
1sو 

2s . 0ليكف z3 و
Re

2
  عندئذٍ بمثابة ،

 يمكننا اختيار نيايتي المنحني 
1 0s و 

2s z  
 وبالإضافة إلى ذلؾ، فإنو يمكف لممنحني أف يبتعد

Imsإلى اللانياية وبيذه الصورة فإفّ                            . (3)الشكؿ 
مف أجؿ التابع    u z u zنحصؿ عمى العبارة  

(4.1.5)    
1

22iz isu z a z e s z s e ds


 

    


 

بذلؾ نحصؿ  (3) المبينة في الشكؿ 0 ،1 ،2 نأخذ المنحنيات بمثابة المنحني 
 :عمى ثلاثة حموؿ لمعادلة بسؿ

(4.1.6)      
0

1
0 22iz isu z a z e s z s e ds



 

    


 

(4.1.7)        
1

1
1 1 22iz isu z a z e s z s e ds



 

    


 

(4.1.8)        
2

1
2 2 22iz isu z a z e s z s e ds



 

    


 

مف أجؿ اختيار فرع وحيد التعييف لمتابع  
1

2s z s


   ّسنعتبر أف 
 args z s   . باختيار تمثيؿ . (4.1.8) و(4.1.7)، (4.1.6)لنبسط العبارات

  عمى الشكؿ0 ،1 ،2وسيطي لممنحنيات 

 
 

 

1 / 2 1 1

1 / 2 0

/ 2 0

s z t t

s z it t

s izt t

    

    

   

 

  عمى الشكؿ(4.1.8) - (4.1.6)عندئذٍ تكتب العلاقات 

      
1 1

0 2 2
2

1

1
2

izta
u z z t e dt




 





   
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(4.1.9)  
1 1

2 2
2

1

1 cos
2

a
t zt dt










  

(4.1.10)    
 

1
11 1

2
1 2 2 2

0

1
2 22

i iz
ta e it

u z e e t dt
zz


 


 

  
       

   
 

 

(4.1.11)    
 

1
12 1

2
2 2 22 2

0

1
2 22

ii iz
ta e it

u z e e e t dt
zz

  


 

        
  

 
 

في مقابؿ الشرط  args z s   تُؤخذ (4.1.11)، (4.1.10) في العلاقتيف 

argالقيمة الأصغرية بالطويمة لمقيمة  1
2

it

z

 
 

 
. 

 حقيقييف  وبحيث يكوف (4.1.11)، (4.1.10)باختيار ثابتي التنظيـ في العلاقتيف 
   1 2

a a   ومف أجؿ (4.1.11)، (4.1.10) نجد أنّو مف العلاقتيف z حقيقي يكوف 
التابعاف  1

uو  2
u ًمف المفيد تعريؼ تابع يأخذ قيماً حقيقية مف أجؿ .  مترافقيف عقديا

z حقيقي : 

(4.1.12)          1 21

2
u z u z u z  

  
 

 

 لنبرىف عمى أنّو إذا أخذنا
    1 2

2a a a     
فإفّ التابع  u z يتطابؽ مع التابع    0

u z. 
 لمبرىاف يكفي تطبيؽ مبرىنة كوشي عمى المحيط الناتج عف اجتماع المنحنيات 

0 ،1 ،2 .إذا أغمقنا المنحني الناتج في اللانياية فإنّو وفقاً لمبرىنة كوشي يكوف 

 

 

   

 

2 0

1

1
22

1 1
2 22 2

1
22 0

is

is is

is

s z s e ds

s z s e ds s z s e ds

s z s e ds



 





 



   

           

    



 





 


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إفّ العلاقة الناتجة ومع  (التكامؿ عمى طوؿ جزء المنحني في اللانياية يؤوؿ إلى الصفر)
  تؤدي إلى المساواة(4.1.8) و(4.1.7) و(4.1.6) و(4.1.13)الأخذ بعيف الاعتبار 

(4.1.14)            0 1 21

2
u z u z u z  

  
 

 

يسمى التابع    0
u z بتابع بسل من النوع  مف أجؿ الاختيار الموافؽ لمتنظيـ

 ويرمز لو بػ الأول J z أمّا التابعاف ،   1
u zو    2

u z هانكل من  فيسمياف بتابع
ويرمز ليما بػ .  عمى الترتيبهانكل من النوع الثاني وتابع النوع الأول   1

H zو 
   2

H z. 
 يكوف لدينا ثلاثة حموؿ لمعادلة بسؿ وىذه zالقيم الحقيقية لـ وىكذا فإنّو مف أجؿ 

  عمى النحو الآتي(4.1.14)الحموؿ مرتبطة فيما بينيا وفقاً لمعلاقة 
(4.1.15)          1 2

J z H z H z  
  
 

 

الخصائص  ملائمة لدراسة (4.1.11) و(4.1.10)، (4.1.9)إفّ التمثيلات التكاممية 
إفّ التمثيؿ التكاممي لمتابع : المختمفة لمتوابع الأسطوانية J z يمكننا، عمى سبيؿ 

، أمّا التمثيلاف التكاممياف zالمثاؿ، الحصوؿ عمى نشر ىذا التابع في سمسمة بقوى 
لتابعي ىانكؿ فإنّيما ملائماف لمحصوؿ عمى السموؾ المقارب ليذيف التابعيف عندما 

z . 
نشر التابع لمحصوؿ عمى  J z(4.1.9) نعوض في العلاقة  في سمسمة قوى 

cosنشر التابع  zt في سمسمة بقوى zt ومف ثـ نبادؿ موضعي المكاممة والجمع 
 :فنحصؿ عمى

  
 

 
 

2 1 1
2 22

2
0 1

1
1

2 2 !

k k

k

k

za
J z z t t dt

k




 




 


   

 وبما أفّ 
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   

 
 

 

 

1 11 1
2 2 2 22 2

1 0

1 11
22

2

0

1 2 1

1 1 1
2 !

2 2 2
1

1 2 ! 1

k k

k

k

t t dt t t dt

k k

t t dt
k k k

 



  

 

 





   

     
          
        
     

 



 

استخدمنا ىنا زوجية التابع المستكمؿ والصمة بيف التابعيف بيتا وغاما وكذلؾ علاقة 
 بذلؾ نجد. (انظر الفصؿ الأوؿ).المضاعفة لمتابع غاما

  
 

 

2

0

11

2 2 ! 1 2

k k

k

a z
J z

k k




 

 






   
     

     
 

وكي يكوف لسمسمة  J zشكؿ أبسط نختار ثابت التنظيـ بحيث يكوف  

(4.1.16) 1
1

2 2

a


 
 

   
 

 

 وبالتالي يكوف لدينا

(4.1.17)  
 

 

2

0

1

! 1 2

k k

k

z
J z

k k










  
  

    
 

 (4.1.10)، (4.1.9) نجد أفّ العلاقات a المعرفة لػ (4.1.16)باستخداـ العلاقة 
  تكتب عمى الشكؿ(4.1.11)و

(4.1.18)  
 

 
1 1

2 2

1

/ 2
1 cos

1

2

z
J z t zt dt






 





 
 

  
 

 

(4.1.19)
   

  
1

1
2

1 2

0

exp / 2 / 42
1

1 2

2

zt
z i z it

H z e t dt

 




 








   

  
     
 

 

(4.1.20)
   

  
1

1
2

2 2

0

exp / 2 / 42
1

1 2

2

zt
z i z it

H z e t dt

 




 








    

  
     
 

 

 .بتمثيلات بواسونتسمى التمثيلات التكاممية الناتجة لمتوابع الأسطوانية 



168 

 لتابعي ىانكؿ (4.1.20) و(4.1.19)يستخدـ أيضاً إلى جانب التمثيميف التكاممييف 
 بػ tالتمثيلاف التكاممياف الناتجاف منيما باستبداؿ 

2

t: 

(4.1.19a)   
  

1
1

2
1 2

0

exp / 2 / 42
1

1 2

2

t
i z it

H z e t dt
z z






 








   

  
     
 

 

(4.1.20a)
   

  
1

1
2

2 2

0

exp / 2 / 42
1

1 2

2

t
i z it

H z e t dt
z z






 








    

  
     
 

 

 متغير مركب في المستوي zبفرض أفّ . (4.1.17) تقارب السمسمةلندرس الآف 
العقدي ذي القطع  ,0 ّأي إف ،arg z  . إفّ ىذا الشرط ضروري لوحدانية

zالتابع   إذا كاف تتقارب (4.1.17)لنبرىف عمى أفّ السمسمة .  عدداً غير صحيح 
0 في الساحة  وzبانتظاـ بالنسبة لػ  z R   ،N  حيث Rو N 

 .ثابتاف كبيراف كيفياف
مف الفقرة الأولى في الفصؿ الأوؿ والتقدير الآتي لحديف  (3)لبرىاف ذلؾ نستخدـ المبرىنة 
 :متتالييف مف حدود السمسمة

  

   

2 2

1

1

4 4 4

k

k

zu z R

u z k k k k N

  
 

 

مف أجؿ  2max , 1k R N  . بما أفّ حدود السمسمة تمثؿ توابع تحميمية بالنسبة
z في الساحة  وzلممتغيريف  R  و arg z  ،N  فإفّ التابع 

 J z ىو تابع تحميمي بالنسبة لػ (4.1.17) المعرّؼ بالسمسمة zو  في الساحة 
مف الفقرة الأولى في الفصؿ الأوؿ فإفّ  (2)المشار إلييا، واستناداً إلى نتيجة المبرىنة 

 J zيحقؽ معادلة بسؿ التفاضمية . 
 إفّ (4.1.20) و(4.1.19) و(4.1.8) مسألة التمديد التحميمي لمعلاقاتلندرس الآف 
التكامؿ المعرؼ لػ  J z يتقارب بانتظاـ بالنسبة لػ zو  مف أجؿ 



169 

1
Re

2
N     ،z R(  ،Nو Rأعداد موجبة كيفية ) ّبالتالي فإف

1 يكوف تابعاً تحميمياً مف أجؿ (4.1.18)التكامؿ 
Re

2
  وبالاستناد إلى مبدأ التمديد ،

arg محققة مف أجؿ (4.1.18)التحميمي تكوف العلاقة  z  ،1
Re

2
  . لقد عرّفنا

تابعي ىانكؿ   1,2
H z 0 مف أجؿ قيـ (4.1.20) و(4.1.19) بالعلاقتيف z . بواسطة

 المركبة والتي مف أجميا يكوف zىاتيف العلاقتيف يمكف تعريؼ تابعي ىانكؿ مف أجؿ قيـ 
يبرىف عمى أنّو بنتيجة التمديد التحميمي . الطرؼ الأيمف في كؿ مف العلاقتيف تابعاً تحميمياً 

لمتابع    1
H z يكوف ىذا التابع تحميمياً بالنسبة لػ z مف أجؿ 

0 ; arg
2

z z


    وبالنسبة لػ  1 في نصؼ المستوي
0 Re

2

 

  
 

 .

وأمّا بالنسبة لػ    2
H z فإنّو يكوف تحميمياً بالنسبة لػ z 0 في الساحة z ،

arg
2

z


  1 و
0 Re

2

 

  
 

. 

 مف أجؿ التمديد التحميمي لتابعي ىانكؿ .اؾـشرذالدؼارب-ذ3   1,2
H z عمى 

، نستعرض أولًا التمثيميف المقاربيف ليذيف التابعيف مف أجؿ قيمة مثبتة لػ القيـ الكيفية لػ 
 ومف أجؿ z . 

 بما أفّ 

 lim 1 1
2z

it

z

 
  

 
 

 ، فإنّو مف الطبيعي اعتبار أفّ tمف أجؿ أيّة قيمة مثبتة لػ 

 
1

1 1
2

2 2

0 0

1
1

2 2

t t

z

it
e t dt e t dt

z


 



 
 

 



   
      

   
  

  الكبيرة تتحقؽ المساواةzلنبرىف عمى أنّو مف أجؿ 

(4.1.21) 
1

1
2

2

0

1 1
1

2 2

t it
e t dt O

z z









      
         

     
 
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 لمبرىاف عمى ذلؾ نقدّر التكامؿ

 
1

1
2

2

0

1 1
2

t it
e t dt

z









 
    
  
 

 

 لدينا

 
1 1 1

2 2 2

0
0

1

2
1 1 1 1

2 2 2 2

t

ti
it is is

ds
z z z z

    
 

 
                
     

 

 في الفقرة الثانية مف الفصؿ الثالث نجد أنّو مف أجؿ (*)بالاستفادة مف العلاقة 

arg 1
2

it

z


 
  

 
  يكوف

 

1
Re

2
Im1

2

1
ReIm

2

1
1 ; if Re 0; 0

2 21
2 1

sin ; if Re 0
2

t
e z r

it r

z
e



 


 



 








                   

    
  

 

 

 :وبالتالي فإنّو يتحقؽ التقدير

 

 

1 1

2 2

0

1
Re

2

Im

1
Re

2

1

2
1 1 max 1

2 2 2

1 3
1 ; if Re 0

2 2 2

2 3
sin ; if Re 0

2

s t

t
it is

z z z

t
t

re
z

 



 





 

 

 

 






   
       

   


             
  

  
 

 

 وبما أفّ التكامميف

 
1

Re1 1
2

2 2

0 0

1
1 ,

2

t te t dt e t dt
r


 

 
 

  
 

 
  
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1يتقارباف مف أجؿ 
Re

2
   بتعويض ىذه العلاقة .  تكوف محققة(4.1.21) فإفّ العلاقة

 نجد التمثيؿ المقارب الآتي لتابع ىانكؿ (4.1.19)في العلاقة    1
H z مف أجؿ القيـ 

 :zالكبيرة لػ 

(4.1.22) 
     1 /2 /42 1

1

1
arg ; Re

2 2

i z
H z e O

z z

z

 





  

 
  

      



      

 

لمحصوؿ عمى الحدود التالية مف التمثيؿ المقارب نقوـ بنشر التابع 
1

2

1
2

it

z


 
 

 
 حسب 

دستور ثنائي الحد آخذيف بعيف الاعتبار الحدود ذات المرتبة الأعمى في الصغر بالنسبة لػ 
1

z
. 

argىكذا نكوف قد أثبتنا صحة النشر المقارب مف أجؿ الحالة 
2

z


     

argوبالمثؿ يمكف البرىاف عمى صحة النشر مف أجؿ 
2

z


        

باستخداـ التمديد التحميمي لتابع ىانكؿ   1
H zفي القطاع المذكور . 

يمكف الحصوؿ، بطريقة مماثمة، عمى التمثيؿ المقارب لتابع ىانكؿ    2
H z مف 

 :zأجؿ القيـ الكبيرة لػ 

(4.1.23) 
     2 /2 /42 1

1

1
arg ; Re

2

i z
H z e O

z z

z

 




   

  
  

      



      

 

لمحصوؿ عمى النشر المقارب لتابع بسؿ  J z نقوـ بتعويض العلاقتيف 
  فنجد(4.1.15) في العلاقة (4.1.23) و(4.1.22)

  
2 1

[cos sin
2 4

J z z O z
z z



 



   
       

   
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(4.1.24) 1 1
cos ] , Re

2
O z

z


 
   

 
 

 محققاف مف أجؿ جميع (4.1.23) و(4.1.22)يبرىف عمى أفّ التمثيميف المقاربيف 
 .قيـ 

 
 

ذاؾصؾةذبينذاؾتوابعذالأدطواـقةذؿنذاؾـوعذالأول.ذ2§

، ولذلؾ  بػ إفّ معادلة بسؿ لا تتغير إذا استبدلنا . اؾعلاؼاتذاؾتابعقة-ذ1
فإفّ حموليا بالإضافة لػ  J z ستكوف ،   1

H zو    2
H z ًوأيضا  J z ،

   1
u zو    2

H z وبما أفّ عدد الحموؿ المستقمة خطياً لمعادلة بسؿ ىو اثناف، فإنّو ،
zمف السموؾ المقارب عندما . يوجد بيف الحموؿ الأخرى علاقات خطية  يتضح 

بأفّ تابعي ىانكؿ   1
H zو    2

H z مستقلاف خطياً مف أجؿ جميع قيـ  ولذلؾ ،
 فإفّ 

(4.2.1) 
           
           

1 1 2

2 1 2

H z A H z B H z

H z C H z D H z

    

    





  


  

 

 . ثوابتA ،B ،C ،Dحيث 

1لنفرض أفّ 
Re

2
  (4.1.23) و(4.1.22)، عندئذٍ يتحقؽ التمثيؿ المقارب 

لتابعي ىانكؿ   1,2
H z وبمقارنة التمثيميف المقاربيف لمطرفيف الأيمف والأيسر مف ،

iA نجد أفّ (4.2.1)العلاقة  e 

  ،0B  ،0C  ،iD e 



 . ّأي إف 

(4.2.2) 
       
       

1 1

2 2

i

i

H z e H z

H z e H z



 



 







 


 
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 تسمح بتمديد التابعيف (4.2.2)إفّ العلاقتيف    1
H z ،   2

H z تحميلًا عمى قيـ  
1المحققة لمشرط 

Re
2

   . تبعاً لذلؾ يكوف التابعاف   1,2
H z المعرفاف عمى ىذا 

arg مف z والشكؿ تحميمييف بالنسبة لػ  z  وجميع قيـ . 
 تكوف التمثيلات المقاربة (4.1.15) والعلاقة (4.2.2)إضافة إلى ىذا واستناداً لمعلاقتيف 

 . محققة مف أجؿ جميع قيـ (4.1.25) و(4.1.23)، (4.1.22)
مف الواضح أفّ التابعيف    1

H z ،   2
H z حميف لمعادلة بسؿ مف أجؿ 

لنوجد الآف الصمة بيف التابعيف . جميع قيـ    1
H z ،   2

H z والتابعيف  J z

 ، J z . تبقى محققة وفقاً لمبدأ التمديد التحميمي مف أجؿ (4.1.15)بما أفّ العلاقة 
  فإفّ جميع قيـ 

(4.2.3) 
         

         

1 2

1 2

1

2

1

2

J z H z H z

J z H z H z

  

    

     

  

 

 

  نجد العلاقتيف(4.2.2)وباستخداـ العلاقتيف 

(4.2.4) 
   

   

   
   

1

2

sin

sin

i

i

J z e J z
H z

i

e J z J z
H z

i



 





 












 




 




 

لنوجد الآن الصمة بين  nJ zو  nJ z حيث nبما أفّ .  عدد صحيح 

(4.2.5)  
 

 

2

0

1

! 1 2

r r n

n

r

z
J z

r r n





  
  

    
 

(4.2.6) ()  
 

 

2
1

! 1 2

r r n

n

r n

z
J z

r r n







  
  

    
 

                                                 

r مف القيمة (4.2.6)يبتدأ المجموع في العلاقة )*(  n وذلؾ لأف جميع الحدود الموافقة لقيـ ،r اعتباراً مف 
1nالصفر وحتى   تكوف معدومة، وىذا ينتج مف كوف التابع  z ينتيي إلى اللانياية عندما تنتيي z إلى 

 .الصفر أو إلى أي عدد صحيح سالب
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rبوضع  n l في العلاقة الأخيرة نجد  

    
 

 

2

0

1
1

! 1 2

l l n
n

n

l

z
J z

l l n







  
   

    
 

 وبالتالي فإفّ 
(4.2.7)      1

n

n nJ z J z   
أي إفّ  nJ zو  nJ z ًلنبرىف الآف عمى الاستقلاؿ الخطي لمتابعيف .  مرتبطاف خطيا
 J zو  J z  0 و  n  . ّبما أف J zو  J z حؿ لمعادلة 

 بسؿ، فإفّ 
        2 2 2 0z J z zJ z z J z       
        2 2 2 0z J z zJ z z J z    

     
 بػ ىبضرب المطابقة الأوؿ J z والثانية بػ  J zوبالجمع نجد  

          0
d

z J z J z J z J z
dz

    
     

 أو

(4.2.8)     , 0
d

z J z J z
dz

 
    

 ومنو نجد أفّ 

(4.2.9)     ,
c

J z J z
z

   

  ثابت يمكف تعيينو مف الشرطcحيث 
     

0
lim ,
z

c z J z J z 

    

  نجد(4.1.17)بالاستفادة مف العلاقة 
 

     
   

   0 0
lim , lim
z z

J z J z
c z J z J z z

J z J z

 

 

 




 



  
    

   
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 

 

 

 

   

 

   

 

2 2

0 0

2 1 2 10

0 0

1 1

! 1 2 ! 1 2
lim

1 2 1 21 1

2 ! 1 2 2 ! 1 2

k lk l

k l

k lk lz

k l

z z

k k l l
z

k lz z

k k l l

 

 

 

 

 

  

 

     

 

     
    

         
  

       
             

 

 

 

   

   

2 2

0
0 0

1 2
lim[

! 1 ! 1 2

k l k l

z
k l

l z

k k l l



 

  


 

    
  

       
 

    

   

2 2

0 0

1 2
]

! 1 ! 1 2

k l l k

k l

k z

l l k k



 

  

 

   
  

       
 

0zوبملاحظة أنّو عندما   يبقى في كؿ مف السمسمتيف المضاعفتيف حد واحد 
0kفقط موافؽ لػ  l  ّونجد أف  

 
       

2 2 2sin

1 1 1
c

  

     

 
   
       

 

 وبالتالي فإفّ 

(4..2.10)     
2sin

,J z J z 




   

وىو ما يبرىف عمى الاستقلاؿ الخطي لمتابعيف  J zو  J z. 
  ىو(4.1.3)ىكذا يكوف الحؿ العاـ لمعادلة بسؿ التفاضمية 

      1 2u z c J z c J z   
 كاف يكفي لمبرىاف عمى الاستقلاؿ الخطي لمتابعيف .ؿلاحظة J zو  J z 

nمف أجؿ   0 ملاحظة تبايف سموكيما عندماz : 

        / 1 , / 1
2 2

z z
J z J z

 

  





   
         
   

 

إفّ نشر تابعي ىانكؿ . ـشرذتابعيذفاـؽلذفيذدؾدؾتينذصحقحتين-ذ2
   1,2

H z مف أجؿ n  في سمسمة قوى z لا يمثؿ أيّة صعوبة ويمكف استنتاجو 
n، تبعاً لذلؾ سنستعرض الحالة (4.2.4) والعلاقتيف (4.1.17)مف العلاقة   ّإف 
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nالقيمتيف    بالانتقاؿ .  ىما قيمتيف شاذتاف قابمتاف للإصلاح(4.2.4) في العلاقتيف
  وبحساب النياية بتطبيؽ قاعدة أوبيتاؿ نجدnإلى النياية عندما 

(4.2.11)            1,2
1

n

n n n n

i
H z J z a z a z




    
 

 

 حيث

  
 J z

a z









 

الإشارة الموجبة تقابؿ )   1

nH z) 
بما أفّ سمسمة التابع  J z متقاربة بانتظاـ ومشكمة مف توابع تحميمية بالنسبة 

، فإنّو يمكف حساب لممتحوؿ  a z بالاشتقاؽ حداً حداً لسمسمة  J z ونحصؿ 
 عمى

    
 

 
 

2

0

1
2

ln 1
2 ! 1

k
k

k

z

z
a z J z k

k k



  








 
  

     
  

 

حيث  z ىو المشتؽ الموغاريتمي لمتابع  z . ّبما أف 

  

 
 

1
1 !

n

z n

z
n

z






 


 

  فإفّ ] (1.3.8) والعلاقة (1.2.2) ىذا ينتج مف العلاقة [
 

         
 

   

2

1

0

1
2

1 1 ln 1 { 1 1 !
2 !

n k
k

n
n n n n k

n n

k

z

z
a z J z n k

k

 




 



 
  

         

 
   

 

2

1 1
2

}
! 1

n k
k

k n

z
k n

k k n

 





 
    

  
  

 

 
 

 

 
 

2

21

0 0

1
1 ! 2

ln 1
2 ! 2 ! !

n k
n

k nn

k k

z

n kz z
J z k

k k n k




 

 

 
            

 
  
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 ولذلؾ فإفّ 
       

  21
1,2

0

1 !
{2 ln

2 ! 2

k nn

n n n

k

n ki z z
H z J z J z

k





   
    

 
 

(4.2.12) 
 

 
   

2

21

0

1
2

1 1 }
! ! 2

n k
k

k nn

k

z

z
n k k

k n k







 
  

             
 

0nمف أجؿ  يمكف حساب قيـ .  ينبغي وضع المجموع الأوؿ مساوياً لمصفر x 
  بالعلاقةxمف أجؿ القيـ الصحيحة لػ 

  
1

1
1

n

k

n
k




     

لنلاحظ أنّو لمتابعيف    1,2
H z 0 يوجد مف أجؿz  شذوذ أسي مف الشكؿ z  إذا 

Reكاف  0  0 وشذوذ لوغاريتمي إذا كاف . 

ذ

) اؾعلاؼاتذاؾتدرجقةذوعلاؼاتذالاذتؼاقذ.ذ3§ )
ذ

سنستعرض في ىذه الفقرة العلاقات التدرجية التي تربط توابع بسؿ مف النوع - 1
  ولنكتبيا عمى الشكؿ(4.1.17)لنأخذ العلاقة .  أيّاً كاف العدد الأوؿ والمرتبة 

    

   

2

2
0

1

1 1 2

k k

k
k

J z z

z k k



 









    
 

 : نجدzباشتقاؽ طرفي ىذه العلاقة بالنسبة لػ 

    

   

2 1

2
1

1 2

1 1 2

k k

k
k

J z k zd

dz z k k



 






 
 

     
 

1l بػ kباستبداؿ  نجد  
     

     

1 2 1

2 2
0

1 2 1

1 1 2 2

l l

l
l

J z l zd

dz z l l l



 

 

 


  
  

      
 

                                                 

)*(zفي ىذه العلاقات متحوؿ حقيقي . 
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  

   

 1 2

0

11

21 1 1

l l

l

z

z l l



 

 



  
   

         
 

 وبالتالي فإفّ 

(4.3.1)    1J z J zd

dz z z

 

 

 
  

 
 

0لنلاحظ أنّو في الحالة الخاصة  يكوف لدينا  
(4.3.2)    0 1J z J z   

  نجد العلاقة التدرجية الأولى(4.3.1)بانجاز عممية الاشتقاؽ في 
(4.3.3)      1z J z J z z J z   

    
  عمى الشكؿ(4.1.3)بكتابة العلاقة 

(4.3.4)    1

1

1 J z J zd

z dz z z

 

 





 
 

 
 

 ومف ثـ باشتقاؽ ىذه العلاقة نجد

        1

1 1

2 2

11 J z J z z z J zd d

dz z dz z z

 

  

 



 



      
   

   

 

1 بػ وباستبداؿ   يكوف(4.3.3) في العلاقة  
(4.3.5)        1 1 21z J z J z z J z    

    
 وبالتالي فإفّ 

  
 

     1 1

3

11 1
1

J z z J z J zd d

z dz z dz z z

  

 

 



      
   

   

 

  نجد(4.3.5)بالاستفادة مف 

  
 

 2 2

2

1 1
1

J z J zd d

z dz z dz z z

 

 





   
   

   

 

 أو
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(4.3.6) 
 

 
 

 2
2 2

2 2
1

J z J zd

z zzdz

 

 





 
  

 
 

نما لممشتؽ (4.3.4)وىذه العلاقة تعني صحة العلاقة  ، ليس فقط بالنسبة لممشتؽ الأوؿ وا 
بتكرار ىذه العممية . مف المرتبة الثانية أيضاً  2m مرة نجد العلاقة  

(4.3.7) 
 

 
 

 
1

m
m m

m m

J z J zd

z zzdz

 

 





 
  

 
 

 0,1,2,...m  
  عمى الشكؿ(4.1.17)بكتابة العلاقة 

  
 

   

2 2

2
0

1

1 1 2

k k

k
k

z
z J z

k k




 









    
 

  نجدzباشتقاؽ طرفي ىذه العلاقة بالنسبة لػ 

  
   

   

2 2 1

2
0

1 2

1 1 2

k k

k
k

kd z
z J z

dz k k




 





 




 
        

 

 وبالتالي فإفّ 

  
 

   

 1 2

0

1

21 1 1

k k

k

d z
z J z z

dz k k



 




 



  
               

 

 أي إفّ 

(4.3.8)    1

d
z J z z J z

dz

 

 
    

 بالاشتقاؽ والإصلاح نجد العلاقة التدرجية الثانية
(4.3.9)      1J z z J z z J z   

  
  عمى الشكؿ(4.3.8)لنكتب العلاقة 

(4.3.10)    1

1

1 d
z J z z J z

z dz

 

 




    

 ومف ثـ نقوـ بالاشتقاؽ ثانية فنجد
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        2 1

1 1

1
1

d d
z J z z J z z J z

dz z dz

  

    

 

 
      

 
 

 وىذا يؤدي إلى أفّ 

        3 2

1 1

1 1
1

d d
z J z z J z z J z

z dz z dz

  

     

 

 
      

 
 

1 بػ وباستبداؿ   نجد أفّ العلاقة الأخيرة تكتب عمى الشكؿ(4.3.9) في العلاقة  

(4.3.11)    2

2

1 1d d
z J z z J z

z dz z dz

 

 





 
    

 
 

 أو

(4.3.12) 
 

   
2

2

22

d
z J z z J z

zdz

 

 




    

بتكرار ىذه العممية .  بالنسبة لممشتؽ الثاني(4.3.10)إفّ ىذه العلاقة تعني صحة العلاقة 
 2m مرة نحصؿ عمى العلاقة  

(4.3.13) 
 

   
m

m

mm

d
z J z z J z

zdz

 

 




    

 0,1,2,...m  
 نحصؿ عمى العلاقة التدرجية الثالثة، التي تربط ثلاثة (4.3.9) و(4.3.3)بطرح العلاقتيف 

 مف توابع بسؿ ذات مراتب متتالية

(4.3.14)      1 1
2

z
J z J z J z  


     

 وبجمع العلاقتيف السابقتيف نجد العلاقة التدرجية الرابعة
(4.3.15)      1 12J z J z J z   

   
 سنبيف الآف الاستفادة .ادتخدامذاؾعلاؼاتذاؾتدرجقةذفيذحدابذاؾتؽاؿلات-ذ2

مف العلاقات التدرجية في حساب بعض التكاملات، حيث التوابع المستكممة ىي توابع 
 .بسؿ مف النوع الأوؿ

(aالتكامؿ مف الشكؿ  
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  
0

1

z

z

z J z dz

 

  نجد أفّ التكامؿ يساوي إلى(4.3.8)بالاستفادة مف العلاقة 

    
0

0

z
z

z
z

d
z J z dz z J z

dz

 

 

 
    

 
 

(bالتكامؿ مف الشكؿ  

  
0

1

z

z

z J z dz





 

  نجد(4.3.1)بالاستفادة مف العلاقة 

      
0

0 0

1

z z
z

z
z z

d
z J z dz z J z dz z J z

dz

  

  

  



 
      

 
  

(cالتكامؿ مف الشكؿ  

  
0

z

J z dz 

1 بػ باستبداؿ   (4.3.15) في العلاقة 
(4.3.15')      1 22J z J z J z   

   
 وبالمثؿ نجد
(4.3.15'')      3 2 42J z J z J z    

   
(4.3.15''')      5 4 62J z J z J z    

   
0zبجمع ىذه العلاقات وبمكاممة الناتج مف   إلى zنجد  

        1 3 5

0

2 ...

z

J z dz J z J z J z           

(dالتكامؿ مف الشكؿ  

  
0

z

m

nz J z dz 
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n عدداف طبيعياف وn وmحيث  m. 
بكتابة التابع المستكمؿ عمى الشكؿ  1 1m n n

nz z J z  وبالمكاممة بالتجزئة نجد  

    1 1

1

0

z

m m n n

n nz J z dz z z J z  


    

    2 1

1

0

1

z

m n n

nm n z z J z dz  

    

      1

1 1

0

1

z

m m

n nz J z m n z J z dz

      

 وبالمثؿ نجد أفّ 

       1 1 2

1 2 2

0 0

3

z z

m m m

n n nz J z dz z J z m n z J z dz  

       

       2 2 3

2 3 3

0 0

5

z z

m m m

n n nz J z dz z J z m n z J z dz  

       

 ................................................................................... 

       1 1

1

0 0

2 1

z z

m k m k m k

n k n k n kz J z dz z J z m n k z J z dz    

        

1m بحيث يكوف kإذا أمكف إيجاد عدد  k n k    ّأي إف ، m n عدد فردي 
أمّا إذا كاف . a)فإنّنا نكوف أماـ تكامؿ مف الشكؿ  m n عدداً زوجياً فإنّنا نكوف 

0m الذي مف أجمو يكوف kمضطريف للاستمرار بالعممية حتى ذلؾ العدد  k  
وبذلؾ يؤوؿ التكامؿ لحساب تكامؿ التابع  m nJ z وىو ما بيّناه في الحالة (c. 

 

ذاؾتوابعذالأدطواـقةذؿنذاؾـوعذاؾثاـي.ذ4§

ذ.(Neumann)تابعذـققؿانذ-ذ1

غالباً ما نكوف مضطريف لمتعامؿ، في التطبيقات العممية، مع حموؿ معادلة بسؿ 
إفّ استخداـ توابع ىانكؿ، في ىذه الحالة، . z والقيـ الموجبة لػ ذات القيـ الحقيقية لػ 
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لف يكوف مفيداً بشكؿ دائـ وذلؾ لأنّيا تأخذ قيماً عقدية وفي ىذه الحالة يكوف 
       2 1

H z H z ويكوف  

              1 2 11
Re

2
J z H z H z H z   

   
 

 

تبعاً لذلؾ، يكوف مف الطبيعي استعراض    1
ImH z كحؿ آخر مستقؿ خطياً لمعادلة 

 بسؿ التفاضمية، أي التابع

(4.4.1)          1 21

2
Y z H z H z

i
  

  
 

 

يسمى التابع  Y z بتابع بسؿ مف النوع الثاني ( ). 
يمكف استعراض التابع  Y z مف أجؿ أيّة قيـ مركبة (4.4.1) المعرّؼ بالعلاقة 

 في جميع نقاط المستوي العقدي ، وسيكوف ىذا التابع تحميمياً بالنسبة لػ z ولػ 
nوضمناً مف أجؿ   وتحميمياً بالنسبة لػ z 0 مف أجؿz . 

سنذكر الآف الخواص الأساسية لمتابع  Y z والتي تنتج مف العلاقات الموافقة 
 .ليا والمتعمقة بتوابع ىانكؿ

 (a علاقة  Y z بػ  J zو  J z: 

  
   

 
cos

sin

J z J z
Y z N

 









  

(b نشر التابع  Y z في سمسمة بقوى z ومف أجؿ n  انظر العلاقة 
(4.2.12): 

   
  21

0

1 !1
{2 ln

2 ! 2

k nn

n n

k

n kz z
Y z J z

k





   
   

 
 

 
 

 
   

2

0

1
2

1 1
! !

n k
k

k

z

n k k
k n k







 
  

        
 

                                                 

أحياناً يسمى ىذا التابع بتابع فيبير وكذلؾ تابع نييماف ويرمز لو بػ )*(  N z . لنلاحظ أفّ توابع ىانكؿ تسمى
 .أيضاً بتوابع بسؿ مف النوع الثالث
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(c السموؾ المقارب لػ  Y z عندما z : 

 
2 1 1

sin sin cos
2 4

Y z z O z O z
z z z



 



      
          

      
 

توابعذبدلذذاتذالدراتبذـصفذاؾصحقحةذاؾػردقةذؿنذاؾشؽلذ-ذ2ذذذذذذذذذ

1

2
m
 

 
 
ذ:

)يشكؿ صؼ التوابع الأسطوانية ذات المراتب نصؼ الصحيحة الفردية   صفاً (
لبياف ذلؾ سنوجد . خاصاً إذ أنّو يمكف التعبير عف توابع ىذا الصؼ بدلالة توابع ابتدائية

 1

2

J z


 : يكوف لدينا(4.1.17)وفقاً لممعادلة . 

  
 

 

1
2

2

1

02

1

3 2
1

2

k k

k

z
J z

k k





  
  

       
 

 

  
 

 

1
2

2

1

02

1

1 2
1

2

k k

k

z
J z

k k






  
  

       
 

 

 وبما أفّ 

 3 1 1 3 3 1 1

2 2 2 2 2 2 2
k k k k
       

                
       

 

    
1

2 1 2 1 2 1 3 1

2k

k k k




     

 1 1 3 5 3 1 1

2 2 2 2 2 2 2
k k k k
       

                
       

 

    2 1 2 3 2 5 3 1

2k

k k k


     

 فإنّو يكوف لدينا

  
 

  

1
21

2

1

02

1 2

21 2 2 1 2 1 3 1

k kk

k

z
J z

k k k 





  
  

       
 

                                                 

 .يؤوؿ حؿ معادلة ىيمميولتز بطريقة فص المتحولات إلى توابع مف ىذا الصؼ)*( 
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  

 

2 1

0

12

2 1 !

k k

k

z

z k









 

  
 

  

1
2

2

1

02

1 2

21 2 2 1 2 3 3 1

k kk

k

z
J z

k k k 






  
  

       
 

  

 

2

0

12

2 !

k k

k

z

z k






  

 وبالتالي فإفّ 

(4.4.2)    1 1

2 2

2 2
sin , cosJ z z J z z

z z 
  

1 بػ بتعويض 

2
 (4.4.2) وبالأخذ بعيف الاعتبار (4.3.14) عمى الترتيب في العلاقة 

 نجد

(4.4.3) 
 

 

3

2

3

2

2 sin
cos

2 cos
sin

z
J z z

z z

z
J z z

z z





 
   

  


 
    

 

وبالمثؿ يمكننا حساب  5

2

J z ، 5

2

J z


 ، 7

2

J z ، 7

2

J z


باستخداـ ... .، 

  نجد(4.3.13) و(4.3.7)العلاقتيف 

(4.4.4) 
   

 

 
 

1

2

1

2

2 sin
1

2 cos

m
m

m
m

m

m
m

d z
J z

zzdz

d z
J z

zzdz







 

 
   

 


  
     

 

  نجد(4.1.20a) و(4.1.19a)مف العلاقتيف 

    1,2 2

1

2

2 i z

H z e
z





 
  
  

  نجد(4.2.2)واستناداً إلى العلاقتيف التابعيتيف 
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(4.4.5)        1 12
1 1

2 2

2i
izH z e H z e

z




  

(4.4.6)        2 22
1 1

2 2

2i
izH z e H z e

z









  

بالانتقاؿ إلى تابع نييماف  Y z ّبسيولة نجد أف  

(4.4.7)    1 1

2 2

2 2
sin , cosY z z Y z z

z z 
  

 

ذذتؽاؿلذبدل–اؾتابعذالدوؾدذ.ذ5§

n الصحيحة  الحقيقية وقيـ zسنقتصر دراستنا، في ىذه الفقرة، عمى قيـ   
0z في سمسمة صحيحة في جوار النقطة zeلنكتب نشر التابع  : 

 
2

1
1! 2! !

n
z z z z

e
n

       

1، في النشر السابؽ، بػ zباستبداؿ 

2
zt 11 ومف ثـ بػ

2
zt نجد  

 
1 2 2

2
2

0

1
2 1! 2 2! 2 ! 2 !

n n r r
zt

n r
r

zt z t z t z t
e

n r





       
  

 

   11 1 2 2

2
2

0

1 1
1

2 1! 2 2! 2 ! 2 !

n sn n s s
zt

n s
s

z t z tzt z t
e

n s

    



 
       

  
 

 باستثناء t ومف أجؿ جميع قيـ zوىاتيف السمسمتاف متقاربتاف مف أجؿ جميع قيـ 
0t  (مف أجؿ السمسمة الثانية) . 0لنشكؿ جداء السمسمتيف مع اعتبارt : 

    1

2

0 0

1

2 ! 2 !

s s sz r r
t t

r s
r s

z tz t
e

r s

  

 

  
      
  

  

0 0

1

2 ! !

s r s r s

r s
r s

z t

r s

  


 


 

 بفرض أفّ .  ذات الأسس المختمفةtلنعيف الآف أمثاؿ 



187 

0 r s n   ّنجد أف r n s  2 وr s n s   
0 r s n   ّنجد أف r n s   2 وr s n s    

nt وntوبالتالي فإفّ أمثاؿ  تعطى، عمى الترتيب، بالعلاقتيف : 

  

 
 

2

2
0

1

! !2

s n s

nn s
s

z
J z

s n s










 

  

 
 

2

2
0

1

! !2

s n s

nn s
s

z
J z

s n s

 

 





 
 

sإف المجموع واقعياً في السمسمة الثانية يبتدئ مف القيمة  n ولنلاحظ أيضاً أفّ أمثاؿ ،
0t 0 تنتج مف جعؿr s وتكوف مساوية لػ  

  
 

2

02
0

1

! !2

s s

s
s

z
J z

s s






 

 وفقاً لما ذكرنا نجد أفَ 

(4.5.1)  
 

1

2

z
t t

n

n

n

e J z t
 



  

 ومف أجؿ zحيث إفّ السمسمة في الطرؼ الأيمف متقاربة إطلاقاً مف أجؿ جميع قيد 
0t باستثناء tجميع قيـ  . 

 يسمى التابع

(4.5.2)  
 1

2,
z

t t

z t e


 
 .بالتابع المولد لتوابع بسل من النوع الأول وذات المراتب الصحيحة

 بإجراء التحويؿ
(4.5.3) cos sinit e i     

 نجد أنّو مف أجؿ القيـ الفردية (4.2.7) والأخذ بعيف الاعتبار العلاقة (5.4.1)في العلاقة 
  يكوفnلػ 

        cos sinn n

n n n nJ z t J z t J z n J z i n 

      
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    cos sinn nJ z n J z i n    
       cos sin cos sinn n n nJ z n J z i n J z n J z i n         

  2 sinni J z n 
  يكوفnومف أجؿ القيـ الزوجية لػ 

      2 cosn n

n n nJ z t J z t J z n

   
  تأخذ الشكؿ(4.5.1)وبالتالي فإفّ العلاقة 

    sin cos sin sin sinize z i z     
        0 1 2 32 sin 2 cos2 2 sin3J z i J z J z i J z       
(4.5.4)  42 cos4J z   

 وبفصؿ القسميف الحقيقي والتخيمي في العلاقة الأخيرة نجد
        0 2 4cos sin 2 cos2 2 cos4z J z J z J z       

(4.5.5)    0 2

1

2 cos 2n

n

J z J z n




   

       1 3 5sin sin 2 sin 2 sin3 2 sin5z J z J z J z        

(4.5.6)    2 1

1

2 sin 2 1n

n

J z n 






    

 بػ باستبداؿ 
2




 
 

 
  نجد(4.5.4) في العلاقة 

    cos cos cos sin cosize z i z     
(4.5.7)       0 1 2 32 cos 2 cos2 2 cos3J z i J z J z i J z       

 وبالتالي فإفّ 
        0 2 4cos cos 2 cos2 2 cos4z J z J z J z       

(4.5.8)      0 2

1

2 1 cos 2
n

n

n

J z J z n




   

 وبالمثؿ نجد أفّ 
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       1 3 5sin cos 2 cos 2 cos3 2 cos5z J z J z J z        

(4.5.9)      
1

2 1

1

2 1 cos 2 1
n

n

n

J z n 








     

بضرب .  وz صحيحة مف أجؿ جميع قيـ (4.5.9) وحتى (4.5.4)إفّ العلاقات مف 
sin بػ (4.5.6) وطرفي العلاقة cosm بػ (4.5.5)طرفي العلاقة  m حيث m عدد 

 : نجد مف الصفر حتى صحيح ما ومف ثـ بالمكاممة بالنسبة لػ 

    0

0 0

cos cos sin cosm z d J z m d

 

       

(4.5.10)  2

1 0

2 cos cos 2n

n

J z m n d



  




   

(4.5.11)     2 1

10 0

sin sin sin 2 sin sin 2 1n

n

m z d J z m n d

 

     






   

 وبما أف

 
0

0 ; 2

cos cos 2
; 2

2

m n

m n d
m n



   




 




 

 و

  
0

0 ; 2 1

sin sin 2 1
; 2 1

2

m n

m n d
m n



   

 


  
 



 

 و

 
0

cos 0m d



   

 فإنّو يكوف لدينا
 

(4.5.12) 








 

mفردي  
 

0

0 ;
cos cos sin

;m

m z d
J



  



 


 
mزوجي أو معدوـ  

mفردي  
 

0

;
sin sin sin

0 ;

mJ
m z d

 
  


 


 
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mزوجي  

  
 أو

(4.5.13) 

     

     

0

0

cos cos sin 1 1
2

sin sin sin 1 1
2

m

m

m

m

m z d J z

m z d J z






  


  


     



   
 






 

  نجد(4.5.13)بجمع العلاقتيف 

(4.5.14)    
0

cos sin mm z z d J z



    

بما أف التابع . بتكامل بسليسمى التكامؿ في الطرؼ الأيسر مف العلاقة الأخيرة 
 cos sinm z زوجي و  sin sinm z  فردي فإنّو يمكننا استبداؿ العلاقة 

  بالعلاقة(4.5.14)

(4.5.15)    
1

cos sin
2

mJ z m z d





  




  

 أو بالعلاقة

(4.5.16) ()    sin1

2

i m z

mJ z e d


 










  

 تعني أفّ (4.5.16)إف العلاقة  nJ z ىو أمثاؿ نشر فورييو لمتابع sinize  في سمسمة 
ineفورييو بدلالة التوابع   ّولذلؾ فإف  

(4.5.17)  siniz in

ne J z e 




 

 محققة مف أجؿ (4.5.17)باستخداـ مبدأ التمديد التحميمي يمكف البرىاف عمى أفّ العلاقة 
 .جميع القيـ المركبة لػ 

                                                 

.  سوميرفيمد التكاممي لتابع بسؿ مف النوع الأوؿ والمرتبة الصحيحة(Sommerfeld)يسمى ىذا التمثيؿ بتمثيؿ  (*)
 . وكذلؾ مف أجؿ تابعي ىانكؿويبرىف عمى وجود تكثيؿ مماثؿ مف أجؿ القيـ المختمفة لػ 
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 :نترؾ لمطالب البرىاف عمى أف

(4.5.28)      1 2 1 2n k n k

k

J z z J z J z






   

وتسمى ىذه العلاقة بعلاقة الجمع في التوابع الأسطوانية مف النوع الأوؿ وذات المراتب 
 .الصحيحة

ذ

ذتوابعذبدلذذاتذالدتغيرذاؾتخقؾي.ذ6§

تعرقفذاؾتابعينذ-ذ1 I zذو K z.كنا قد استعرضنا معادلة بسؿ  
  2 2 2 0z u zu z u     

 وكنا قد ذكرنا بأفّ الحالة الأكثر أىمية، في التطبيقات العممية zمف أجؿ القيـ المركبة لػ 
في خلاؼ ذلؾ وفي عداد المسائؿ ذات الأىمية .  موجبةzىي الحالة التي تكوف قيـ 
 تظير المعادلة التفاضمية

(4.6.1)  2 2 2 0z u zu z u     
0مف أجؿ  z والتي تنتج مف معادلة بسؿ باستبداؿ z بػ iz . تبعاً لذلؾ تسمى

بتوابع بسل أو . بتوابع بسل ذات المتغير التخيمي (4.6.1)صفوؼ حموؿ المعادلة 
 .(Modified) المعدّلة

مف الواضح أفّ التابعيف  J izو    1
H iz حلّاف مستقلاف خطياً لممعادلة 

0z، وأفّ الحؿ الأوؿ منيما محدود مف أجؿ (4.6.1)  0 إذا كاف  والثاني مف 
zأجؿ   . لمتابعيف  (تمثيؿ بواسوف)مف التمثيميف التكامميف J zو    1

H z 
 ينتج أفّ التابعيف

(4.6.2)      
1 1

22 2

1

2
ch 1

1

2

i

z

I z e J iz zs s ds




 

 

 

 



 
 
   
 

  
 

 
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(4.6.3)      

1
1

2
2

1
1 02

e s 1
2

12 2

2

s

i
z

s
ds

z
K z e H iz e

z







 

 












 
 

 
 

 
  
 


 

1مف أجؿ القيـ لػ 

2
 0 و z يكوناف حقيقييف وحميف مستقميف خطياً لممعادلة 

ويسمى التابع . (4.6.1) K z بتابع ماكدونالد. 
الخواصذالأدادقةذؾؾتابعينذ-ذ2 I zذو K z. نستعرض ىنا الخواص 

الأساسية لمتابعيف  I zو  K z الناتجة عف ارتباطيما بالتابعيف  J izو 
   1

H iz. 
 :(4.2.12) و(4.2.4)، (4.1.17) انظر العلاقات .اؾـشرذفيذدؾدؾةذ(1

(4.6.4)  
 

2

0

2

! 1

k

k

z

I z
k k












 
 
 
  

 

  
   

 
2 sin

I z I z
K z n

 








 
  

     
    21

1

0

1 1 !1
1 ln

2 2 ! 2

k k nn
n

n n

k

n kz z
K z I z

k






    
    

 
 

  
 

   

2

0

1 2
1 1 1

2 ! !

k n

n

k

z

n k k
k k n







 
 
         

 

0nمف أجؿ  ينبغي اعتبار المجوع الأوؿ مساوياً لمصفر . 
مف الواضح في نشر التابع  I z 0 أفّ ىذا التابع مف أجؿ z0 و  
 .zموجب ومتزايد باطراد مع ازدياد 

علاؼةذاؾتوابعذذ(2 K zذو K zذ، nI zذو nI z. ( انظر العلاقات
 :(4.2.7) و(4.2.2)
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(4.6.5)    

   
n nI z I z

K z K z 





 


 
 

1 مف أجؿ (4.6.3) و(4.6.4)يمكننا بواسطة العلاقات 
Re

2
 تمديد (4.6.5) و 

تعريؼ التابعيف  I zو  K z مف أجؿ جميع القيـ المركبة لػ  والقيـ المركبة لػ 
z مف أجؿ arg z  وعندئذٍ يكوناف تابعيف صحيحيف بالنسبة لػ ، ضافةً لذلؾ ، وا 

، وبالإضافة لذلؾ ومف أجؿ (4.6.1)فإنّو وفقاً لمبدأ التمديد التحميمي يكوناف حميف لممعادلة 
1

Re
2

  محققة(4.6.2) تبقى العلاقة . 

zاؾدؾوكذالدؼاربذعـدؿاذ-ذ3 . ( (4.1.24)، (4.1.22)انظر العلاقتيف 

  
1

1
2

ze
I z O

zz




  
    

  
 

  
1

1
2

zK z e O
z z



    
    

  
 

 :(انظر العلاقات التدرجية في توابع بسؿ) .اؾعلاؼاتذاؾتدرجقة-ذ4

      1 1

2
I z I z I z

z
  


   

      1 1 2I z I z I z   
  

      1 1

2
K z K z K z

z
  


    

      1 1 2K z K z K z   
   

 في حالة خاصة يكوف
        0 1 0 1,I z I z K z K z    
اؾتعبيرذعنذاؾتابعينذ-ذ5 I zذ، K zذذويذاؾرتبتينذـصفذاؾصحقحةذ

  استناداً لمعلاقتيف.اؾػردقتينذبدلاؾةذاؾتوابعذالابتدائقة

    1,2

1

2

2 1
n

n iz

n

d
H z z e

z z dz





 
  

 
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  1

2

2 1
cos

n

n

n

d
J z z z

z z dz

 
  

 
 

 نجد أفّ 

    1

2

2 1
ch 0,1,2,...

n

n

n

d
I z z z n

z z dz

 
  

 
 

    1

2

1
0,1,2,...

2

n

n z

n

d
K z z e n

z z dz

 



 
   

 
 

تمثقلذدوؿيرػقؾدذاؾتؽاؿؾيذؿنذأجلذ-ذ6 K z0ذ;ذ z:ذ

(4.6.6)   ch + ch

0

1
ch

2

z zK z e d e d  

   
 

 



   

 التحويؿ (4.6.6)إذا أجرينا في العلاقة 
2

z
e t  فإنّنا نحصؿ مف أجؿ  K z عمى 

 :تمثيؿ ىاـ مف أجؿ التطبيقات العممية ىو تحويؿ تكاممي لتمثيؿ سوميرفيمد

(4.6.7)  
2

14

0

1

2 2

z
t

t
z

K z e t dt








 

  
  

 
 

20 صحيحة مف أجؿ (4.6.7)ووفقاً لمبدأ التمديد التحميمي تبقى العلاقة  Rez. 
 مف خواص التابعيف .ؿلاحظة I zو  K z ينتج أفّ التكامؿ العاـ لممعادلة 

0 مف أجؿ (4.6.1) يكوف مف الشكؿ  
      u z A I z B K z   

0Bإضافةً إلى ذلؾ يكوف   إذا كاف  u z 0 محدوداً مف أجؿz  ذا كاف  وا  u z 
zمحدوداً مف أجؿ   ّ0 فإفA . 

 تظير في العديد مف .تؽاؿلاتذمحددةذتحتويذعؾىذاؾتوابعذالأدطواـقة-ذ7
التطبيقات العممية لمتوابع الأسطوانية ضرورة حساب بعض التكاملات المحددة المتضمنة 

تحسب، عادةً، مثؿ ىذه التكاملات إمّا بواسطة التمثيلات التكاممية لمتوابع . توابع أسطوانية
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مّا بواسطة نشر تمؾ التوابع في سلاسؿ سنقتصر عمى مثاليف بسيطيف . الأسطوانية، وا 
 .ىاميف

ذ.تؽاؿلذػقبيرذ(1

    
2 2 1

0

0 , 0 , Re 1a xe J bx x dx a b

 


      

لحساب ىذا التكامؿ نستخدـ نشر تابع بسؿ  J bxفي سمسمة، ويكوف لدينا  

  
 

 

2 2 2 2

2

1 1

00 0

1
2

! 1

k
k

a x a x

k

bx

e J bx x dx e x dx
k k



 






  
   



  
  

   
   
 
 

  

  

 

2 2

2

2 2 1

0 0

1

! 1 2

k k

a x k

k

b
e x dx

k k







 
  



  
 

    
  

 مف ناحية ثانية

  2 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2

0 0

11

2 2

a x k t k

k k

k
e x dx e t dt

a a

 

 

 

    

   

  
   

 ومنو نجد

(I)  
 

2

2 2 21 4
1

2
0 2

b

a x a
b

e J bx x dx e
a




 




 


 

ذغقغقـباور-ذتؽاؿلذدوـينذذ(2

 
 
 

   

2 2

1

2 20 2

0 , 0 , 0 , Re 1
K a x y

J bx x dx a b y

x y












    


 

 لتابع ماكدونالد والعلاقة (4.6.7)مف أجؿ حساب ىذا التكامؿ نستخدـ التمثيؿ التكاممي 
(I) .لدينا 
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  
 

 

2 2

1

2 20 2

K a x y
J bx x dx

x y














 

  
 2 2 2

1 4
1 1

0 0
2

a x y
t

t
a dt

J bx x dx e
t




 

 
 



 
   

  
2 2 2 2

14 4
1 1

0 0
2

a y a x
t

t t
a dt

e e J bx x dx
t




 

 
  



 
   

 
2 2 2

2
1

42 2

0

2

b a y
t

ta dt
a b e

t

    

 

 
         


  

  
 2 2 2

1
2 2 4

0

2
y a b

u
u

b du
a b e

a u

  
 

  


  


   

  
1

2 2
2 2

1

b a b
K y a b

a y

 


 

 

 

 
  

 
 

 

 بذلؾ يكوف

  
 

 

2 2

1

2 20 2

K a x y
J bx x dx

x y














 

(II)  
1

2 2
2 2

1

b a b
K y a b

a y

 


 

 

 

 
  

 
 

 

 (II)لنستخمص بعض النتائج اليامة مف العلاقة 

(a ّ1 لنفرض أف

2
  . ّبما أف 

  1

2
2

zK z e
z

  

 فإفّ 
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  
2 2

1

2 2
0

a x y
e

J bx x dx
x y





  
 


 

(III)  
1

2
2 2

1
2 2

2

2 by
K y a b

b a b









 
  

 
 

0في حالة خاصة ومف أجؿ  نجد  

(IV)  
2 2 2 2

0
2 2 2 2

0

a x y y a be e
J bx xdx

x y a b

    


 

 

0yمف أجؿ  1 و
0

2
  تعطينا العلاقة (III)الآتي : 

(V)  
 

2 2
2 2

0

1 2 1

2

ax b
e J bx dx

a ba b



 




    
     

   
 

0 استخدمنا أنّو مف أجؿ (V)في استنتاج العلاقة  0 وz يكوف  

  
 

 2

2sin 1 2 2

z

z
K z









 




 
        

    
 

(b ليكف في (II) 3
2

2
  0 وa  .بما أنّو في ىذه الحالة 

  
 
2 2

az
K az








  
  

 
 

 فإفّ 

(VI)  

   
 

11

1
2 2

0
2

J bx x b y
dx K by

yx y

 


  



 

 
  

 
 

3لنفرض ىنا أفّ 

2
 0 و فنجد  

(VII)  

 

0

3
2 20 2

byJ bx x e
dx

y
x y

 




 
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1 ومف أجؿ (VI)مف العلاقة 

2
 0 و نجد  

  0

2 2
0

byx J bx e
dx

bx y

 




 

 

ذ.الدعادلاتذاؾتػاضؾقةذاؾتيذتردذإلىذؿعادؾةذبدل.ذ7§

 إفّ معادلة بسؿ في شكميا النظامي
  2 2 2 0z u zu z u     

قميلًا ما تصادفنا في التطبيقات العممية، لذلؾ يكوف مف المفيد، إف أمكف بالطبع، رد 
المعادلات التفاضمية الخطية مف المرتبة الثانية والمتجانسة، والمطموب إيجاد حميا إلى 

معادلة بسؿ التفاضمية، إذ أفّ ذلؾ يمكنّنا مف معرفة حموؿ تمؾ المعادلات ومعرفة 
في ىذه الفقرة سنستعرض بعض النماذج مف . الخصائص التي تتمتع بيا تمؾ الحموؿ

 .المعادلات التفاضمية والتي يمكف ردّىا إلى معادلة بسؿ التفاضمية
بسيولة يمكف التأكّد مف أف التابعيف  J zو  N z مستقميف خطياً وبالتالي 
 فإفّ الحؿ العاـ لمعادلة بسؿ يعطى بالعلاقة

    1 2u c J z c N z   
بغية الاختصار، سنرمز لمطرؼ الأيمف مف العلاقة الأخيرة بػ  u z ّأي إف  

(4.7.1)      1 2c J z c N z u z    
  المعادلة التفاضمية مف الشكؿ:اؾشؽلذالأولذ(1

(4.7.2) 
2 2

2

2 2

1
0

d y dy
k y

dz z dz z

 
    

 
 

، ويمكف إرجاعيا إلى الشكؿ 2kإفّ ىذه المعادلة تختمؼ عف معادلة بسؿ بوجود العامؿ 
kzالنظامي بواسطة التحويؿ  tووفقاً لذلؾ تأخذ المعادلة الشكؿ  

 
2 2

2 2

1
1 0

d y dy
y

dt t dt t

 
    

 
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 ويكوف لحميا الشكؿ
      1 2u t c J t c N t    

  يعطى بالعلاقة(4.7.2)وبالتالي فإفّ الحؿ العاـ لممعادلة 
(4.7.3)      1 2u kz c J kz c N kz    
  المعادلة التفاضمية مف الشكؿ:اؾشؽلذاؾثاـيذ(2

(4.7.4) 0
a

y y by
z

    

yبإجراء التحويؿ  z uبالاشتقاؽ والتعويض .  يمكف رد ىذه المعادلة إلى الشكؿ الأوؿ
  نجد(4.7.4)في 

     1 2 22 1 0z u a z u a z bz u                 

2باختيار  1a   1 أي

2

a



نحصؿ عمى المعادلة التفاضمية  

 
2

2

1
0u u b u

z z

 
     

 
 

 ويعطى حمّيا بالعلاقة
  u u z b 

  يكوف(4.7.4)وبالتالي فإفّ الحؿ العاـ لممعادلة 

(4.7.5)  
1

2
1

2

a

ay z u z b


 

  المعادلة التفاضمية مف الشكؿ:اؾشؽلذاؾثاؾثذ(3

 
2

0ma c
y y bz y

z z

 
     

 
 

ترد ىذه المعادلة إلى معادلة بسؿ بإجراء تحويؿ في المتحوؿ المستقؿ والتابع المجيوؿ 
 ويكوف حمّيا العاـ
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(4.7.7)  
1

2 21 2

2 2
1 42

;
2 2

a m a cb
y z u z

m m
 

            
 

(a 0 لنلاحظ أنّو إذا كافa إي إفّ لممعادلة التفاضمية الشكؿ  

(4.7.8) 0m c
y bz y

z

 
    

 
 

 فإفّ الحؿ العاـ يكوف

(4.7.9)  
1

2 2
2

1 42
;

2 2

m cb
y z u z

m m
 

  
     

 

(b 0 إذا كافa 0 وc أي إف لممعادلة الشكؿ ، 
(4.7.10) 0my bz y   

 فإفّ الحؿ العاـ يكوف

(4.7.11) 
2

2
1

2

2

2

m

m

b
y z u z

m





 
    

 

(c 0 إذا كافm  ،0a و  1c p p   أي إفّ لممعادلة التفاضمية ،
 الشكؿ

(4.7.12)  
2

1
0

p p
y b y

z

 
    

 
 

 فإفّ حمّيا العاـ يكوف
(4.7.13)  1

2
p

y z u z b


 

(dإذا كانت المعادلة التفاضمية مف الشكؿ  
 0y b z y   
0aأي إفّ   ،0c 1 وm فإفّ الحؿ العاـ في ىذه الحالة يعطى بالعلاقة  

(4.7.14) 
3

2
1

3

2

3
y z u b z

 
  

 
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(e 0 إذا كافc أي لممعادلة التفاضمية الشكؿ ، 

(4.7.15) 0ma
y y bz y

z
    

 إفّ حمّيا العاـ ىو

(4.7.16) 
1 2

2 2
1

2

2

2

a m

a

m

b
y z u z

m

 





 
    

 

2لنلاحظ أخيراً أنّو إذا كاف  0m  فإفّ لممعادلة التفاضمية الشكؿ  
 2 0z y azy ky    

tzوىذه معادلة أولر التفاضمية وترد إلى معادلة ذات أمثاؿ ثابتة بواسطة التحويؿ  e. 
  لممعادلة التفاضمية الشكؿ:اؾشؽلذاؾرابعذ(4

(4.7.17) 0
d dy

z bz y
dz dz

  
  

 
 

aمف أجؿ  و m    (4.7.15) يكوف ليذه المعادلة الشكؿ. 
  لممعادلة التفاضمية الشكؿ:اؾشؽلذالخاؿسذ(5

(4.7.18) 
2

2

1
2 0

a
y a y b y

z z z

  
        

   
 

2bمف أجؿ  aيكوف الحؿ العاـ لممعادلة ىو  

(4.7.19)  
1

2 2azy e u b a z

  
  

 
 

2bأمّا إذا كاف   aفإفّ المعادلة تقبؿ التابعيف  
 1 2,az azy z e y z e     

 حميف ليا وىذاف التابعاف مستقلاف خطياً وبالتالي فإفّ الحؿ العاـ
  1 2

azy c z c z e    
  معدوماً فإفّ الحميف المستقميف خطياً يكونافوأمّا إذا كاف 

 1 2, lnaz azy e y e z   
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 وبالتالي فإفّ الحؿ العاـ يكوف
  1 2 ln azy c c z e   

  أوجد الحؿ العاـ لممعادلة التفاضمية(.1)ؿثالذ

 45
16 0y y z y

z
    

5a نجد أفّ (4.7.15)بمقارنة ىذه المعادلة مع المعادلة   ،16b   ،0c و 
4m بالتالي فإفّ الحؿ العاـ يعطى بالعلاقة ، 

 2 3

2

3

4

3
y z u iz  
  

 
 

 

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ
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ذتمارقنذغيرذمحؾوؾة

 
  برىف صحة العلاقات الآتية-1

 
     

     

     

2 0 0

0 2 0

0 0 3

1
1)

2) 2

3) 4 3 0

J x J x J x
x

J x J x J x

J x J x J x

  

  

   

 

 : عدد صحيح، برىف صحة العلاقات الآتيةn بفرض أفّ -2
 

         
             

     

3 1 1 2

4

4 2 2 4

1) 8 3 3

2) 16 4 6 4

3)

n n n n n

n n n n n n

n m n m

m

J x J x J x J x J x

J x J x J x J x J x J x

J x y J x J y

   

   







    

    

  

 

  برىف أفّ -3
            

2 2 2 2

0 1 2 32 2 2 1J x J x J x J x     
 جذراً لممعادلة  إذا كاف -4 0 0J x  ّفبرىف أف ،: 

 
 

 

1

1

0

1

0

1
1)

2) 1

J x dx

J x dx














 

 جذراً لممعادلة  إذا كاف -5 1 0J x  ّفبرىف أف ،: 

  
1

0

0

0x J x dx  

  أثبت أفّ -6

   1

0

1) ; 0

a n
n

n n

a
r J r dr J a a 


   
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  2) 1nJ x  
 : تتحقؽ العلاقةn برىف أنّو مف أجؿ جميع قيـ -7

        1 1

2sin
n n n n

n
J x J x J x J x

x




     

 : برىف صحة العلاقة-8

            1 3 5 0 0 1

0

1
1

2

x

J x J x J x J x J t J t dt
 

        
 

 

a إذا كاف -9 b ّفبرىف أف ، 

    
        

2 2

0

x
n n n n

n n

x a J bx J ax bJ ax J bx
t J at J bt dt

b a

 


 

 برىف أف سمسمة فورييو لمتابع- 10

 cos
sin ,

1 cos

t
x t t y

t
  


 

0في المجاؿ  t       ىي  
1

2 cosn

n

y J x nx




  

 :إذا كاف تكاملا فرنيؿ معرفيف بالعلاقتيف- 11

   2

0 0

1 cos 2
cos

2

x x
t

c x dt t dt
t 

   

   2

0 0

1 sin 2
sin

2

x x
t

s x dt t dt
t 

   

 :فبرىف أفّ 
        1 5 9

2 2 2

c x J x J x J x    

        3 7 11

2 2 2

s x J x J x J x     

برىف أفّ التابعيف - 12 J xو  N x ّمستقميف خطياً وأف  

    
2

,J x N x
x

 


    
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وكذلؾ الأمر بالنسبة لتابعي ىانكؿ    1
H xو    2

H x ّوأف  

        1 2 4
,

i
H x H x

x
 




  
 

 

كما أفّ تابعي ىانكؿ    1,2
H x مستقلاف خطياً عف تابع بسؿ  J x. 

 برىف أفّ - 13

 
 

       

 
       

1 2

1 2

1)
2

2)
2

H x H x
J x

H x H x
N x

i

 



 









 

 :حؿ المعادلات التفاضمية الآتية- 14

 

2

2 2

1
1) 0

2) 0

3) 0

k y
y y

x x

d dy
x x k x y

dx dx

y xy

   

 
  

 

  

 

برىف أفّ التابع - 15 n

ny x J xحؿ لممعادلة التفاضمية  
  1 2 0xy x y xy     

 :برىف أف التابع- 16

  
0

1
cos siny n x d



  


  

 حؿ لممعادلة التفاضمية

 
2 2

2 2 2

1 sin 1
1

d y dy n n n
y

dx x dx x x x





   
       

  
 

 .nمف أجؿ جميع قيـ 
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ذاؾعلاؼاتذالأدادقة

 توابعذبدل
 :معادلة بسل

  2 2 2 0z u zu z u     
 u Z z حيث  Z z ىو أحد التوابع  J z ، Y z ،   1

H z ،
   2

H z. 
تمثيلات بواسون التكاممية لتوابع بسل من النوع الأول  J z وتوابع هانكل 

   1,2
H z: 

  
 

 
1 1

2 2

1

/ 2 1
1 cos , Re

1 2

2

z
J z t zt dt




 

 





   
 

  
 

 

    
 

1
/2 /4 1

2
1 2

0

2 e
1

1 2

2

i z

t it
H z e t dt

z z

 







 


  
  

     
 

 

    
 

1
/2 /4 1

2
2 2

0

2 e
1

1 2

2

i z

t it
H z e t dt

z z

 







  


  
  

     
 

 

 1
Re

2
   

 :تمثيل سوميرفيمد التكاممي

  
1

sin1
;

2

iz iJ z e d 

 


 


 

    1 sin1
;iz iH z e d 

 




  


 

    2 sin1 iz iH z e d 

 




 

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   sin1

;
2

iz i

nJ z e d



 










  

 siniz in

n

n

e J e 




  

 :التمثيلات المقاربة

 
2 1 1

cos sin cos ;
2 4

J z z O z O z
z z z



 



      
          

      
 

      1 /2 /42 1
1 ;

i z
H z e O

z z

 




    
    

  
 

      2 /2 /42 1
1 .

i z
H z e O

z z

 




     
    

  
 

 :الصمة بين التوابع الأسطوانية
                1 1 2 2

, ;i iH z e H z H z e H z 

   



   

          1 21
;

2
J z H z H z  

  
 

 

          1 21
;

2
Y z H z H z

i
  

  
 

 

    
   1

;
sin

iJ z e J z
H z

i



 






 
 

    
   2

;
sin

ie J z J z
H z

i



 





 

  
   cos

sin

J z J z
Y z

 








 

      1
n

n nJ z J z   
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 :النشر في سمسمة

  
 

 

2

0

1
2

! 1

k
k

k

z

J z
k k












 
  

 
  

 

       
  21

1,2

0

1 !
{ 2 ln

2 ! 2

k nn

n n n

k

n ki z z
H z J z J z

k





   
    

 
 

 
 

 
   

2

0

1
2

1 1 };
! !

n k
k

k

z

n k k
k n k







 
  

        
 

    
  21

0

1 !1
{ 2 ln

2 ! 2

k nn

n n

k

n kz z
Y z J z

k





   
   

 
 

 
 

 
   

2

0

1
2

1 1 }
! !

n k
k

k

z

n k k
k n k







 
  

        
 

 :العلاقات التدرجية وعلاقات الاشتقاق

      1 1

2
;Z z Z z Z z

z
  


   

      1 1 2 ;Z z Z z Z z   
  

    
1

;

n

n

n

d
z Z z z Z z

z dz

 

 





 
     

 
 

      
1

n

n

n

d
z Z z z Z z

z dz



 

 



 
     

 
 

حيث إفّ  Z z ىو أي مف التوابع  J z ، Y z ،   1,2
H z. 

 :توابع بسل ذات المراتب نصف الصحيحة

    1 1

2 2

2 2
sin ; cos ;J z z Y z z

z z 
   

    1,2 2

1

2

2
;

i z

H z e
z





 
  

  
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    1

2

2 1
cos 0,1,2,...

n

n

n

d
J z z z n

z z dz

 
   

 
 

      1,2

1

2

2 1
0,1,2,...

n

n iz

n

d
H z z e n

z z dz





 
   

 
 

    1

2

2 1
sin 0,1,2,...

n

n

n

d
Y z z z n

z z dz

 
   

 
 

ذ

ذتوابعذبدلذالدعدؾة

 :المعادلة التفاضمية
      2 2 2 0z u zu z u u z Z iz      

0إفّ حموؿ ىذه المعادلة المستقمة خطياً ومف أجؿ  zىي  

          
1

12 2,
2

i i

I z e J iz K z e H iz
 



   






  

 :تمثيلات بواسون التكاممية

    
1 1

2 2

1

12
chzs 1 ; Re ;

1 2

2

z

I z s ds





 

 





 
 
    
 

  
 

 

 

1
1

2
2

0

1 1
1 Re

12 2 2

2

z s s
K z e e s ds

z z














   
    

     
 

 

تمثيل سوميرفيمد التكاممي لمتابع  K z: 

   ch + ch

0

1
ch ; Re 0;

2

z zK z e d e d z  

   
 

 



    

  
2

14

0

1
; Re 0

2 2

z
t

t
z

K z e t dt z








 

  
  

 
 
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zالسموك المقارب عندما  : 

  
1

1 ;
2

ze
I z O

zz




  
    

  
 

  
1

1 .
2

zK z e O
z z



    
    

  
 

الصمة بين التابعين  I z ، K z من أجل القيم المختمفة لـ : 
        , ;n nI z I z K z K z    

  
   

2 sin

I z I z
K z

 







 
 

 :النشر في سمسمة

  
 

2

0

2
;

! 1

k

k

z

I z
k k












 
 
 
  

 

     
    21

1

0

1 1 !1
1 ln

2 2 ! 2

k k nn
n

n n

k

n kz z
K z I z

k






    
    

 
 

  
 

   

2

0

1 2
1 1 1

2 ! !

k n

n

k

z

n k k
k k n







 
 
         

 

0nمف أجؿ  ينبغي اعتبار المجوع الأوؿ مساوياً لمصفر . 
 :العلاقات التدرجية وعلاقات الاشتقاق

      1 1

2
;I z I z I z

z
  


   

          1 1 0 12 ;I z I z I z I z I z   
    

      1 1

2
K z K z K z

z
  


    

          1 1 0 12 ,K z K z K z K z K z   
      

 :من أجل المراتب نصف الصحيحة يكون
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   1

2

2 1
ch 0,1,2,...

n

n

n

d
I z z z n

z z dz

 
  

 
 

    1

2

2 1
0,1,2,...

n

n z

n

d
K z z e n

z z dz





 
   

 
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 الفصل الخامس
 التكاملات المعتمة

 
ذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذذاتذالحدودذاؾلاـفائقة.ذ1§

ذ

سبؽ أف درسنا مفيوـ التكامؿ وفؽ ريماف  
b

a

f x dx مف أجؿ المجاؿ المغمؽ 

والمحدود  ,a b والتابع المحدود  f x . كُرّس ىذا الفصؿ لتعميـ ىذا المفيوـ في
 .لنبدأ أولًا باستعراض التكامؿ الممتد عمى مجاؿ لانيائي. مختمؼ الاتجاىات
ذ(5.1.1)تعرقفذ

ليكف  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ غير المحدود [ , )a  أي مف أجؿ جميع ،
a x وقابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ مغمؽ ، ,a Aجزئي مف المجاؿ [ , )a  أي ،

 أف التكامؿ

  
A

a

f x dx 

Aموجود مف أجؿ  a( ) 
Aلنرمز لنياية ىذا التكامؿ عندما   (سواء كانت محدودة أو غير محدودة) 

 بالرمز

(5.1.1)    lim

A

A
a a

f x dx f x dx




  

 متقارب وأف (5.1.1)في الحالة التي تكوف فييا النياية محدودة، فإننا نقوؿ أف التكامؿ 
التابع  f x قابؿ لممكاممة عمى المجاؿ غير المحدود [ , )a  . أمّا إذا كانت النياية

 . غير موجودة أو غير محدودة فإنّنا نقوؿ إف التكامؿ متباعد(5.1.1)
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 يسمى (5.1.1) خلافاً لدراسة التكاملات الذاتية فإفّ التكامؿ المعرؼ بالعلاقة 
 .بالتكامؿ المعتؿ

 :لنستعرض المثاليف الآتييف

 التابع -1  2

1

1
f x

x



 قابؿ لممكاممة في أي مجاؿ جزئي  0,A 

 0A وأكثر مف ذلؾ ،: 

 
2 0

0

arctg arctgA
1

A
Adx

x
x

 
 

Aبما أف نياية التكامؿ عندما   موجودة ومحدودة وتساوي 
2

 
 
 

 فإف 

,0]التكامؿ متقارب عمى المجاؿ  )وقيمتو تساوي : 

 
2 2

0 0

1
lim

1 1 2

A

A

dx

x x





 

   

 : ليكف لدينا-2

(5.1.2)  ; 0
a

dx
a

x 



 

  موجوداً؟(5.1.2) التي مف أجميا يكوف التكامؿ المعتؿ ما ىي قيـ الوسيط 
1ليكف   ٍعندئذ ،: 

  1 1 11 1

1 1

AA

aa

dx
x A a

x

  

  

    
  

Aمف الواضح أنو مف أجؿ   فإف التكامؿ يأخذ قيمة  11 أو

1
a 






 وذلؾ 

1وفقاً لكوف   1 أو  . 1إذا كانت فإف ،: 

 ln ln ln

A
A

a

a

dx
x A a

x
   

Aوعندما   فإفّ التكامؿ يأخذ قيمة . 
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1 مف أجؿ (5.1.2)بيذه الصورة، يتقارب التكامؿ   ( وقيمتو تساوي
11

1
a 






1، ويتباعد مف أجؿ ( . 

ذ(5.1.1)ؿلاحظةذ

 يمكف تعريؼ تكامؿ التابع (5.1.1)بشكؿ مماثؿ لمتعريؼ  f x عمى المجاؿ 
( , ]aعمى الشكؿ : 

(5.1.3)      
'

'

lim ; '

a a

A
A

f x dx f x dx A a




   

وكذلؾ يمكف تعريؼ تكامؿ التابع  f x عمى المجاؿ  , عمى الشكؿ : 

    
'

'

lim

A

A
AA

f x dx f x dx




 

  

 
 :، يمكف أف نكتبaمف المساواة الأخيرة، ومف أجؿ جميع قيـ 

      
' '

A a A

A A a

f x dx f x dx f x dx    

Aبجعؿ  و 'A  وبفرض وجود نيايتي التكامميف الموجوديف في الطرؼ 
 ().الأيمف ينتج وجود نياية لتكامؿ الطرؼ الأيسر

بيذه الصورة، نجد أف التكامؿ المعتؿ عمى المجاؿ  ,  يمكف أف يتعرؼ 
 :بالمساواة

      
a

a

f x dx f x dx f x dx

 

 

    

. aإف ىذا التعريؼ لا يتعمؽ باختيار النقطة . وذلؾ بفرض وجود تكاممي الطرؼ الأيمف
 :إذ أنو في الواقع لدينا

      
a a b b

a a b b

f x dx f x dx f x dx

  

  

     
          

     
       

                                                 
 )*( 
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ذأؿثؾة

 احسب التكامؿ -1
0

21

dx

x


. 

 :لدينا

  
0 0

2 2' '
'

lim lim arctgA'
1 1 2A A

A

dx dx

x x



 


   
   

 احسب التكامؿ -2
21

dx

x




. 

 :لدينا

 
0

2 2

0
1 1

dx dx

x x


 

 

 
   

  
   

 ادرس تقارب التكامؿ -3
0

sin xdx



. 

 :لدينا

    
0

0 0

sin lim sin lim cos lim 1 cos

A
A

A A A
xdx xdx x A



  
      

limبما أف  cos
A

A


  موجودة إلا أنيا غير محددة، فإف

  
0

sin lim 1 cos
A

xdx A




  

 .متباعد

sin ادرس تقارب التكامؿ -4 xdx





. 

 :في الواقع، لدينا

 
0

0

sin sinxdx xdx

 

 

 
  
 

   

 .وبالتالي استناداً إلى المثاؿ السابؽ ينتج تباعد التكامؿ المعطى
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 ادرس تقارب التكامؿ -5
2

2
ln

dx

x x



 

مف الواضح أف التابع المستكمؿ   2

1

ln
f x

x x
 قابؿ لممكاممة عمى أي مجاؿ 

,2]جزئي مغمؽ مف المجاؿ  ) ّوبالتالي فإف ،: 

    
22 2

1 1
lim lim

ln ln 2

AA

A A
f x dx f x dx

x



 

 
   

 
  

 .أي أف التكامؿ المعتؿ متقارب

ذررقذحدابذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾة

إفّ التكامؿ عمى مجاؿ محدود، في الأمثمة المذكورة أعلاه، يحسب بواسطة التابع 
  .مف الممكف دمج الخطوتيف في علاقة واحدة. الأصمي، ومف ثـ يتـ الانتقاؿ إلى النياية

ليكف، عمى سبيؿ المثاؿ،  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ [ , )a  وقابلًا 
لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مغمؽ محدود  ,a A . لنفرض أف لمتابع f x تابع 

أصمي  F x عمى المجاؿ  ,a A عندئذٍ استناداً إلى النظرية الأساسية في الحساب ،
 :التكاممي، نجد

        
A

A

a
a

f x dx F A F a F x   

  يكوف موجوداً إذا وفقط إذا كانت(5.1.1)يتضح مف ىنا، أف التكامؿ المعتؿ 
    lim

A
F A F


  

 :وعندئذٍ نجد. موجودة ومحدودة

        
a

a

f x dx F F a F x




    

 :بأسموب مماثؿ

    
a

a

f x dx F x




 
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    f x dx F x







 

حيث    
'
lim '

A
F F A


  

ذ:أؿثؾة

  احسب التكامؿ المعتؿ.1

  
0

sin ; 0axe bxdx a



  

 :مف الواضح أف التابع الأصمي لمتابع المستكمؿ ىو

   2 2

sin cos axa bx b bx
F x e

a b


 


 

بما أف    2 2
0 , 0

b
F F

a b
   


 

 :فإفّ 

 
2 2

0

sinax b
e bxdx

a b



 
 

 :بشكؿ مماثؿ، نجد

 
2 2

00

sin cos
cosax b bx a bx

e bxdx
a b



 


 

 
2 2

a

a b



 

  احسب التكامؿ المعتؿ.2

 
4

0
1

dx

x




 

 :لدينا

  
2

4 2

0

1 2 1 1
[ ln arctg 2 1

1 4 2 2 1 2 2

dx x x
x

x x x


 

   
  

 
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  
0

1
arctg 2 1 ]

2 2 2 2
x




   

 : احسب التكامؿ المعتؿ.3

 
 

3
2

0

ln

1

x x
dx

x




 

 :لدينا
 

 
   

 2

3 2 22 2

ln 1 ln 1 1 1 1
ln ln 1

4 4 8 8 11 1

x x x
F x dx x x

xx x
        

 
 

  
مف الواضح أف  

0

1
lim

8x
F x


 0 مع أفّ التابع المستكمؿ غير معرؼ عندx  كما ،

أفّ  lim 0
x

F x


 . 1أي أف التكامؿ متقارب ويساوي

8

 
 
 
. 

ذررقؼةذتغقيرذالدتحول.ذ2

سنستعرض فيما يأتي الشروط التي مف أجميا يمكف استخداـ طريقة تغيير المتحوؿ 
 وذلؾ مف خلاؿ المبرىنة الآتية. في حساب التكاملات المعتمة

ذ(5.1.1)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f x تابعاً مستمراً عمى المجاؿ [ , )a  وكاف  x g t ًتابعا 
]معرفاً عمى المجاؿ  , )  ويأخذ قيمو في [ , )a  وكاف  x g t ًغامراً ومتزايدا 

تماماً ويممؾ مشتقاً مستمراً وأفّ  g a عندئذٍ مف تقارب أحد التكامميف المعتميف ،: 

      ,
a

f x dx f g t g t dt


 

    

 :ينتج تقارب التكامؿ الآخر وتتحقؽ المساواة

      
a

f x dx f g t g t dt


 

     



220 

ذاؾبرفان

ليكف  ,a A مجالًا جزئياً ما (A a) . ّبما أف x g t تابع غامر فإنّو 
يوجد مجاؿ جزئي مغمؽ  ,  مف المجاؿ [ , )  بحيث يكوف  g A و 

    , ,g a A   ّوبالتالي فإف : 

      
A

a

f x dx f g t g t dt





     

بما أفّ  x g t ّتابع متزايد تماماً، فإف : 
 lim A


  

وبالانتقاؿ إلى النياية في طرفي المساواة الأخيرة عندما  نجد : 

      
a

f x dx f g t g t dt


 

     

ذؿثال

 ادرس تقارب التكامؿ المعتؿ

 
2

0 1
x

xe
dx

e




 

لدينا   2

1
x

xe
f x

e



,0] تابع مستمر عمى  ) 

: كما أف  lnx g t t  تابع متزايد تماماً وغامر وقابؿ للاشتقاؽ ومشتقو  
1

g t
t

  

وأفّ  1 ln1 0g   ّوبالتالي فإف : 

 
2 2 1

0 1

arctg
1 41

x

xe dt
dx t

te


 


  


  

أي أفّ التكامؿ متقارب ويساوي 
4

. 

ذررقؼةذاؾتؽاؿلذباؾتجزئة.ذ3

ذ(5.1.2)ؿبرفـةذ
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إذا كاف  u xو  v x تابعيف ذوا مشتقيف مستمريف عمى [ , )a وكانت ،: 
    lim

x
u x v x


 

 موجودة ومحدودة عندئذٍ مف تقارب أحد التكامميف

        ,
a a

u x v x dx v x u x dx

 

   

 :ينتج تقارب التكامؿ الآخر وتتحقؽ المساواة

            
a

a a

u x v x dx u x v x v x u x dx

 


    

 (يترؾ لمطالب) .اؾبرفان

ذؿثال

 :احسب التكامؿ المعتؿ

 
0

n x

nI x e dx



  

في الواقع، بوضع   nu x xو   xv x e  نجد : 
   1nu x nx     و     xv x e   
 :وبما أفّ 

    
1 !

lim lim lim lim 0
n

n x

x xx x x x

nx n
u x v x x e

e e




   
        

 :نجد أفّ 

 1

10
0

n x n x

n n nI x e n x e dx I nI




  


        

 علاوة عمى ذلؾ

 
0 0

0

1x xI e dx e




       

 ومنو فإفّ 
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0

!n xx e dx n



  

ذخواصذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذالأول

سنستعرض فيما يأتي جممة مف خواص التكاملات المعتمة مف النوع الأوؿ، وسنقوـ 
 .بإثبات بعضيا تاركيف البعض الآخر لمطالب وذلؾ لسيولتيا

 إذا تقارب التكامؿ المعتؿ .1 
a

f x dx



 فإفّ التكامؿ المعتؿ  
A

f x dx



 

حيث  A aيتقارب أيضاً، وبالعكس، وفي ىذه الحالة تتحقؽ المساواة : 

      
A

a a A

f x dx f x dx f x dx

 

    

 إذا تقارب التكامؿ المعتؿ .2 
a

f x dx



 ّفإف ،: 

  lim 0
A

A

f x dx




 

 إذا تقارب التكامؿ المعتؿ .3 
a

f x dx



 ّفإف : 

    ;
a

c f x dx c const



 

 :يتقارب، وأكثر مف ذلؾ

    
a a

c f x dx c f x dx

 

  

 :كما أنّو إذا تباعد، فإفّ التكامؿ

    0
a

c f x dx c const



  

 .يتباعد
aفي الواقع لدينا، اعتماداً عمى خواص التكامؿ المحدد ومف أجؿ  Aنجد ،: 
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    
A A

a a

c f x dx c f x dx  

Aوبالانتقاؿ إلى النياية عندما  نجد : 

    
a a

c f x dx c f x dx

 

  

أمّا القسـ الثاني فيتـ برىانو بطريقة نقض الفرض . وىو ما يبرىف القسـ الأوؿ مف الخاصة

فإذا كاف التكامؿ المعتؿ  
a

c f x dx



متقارباً لكاف  

    
1

a a

f x dx cf x dx
c

 

  

 .متقارباً أيضاً وخذا يناقض الفرض

 إذا تقارب التكاملاف .4 
a

g x dx



و  
a

f x dx



 ّفإف : 

    
a

f x g x dx



    

 :يتقارب ويكوف

        
a a a

f x g x dx f x dx g x dx

  

      

 إذا كاف .5 f x 0] تابعاً ليس سالباً عمى المجاؿ, ) ّفإف : 

   0
a

f x dx



 

في الواقع بما أف  f x0] ليس سالب عمى المجاؿ, ) فيو كذلؾ عمى أي 
مجاؿ جزئي  ,a Aومنو ،: 

   0

A

a

f x dx  

Aبالانتقاؿ إلى النياية عندما  نجد    :   lim 0

A

A
a a

f x dx f x dx




   
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ذـتقجة

إذا تقارب التكاملاف  
a

g x dx



و  
a

f x dx



 وكاف    f x g x مف 

] مف المجاؿ xأجؿ جميع  , )a  ّفإف : 

     .
a a

f x dx g x dx

 

  

ذاختباراتذتؼاربذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذالأول

I. دراسة تقارب التكامؿ المعتؿ مف النوع الأوؿ مف أجؿ التوابع غير السالبة 
ليكف  f x ًعمى المجاؿ  (غير سالب) تابعاً موجبا[ , )a  وقابلًا لممكاممة 

عمى أي مجاؿ جزئي مغمؽ  ,a A مف [ , )a وليكف : 

(5.1.4)    
A

a

A f x dx   

إفّ  A تابع غير متناقص عمى [ , )a في الواقع ،: 
Aبفرض  A نجد : 

        
A A A

a a A

A f x dx f x dx f x dx
 

      

بما أفّ   0 ,f x x  ّفإف   0

A

A

f x x



وبالتالي : 

    A A   
ذ

ذ

ذ(5.1.3)ؿبرفـةذ

ليكف  f x تابعاً ليس سالباً عمى المجاؿ [ , )a  عندئذٍ الشرط اللازـ والكافي ،
 :، مف أجمو يكوفL ىو أف يوجد عدد موجب (5.1.1)كي يتقارب التكامؿ 
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    ; [ , )

A

a

f x dx L A a   

 :وعندئذٍ يكوف

    sup ; [ , )

A

a a

f x dx f x dx A a

  
   

 
  

ذاؾبرفان

بما أف    
A

a

A f x dx   تابع غير متناقص عمى [ , )a  فإنّو استناداً إلى 

خواص التوابع المطّردة، نجد أف  A ينتيي إلى نياية محدودة عندما تنتيي x إلى 
 إذا وفقط إذا كاف  Aالأمر الذي يؤدي إلى وجود عدد .  محدوداً مف الأعمى

  بحيثLموجب 

     sup ; [ , )
a

f x dx A A a


   

ذـتقجة

 إذا وفقط إذا كاف (5.1.1)يتباعد التكامؿ المعتؿ  A ليس محدوداً مف الأعمى 
 وفي ىذه الحالة

  
a

f x dx



  

ذؿثال

 ادرس تقارب التكامؿ المعتؿ

 
2

1

dx

x



 

مف الواضح أفّ   2

1
f x

x
 1] تابع غير سالب ومستمر عمى, ) ّكما أف ،: 

   2

1

1
1 1

A
dx

A
x A

     



226 

 .وبالتالي فإفّ التكامؿ المعطى متقارب
ذ(اختبارذالدؼارـة)ذ(5.1.4)ؿبرفـةذ

إذا كاف  g xو  f x تابعيف غير سالبيف عمى [ , )a  وكاف 
   f x g x مف أجؿ جميع x مف [ , )a  عندئذٍ مف تقارب التكامؿ المعتؿ 

 
a

g x dx



ينتج تقرب التكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 . ومف تباعد الثاني ينتج تباعد

 .الأوؿ
ذاؾبرفان

 :بما أفّ 
     , [ , )f x g x x a    

 فإنّو استناداً إلى خواص التكاملات المعتمة

    
a a

f x dx g x dx

 

  

إذا كاف  
a

g x dx



 يوجد عدد موجب (5.1.3) متقارباً فعندئذٍ استناداً إلى شرط المبرىنة 

Lمف أجمو  

  
A

a

g x dx L 

 :وىذا يؤدي إلى أفّ 

  
A

a

f x dx L 

 بالتالي بالعودة مجدداً إلى المبرىنة نجد أف التكامؿ المعتؿ

  
a

f x dx



 

 .متقارب
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مف ناحية ثانية، إذا كاف التكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 متباعداً فإنّو استناداً إلى نتيجة 

 يكوف (5.1.3)المبرىنة  
a

f x dx



 وبالتالي  

  
a

g x dx



   

أي أفّ التكامؿ  
a

g x dx



متباعد . 

ذ(5.1.5)ؿبرفـةذ

ليكف  f xو  g x تابعيف غير سالبيف عمى المجاؿ [ , )a  وليكف 
  0 , [ , )g x x a   إذا كانت ،: 

  

 
lim ; 0
x

f x
k k

g x
    

 :فعندئذٍ 

 إذا تقارب التكامؿ المعتؿ -1 
a

g x dx



 0 وكانت k  فإفّ التكامؿ المعتؿ 

 
a

f x dx



يتقارب . 

 إذا تباعد التكامؿ المعتؿ -2 
a

g x dx



 0 وكانت k  فإفّ التكامؿ المعتؿ 

 
a

f x dx



يتباعد . 

0بيذه الصورة مف أجؿ  k  يكوف التكاملاف المعتلاف  
a

g x dx



و 

 
a

f x dx



مف الطبيعة ذاتيا . 

ذ
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ذاؾبرفان

 لنفرض أفّ 

  

 
lim
x

f x
k

g x
 

0 حيث kمحققة مف أجؿ أي  k  . عندئذٍ استناداً إلى تعريؼ النياية يمكف إيجاد
aعدد  bبحيث يكوف : 

  

 
1

f x
k

g x
  

] المنتمية إلى المجاؿ xوذلؾ مف أجؿ جميع قيـ  , )b أي ،: 
      1f x k g x  
]أيّاً كانت  , )x b  . (1)الأمر الذي يؤدي إلى تحقؽ. 

 لنفرض الآف أفّ العلاقة

  

 
lim
x

f x
k

g x
 

0 حيث kمحققة مف أجؿ أي  k  . عندئذٍ مف أجؿ أيk مف المجاؿ المفتوح 
 0,k يوجد a b . ّبحيث أف: 

  

 

f x
k

g x
 

 أو

    
1

g x f x
k




 

] المنتمية إلى المجاؿ xمف أجؿ جميع قيـ  , )b  . (2)وىو ما يبرىف 
لنبحث الآف عف تابع معيف ندرس مف خلالو تقارب أو تباعد التكامؿ المعتؿ 

 
a

f x dx



 .بغية ذلؾ لنأخذ التابع 
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  
1

g x
x 

 

سبؽ أف وجدنا، أفّ التكامؿ  
a

g x dx



 1 متقارب مف أجؿ  ومتباعد مف أجؿ 

1  . لنستعرض اعتماداً عمى التابع g xالمعيار الآتي : 
ذاختبارذالدؼارـةذالخاصذبالاعتؿادذعؾىذ–ؿعقارذؽوذيذ)ذ(5.1.6)ؿبرفـةذ

ذ(اؾـفاقات

 كبيرة بقدرٍ كاؼ التابع xليكف مف أجؿ  f xحيث : 

  
 

; 0
x

f x
x 


  

 :عندئذٍ 

1 إذا كانت -1  وكانت  x c   فإفّ التكامؿ المعتؿ ، 
a

f x dx



 

 متقارب

1 إذا كانت -2  وكانت   0x c   فإفّ التكامؿ المعتؿ ، 
a

f x dx



متباعد  

ذاؾبرفان

  لنأخذ(5.1.5)بالاعتماد عمى المبرىنة 

  
1

g x
x 

 

 :عندئذٍ 

  
 

lim lim
x x

x
f x k

x 



 
  

0وبالتالي مف أجؿ   ( 1بالمقارنة مع

x
نجد أفّ التكامؿ المعتؿ   ( 

a

f x dx



 

1متقارب مف أجؿ   1 ويتباعد مف أجؿ  
ذ



230 

ذـتقجة

إذا كاف  f x تابعاً ليس سالباً عمى [ , )a وكاف  
  lim

x
f x x k


 

0kحيث   عندئذٍ يكوف التكامؿ المعتؿ ، 
a

f x dx



 1 متقارباً إذا كاف  

1ومتباعداً إذا كاف  . 
ذأؿثؾة

 ادرس تقارب التكاملات الآتية

1. 
3

2

2

0
1

x
dx

x




 

 بما أفّ 

 
3

1 2
2

2
lim 1

1x

x
x

x



 

1فإفّ 
1

2
  أي أفّ التكامؿ متباعد . 

2. 
2

1 1

dx

x x




 

 :بما أفّ 

 2

2

1
lim . 1

1x
x

x x



 

2فإفّ  1  أي أفّ التكامؿ متباعد . 

3. 2

0

xe dx





 

 :بما أفّ 

 2

2

2
2lim lim 0x

xx x

x
x e

e



 
  
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2فإفّ  2يسمى ).  أي أفّ التكامؿ متقارب

0

xe dx





بتكامؿ بواسوف ) 

4. 1

1

;x Pe x dx p



    

 :بما أفّ 

 
1

1 2lim . lim 0
P

x P

xx x

x
e x x

e


 

 
  

 وذلؾ اعتماداً عمى قاعدة أوبيتاؿ، نجد أفّ التكامؿ متقارب

5. 
1

; 0
1

m

n

x
dx n

x






 

 :في الواقع لدينا

 lim lim 1
1 1

m n
n m

n nx x

x x
x

x x



 
 

 
 

1nوبالتالي يكوف التكامؿ يكوف متقارباً مف أجؿ  m 1 ومتباعداً مف أجؿn m . 

6. 
3

1

ln

1

x
dx

x




 

 :لدينا

 
3

5 5 2
4 4

33 3
2

ln ln
lim . lim

1 1x x

x x x
x x

x xx
 

  
 

 

 
1

4

ln
lim
x

x

x


 

 :بتطبيؽ أوبيتاؿ نجد

 
1

4
1

4

ln
lim lim 4 0
x x

x
x

x



 
  

5بما أفّ 
1

4
 ينتج أفّ التكامؿ متقارب . 
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ذ(اختبارذؽوذيذاؾتؽاؿؾيذؾتؼاربذاؾدلادل)ذ(5.1.7)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f x تابعاً ليس سالباً وليس متزايداً عمى المجاؿ [ , )a  وقابلًا 
]لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي  , )a A مف المجاؿ [ , )a  . عندئذٍ يكوف لمسمسمة

 
0n

f a n




 ولمتكامؿ  
a

f x dx



الطبيعة ذاتيا . 

ذاؾبرفان

بما أفّ  f x غير سالب فإفّ السمسمة  
0n

f a n




 سمسمة ذات حدود موجبة 

 لممجموع الجزئي النوني nSلنرمز بػ . وبالتالي إمّا أف تكوف متقاربة أو متباعدة إلى 
 .ليذه السمسمة

بما أفّ  f x غير متزايد عمى [ , )a فإنّو مف المتراجحة  

 1a k x a k     
 :ينتج أفّ 
      1f a k f x f a k     

k...,0,1,2وذلؾ أيّاً كانت   . ّاستناداً إلى خواص تكامؿ ريماف ينتج أف: 

      
1 1 1

1

a k a k a k

a k a k a k

f a k dx f x dx f a k dx

     

  

       

 أو

      
1

1 ; 0,1,...

a k

a k

f a k f x dx f a k k

 



      

 ومنو

      
1

0 1

a

a

k f a f x dx f a



     

      
2

1

1 2 1

a

a

k f a f x dx f a





      
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  
      

1

1 1

a n

a n

k n f a n f x dx f a n



 

        

 :بجمع المتراجحات السابقة طرفاً لطرؼ نجد

    1

a n

n n

a

S f a f x dx S



    

nإذا كاف التكامؿ المعتؿ متقارب فإنّو مف أجؿ   نجد أف المجموع الجزئي النوني 
1nS 

أمّا إذا كاف متباعداً مف أجؿ .  محدود، الأمر الذي يؤدي إلى تقارب السمسمة
n  فإف المجموع الجزئي النوني nS غير محدود الأمر الذي يؤدي إلى تباعد 
 .السمسمة

ذؿثال

ادرس تقارب السمسمة 
 2

1

ln
s

n n n





 حيث sعدد حقيقي . 

ذالحل

بسيولة يمكف التحقؽ أف معظـ اختبارات السلاسؿ لا تجدي نفعاً في ىذا النوع مف 
2a وبفرض أفّ (5.1.7)السلاسؿ، إلّا أنّو استناداً إلى المبرىنة   ّوأف 

 
 

1

ln
s

f x
x x

تؤوؿ دراسة تقارب السمسمة إلى دراسة تقارب التكامؿ المعتؿ  

 
 2 ln

s

dx

x x



 

 :بما أفّ 

 
 

   

   

1 1

2

1
ln ln 2 ; 1

1
ln ln ln ln ln 2 ; 1

s sA

s

A sdx
s

x x A s

       
  

 

1فإفّ التكامؿ المعتؿ يتقارب مف أجؿ  sويساوي  
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  

1

1

1 ln 2
s

I
s





 

1 عندما ويتباعد إلى  s. 
1مف ىنا ينتج تقارب السمسمة مف أجؿ  s 1 وتباعدىا مف أجؿ s. 

 
IIذدرادةذتؼاربذاؾتؽاؿلذالدعتلذؿنذاؾـوعذالأولذفيذالحاؾةذاؾعاؿة.ذ

قمنا فيما سبؽ بدراسة اختبارات تقارب التكاملات المعتمة عندما يكوف التابع 
 .عمى مجاؿ المكاممة (موجب)المستكمؿ غير سالب 

فيما يأتي سندرس وجود نياية لمتكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 في الحالة العامة 

  وذلؾ بدراسة وجود نياية محدودة لمتكامؿ(1)وذلؾ اعتماداً عمى التعريؼ 

    
A

a

A f x dx   

Aعندما   .مف أجؿ تمؾ التوابع سنطبؽ اختبار كوشي بولزانو. 
 (اختبارذؽوذيذبوؾزاـو)ذ(5.1.8)ؿبرفـةذ
ليكف  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ [ , )a  وقابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ 
جزئي مغمؽ  ,a A  ;A a مف المجاؿ [ , )a  . الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب

التكامؿ  
a

f x dx



 ( 0 ىو أف يوجد مف أجؿ كؿ عدد موجب (  0 عددa A ،

 :بحيث أنّو

      
A

A

A A f x dx  


    

0Aوذلؾ مف أجؿ  A0 وA A . 

                                                 

وذلؾ بفرض أف التابع )*(  f x قابؿ لممكاممة بالمفيوـ الذاتي في كؿ مجاؿ  ,a A حيث a A 
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ذاؾبرفان

، أف الشرط اللازـ والكافي لكي يتقارب التكامؿ المعتؿ  مف المعموـ

  
a

f x dx



 

ىو أف تكوف  lim
A

A


0أي أف يوجد مف أجؿ جميع .  موجودة ومحدودة  عدد 

0a Aبحيث يكوف : 
    A A     
A,0أيّاً كاف  A A  .وبالتالي: 

      
A A A

a a A

f x dx f x dx f x dx 
 

     

ذؿثال

 :ادرس تقارب التكامؿ المعتؿ

 
0

sin x
dx

x



 

,0]مف الواضح أف التابع المستكمؿ لا يحافظ عمى إشارتو في المجاؿ  ). 
 بالاستفادة مف دستور التكامؿ بالتجزئة في حساب التكامؿ

 sin
A

A

x
I dx

x



  

 :نجد

 
2

cos cos
A A

A A

x x
I dx

x x

 
 

   
 

 

 وبالتالي

 
2

cossin 1 1
A A

A A

xx
dx dx

x A A x

 

  
  
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2

1 1 2 2
A

A

dx

A A x A A



    
  

0مف الواضح أنّو أيّاً كاف   يوجد 
0

4
A


 بحيث أنّو أيّاً كاف 

0 ,A A A يكوف : 

 sin
A

A

x
dx

x




 

ذ(5.1.9)ؿبرفـةذ

ليكف  f x تابعاً قابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي  ,a A مف المجاؿ 

[ , )a  . عندئذٍ الشرط اللازـ والكافي لكي يتقارب التكامؿ المعتؿ 
a

f x dx



 ىو أف 

 تتقارب السمسمة

      
1 2

1 1

n

n

A A A

a A A

f x dx f x dx f x dx



       

وذلؾ مف أجؿ جميع المتتاليات  n n
A


  nA a المتباعدة إلى اللانياية   .

 .وأكثر مف ذلؾ تكوف قيمة التكامؿ مساوية إلى مجموع السمسمة

 بما أف الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ .اؾبرفان 
a

f x dx



 

 ىو أف ينتيي التابع

    
A

a

A f x dx   

وأفّ ىذه النياية تساوي قيمة التكامؿ .  إلى Aإلى نياية محدودة عندما تنتيي 
مف ناحية ثانية فإفّ الشرط اللازـ والكافي كي ينتيي التابع . المعتؿ A إلى نياية 

 ىو أف تتقارب المتتالية  إلى Aمحدودة عندما تنتيي   n n
A


 إلى ىذه 

النياية وذلؾ مف أجؿ أيّة متتالية  n n
A


  nA a متباعدة إلى  . الأمر الذي
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يؤدي إلى لزوـ وكفاية تقارب المتتالية  
nA

a

f x dx
  
 
  
 إلى ىذه النياية والتي تمثؿ 

 متتالية المجاميع الجزئية لمسمسمة

  
2

1 1

n

n

A A A

a A A

f x dx



 
     

 
 
   

 .الأمر الذي يؤدي إلى تقاربيا
ذـتقجة

إذا كاف التابع  f x يحافظ عمى إشارتو عمى المجاؿ [ , )a  فعندئذٍ الشرط 

اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 ىو أف توجد متتالية  n n
A


 

  بحيث تتقارب مف أجميا السمسمةمتباعدة إلى 

  
2

1 1

n

n

A A A

a A A

f x dx



 
     

 
 
   

ذؿلاحظة

إذا لـ يحافظ التابع المستكمؿ  f x عمى إشارتو في مجاؿ المكاممة [ , )a  
فإفّ وجود متتالية  n n

A


 تكوف مف أجميا السمسمة السابقة متقاربة لا  متباعدة إلى 

يؤدي إلى تقارب التكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 .فعمى سبيؿ المثاؿ: 

التكامؿ 
0

sin xdx



 متباعد مع أفّ السمسمة 
 2 1

0 2

sin

n

n n

xdx









  جميع حدودىا ) متقاربة

 (معدومة
ىنا المتتالية )   2n n n

A n
 


 

 ( متباعدة إلى اللانياية
ذؿثال

 ادرس تقارب التكامؿ المعتؿ
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  
1

f x dx



 

 حيث

  
2

2

1
2 ;

2

1
0 ; 1

2

n

n

n

n x n

f x

n x n


  

 
    


 

ذالحل

عمى مجاؿ  (ليس سالباً )مف الواضح أفّ التابع المستكمؿ يحافظ عمى إشارتو 
,1]المكاممة  ) . بمثابة المتتالية n n

A


 لنأخذ المتتالية  المتباعدة إلى 
 

n
n


 :، عندئذٍ 

    
2

2

1

1 12

1

2

n

n

n
n n

n n
n

f x dx f x dx


 



 
 

  
 
 

   

   2

1

2
1

2
2

n
nn

nn
x


  

 ومنو

  
1

2
1 1

1
1

2

n

n nn

f x dx

 

 

   

 .أي أفّ السمسمة متقاربة وبالتالي التكامؿ المعتؿ متقارب ويساوي الواحد
ذ(5.1.2)تعرقفذ

نقوؿ عف التكامؿ المعتؿ إنّو متقارب إطلاقاً، إذا تقارب التكامؿ المعتؿ 

 
a

f x dx



. 

كما نقوؿ عف التكامؿ المعتؿ  
a

f x dx



 ًإنّو متقارب شرطياً إذا كاف متقارباً ومتباعدا 

 .إطلاقاً 



239 

لنلاحظ أنّو مف تقارب التكامؿ المعتؿ لا ينتج التقارب المطمؽ إلًا أنّو مف تقارب 
 .التكامؿ المطمؽ ينتج تقارب التكامؿ المعتؿ

 بولزانو وبفرض أفّ التكامؿ المعتؿ- في الواقع، اعتماداً عمى اختبار كوشي

  
a

f x dx



 

0متقارب، نجد أنّو مف أجؿ أي   يوجد 
0 ,A A Aبحيث ،: 

  
A

A

f x dx 


 

 :بما أفّ 

    
A A

A A

f x dx f x dx

 

  

 :نجد

   0, ,

A

A

f x dx A A A


   

 الأمر الذي يؤدي إلى تقارب التكامؿ المعتؿ

  
a

f x dx



 

ذؿثال

 ادرس التقارب الشرطي لمتكامؿ المعتؿ

 
0

sin x
dx

x



 

ذالحل

 :سبؽ أف وجدنا أفّ 

 
0

sin x
dx

x



 
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لإثبات أفّ التكامؿ . متقارب
0

sin x
dx

x



 متباعد نستخدـ اختبار كوشي مف أجؿ 

 بغية ذلؾ لنأخذ المتتالية المتباعدة إلى اللانياية. السلاسؿ
    

1 1n n n
A n

 
 

 لدينا

 
 

 

 

 

1 1
sin 1 sin 2

1 1

n n

n n

x x
dx dx

x n x n

 

 
 

 

 
   

الأمر الذي يؤدي إلى تباعد السمسمة 
 1

0

sin
n

n n

x
dx

x









 . 

ذؿلاحظة

إذا كاف  f x تابعاً قابلًا لممكاممة إطلاقاً عمى [ , )a  وكاف  g x ًتابعا 
محدوداً فإفّ التابع    f x g x ًقابؿ لممكاممة إطلاقا . 

 :مف أجؿ البرىاف لدينا
      f x g x L f x  

 :لنأخذ، الآف، عمى سبيؿ المثاؿ

 
2 2

0

cosax
dx

b x



 

إفّ التابع   2 2

1
f x

b x



وفي الوقت ذاتو  (يترؾ لمطالب) قابؿ لممكاممة إطلاقاً 

  cosg x ax تابع محدود الأمر الذي يعني التقارب المطمؽ لمتكامؿ المعطى 
 .وبالتالي تقارب التكامؿ المعتؿ

ذذدقرخؾقه–اختبارذآبلذ

ذ(اختبارذآبل)ذ(5.1.10)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f xو  g x تابعيف معرفيف عمى المجاؿ [ , )a وكاف : 
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 التابع .1 f x قابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مف المجاؿ [ , )a  وكاف 

 
a

f x dx



 ً(ليس بالضرورة أف يكوف متقارباً إطلاقاً ) متقاربا 

 التابع .2 g x ًمطرداً ومحدودا : 
   ; =const ,g x L L a x   

 عندئذٍ يكوف التكامؿ المعتؿ

(5.1.5)    
a

f x g x dx



 

 .متقارباً 
Aمف أجؿ جميع  A a  يمكف أف نكتب  

(5.1.6)            
A A

A A

f x g x dx g A f x dx g A f x dx





 

    

Aحيث  A   . 0 فإنو مف أجؿ جميع (5.1.1)بالأخذ بعيف الاعتبار العلاقة  
0Aيوجد  a 0 ومف أجؿA Aيمكف أف نكتب ،: 

    ,
2 2

A

A

f x dx f x dx
L L





 


   

بما أف  g x 0 مطرد ومحدود فإنّو مف أجؿA A A  . 

           
A A

A A

f x g x dx g A f x dx g A f x dx





 

       

 
2 2

L L
L L

 
     

 .(5.1.6)الأمر الذي يبرىف تقارب التكامؿ 
يمكف في حالة التكاملات إعطاء تركيب آخر لشروط المفروضة عمى التابعيف 

 f xو  g xوالتي مف أجميا يتقارب تكامؿ جداؤىما .  
ذ(اختبارذدقرخؾقه)ذ(5.1.11)ؿبرفـةذ
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 :إذا كاف
1.  f x تابعاً قابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مغمؽ  ,a A  A aوكاف  

    
A

a

A f x dx   

 :أي أفّ . تابعاً محدوداً 

    const ,

A

a

f x dx k k a A     

2.  g x تابعاً ينتيي إلى الصفر عندما x  
  lim 0

x
g x


 

 عندئذٍ يكوف التكامؿ المعتؿ

    
a

f x g x dx



 

 .متقارباً 
وذلؾ لأنّنا لـ نشترط تقارب . أضعؼ قميلاً . 1يرى الطالب أفّ الشرط السابؽ 

 .بآخر أكثر قوة. 2، مقابؿ ذلؾ كاف استبداؿ الشرط 1التكامؿ 
ذؿثال

 أثبت أفّ التكامميف متقارباف

  
sin cos

, ; , 0
a a

x x
dx dx a

x x 


 

  

 في الواقع، بالاستفادة مف اختبار ديرخميو وبفرض أفّ 
(      cosxبالمقابؿ )      sin ;f x x 

وأفّ  
1

g x
x 

 محققاف بمعنى أفّ 2 و1 نجد أفّ الشرطيف : 

 sin cos cos 2

A

a

xdx a A   
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cosبالمقابؿ   )    2

A

a

xdx ) 

وأفّ التابع  
1

; 0g x
x 

  ويسعى إلى الصفر عندما  (متناقص) مطردx 

 .تسعى إلى اللانياية فإنّو ينتج تقارب كلا التكامميف
1في حالة خاصة ومف أجؿ  ينتج تقارب التكامؿ المعتؿ  

 
0

sin x
dx

x



 

 .وىو ما سبؽ أف وجدناه سابقاً 
ذ(ذدقرخؾقه–اختبارذآبلذ)ذ(5.1.12)ؿبرفـةذ

 :إذا كاف
1.  f x ًتابعاً معرفاً ومستمراً ويممؾ تابعاً أصمياً محدودا  x عمى المجاؿ 

[ , )a  
2.  g x تابعاً قابلًا للاشتقاؽ ومشتقو  g x تابعاً مستمراً عمى المجاؿ [ , )a  ،

وكاف  g x غير متزايد عمى المجاؿ [ , )a  ويسعى إلى الصفر عندما x تسعى 
 إلى الصفر

 :فإفّ 

    
a

f x g x dx



 

 .يتقارب
ذ(تؽاؿلذػرقـل)ؿثالذ

 ادرس تقارب التكامؿ

 2

1

sin x dx



 

 في الواقع إف التابع المستكمؿ يمكف أف يكتب
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 2 1
sinx x

x
  

بفرض أفّ   2sinf x x x ّوأف  
1

g x
x

 ّنجد أف  f x تابع مستمر ويممؾ 

تابعاً أصمياً   21
cos

2
x x   ّكما أف  g x قابؿ للاشتقاؽ ومشتقو 

  2

1
g x

x


  1] تابع مستمر عمى, )وىو غير متزايد و  

  
1

lim lim 0
x x

g x
x 

  

 . ديرخميو ينتج تقارب التكامؿ المعتؿ–وبالتالي اعتماداً عمى اختبار آبؿ 
ذؿلاحظة

: سبؽ أف برىنا عمى تقارب التكامؿ المعتؿ
0

sin x
dx

x



 وبأسموب مماثؿ يمكف 

البرىاف عمى تقارب التكامؿ المعتؿ 
0

cos x
dx

x



وبذلؾ يمكف تعريؼ التابعيف : 

 sin
; 0

x

t
si x dt x

t



   

 cos
; 0

x

t
ci x dt x

t



   

 .والمذيف يسمياف بالجيب التكاممي والتجيب التكاممي عمى الترتيب
 

ذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذاؾثاـي.ذ2§

 .سنستعرض فيما يأتي مفيوـ التكاملات المحددة بالنسبة لمتوابع غير المحدودة
ليكف  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ المغمؽ  ,a b إلّا أنّو غير محدود في ىذا 

ولنفرض أفّ التابع محدود وقابؿ لممكاممة في جميع نقاط المجاؿ . المجاؿ ,a b  
حيث  0 b a   إلّا أنّو غير محدود في نقاط المجاؿ  ,b b مف اليميف 

 . في ىذه الحالة نقطة شاذّةbتسمى النقطة . bبالنسبة لمنقطة 
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 تسمى نياية التكامؿ

  
b

a

f x dx



 

0عندما   (محدودة أو لانيائية)  تكاملًا معتلًا مف النوع الثاني لمتابع f x عمى 
المجاؿ  ,a bونكتب : 

(5.2.1)    
0

lim

bb

a a

f x dx f x dx








  

 متقارب، أمّا إذا (5.2.1)في الحالة التي تكوف فييا النياية محدودة فإنّنا نقوؿ أفّ التكامؿ 
 .كانت النياية غير موجودة أو تساوي اللانياية، فإنّنا نقوؿ أفّ التكامؿ متباعد

ذأؿثؾة

 التابع .1 
2

1

1
f x

x



 محدود وقابؿ لممكاممة عمى المجاؿ 

   0,1 ; 0 1    1 والنقطةx  نقطة شاذة لو في المجاؿ  0,1 

    
1

1

0

0

arcsin arcsin 1f x dx x








   

 وبالتالي

 
11

2 20
0 0

lim
21 1

dx dx

x x









 

 
  

أي أفّ التكامؿ المعتؿ متقارب وقيمتو تساوي 
2

. 

 التابع .2 
1

1
f x

x



 محدود وقابؿ لممكاممة عمى المجاؿ 

   0,1 ; 0 1    1 والنقطةx  نقطة شاذة لو في المجاؿ  0,1 

  
1

1

0
0

ln 1 lnf x dx x









       

 
11

0 0
0 0

lim limln
1 1

dx dx

x x



 




 
     

   
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 .أي أفّ التكامؿ المعتؿ متباعد
 ىي النقطة aبالطريقة نفسيا يمكف تعريؼ التكامؿ المعتؿ عندما تكوف النقطة 

 .الشاذة
ليكف  f x تابعاً محدوداً وقابلًا لممكاممة عمى المجاؿ المغمؽ 

   , ;a b a b a      إلّا أنّو غير محدود في المجاؿ ، ,a a  مف 
 التي تسمى نقطة شاذة لمتابع aاليسار في النقطة  f x . عندئذٍ يتعرّؼ التكامؿ المعتؿ

مف النوع الثاني لمتابع  f x عمى المجاؿ  ,a bبالمساواة : 

(5.2.2)    
0

lim

b b

a a

f x dx f x dx







  

a,بأسموب مماثؿ، إذا كانت  b نقطتيف شاذتيف لمتابع  f x فإفّ التكامؿ المعتؿ 
مف النوع الثاني لمتابع  f x مف a إلى bيتعرّؼ بالمساواة : 

(5.2.3)    
2 4

1

1 3

4

0

0

lim

c bb

a a c

f x dx f x dx

 


 



 


 



  
  

  
  



 

في الالة العامة، إذا كاف لمتابع  f x عدداً منتيياً مف النقاط الشاذة 
0 1 1, ,..., ,m mc c c cوكاف : 

 0 1 1... m ma c c c c b      
 فإفّ 

    
1 1 2

1 1

m

m

d c d cb

a a d c d

f x dx f x dx
 

     
 
 

     

1وذلؾ مف أجؿ أيّة  2, ,..., md d dحيث  
 0 1 1 2 2... m ma c d c d c d c b        

وعندئذٍ يكوف تكامؿ الطرؼ الأيمف متقارباً إذا تقاربت جميع تكاملات الطرؼ الأيمف 
 .ويتباعد إذا تباعد أحدىا

1يمكف البرىاف، أفّ طبيعة التكامؿ لا تتعمؽ باختيار  2, ,..., md d d 
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ذأؿثؾة

 ادرس تقارب التكاملات المعتمة الآتية

1. 
0

2
1 1

dx

x 
 

مف الواضح أفّ لمتابع المستكمؿ 
2

1

1 x
1x نقطة شاذة    وأنّو قابؿ 

لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مف المجاؿ  1 ,0  حيث  0 1  .لدينا 

 
0 0

2 20
1 1

lim
21 1

dx dx

x x





  

 
 

  

2. 
1

2
1 1

dx

x 
 

مف الواضح أنّا لتابع المستكمؿ 
2

1

1 x
 قابؿ لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مف 

المجاؿ    1 ,1 ; 0 , 2          1,1 ولو نقطتاف شاذتاف ىما. 

 
0 0 1

2 2
1 1 0

2 21 1

dx dx

x x

 


 

 
     

  
   

3. 
1

0

dx

x  

1مف الواضح أف التابع المستكمؿ 

x 
 قابؿ لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي  ,1 

0x ولو نقطة شاذة وحيدة [0,1)مف المجاؿ  . 

 
11 1 1 1

0 0 0
0

1
lim lim lim

1 1 1

dx dx x

x x

 

   
 



  

  

  

 
    

    
  

1مف أجؿ   1 يكوف التكامؿ المعتؿ متقارباً ومتباعداً مف أجؿ . 

4. 
 

; , , , 0 ,

b

k

a

dx
a b k a k b

b x
  


  
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إفّ التابع المستكمؿ 
 

1
k

x b
 قابؿ لممكاممة عمى أي مجاؿ مغمؽ مف الشكؿ 

 ,a b  0 حيث  ّكما أف bنقطة شاذة  

0 1k  متقارب 
   

 
1

0

;
lim 1

;

k
bb

k k

a a

b a
dx dx

k
b x b x










 


   
   

  
1 k متباعد 

 
ذخواصذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذاؾثاـي

سنستعرض فيما بأتي بعضاً مف خواص التكاملات المعتمة مف النوع الثاني دوف 
مفترضيف أفّ . التعرض لبرىاف جميع تمؾ الخواص نظراً لسيولة وتشابو أسموب البرىاف
جميع التوابع ىي توابع قابمة لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مف الشكؿ  ,a b  حيث 

0 . 

. 1 إذا كاف التكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dx متقارباً وكاف c ّعدداً ثابتاً فإف 

 
b

a

c f x dxيتقارب ويكوف  

    
b b

a a

c f x dx c f x dx   

ذا كاف  وا  
b

a

f x dx 0 متباعداً وكافc  ّفإف  
b

a

c f x dx ًيتباعد أيضا . 

في الواقع، إذا كاف  
b

a

f x dx 0 متقارباً وكاف  فإفّ اعتماداً عمى خواص 

 :تكامؿ ريماف المحدد يمكف أف نكتب

    
b b

a a

c f x dx c f x dx



    

 ومنو
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    
0 0

lim lim

b b

a a

c f x dx c f x dx

 

 

 

 
    

أمّا إذا كاف  
b

a

c f x dx 0 متباعداً وكافc فإنّو مف العلاقة  

    
1

b b

a a

f x dx c f x dx
c

   

ينتج تباعد التكامؿ  
b

a

c f x dx. 

. 2إذا تقارب التكاملاف المعتلاف  

    ,

b b

a a

f x dx g x dx  

فإفّ التكامؿ    
b

a

f x g x dx   يتقارب ويكوف  

        
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx      

. 3 إذا كاف   0f x  أيّاً كاف a x b    ّفإف : 

   0

b

a

f x dx  

ذـتقجة

إذا كاف    f x g x أيّاً كاف a x b    وكاف التكاملاف 

   ,

b b

a a

f x dx g x dx  ّمتقاربيف، فإف  

    
b b

a a

f x dx g x dx  

. 4 إذا كاف التكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dx ّمتقارباً، فإف : 
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    
b a

a b

f x dx f x dx   

ذررائقذحدابذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذاؾثاـي

سندرس فيما يأتي طريقتي التكامؿ بالتجزئة وتغيير المتحوؿ إضافة إلى علاقة 
بغية ذلؾ سنفرض أفّ . (الحساب التكاممي)نيوتف ليبتيز  f x تابعاً قابلًا لممكاممة عمى 

أي مجاؿ جزئي  , ; 0a b    مف المجاؿ  ,a b. 
ذ(5.2.1)ؿبرفـةذ

إذا كاف التكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dxمتقارباً فإفّ التكامؿ : 

      ; ,

x

a

F x f t dt t a b  

 .xموجود ويشكؿ تابعاً مستمراً بالنسبة لػ 
ذاؾبرفان

بما أفّ  f t تابع قابؿ لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي مغمؽ  ,a t مف المجاؿ 
[ , )a b 0 فإنّو أيّاً كانتx مف [ , )a b يكوف  F x 0 تابعاً مستمراً فيx . لنبرىف الآف

أفّ  F x مستمر في النقطة bلدينا.  ذاتيا 

        lim lim

b x

x b x b
a a

F b f t dt f t dt F x
 

    

 .وىو المطموب
ذـتقجة

استناداً إلى استمرار التابع    
x

a

F x f t dt  عمى المجؿ  ,a b يمكف 

 حساب التكاملات المعتمة بالعلاقة

    lim

b

b
a a

f x dx f x dx




  
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ذ(اؾـظرقةذالأدادقةذفيذالحدابذاؾتؽاؿؾي)ذؾقبتقزذ–علاؼةذـقوتنذ

ليكف  f x تابعاً معرفاً وقابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ جزئي  ,a b  مف 
]المجاؿ  , )a b ولتكف ،b النقطة الشاذة الوحيدة لمتابع  f x ولتكف ، F x ًتابعا 

أصمياً لمتابع  f x عمى المجاؿ [ , )a b . ٍعندئذ: 

        
b

b

a
a

f x dx F b F a F x









    

 بوضع
      

0
lim lim
x b

F b x F x F b



 

    

 :عندئذٍ تأخذ العلاقة الشكؿ

(5.2.4)        
b

b

a
a

f x dx F b F a F x


   

 . ليبتيز–تسمى العلاقة الأخيرة بعلاقة نيوتف 
مف علاقة نيوتف ليبتيز ينتج أنّو إذا كاف التابع الأصمي  F x لمتابع  f x 

 مف اليسار فإفّ التكامؿ المعتؿ b إلى xيممؾ نياية محدودة عندما تنتيي 
b

a

f x dx 

يتقارب ويتباعد في الحالة التي لا يممؾ فييا التابع الأصمي نياية محدودة عندما تنتيي 
x إلى bمف اليسار . 

ذؿلاحظة

 ىي النقطة الشاذة b ليبتيز صحيحة ضمف شرط أفّ النقطة –إفّ علاقة نيوتف 
الوحيدة لمتابع  f x ضمف المجاؿ  ,a b . وىي غير صحيحة إذا كاف لمتابع f x 

 كما أنّيا غير صحيحة أيضاً إذا كانت النقطة bنقاط شاذة أخرى داخؿ المجاؿ سوى 
الشاذة لمتابع  f x نقطة وحيدة إنما ضمف المجاؿ  ,a b (نقطة شاذة داخمية). 
ذأؿثؾة

1. 
1

2

1

dx

x


 
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إفّ التابع المستكمؿ   2

1
f x

x
 0 يممؾ نقطة شاذة وحيدةx  تقع في 

المجاؿ  1,1 ليبتيز نجد– وبالتالي بتطبيؽ علاقة نيوتف : 

 
1

2

1

2
dx

x


  

 .(؟)الأمر الذي يناقض كوف التكامؿ المعتؿ متباعد 

2. 
2

2

2

2

1

xdx

x


 

1xإفّ لمتابع المستكمؿ نقطتاف شاذتاف    في المجاؿ  2,2 بتطبيؽ علاقة 
 : ليبتيز نجد–نيوتف 

 
2

2
2

2 2
2

2
ln 1 0

1

xdx
x

x 


  
 

 .(؟)عمى الرغـ مف أفّ التكامؿ المعتؿ متباعد 

3. 
2

2
1 3 2 1

dx

x x x 
 

إفّ لمتابع المستكمؿ نقطة شاذة وحيدة داخؿ المجاؿ  1,2 1 ىيx  . بتطبيؽ
  ليبتيز نجد–علاقة نيوتف 

 
22

2
11

1 3
arcsin arcsin

2 2 43 2 1

dx x

xx x x


   

 
 

ذ(5.2.2)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f x تابعاً مستمراً عمى المجاؿ  ,a b باستثناء عدد منتو مف النقاط 
الشاذة وكاف  F x تابعاً مستمراً عمى المجاؿ  ,a b وكاف    F x f x  في 

جميع نقاط استمرار التابع  f x ٍعندئذ ،: 

      
b

a

f x dx F b F a  

ذ
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ذاؾبرفان

لمتبسيط، لنفرض أفّ  f x يممؾ نقطيتيف شاذتيف 
1 2,c c في المجاؿ  ,a b ،

 :عندئذٍ 

    
2 31 1

1 2 3 4

1 2 2 4

0 , 0 0
lim lim lim

ccb b

a a c c

f x dx f x dx



   
 



  
 

 
   
 
 

    

 : ليبتيز نجد–اعتماداً عمى علاقة نيوتف 
 

          
1 2

1 1 1 2
, 0
lim

b

a

f x dx F b F a F c F c
 

 


      

 
     

3 4
2 3 2 4

, 0
lim F c F c

 
 


    

 :بما أفّ 
    

1 2
1 1 1 2

0 0
lim limF c F c
 

 
 

   

    
3 4

2 3 2 4
0 0

lim limF c F c
 

 
 

   

وذلؾ بحكـ استمرار التابع  F x 1 في النقطتيف 2,c c ّنجد أف ،: 

      
b

a

f x dx F b F a  

ذؿثال

احسب التكامؿ                       
8

3
1

dx

x

 

إفّ لمتابع المستكمؿ نقطة شاذة وحيدة في المجاؿ  1,8 كما أفّ تابعو الأصمي 

 
2

3
3

2
F x x مستمر في جميع نقاط استمرار التابع  f x وبالتالي بتطبيؽ علاقة 

 :ليبتيز –نيوتف 
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88 2

3

3
1 1

3 9

2 2

dx
x

x 

  

ذ(ررقؼةذتغقيرذالدتحول)ذ(5.2.3)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f x تابعاً مستمراً عمى  ,a b وقابلًا لممكاممة عمى المجاؿ 
 , ; 0a b    ويممؾ نقطة شاذة وحيدة bوليكف  

   [ , ) [ , )x g t a b    
 بحيث 

    , lim
t

a g g t b





  

ولنفرض أفّ  g t تابع متزايد وغامر وقابؿ للاشتقاؽ ومشتقو  g t مستمر عمى 
]المجاؿ  , )  .عندئذٍ مف تقارب أحد التكامميف 

       ,

b

a

f x dx f g t g t dt





  

 :ينتج تقارب التكامؿ الآخر وأكثر مف ذلؾ

       
b

a

f x dx f g t g t dt





  

 ([ ]انظر المرجع ) .اؾبرفان

ذؿثال

 :احسب التكامؿ الآتي

 
  

b

a

dx

x a b x 
 

a,إفّ لمتابع المستكمؿ نقطتيف شاذتيف  bبفرض ، 
   2 2cos sinx g t a t b t   

  0 ,
2

g a g b
 

  
 
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مف الواضح أفّ  x g t 0 تابع متزايد وغامر عمى المجاؿ,
2

 
 
 

  ومشتقو

    sin 2g t b a t   

,0تابع مستمر عمى 
2

 
 
 

 : وبالتالي

 
  

2

0

2

b

a

dx
dt

x a b x



 
 

  

ذ(ررقؼةذاؾتؽاؿلذباؾتجزئة)ذ(5.2.4)ؿبرفـةذ

إذا كاف    ,u x v x تابعيف قابميف للاشتقاؽ عمى المجاؿ [ , )a b وكاف 
مشتقاىما    ,u x v x  تابعيف مستمريف عمى [ , )a b ّولنفرض أف : 
        lim

x b
u x v x u b v b



 


  

 عندئذٍ تقارب أحد التكامميف

        ,

b b

a a

u x v x dx v x u x dx   

 :ينتج تقارب الآخر وأكثر مف ذلؾ

            
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x v x u x dx       

 ([ ]انظر المرجع ) .اؾبرفان

ذ:أؿثؾة

 :احسب التكاملات الآتية

1.  
2

ln sin
a

x dx



 

بفرض   2x g t t  . ّمف الواضح أف g t تابع معرؼ عمى المجاؿ 
0,

4

 
 
 

  وىو غامر ومتزايد عمى المجاؿ ذاتو، وبالتالي
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     
4 4 4 4

0 0 0 0

2 ln sin 2 2 ln 2 2 ln sin 2 ln cosI t dt dt t dt t dt

   

       

لنفرض أفّ 
2

t u


 في الحد الثالث، فنجد : 

      
4 2 2

0

4 4

2 ln cos 2 ln sin 2 ln sint dt u du t dt

  

 

    

 ومنو

  
2

ln sin ln 2
2

a

x dx




  

 .وىو ما يسمى بتكامؿ أولر

2.  
1

2

2

0

lnI x dx  

 :بتطبيؽ طريقة التكامؿ بالتجزئة نجد

    
1

1
2

2
0

0

ln 2 lnI x x x dx   

 مف ناحية أولى

  
 

2
1

2

00

ln
ln lim 0

1x

x
x x

x


   

 مف ناحية ثانية

 
1 1

1

1 0

0 0

ln lnI xdx x x dx    

 وبالتالي
 2 2I  

 بالاستقراء الرياضي يمكف حساب التكامؿ
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  
1

0

ln
n

nI x dx  

 فنجد
  1 !

n

nI n  
 (يترؾ لمطالب)

 
 

ذؿلاحظة

إفّ التكاملات المعتمة مف النوع الثاني لا تتمتع بجميع صفات التكاملات المحددة 
فعمى سبيؿ المثاؿ، إفّ جداء تابعيف قابميف لممكاممة وفؽ ريماف عمى مجاؿ . وفؽ ريماف

ما  ,a bبينما ىذا الأمر ليس .  ىو تابع قابؿ لممكاممة وفؽ ريماف عمى المجاؿ ذاتو
صحيحاً مف أجؿ التكاملات المعتمة إذ قد يوجد تابعاف    ,f x g x قابلاف لممكاممة 

بمفيوـ التكاملات المعتمة عمى مجاؿ ما  ,a b إلّا أفّ جدائيما ليس قابلًا لممكاممة عمى 
 في الواقع لنأخذ. ىذا المجاؿ

    
1

f x g x
x

  

 إفّ التكامؿ المعتؿ

 
1

0

dx

x
 

 :متقارب إلّا أفّ 

    
1 1

0 0

dx
f x g x dx

x
  

 .متباعد
ذ

ذ
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ذذروطذواختباراتذوجودذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذؿنذاؾـوعذاؾثاـي

 وذلؾ لأفّ إعادة صياغة (5.2.1)سنقتصر فقط عمى الحالة المرتبطة بالتعريؼ 
بحكـ التشابو مع التكاملات المعتمة المستعرضة . الحالات الأخرى لا يشكؿ أيّة صعوبة
]عمى مجالات غير محدودة مف الشكؿ  , )a .ذ

ذ(5.2.5)ؿبرفـةذ

إذا كاف  f x تابعاً ليس سالباً عمى المجاؿ  ,a b عندئذٍ الشرط اللازـ ،
 والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ

  
b

a

f x dx 

 :، بحيث يكوفLىو أف يوجد عدد موجب 

  
b

a

f x dx L



 

0مف أجؿ جميع  وأكثر مف ذلؾ : 

    sup ; 0

bb

a a

f x dx f x dx b a




  

    
  

  

ذاؾبرفان

في الواقع بما أفّ  f x تابع ليس سالباً عمى  ,a b ّفإف ، 

    
1 2

1 2;
a a

f x dx f x dx

 

    

 أي
    1 2F F  
وبالتالي  F  تابع مطرد عمى المجاؿ [ , )a b . ّوبما أف F  لا يتناقص بتناقص 

 إلى الصفر فإنّو استناداً إلى التوابع المطردة فإف  F  يسعى إلى نياية محدودة إذا 
0الأمر الذي يعني وجود عدد . وفقط إذا كاف محدوداً مف الأعمى Lبحيث يكوف  
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    
b

a

F f x dx L






  

 :وفي ىذه الحالة يكوف

       
0

lim sup ; 0

b

a

f x dx F F b a


  


     

ذ(5.2.6)ؿبرفـةذ

 :ليكف لدينا التكامميف المعتميف

    ,

b b

a a

I f x dx J g x dx   

ولنفرض أفّ لكؿٍ مف    ,f x g x نقطة شاذة وحيدة x b في المجاؿ  ,a b .
 :وأفّ 

  

 
lim
x b

f x
A

g x
 

 :عندئذٍ 
0 متقارباً وكاف J إذا كاف التكامؿ المعتؿ .1 A   فإفّ التكامؿ المعتؿ I 

 .يتقارب
0 متباعداً وكاف I إذا كاف التكامؿ المعتؿ .2 A   فإفّ التكامؿ المعتؿ J 

 .يتباعد
ذاؾبرفان

 في الواقع بالاعتماد عمى خواص النيايات نجد أفّ مف أجؿ أي عدد موجب 
] مف المجاؿ cيوجد عدد  , )a bبحيث  

  

 
;

f x
A c x b

g x
     

 بعبارة أخرى



260 

  

 
;

f x
A A c x b

g x
        

بما أفّ التابع  g x ّموجب، فإف : 
           ;A g x f x A g x c x b        

0 متقارباً وكاف Jإذا كاف التكامؿ المعتؿ  A   ّ0 فإف A   أي أفّ التكامؿ 

المعتؿ    
b

c

A g x dx متقارب الأمر الذي ينتج تقارب التكامؿ المعتؿ 

 
b

c

f x dx وىو يؤدي إلى تقارب التكامؿ المعتؿ I. 

 متباعداً فإنّو مف كوف Jأمّا إذا كاف التكامؿ المعتؿ  0 A   يكوف 

   
b

c

A g x dx متباعداً وىذا بدوره يؤدي إلى تباعد I. 

    
c b

a c

I f x dx f x dx
 

  
 

  

ذـتقجة

إذا كاف  f x تابعاً ليس سالباً عمى المجاؿ  ,a b وقابلًا لممكاممة في أي 
مجاؿ جزئي  , ; 0a b    وكانت ،x b نقطة شاذة وحيدة لمتابع  f x 

 :وأفّ 

  
 

 
; 0

k

g x
f x k

b x
 


 

 :عندئذٍ 
1k إذا كاف .1  وكاف  g x c فإفّ التكامؿ المعتؿ  

  
b

a

f x dx 

 .يتقارب
1k إذا كاف .2  وكاف   0g x c فإفّ التكامؿ المعتؿ  
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  
b

a

f x dx 

 .يتباعد
ذ(اختبارذالدؼارـة)ذ(5.2.7)ؿبرفـةذ

ليكف  f x تابعاً غير سالب عمى المجاؿ  ,a b وقابلًا لممكاممة عمى أي 
مجاؿ مف الشكؿ  , ; 0a b    ولتكف bولنفرض أفّ .  نقطة شاذة لو 

   lim
k

x b
f x b x c


  

 :عندئذٍ 
1k إذا كاف .1  0 وكاف c فإفّ التكامؿ المعتؿ  

  
b

a

f x dx 

 .يتقارب
1k إذا كاف .2  0 وكاف c  فإفّ التكامؿ المعتؿ  

  
b

a

f x dx 

 .يتباعد
ذاؾبرفان

في الواقع يكفي أف نضع  
 

1
k

g x
b x




 في نتيجة المبرىنة السابقة ليتـ 

 .البرىاف
ذؿلاحظة

xإذا كانت  a ىي النقطة الشاذة الوحيدة لمتابع المستكمؿ فإفّ التكامؿ المعتؿ 

 
b

a

f x dx يُقارف بالتكامؿ المعتؿ 
 

b

k

a

dx
dx

x a
 1 الذي يتقارب مف أجؿk  

1ويتباعد مف أجؿ  k. 
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ذأؿثؾة

 :ادرس تقارب التكاملات الآتية

1. 
1 2

0

cos

1

x
dx

x
 

مف الواضح أفّ التابع المستكمؿ غير سالب عمى المجاؿ  0,1 ويممؾ نقطة شاذة 
1xوحيدة ىي  بما أف ،: 

  
2 1

2
2

1

cos
lim 1 cos 1

1x

x
x

x
  


 

1فإفّ التكامؿ المعتؿ متقارب لكوف 
1

2
k . 

2. 
1

4 4
0 1

dx

x
 

1xمف الواضح أفّ التابع المستكمؿ يممؾ نقطة شاذة وحيدة   في المجاؿ  0,1

 :كما أفّ 

 
   

1 1
4 4 4

44 2 31 1

1 1
lim 1 1 lim

41x x
x x

x x x



 
    

   
1أي أفّ التكامؿ متقارب 

1
4

k
 
  

 
. 

 
  

 
1

2

2 2 2
0

; 1
1 1

dx
a

x a x


 
 

2بما أفّ  1a  1 فإفّ لمتابع المستكمؿ نقطة شاذة وحيدةx  في المجاؿ  0,1 وبما ،
 :أفّ 

 
  

 
 

1

2

1 2 2 2 2

1 1
lim 1

1 1 2 1
x

x
x a x a


  

  
 

1فإفّ التكامؿ متقارب 
1

2
k

 
  

 
. 
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ذؿلاحظة

إفّ فرضنا أفّ التابع المستكمؿ غير سالب لا يفقد اختبارات التقارب عموميتيا، 
وذلؾ لأف ضرب التابع المستكمؿ بػ  1 لا يؤثر عمى تقارب التكامؿ إنّما يكفي أف لا 

 .يغير التابع إشارتو عمى مجاؿ المكاممة كي تتـ دراسة تقاربو وفؽ الاختبارات السابقة
ذؿثال

 :ادرس تقارب التكامؿ

 
2

0

ln sin xdx



 

سنقوـ الآف . سبؽ أف قمنا بحساب قيمة ىذا التكامؿ والذي يسمى بتكامؿ أولر
 .بالاستفادة مف اختبار المقارنة لدراسة تقارب ىذا التكامؿ

مف الواضح أف   lnsinf x x 0 تابع سالب عمى المجاؿ,
2

 
 
 

 إلّا أفّ 

ضربو بػ  10إفّ .  لا يؤثر عمى طبيعة تقاربوx  نقطة شاذة وحيدة لمتابع 
,0المستكمؿ في المجاؿ 

2

 
 
 

 :لدينا. 

 
0 0 0

ln sin 1
limlnsin lim lim cos

sin

k k

kx x x

x x
x x x x

x k x  
       

 إفّ 
 

0
limlnsin 0k

x
x x


  

0مف أجؿ  1k وبالتالي التكامؿ متقارب . 
تعرضنا فيما سبؽ لاختبارات التقارب عندما يكوف التابع المستكمؿ غير سالب 

فيما يأتي سنقوـ بدراسة اختبار السلاسؿ مف دراسة تقارب . عمى مجاؿ المكاممة
 .التكاملات المعتمة مف النوع الثاني مف أجؿ التوابع التي تغير إشارتيا في مجاؿ المكاممة

ذ

ذ
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ذ(اختبارذاؾدلادل)ذ(5.2.8)ؿبرفـةذ

الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dx ىو أف تتقارب 

 جميع السلاسؿ

  
1 2

1 1

n

n

a a a

a a a

f x dx



 
     

 
 
   

إلى مجموع واحد وذلؾ مف أجؿ جميع المتتاليات  
1n n

a


 المتقاربة إلى النقطة الشاذة 
x bحيث ، 
 1 2 ;n na a a a b a b         

ذاؾبرفان

 (5.1.9)يتـ بأسموب مماثؿ لإثبات المبرىنة 
ذ:ؿلاحظات

x إذا كانت .1 a نقطة شاذة لمتابع المستكمؿ فإفّ المتتالية  n n
a


 يجب أف 

 .aتنتيي إلى النقطة 
 إذا وجدت متتالية واحدة عمى الأقؿ .2 n n

a


 وكانت مف أجميا b متقاربة إلى 
كما أفّ التكامؿ المعتؿ يتباعد . السمسمة الموافقة أعلاه متباعدة فإفّ التكامؿ المعتؿ متباعد

ولـ تتقارب السمسمتاف الموافقتاف ليما إلى  (مثلاً ) bإذا وجدت متتاليتاف متقاربتاف إلى 
 .النياية ذاتيا
 إذا كاف التابع المستكمؿ يحافظ عمى إشارتو عمى المجاؿ .3 ,a b فعندئذٍ يكوف 

 الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ

  
b

a

f x dx 

ىو أف توجد متتالية واحدة عمى الأقؿ  n n
a


 مف أجميا تتقارب السمسمة b متقاربة إلى 

 .الموافقة
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ذ(ذبوؾزاـو–اختبارذؽوذيذ)ذ(5.2.9)ؿبرفـةذ

الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dx ( حيثb نقطة 

شاذة لمتابع  f x)  ىو أف يوجد مف أجؿ أي عدد موجب عدد  0   بحيث 
0أنّو مف أجؿ جميع  ,   تتحقؽ المتراجحة : 

  
b

b

f x dx











 

 :أي

    0 , :

b

b

f x dx





    





     

0أيّاً كاف  ,   . 
ذاؾبرفان

 لنأخذ التابع

    
b

a

F f x dx






  

بما أفّ وجود التكامؿ يكافئ وجود النياية  
0

lim F





 فإنّو استناداً إلى مفيوـ النياية 
 :نجد

    0 , : F F         
0أيّاً كاف  ,   . 

سنستعرض فيما يأتي مفيوـ التقارب المطمؽ لمتكاملات المعتمة مف النوع الثاني 
الذي يمعب دوراً ىاماً في دراسة تقارب التكاملات ذات التوابع المستكممة التي تغير 

 .إشارتيا
ذ

ذ
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ذ(5.2.2)تعرقفذ

ليكف  f x تابعاً قابلًا لممكاممة عمى أي مجاؿ مغمؽ  ,a b  جزئي مف 
المجاؿ  ,a b ولتكف b نقطة شاذة لمتابع  f x .نقوؿ عف التكامؿ المعتؿ 

  
b

a

f x dx 

 إنّو متقارب إطلاقاً إذا تقارب التكامؿ المعتؿ

  
b

a

f x dx 

 .ونقوؿ إنّو متقارب شرطياً إذا تقارب التكامؿ وتباعد إطلاقاً 
ذؿثال

 أثبت أفّ التكامؿ المعتؿ

 
2

2 2

0

2
2 sin cosx dx

x x x

   
 

 
 

 (متقارب شرطياً )متقارب إلّا أنّو متباعد إطلاقاً 
0xمف الواضح أفّ  نقطة شاذة وحيدة لمتابع المستكمؿ  

   2 2

2
2 sin cosf x x

x x x

  
  

 تابعو الأصمي

   2

2
sinF x x

x


 

إفّ  0 0F   0 مف أجؿ xبيذه الصورة يكوف التكامؿ ،: 

  
22

2

2

00

sin 2 2f x dx x
x


  

 .متقارباً 
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لنثبت أف  
b

a

f x dxإفّ التابع المستكمؿ .  متباعد f x يحافظ عمى 

إشارتو في مجاؿ المكاممة وبالتالي استناداً إلى اختبار السلاسؿ يكفي أف توجد متتالية 
واحدة فقط  na 0 متقاربة إلى النقطة الشاذةx مف أجميا تكوف السمسمة  

  
1

1

n

n

a

n a

f x dx




  

 :بغية ذلؾ لنأخذ المتتالية. متباعدة

 0 2 1 2

2 1
2 , , ; 1,2,3,...

2 1
k ka a a k

k k
   


 

 :عندئذٍ 

    
1 2 1

2
1 1

n k

n k

a a

n ka a

f x dx f x dx
  

 

   

مف الواضح أف التابع  f x يحافظ عمى إشارتو في المجاؿ  2 2 1,k ka a  أي أفّ مف 
أجؿ 

2 2
k k

x

 
    التابعاف 

2 2
sin ,cos

x x

 بناءً عمى .  متعاكساف بالإشارة

 :ذلؾ

       
2 1 2 1

2 2

2 1 2

2 1

2 1

k k

k k

a a

k k

a a

f x dx f x dx F a F a
k k

 

    
  

بما أفّ السمسمة 
1

1

k k





أي متقارب .  توافقية فيي متباعدة وبالتالي فإف التكامؿ متباعد

 .شرطياً 
ذ(درادةذاؾتؽاؿلذالدعتلذفيذالحاؾةذاؾعاؿة)ؿلاحظةذ

ليكف  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ [ , )a  ويممؾ عدد منتوٍ مف النقاط 
 عندئذٍ لدراسة التكامؿ المعتؿ. الشاذة في ذلؾ المجاؿ

  
a

f x dx



 
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] مف المجاؿ cنختر نقطة  , )a  بحيث تقع جميع النقاط الشاذة خارج المجاؿ 
[ , )c  أي إنّيا تقع جميعيا في المجاؿ [ , )a cعندئذٍ يكوف ،: 

      
c

a a c

f x dx f x dx f x dx

 

    

وبالتالي فإفّ دراسة التكامؿ المعتؿ الموجود في الطرؼ الأيسر يؤوؿ إلى دراسة تكاممي 
 .الطرؼ الأيمف الأوؿ مف النوع الثاني والثاني مف النوع الأوؿ

مف الواضح أفّ تقاربيما يؤدي إلى تقارب التكامؿ وتباعد أحدىما يؤدي إلى تباعد تكامؿ 
 .الطرؼ الأيسر
ذؿثال

 :ادرس تقارب التكاملات الآتية

 
1

1

2

0 0 0

ln
) , ) , )

1 1

P x x x
a x e dx b dx c dx

x x

  
 

    

 (a إفّ التابع المستكمؿ   1P xf x x e  غير سالب ويممؾ نقطة شاذة وحيدة 
0x  1 مف أجؿ 0p  وبالتالي  

 
1

1 1 1

0 0 1

P x P x P xx e dx x e dx x e dx

 

         

0مف الواضح أفّ التكامؿ الأوؿ في الطرؼ الأيمف متقارب مف أجؿ  p ومتباعد مف 
0أجؿ  p (اختبار المقارنة)  ّوذلؾ لأف: 

 1 1

0
lim 1P x P

x
x e x  


  

 : وذلؾ لأفّ pأمّا التكامؿ الثاني فيو متقارب مف أجؿ جميع قيـ 
1                    (طبّؽ أوبيتاؿ) 2lim 0P x

x
x e x 


   

(b إفّ التابع المستكمؿ  
1

1

x
f x

x






 غير سالب ويممؾ نقطتاف شاذتاف ىما 

x 0 وx  ( 1مف أجؿ ) .بالتالي 
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    
1

0 0 1

f x dx f x dx

  
  
 

   

0إفّ التكامؿ الأوؿ يتقارب مف أجؿ   (؟) . أمّا التكامؿ الثاني يتقارب مف أجؿ
1  (؟) . 0مف ىنا يتقارب التكامؿ مف أجؿ 1 . 

(cيترؾ لمطالب . 
 

ذ.ذؿػفومذاؾؼقؿةذاؾرئقدقةذؾؾتؽاؿلاتذالدعتؾة.3§

 
مف المعموـ أنّو، إذا كاف  f x تابعاً معرفاً في المجاؿ  ,a b ويممؾ نقطة شاذة 

c داخؿ المجاؿ  ,a b فإفّ التكامؿ المعتؿ لمتابع  f x عمى المجاؿ  ,a b ،
 :يتعرؼ بالعلاقة

    
0

0

lim

cb b

a a c

f x dx f x dx

















  
  

  
   

,حيث  مستقلاف خطياً و  f x قابؿ لممكاممة عمى كؿ مف المجاليف 
   , , ,c b a c   . في حالة خاصة، قد لا تكوف النياية موجودة عندما ينتيي كؿ

,مف   إلى الصفر بينما تكوف موجودة عندما ينتيياف إلى الصفر ويكونا مرتبطيف 
0كأف يكوف )خطياً   ) . إذا كانت تمؾ النياية موجودة، فإنّيا تسمى بالقيمة

الرئيسية لمتكامؿ المعتؿ  
b

a

f x dx ّونقوؿ إف  f x قابؿ لممكاممة وفؽ كوشي 

 :ونرمز ليا

  
b

a

V P f x dx   

 ونكتب

    
0

lim

cb b

a a c

V P f x dx f x dx













  
    

  
   
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Vالأحرؼ ) P  تشير إلى الأحرؼ الأولى مف "Principal Value")  وفي ىذه الحالة

نقوؿ إفّ التكامؿ  
b

a

f x dxموجود بمفيوـ القيمة الرئيسية  

 .لنستعرض الآف بعض الأمثمة

 إفّ التكامؿ .1 ;

b

a

dx
a c b

x c
 

غير موجود بمفيوـ التكامؿ المعتؿ  .

 :في الواقع لدينا

 ln ln

c b

a c

dx dx b c

x c x c c a














  

    

,مف الواضح أنّو لا توجد نياية محددة لمتكامؿ عندما ينتيي كؿ مف   إلى الصفر 
أمّا مف أجؿ . بشكؿ مستقؿ فإنّنا نجد : 

   ln

c b

a c

b c
f x dx

c a









   
  

  
  

 . وبالتالي فإفّ التكامؿ موجود بمفيوـ القيمة الرئيسيةأي أفّ التكامؿ لا يتعمؽ بػ 
 ويكوف

 ln

b

a

dx b c
V P

x c c a


  

  

 إفّ التكامؿ .2
 

 ; ; 2

b

n

a

dx
a c b n

x c
  


 يأخذ قيمة لانيائية 

 :لنستعرض العبارة.  فردي فإفّ التكامؿ غير موجودn زوجي، ومف أجؿ nمف أجؿ 

     

 
1 1 1 1

11 1 1 1

1

nc b

n n n n n

a c

dx

nx c a c b c




 



   



    
               

  

 : فردي نجدnومف أجؿ 

 
     

1 1

1 1 1

1

b

n n n

a

dx
V P

nx c a c b c
 

  
    

    
 
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 . زوجي فإنّو مف الواضح عدـ وجود التكامؿnأمّا مف أجؿ 
لنستعرض الآف مفيوـ القيمة الرئيسية عندما يكوف التابع  f x معرفاً عمى 

 , . 
ذ(5.3.1)تعرقفذ

لنفرض أفّ  f x تابعاً معرفاً عمى المجاؿ  ,  وقابلًا لممكاممة عمى أي 
مجاؿ جزئي محدود مف  , وأفّ النياية ، 

    lim

A

A
AA

f x dx f x dx




 

  

A,موجودة حيث  A  ينتيياف إلى , عندئذٍ نقوؿ عف التابع .  بشكؿ مستقؿ
 f xإنّو قابؿ لممكاممة وفؽ كوشي . 

ذا كاف  Aوا  A   فإنّنا نسمي تمؾ النياية بالقيمة الرئيسية لمتكامؿ المعتؿ 

 f x dx





ونرمز ليا بالرمز : 

    lim

A

A
A

V P f x dx f x dx




 

    

إذا كاف التابع  f x ًفرديا     f x f x   فإنّو يكوف قابؿ لممكاممة عمى 
المجاؿ  ,A A ّوتكاممو يساوي الصفر، أي إف : 

   0V P f x dx





   

عمى الرغـ مف أفّ التكامؿ المعتؿ  f x dx





 ًخذ عمى سبيؿ ) قد لا يكوف موجودا

المثاؿ   sinf x x.) 
أمّا إذا كاف التابع  f x ّزوجياً، فإف : 

    
0

2

A A

A

f x dx f x dx


  
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وعندئذٍ فإفّ نياية التكامؿ تكوف موجودة إذا وفقط إذا كانت نياية التكامؿ  
0

A

f x dx 

موجودة، أي إذا كاف التكامؿ المعتؿ  
0

f x dx



 ًموجودا . 

بيذه الصورة، مف أجؿ التوابع الزوجية فإفّ القيمة الرئيسية لمتكامؿ تكوف موجودة 
 .إذا وفقط إذا كاف التكامؿ المعتؿ موجوداً 

مف المعموـ أفّ أي تابع  f x ( قابلًا لممكاممة عمى المجاؿ , )  يمكف
 :أف يمثؿ عمى شكؿ مجموع تابعيف أحدىما زوجي والآخر فردي

  
   

 
   

,
2 2

f x f x f x f x
x x 

   
  

 :بالعودة إلى خواص التكاملات، نجد أف

    V P f x dx x dx
 

 

    

عؿ سبيؿ المثاؿ، نلاحظ أفّ التابع . وذلؾ في حاؿ وجود التكامؿ المعتؿ
  2

1

1

x
f x

x





 ىو مجموع تابعيف أحدىما زوجي   2

1

1
x

x
 


 والآخر فردي 

  21

x
x

x
 


 : وبالتالي فإفّ 

 
2 2

1 1
.

1 1

x
V P dx dx

x x


 

 


   

   

 

ذ

ذ

ذ

ذ

ذ
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ذتمارقنذغيرذمحؾوؾة

 :ادرس تقارب أو تباعد التكاملات الآتية. 1

 
4

0 0

1
3 arcsin

1) 2)
11

x xdx dx
x xx

  


  

 
2

3 2
0 2

1
3) 4)

1 1

dx x
dx

x x

 


 
  

 
0 0

1
5) 6)

x

x

e
dx dx

xe 

  

  

  7) ; 0 8)
chm

a

dx x
a dx

x x

 



  

 
 3

0 1

ln
9) 10)

1 ln
k

x dx
dx

x x

 


  

 :ادرس تقارب أو تباعد التكاملات الآتية. 2

 
1 1

0 0

ln
1) 2)

ln

x dx
dx

x x x





  

 
   

5

0 0

3) 4)
1 cos1 2 3

dx dx

xx x x



  
  

  
12

0 0

ln
5) ln tg 6)

x
x dx dx

x





  

 
1 3

23
1 3

7) 8)
dx dx

xx 

  

:             برىف أفّ . 3
1

2
0

cos
lim 1
x

x

t
x dt

t
  

 : كي يكوف كؿ مف التكامميف الآتييف متقارباً pعيف . 4
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1

0 0

sin
1) 2)

1

P

P

x x
dx dx

x x

 

  

 برهن أنّ التكامل. 5

 
2

2

sin ln

1

x x
dx

x x




 

 .متقارب اطلاقاً 
 :ادرس التقارب الشرطي لمتكاملات الآتية. 6

 
2

4 2 2
0

1) 2)
1 1

x dx
dx

x x x

 


  

  

 
1

10

0 1

3) 4)
xdx e

dx
xx x




  

2:      برىف تباعد التكامؿ المعتؿ. 7

0

1
sin x dx

x



  

  
  

 

 :أوجد القيمة الرئيسية لكؿٍ مف التكاملات الآتية. 8

 
 

  2
7) ; 2)

1

b

n

a

dx dx
a c b

x xx c





 
 

  

 
3 1

2 3
3 1

3) 4)
dx dx

x x 

  
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 الفصل السادس
 التكاملات التابعة لوسيط

 
عمى المقدار المتغير، الذي يكوف تابعاً ليا التابع " وسيط التكامؿ"يطمؽ اسـ 

المستكمؿ وىو التكامؿ، شريطة ألّا يكوف ىذا المقدار تابعاً لمتغير التابع المستكمؿ، أبسط 

مثاؿ عمى ذلؾ، التكامؿ  
t

a

f x dx والذي حده الأعمى تابع لموسيط t. 

 

ذاؾتؽاؿلاتذاؾتابعةذؾودقط.ذ1§

ذ(6.1.1)تعرقفذ

ليكف  ,f x tتابعاً معرفاً ومستمراً عمى المستطيؿ المغمؽ  
   , : ,x t a x b c t d   D= 

ولنفرض أفّ التابع  ,f x t قابلًا لممكاممة وفؽ ريماف عمى المجاؿ  ,a b عندئذٍ يكوف ،
 التابع

(6.1.1)    ,

b

a

F t f x t dx  

 الذي t بالتكامؿ التابع لموسيط ويسمى المتحوؿ (6.1.1)نسمي التكامؿ . tتابعاً لممتغير 
 .يتعمؽ بو التابع المستكمؿ والذي يعامؿ كثابت في عممية المكاممة وسيطاً 

إف مفيوـ التكامؿ التابع لوسيط، قد دُرس سابقاً، فمثلًا عند دراسة تكامؿ متتالية 
توابع   nf x معرفة ومستمرة عمى المجاؿ  ,a b والتي نرمز ليا بػ nI: 

(6.1.2)   ; 1,2,...

b

n n

a

I f x dx n  

 .nنجد أفّ قيمتيا تابعة لموسيط 
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يمكف إعطاء تعريؼ أعـ لمتكاملات التابعة لوسيط وذلؾ عندما تكوف حدود 
 .التكامؿ تابعة ليذا الوسيط أيضاً 

ذ(6.1.2)تعرقفذ

وليكف .  مجموعة جزئية مف مجموعة الأعداد الحقيقية Vلتكف    ,t t  
 : بحيث أفّ Vتابعيف معرفيف عمى 

     ;t t t V    
وليكف  ,f x tتابعاً معرفاً ومستمراً عمى المستطيؿ المغمؽ  

       , : ,x t t V t x t   D= 
 نسمي التكامؿ

(6.1.3)    
 

 

,

t

t

F t f x t dx





  

 .tتكاملًا تابعاً لموسيط 
Vمف الواضح أنّو مف أجؿ   ومف أجؿ (6.1.2) فإنّنا نحصؿ عمى التكامؿ 

   ,t a t b   (6.1.1) نحصؿ عمى التكامؿ. 
ذخواصذاؾتؽاؿلاتذاؾتابعةذؾودقط

عندما تكوف حدود )سنستعرض فيما يأتي استمرار التكاملات التابعة لوسيط 
 .ومف ثـ اشتقاقيا وتكامميا (التكامؿ ثابتة

ذ(6.1.1)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x tتابعاً معرفاً ومستمراً عمى المستطيؿ المغمؽ  
   , : ,x t a x b c t d   D= 
,حيث  , ,a b c d ّثوابت حقيقية، فإف : 

    ,

b

a

F t f x t dx  
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 .tتابعاً مستمراً بالنسبة لموسيط 
ذاؾبرفان

 لدينا

(6.1.4)         0 0, ,

b

a

F t F t f x t f x t dx   

بما أفّ  ,f x t تابع مستمر بالنسبة لػ t عمى المجاؿ  ,a b فإنّو يقابؿ العدد الموجب 

1
b a


 


c بحيث أنّو أيّاً كاف ، عدد موجب  t d يكوف : 

    0 1, ,f x t f x t   
 مف أجؿ
 0t t   
وبما أفّ  ,f x t فإفّ  (متراصة) تابع مستمر معرؼ عمى ساحة مغمقة ومحدودة
 ,f x t مستمر بانتظاـ أي يمكف اختيار  بحيث تكوف مستقمة عف x . بذلؾ نجد

cأنّو إذا كاف  t d  0 حيثt t   ّفإف : 

        
 

 0 0, ,

b

a

F t F t f x t f x t dx b a
b a


     

 

أي إفّ  F t 0 مستمر في النقطةt 0 ولمّا كانتt اختيارية في  ,c d ّفإف  F t 
cمستمراً أياً كاف  t d . 
ذ(6.1.1)ؿلاحظةذ

 بالاستفادة مف المبرىنة السابقة يمكف أف نكتب

      
0 0

0lim , , lim ,

b b b

t t t t
a a a

f x t dx f x t dx f x t dx
 

    

أي انّو بحكـ استمرار  F tيمكف المبادلة بيف رمزي النياية والتكامؿ . 
ذؿثال
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 ادرس استمرا كلّاً مف التابعيف

      
1 1

2 2

0 0

ln , arctg
x

I t x t dx J t dx
t

    

0tحيث  . 
ذالحل

 إفّ كلّاً مف التابعيف

      2 2

1 2, ln , , arctg ; 0
x

f x t x t f x t t
t

    

0تابع مستمر مف أػجؿ  1x  0 و tبالمكاممة بالتجزئة نجد ،: 

 
 

   

2

2

2

1 1
arctg ln

2 1

1
ln 1 2 2arctg

t
I t t

t t

J t t
t

 


   

 

0وكؿ منيما تابع مستمر مف أجؿ  t. 
ذ

ذؿشتقذاؾتؽاؿلاتذاؾتابعةذؾودقط

بعد دراسة استمرار التابع  F t مف الطبيعي أف نقوـ بدراسة قابمية الاشتقاؽ 
نورد فيما يأتي المبرىنة الأساسية التي تحدد اشتقاؽ التكاملات التابعة . tبالنسبة لموسيط 

 .صيغة ليبتزلوسيط والمعروفة باسـ 
ذ(6.1.2)ؿبرفـةذ

ليكف  ,f x t تابعاً معرفاً ومستمراً بالنسبة لمتحوليو  ,x t وقابلًا للاشتقاؽ 

 ومشتقو الجزئي tبالنسبة لػ  ,f x t

t




  مستمر بالنسبة لمتحوليو في المستطيؿ المغمؽ

   , ; ,x t a x b c t d   D= 
 عندئذٍ يكوف التابع
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    ,

b

a

F t f x t dx  

 مف المجاؿ tقابلًا للاشتقاؽ في أيّة نقطة  ,c dومشتقو يعطى بالعلاقة  

  
 

 ,
,

b b

a a

dF t f x td
f x t dx dx

dt dt t


 

  

ذاؾبرفان

t,لتكف  t t نقطتيف مف المجاؿ  ,c d عندئذٍ بالاستفادة مف دستور التزايدات 
 (التكاملات المحدودة للاغرانج)المحدودة 

      , , ,
; 0 1

f x t t f x t f x t t

t t




    
  

 
 

 يمكف أف نكتب

    
    

1
, ,

b

a

F t t F t
f x t t f x t dx

t t

 
  

   

 :وبالتالي

      ,b

a

F t t F t f x t t
dx

t t

    


  

0tبأخذ نياية الطرفيف عندما   وبالاستفادة مف استمرار التابع  ,f x t

t




 : نجد

      
0 0

,
lim lim

b

t t
a

F t t F t f x t t
dx

t t



   

    


  

 أو

    ,b

a

dF t f x t
dx

dt t




 

تجدر بنا الإشارة ىنا إلى أف دستور ليبتز يمكف تطبيقو عمى التكاملات التابعة 
a,لوسيط التي حداىا  b ثابتاف بيد أنّو يمكف تطبيقيا أيضاَ عندما يكوف الحداف متغيريف 

 وعندئذٍ يمكف تعميـ المبرىنة السابقة عمى النحو الآتي
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ذذتعؿقمذددتورذؾقبتز(6.1.3)ؿبرفـةذ

ليكف  ,f x t مشتقو الجزئي  ,f x t

t




 تابعيف مستمريف بالنسبة لمتحولييما 

 في المستطيؿ المغمؽ
   , ; ,x t a x b c t d   D= 

وليكف كلًا مف    ,t t  تابع يممؾ مشتقاً مستمراً عمى المجاؿ  ,c d ويأخذاف 
قيميا داخؿ المجاؿ  ,a b عندئذٍ يكوف التابع لموسيط t: 

    
 

 

,

t

t

F t f x t dx





  

 عمى المجاؿ tتابعاً مستمراً بالنسبة لموسيط  ,c d ويممؾ مشتقاً في المجاؿ  ,c d ،
 :يعطى بالعلاقة

   

 

 

         
,

, ,

t

t

dF t f x t
dx f t t t f t t t

dt t





   


   
 

ذاؾبرفان

لنبرىف أولًا أفّ  F t تابع مستمر بالنسبة لموسيط t عمى المجاؿ  ,c d . مف
0cأجؿ قيمة ما  t d يمكف كتابة العلاقة  

    
 

 

,

t

t

F t f x t dx





  

 :عمى النحو

(6.1.5)    
 

 

 
 

 

 
 

 0

0 0 0

, , ,

t t t

t t t

F t f x t dx f x t dx f x t dx

  

  

     

0tمف الواضح أفّ قيمة الحد الأوؿ مف الطرؼ الأيمف مف أجؿ  tىي : 

    
 

 0

0

0 0,

t

t

F t f x t dx





  
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 :وبالتالي فإفّ 

  
 

 

     
0

0, ,

t

t

f x t dx f x t t t





    

بما أفّ  ,f x t تابع مستمر عمى المستطيؿ المغمؽ والمحدود D ّفإف  ,f x t 
 :محدود وبالتالي فإفّ 

  , ; 0f x t M M  
 :ومنو

  
 

 

   
0

0,

t

t

f x t dx M t t





   

 :وكذلؾ فإفّ 

  
 

 

   
0

0,

t

t

f x t dx M t t





   

0tبجعؿ  t وبحكـ كوف    ,t t  ّتابعيف مستمريف فإف : 
    

0
0lim

t t
F t F t


 

أي أفّ  F tتابع مستمر . 
 نجد (6.1.5) عمى الحد الأوؿ مف الطرؼ الأيمف لمعلاقة (6.1.2)بتطبيؽ المبرىنة 

 أفّ 

  
 

   

 

 0

0

,
,

tt

t t

f x t
f x t dx dx

t t



 




   

 : نجد(6.1.5)وبتطبيؽ نظرية القيمة الوسطى عمى الحد الثاني مف الطرؼ الأيمف لمعلاقة 

  
 

     
 

0

01
, ,

t

t

t t
f x t dx f x t

t t





 


  

حيث    0t x t   ّ0 وأفt t t   . 0بأخذ نياية الطرفيف عندماt  
 :نجد
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  
 

 

    
0

0
0

1
lim , ,

t

t
t

f x t dx t f t t
t





 
 

 
  

 حيث
  0

0
lim
t

x t
 

 

c صحيحة مف أجؿ أي (6.1.4)وبمناقشة مماثمة لمحد الثالث نجد أفّ العلاقة  t d . 
ذأؿثؾة

 : أوجد النيايات الآتية.1

 
1

2 2

0
1

lim
t

I x t dx




  

 
1

2 20
lim

1

t

t
t

dx
J

x t






  

  
 

2

2 20
1

ln
lim

lnt

x t
K dx

x t





 

 في الواقع، بحكـ استمرار التوابع
 

     
 
 

2 2

1 2 32 2 2 2

ln1
, , , , ,

1 ln

x t
f x t x t f x t f x t

x t x t


   

  
 

x,بالنسبة لمتحولييا  tفإنّنا نجد : 

 

 
 

1

0

1

2

0

2 2

2 20
1 1

2 1

1 4

2 1 1
lim

2 2lnt

I xdx

dx
J

x

x t
K dx dx

x t





 

 



  







 
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 : إذا كاف.2

    
b

a

F t f x x t dx   

حيث  f x تابع مستمر عمى المجاؿ  ,a b أوجد ، F t. 
 :لدينا

 

   

       

   

;

;

;

b b

a a

t b

a t

b b

a a

t f x dx x f x dx t a

F t t x f x dx t x f x dx a t b

t f x dx x f x dx b t


    




     


    


 

 

 

 

 :باستخداـ دستور ليبتز نجد

  

 

   

 

;

;

;

b

a

t b

a t

b

a

f x dx t a

F t f x dx f x dx a t b

f x dx b t


   




    


 




 



 

 :وبتطبيؽ ليبتز ثانية نجد

  
 

0 ; ;

2 ;

a t b t
F t

f t a t b

 
  

 
 

مف الواضح أفّ  F t  موجود مف اليميف مف أجؿ t a ومف اليسار مف أجؿ t b 
وذلؾ عندما   0f t أمّا مف أجؿ  

     0f a f b  
 :فإفّ 

     0F a F b   
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 : إذا كاف.3

    
1

2 2

0

lnI t x t dx  

  
1

0

arctg
x

J t dx
t

  

أوجد    ,I t J t . 
 :في الواقع لدينا

 
   

 

1 2
2 2

2

0

1 2

2

0

1
ln ln

2 1

1
arctg ln

2 1

t
I t x t dx

t t

x t
J t dx

t t t


   

 


  

 





 

مف الواضح أفّ  J t 0 موجود مف أجؿ جميعt . 
  احسب التكامؿ.4

  
2

2 2

0

ln sin ; 1a x dx a



  

 :بوضع

    
2

2 2

0

ln sinF a a x dx



  

 :عندئذٍ نجد

  
 

2 2 2

2 2 2

0 0

2 sin2
sin 1 ctg 1

dt

a tF a dt a
a t a t

 

  
    

 
 

2 2 2
0

2 ; ctg
1

du
a u t

a a u



 
 

 

 
2 2 2

0

2
arctg

1 1 1

au

a a a




 
  
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 :وبالتالي فإفّ 
    2ln 1F a a a c    

 :لتعييف الثابت لدينا

  
22

0

sin
ln ln 1

t
F a a dt

a




 

   
 

 

 ومنو

 
2 22

0

sin 1
ln 1 ln

t a a
c dt

a a




   

   
 

 

 : تسعى إلى اللانياية وبما أفّ aبجعؿ 

 
2

2 2

sin 1
ln 1 ln 1 0

a

t

a a 

   
      

  
 

 :نجد

 ln 2c   
 ومنو

  
2 1

ln
2

a a
F a 

 
 

 : احسب التكامؿ.5

    2

0

ln 1 2 cos ; 1F a a x a dx a



    

استفد مف دستور ليبتز فتجد أفّ ) F a c) 
 : احسب التكامؿ .6

 
1

2
0

arctg

1

x
F dx

x x



 

0لدينا بفرض أفّ  t ًلنحسب التكامؿ.  وسيطا: 
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  
1

2
0

arctg

1

x t
F t dx

x x





 

 :وبالاستفادة مف دستور ليبتز نجد

  
 

1

2 2 2
0 1 1

dx
F t

x y x
 

 
 

sinxبفرض أفّ  نجد : 

  
2 2

2 2 2 2
0 0

1
arctg

1 cos 1 1

d
F t

t t t

 

 


  

  
 

 
2

1

2 1 t


 


 

 ومنو

    2ln 1
2

F t t t


   

1tبوضع  نجد ،: 
  ln 1 2F   

  برىف أفّ التابع.7

    
0

1
sin

t

F t t x dx


  

 ىو حؿ لممعادلة
      2y t y t f t   
حيث  f tتابع مستمر . 

 في الواقع بتطبيؽ دستور ليبتز

          
0

1 1
cos sin

t

F t f x t x dx f x t t   
 

     
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     
0

cos

t

F t f x t x dx   

 :وبالتالي فإفّ 

          
0

sin cos

t

F t f x t dx f t t t         

      
0

sin

t

f x t dx f t      

بالتعويض في المعادلة التفاضمية نجد أفّ  F tيمثؿ حلّاً ليا . 
 : احسب التكامؿ.8

  1

2

0

ln 1

1

x
I dx

x




 

 لنضع

  
 

2

0

ln 1

1

t tx
I t dx

x




 

مف الواضح أفّ  1I I ّوأف  0 0I  
 :بتطبيؽ دستور ليبتز، نجد

  

  
 2

22

0

ln 1

11 1

t td I t x
dx

dt txt x


 

 
 

  
 

 2 2

2 22

ln 1 ln 1arctg

1 12 1

t tt t

t tt

 
   

 
 

 وبالتالي فإفّ 

    
 

2

22

ln 1 arctg

12 1

td I t t t

dt tt


 


 

 :ومنو
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  
 2

2 2

0 0

ln 11 arctg

2 1 1

t tt t t
I t dt dt

t t


 

   

لـ نضؼ ثابتاً لأفّ ) 0 0I ) وبتطبيؽ دستور التكامؿ بالتجزئة عمى التكامؿ: 

 
2

0

arctg

1

t
t t

dt
t 

 :نجد

    21
arctg ln 1

2
I t t t   

1tبوضع  نجد : 

 ln 2
8

I


 

ذؿؽاؿؾةذاؾتؽاؿلذاؾتابعذؾودقط

ليكف  ,f x tتابعاً مستمراً في المستطيؿ المغمؽ  
   , : ,x t a x b c t d   D= 

 لندرس الآف إمكانية مكاممة التابع

    , ;

b

a

F t f x t dx c t d   

 مف أجؿ ذلؾ لنورد المبرىنة الآتية
ذذصقغةذػوبقني(6.1.4)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x tتابعاً مستمراً عمى المستطيؿ المغمؽ  
   , : ,x t a x b c t d   D= 

 :فإفّ 

    , ,

d b b d

c a a c

dt f x t dx dx f x t dt    

ذ
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ذاؾبرفان

 لنأخذ التابعيف

    1 ,

y b

c a

L y dt f x t dx   

    2 ,

yb

a c

L y dx f x t dt   

مف الواضح أفّ      1 2 0L c L c  . لنبرىف الآف أنّو أياً كانتc y d  ّفإف 
   1 2L y L y .في الواقع لدينا: 

    1 ,

b

a

L y f x y dx   

 كما أنّو استناداً إلى صيغة ليبتز

    2 ,

yb

a c

d
L y f x t dt dx

dy

 
    

 
  

  ,

b

a

f x y dx  

 :أي أفّ 
      1 2 ; ,L y L y y c d    

 :وبالتالي فإفّ 
      1 2 ; ,L y L y y c d   
 وبالتالي
    1 2L d L d 

 .وىو المطموب
ذؿلاحظة

 :يمكف تعميـ المبرىنة السابقة لتأخذ الشكؿ
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إذا كاف  ,f x tتابعاً مستمراً في المستطيؿ المغمؽ  
   , : ,x t a x b c t d   D= 

cفإنّو مف أجؿ أي  d صحيحةة تكوف العلاقة الآتي  

    , ,

T b b

c a a c

dt f x t dx dx f x t dt



    

ذؿلاحظة

إفّ المبرىنة السابقة تفقد صحتيا إذا لـ يكف  ,f x t ًبغية إثبات ذلؾ .  مستمرا
 :لنورد المثاؿ الآتي

ذؿثال

 ليكف لدينا

    
   

   

2 2

2
2 2

; , 0,0
,

0 ; , 0,0

x t
x t

x tf x t

x t

 


 




 

مف الواضح أفّ  ,f x t ليس مستمراً عند  0,0 ّكما أف ،: 

 
 

11 1 12 2

2 2 22 2
00 0 0

4

x t t
A dt dx dx

x tx t


 

         
 

   

 مف ناحية ثانية

 
 

1 1 12 2

2 22 2
0 0 0

1 4

x t dt
A dx dt

tx t


 

     
  
 

   

Aأي أفّ  B وبالتالي المبرىنة غير صحيحة وذلؾ لكوف  ,f x tغير مستمر . 
ذؿثال

 لنأخذ التابع
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  
   

   

2
5 2

4 3

2
; , 0,0

,

0 ; , 0,0

t
x x

e x t
f x t t t

x t


 

  
  




 

 المعرؼ عمى المستطيؿ
   , : 0 1 , 0 1x t x t   D = 

 :مف الواضح أفّ 

  
1 1

0 0

1
,A dt f x t dx

e
    

  
1 1

0 0

1 1
,

2
B dx f x t dt

e
     

Aأي أفّ  B. 
ذؿثال

احسب            
1

0

; , 0
ln

b ax x
I dx a b

x


  

 بما أفّ 

 
ln

bb a
t

a

x x
x dt

x


  

 :فإفّ 

 
1 1

0 0

b b

t t

a a

I dx x dt dt x dx     

 
1

1

0
1

b t

a

x
dt

t




 

 1
ln

1 1

b

a

dt b

t a


 

  

ذ
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ذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذاؾتابعةذؾودقط.ذ2§

ذ

سبؽ أف وجدنا أفّ ىناؾ نوعيف مف التكاملات المعتمة الأمر الذي يقتضي وجود 
عند توسيع مفيوـ التكاملات التابعة لوسيط . نوعيف مف التكاملات المعتمة التابعة لوسيط

ليؤوؿ إلى التكاملات المعتمة التابعة لوسيط لا بد أف نعير مفيوـ التقارب المنتظـ أىمية 
كبيرة في التكاملات المعتمة التابعة لوسيط، إذ أنّو عمى سبيؿ المثاؿ، يصبح تطبيؽ 

صيغة ليبتز عمى التكاملات المعتمة التابعة لوسيط غير صحيح في الحالة العامة إلّا بعد 
فرض شرط إضافي والذي يتمخص في أف يكوف التكامؿ المعتؿ متقارب بانتظاـ، الأمر 

 :الذي يحدده التعريؼ الآتي
ذ(6.2.1)تعرقفذ

ليكف  ,f x t تابعاً معرفاً مف أجؿ جميع قيـ a x ومف أجؿ جميع قيـ 
t ولنفرض أفّ التكامؿ ،: 

(6.2.1)    , , ;

A

a

F A t f x t dx a A   

 : عمى النحوtموجود، عندئذٍ يعرّؼ التكامؿ المعتؿ مف النوع الأوؿ التابع لموسيط 

      , lim ,
A

a

I t f x t dx F A t




  

Aأمّا إذا كانت   وكاف التابع في جوارىا غير محدود فإنّو يتعرؼ لدينا التكامؿ 
 .tالمعتؿ مف النوع الثاني التابع لموسيط 

ذ(6.2.2)تعرقفذ

 :، إذا تقارب التكامؿT إنّو متقارب عمى (6.2.1)نقوؿ عف التكامؿ 

    0 0,

A

a

F t f x t dx  

Aفي حالتي )   أو  0,f x tو A  ) 
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ذ(6.2.3)تعرقفذ

نقوؿ عف التكامؿ    ,

A

a

F t f x t dx  المتقارب عمى المجموعة T إنّو 

0، إذا وجد مف أجؿ أي عدد موجب Tمتقارب بانتظاـ عمى   عدد  0 0A A  
 : بحيث تتحقؽ المتراجحةtلا يتعمؽ بػ 

(6.2.2)  
1

,

A

A

f x t dx  

tوذلؾ ميما تكف  Tو 
0 1A A A . 

Aمف الواضح أنّو إذا كاف   فإنّنا نحص عمى التقارب المنتظـ لمتكاملات المعتمة مف 
Aالنوع الأوؿ، أمّا إذا كاف    وكاف  ,f x t غير محدود عمى مجاؿ المكاممة 

 ,a Aفإنّنا نحصؿ عمى التقارب المنتظـ لمتكاملات المعتمة مف النوع الثاني . 
مف الواضح أفّ التقارب المنتظـ لمتكاملات المعتمة يرتبط ارتباطاً وثيقاً بالتقارب المنتظـ )

  (.[ ]راجع - لمسلاسؿ
ذ(6.2.1)ؿبرفـةذ

 :إذا كاف التكامؿ

    ,

A

a

F t f x t dx  

 : فإفّ الشرطييف الآتييف متكافئافTمتقارباً عمى المجموعة 
I.  التكامؿ متقارب بانتظاـ عمىT. 

II.   
1

1

lim sup , 0

A

A A t T
A

f x t dx
 

 

ذاؾبرفان

II I 
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 محققة، عندئذٍ استناداً إلى تعريؼ التقارب المنتظـ لمتكامؿ المعتؿ Iبفرض أفّ 
0 يوجد مف أجؿ أي (6.2.3)  عدد  0A A  لا يتعمؽ بػ t مف أجمو تتحقؽ 

 المتراجحة

  
1

,

A

A

f x t dx  

tمف أجؿ جميع  T و  0 1A A A   .وبالتالي: 

    
1

0 1sup , ;

A

A

f x t dx A A A       

Iبأسموب مماثؿ يمكف إثبات أفّ . IIالأمر الذي يقتضي تحقؽ  II. 
 :لنستعرض التكامؿ

(6.2.3)    , ,
a

F t f x t dx



   

 Tعمى أفّ تقارب التكامؿ بانتظاـ عمى المجموعة  ([ ] انظر )يمكف البرىاف بسيولة 
يكافئ انتياء التابع  ,F t  بانتظاـ إلى التابع  F tالمعرؼ بالعلاقة  

    ,

A

a

F t f x t dx  

 .A إلى وذلؾ عندما تنتيي 
ذ

ذاختباراتذاؾتؼاربذالدـتظمذؾؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذاؾتابعةذؾودقط

ذاختبارذواقرذتراسذؾؾتؼاربذالدـتظم.ذ1

ذ(6.2.2)ؿبرفـةذ

 :ليكف لدينا التكامؿ

    ,

A

a

F t f x t dx  
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، إذا وجد تابع غير سالب Tعندئذٍ يتقارب التكامؿ بانتظاـ عمى المجموعة  x 
]معرؼ عمى المجاؿ  , )a A وقابؿ لممكاممة وفؽ ريماف عمى أي مجاؿ جزئي 

 [ , ) ,a A a بحيث يكوف ،: 
1.    , , .f x t x t T a x A     

 التكامؿ .2 
A

a

x dxمتقارب . 

ذاؾبرفان

 استناداً إلى اختبار المقارنة نجد أفّ التكامؿ

    ,

A

a

F t f x t dx  

tمتقارب إطلاقاً وبالتالي متقارب أيّاً كانت  T . ّبما أف 
A

a

x dx متقارب فإنّو مف 

0أجؿ أي   يوجد  0A A  ّبحيث أف : 

    
1

0 1,

A

A

x dx A A A      

 :وبالتالي فإفّ 

      
1 1 1

, ,

A A A

A A A

f x t dx f x t dx x dx      

tوذلؾ أيّاً كانت  T1 وA المحققة لممتراجحة  0 1A A A  . 
ذؿثال

أثبت أفّ التكامؿ المعتؿ     2 2

0
1

dx
F t

x t




  متقارب بانتظاـ عمى . 

في الواقع، لنأخذ بمثابة التابع  x: 

   2

1

1
x

x
 


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 :عندئذٍ مف الواضح أفّ 

 
2 2 2

1 1
; , [0, )

1 1
t x

x t x
    

  
 

 :أضؼ إلى أفّ 

 
2 0

0

arctg
1 2

dx
x

x





 

 

 .وبالتالي استناداً إلى اختبار وايرشتراس ينتج أفّ التكامؿ المعطى متقارب
ذاختبارذؽوذيذؾؾتؼاربذالدـتظم.ذ2

ذ(6.2.3)ؿبرفـةذ

 الشرط اللازـ والكافي كي يتقارب التكامؿ المعتؿ

    ,

A

a

F t f x t dx  

0، ىو أف يوجد مف أجؿ أي Tبانتظاـ عمى المجموعة   1 عددA A بحيث 
 :تتحقؽ المتراجحة

  ,

A

A

f x t dx 




 

tوذلؾ أيّاً كانت  T و ,A A  1 بحيث ,A A A A  . 
ذاؾبرفان

 .(6.2.3)ينتج بالاستفادة مف التكامؿ 
ذ(6.2.4)ؿبرفـةذ

إذا كاف    , , ,f x t g x t تابعيف معرفيف مف أجؿ a x  و 
t T  وكاف  ,f x t تابعاً مستمراً بالنسبة لػ x وكاف  ,g x t قابلًا للاشتقاؽ 

g ومشتقو xبالنسبة لػ 

x




 :عندئذٍ إذا كاف. x مستمراً بالنسبة لػ 
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1.  ,g x t تابعاً مطرداً بالنسبة لػ x مف أجؿ أي t T وكاف 
 lim , 0

x
g x t


 بانتظاـ عمى T. 

 التكامؿ .2 ,

A

a

f x t dx



 محدوداً بالنسبة لػ xو A  عمى المستطيؿ 

[ , )a T  .فإفّ التكامؿ: 

    , ,
a

g x t f x t dx



 

 .Tمتقارب بانتظاـ عمى المجموعة 
ذؿثال

 :أثبت أفّ التكامؿ

   2

1

sin

1

x xt
F t dx

x




 

]متقارب بانتظاـ عمى المجموعة  , ) ; 0T     
 لنأخذ بمثابة التابعيف

     2
, sin , ,

1

x
f x t xt g x t

x
 


 

مف الواضح أف  ,g x t 1]عمى  (متناقص) مطرد, ) ّوأف  
  lim , 0

x
g x t


 

وبما أفّ  ,g x t لا يتعمؽ بػ t 1] فإنّو ينتيي إلى الصفر بانتظاـ عمى المجاؿ, ) 
 أضؼ إلى أفّ 

  
0 0

2
, sin

A A

f x t dx xt dx


 

   

أي  ,f x t محدود بالنسبة لػ xوبالتالي فإفّ التكامؿ متقارب بانتظاـ . 
ذ

ذ
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ذ.اختبارذآبلذؾؾتؽاؿلذالدعتلذاؾتابعذؾودقط.ذذ3

ذ(6.2.4)ؿبرفـةذ

إذا كاف    , , ,f x t g x tتابعيف معرفيف عمى  
   , : ,x t t T a x   D= 
وكاف  ,f x t قابلًا لممكاممة بالنسبة لػ x في أي مجاؿ [ , ) [ , ]a a A وكاف  

  ,
a

f x t dx



 

tمتقارباً بانتظاـ بالنسبة لػ  T . وكاف ,g x t تابعاً مطرداً بالنسبة لػ x ًومحدودا 
x,بالنسبة لمتغيريو  tفإفّ التكامؿ : 

      , ,
a

F t f x t g x t dx



  

 .Tيكوف متقارباً بانتظاـ عمى المجموعة 
 :في الواقع، إفّ إثبات صحة المبرىنة ينطمؽ مف مبرىنة القيمة الوسطى إذ أفّ 

           , , , , , ,

A A

A A

f x t g x t dx g A t f x t dx g A t f x t dx





 

    

بما أفّ  ,
a

f x t dx



 0 متقارب بانتظاـ فإنّو مف أجؿ أي  يوجد  0 0A A  لا 

0A بحيث أنّو مف أجؿ أي tيتعمؽ بػ  A A  يكوف : 

  ,
2

A

A

f x t dx
k




 

حيث  ,g x t k .بالتالي: 

    , ,

A

A

f x t g x t dx 


 

ذ



299 

ذاختبارذدقرخؾقه.ذ4

ذ(6.2.5)ؿبرفـةذ

إذا كاف    , ,

A

a

F A t f x t dx  تابعاً محدوداً مف اجؿ جميع t T وجميع 

A aأي إذا كاف ،: 
  , , ,F A t k t A  

 وكاف
  lim , 0 ,

x
g x t t T


   

 :عندئذٍ يكوف التكامؿ

      , ,
a

F t f x t g x t dx



  

 .متقارب بانتظاـ
  ([ ] انظر –يترؾ البرىاف لمطالب )

ذؿثال

 ادرس التقارب المنتظـ لمتكامميف

  
2

1

0

, 0t xF t e dx t



     

  
 

2 2

2 2
2 2

1

,
t x

F t dx t
x t




     


 

مف الواضح أنّو مف أجؿ  1F tنجد : 
 22

0

0,
t xt xe e t t
     

]0نجد أفّ التكامؿ متقارب بانتظاـ في  (؟)وبالتالي فإنّو استناداً إلى اختبار آبؿ  , )t . 
أمّا مف أجؿ  2F t ّفإنّو مف الواضح أيضاً أف : 
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 

2 2

2 22 2

1

A

t x A
dx

A t Ax t




 


 

 .الأمر الذي يبرىف التقارب المنتظـ
ذ

ذخواصذاؾتؽاؿلاتذالدعتؾةذاؾتابعةذؾودقط

ذاؾـفاقاتذوالادتؿرار.ذ1

أوؿ ما يتبادر إلى ذىف القارئ عند الحديث عف النيايات ىو النظر إلى المبادلة 
 .بيف النيايات بالنسبة لمتحولات مختمفة

 .بغية ذلؾ نورد المبرىنة الآتية التي تخص نياية التكامؿ المتعمؽ بوسيط
ذ(6.2.6)ؿبرفـةذ

ليكف  ,f x t تابعاً قابلًا لممكاممة كتكامؿ معتؿ بالنسبة لػ x عمى أي مجاؿ 
جزئي مغمؽ  ,a A مف المجاؿ [ , )a  0 ولنفرض أنّو مف أجؿ أيt T يتقارب 

التابع  ,f x t بانتظاـ بالنسبة لػ x إلى التابع  xوأفّ التكامؿ  

    ,
a

F t f x t dx



  

tمتقارب بانتظاـ بالنسبة لػ  Tعندئذٍ يكوف ،: 

(6.2.3)      
0 0

lim , lim ,
t t t t

a a a

f x t dx f x t dx x dx
  

 
    

ذاؾبرفان

 :في الواقع لدينا

        
0

lim , ; , ,

A A

t t
a a

F A t x dx F A t f x t dx


   

 :مف ناحية ثانية لدينا
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    lim , ,
A

a

F A t f x t dx




  

ذ(6.2.7)ؿبرفـةذ

ليكف  ,f x t تابعاً معرفاً عمى الجداء الديكارتي لممجموعتيف X T . ولنفرض
 أفّ النيايتيف موجودتاف

    
0

lim , ;
t t

x f x t x X


   

    
0

lim , ;
x x

t f x t t T


   

إذا كاف التابع  ,f x t ينتيي إلى إحدى النيايتيف  x أو  t بانتظاـ 
 عندئذٍ تكوف النيايتاف

    
0 0 0 0

lim lim , lim lim ,
x x t t t t x x

f x t f x t
   

 

 ] انظر [ اؾبرفان

ذ(6.2.8)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x t تابعاً معرفاً ومستمراً بالنسبة لمتحوليو ,x tعمى المستطيؿ  
   , : ,x t a x b t    D= 
aحيث  b   و      

عندئذٍ إذا تقارب التكامؿ    ,

b

a

F t f x t dx  بانتظاـ عمى المجموعة  ,  فإنّو 

 .يكوف تابعاً مستمراً عمى ىذا المجاؿ
ذاؾبرفان

0tفي الواقع أيّاً كانت    ّفإف  ,f x t ينتيي بانتظاـ إلى  0,f x t 
 عمى المجاؿ 0t إلى tعندما تنتيي  ,a bوبالتالي  

        
0 0

0 0lim lim , ,

b b

t t t t
a a

F t f x t dx f x t dx F t
 

    

 .وىو المطموب إثباتو
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ذ(6.2.9)ؿبرفـةذ

ليكف  ,f x tتابعاً معرفاً ومستمراً بالنسبة لمتحوليو عمى المستطيؿ  
   , : ,x t a x b t    D= 
aحيث  b   و      

عندئذٍ إذا تقارب التكامؿ    ,

b

a

F t f x t dx  بانتظاـ عمى المجاؿ  ,  ّفإف : 

      , ,

b b

a a

F t dx dt f x t dx dx f x t dt

  

  

      

ذؿلاحظة

 يمكف تعميـ المبرىنة السابقة إلى الحالة التي يكوف فييا
 ,a b        

 .أي عندما تكوف إشارتا التكامؿ عائدتيف إلى تكامؿ معتؿ
ذالدػاضؾةذوالدؽاؿؾة.ذ2

ذ(6.2.10)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x t تابعاً معرفاً ومستمراً بالنسبة لػ x مف أجؿ a x ومف أجؿ 
t في المجاؿ  ,c d وكاف  ,f x t يممؾ مشتقات جزئية مستمرة بالنسبة لمتحوليو 

,x tوكاف التكامؿ  

    ,

b

a

F t f x t dx  

cمتقارباً بانتظاـ بالنسبة لجميع  t d  ّفإف  

    ,

b

t

a

F t f x t dx   

ذاؾبرفان

 :لندرس النسبة
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        , ,b

a

F t t F t f x t t f x t
dx

t t

   


  

 :بما أفّ 

(6.2.4)    
 

0

, ,
lim ,t
t

f x t t f x t
f x t

t 

 



 

aوذلؾ أيّاً كانت  t A  ّ0 تتقارب بانتظاـ عندئذٍ مف أجؿ أي (6.2.4)، وبما أف  
يوجد 

0A a بحيث أنّو مف أجؿ أي  
0A A A  يكوف : 

(6.2.5)    , , ,

A

t

A

f x t dx t c d


   

 :وبالتالي

    , ,A

A

f x t t f x t
dx

t



 


 

A,بتثبيت  A نجد أفّ مشتؽ التابع  

    ,

A

A

F t f x t dx



  

 وفؽ صيغة ليبتز يعطى بالعلاقة

    ,

A

t

A

F t f x t dx



   

  أفّ (6.2.5)مف الواضح استناداً إلى العلاقة 
  t   

 :وأفّ 

        , ,A

A

t t t f x t t f x t
dx

t t

  
   


  

  t t  
 :وأف

  t t      
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 أي أفّ 

    , ,A

A

f x t t f x t
dx

t



 


 

 .وىو ما يثبت صحة المبرىنة
ذأؿثؾة

  أثبت أفّ .1

  

 

22

0

2 1 !!

2 2 !!

n x
n

x e dx
n







 

 في الواقع انطلاقاً مف العلاقة

 2
1

2

0
2

axe dx a





  

 مع الأخذ بعيف الاعتبار التقارب المنتظـ بالنسبة لػ aوبالاشتقاؽ بالنسبة لموسيط 
00 a a  

 2
3

2 2

0

1

2 2

axx e dx a





  
   

 
 

 : مرة، نجدnوىكذا بالاشتقاؽ 

  

 

2
1

2 2

0

2 1 !!

2 2 !!

n
n ax

n
x e dx a

n




 



 

1aفي حالة خاصة، ومف أجؿ  يتـ إثبات صحة المساواة . 

 أثبت أفّ                   .2
0

!n xx e dx n



  

 في الواقع مف العلاقة

 
0

1axe dx
a



  
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 وبحكـ التقارب المنتظـ بالنسبة لػ a مرة بالنسبة لموسيط nوبالاشتقاؽ
00 a a  ،

 :نجد

 
1

0

!n ax

n

n
x e dx

a






 

1aومف أجؿ  ف نجد: 

 
0

!n xx e dx n



  

ذ(Fresnel)تؽاؿلاذػرقـلذ.ذ3

 احسب التكامميف الآتييف

 2 2

0 0

sin , cosI x dx J x dx

 

   

2xفي الواقع، بفرض  t ّنجد أف : 

 
0 0

1 sin 1 cos
,

2 2

t t
I dt J dt

t t

 

   

 :بما أفّ 

 2

0

1

2

t ye dx
t




   

 :نجد أفّ 

 2

0 0 0

sin 2
2 sin t yt

I dt t dt e dy
t 

  

    

 
4

0

2 2

1 22 2

dy

y

 

 



   
 

 وبالمثؿ

 2
2

2

0 0 0

2 2
2 cos

1 2

t y y
J dy t e dy dy

y



 

  

   
   
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1نجد أفّ    

2 2
I J


  

ذتؽاؿلاذلابلاس.ذ4

 احسب التكامميف

 
2 2 2 2

0 0

cos sin
,

x x x
I dx J dx

x x

 

 

 

 
   

,حيث  0  . 
 :في الواقع بما أف

  2 2

2 2

0

1t x
e dt

x






 


 

 فإنّنا نجد

  2 2
2 2

0 0 0 0

cos cos
t x t t xI x dx e dt e dt e x dx
  

   
        

 2
2

0
2 4

te dt
t t

 


 
  

 2 2
2

0 4

ye dt
t t

 




 
  

 2 2
2

0
4

ye dx 




 
  

 
2

e  



 

و                           
2

J e    

1مف أجؿ   تتحقؽ المساوايتيف . 
 إذا كاف .5  cosf t atأوجد : 
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 ()     
2

x t
F x e f t dt


 



  

xفي الواقع بإجراء تغيير في المتحوؿ بأف نضع  y t نجد : 

  
2 2cos sin
cos sint ta x a x

F x e at dt e at dt
 

 

 

 

   

 :مف الواضح أفّ الحد الثاني مف الطرؼ الأيمف يساوي الصفر وبالتالي فإفّ 

  
2

0

2cos
costa x

F x e at dt




  

بالأخذ بعيف الاعتبار أفّ  , cosf a t atتابع مستمر مف أجؿ  
 , 0a t    

، aفإفّ التكامؿ متقارب  بانتظاـ وذلؾ اعتماداً عمى اختبار وايرشتراس بالنسبة لموسيط 
كما أفّ  F x كتابع لموسيط a ىو ومشتقو مستمراف بالنسبة لػ a .وبالتالي: 

  
2

0

costI a e at dt



  

  
2 2

00

1
cos sin

2

x tI a x e a x dx e at
a



      

  
2

0

cos
2 2

ta a
e at dt I a



   

 ومنو

     0
2

a
I a I a   

 :أي أفّ 

  
2

4

a

I a c e


 
0aلتحديد الثابت لدينا مف أجؿ   

                                                 

 .تعرؼ العلاقة أعلاه ما يسمى بتحويؿ وايرشتراس (*)
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  
2

0

1
0

2

xI e dx 


  

 أي أفّ 

    
2

4 0
a

I a e a
a

 

  

 
 .نأتي الآف إلى مكاممة التكاملات المعتمة التابعة لوسيط

ذ(6.2.11)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x tتابعاً معرفاً ومستمراً عمى المستطيؿ  
   , : ,x t a x c t d  D = 

 وكاف التكامؿ المعتؿ

      , lim ,
A

a

F t f x t dx F A t




  

متقارب بانتظاـ بالنسبة لػ  ,t c d ٍعندئذ ،: 

(6.2.6)    , ,

d d

c a a c

dt f x t dx dx f x t dt

 

    

ذاؾبرفان

aفي الواقع مف أجؿ أي  x A نجد : 

    , ,

d A A d

c a a c

dt f x t dx dx f x t dt    

 بما أفّ 

    ,
a

F t f x t dx



  

 : فإفّ tتابعاً مستمراً بالنسبة لػ 
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    lim , ,

d A d

A
c a c a

dt f x t dx dt f x t dx




    

 .وىو المطموب برىانو
ذ(6.2.12)ؿبرفـةذ

إذا كاف  ,f x tتابعاً مستمراً بالنسبة لمتحوليو في المستطيؿ  
   , : ,x t a x c t D = 

 فإفّ وجود كلّاً مف التكامميف

    , , ,
c a

f x t dt f x t dx

 

  

c في tوتقاربيما المنتظـ بالنسبة لػ  t وبالنسبة لػ x عمى a x A  وفي حاؿ 
 تقارب أحد التكامميف

    , , ,
c a a c

dt f x t dx dx f x t dt

   

    

 :فإفّ 

    , ,
a c c a

dx f x t dt dt f x t dx

   

    

 .(يترؾ لمقارئ) اؾبرفان

ذؿثال

 ليكف لدينا

  
 

2
, ; 0 1 , 1

t x
f x t t x

x t


   


 

مف الواضح أفّ  ,f x t ّلا يحقؽ شروط المبرىنة السابقة وليذا فإف  

    
1 0 0 0

, 1 , , 1dx f x t dt dt f x t dx

   

      

 .أي إنيما غير متساوييف
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 تمارقنذغيرذمحؾوؾة
 :أثبت أفّ . 1

    
cos

sin

cos
1) ln ln sin ln cos

sin
x dx





 
   

 


     

  cos ln sin     

 
2

0

2) sin 0
d

xdx
d





 


 

 
2 2

2 2 6 4 2 223) 2 2

y y

x y y y x y

y y

d
e dx y e e y x e dx

dy

       

 :استناداً إلى دساتير مشتؽ التكامؿ التابع لوسيط احسب التكاملات الآتية. 2

  
0

1
1) ; 1

a x

x

e
dx a

x e

 
  

  
1

2
0

arctg
2) ; 0 1

1

ax
dx a

x x
 


 

 
 

 
2

0

arctg
3) ; 0 1

1

ax
dx a

x x



 


 

  
 2

0

ln 1 cos
4) ; 1

cos

a x
dx a

x

 
 

  2

0

1
5) ; 0

a xe
dx a

x

 
 

2عمماً أفّ  )

0

1

2

a xe dx
a




 )  

  
2

0

6) ; 0
tg

x
dx a

x



 
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احسب التكامؿ : توجيو ) 2

0

arctg tg

tg

a x
dx

x



)  

 أثبت صحة المساواة. 3

 2

0

; 0
2

z xe dz a
x




   

2استفد مف تكامؿ بواسوف : توجيو )

0
2

ze dz




 )  

 (تكاملا فرينؿ في الانكسار)ومف ثـ احسب التكامميف 

 
0 0

cos sin
;

x xx
dx dx

x x

 

  

 :أثبت صحة المساواة. 4

  
22

2 2

0

1
ln sin ln ; 1

2

a a
a d a



  
 

   

 :أثبت صحة المساواة. 5

  2

0

ln 1 2 cos 0 ; 1r x r dx r



    
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 جدول المصطمحات العممية
  عربي–انكيمزي 

 
A 

  

 Absolute مطمؽ

 convergence -   تقارب مطمؽ

 value -   قيمة مطمقة

 Amplitude سعة

 Analytic تحميمي

 function -   تابع تحميمي

 Argument عمدة، دليؿ

 Asymptotic expansion نشر مقارب

  

B 

  

 Bessel function تابع بسؿ

 differential equation -   معادلة بسؿ التفاضمية

 Beta function التابع بيتا

 Boundary conditions شروط حدية
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C 

  

 Coefficients أمثاؿ

 Complementary متمـ

 error function -   تابع الخطأ المتمـ

 Complex مركب

 plane -   المستوي المركب

 variable -   متحوؿ مركب

 Conjugate مرافؽ

 Continuity استمرار

 Continuous مستمر

 Contour محيط

 Convergence تقارب

 Convolution  طي–مقروف 

 theorem -   نظرية الطي

 Coordinates إحداثيات

 Cosine integral التجيب التكاممي

 Criterion معيار

 - Abel's    معيار آبؿ

 - Cauchy's    معيار كوشي

 - Comparison    معيار المقارنة

  - Weierstrass's    معيار وايرشتراس

 Cylindrical أسطواني
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 coordinates -   إحداثيات أسطوانية

  

D 

  

 Definite محدد

 integral -   تكامؿ محدد

 Derivative مشتؽ

 Determinant معيف

 Differentiable function تابع قابؿ للاشتقاؽ

 Differential equation معادلة تفاضمية

 Dimension بعد

  

E 

  

 Error function تابع الخطأ

 Essential singularity شذوذ أسي

 Euler's constant ثابت أولر

 formulas -   علاقات أولر

 integral -   تكامؿ أولر

 Even زوجي

 Expansion نشر
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F 

  

 Factorial عاممي

 Fresnel integral تكامؿ فرينؿ

 Function تابع

 Fundamental أساسي

  

G 

  

 Gamma function التابع غاما

 General عاـ

 solution -   حؿ عاـ

 Gradient تدرج

  

H 

  

 Harmonic توافقي

 Heat equation معادلة الحرارة

 Homogenous متجانس

 Hypergeometric فوؽ ىندسي

 function -   تابع فوؽ ىندسي

 series -   سمسمة فوؽ ىندسية

  

 I 
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 Improper معتؿ

 integral -  تكامؿ معتؿ

 Imaginary تخيمي

 part -   جزء تخيمي

 Independent مستقؿ

 Initial Conditions شروط ابتدائية

 Interval مجاؿ

 Inverse مقموب

  
L 

  
 Laplace's Integral تكامؿ لابلاس

 Legender function توابع ليجاندر

 polynomials -   كثيرات حدود ليجاندر

 Limit نياية

 comparison test -   اختبار المقارنة بالنياية

 Linear خطي

  
M 

  
 Mathematical induction استقراء رياضي

 Multiplication جداء
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O 

  
 Odd فردي

 Operator مؤثر

 Order مرتبة

 of a pole -   مرتبة القطب

 Ordinary عادي

 differential equation -   معادلة تفاضمية عادية

 point -   نقطة عادية

 Orthogonal متعامد

 Orthogonal function توابع متعامدة

 Orthonormal function  منظمة–توابع متعامدة 

 Oscillations اىتزازات

  
P 

  
 Parseval's formulas علاقة بارسيفاؿ

 Partial جزئي

 derivative -   مشتؽ جزئي

 differential equation -   معادلة تفاضمية جزئية

 Period دور

 Periodic function تابع دوري
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 Polar قطبي

 coordinates -   إحداثيات قطبية

 Poles أقطاب

 Polynomial كثير حدود

  
R 

  
 Radius نصؼ قطر

 of convergence -   نصؼ قطر التقارب

 Real حقيقي

 part -   جزء حقيقي

 Recurrence Relation علاقة تدرجية

 Regular نظامي

 singular point -   نقطة شاذة نظامية

  
S 

  

 Sequence متتالية

 Series سمسمة

 expansion -   سمسمة النشر

 Sine integral الجيب التكاممي

 Singular شاذ

 point -   نقطة شاذة
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 Special functions توابع خاصة

 Symmetric تناظر

 Surface سطح

 System جممة

  
T 

  
 Table جدوؿ

 Transform تحويؿ

 - Laplace    تحويؿ لابلاس

 - Weierstrass    تحويؿ فايرشتراس

 Trigonometric مثمثي

 Test اختبار

 - Abel's    اختبار آبؿ

  - Comparison's    اختبار المقارنة

 - Dirichlet's    اختبار ديرخميو

 - Weierstrass's    اختبار وايرشتراس

  
U 

  
 Uniform convergence تقارب منتظـ

 Unit impulse function تابع النبضة الأحادية
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V 

  
 Variable متحوؿ

 Vector شعاع

 Vibration اىتزاز

  
W 

  

 Wave موجة

 equation -   معادلة موجية

 Weight وزف

 


