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 Course Description. وصف المقرر 1

غ والأساليب الرياضية، خصوصا حساب يهتم المقرر بإعطاء صورة متكاملة للنظرية الاقتصادية الجزئية باستخدام الصي
ومعادلات التفاضل والتكامل وجبر المصفوفات والمحددات والدوال المتجانسة. كما نستعرض تفاضل المتغيرات ونظرية أولير 

مبادئ بالإضافة إلى الأمثلية المقيدو وغير المقيدة. ويتم توظيف الطرق والأساليب الرياضية عبر أمثلة انطلاقا من المفاهيم وال
الاقتصادية مثل التغير الحدي والمرونات ونظرية توازن المستهلك ونظرية الانتاج والتكاليف وتوازن المنشأة وتعطيم الربح. 

جراء حلولها التوازنية.   ويساعد المقرر على ضبط فرضيات ونتائج النظرية الاقتصادية عبر صياغة النماذج وا 
 Course Objectives. أهداف المقرر 2

مكين الطالب من استخدام أدوات وأساليب التحليل الرياضي مع تطبيقات متعددة لاستيعاب المشاكل الاقتصادية ت •
 والمالية.

تدريب الطالب لكي يكتسب مهارات تصميم النماذج الرياضية المعبرة عن المشكلات الاقتصادية في إطار النظرية  •
 الاقتصادية.

باستخدام أساليب التحليل التي لات الاقتصادية واتخاذ القرارات الادارية السليمة تطوير قدرات الطالب للتعامل مع المعض •
  يقدمها مقرر الاقتصاد الرياضي.

  Course Materials . مواد المقرر3

 محمد فتحي علي و فريد الحسيني. مقدمة في الاقتصاد الرياضي.  • الكتاب الأساسي

 

• Chiang AC. and Wainwright K. Fundamental Methods of Mathematical 

Economics. McGraw Hill. 4th Edition, 2013. 

• Edward Dowling. Introduction to Mathematical Economics. 3th Edition, 

McGraw- Hill, 2001. 

• Sydsaeter K. and Hammond P. Essential Mathematics for Economic 

Analysis. 3th Edition, Prentice Hall, 2008. 

 

  .دار الميسرة للنشر والتوزيع .الاقتصاد الرياضي. (2012الوادي محمود حسين ) ،طعمة حسن ياسين •
  .( الرياضيات في العلوم الاقتصادية و التجارية ياقوت للخدمات المطبعية2004السيفو وليد إسماعيل ) ،مشعل زكية أحمد •

  .دار الجامعات المصرية ،مصر الإسكندرية رياضي.. أصول الاقتصاد ال(1978) محمد علي الليثي ولطفي لويز سيفين •

 مبادئ الرياضيات للاقتصاديين. )....(. أحمد صفي الدين عوض •

 

 Course Contents. محتويات المقرر 4
  الاقتصادي تطبيقالالدوال الرياضية في  1
 التفاضل في التطبيقات الاقتصادية  2
 النهايات والتطبيق الاقتصادي 3
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الدوال وتطبيقاتها  .1الفصل 

الاقتصادية 

 مفهوم الدالة .1

تعرف الدالة بأنها علاقة بين متغيرين أحدهما متغير مستقل والآخر متغير تابع. فمن 
أن مستوى معيشة الفرد يتوقف على ما يحصل عليه الفرد من دخل. فإذا المعروف 

. بالضرورة والعكس ليس صحيحا   نفقتهزاد دخل الفرد أدى ذلك إلى ارتفاع مستوى 
ودخل الفرد. فالدخل متغير مستقل  نفقةمعنى هذا أن هناك علاقة دالية بين مستوى ال

تغير فى الدخل. لذلك نستطيع القول بأن ة متغير تابع، أى يتغير تبعا  للنفقومستوى ال
فضلا  عن ذلك فإن العلاقة بين ثمن سلعة، والطلب  .مستوى المعيشة دالة فى الدخل

عليها هى علاقة دالية أيضا  فإذا ارتفع سعر السلعة قل الطلب عليها )انصرف الناس 
ذا انخفض سعرها فإن الطلب عليها يزداد. معنى هذا أن الطل ب على عن شرائها( وا 

السلعة يتحدد تبعا  لسعرها؛ إذن فسعر السلعة متغير مستقل والطلب عليها متغير تابع 
والدالة فى صورتها  ن الطلب على سلعة ما هو دالة فى سعر هذه السلعة.فإولذلك 

xfy)(     العامة تأخذ الشكل :  

(. xيتبـع التغيـر الـذى يطـرأ علـى ) y(. أى أن التغير فى x(  دالة فى )y:  )وتقرأ
 ( يسمى المتغير التابع.yيسمى المتغير المستقل، ) xلذلك فإن 

 دالة الخطيةال 2.

 الدالة الخطيةتعريف  1.2.
الدالة الخطية بالخصائص الآتية :تتميز   

 أنها دالة من الدرجة الأولى. .1
 تمثل بيانيا  بخط مستقيم. .2
bxay     تأخذ الشكل العام  .3  

  حيث

y  المتغير التابع 
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x  المتغير المستقل أو التفسيري 

a قيمة اقعامل التم ( طع الدالةy  عندماx  ) صفر = 

b ميل الخط = ظل الزاوية التي يصنعها الخط مع الاتجاه الأفقي  

 الدالة الخطية. تلامبمعا  b  ،aوتعرف  

 
 إيجاد معادلة الخط المستقيم.2. 2

لإيجااد قيماة ميال  و bو aلكتابة معادلة الخط المستقيم لا بد من معرفة قيمة المعاملين

y (12نقسم حجم التغير في   bالخط المستقيم  yyy )  علي حجم التغيار فايx 

(12 xxx ويوضح ذلك رياضيا كما يلي ) 

12

12

xx

yy

x

y
b









  

 كما يلي إيجاد معادلة الخط المستقيميمكن 

),( بمعلومية نقطتين : - 11 yxو),( 22 yx 

12

12

1

1

xx

yy

xx

yy









 

  مثال 

)2,2(دلة الخط المستقيم المار بالنقطتين أوجد معا 11  yx  8,4(و( 22  yx  

 

)2,2(نجد من النقطتين السابقتين ان   11  yx 8,4(و( 22  yx 

 إذن يمكن حساب قيمة الميل كالتالي

3
2

6

24

28

12

12 















xx

yy

x

y
b  

فاي معادلاة الخاط المساتقيم الابي أصا  ت  لإيجاد قيمة الثابت نعاو  أياا مان النقطتاين

 قيمة ميله معروفة

4

62

2*32

3









a

a

a

xay

 

xyمعادلة الخط المستقيم  34 

 بمعلومية الميل و نقطة واحدة -
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1

1

xx

yy
b




   

 أو     
)( 11 xxbyy   

( إذا كاان ظال الزاوياة التا   3،  2-المار بالنقطاة )  أوجد معادلة الخط المستقيم. مثال

 5-يساوى  xيصنعها الخط مع الاتجاه الموجب للم ور 

 معادلة الخط المستقيم

135

2155

)2()3)(5(5

)3(5)2(









xy

xy

xy

xy

 

 التمثيل البياني للدالة الخطية 3.2.
 بيانياً كالتالي لدالة الخطيةيمكن تمثيل ا

 

y 

a  دالااااة  طيااااة ميلهااااا موجااااب 

b < صفر 

x 
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 مثال 

032 ارسم الدالة الخطية التالية:   yx   

bxay لابد و أن نضعها عل  شكل الدالة العادية    

32ستكون الدالة   xy ،صفر >  2دالة  طية ميلها موجب   

)3;2*333()3;3(نرسااااااامها با تياااااااار نقطتاااااااين فقاااااااط :ماااااااث    yx 

)1;2()132*2;2(  yx (  2،  1( و ) 3،  3)نقطتين هما فال 

a 

x 

 دالاااااة  طياااااة ميلهاااااا ساااااالب

b > صفر 

y 
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 ف  الدالة xالمناظرة بالتعويض عن قيمة  yمل وظة :نوجد قيمة 

 

  تطبيقات اقتصادية4.2. 

 دالة الطلب 
: الكميات التاي يرباب المساتهلكون فاي شارائها مان سالعة أو  دماة  ا   فتارة الطلب

 .لرب ة مقترنة بالقدرة عل  الشراءية عند أسعار مختلفة ، عل  أن تكون ازمن

 0= نقطة الاصل 

3 

2 

1 

0 

4 

5 

1 2 3 4 5 

y 

x 
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فـاذا تغيـر سـعر السـلعة فـان  .علاقـة عكسـية الع قة بين سعر السلعة والكمية المطلوبة
 : الطلب يتغير في اتجاه معاكس

 انخفا  الطلب       زيادة السعر

  زيادة الطلب انخفا  السعر 

                  هي   دالة الطلب الخطية

bpaqd   

dq  الكمية المطلوبة 

p سعر السلعة 

a الكمية المطلوبة عندما يكون السعر مساويا للصفر 

b لة الطلب الخطية وهو ثابت ويمثل معاد  التغيار فا  الكمياة المطلوباة عنادما ميل دا

إشارة الميل سال ة لتد  علا  وجاود الع قاة العكساية  يتغير السعر بوحدة نقدية واحدة .

  بين الكمية المطلوبة والسعر.

 

( بأحااد المسسسااات  p( وسااعر الوحاادة ) dqالع قااة بااين الكميااة المطلوبااة ). مثااال

ريال تكااون الكميااة  1500التجاريااة بجاادة ع قااة  طيثااة ب يااو عناادما يكااون السااعر 

ريال  تزيااد الكميااة المطلوبااة إلاا   1000وحاادة ، وعناادما يصاا ح السااعر  20المطلوبااة 

 وحدة. 100

 

   المطلوب

 إيجاد دالة الطلب الخطيِة .1

  ريال 1200سعر بيع  إيجاد الكمية المطلوبة عند .2

 الحل

 دالة الطلب الخطيةِ .1

    ليتيناتنجد النقطتين ال المعطيات السابقة من
)20,1500( 11  dqp 100,1000(و( 22  dqp 

 إذن يمكن حساب قيمة الميل كالتالي
16.0

500

80

15001000

20100

12

12 


















pp

qq

x

y
b dd  
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إيجــاد قيمــة الثابــت نعــوض أيــا مــن النقطتــين فــي معادلــة الخــط المســتقيم الــذي 
 قيمة ميله معروفة أصبحت

260

160100

1000*16.0100

16.0









a

a

a

paqd

 

pqdمعادلة الخط المستقيم  16.0260 

 ريال. 1200الكمية المطلوبة عند سعر بيع  .2

681200*16.0260 dq  

   دالة العرض

العر  هو الكميات التي تربب الوحدات الإنتاجية إنتاجها وبيعها عناد أساعار مختلفاة 

 نة.    فترة زمنية معي

بمعنا  إذا تغيار  ساعر السالعة : الع قاة طرديثاة باين ساعر السالعة والكمياة المعروضاة

 سعر السلعة فان العر  يتغير في نفس الاتجاه: 

 زيادة العر      زيادة السعر

  انخفا  العر انخفا  السعر 

bpaqs               هي دالة العر  الخطية   

sq الكمية المعروضة 

p سعر السلعة 

a الكمية المعروضة عندما يكون السعر مساويا للصفر 

b  ميل دالة العر  الخطية وهو ثابت ويمثل معد  التغير ف  الكمية

إشارة الميل موج ة لتد   ة عندما يتغير السعر بوحدة نقدية واحدة.المعروض

  عل  وجود الع قة الطرديثة بين الكمية المعروضة والسعر.

 مثال 

ع قااة  pوسااعرها  sqياة المعروضااة ماان أحاد الأجهاازة الكهربائياة مالع قاة بااين الك 

جهااز وعنادما يرتفاع الساعر  20ريال يتم عار   400ان السعر  طية ب يو أنه إذا ك

 جهاز  100يتم عر   1600إل  

 

 المطلوب

 إيجاد دالة العر  الخطية  .1
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 جهاز 200إيجاد سعر ال يع عندما تكون الكمية المعروضة  .2

 

 ال ل.

 الخطيةِ. عر دالة ال .1

ــــــات الســــــابقة مــــــن ــــــين ال نجــــــد المعطي ــــــالنقطت )20,400(  ليتينات 11  sqp و
)100,1600( 22  sqp 

 إذن يمكن حساب قيمة الميل كالتالي
067.0

1200

80

4001600

20100

12

12 















pp

qq

x

y
b ss  

يجاد قيمة الثابت نعوض أيا مـن النقطتـين فـي معادلـة الخـط المسـتقيم الـذي أصـبحت لإ
 قيمة ميله معروفة

68.6

68.106100

1600*06667.0100

067.0









a

a

a

paqs

 

pqsمعادلة الخط المستقيم  06667.068.6  

 جهاز 200دما تكون الكمية المعروضة سعر ال يع عن  .2

295.18099
06667.0

68.1206

68.120668.6120006667.0

120006667.068.6







p

p

pqs

 

 توازن السوق

  مثال

حاادد سااعر التااوازن وكميااة التااوازن عناادما تكااون دالتااي العاار  والطلااب علاا  الن ااو 

 التالي :

  pqs 35        دالة العر 

  pqd 225    دالة الطلب 

   ال ل.
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sd  توازندالعن qq   

4
5

20

520

23525

35225









p

p

pp

pp

 

225*354*174 كمية التوازن تكونوبالتالي   sd qq 

 الأجل القصير فيالإنتاج وتكاليف الإنتاج 

 دالة التكاليف الخطية في الأجل القصير

اج حجم معاين مان من المعروف أن التكاليف الكلية ه  مقدار ما يت مله )ما يتكلفه( إنت

الإنتاج. وهبه التكااليف تتكاون مان جازأينج الجازء الأو  هاو التكااليف المتغيارة وها  

تعتمد عل  حجم الإنتاج، أى تازداد بزياادة هابا ال جام وتانقص بنقصاانه، أماا التكااليف 

 الإنتاج. فالتكاليف الثابتة لا تتغير بتغير حجم الإنتاج. ءالثابتة فه  التكلفة ال زمة ل د

 

 (FC) +  التكاليف الثابتة  (VC) =  التكاليف المتغيرة  (TC) التكاليف الكلية

ه  التكلفة الكلياة مقساومة علا  عادد الوحادات  Average costوالتكاليف المتوسطة 

 :فإن( q( وعدد الوحدات المنتجة هو )TCالمنتجة فإذا كانت التكاليف الكلية )

AC    التكاليف المتوسطة
q

TC
  

أما التكاليف ال دية فيمكن تعريفها بأنها تفاضل دالة التكاليف بالنس ة لكمياة الإنتااج أى 

MCTCالتكاليف الحدية                أن :
dq

TCd
 ')(

)(
 

 الصيغة العامة لدالة التكلفة الخطية
bqFCTC   

 FC  التكلفة الثابتة 

b      المتغيرة ميل دالة التكلفة = التكلفة ال دية = تكلفة إنتاج الوحدة الواحدة   

 q     حجم الإنتاج أو عدد الوحدات المنتجة  

 مثال
بأحاد المصاانع ع قاة  طياة ب ياو أناه  Cتكلفة الإنتااج و qالع قة بين كمية الإنتاج  

وحاادة تكااون  100ريال وعنااد إنتاااج  800وحاادة تكااون التكلفااة الكليااة  30عنااد إنتاااج 

 ريال. 1500التكلفة الكلية 
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   المطلوب

 إيجاد دالة التكلفة الخطية. .1

 وحدة 200إيجاد  تكلفة إنتاج  .2

 

 .الحل

 لخطيةِا دالة التكلفةدالة  .1

)800,30(  ليتيناتــــــنجــــــد النقطتــــــين ال الســــــابقة المعطيــــــات مــــــن 11  TCq و
)1500,100( 22  TCq ،إذن يمكن حساب قيمة الميل كالتالي 

10
70

700

30100

8001500

12

12 















qq

TCTC

x

y
b  

يجاد قيمة الثابت نعوض أيا مـن النقطتـين فـي معادلـة الخـط المسـتقيم الـذي أصـبحت لإ
 قيمة ميله معروفة

500

10001500

100*101500

10









a

a

a

qaTC

 

qTCلة الخط المستقيم معاد 10500 

10500*2500200  وحدة 200تكلفة إنتاج  .2 TC  

 دالة الاستهلاك

الاساااته ت يتوقاااف علااا  مساااتوى الاااد ل القاااومي : كلماااا زاد الاااد ل زاد الاساااته ت 

 دالة الاسته ت الخطية بالشكل التالي:تمثل فالع قة طردية بينهما. 
byac   

c  وتد  الاسته ت تمثلy   الد ل عل 

a  ال اد الأدنا  ل ساته ت أو  مستوى الاسته ت عند ما يكون الد ل مساويا للصفر(

 .سته تميل دالة الاسته ت = الميل ال دي ل   bوتمثل    حد الكفاف(

 مثال 
ب ياو أناه عناد  Yوالد ل القومي  Cبفر  أن الع قة  طية بين الاسته ت القومي 

% 65مليون ريال بالإضافة إلا   5المستويات المختلفة للد ل يكون الاسته ت مساويا 

ثام  قاة باين الاساته ت والاد لمعادلة الخط المستقيم التي توضح الع  دمن الد ل. أوج

 .مليون ريال 15الاسته ت عندما يكون الد ل 
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 الحل

YCالع قة هي :              65.05  

65.05*75.1415مليون ريال 15الاسته ت عندما يكون الد ل  C   

 الحدودالدوال المتعددة . 3

 يكتب علي الن و التالي xغيرذات المت ال دودمتعددة شكل العام للدوا  ال
)(xfy   

0

3

3

2

2

1

1 ....... axaxaxaxay n

n

n

n

n

n

n

n  









  

 أمثلة : 

01مثل :  2أك ر أس هو  الدالة التربيعية

2

2 axaxay   

01مثل :  3أك ر أس هو  الدالة التكعيبية

2

2

3

3 axaxaxay 
 
  

 الدوال الآسية 4. 

 يكتب علي الن و التالي xذات المتغير الآسيةدوا  شكل العام للال

)(xfy                
bxaey   

ba,: و العدد  حقيقية)ثوابت( قيمe: 718.2ذ ان إ ،الط يعي ماساس اللوباريتe 

 الدوال اللوغاريتمية 5. 

 يكتب علي الن و التالي xذات المتغير اللوباريتميةشكل العام للدوا  ال
)(xfy                )(bxLnay   

ba,  : ةبتاث معام ت. 
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 هوتطبيقات لـاضـالتف .2الفصل 

 الاقتصادية
  ـدمةمقــ .1

عرّفنا الدالة بأنها ع قة بين متغيرين أحدهما المساتقل والآ ار التاابع  و الا فصلف  ال

فاإذا فرضانا أن المتغيار  المساتقل. فاي قايم المتغيارتغيار الالبى يعتمد فا  تغياره علا  و

 العامة للدالة تأ ب الشكل : ( فإن الصورةy( والمتغير التابع هو )xالمستقل هو )

)(xfy   

( فإناه x( ولايكن )xفإذا حاد  تغـاـير صغـاـير جــاـداً فا  قيماة المتغيار المسـاـتقل )

(. yرة )( قاادyي ااد  ت عاااً لاابلك تغياار صااغير جااداً أيضاااً فاا  قيمااة المتغياار التااابع )

( يرمز لها بالرمز x( بالنس ة للتغير ف  )yنس ة التغير ف  )
x

y




. 

ومن هنا يمكننا تعريف مشتقة الدالة بأنها نهاية النس ة 
x

y




عندما يسو  مقادار التغيار  

(. وتساام  عمليااة إيجاااد المشااتقة الأولاا  x  0( إلاا  الصاافر ) أى عناادما xفاا  )

للدالة بعملية التفاضل ويرمز لها بالرمز 
dx

xdf

dx

dy
xfy

)(
)(''  حيو 

x

y

dx

dy

x 




 0
lim  

لغاة فا  الكثيار مان فارول العلام المختلفاة مثال ومما لا شك فيه أن التفاضل ذو أهمية با

الرياضاايات والفيزياااء والاقتصاااد وبيرهااا. فاان ن فاا  علاام الاقتصاااد مااث  نسااتخدم 

اقتصادية مثل المنفعة ال دية، والتكلفة ال دية، والإيراد ال دى، فما ع قاة  مصطل ات

تنااو  المثاا  ؟ وللإجابة علا  هابا الساسا  نمصطل ات الاقتصادية بعلم التفاضلهبه ال

ن الع قاة باين التكااليف وحجام الإنتااج ها  ع قاة إ التال  لك  يوضح لنا هبه الع قاة.

( هاا  y( هااو المتغيار المسااتقل والتكااليف )xدالياة حيااو أن عادد الوحاادات المنتجاة )

ف ت عااً لابلك. فاإذا فار  أن الكمياة المتغير التابع. فإذا زاد حجام الإنتااج زادت التكاالي

( زادت بمقاادار صااغير جااداً فااإن التكاااليف تزيااد بمقاادار صااغير جااداً أيضاااً xالمنتجااة )

وتكون التكاليف ال دياة ها  نهاياة النسا ة باين الزياادة فا  التكااليف والزياادة فا  حجام 

فر. أى أن التكااليف ال دياة ها  الإنتاج عندما تقترب الزيادة ف  حجم الانتااج مان الصا

المعامل التفاضل  الأو  لدالة التكااليف. وأيضااً الإياراد ال ادى هاو المعامال التفاضال  

 الأو  لدالة الإيراد، والربح ال دى هو المعامل التفاضل  الأو  لدالة الربح وهكبا.
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 القواعد الأساسية لحساب التفاضل  .2
 ،للدالة باستخدام الم ادئ الأولياة عملياة مطولاة نظراً لأن عملية حساب المشتقة الأول 

فإنه يوجد بعاض القواعاد التا  تساتخدم فا  إيجااد هابه المشاتقة بطريقاة أساهل وأسارل 

 قابلة ل شتقاق. ستخدموذلك دون استخدام النهايات. وسوف نفتر  أن الدوا  الت  ن

 [ :  مشتقة المقدار الثابت1قاعدة ]

axfyإذا كان     مقدار ثابت  a،  حيو   )(

'')(0فإن       xfy  

 مثال 
 أوجد المشتقة الأول  للدالة 

9)(  xfy  

 الحل
 [  نجد أن1باستخدام قاعدة ] 

0)(''  xfy  

   nx[ :  مشتقة الدالة 2قاعدة ]

nxxfإذا كان   )(    حيو ،n   عدد حقيق 

''1   فإن  )(  nnxxfy  

 مثال 
 الدوا  الآتية الأول  مشتقةالأوجد 

  (i ) 5)( 3  xxf  (ii) 2

5

)( xxf   

 (iii) xxf )(     (iv) 7)(  xxf  

 الحل

 (i )  5)( 3  xxf 
213'' 33)( xxxfy    

 = صفر لأنها مقدار ثابت. 5لاحظ أن تفاضل القيمة  

(ii)  2

5

)( xxf  

2

3
1

2

5

'

2

5

2

5
)( xxxf 



 

(iii)  xxf )( 
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1)( 011'   xxxf  

(iv)  7)(  xxf  
817' 77)(   xxxf  

[ :  المشددتقة الأولددق لمقدددار ضابددت مىددروباي فددق دالددة يسدداو   دد ا المقدددار 3قاعدددة ]

 الثابت مىروباي فق مشتقة   ه الدالة

 مثال
 أوجد المشتقة الأول  للدالة 

55)( 3  xxf  

 الحل
213'' 155*3)( xxxfy    

  المجمددور الجبددر  [ :  المشددتقة الأولددق للمجمددور الجبددر  لدددالتي  تسدداو4قاعدددة ]

 لمشتقة كل منها

 مثال
 أوجد المشتقة الأول  للدالة

23 75)( xxxf   

 الحل

xxxxxf 14157*25*3)( 21213'    

 [ :  المشتقة الأولق لحاصل ضرب دالتي 5قاعدة ]
الدالاة  تفاضال الدالاة الثانياة +× الأول  المشتقة الأول  ل اصل ضرب دالتين = الدالة 

 .الدالة الأول تفاضل × الثانية 

𝑓′ = 𝑈𝑥
′ 𝑉𝑥 + 𝑈𝑥𝑉𝑥

′
 

 مثال
   :جد المشتقة الأول  للدالة الآتيةأو 

)32)(13()( 32  xxxf  

 الحل
 ن حظ أن هبه الدالة ع ارة عن حاصل ضرب دالتين هما : 

)13(الدالة الأول   =     2 x  

)32(الدالة الثانية   =     3 x 

 =  xf)(المشتقة الأول   
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 تفاضل الدالة الأول ×  تفاضل الدالة الثانية  +  الدالة الثانية ×  الدالة الأول   

xxx

xxxx

xxxxxf

18630       

1812618        

6)32(6)13()(

24

424

322







 

 [ :  تفاضل خارج قسمة دالتي  6قاعدة ]
 تفاضل  ارج قسمة دالتين =

 مربع المقام÷  تفاضل المقام(  × ال سط  -ضل ال سط  تفا× )المقام  

𝑓′ =
𝑈𝑥

′ 𝑉𝑥 − 𝑈𝑥𝑉𝑥
′

𝑉𝑥
2

 

 مثال
 أوجد تفاضل الدالة الآتية 

1

23
)(

2

2






x

xx
xf  

         الحل
 ة تفاضل  ارج قسمة دالتين نجد أنبتط يق قاعد 

)(' xf مربع المقام(÷ تفاضل المقام( × ال سط  -ل سط تفاضل ا× =  )المقام( 

 

 =

22

2

22

2323

22

2323

22

22
'

)1(

110
         

)1(

426166
         

)1(

)426(166
         

)1(

2)23()16)(1(
)(





















x

xx

x

xxxxxx

x

xxxxxx

x

xxxxx
xf

 

    [ :  تفاضل دالة الدالة7قاعدة ]

zfy)(  إذا كان لدينا الدالة    والدالة )(xgz  
 

𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)] 
    

𝑦𝑥
′ = 𝑓′[𝑔(𝑥)] ∙ 𝑔′(𝑥) 
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  فإن :
dx

dz

dz

dy

dx

dy
xfy *)(''  

 

 

 ن لدينا دالتين أو أكثر فإذا كانويمكن تط يق هبه القاعدة إذا كا
)(zfy   

)(tgz   

)(xht   

 فإن :
dx

dt

dt

dz

dz

dy

dx

dy
xfy **)('' 

 
𝑦 = 𝑓[𝑔(ℎ(𝑥))]     𝑔(ℎ) = 𝑧    ℎ(𝑥) = 𝑡 

 

𝑦𝑥
′ = 𝑓′[𝑔(ℎ)] ∙ 𝑔′(ℎ(𝑥)) ∙ ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑧) ∙ 𝑔′(𝑡) ∙ ℎ′(𝑥) 

 مثال

13   إذا كان 2  zy   

    15  xz 

 أوجد
dx

dy
y ' 

   الحل
dx

dz

dz

dy

dx

dy
y *'  

13 2  zy         z
dz

dy
6  

15  xz           5
dx

dz
 

30150

)15(30

30

5*6

*'











x

x

z

z

dx

dz

dz

dy

dx

dy
y

 

 

 مثال
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12                       إذا كان 2  zy 
23tz   

xxt 22   

 أوجد :
dx

dy
y ' 

 

 الحل

12 2  zy            z
dz

dy
4  

23tz              t
dt

dz
6  

xxt 22           22  x
dx

dt
 

)22()2(72

)22(*)2(6*)2(3*4

)22(6*)3(4

)22(6*4

**)(

32

222

2

''











xxx

xxxxx

xtt

xtz

dx

dt

dt

dz

dz

dy

dx

dy
xfy

 

 مثال

102  إذا كان   )3(  xy  

                     أوجد 
dx

dy
y ' 

 الحل

32  نفر  أن :   xz 

10zy      أى أن :    

 وحيو أن : 

92

92

9

'

)3(20

2*)3(10

2*10

*









xx

xx

xz

dx

dz

dz

dy

dx

dy
y

 

 بصفة عامة إذا كان لدينا الدالة و
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nxfy )]([  

   فإن 

dx

df
xfn

dx

dy
y n *)]([ 1'   

 مثال 

1523 إذا كان   )327(  xxy  

                              أوجد  
dx

dy
y ' 

 الحل
1523 )327(  xxy  

)421()327(15 21423' xxxx
dx

dy
y   

 Exponential function  [ :  تفاضل الدالة الأسية8قاعدة ]

)()(إذا كان لدينا الدالة الأسية  xgexfy  فإن 

)(''' )()( xgexgxfy   

 وهبا معناه : e  =2.718الأساس الط يع  للدوا  الأسية واللوباريتمية،  eحيو 

 أن تفاضل الدالة الأسية يساوى نفس الدالة الأسية مضروبة ف  تفاضل الأس.

 مثال

xexfy أوجد مشتقة الدالة 3)(   

 الحل
xexfy 3'' 3)(   

 Logarithmic function  [ :  تفاضل الدالة اللوغاريتمية9قاعدة ]
 دالة اللوباريتمية :إذا كان لدينا ال

))(()( xgLogxfy   

  فإن :
)(

)(
)(

'
''

xg

xg
xfy  

 مثال
 :الأول  للدالةأوجد المشتقة  

)1()( 2  xLogxfy  
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 الحل

 

)1(

2
)(

2

''




x

x
xfy

 
 

 تطبيقات اقتصادية على المشتقة الأولى  .3
 كاليف الكلية والمتوسطة والحديةالت أولاي: 

 =  التكاليف المتغيرة  +  التكاليف الثابتةالتكاليف الكلية  

ه  التكلفة الكلياة مقساومة علا  عادد الوحادات  Average costوالتكاليف المتوسطة 

 ( فإن :x( وعدد الوحدات المنتجة هو )TCالمنتجة فإذا كانت التكاليف الكلية )

ACالتكاليف المتوسطة
x

TC
  

 أما التكاليف ال دية فيمكن تعريفها بأنها تفاضل دالة التكاليف بالنس ة لكمية الإنتاج أى أن

MCTCالتكاليف الحدية  
dx

TCd
 ')(

)(
 

 مثال

 ( ف  مصنع ص ح الدين ه  :TCإذا كانت معادلة التكاليف الكلية )
22.03230 xxTC   

 عدد الوحدات المنتجة  x   حيو

 معادلة التكاليف ال دية ( i)            أوجد 

  (  ii)   50أحسب التكاليف ال دية عندماx 

 الحل
 (i ) معادلة التكاليف ال دية ه  تفاضل دالة التكاليف 

x
dx

TCd
TCMC 4.03

)(
)( '   

(ii)   50عندماx التكاليف ال دية  

2332050*4.03 MC 

 51x، والتكلفة الكلية عندما 50xولإث ات ذلك نوجد التكلفة الكلية عندما 

  50xعندما  

880

2500*2.0150230

)50(*2.050*3230 2





TC

 

 51xعندما  
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2.903

2601*2.0153230

)51(*2.051*3230 2





TC

 

 هي كما يلي 51تكلفة الوحدة رقم 
903.2 − 880 = 23.2 

 وحدة. 50وه  التكلفة ال دية عند حجم إنتاج 

ومن هنا نستطيع القو  بأن التكلفة التا  حصالنا عليهاا باساتخدام المشاتقة الأولا  وها  

، نجاد 49xوعناد  50xوإذا أ بنا المتوسط للتكلفة عند  .تقديرا مق ولاتعت ر  23

 .  23وحدة يساوي  51وحدة و 49، ويكون متوسط المتوسط بين إنتاج 22.8

 ؟ن ما هو  التفسير الاقتصادى لبلكوالآ

تعنا  أن  23وحادة ها   50التفسير الاقتصادى لبلك هاو أن التكلفاة ال دياة عناد إنتااج 

 .23( تكلف الشركة 51الوحدة الإضافية )الوحدة رقم 

 

 المث
 :ه   يارإذا كانت دالة التكاليف المتوسطة ف  مصنع منيرة لم بس السيدات بال

12 4000403.00001.0  xxxAC  

                  عدد الوحدات المنتجة.  x التكلفة المتوسطة. ACحيو

 

 إيجاد دالة التكاليف ال دية. ( i)  المطلوب

   (ii )  وحدة. 50حساب التكلفة ال دية عند إنتاج 

 

 الحل
 لإيجاد دالة التكاليف ال دية نوجد دالة التكاليف الكلية أولاً : 

 عدد الوحدات المنتجة×  التكاليف الكلية  =  التكاليف المتوسطة  

4000403.00001.0

*)4000403.00001.0(*

23

12



 

xxx

xxxxxACTC
 

 : لإيجاد دالة التكاليف ال دية نوجد المشتقة الأول  لدالة التكاليف

406.00003.0
)(

)( 2'  xx
dx

TCd
TCMC  

  50xعندما  

75.1

43)2500(0003.0

4)50(06.0)50(0003.0 2





MC

 

 



 

24 

 

وحادة فاإن  50وهبا يعن  اقتصادياً أناه لإنتااج وحادة واحادة إضاافية بعاد حجام الإنتااج 

 .وحدة نقدية 1.75تكلف الشركة  51هبه الوحدة رقم 

 :  الإيراد الكلق والإيراد الحد ضانياي 
بأنااه ع ااارة عاان حاصاال ضاارب السااعر فاا  الكميااة، أمااا  (TR)الكلاا يعاارف الإيااراد 

 الإيراد ال دى فيعرف بأنه ع ارة عن المعامل التفاضل  الأو  للإيراد الكل .

 مثال
. أوجااد إيااراده ال اادى ريااالاً  15ي يااع مصاانع اللسلااسة المنااتن الاابى ينتجااه بسااعر الوحاادة 

 .وحدة 2000وحدة، وأيضاً عندما ي يع  200عندما ي يع 

 الحل
 عدد الوحدات الم اعة×  الإيراد الكل   =  السعر    

xTR 15  

'15الايراد ال دى   TR   

 ريالاً   15(  =  200xالايراد ال دى )عندما   

 ريالاً   15(  =  2000xالايراد ال دى )عندما   

 لة الإيراد ال دى دالة ثابتة.وذلك لأن دا

 :  الميل الحد  للاستهلاكضالثاي 
( والاسااته ت Yن اان نعلاام أن هنااات ع قااة داليااة بااين الااد ل القااوم  الكلاا  ) 

( حياو يعت ار الاد ل الكلا  هاو المتغيار المساتقل والاساته ت الكلا  Cالقوم  الكل  )

 التابع. ولبلك نقو  أن الاسته ت دالة ف  الد ل. أى أن :هو المتغير 
)(CfY   

 ويعرف الميل ال دى ل سته ت بأنه المعامل التفاضل  الأو  لدالة الاسته ت.

dC

dY
 

 وي ين الميل ال دى ل سته ت مدى تأثير التغير ف  الد ل عل  التغير ف  الاسته ت.

 و أن :وحي

 الاستهلاك  -الادخار  =  الدخل  

    CYE   

 Yوبتفاضل طرف  المعادلة بالنس ة للد ل  

dY

dC

dY

dC

dY

dY

dY

dE





1
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ويعارف  
dY

dE
بالميال ال اادى ل د اار وهااو ي اين ماادى تاأثير التغياار فا  الااد ل  

 أى أن : .عل  التغير ف  الاد ار

 1الميل الحد  للادخار  +  الميل الحد  للاستهلاك   =  
 :انت دالة الاسته ت تأ ب الع قةإذا ك   :مثال

32  YC  

 .ريالاً  90أوجد الميل ال دى ل د ار عند مستوى الد ل 

 الحل
 الميل ال دى ل سته ت  -  1الميل ال دى ل د ار  =  

 (Yته ت هو تفاضل دالة الاسته ت بالنس ة للد ل )الميل ال دى ل س

 32 2

1

 YC       فإن
Y

YC
1

2

1

' 


 

   -  1الميل ال دى ل د ار  =  
Y

1
 

 فإن : ريالاً  90عند مستوى الد ل 

   -  1=   الميل ال دى ل د ار   
90

1
 

       =1  -  0.105      =0.895 



 

26 

 

النهايات العظمق والصغر   .3 الفصل

 وتطبيقاتها الاقتصادية
 النهايات العظمى والصغرى .1

تعتمااد الكثياار ماان التط يقااات الاقتصااادية والتجاريااة علاا  إيجاااد نقااط النهايااة العظماا  

ن ان ن  او دائمااً عان والصغرى للدوا  الت  تمثل هبه التط يقات فعلا  سا يل المثاا ، 

حجم الإنتاج البى ي قق أك ر ربح ممكان أو أقال تكلفاة ممكناة. وبصافة عاماة، إذا كاان 

دالاة فإناه يوجاد وأردنا ت ديد نقط النهاية العظما  والصاغرى لهابه ال xf)(لدينا الدالة 

 :لبلك طريقتين هما

 

 خطوات إيجاد النهايات العظمى والصغرى .2

 اختبار المشتقة الأولق : أولاي  
 :ار من     المثا  الرقم  التال وسوف نتعرف عل   طوات هبا الا ت   

 أوجد النهاية الصغرى للدالة :   :مثال

xxxfy 2)( 2   

 الحل
 تتلخص طريقة إيجاد النهاية الصغرى للدالة ف  الخطوات الآتية :

  نوجد المشتقة الأول  للدالة : .1

22)(''  xxfy  

'')(0  نضع  .2  xfy 

1
2

2

22

022)(''







x

x

xxfy

 

 مث  0x، أى عندما   1xنوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .3

220*2)(''  xfy  

 )قيمة سال ة(

 مث  2x، أى عندما  1xنوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .4



 

27 

 

222*2)(''  xfy  

 )قيمة موج ة(                             

وحيو أن المشتقة الأول  تتغير من سالب إل  موجاب فإناه يوجاد للدالاة نهاياة صاغرى 

 1xعند النقطة  

 لدالة الأصليةولإيجاد قيمة هبه النهاية يتم التعويض ف  ا

1

1*2)1(

2)(

2

2





 xxxfy

 

xxxfقيمة النهاية الصغرى للدالة  2)( 2  1هي 

 أوجد نقطة النهاية العظم  للدالة :مثال
25)( xxxfy   

 الحل
  نوجد المشتقة الأول  للدالة : .1

xy 25'   

  x=  صفر ونوجد قيمة   نضع المشتقة الأول   .2

5.2

2

5

25

025'









x

x

x

xy

 

 مث  49.2x، أى عندما  5.2xنوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .3

02.098.45

49.2*25'



y
 

 )قيمة موج ة( 

 مث  51.2x، أى عندما  5.2xنوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .4

02.002.55

51.2*25'



y
 

 )قيمة سال ة(  
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تتغير من موجاب إلا  ساالب فإناه يوجاد نهاياة عظما  للدالاة عناد  y'وحيو أن إشارة 

 .5.2xالنقطة  

 الأصلية.ولإيجاد قيمة هبه النهاية العظم  يتم التعويض ف  الدالة 

25.6

25.65.12

)5.2()5.2(5)( 2





 xfy

 

)(25قيمة النهاية العظم  للدالة    xxxf  6.25هي 

 مثال
 أوجد نقطة النهاية العظم  والصغرى للدالة : 

43)( 3  xxxf  

 الحل
 نوجد المشتقة الأول  للدالة : .1

33)( 2'  xxf  

)(033نضع  .2 2'  xxf 

0)1)(1(3

0)1(3

033)(

2

2'







xx

x

xxf

 

3.      0)1)(1(3  xx 

  1x   1 أوx  

 1xعندما 

11نوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .3  x  0أى عندماx .ً مث 

33)0(*3)0( 2' f  

 مة سال ة()قي 

 مث  2xأى عندما  x1نوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .4

93123)2(*3)2( 2' f  

 )قيمة موج ة(   

وحيو أن إشارة المشتقة الأول  تتغير من سالب إل  موجب فإناه يوجاد نهاياة صاغرى 

 1xعند  
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 ف  الدالة الأصلية كالتال يتم ال صو  عل  قيمتها بالتعويض  وهبه النهاية

2

431

4)1(*31)1( 3





f

 

 1xعندما  

 مث  2x، أى عندما 1xنوجد قيمة المشتقة الأول  عندما  .3

93123)2(*3)2( 2' f  

 )قيمة موج ة(   

11ة المشتقة الأول  عندما نوجد قيم .4  x 0، أى عندماx .ً مث 

33)0(*3)0( 2' f  

 )قيمة سال ة( 

وحيو أن إشارة المشاتقة الأولا  تتغيار مان موجاب إلا  ساالب فإناه يوجاد للدالاة نهاياة 

نهاية العظم  ياتم التعاويض فا  الدالاة ولإيجاد قيمة هبه ال 1xعظم  عند النقطة 

 الأصلية كالآت  :

6

431

4)1(*3)1()1( 3





f

 

 :  اختبار المشتقة الثانيةنياي ضا

 :هبا الا ت ار ف  الخطوات الآتية ويتلخص

 نوجد المشتقة الأول  للدالة. .1

 . xنضع المشتقة الأول  تساوى صفر ونوجد قيمة  .2

 شتقة الثانية للدالة بإيجاد التفاضل مرة ثانية للمشتقة الأول .نوجد الم .3

 :لمشتقة الثانية وهنا توجد حالتانف  ا xيتم التعويض بقيمة  .4

إذا كانت قيمة المشتقة الثانية عند هبه النقطة موج اة الإشاارة كاان للدالاة  ) أ (

 نهاية صغرى عند هبه النقطة.

كانات قيماة المشاتقة الثانياة عناد هابه النقطاة ساال ة الإشاارة، كاان  اما إذا )ب(

 للدالة نهاية عظم  عند هبه النقطة.

 والأمثلة التالية توضح هبا الا ت ار.

 

 مثال

 استخدم ا ت ار المشتقة الثانية لإيجاد نقط النهاية العظم  والصغرى للدالة.

327)( 3  xxxf  

 الحل
 ول  للدالة :نوجد المشتقة الأ .1
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273)( 2'  xxf  

')(0نضع  .2 xf 

3

9
3

27

273

0273

2

2

2









x

x

x

x

 

 نوجد المشتقة الثانية للدالة : .3

xxf 6)(''   

 3xعندما   .4

  183*6)3('' f  )قيمة موج ة( 

عنااد ( Min)ه يوجاد للدالااة نهاياة صاغرى وحياو أن إشاارة المشاتقة الثانيااة موج اة فإنا

 الأصليةوهبه النهاية ن صل عليها بالتعويض ف  الدالة  3xالنقطة 

5138127

33*27)3()3( 3



f
 

 3xعندما 

18)3(*6)3('' f  

عنااد  (Max) وحيااو أن إشااارة المشااتقة الثانيااة سااال ة، فإنااه يوجااد للدالااة نهايااة عظماا 

 ليها بالتعويض ف  الدالة الأصليةوهبه النهاية ن صل ع 3xالنقطة 

5738127

3)3(*27)3()3( 3



f
 

 على النهايات العظمى والصغرىتطبيقات اقتصادية  .3
معااين يمكاان لمنااتن  (x( وحجاام الإنتاااج )TCإذا فرضاانا أن التكاااليف الكليااة ) مثددال:

 التع ير عنها بالع قة

200004000001.0 1  xxTC  

 ( البى تكون عنده التكاليف أقل ما يمكن.xفأوجد حجم الإنتاج ) 

 الحل
 نوجد المشتقة الأول  لدالة التكاليف. 

2' 4000001.0)(  xTC  

)(0 نضع   ' TC 
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4000000
00000025.0

1

00000025.0
1

00000025.0
40000

01.0

4000001.0

04000001.0

2

2

2

2

2

2



















x

x
x

x

x

x

 

𝑥 = 2000 
 

 وحدة 2000xوحيو أن حجم الإنتاج لا يكون سال اً. إذن 

 نوجد المشتقة الثانية.
3'' 800000)(  xTC  

x  وبالتعويض عن =  ف  المشتقة الثانية نجد أنها موج ة.  2000

3

3''

)2000(

800000

)2000(*800000)(



 TC

 

       مية موج ة()ك  

𝑥  عند النقطة (Min) أى أنه توجد نهاية صغرى = 2000  
وحاادة ويمكاان  2000إذن حجاام الإنتاااج الاابى يجعاال التكاااليف الكليااة أقاال مااا يمكاان هااو 

 ال صو  عل  أقل التكاليف بالتعويض ف  الدالة الأصلية.

 20000+    1-(2000) 40000( + 2000) 0.01=   أقل التكاليف

    =20    +20     +2000    

 ريالاً   2040=    

 ا كانت دالة التكاليف الكلية ه إذ .مثال
80075)(  xxTC  

( يت ااادد p( هااا  حجاام الإنتااااج )بالمذاااات(. فااإذا كاااان ساااعر بيااع الوحااادة )xحيااو )

xpبالع قة:    5600 

 أوجد حجم الإنتاج البى يت قق عنده أك ر ربح ممكن.
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 الحل
 عدد الوحدات×   الإيراد  =  سعر بيع الوحدة    

  = xx *)5600(   

  = 25600 xx  

 التكاليف الكلية  -=  الإيراد     الربح 

8005525

800755600

)80075(5600

2

2

2







xx

xxx

xxx

 

 : نوجد المشتقة الأول  لدالة الربح

x10525'   

 عند أك ر ربح ممكن تكون المشتقة الأول  لدالة الربح تساوى صفراً.

x

x

x







5.52

10525

010525

 

 نوجد المشتقة الثانية لدالة الربح :

10"   

 x5.52وحيو أن إشارة دالة الربح سال ة إذن توجد نهاياة عظما  لدالاة الاربح عناد 

 وهبه النهاية العظم  تع ر عن أك ر ربح ممكن.

 ولإيجاد أك ر ربح ممكن يتم التعويض ف  دالة الربح الأصلية.

    =525  (52.2  )-  5 (52.2)2  -  800 

    =27405  -  13624.2  -  800 

 ريالاً   12980.8=    

 

 وحدة ف  الشهر بسعر قدره xتقوم شركة الخزف السعودي  ب يع  .مثال

xp 2.0200  

 

1000050 وكانت التكاليف الكلية تت دد بالع قة التالية:  xTC 

 إيجاد عدد الوحدات المنتجة س التي ت قق أعل  ربح . .1

 ت ديد قيمة أعل  ربح . .2
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 ربح.إيجاد سعر بيع الوحدة عند نقطة النهاية العظم  لل .3

 الحل

 لت ديد عدد الوحدات المنتجة س نوجد الآتي: .1

 (TC)التكاليف الكلية  – (TR)=  الإيراد الكلي  (  الربح )

 سعر بيع الوحدة×  = عدد الوحدات الم اعة   الإيراد الكلي 

22.0200

)2.0200(

xxTR

xxpxTR




 

2.0200)1000050(الربح  2  xxx  

100001502.0 2  xx  

 إيجاد عدد الوحدات المنتجة التي ت قق أقص  ربح

 لتعظيم الربح نوجد المشتقة الأول  بالنس ة لدالة الربح

1504.0'  x  

 بمساواة المشتقة الأول  بالصفر

375
4.0

150

1504.0

01504.0'







x

x

x

 

''04.0المشتقة الثانية      نهاية عظم 

 في دالة الربح نجد أن أقص  ربح يمكن ت قيقه هو:  أقص  ربح ممكن: بالتعويض 2.

 =- 0.2 (375)
2
 ريال 18125= 10000-(375) 150+  

 ت ديد سعر بيع الوحدة ف  ظل النهاية العظم  للربح:3. 

 ريال p=200-2 .0 (375= )125سعر بيع الوحدة =
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 بالع قة التالية  ( وحدة إنتاج من منتن معين تت ددxاج )إذا كانت تكاليف إنت. مثال

2620 xxTC   

   ليون ريال والمطلوبتمثل تكاليف الإنتاج بالم TCحيو 

 ت ديد حجم الإنتاج البي ي قق تدنيه تكاليف الإنتاج عند أدن  حد لها. .1

 ت ديد أدن  مستوى ممكن من التكاليف. .2

 

 الحل

 حجم الإنتاج البي ي قق تدنيه تكاليف الإنتاج عند أدن  حد لها. .1

 تكاليف نوجد المشتقة الأول  بالنس ة لدالة ال تدنيه تكاليف الإنتاجل

xTC 26'   

 بمساواة المشتقة الأول  بالصفر

3
2

6

26

026'







x

x

xTC

 

''02المشتقة الثانية  TC    صغرىنهاية. 

  دنبالتعويض في دالة التكاليف نجد أن أ أدن  مستوى ممكن من التكاليف. .2

 تكاليف: 

11)3(3*620 2 TC  


