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مقدمة

مقدمـــة
بداأت فكرة هذا الكتاب قبل ثلاثة عقود، عندما كنت اقوم بتدري�س  علوم الحا�سب والريا�سيات في 
جامعة الملك فهد للبترول والمعادن، ثم جامعة الملك �سعود، وكنت اأي�سا اأراقب اأبنائي وزملائهم وهم 
يحلون الواجبات المدر�سية وبالأخ�س واجبات الريا�سيات. وكان وا�سحا اأن للريا�سيات �سمعة �سيئة، 
وي�سود العتقاد انها �سعبة، بل ويعتقد بع�س الطلاب اأنها عديمة اأو قليلة الفائدة، حيث يعتقدون انهم 

لن ي�ستخدموا الريا�سيات التي يتعلمونها بعد تخرجهم. 

ل  لأنهم  لي�س  وحلها،  الم�سائل  مواجهة  رهبة من  لديهم  الطلاب  اأن معظم  كذلك  الملاحظ  ومن 
يعرفون من المعلومات ما ي�ساعد على الحل، ولكن لأنهم ل يعرفون الطرق ال�سحيحة للتفكير في الحل. 

كما اأنه من الوا�سح لديَ ولدى الكثيرين من العاملين في التدري�س وبع�س اآباء واأمهات الطلاب اأن 
طابع التلقين يغلب على عملية التدري�س في معظم البلدان النامية، حيث يلقي المعلم الدرو�س على �سكل 
نقل المعلومات والمعارف ب�سورة ل تعطي للمتعلمين فر�سة للفهم والتفكير والت�ساوؤل والبحث والتجريب 
يمل  قد  تكرارية  عمليات  وهي  وال�ستظهار  والمتثال  والحفظ  الترديد  على  التلقين  ويركز  والنقد، 
 منها الطلاب والطالبات ول تحفزهم ول تثير لديهم حب ال�ستطلاع. وباخت�سار فاإن عملية التلقين 

ت�سعف ملكة التعلم وتقتل البداع لدى المتعلم. 

بينما يجب اأن تركز عملية التعليم، وكما هو في الكثير من الدول المتقدمة، على اكت�ساب المتعلم 
للخبرة، وهو ن�ساط يقوم به المتعلم ذاتيا ويتفاعل به مع المعلومات التي ي�سمعها من المدر�س اأو يقراأها 
في الكتب ويقوم بربطها وتنظيمها ذهنيا لتتحول اإلى خبرة لي�سبح المتعلم لي�س فقط قادرا على حل 

الكثير من الم�سائل بنف�سه، وقادرا على الحوار والنقا�س، بل قد يتعدى ذلك اإلى البتكار والتجديد.

واأنا �سعيد باأن التوجه الحديث للتعليم في المملكة ي�سير في نهج متطور مبتعدا عن نهج التلقين.



السبيل إلى الحل

10

وظاهرة التلقين لي�ست جديدة فهي موجودة منذ القدم، ولي�ست مح�سورة في بلد معين، وقد اأ�سار 
اإليها الموؤرخ العربي ورائد علم الجتماع ابن خلدون في كتابه »المقدمة« وهو كتاب األفه ابن خلدون �سنة 
1377م كمقدمة لموؤلفه ال�سخم المعروف بكتاب العبر، وديوان المبتداأ والخبر في اأيام العرب والعجم 

والبربر، ومن عا�صرهم من ذوي ال�صلطان الأكبر. 

اأهل  اأ�سماهم  التعليم عند من  اأحوال  وتعرف على  العربي  والمغرب  الم�سرق  ابن خلدون بلاد  زار 
الأندل�س واأهل المغرب واأهل اإفريقية واأهل الم�سرق، واأو�سى بالبتعاد عن التلقين، وذكر اأن على المعلم 
اأن يتفاعل ب�سكل اإيجابي واإن�ساني مع تلاميذه، لذا ل تقت�سر وظيفة المعلم على نقل المعارف بل تمتد 
اإلى المحاورة والمناظرة التي يح�سل فيها النقل، حيث يقول ابن خلدون في كتابه »المقدمة« في الف�سل 

الثاني اأن التعليم للعلم من جملة ال�سنائع:
بالمحاورة  الل�صان  فتق  الملكة  هذه  طرق  واأي�صر  العلوم  في  الحذق  الملكة  ح�صول  عليهم  فع�صٌر   ..."
ذهاب  بعد  منهم،  العلم  طالب  فتجد  مرامها،  ل  ويح�صّ يقرّب  فهو  العلمية،  الم�صائل  في  والمناظرة 

وعنايتهم  يفاو�صون،  ول  ينطقون  ل  �صكوتا  العلمية،  المجال�س  ملازمة  في  اأعمارهم  من  الكثير 

بالحفظ اأكثر من الحاجة، فلا يح�صلون على طائل من ملكة الت�صرّف في العلم والتعليم".

كما اأن دول متقدمة في مجال التعليم، وبخا�سة في تعليم الريا�سيات، ل تزال ت�سعى اإلى التحول 
من »التعليم الذي يركز على التلقين والحفظ« اإلى »التعليم الذي يركز على حل الم�سائل«، وكمثال على 

هذه الدول اليابان، انظر المرجع )م1(.

لي�س الهدف من هذا الكتاب فقط تو�سيل مجموعة من الطرق لحل الم�سائل، لكني اأرجو اأن ي�ساعد 
هذا الكتاب في اإلهام كل من التلاميذ في مراحل تعليمهم المختلفة -وغيرهم- مهارات لحل الم�سائل 
الريا�سية، كما يك�سبهم نتيجة لذلك قدرات ابتكارية لإيجاد حلول لم�سائل وتحديات حياتية تواجههم 
في �ستى المجالت خارج الف�سول الدرا�سية.  والقيا�س على طرق حل الم�سائل الريا�سية لحل م�سائل 
اأن القيمة من التركيز على حل الم�سائل  وم�ساكل في مجالت اأخرى من �سئون الحياة. ومن الوا�سح 

لي�ست فقط داخل الف�سول الدرا�سية ولكنها تواجهنا في كل جانب من جوانب الحياة.

مخطط الكتاب: يركز هذا الكتاب على حل الم�سائل الريا�سية، ويقدم طرق حل الم�سائل التي تعزز 
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مقدمة

القدرات لتمكين القارئ من مواجهة وحل ق�سايا مختلفة في �سوؤون الحياة.

يقع الكتاب في ف�صول خم�صة تغطي الموا�صيع التالية:
• لمحة تاريخية تبداأ من حاجة الن�سان اإلى حل الم�سائل، ثم نبذة عن الطرق التي تبعها بع�س الم�ساهير 	

في حل الم�سائل التي واجهتهم في مجال الريا�سيات ومجالت اأخرى علمية وغير علمية.
• تعريف الم�ساألة واأنواعها واأمثلة عليها.	
• المراحل الأربع الرئي�سية لحل الم�سائل ح�سب منهج و�سعه جورج بوليا وهو واحد من اأ�سهر الريا�سيين 	

ومعلمي الريا�سيات في القرن الع�سرين.
• ا�ستراتيجيات حل الم�سائل الريا�سية مع اأمثلة لتو�سيح تلك ال�ستراتيجيات.	
• تقديم منهج لحل الم�سائل التي تكتفي بالتقدير اأو التقريب دون اأن تتطلب الحل الدقيق، ويعرف هذا 	

المنهج بمنهج فيرمي في تقريب اأو تقدير الحلول.

يعتمد كل موؤلَف على عدد من المراجع وعلى خبرته وذاكرته وذكرياته، وهذا الكتاب ل يُ�ستثنى من 
ذلك. وقد �سجلت في كل ف�سل مراجع ا�ستندت اإليها مادة ذلك الف�سل، من موؤلفات ومواقع على �سبكة 
الإنترنت. وقد وجدت في بع�س الأحيان اأن بع�س �سفحات النترنت التي ا�ستفدت منها قد اختفت، اأو 
اأنني ا�ستح�سرت مادتها من م�سدر غاب عن ذاكرتي، ومع حر�سي ال�سديد على توثيق المراجع ون�سب 
الف�سل اإلى اأهله، فاإنني قد اأكون ن�سيت م�سدرا اأو اأكثر، واأعتذر م�سبقا من �ساحب الم�سدر، وعزائي 

اأن اأكون قد اأو�سلت المعلومة اإلى من ي�ستفيد منها.



السبيل إلى الحل

12

المرجع الأ�صا�صي للف�صول الأربعة الأولى لهذا الكتاب هو كتاب اأ�صتاذ الريا�صيات جورج بوليا 
بن�صختيه الإنجليزية والعربية:

	•  :.Pólya، George. 1957. How to solve it: a new aspect of mathematical method. Princeton، N.J )م1(

Princeton University Press.

• م2 جورج بوليا، ترجمة اأحمد �سليم �سعيدان، 1979م. البحث عن الحل، من�سورات دار الحياة، بيروت، لبنان.	

الكتاب �سهير جدا وطبع لأول مرة عام 1945م واأعيدت طباعته عدة مرات، وبيع منه اأكثر من مليون ن�سخة. ترجم الكتاب 

نحو  اأنه موجه فقط  الكتاب  يبدو من عنوان  العالم.  والتربويين حول  الريا�سيات  معلمي  الكثيرون من  به  وتاأثر  لغة،   17 اإلى 

الطلاب، ولكني اأرى اأي�سا فوائده للمدر�سين لم�ساعدتهم في توجيه الطلاب اإلى الطرق ال�سحيحة للتفكير في الحل. 

وقد يت�ساءل القارئ لماذا ل نكتفي به؟ وجوابي هو اأن الكتاب كبير لذلك قد يكون مملا لمعظم القراء، وي�ستقي اأمثلته من 

بيئة مختلفة ول ي�سير اإلى ما قدمه بع�س العلماء العرب والم�سلمين القدماء حول المو�سوع. لذلك راأيت اأن اأقدم كتابا للقارئ 

العربي يكون مخت�سرا ويقدم اأمثلة من بيئتنا ومن بع�س اأعمال العلماء العرب في مجال حل الم�سائل.

كما اأن هناك الكثير من المراجع، اأغلبها موجودة على �سفحات النترنت اأذكر بع�سها في مراجع كل ف�سل.

اأ�سكر  اأن  واأود  الوجود،  اإلى حيز  الكتاب  هذا  لإخراج  دعمها  والتقنية  للعلوم  عبدالعزيز  الملك  مدينة  اأ�سكر  الختام  وفي 

عدداً من الزملاء الأفا�سل اللذين ا�ستفدت من النقا�س معهم حول الكثير من موا�سيع هذا الكتاب وهم معالي الدكتور �سالح 

بن عبدالرحمن العذل والمهند�س فهد بن �سلطان بن حريب، وللاأخ الدكتور دحام بن اإ�سماعيل العاني على مراجعته اللغوية، 

والدكتور فوزي بن اأحمد الذكير على مراجعته العلمية لمحتوى الكتاب. وكذلك اأ�سكر الأخ �سعيد بن نا�سر الدو�سري والأخ فهد 

بن اأحمد بعيطي من الإدارة العامة للتوعية وثقافة البتكار في مدينة الملك عبدالعزيز للعلوم والتقنية على جهودهم في تن�سيق 

واإخراج الكتاب.



الف�صل الأول

الم�صائل ولماذا نهتم بحلها
ملخ�ص للف�صل

يعطي هذا الف�سل مقدمة نبين فيها مفهوم الم�سائل ولماذا نهتم بحلها.
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الفصل الأول: المسائل ولماذا نهتم بحلها

مقدمـــة
تعليمات محددة  اإطار  �سوغه في  علم يمكن  م�سمى  تندرج تحت  اأو  تعد  ل  الم�سائل  اإن طرق حل 

توجهات  اإعطاء  على  يكون  �سوف  الكتاب  ه��ذا  في  التركيز  ف��اإن  لذلك  للحل.  مف�سلة  و�سفات  اأو 

يُمكّن  كما  والطالبات مهارات الحل،  الطلاب  لإك�ساب  الريا�سية  الم�سائل  وا�ستراتيجيات عامة لحل 

المدر�سين من ال�ستفادة من ا�ستراتيجيات الحل المقترحة لم�ساعدة الطلاب لكت�ساف الطرق ال�سحيحة 

للتفكير في الحل. وي�سم الكتاب اأي�سا اأمثلة تو�سح ال�ستراتيجيات الم�ساعدة على تنمية قدرات القارئ 

الذاتية وتعزيز خبراته لحل الكثير من الم�سائل في مجال الريا�سيات.

مجال  في  الم�سائل  حل  م��ه��ارات  ال��ق��ارئ  اإك�ساب  على  ين�سب  الكتاب  ه��ذا  في  التركيز  اأن  وم��ع 

الريا�سيات، اإل اأن تلك المهارات �سوف تفيد في حل م�سائل وم�ساكل اأخرى غير ريا�سية قد تعتر�سه في 

مناح اأخرى في الحياة اليومية.

اإلى حل الم�ساألة هو هدف على المدى الق�سير، لكن الهدف  اأن الو�سول  اأن ن�سير اإلى  وهنا يجب 

على المدى الطويل هو زيادة فهمنا للمو�سوع. والقاعدة الجيدة هي اأنه اإذا كنت ل ت�ستطيع اأن ت�سرح 

وبو�سوح حل م�ساألة ما لزميل لك فاإنك لم تفهم الحل حقا ول مو�سوع الم�ساألة، وعليك اأن تعيد التفكير 

في الم�ساألة وتحاول الحل مرة اأخرى.

لماذا نهتم بحل الم�صائل؟
يرجع تاريخ احتياجات الن�سان لحلول تم�س متطلبات حياته اليومية اإلى عهد بعيد يمتد اإلى ظهور 

اأو تمهيد  اأو بناء م�سكن  اأو زراعة قطعة من الر�س  الب�سرية، مثل تخزين كميات كافية من الطعام 

اأوزان  اأو  م�سافات  اأو  اأبعاد  اأو  كميات  ح�ساب  من  الم�سائل  هذه  عليه  تنطوي  مما  ذلك  وغير  طريق، 

وغيرها.
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اأما في وقتنا الراهن وعندما تبحث عن كلمة اأو جملة في محركات البحث المختلفة �سوف تجد، وفي 
ثواني قليلة، اللف من ال�سفحات ذات العلاقة ببحثك، واأي�سا عندما تبحث عن عنوان موقع في نظام 
العنوان مع تحديد  اإلى  الو�سول  ووقت  الم�سافة  مت�سمنا  ياأتيك الجواب  اليدوي  الخرائط في هاتفك 
الطريق باألوان مختلفة لتو�سيح كثافة ال�سير على الطريق. وكذلك الأمر عند رغبتك الح�سول على 
مبلغ من اأجهزة ال�سراف الآلي فاأنت تح�سل على المطلوب وفي نف�س الوقت يخ�سم المبلغ من ح�سابك 
وكل هذا يتم بطرق اآمنة. وكل هذه العمليات وغيرها تحت قا�سم م�سترك وهو الريا�سيات، ولهذا فقد 

اأطلق عليها لقب ملكة العلوم.

الميلاد،  قبل  �سنة   3000 القدماء  الم�سريون  تعلمها  التي  الريا�سية  العلوم  اأول  الهند�سة  تعد 
والبابليون 2100 �سنة قبل الميلاد، لأمور تتعلق بمعي�ستهم اليومية مثل قيا�س م�ساحة الأر�س، والزوايا 

والميل في البناء وح�ساب مواعيد ك�سوف ال�سم�س وخ�سوف القمر.  

كما مار�س علماء الريا�سيات اليونانيون القدماء مثل اإقليد�س وفيثاغور�س حل الم�سائل الريا�سية 
ونجحوا في ذلك، وبالتالي فهم يعرفون بالتاأكيد كيف تحل الم�سائل، وقد طوراليونانيون، حوالي 300 
– 350م(،  )290م  باب�س  اليوناني  الريا�سيات  عالم  ومنهم  والح�ساب.  الهند�سة  علم  الميلاد،  قبل 
الفل�سفي لمنهج حل  الأ�سا�س  التي تعد  التحليل والتركيب وهي الطريقة  األف كتابا حول طريقة  الذي 
الم�سائل. وجاء تركيز باب�س في كتابه على حل الم�سائل الهند�سية متاأثرا بالريا�سيين الغريق في زمانه 

مثل اقليد�س. 

وفي القرن الرابع الهجري، حوالي القرن العا�سر ميلادي، كتب ابراهيم بن �سنان بن ثابت بن قرة، 
وهو عالم ريا�سيات عربي نابغة، كتابا في مو�سوع حل الم�سائل في مخطوطة ا�سماها "في طريق التحليل 
والتركيب" ركز فيها على الم�سائل الهند�سية باأ�سلوب ي�سابه ما كتبه اليوناني باب�س حول المو�سوع وطرق 
للمتعلمين  طريقا  الكتاب  هذا  في  فر�صمت  حل الم�سائل الهند�سية حيث ذكر في بداية الكتاب: "... 

ي�صتمل على جميع ما يحتاج اليه في ا�صتخراج الم�صائل الهند�صية على التمام بح�صب طاقتي".

الغرب  ط��ور  وق��د  مختلفة.  واأ�ساليب  تاريخ  والغرب  لل�سرق  ك��ان  الريا�سيات،  تطور  �سياق  في 
الريا�سيات والهند�سة ب�سكل تجريدي م�ستلهمين اأفكارا من الفيل�سوف اليوناني اأفلاطون، في حين ركز 
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ال�سرق على الريا�سيات العملية.

وفقا لنتائج الريا�سيات في بي�سا 2009، اأظهر المت�سابقون من �سنغافورة وال�سين وكوريا وتايوان 
في  العاملين  انتباه  النتائج  هذه  واأث��ارت  الغرب،  بلدان  من  المت�سابقين  على  وا�سحا  تفوقا  واليابان، 

تدري�س الريا�سيات اإلى اأ�ساليب ونظم التعليم في ال�سرق. المرجع )1.3(.

وتتجلى اأهمية حل الم�صائل في الريا�صيات فيما يلي:
• يتم من خلالها اكت�ساف معارف جديدة في الريا�سيات وغيرها من العلوم.	
• تعدّ و�سيلة للتدريب على المهارات الريا�سية واإعطاء معنى لها.	
• ت�ساعد على انتقال اأثر التعلّم، وا�ستخدامه اأو تطبيقه عمليا بمعنى اأنه يمكن من خلالها توظيف 	

المفاهيم والتعميمات والمهارات في حالت ومواقف جديدة في الحياة العامة للفرد.
• يتمّ من خلالها تنمية مهارات التفكير المنطقي لدى الطلاب.	
• تعدُّ و�سيلة منا�سبة لإثارة الف�سول الفكري لدى الطلاب.	
• ت�ساهم في تح�سين اتجاهات الطلاب نحو الريا�سيات وتزيد من ثقتهم باأنف�سهم وت�سعرهم بلذة 	

النجاح وبخا�سة عندما يكت�سفون طريقة حل الم�ساألة ويتو�سلون اإليه.

على عمليات  المنطقي  التفكير  مهارات  وتنمية  ريا�سية جديدة  معارف  اكت�ساف  تنطوي عمليات 
ذهنية فيها نوع من الكر والفر، نظر فيها علماء ريا�سيات وفلا�سفة منذ القدم، وقاموا بت�سنيفها اإلى 

فئتين هما التحليل والتركيب، وفيما يلي نبذة ق�سيرة عن التحليل والتركيب:

التحليل والتركيب

التحليل
التعرف على الأجزاء والفترا�سات والأبعاد والتف�سيلات وال�سفات اأو الخ�سائ�س، وعزل بع�سها 
عن بع�س، ثم درا�ستها واحداً واحداً للو�سول اإلى معرفة العلاقة القائمة بينها والتحقق منها، وكذلك 

تحليل العلاقات والبراهين وا�ستنباط الفر�سيات ووجهات النظر.

التركيب
القدرة على تجميع الأجزاء لتكوين بناء اأو نمط جديد، وا�ستقاق العلاقات والتعميمات، واقتراح 
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الأهداف والو�سائل، وت�سميم الخطط والعمليات، وتنظيم المفاهيم والنظريات والم�ساريع، وا�ستنباط 
اأفكار جديدة.

حل  هناك  اأن  يقين  على  ونحن  المطلوب  من  نبداأ  التحليل  في  اأنه  ال�سهير  كتابه  في  بوليا  ويذكر 
للم�ساألة، ون�ستنتج من ذلك نتائج اأخرى حتى ن�سل اإلى نقطة يمكن اأن نتخذها مبداأ للتركيب، اأي اأننا 
في التحليل نعتبر ما يطلب عمله اأنه قد اأنجز )ما يطلب اإيجاده اأنه قد وجد وما يطلب اإثباته اأنه قد 

اأثُبت(. ثم نت�ساءل: كيف نتج ذلك، وهكذا ننتقل من �سيء اإلى اآخر �سبقت معرفته اأو اأثبتنا �سحته. 

التحليل، مما �سبق  بها  انتهى  اآخر نقطة  الإج��راء في التركيب فنبداأ من  ون�سير على عك�س هذا 
اأن عرفناه اأو �سلمنا ب�سحته، ومنه ن�ستنتج الخطوة التي �سبقته ون�ستمر في ا�ستنتاجاتنا حتى ن�سل، 

بتعقب خطوات التحليل، عك�سيا اإلى المطلوب.

انظر المراجع )1.2(، )1.1(
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مراجع الف�صل:
	• )1.1(: Pólya، George. 1957. How to solve it: a new aspect of mathematical method. Princeton، N.J.: 

Princeton University Press.

• )1.2(: جورج بوليا، ترجمة اأحمد �سليم �سعيدان، 1979م. البحث عن الحل، من�سورات دار الحياة، بيروت، لبنان	

	• )1.3(: MATHEMATICS EDUCATION IN KOREA، Curricular and Teaching and Learning Prac-

tices، Editors: J. Kim، I. Han. M. Park، J. Le، World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.2013

	• )1.4(: Saxon Math، Course 2، Stephen Hake، 2007 Harcourt Achieve Inc. and Stephen Hake 





الف�صل الثاني

اأنواع الم�صائل واأمثلة عليها
ملخ�ص للف�صل

يعطي هذا الف�سل تعريف الم�ساألة واأنواعها واأمثلة عليها مع بع�س ا�سهامات العلماء العرب 
والم�سلمين في هذا المجال.
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تعريف الم�صاألة واأنواعها واأمثلة عليها
الم�ساألة ب�سكل عام هي �سوؤال اأو اأكثر يواجه الفرد اأو المجموعة وفي اأغلب الأحيان ل توجد له اإجابة 

جاهزة. والم�ساألة اأو الم�سكلة مفهوم ن�سبي بالن�سبة للفرد وبالن�سبة للزمن، فما هو م�ساألة �سعبة لطالب 

الطالب  لنف�س  كذلك  يعد  ل  اليوم  لطالب  �سعبة  م�ساألة  هو  وما  اآخر،  لطالب  بالن�سبة  كذلك  يعد   ل 

بعد حين.

وقد يظن البع�س اأن الم�سائل هي من مجال الريا�سيات فقط وهذا غير �سحيح، بل اإنها موجودة 

في جميع المجالت والمناهج الدرا�سية، ففي الجتماعيات مثلًا: تف�سير ظاهرة اجتماعية معينة وتف�سير 

حادثة تاريخية يعد م�ساألة اأو م�سكلة، وفي العلوم تف�سير الظواهر المحيطة بالإن�سان هي م�سائل تحتاج 

اإلى درا�سة وتف�سير وحلول، وفي الإدارة م�سائل مثل زيادة الإنتاجية اأو زيادة المبيعات والأرباح، واأمثلة 

اأخرى في مجالت كثيرة، وفيما يلي ن�ستعر�س تعريفات للم�ساألة اأكثر دقة:

تعريف لغوي:

:)www.almaany.com معنى الم�ساألة في معجم المعاني الجامع )اأنظر الموقع اللكتروني

• ق�سية اأو ما كان مو�سوع بحث اأو نظر.	

• الم�ساألة )في ال�سطلاح العلمي( الق�سية التي يبرهن عليها.	

تعريف علمي: 

لها،  الحل  اإيجاد  المحتمل  ومن  تحليلها،  الممكن  من  ح�سابية  م�سكلة  هي  الريا�سيات  في  الم�ساألة 

با�ستخدام طرق ريا�سية معروفة اأو مبتكرة. وقد تكون الم�ساألة من العالم الواقعي، مثل ح�ساب اأوقات 

ال�سلوات واأوقات �سروق ال�سم�س وغروبها، اأو م�سائل ذات طبيعة اأكثر تجريداً مثل بع�س الم�سائل في 

فرع الريا�سيات النظرية. 
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م�صائل العالم الواقعي 
مدينتين  بين  ت�سير  �سيارة  مثلًا:  ح�سياً.  اإدراكها  يمكن  م�سائل  غالباً  هي  الواقعي  العالم  م�سائل 
ب�سرعة 100 كيلو متر في ال�ساعة، والم�سافة بين المدينتين 1000 كيلومتر. كم �ساعة ت�ستغرقها ال�سيارة 
لقطع الم�سافة؟ ويمكن تحويل كلمات الم�ساألة اإلى �سيغ ريا�سية كمعادلة وهي: �سيارة ت�سير ب�سرعة �س 

كيلومتر في ال�ساعة، كم �ساعة ت�ستغرقها ال�سيارة لقطع م�سافة �س كيلومتر؟  

م�صائل نظرية بحتة اأو مجردة 
الريا�سيين  اأن  من  الرغم  وعلى  الريا�سيات.  فروع  جميع  في  تظهر  المجردة  الريا�سيات  م�سائل 
يدر�سون مثل هذه الم�سائل كجزء من ابحاثهم اإل اأن حلها قد يفتح الكثير من الأبواب لتطبيقات جديدة 
في العلوم المختلفة. وكمثال على هذا يحكى اأن عالم الريا�سيات جورج هاردي قال عن بحوثه في مجال 
نظرية الأعداد، وبالذات في مجال الأعداد الأولية، اأنها لن تجد تطبيقا عمليا اأبدا. ولكن الكثير من 
نظريات الأعداد الأولية التي عمل عليها هاردي واأقرانه وجدت تطبيقاتها العملية منذ عام 1976م 

وبخا�سة في الت�سفير )التعمية( ومجال اأمن المعلومات. 

اأنواع الم�صائل:
تندرج معظم الم�سائل في اإحدى فئتين:

الفئة الأولى: م�سائل من فئة اأوجد، مثل:

• اأوجد قيمة �س اإذا كانت 5 �س + 7 = 12.	
• ما هي الثلاثة اأعداد التي حا�سل مجموعها ي�ساوي حا�سل �سربها.	

الفئة الثانية: م�سائل من فئة اأثبت، مثل:

• اإذا كان اأ ب ج مثلثاً زاويته اأ = 90 درجة. اأثبت اأن: 	
اأ ب 2 + اأ ج 2 = ب ج 2
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اأ

ب

ج

• اأثبت اأن العدد 359 عدد اأولي، اأي ل يقبل الق�سمة بدون باقٍ اإل على نف�سه اأو 1.  	

اأمثلة على م�صائل من موا�صيع مختلفة:
فيما يلي مجموعة من م�سائل اأكثرها ذات طبيعة ريا�سية، وفي بع�سها �سيء من التاريخ. الهدف 
من ذكر هذه المجموعة من الم�سائل هو اإعطاء انطباع عام عن الم�سائل، ولعل القارئ يحاول حلها اأو 
بع�سها قبل متابعته قراءة بقية الكتاب لير�سخ في ذهنه طريقة الحل ويقارنها بالطرق التي �سيجدها 

في الف�سول القادمة.

م�صاألة حل المعادلت عند الخوارزمي:
الأ�ستاذ  مقال  اأحدها  كثيرة  مراجع  من  وحياته  واأعماله  الخوارزمي  عن  المزيد  معرفة  يمكن 
الدكتور/ علي بن عبد الله الدفاع )1977(، مبتكر علم الجبر: محمد بن مو�سى الخوارزمي، مجلة 

البحوث الإ�سلامية، الرئا�سة العامة للبحوث العلمية والفتاء.

وباخت�سار هواأبو عبدالله محمد بن مو�سى الخوارزمي عالم ريا�سيات وفلك م�سلم، ولد حوالي 
164ه� 781م وتوفي بعد 232 ه� اأي )بعد 847م(. يعتبر من اأوائل علماء الريا�سيات الم�سلمين. ترك 
الجبر  كتاب  اأهمها  ومن  والجغرافيا  الفلك  وعلوم  الريا�سيات  في  الموؤلفات  من  العديد  الخوارزمي 
والمقابلة الذي يعد اأهم كتبه، وقد ترجم الكتاب اإلى اللغة اللاتينية في �سنة 1135م، واأ�سبح من اأهم 
الموؤلفات التي ا�ستفاد منها علماء اأوربا في الع�سور الو�سطى، وعن طريق هذا الكتاب دخلت كلمات مثل 

الجبر اإلى اللغات اللاتينية.

الريا�سية  الخطوات  من  منتهية  مجموعة  وهي  الخوارزمية  كلمة  ا�ستقت  الخوارزمي  ا�سم  ومن 
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والمنطقية والمت�سل�سلة اللازمة لحل الم�سائل، ومعظم برامج الحا�سب الآلي بلغات البرمجة المختلفة ما 
هي اإل اإعادة �سوغ خوارزميات ابتكرت لحل م�ساألة ما. وهو اأي�سا اأبو علم الجبر الذي اأر�سى قواعده 

في كتابه ال�سهير »كتاب الجبر والمقابلة«.

وقد اقترن ا�سمه با�سم »الخوارزميات« وهي من فروع علم الحا�سب الآلي الذي يهتم بتحليل حل 
الم�سائل اإلى خطوات وا�سحة ومنطقية. يقول عنه دونالد كنوث، وهو من اأ�سهر علماء الحا�سب الآلي 

في الع�سر الحالي، اأن الخوارزمي هو اأبو علم الحا�سب الآلي. 

من الم�سائل التي طرحها الخوارزمي في »كتاب المخت�صر في ح�صاب الجبر والمقابلة«، نذكر م�ساألة 
ب�سيغتها الأ�سلية المتعارف عليها منذ عهده قبل 1200 �سنة تقريبا:

العدد  من  وع�صرون  وواح��د  مال  قولك  فمثل  الج��ذور،  تعدل  التي  والعدد  الأم��وال  "فاأما 
ف الأجذار فتكون خم�صة، فت�صربها في مثلها تكون خم�صة وع�صرين،  اأن تن�صّ يعدل ع�صرة. فبابه 

اثنان،  وهو  جذرها  فخذ  اأربعة،  فيبقى  الم��ال،  مع  ذكرناها  التي  والع�صرين  الواحد  منها  فتنق�س 

فاأنق�صها من ن�صف الأجذار وهو خم�صة، فيبقى ثلاثة وهو جذر المال الذي تريده والمال ت�صعة. واإن 

�صئت فزدْ الجذر على ن�صف الأجذار فيكون �صبعة وهو جذر المال الذي تريده والمال ت�صعة واأربعون".

وبالتعبير الريا�صي المتداول حاليا:

الناتج  اأ�سبح  وع�سرون  واحد  عليه  واأ�سفت  بنف�سه،  �سربته  اأي  ربعته،  اإذا  الذي  العدد  هو  " ما 
ع�سرة اأ�سعاف العدد؟ "اأو ب�سيغة الريا�سيات الحالية: "اأوجد �س حيث �س2 + 21 = 10 �س".

في الن�سّ المقتب�س من كتاب الخوارزمي، يُعنى بالمال �س2 وبجذر المال �س ويذكر في ن�سو�س اأخرى 
الدراهم ويعني بها الأعداد.

المعادلة ال�صابقة يمكن اأن تطرح ب�صيغة عامة على اأنها: 

اأ �س2 + ج = ب �س، حيث �س متغير )جذر المال( و اأ و ب و ج اأعداد ثابته.

1. ترجم الن�سّ الآتي بالتعبير الريا�صي المتداول حاليا:

درهما". وثلاثين  ت�سعة  يعدل  اأجذاره  وع�سرة  "مال 
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2. ما هو حل المعادلة �س2 + 40 = 14 �س با�ستعمال طريقة الخوارزمي المذكورة اأعلاه. 

م�صاألة مكافاأة الملك �صهرام لوزيره الذي اخترع لعبة ال�صطرنج: 

ه بن داهر الهندي  يذكر ابن خلكان في كتابه »وفيات الأعيان« .. " اأن الذي و�صع ال�صطرنج �ص�صّ
وهو وزير للملك الهندي �صهرام بك�صر ال�صين المعجمة، وكان هدفه ت�صلية الملك بلعبة ت�صحذ العقل 

مكافاأته  تحديد  منه  فطلب  وزي��ره  مكافاأة  اأراد  باللعبة  الملك  اإعجاب  ف��رط  وم��ن  الهمم.  وترفع 

بنف�صه. الوزير الذكي طلب حبة قمح واحدة )فقط( تو�صع في المربع الأول ثم ت�صاعف في المربعات 

التالية حتى تنتهي مربعات ال�صطرنج الأربعة وال�صتين. ورغم اأن الملك �صخر من طلبه اأمر له بما 

يريد فات�صح في النهاية اأن قمح الهند بمجملة لن يكفيه بهذه الطريقة )حيث �صتت�صاعف حبات 

القمح مربعا بعد اآخر حتى ت�صبح في نهاية الرقعة(:

)الرقم 2 م�صروب في نف�صه 63 مرة( - 1 = 18،446،744،073،709،551،615 حبة. 

ه، وقيل لأرباب الديوان اح�صبوه، فقالوا ما عندنا قمح  فاأجاب الملك �صهرام طلب الوزير �ص�صّ

و�صاألهم  الديوان  اأرب��اب  واح�صر  المقالة  هذه  ا�صتنكر  للملك  قيل  فلما  يقاربه،  بما  ول  بهذا  يفي 

فقالوا له لو جمع كل قمح في الدنيا ما بلغ هذا القدر فطالبهم باإقامة البرهان على ذلك فقعدوا 

اأنت في اقتراحك ما اقترحت اأعجب حال من  وح�صبوه فظهر له �صدق ذلك فقال الملك ل�ص�صه 

و�صعك ال�صطرنج".

م�صاألة الن�صو�س الم�صفرة )المعماة(: "بر�س ديز رمع"

الجملة ال�سابقة جملة مكونة من ثلاث كلمات وكل كلمة من ثلاثة حروف. م�سفرة )معماه(، تم 
ت�سفيرها بتغيير مواقع الحروف في كل كلمة بنف�س الطريقة. ما هي الجملة؟

م�صاألة ح�صابية: 

ا�ستخدم كل من الأرقام 0 و1 و2 و3 و4 و5 و6 و7و 8 و9. مرة واحدة فقط اأي بدون تكرار لتح�سل 
على مجموعة من الأعداد حا�سل جمعها ي�ساوي 100.

م�صاألة لوحة اأرقام ال�صيارات: 

تحوي لوحة اأرقام ال�سيارات في المملكة العربية ال�سعودية على اأربعة اأرقام وثلاثة حروف عربية. ما 
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هو عدد اللوحات المختلفة التي يمكن عملها بهذه الطريقة؟

م�صاألة عدد �صفحات الجريدة:

اإذا قمت ب�سحب ورقة من جريدة، ووجدت اأن ال�سفحتين رقم 8 و21 موجودتان في الورقة نف�سها، 
هل ت�ستطيع اأن تحدد عدد �سفحات تلك الجريدة؟

طريقة جاو�س في جمع الأعداد من 1 اإلى 100: 

اأن  اأ�سهر علماء الريا�سيات على الإطلاق، ويحكى  يعد فريدريك جاو�س، الألماني الجن�سية، من 
بوادر نبوغه ظهرتٍ منذ �سغره، حيث تروى عنه ق�سة مفادها اأنه في �سن ال�ساد�سة )عام 1783م( 
طلب مدر�س الف�سل من التلاميذ ح�ساب مجموع العداد من 1 اإلى 100، وتوقع المدر�س اأن ي�ستغرق 
الطلاب وقتا طويلا للو�سول اإلى ناتج الجمع، اإل اأن جاو�س لحظ نمطا معينا في ترتيب الأعداد وفي 
اأقل من دقيقة، اأعلن الطالب جاو�س اأنه تو�سل اإلى المجموع. ولم ي�سدقه المدر�س اإل بعد التحقق من 

المجموع. هل يمكنك معرفة كيف تو�سل جاو�س اإلى الحل بهذه ال�سرعة؟ 

م�صاألة في نظرية الأعداد: 

تقول نظرية م�سهورة عن الأعداد اأنه يمكن كتابة اأي عدد �سحيح كمجموع اأربعة اأعداد مربعة. هل 
ت�ستطيع اأن تجد اأربعة اأعداد مربعة مجموعها 15؟ 

الملك  لمدينة  اللكتروني  الموقع  المرجع )2.3( من  اإليه في  الم�سار  الكتاب  بتحميل  القارئ  ان�سح 
عبدالعزيز للعلوم والتقنية للتعرف على الكثير من الم�سائل ومحاولة حلها.

منهج بع�س كبار العلماء وال�صخ�صيات في الم�صائل التي واجهتهم:

• منهج محمد بن مو�صى الخوارزمي	

ابتكر الخوارزمي طريقة اإكمال المربع في كتابه )الجبر والمقابلة( لحل معادلة من الدرجة الثانية 
بطريقة هند�سية واأخرى جبرية وهما كما يلي :

لحل م�ساألة مثل: �س2 + 10 �س = 39، وهي م�ساألة من الدرجة الثانية، والمجهول فيها �س والمطلوب 
اإيجاد قيمة �س بحيث لو �سربنا �س في نف�سها واأ�سفنا للناتج ع�سرة اأ�سعاف �س لكان المجموع 39. وهذه 
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الم�ساألة �سبيهة بالكثير من الم�سائل التي تواجه الطلاب والطالبات في الوقت الراهن. 

كما ابتكر الخوارزمي طريقة اإكمال المربع في كتابه ال�سهير )الجبر والمقابلة( وقام بحل معادلة 

الدرجة الثانية بطريقة هند�سية واأخرى جبرية وهما كما يلي: 

لحل المعادلة: �س2 + 10 �س = 39 بطريقة الخوارزمي الهند�سية نر�سم مربعاً، ونفر�س اأن طول 

�سلعه �س فتكون م�ساحة المربع �س2، ثم نر�سم م�ستطيلين ملا�سقين للمربع طول كل منهما 5 وينطبق 

عر�سه على عر�س المربع فتكون م�ساحة كل منهما 5�س ثم نكمل ال�سكل اإلى مربع فتكون م�ساحته: 

�س2 + 10 �س + 25 ويكون طول �سلعه )�س + 5(

وال�سكل التالي يو�سح ما �سبق: 

�س

�س

5

بهذه العملية نكون قد اأ�سفنا 25 اإلى الطرف الأيمن من المعادلة التي ت�سبح:

�س2 + 10 �س + 25 = 39 + 25، اأو: )�س+5( 2 = 64 

اأي اأن طول �سلع المربع الكبير هو 8  فتكون قيمة �س هي 3 والواقع اأن هذا الحل، اأي �س = 3، هو اأحد 

حلين، اأما الآخر فهو  �س = -13 ويمكنك التحقق من هذا ب�سهولة بالتعوي�س عن قيمة �س في الم�ساألة.

• منهج اأبو علي الح�صن بن الح�صن بن الهيثم )354 ه�/965م-430 ه�/1040م (  	

الب�سريات، ويمكن تلخي�س منهج  اأ�سهرها علم  الهيثم عالم م�سلم برع في علوم كثيرة من  ابن 

الح�سن ابن الهيثم في البحث العلمي وحل الم�سائل فيما يلي:

ونمعن  الموجودات،  ون�صتقراأ  المتقدمون  كتبه  فيما  "ننظر  »المناظر«:  كتابه  في  الهيثم  ابن  قال 

التدريج والترتيب مع  والمقايي�س على  البحث  الفكر ثم نرتقي في  ونُعمل فيه  المو�صوع  النظر في 
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البحث  في  الحديث  ال�سلوب  يخت�سر  الهيثم  ابن  منهج  اإن  النتائج.  في  والتحفظ  المقدمات  انتقاد 

العلمي في كلمات قليلة!

التجربة  اأي  التجريبي،  الأ�سلوب  على  الهيثم  ابن  تركيز  اإلى  والمقالت  المراجع  من  كثير  وت�سير 
والملاحظة وفهم الحقائق العلمية والم�سلمات الجزئية للو�سول الى معرفة المبادئ الأ�سا�سية والتحقق 

من �سحتها عن طريق التجربة والملاحظة العلمية.

لحظ ما يقول ابن الهيثم في ".. ونمعن النظر في المو�صوع ونُعمل فيه الفكر.."، واأي�سا اأ�سلوبه 
في فهم الحقائق العلمية والم�سلمات الجزئية، مما يوؤكد اأهمية فهم الم�ساألة جيدا قبل البدء في الحل.

• منهج ريت�صارد فاينمان: ريت�سارد فاينمان حا�سل على جائزة نوبل في الفيزياء عام 1965م وقد 	

لخ�س اأحد اأقرانه منهج فاينمان في حل الم�سائل كما يلي: "اكتب الم�صاألة، ثم فكر بتركيز �صديد 
الم�ساألة. فهم  على  التركيز  لحظ  اأي�سا  واكتب الحل" وهنا 

عُرف عن فاينمان �سغفه بالعلوم وله اأ�سلوب خا�س في التعلم، حيث يقال اأنه حينما ي�ستعد لمتحان 
اأو يدر�س مو�سوعا جديدا يبداأ باإح�سار كرا�سة مذكرات جديدة ويكتب عنوان الكرا�سة »الموا�سيع التي 
ل اأعلم عنها �سيئا«، ثم يدون المو�سوع وجميع فروعه بخط وا�سح، ويتعلم من التفا�سيل حتى ي�سل اإلى 
جوهر المو�سوع، وكان يق�سي وقتا طويلا في هذه العملية. اإن ا�سلوبه هذا ي�سير اإلى اأهمية التفكير في 

المو�سوع اأو الم�ساألة بعمق!

ويقول فاينمان اأن الن�سان ل يفهم مو�سوعا اإل اإذا كان قادرا على �سرحه بو�سوح للاآخرين.

• 	 :Albert Einstein منهج البرت اآين�صتاين

األبرت اآين�ستاين عالم األماني �سوي�سري، حاز على جائزة نوبل في الفيزياء. من اأهم اأعماله النظرية 
الن�سبية العامة والخا�سة، وهما اأ�سا�س الفيزياء الحديثة. هناك العديد من الكتابات حول �سيرة حياته، 
ذُكر في بع�سها اأنه تاأخر في النطق حتى الثالثة من عمره، وكان له �سغف كبير بالطبيعة، ومقدرةً على 
اإدراك المفاهيم الريا�سية ال�سعبة، وقد تعلم بنف�سه الهند�سة الإقليدية، ويعرف عنه اأن كان يقول "من 
المهم األ تتوقف عن ال�سوؤال" وكذلك قوله "ل تقلق من العوائق التي تواجهك في الريا�سيات، فاأنا اأوؤكّد 
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لك اأن عوائقي اأكبر بكثير". وذكر جون نورتون في مقال له »كيف يفكر اين�ستاين«، المرجع )2.4(، 

اأن اين�ستاين كانت لديه قدرة عالية على الحد�س ال�سائب اإ�سافة اإلى تفانيه في العمل ال�ساق. والتزام 

بالبحث عن الجواب ال�سحيح، بغ�س النظر عن مدى �سعوبة الطريق.

العالم من كارثة و�سيكة  لتنقذ  "لو كان لديك �ساعة واحدة  اآين�ستاين  اأحدهم �ساأل  اإن  كما يقال 

ثم دقيق  ب�صكل  الم�صكلة  لفهم  دقيقة   55 " اأق�صي  اآين�ستاين  اأج��اب  ال�ساعة؟".  تلك  تم�سي   فكيف 

5 دقائق للبحث عن الحل".

تفاوتت الأقوال حول اإذا كان اآين�ستاين قال هذا بالفعل لكن ا�سلوب حل الم�سكلة اأو الم�ساألة لديه هو 

الذي يهمنا، وهو التاأني في فهم الم�ساألة وق�ساء وقت كاف لذلك، والأ�سلوب قريب من ا�سلوب فاينمان 

من حيث اأنه لبد من التركيز على فهم الم�ساألة وتخ�سي�س وقت كاف لذلك.

• منهج فيرمي Enrico Fermi في تقريب اأو تقدير الحلول	

اإنريكو فيرمي )1901-1954( فيزيائي اإيطالي عمل في الوليات المتحدة المريكية على تطوير 

القنابل الذرية والنووية وح�سل على جائزة نوبل في الفيزياء. عرف عنه مهارته في حل الم�سائل التي 

نكتفي بالحل التقريبي لها عن طريق تقدير �سريع لكميات يبدو من ال�سعب اأو الم�ستحيل معرفة قيمتها 

على وجه التحديد. عادة ما تنطوي هذه الم�سائل على تخمينات مبررة حول الكميات والتباين اأو الحدود 

الدنيا والعليا، وتكون النتيجة تقدير اأو تقريب للاإجابة المطلوبة. وغالبا ما يبحث العلماء عن تقديرات 

للاإجابة على م�ساألة قبل ا�ستخدام اأ�ساليب اأكثر تطورا للح�سول على الجواب الدقيق. 

كان فيرمي مولعًا بمثل هذه الم�سائل والتي ا�سبحت تعرف فيما بعد بم�سائل فيرمي. جميع هذه 

الم�سائل تتّخذ طابعًا م�ستركًا: اأنّنا نحاول اأن ن�سع تخمينات مبّررة عن كميّات اأو اأعداد يظهر لأوّل وهلة 

اأنّه من الم�ستحيل تقديرها، وذلك ب�سبب �سحّ وقلّة المعطيات المتوافرة.

وفيما يلي بع�س الأمثلة على ما يعرف باأ�سئلة فيرمي العملية، وهي الأ�سئلة التي برع فيرمي بحلها:

• كم عدد ال�سعر على راأ�س الن�سان العادي؟	

• كم عدد دقات قلب ان�سان عادي طيلة حياته؟	
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• ما مقدار البنزين الذي ت�ستهلكه �سيارتك طيلة حياتها؟  	
• كم لتر من الماء ت�ستهلكها اأ�سرتك كل اأ�سبوع؟	

ولأهمية حل هذا النوع من الم�سائل ف�سوف يفرَدُ لها الف�سل الخام�س من هذا الكتاب.

• وتربوي 	 ا�ستاذ ريا�سيات  بوليا  – 1995م(: جورج   1887( George Pólya منهج جورج بوليا، 

وموؤلف اأ�سهر مرجع لحل الم�سائل، عنوانه »كيف تحل الم�صائل«، انظر المرجع )3.1( وهو مرجع 
ا�ستفاد منه الكثير من الطلاب والمدر�سين وغيرهم. 

ذكر بوليا في كتابه اأن حل الم�سائل يجب اأن يبداأ بفهم الم�ساألة جيدا بجميع تفا�سيلها، فالهتمام 
بفهم المطلوب في الم�ساألة واإعطائه الوقت والجهد الكافيين والتدقيق في التفا�سيل يعد الخطوة الأكثر 
اتخاذ  يجب  التفا�سيل،  درا�سة  وبعد  ال�سبر.  من  الكثير  يتطلب  بالتاأكيد  وهذا  الم�ساألة،  اأهمية لحل 
ووا�سحة  مف�سلة  لخطة  الأولى  الخطوات  و�سع  ثم  الحل،  اإلى  منها  ننطلق  التي  الذكية  الخيارات 

للو�سول اإلى الحل. ثم تنفيذ الخطة بدقة. وعند الو�سول اإلى الحل، يجب التاأكد من �سحته.
ويمكن تلخي�س منهج بوليا بالجدول التالي:

نص المسألةالمسألة

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

ما هو المجهول اأو ما هو المطلوب اأن اأجده اأو اأثبته اأو اأفعله؟
ما هي المعطيات؟ 

ما هي ال�سروط التي يجب تحقيقها؟ 
هل من الممكن تحقيق تلك ال�سروط؟ 

هل ال�سروط كافية لتحديد المجهول اأو غير كافية؟ اأو زائدة عن الحاجة؟ اأم 
متناق�سة؟

هل ت�ستطيع ف�سل ال�سروط اإلى اأجزاء مختلفة اأب�سط؟
ار�سم �سكلا ي�ساعد في تو�سيح الم�ساألة. 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

هل راأيت هذه الم�ساألة اأو �سبيهتها من قبل؟ 
هل هناك معلومة اأو مبرهنة يمكن اأن ن�ستفيد منها؟

هل يمكنك اإعادة �سياغة ذلك ب�سكل مختلف؟ 
هل هناك حالة خا�سة من الم�ساألة يمكن حلها؟

هل يمكن حل الم�ساألة بعد ا�ستبعاد بع�س ال�سروط؟
هل فهمت جميع المعطيات والتعاريف؟

هل ا�ستخدمت جميع المعطيات وجميع ال�سروط؟ 
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نص المسألةالمسألة

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

هل اتبعت الخطة او ال�ستراتيجية التي تو�سلت اإليها في المرحلة الثانية؟
هل العمليات الح�سابية الني اأجريتها خالية من الأخطاء؟ 

هل يمكنك التحقق من �سحة كل خطوة من خطوات الحل؟ 

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل الحل الذي تو�سلت اإليه معقول؟
هل الحل الذي تو�سلت اإليه يجيب على ال�سوؤال اأو الأ�سئلة التي وردت في ن�س 

الم�ساألة؟ 
هل يمكنك حل الم�ساألة بطريقة اأخرى؟

هل يمكن ان ت�ستفيد من الحل في حل م�سائل اأخرى؟

ويجب التنويه هنا اإلى اأن مناهج الحل هذه وغيرها ت�ساعد على تنظيم عملية البحث عن الحل، 
ولي�س بال�سرورة تو�سلنا اإلى الحل! 

من الم�ساهد اأن الكثير من الطلاب والطالبات ل يق�سون وقتا كافيا لفهم الم�ساألة، بل يبدوؤون بكتابة 
اأول فكرة تخطر ببالهم، ويعزى هذا اإلى اأن الن�سان بطبعه يميل اإلى بذل اأقل قدر من الجهد والتفكير 
في الم�ساكل التي تواجهه، واإذا واجهت �سخ�س ما م�ساألة فيختار اأول فكرة تخطر بباله ول يفكر في بدائل 
اأخرى، وقد تف�سل الفكرة الأولى ول يرى ذلك ال�سخ�س غير الفكرة الأولى، بينما يجب التاأني والتفكير 
في عدة بدائل في حال ف�سل الفكرة الأولى. وعلى ال�سخ�س تجنب "الوقوع في ماأزق الفكرة الوحيدة اأو 
اأخرى  لأفكار  العنان  اأن يطلق  وعليه  الذهني،  ي�سمى الحاجز  ما  مجموعة �صغيرة من الأفكار"، وهو 

تمليها معطيات الم�ساألة اأو خبراته ال�سابقة.
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الطالب  يق�سيه  الذي  الزمن  معدل  لقيا�س  تجربة  باإجراء   ،)2.2( المرجع  انظر  �سونفيلد،  قام 
في مراحل حل الم�ساألة، طلب فيها من بع�س الطلاب حل م�ساألة لم يروها من قبل في مدة ل تتجاوز 
20 دقيقة، ووجد اأن ما يقرب من �ستين في المئة من محاولت الحل هي قراءة الم�ساألة ثم اتخاذ قرار 
ب�سرعة حول طريقة الحل، وغالبا ما تكون هذه الطريقة اأول فكرة خطرت للطالب، وال�ستمرار على 
يق�سيه  الذي  الزمن  معدل  اأن  كذلك  تجربته  في  �سونفيلد  ووجد  عميق.  تفكير  بدون  الطريقة  هذه 

الطالب في مراحل حل الم�ساألة كما يلي:

الزمنالمرحلة

اأقل من دقيقتينقراءة الم�ساألة والتمعن فيها
18 دقيقةمحاولة لكت�ساف الحل بدون خطة

�سفرو�سع خطة الحل
�سفرالتنفيذ
�سفرالتحقق

الريا�سيات  اأ�ساتذة  بع�س  من  طلب   ،)2.2( المرجع   ،Schoenfeld ل�سونفيلد  اأخرى  تجربة  وفي 
حل م�ساألة لم يروها من قبل في مدة ل تتجاوز 20 دقيقة، ووجد اأن معدل الزمن الذي يق�سيه هوؤلء 

الأ�ساتذة في مراحل حل الم�ساألة كما يلي: 

الزمنالمرحلة

اأكثر من 10 دقائققراءة الم�ساألة والتمعن فيها
حوالي 4 دقائقو�سع خطة الحل

حوالي 4 دقائقالتنفيذ
حوالي دقيقتينالتحقق
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وفي تجربة ثالثة ل�سونفيلد، المرجع )2.2(، طلب من بع�س الطلاب حل م�ساألة لم يروها من قبل 
في مدة ل تتجاوز 20 دقيقة، ولكن بعد اأن در�س هوؤلء الطلاب مو�سوع كيف تحل الم�سائل، ووجد اأن 

متو�سط الزمن الذي يق�سيه الطالب في مراحل حل الم�ساألة كما يلي: 

الزمنالمرحلة

حوالي 5 دقائققراءة الم�ساألة والتمعن فيها
حوالي 9 دقائقو�سع خطة الحل

حوالي 4 دقائقالتنفيذ
حوالي دقيقتينالتحقق

اأن الكثير من الطلاب ل يق�سون وقتا كافيا  ما هي العبرة من نتائج هذه التجارب؟ العبرة هي 
لفهم الم�ساألة ومعرفة ما هو المطلوب اإيجاده اأو اثباته بو�سوح. واأرجو اأن يخرج الطلاب من هذا الكتاب 

بعدد من الفوائد اأهمها ق�ساء الوقت الكافي لفهم الم�ساألة فهما جيدا قبل المبا�سرة في تنفيذ حل لها!

و�سوف يعطي الف�سل التالي تفا�سيل هذه المراحل وكيف ت�ساعدنا في حل الم�سائل.
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الف�صل الثالث

المراحل الأربع لحل الم�صائل
ملخ�ص للف�صل

�سوف يكون التركيز في هذا الف�سل على اإعطاء تفا�سيل واأمثلة على طريقة جورج بوليا في حل 
الم�سائل من خلال المراحل الأربع لحل الم�سائل.
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المراحل الأربع لحل الم�صائل
فهم الم�ساألة المطلوب حلها مع التركيز على فهم المطلوب بدقة!. 1
و�سع خطة للحل. 2
تنفيذ خطة الحل. 3
المراجعة. 4

ا�صتراتيجية جورج بوليا لحل الم�صائل:
بالن�سبة  الريا�سية  الم�سائل  لحل  واأن�سبها  ال�ستراتيجيات  اأهم  تعد  بوليا  جورج  ا�ستراتيجية  اإن 
حل  مو�سوع  تدري�س  في  العام  التعليم  في  الجديدة  الريا�سيات  مناهج  عليها  اعتمدت  وقد  للطلاب، 

الم�سائل. ونعيد فيما يلي موجز هذه ال�ستراتيجية كما وردت في كتاب بوليا، المرجع )2.1(. 
وفيما يلي تف�سيل اأكثر للمراحل الأربع في طريقة بوليا في حل الم�سائل:

نص المسألةالمسألة

ما هي المعلومات التي وردت في ن�س الم�ساألة؟المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
ما هو المطلوب اأن اأجده اأو اأثبته اأو اأفعله؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

كيف يمكنني ا�ستخدام المعلومات التي وردت في ن�س الم�ساألة؟
ماهي الخطة اأو ال�ستراتيجية التي يمكنني ا�ستخدامها لحل الم�ساألة؟

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

هل اتبعت الخطة او ال�ستراتيجية التي تو�سلت اإليها في المرحلة الثانية؟
هل العمليات الح�سابية الني اأجريتها خالية من الأخطاء؟ 

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل الحل الذي تو�سلت اإليه معقول؟
هل الحل الذي تو�سلت اإليه يجيب على ال�سوؤال اأو الأ�سئلة التي وردت في ن�س 

الم�ساألة؟ 
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المرحلة 1: فهم الم�صاألة
قد ل ن�ستطيع في كثير من الحيان ا�ستيعاب جميع المعلومات المعطاة لنا في الم�ساألة من القراءة الأولى، 
ولذلك فاإنه من الأف�سل دائما قراءة الم�ساألة اأكثر من مرة وبتمعن، قبل الحل وحتى اأثناء عملية الحل، 
اأن كبار العلماء وال�سخ�سيات الذين  لأنه ل معنى ول فائدة من الإجابة على �سوؤال غير مفهوم. لحظ 
ذكرناهم في الف�سل ال�سابق ركزوا على ق�ساء وقت طويل في التفكير بعمق لفهم الم�ساألة قبل المبا�سرة في 

و�سع خطة الحل وتنفيذها. 

خطوات مقترحة لتنظيم عملية فهم الم�صاألة:

المطلوب لحل  ما هو  نفهم  اأن  المهم  الم�ساألة، فمن  المعطاة في �سوغ  المعلومات  اإلى فهم  بالإ�سافة 
الم�ساألة فهما جيدا. على �سبيل المثال، ما هي الكميات غير المعروفة التي يجب اإيجادها؟ في اأي �سكل 

يجب التعبير عنها؟ ومن الأمور التي ت�ساعد في فهم الم�ساألة التفكير الجيد في الأ�سئلة التالية:
• ما هي المعطيات في الم�ساألة اأو ال�سوؤال؟	
• ما هو المطلوب اإيجاده اأو البحث عنه )المجهول(؟	
• هل فهمت كل كلمة اأو جملة اأو رمز وردت في �سياغة الم�ساألة؟	
• هل ت�ستطيع اإعادة �سياغة الم�ساألة باأ�سلوب اأو�سح بالن�سبة لك؟	
• هل هناك م�ساألة م�سابهة �سبق اأن وجدت حلا لها اأو يمكنك حلها؟	
• هل يمكنك التفكير في �سورة اأو ر�سم تخطيطي اأو �سكل هند�سي قد ي�ساعدك على ت�سور الم�ساألة وفهمها؟	
• هل هناك معلومات كافية لتمكينك من اإيجاد حل؟ ما هي المعلومات التي تحتاجها لم�ساعدتك في 	

حل الم�ساألة؟
• ما هي ال�سروط التي يجب اأن يحققها الحل؟ وهل هي �سروط يمكن تحقيقها؟	

يُعبّر عنها ح�سابيا  اأي معلومات حول كميات  عادة ما ي�ستمل و�سف الم�ساألة على معطيات كمية، 
باأعداد اأو عبارات ريا�سية كمعادلة، اأو لفظياً بكلمات اأو جمل اأو يمكن اإعطاء المعلومات كمزيج من 
اأو  معادلت  اأو  ال�سروط  بع�س  على  الم�ساألة  و�سف  يحتوي  واأحيانا  واللفظية،  الح�سابية  ال�سيغتين 
متراجحات. عند ذلك، وفي جميع الأحوال، يف�سل اأن يقوم الطالب باإعادة �سياغة المعلومات الكمية 

ب�سيغة ريا�سية، لتعميق وتاأكيد فهمه وا�ستيعابه للم�ساألة.
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اإلى  الك�سور  اأو  المعادلت  تب�سيط  المفيد  ك�سور فمن  اأو  الم�ساألة معادلت جبرية  ورد في ن�س  واإذا 
اأق�سى حد ممكن. كذلك اإذا اأعطيت ك�سور ع�سرية قم بتحويلها اإلى اأعداد ك�سرية اأو العك�س اإذا كان 

ذلك ممكنا.

اأمثلة على نماذج مختلفة لبع�س الم�صائل:

مثال: قد يذكر في ن�س الم�ساألة اأن المثلث اأ ب ج مت�ساوي الأ�سلاع، فمن الأف�سل ر�سم مثلث اأ ب ج 
اأ�سلاعه مت�ساوية للم�ساعدة على ت�سور الم�ساألة ب�سكل اأف�سل.

مثال: مثال من الأدب العربي على تحويل و�سف الم�ساألة من �سياغة لفظية اإلى �سياغة ريا�سية:

من معلقة النابغة الذبياني:
واحكم كحُكم فتاة الحيِّ اإذ نظرت 

مَ��������دِ    اإلى حم�����ام �س������راعٍ واردِ الثَّ

قالت: 

قال�ت األ ليتُم����ا هذا الحم���امُ لن����ا 
اإلى حمامتن��������ا ون�سف������ه فق����������دِ 

فح�سّ�������بوه فاألف����وه كم���ا ح�س�����بََتْ   
ت�سعاً وت�س�����عين لم تنقُ�س ولم ت��زدِ  

فكمّل�����ت مائ����ةً فيه�����ا حمامتُه�������ا  
واأ�س����رعَتْ ح�س����بةً في ذلك الع���ددِ  
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ما هو عدد الحمام الذي �صاهدته فتاة الحي؟

لنبداأ ب�سياغة بيت ال�سعر اإلى �سياغة ريا�سية، ولنرمز اإلى عدد الحمام بالرمز �س، لنح�سل على 
المعادلة التالية: )�س ÷ 2( +�س + 1 = 100    

ويمكن حل المعادلة لنح�سل على عدد الحمام وهو �س = 66. 
للتحقق من الحل نلاحظ اأن عدد الحمام + ن�سفه = 99، واإذا اأ�سفنا ما اأ�سمته فتاة الحي حمامتها 

اأ�سبح المجموع مائة!

مثال: مثال غير ح�سابي على اإعادة �سياغة الم�ساألة: عندما طلب اأحد الم�سوؤولين التنفيذيين في تويوتا 

من الموظفين اأن يفكروا في "طرق لزيادة اإنتاجيتهم"، لم يجبه اأحد من الموظفين بل كانوا ينظرون اإليه 
با�ستغراب، ولكن عندما اأعاد �سياغة طلبه ب�سيغة "اقترحوا لي طرقا لت�سهيل عملكم"، فاجاأوه ب�سيل 

من القتراحات التي اأدّت اإلى زيادة النتاجية!

وفيما يلي بع�س الأمثلة على �سرح مرحلة فهم الم�ساألة، وقد تبدو الأمثلة ب�سيطة بالن�سبة لمعظم 
القراء ولكن الهدف هو تو�سيح الفكرة وتقريبها:

مثال: ما هي اأ�سغر ع�سرة اأعداد موؤلفة، )غير اأولية(، موجبة؟ 

ما معنى عدد موؤلف؟ هو العدد الذي ي�ساوي حا�سل �سرب عددين اأو اأكثر، جميعها اأكبر من واحد.. 1
ما معنى عدد موجب؟ اأي عدد اأكبر من �سفر.. 2

المطلوب: معرفة اأ�سغر ع�سرة اأعداد موؤلفة.

الحل: لنبداأ بفح�س الأعداد اأكبر من 2، لأن العدد 2 اأولي، ثم العدد 3 وهو اأي�سا غير موؤلف، والعدد 

4 موجب وموؤلف لأن 4 = 2 × 2، فهو اأحد الأعداد التي نبحث عنها، وهكذا، لنح�سل على اأ�سغر ع�سرة 
اأعداد مركبة موجبة، وهي: 4، 6، 8، 9، 10، 12، 14، 15، 16، 18. 

مثال: ا�ستخدم جميع الأرقام 0 و 1 و 2 و 3 و 4 و 5 و 6 و 7 و 8 و 9. مرة واحدة فقط اأي بدون تكرار 

لتح�سل على مجموعة من الأعداد ي�ساوي حا�سل جمعها 100.
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المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
• ما هي المعطيات؟  	

المعطيات هي الأرقام: 0 و 1 و 2 و 3 و 4 و 5 و 6 و 7 و 8 و 9. والعدد 100.

• ما هو ال�صرط اأو ال�صروط؟ 	

ال�سرط الأول اأن ن�ستخدم جميع الأعداد، وال�سرط الثاني األ يكون هناك تكرار، اأي ل نختار  ○

اأي رقم اأكثر من مرة.

ال�سرط الثالث اأن يكون مجموع الأعداد 100. ○

• هل فهمت كل كلمة اأو جملة وردت في �صياغة الم�صاألة؟ لنتاأكد من فهمنا لل�صروط.	

ل بد من ا�ستخدام جميع الأرقام. فمثلا:  ○

)54+ 36 + 1 +9 = 100(، لكننا لم نحقق ال�سرط الأول وهو اأن ن�ستخدم الأعداد 0 و2 و7 و8. ○

ل بد من تفادي التكرار، فمثلا )25 + 53 + 40 = 100( لكن العدد 5 مكرر! ○

• هل ت�صتطيع اإعادة �صياغة الم�صاألة؟	

تنق�سها  ال�سياغة  ه��ذه  الأع����داد؟  م��ن  مجموعة  جمع  كحا�سل   100 ال��ع��دد  كتابة  يمكن   ه��ل 

ال�سروط المعطاة.

• هل هناك م�صاألة م�صابهة يمكننا حلها؟	

اأكتب العدد 100 كحا�سل عددين اأو اأكثر. مثلا 23+ 17+ 60 = 100.

• هل يمكنك التفكير في �صورة اأو ر�صم تخطيطي اأو �صكل هند�صي قد ي�صاعدك على فهم الم�صاألة؟	

• ما هو المطلوب اإيجاده اأو البحث عنه؟ )المجهول(.	

مجموعة من الأعداد ي�ساوي حا�سل جمعها 100 ح�سب ال�سروط المعطاة في و�سف الم�ساألة.

• ما هي ال�صروط التي يجب اأن يحققها الحل؟ وهل هي �صروط يمكن تحقيقها؟	

اأن ن�ستخدم جميع الأرقام: 0 و 1 و 2 و 3 و 4 و 5 و 6 و 7 و 8 و 9. ○

األ يوجد تكرار للاأرقام في مجموعة الأعداد التي نبحث عنها. ○
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مثال: تقول نظرية م�سهورة عن الأعداد اأنه يمكن كتابة كل عدد �سحيح موجب كمجموع اأربعة اأعداد 

مربعة. هل ت�ستطيع اأن تجد اأربعة اأعداد مربعة مجموعها 15؟ 

• ما هي المعطيات؟   	

العدد 15

• هل فهمت كل كلمة اأو جملة وردت في �صياغة الم�صاألة؟	

نبحث عن اأربعة اأعداد مجموع مربعاتها = 15.  ○

ل حظ ال�سرط اأنها تكون 4 اأرقام ولي�ست �ستة. فمثلا 21+21+22+22+22 +21= 1+1+1+4+4+4  ○

= 15 بالفعل ولكن ا�ستخدمنا �ستة اأعداد وهي 4 و 4 و 4 و 1 و 1 و 1.

• هل ت�صتطيع اإعادة �صياغة الم�صاألة؟	

• هل ت�صتطيع اإعادة �صياغة الم�صاألة على �صكل يمكن اأن تر�صمه؟	

قد يكون من المفيد اأن نر�سم م�ستطيلا ارتفاعه 3 وعر�سه 5 لأن 15=3×5، ثم نق�سم الم�ستطيل اإلى 

15 مربعا، ولعلنا ندرك بالنظر ما يقربنا من الحل.

 ، فاأي الجمل التالية �سحيحة؟
2 + 3�س

5 مثال: اأذا كانت �س اأكبر من 4 و �س = 

اأ- �س اأكبر من �س



45

الفصل الثالث: المراحل الأربع لحل المسائل

ب- �س اأكبر من �س.

ت- �س = �س

ث- ل يمكن تحديد العلاقة من المعلومات المقدمة. 

في  المعطاة  المعلومات  اأي  المقدمة"،  المعلومات  من  العلاقة  تحديد  يمكن  "ل  هو  الج��واب  ج- 

الم�ساألة غير كافية!

وتقول  ت�ستعجل  ل  لديك؟  �سيكون  فيها 13 تمرة، كم تمرة  �سلة  اأخذت ثلاث تمرات من  اإذا  مثال: 

�سيكون لدي ع�سرة تمرات! ال�سوؤال لي�س كم تمرة بقيت في ال�سلة كما يعتقد من يقراأ الم�ساألة با�ستعجال! 

الفهم ال�سحيح للم�ساألة هو كم تمرة �صيكون لديك؟ فاإذا اأخذت ثلاثة تمرات من �سلة فيها 13 تمرة 

�صيكون لديك ثلاث تمرات في يدك! 

 م�صاألة: هل ت�ستطيع في ثانية واحدة اأن تجد حا�سل �سرب الأعداد التالية: 1 و 2 و 3 و 4 و 5 6 و 7

و 8 و 9 و 0 ؟

اأن �سيغة  فاأنت لم تقراأ المعطيات ب�سكل دقيق! كما  الأعداد المعطاة  اأن تقوم ب�سرب  اإذا حاولت 

"هل ت�ستطيع في ثانية واحدة اأن تجد حا�سل ال�سرب؟" اإن عملية  ال�سوؤال ورد فيها تلميح مهم وهو 

�سرب الأعداد �سوف ت�ستغرق اأكثر من ثانية.

لو تمعنت في العداد المعطاة لوجدت اأن بينها )�صفر( وبالتالي فاإن حا�سل ال�سرب �سوف يكون 

�صفرا ب�سرف النظر عن بقية الأعداد!

مثال: اح�سب نتيجة العملية التالية في اأقل من ثانية:

7)777777(5-5 = ؟

هنا اأي�سا اإذا حاولت اأن تقوم بتنفيذ العملية ح�سابيا، فاأنت لم تقراأ المعطيات ب�سكل دقيق! كما اأن 

�سيغة ال�سوؤال ورد فيها تلميح مهم وهو " هل ت�ستطيع في ثانية واحدة اأن تجد حا�سل �سرب 7 في عدد 

اآخر" اإن هذه العملية اأي�سا �سوف ت�ستغرق اأكثر من ثانية.
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لو تمعنت في الأعداد المعطاة لوجدت اأن بينها )�صفر( في الأ�س )5 – 5(، ورفع العدد )777777(، اأو 

اأي رقم اآخر، اإلى اأ�س �صفر �سوف يكون ناتجه 1! وبالتالي فاإن 7 )777777(5-5 = 7×1 = 7.

المرحلة 2: و�صع خطة لحل الم�صاألة

اإن حل الم�سائل لي�س موهبة تقت�سر على عدد قليل من المحظوظين، بل هو في الواقع مهارة وعادة 

يمكن اأن يتعلمها الإن�سان ويطورها نتيجة للتجارب التي يمر بها والم�سائل التي يحلها. 

من الوا�سح وبناء على تجربة الكثيرين في حل الم�سائل اأن و�سع خطة الحل قد تكون اأهم واأ�سعب 

بع�س  وفي  �سابقة،  ومعلومات  فردية وخبرات  مهارات  على  و�سع الخطة  يعتمد  الحل، حيث  مراحل 

الأحيان ل نعرف كيف ومن اأين نبداأ. واأحيانا تبداأ الخطة من تخمين قد ي�سيب اأو ل ي�سيب، وقد 

اأن  وقبل  بالحد�س.  يعرف  الإح�سا�س  تبداأ الحل، وهذا  باإح�سا�س عام حول كيف  تبداأ الخطة كذلك 

ندخل في تفا�سيل و�سع خطة الحل قد يكون من المفيد اأن نعر�س نبذة عن الحد�س حيث اأنه مدخل 

جيد لو�سع خطة الحل.

الحد�س كمدخل لحل الم�صائل: 
www.almaany.com :تعريف ومعنى الحد�س في معجم المعاني الجامع

1- حد�س: )ا�سم( 

الحدْ�س: اإِدراك ال�سيِء اإِدْراكًا مُبا�سرًا 	•

الحدْ�س الفِرا�سة 	•

ي�سير الحد�س اإلى نوع من المعرفة التي ل ت�ستخدم المنطق والخت�سا�س، ويمثل �سكلا من اأ�سكال 

المعرفة لي�س من الممكن اأو ال�سروري تف�سيرها بكلمات، وعادة ما تاأتي بدون تفكير وب�سكل مفاجئ. 

اأو  مع حدث معين  التفاعل  تنتج عن  واعية  ل  تفكير  اأنه عملية  تعريف الحد�س  اأي�سا  كما يمكن 

�سخ�س معين اأو عند اتخاذ قرارات في مواقف معينة اأو عند حل م�ساألة جديدة. وقد ياأتي الحد�س على 

�سكل اإح�سا�س، اأو فكرة اأو �سورة ذهنية، اأو اأعرا�س ج�سدية خفيفة )غ�سة، اأو انقبا�س في المعدة، اأو 

غير ذلك(. والواقع اأن الحد�س اأمر نلجاأ اإليه ب�سكل متكرر دون اأن نعي ذلك ب�سكل وا�سح.



47

الفصل الثالث: المراحل الأربع لحل المسائل

قرارات  اتخذوا  والع�سكريين  ال�سيا�سيين  القادة  بع�س  اأن  اإلى  ت�سير  التاريخية  المواقف  بع�س  وهناك 

مهمة و�سائبة بناء على »حد�سهم«. وقد حظيت فكرة الحد�س باهتمام كبير على ال�سعيدين الأكاديمي 

وال�سعبي. وعلى الرغم من اأن معظم النا�س يتفقون على اأن هناك مثل هذه الظاهرة ولكن ل ي�ستطيعون 

تف�سير الحد�س علميا اأو قيا�سه.

حول  العلمية  الدرا�سات  العاديين  والأ�سخا�س  الباحثين  من  الكثيرون  تجاهل  قريب  وقت  واإلى 

ويلز في  �ساوث  نيو  النف�س من جامعة  علم  الباحثين في  فريق من  اأج��رى  عام 2016م  الحد�س. وفي 

وتطويرها مع مرور  وتنميتها  قيا�سها  المقدرة الحد�سية يمكن  اأن  دلت على  اأ�ستراليا، تجارب علمية 

الوقت وتراكم التجارب، واأن الحد�س يمكن اأن ي�ساعد في �سنع القرار لدينا، وتعد هذه التجارب خطوة 

مهمة لفهم »الحد�س« بطريقة علمية اأكثر من اأي وقت م�سى.

توجيه  في  للم�ساعدة  الدماغ  في  اللاواعية  المعلومات  ا�ستخدام  "يمكننا  اأنه  اإلى  الفريق  وخل�س 

قراراتنا اليومية، ولتمكين اتخاذ قرارات اأف�سل وب�سكل اأ�سرع، واأن نكون اأكثر ثقة في القرارات التي 

نتخذها". انظر المرجع )3.2(.

كيف ن�صع خطة الحل؟ 

غالبا ما يكون هناك اأكثر من خطة اأو طريقة لحل الم�ساألة. ومن المفيد اأن نتمعن في الأمور التالية 

حتى تتبلور خطة للحل:

خطوات مقترحة لتنظيم عملية و�صع خطة الحل:

• هل لديك حد�س )اأو فكرة ولو كانت غير وا�سحة( حول الحل؟   	

• هل ت�ستطيع اأن تخمن الحل ثم تتاأكد من تخمينك؟ 	

• هل ت�ستطيع تقدير الحل اأو تقريبه. )�سوف نتطرق اإلى مو�سوع تقدير اأو تقريب الحل في الف�سل 	

الخام�س الذي يغطي منهج فيرمي لتقريب الحلول(.

 اإذا لم تكن لديك فكرة حول كيف تبداأ في الحل فعليك المبا�سرة بما يخالجك من حد�س اأو كتابة 

ما يتبادر اإلى ذهنك على قطعة من ورق لعلها تكون بذرة لخطة الحل. 
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مثال: ا�ستخدم جميع الأرقام 0 و 1 و 2 و 3 و 4 و 5 و 6 و 7 و 8 و 9. مرة واحدة فقط اأي بدون تكرار 

لتح�سل على مجموعة من الأعداد حا�سل جمعها ي�ساوي 100.

جزء من الحد�س اأن كل عدد في المجموعة التي نبحث عنها اأقل بكثير من 100 حتى تتاح لنا فر�سة 
ا�ستخدام جميع الأرقام. 

واإليك اقتراحات على �صكل اأ�صئلة قد ت�صاعد في بلورة فكرة اأو خطة للحل:
• هل فهت وبو�سوح العلاقة بين المعطيات والمطلوب اإيجاده؟ 	

• هل �سبق اأن راأيت م�ساألة م�سابهة ونجحت في حلها؟ 	

• هل ت�ستطيع تب�سيط هذه الم�ساألة؟ 	

• هل ت�ستطيع حل جزء من الم�ساألة؟	

• هل يمكنك اإعادة �سياغة الم�ساألة؟	

• هل ترى نمطا في المعطيات قد يدلك اإلى الحل؟	

• هل تعرف نظرية اأو قانوناً اأو نموذجاً اأو اأ�سلوباً يمكن ا�ستخدامه لحل الم�سكلة؟	

• هل ا�ستخدمت جميع المعطيات وال�سروط؟	

• هل جميع المعطيات كافية للحل؟ هل تحتاج معطيات اأخرى؟	

• هل ت�ستطيع اإعادة �سياغة المعطيات على �سكل جدول اأو معادلة اأو اأكثر؟	

هناك الكثير من ال�ستراتيجيات التي قد تفيد في ر�سم خطة الحل. وهذه ال�ستراتيجيات مح�سلة 
تجارب الكثيرين ممن در�سوا م�سائل كثيرة، وهي ا�ستراتيجيات ت�ساعد على التفكير المنظم في كيفية 
الف�سل  نخ�س�س  و�سوف  الم�ساألة.  حل  اإلى  ال�ستراتيجية  تو�سلنا  اأن  بال�سرورة  ولي�س  الم�ساألة،  حل 
الرابع لو�سف اأبرز ال�ستراتيجيات بالتف�سيل مع اأمثلة لها، نظرا لأهمية مو�سوع ا�ستراتيجيات الحل. 

المرحلة 3: تنفيذ خطة الحل

خطوات مقترحة لتنظيم عملية تنفيذ الحل:

هذه المرحلة اأ�سهل من المرحلتين ال�سابقتين، ولكنها تحتاج اإلى تركيز ودقة في التنفيذ. 
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خطوات مقترحة لتنفيذ عملية الحل:
• راجع كل ما قمت به من عمل بما في ذلك الحلول الجزئية اأو المرحلية.	

• ناق�س مع اأ�سخا�س اآخرين خطط حلول مختلفة.	

• تتبع واحفظ جميع النتائج والبيانات.	

• قارن الحل الذي تراجعه مع محاولت لحل م�سائل مماثلة.	

• ل باأ�س اإن اأخطاأت والأهم اأن ل ت�ست�سلم وتابع البحث عن الحل. 	

المرحلة 4: المراجعة والتحقق

اأ�سباب منها التحقق من �سحة العمل وت�سل�سل  اأن نمعن النظر فيما تم عمله لعدة  المراجعة هي 
الخطوات والتاأكد من اأننا لم نرتكب اأخطاء �سواءً كانت منطقية اأو ح�سابية، والتاأكد من اأن الإجابة 
التي ح�سلنا عليها هي في الواقع الإجابة على الم�ساألة المعطاة ولي�ست اإجابة لم�ساألة نعتقد اأنها كانت 

مطلوبة. 

اأكثر قليلا في الم�ساألة، قد نتمكن من التو�سل لروؤية طريقة  واأحيانا عندما نعيد النظر والتفكير 
اأخرى لحل الم�ساألة، وقد يكون هذا الحل الجديد حلا اأف�سل من الحل ال�سابق، مما يعزز مهاراتنا في 

حل الم�سائل.  

هل الحل الذي تو�سلنا اإليه معقول في �سياق ال�سوؤال؟  مثلا يجب اأن يكون احتمال وقوع الحدث بين 
0 و1 اأو م�ساويا لأحدهما، ولو كان الجواب احتمال وقوع الحدث = 2، فاإن الإجابة خطاأ لأن الحتمال 
ل يمكن اأن يكون اأكثر من واحد اأو 100%. مثال اآخر اإذا كانت الم�ساألة تطلب اإيجاد مجموع ثلاثة اأعداد، 
كل منها ما بين 100 و200، فمن ال�سهل تقدير الجواب باأن يكون بين 300 و600، ولو كان الحل اأقل من 

300 اأو اأكثر من 600 فاإن الإجابة خطاأ.

 خطوات مقترحة لتنظيم عملية المراجعة:

• هل يمكن التحقق من الحل؟	
• هل يمكن اأن تراجع عملية الحل وتدخل عليها تح�سينات اأو تخت�سرها؟ )هذا يفيد في حل م�سائل 	

م�سابهة في الم�ستقبل(.
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• بعد اأن تتاأكد من �سحة الحل اأعد النظر في خطة الحل وا�ساأل نف�سك:	
اأف�سل؟" ○ بطريقة  الم�ساألة  هذه  حل  يمكن  "هل 
هل يمكن ان ا�ستخدم خطة حل هذه الم�ساألة في حل م�سائل اأخرى م�سابهة؟" ○
• تحقق مما اإذا كانت جميع �سروط الم�ساألة تم الأخذ بها.	
• تاأكد من اأنك قادر على �سرح وتبرير الأجابة ل�سخ�س اآخر.	
• التحقق مما اإذا كانت هناك افترا�سات �سحيحة.	

• تحقق مما اإذا كانت الإجابة وحيدة اأو اأن هناك اإجابات اأخرى ممكنة.	

• هل يمكنك التفكير في ا�ستراتيجيات بديلة للحل؟	

• هل يمكنك التفكير في عملية اأكثر كفاءة ممكنة، اأي اأ�سهل واأكثر اخت�ساراً؟	

• هل ترى اأي ت�سابه اأو اختلاف مع م�سائل اأخرى �سادفتها من قبل.	

مثال مع بيان خطوات الحل ح�صب طريقة بوليا: 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

يعي�س الأ�سدقاء اإبراهيم و�سليمان ومحمد في ثلاث �سقق متجاورة، اأحدهم 
طبيب، والآخر محامي والثالث طيار. ولدينا هذه المعلومات عنهم:

القهوة. من  فنجانا  لي�سرب  �سليمان  �سقة  اإلى  الطبيب  	•ذهب 
المحامي  مع  العمل  اإلى  يذهب  فاإنه  معطلة  محمد  �سيارة  تكون  	•عندما 

و�سليمان. 
ماذا يعمل كل واحد منهم؟

تحديد المعطيات: وهي الواردة في ن�س الم�ساألة، وفهم من يذهب اإلى �سقة من المرحلة الأول: فهم الم�صاألة
ومن يذهب اإلى العمل مع من. المطلوب: ماذا يعمل كل واحد منهم؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل 

تعتمد خطة الحل على ال�ستدلل المنطقي، فنبداأ با�ستبعاد اأو تاأكيد بع�س 
الحلول، فمثلا نعرف اأن الطبيب ي�سرب القهوة في �سقة �سليمان، لذلك فاإن 

�سليمان لي�س طبيبا، وهكذا.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

با�ستخدام ال�ستدلل المنطقي نعرف اأن �سليمان لي�س طبيبا لأن الطبيب يذهب 
اإلى �سقة �سليمان لي�سرب فنجانا من القهوة. وحين تتعطل �سيارة محمد فاإنه 
يذهب اإلى العمل مع المحامي و�سليمان. ن�ستنتج اأن المحامي هو اإبراهيم. اإذا 

�سليمان يعمل طيارا، ومحمد يعمل طبيبا، واإبراهيم يعمل محاميا.
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نص المسألةالمسألة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟ نعم. كيف نتاأكد من �سحة الحل؟ انظر الجدول التالي:

طيارمحاميطبيب
نعملل�سليمان
للنعممحمد

لنعملاإبراهيم

مثال: مجموعة الأعداد )1، 3، 8، 120( لها خا�سية مميزة وهي اأن حا�سل �سرب اأي عددين 

فيها يقل عن مربع عدد ما ب� 1. فمثلا: 3 × 8 = 24 = 5 2 – 1. اأي اأقل من مربع 5 بواحد.
و3 × 120 = 360 = 19 2 – 1، وهكذا.

هل يمكن اأن نجد عددا جديدا ي�ساف لهذه المجموعة بحيث ل تتغير خا�سيتها؟ وما هو؟

خطوات الحل ح�صب طريقة بوليا: 

مثال ح�صابي اآخر:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

مجموعة الأعداد )1، 3، 8، 120( لها خا�سية مميزة وهي اأن حا�سل �سرب اأي 
عددين فيها يقل عن مربع عدد ما ب� 1.  فمثلا:

.1 – 2 5 = 24 = 8 × 3
و3 × 120 = 360 = 19 2 – 1.

هل يمكن اأن نجد عددا جديدا ي�ساف لهذه المجموعة بحيث ل تتغير خا�سيتها؟ 
وما هو؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

مجموعة الأعداد )1، 3، 8، 120(
خا�سية المجموعة: حا�سل �سرب اأي عددين فيها يقل عن مربع عدد ما ب� 1.  

فمثلا: 3 × 8 = 24 = 5 2 – 1.
هل هناك عدد جديد يمكن اأن ي�ساف لهذه المجموعة بحيث ل تتغير خا�سيتها؟ 

وما هو؟
لحظ اأن المطلوب هو »عدد«، ول توجد �سروط يجب اأن يحققها العدد مثل عدد 

موجب اأو �سالب اأو �سفر.
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نص المسألةالمسألة

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل 

توحي لنا خا�سية المجموعة بطريقة نبداأ بها الحل، وهي اأن هناك حالتان
1- عدد اأ�سغر من 120؟

2-عدد اأكبر من 120؟ 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

في الحالة الأولى نبحث عن عدد اأقل من 120. وقد ن�سطر اإلى تجربة الأعداد 
من �سفر اإلى 119.

فلنبداأ ب�سفر. ومبا�سرة نجد اأن �سفر = 1 2 -1 
لقد حالفنا الحظ هذه المرة، فقد وجدنا عددا جديدا ي�ساف لهذه المجموعة 

ولم تتغير خا�سيتها! الحل هو �سفر.
في هذه الحالة لي�س هناك �سرورة لمزيد من البحث.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

للتحقق نجد اأن �سفر = 1 2 -1، اأي الحل �سحيح.
وعند التمعن في الحل ن�ستفيد منه اأن نتعلم األ نغفل الأجوبة الب�سيطة اإذا كانت 

مقبولة!!

وهناك �سوؤال م�سابه لكنه اأ�سعب كثيرا وهو: هل هناك عدد �سحيح موجب، اأي اأكبر من ال�سفر، 
من غير الأعداد 1، 3، 8، 120، ويمكن اأن ي�ساف لهذه المجموعة بحيث ل تتغير خا�سيتها؟ وما هو؟  

بينما لم يكن هذا ال�سرط موجودا في المثال ال�سابق.

ما هو الحل؟ ل يوجد حل! حيث ثبت اأنه ل يمكن اإ�سافة عدد �سحيح موجب اإلى القائمة، والثبات 
قد ي�سعب اخت�ساره في هذا المجال. 

مثال: ما هي ثلاثة اأعداد متتابعة حا�سل مجموعها ي�ساوي حا�سل �سربها؟

خطوات الحل ح�صب طريقة بوليا: 

نص المسألةالمسألة

اأوجد ثلاثة اأعداد متتابعة حا�سل مجموعها ي�ساوي حا�سل �سربها؟الم�صاألة

المرحلة الأولى: قراءة وفهم 
الم�صاألة بدقة

المطلوب اأن نبحث عن ثلاثة اأعداد حا�سل مجموعها ي�ساوي حا�سل �سربها.
لحظ ال�سرط اأنها متتابعة، وهذا قد ي�سهل الحل.
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الفصل الثالث: المراحل الأربع لحل المسائل

نص المسألةالمسألة

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل 

بالتاأكيد اأن البحث الم�ستفي�س عن ثلاثة اأرقام متتابعة حا�سل جمعها ي�ساوي 
حا�سل �سربها �سوف يكون متعبا لكثرة الأرقام التي يجب اأن نتعامل معها.

لن�ستفيد من المعلومة اأنها اأرقام متتابعة، ولتفر�س اأن الأو�سط منها هو �س، 
وبالتالي فاإن الرقمين الأخرين هما )�س+1( و )�س-1(.

وبما اأن حا�سل ال�سرب = حا�سل الجمع فهذا يدلنا اإلى تمثيل الم�ساألة بالمعادلة 
التالية:

)�س+1( �س )�س-1( = )�س+1( +�س+ )�س-1(.
اأي اأن خطة الحل تحويل المعطيات الى معادلة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

علينا حل المعادلة: 
)�س+1( �س )�س-1( = )�س+1( +�س+ )�س-1(

ويمكن تب�سيط هذه العادلة لنح�سل على:
�س3 – �س = 3�س، 

من هذه المعادلة نلاحظ اأن �س = 0 هو اأحد الحلول، 
ويمكن اأي�سا تب�سيط المعادلة اأعلاه اإلى:

�س2 – 1 = 3، اأو �س2 = 4، وحل هذه المعادلة هو �س = 2 اأو �س = -2.
اإذا الأعداد التي نبحث عنها هي:

-1و �سفر و1 عندما تكون �س = 0، اأو
1 و2 و3 عندما تكون �س = 2، اأو

-3 و -2 و -1 عندما تكون �س = -2،

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

العداد في الحل 1 و2 و3 حا�سل �سربها = حا�سل جمعها = 6، ويمكن التحقق 
من بقية الحلول اأي�سا اأن حا�سل �سربها = حا�سل جمعها!

مثال: ينطلق �ساروخان في نف�س الوقت متجهان نحو بع�سهما في م�سار ت�سادم. �سرعة اأحدهما 9000 

كيلو متر في ال�ساعة والآخر 21.000 كيلو متر في ال�ساعة. والم�سافة بينهما عند النطلاق 1.317كيلو 
متر. ما هي الم�سافة بينهما قبل الت�سادم بدقيقة واحدة. )حاول اأن تجد الجواب بدون ا�ستخدام قلم 

وورق(.
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خطوات الحل ح�صب طريقة بوليا: 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

ينطلق �ساروخان في نف�س الوقت متجهان نحو بع�سهما في م�سار ت�سادم. �سرعة 
اأحدهما 9000 كيلو متر في ال�ساعة والآخر 21.000 كيلو متر في ال�ساعة. 
والم�سافة بينهما عند النطلاق 1،317كيلو متر. ما هي الم�سافة بينهما قبل 

الت�سادم بدقيقة واحدة. )حاول اأن تجد الجواب ذهنيا، اأي بدون ا�ستخدام 
قلم وورق( 

المرحلة الأول: فهم الم�صاألة

�سرعة كل �ساروخ.
انطلق ال�ساروخين في نف�س الوقت

كل �ساروخ يتجه نحو الآخر بنف�س الخط وهو م�سار ت�سادم. 
الم�سافة بين ال�ساروخين عند النطلاق 1.317كيلو متر

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل 

لنتخيل م�سارات و�سرعات ال�ساروخين وهما يتجهان نحو بع�س.
لأن ال�ساروخين يتجهان نحو بع�سهما فاإن مح�سلة �سرعتيهما هي مجموع 

ال�سرعات = 30000 كم / �ساعة
ال�سوؤال يطلب الم�سافة بين ال�ساروخين قبل الت�سادم بدقيقة واحدة، ولذلك 

يجب اأن نحول مح�سلة ال�سرعة من كم/ �ساعة اإلى كم/دقيقة، اأي )30000\60 
دقيقة( = 500 كم/دقيقة. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

بما اأن مح�سلة �سرعة ال�ساروخين هي 500 كم \ دقيقة قبل ال�سطدام بدقيقة 
فاإن المتبقي من الم�سافة في تلك الدقيقة هي 500 كم فاإن الم�سافة بينهما قبل 

الت�سادم بدقيقة واحدة = 500 كم

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

كل دقيقة يقترب ال�ساروخان من بع�سهما 500 كم، وبالتالي في الدقيقة 
الأخيرة تكون الم�سافة بينهما هي اأي�سا 500 كم!!

 لحظ اأن معلومة الم�سافة بين ال�ساروخين تعد زائدة طالما اأنها اأكبر من 
500 متر.

مثال: رزق اإبراهيم بطفلين اأحدهم على الأقل ذكر، ول نعلم جن�س الطفل الثاني. ما هو احتمال اأن 

كلا الطفلين ذكور؟ 
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خطوات الحل ح�صب طريقة بوليا: 

نص المسألةالمسألة

رزق اإبراهيم بطفلين واحد منهم على الأقل ذكر، ول نعلم جن�س الطفل الثاني. الم�صاألة
ما هو احتمال اأن كلا الطفلان ذكور؟

المرحلة الأول: فهم الم�صاألة
رزق اإبراهيم بطفلين.	•
اأحد الطفلين ذكر.	•
ل نعلم جن�س الطفل الثاني.	•

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل 

لننظر في الحالت الممكنة لجن�س المولودين علما اأن اأحدهما ذكر. والحالت 
الممكنة منطقيا كالتالي:

1- ذكر وذكر.

2- ذكر وانثى.

3- انثى وذكر.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

بعد النظر في الحالت الممكنة وهي ثلاث، نجد اأن هناك حالة واحدة فقط 
يكون فيها المولود الثاني ذكر، لذلك فاإن احتمال اأن كلا الطفلين ذكور ي�ساوي 

 . 
1
3

المرحلة الرابعة: المراجعة 
من ال�سهل التحقق من �سحة الحل لأن عدد الحالت الممكنة �سغير.والتحقق
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الف�صل الرابع

ا�صتراتيجيات لحل الم�صائل
ملخ�ص للف�صل

يعطي هذا الف�سل و�سفا لبع�س ال�ستراتيجيات التي اأثبتت التجربة اأنها ذات فائدة في حل 
الكثير من الم�سائل. 
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

بع�ص ال�صتراتيجيات التي ت�صاعد في حل الم�صائل
تختلف القدرات الذهنية بين الأفراد كما تختلف اأطوالهم واأوزانهم واألوانهم، وكل فرد لديه مزيج 

فريد من المواهب والمهارات، ومواطن القوة وال�سعف التي اأوجدها الخالق �سبحانه وتعالى في عباده، 

ولهذا فمن ال�سعب جدا اأن نحكم على �سخ�س اأنه اأكثر قدرة اأو اأف�سل من �سخ�س اآخر ب�سفة مطلقة، 

لأن المزيج الفريد لدى كل منهم يختلف. وهكذا تختلف القدرة على التفكير وحل الم�سائل من �سخ�س 

لآخر. ويعد التفكير مهارة يمكن تنميتها وتطويرها مع المزيد من التدريب والتجارب.

الريا�سيات،  وتعليم  الريا�سيات  العاملين في مجال  بع�س  تو�سل  كثيرة  وابحاث  لتجارب  ونتيجة 

بع�س  ا�ستخدامها لحل  التي يمكن  الأ�ساليب  اأو  ال�ستراتيجيات  من  عدد  اإلى  الآلي  الحا�سب  وعلوم 

تو�سلنا  لعلها  بها  ناأخذ  محددة  وتعليمات  خطوات  ال�سياق  هذا  في  بال�ستراتيجية  ويُق�سد  الم�سائل. 

اإلى حل الم�ساألة. لي�س من ال�سهل معرفة ال�ستراتيجية المنا�سبة لحل م�ساألة ما اأمامنا، ويتوقف تحديد 

ال�ستراتيجية المنا�سبة لحل الم�ساألة على طبيعة هذه الم�ساألة وخبرة الطالب. 

كما لي�س بال�سرورة اأن تمكننا ال�ستراتيجية التي نختارها من الو�سول اإلى الحل النهائي في جميع 

الحالت، ولكن بالتاأكيد �سوف ن�ستفيد ونتعلم من محاولة الحل با�ستخدام هذه ال�ستراتيجية اأو تلك. 

ومن الوا�سح اأنه يمكن حل اأكثر من م�ساألة با�ستخدام ا�ستراتيجية واحدة، كما يمكن حل م�ساألة 

واحدة با�ستخدام اأكثر من ا�ستراتيجية.

وعلى الرغم من التداخل بين بع�س تلك ال�ستراتيجيات، اإل اأنه يمكن تمييزها كما يلي :  

ا�صتراتيجيات حل الم�صائل
1 - ا�صتراتيجية كتابة قائمة منظمة – )اإن�صاء جدول منظم(

فكرة التنظيم في جميع اأمور الحياة فكرة �سائبة ومفيدة مثل تبويب الح�سابات ال�سخ�سية وترتيب 

اأرقام الهاتف اأبجديا، اأو ترتيب الكتب في رف ح�سب اأ�سلوب معين لت�سهيل الو�سول اإلى الأرقام اأو الكتب. 

من  عليها  يح�سلون  التي  المعلومات  لتنظيم  ال�ستراتيجية  هذه  ي�ستخدمون  الباحثين  معظم  اأن  كما 
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تجاربهم وقيا�ساتهم وا�ستنتاجاتهم لتبويب تلك المعلومات وا�ستنتاج ما ي�سعون لإثباته اأو البحث عنه.

هذه  فاإن  هذا  على  وقيا�سا  التفكير،  عملية  لتنظيم  مهم  اأمر  البيانات  تنظيم  ان  المعروف  ومن 
ال�ستراتيجية يتم فيها جدولة البيانات وتنظيمها على �سكل قوائم اأو جداول اأو مخططات ح�سب ترتيب 
معين، اأو حتى مجرد تغيير ترتيب البيانات فاإنه ي�سهّل درا�ستها وم�ساعدة الطالب على تنظيم تفكيره 

وال�سير بخطة وا�سحة نحو حل الم�ساألة. وقد يتم حل الم�ساألة من خلال هذه ال�ستراتيجية مبا�سرة.

الم�سائل،  لحل  اأخرى  ل�ستراتيجيات  م�ساندة  ا�ستراتيجية  منظمة  قائمة  كتابة  ا�ستراتيجية  تعد 
بمعنى اأنها قد ت�ساعد في اكت�ساف طريقة الحل اأو روؤية النمط اأو اإدراك العلاقات بين اأجزاء الم�ساألة 

تمهيدا ل�ستخدام ا�ستراتيجية اأخرى للحل.

مثال 1: 

نص المسألةالمسألة

ما هو اأكبر حا�سل �سرب يمكن اأن نح�سل عليه من عددين �سحيحين موجبين الم�صاألة
مجموعهما ي�ساوي 41؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
هناك عددان حا�سل جمعهما 41، مثل 3+ 38 وحا�سل �سربهما ي�ساوي 114، 

واأي�سا 24+ 17=41 وحا�سل �سربهما = 391. لنبحث عن عددين حا�سل 
جمعهما = 41، وحا�سل �سربهما اأكبر عدد ممكن. 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

في مرحلة فهم الم�ساألة نظرنا في حالتين، ولن�ستمر في البحث بطريقة منظمة 
على �سكل جدول.

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

حا�سل ال�سربالعددان
140 و 40
278 و 39
.........

18414 و 23
19418 و 22
20420 و21
22418 و 19

نلاحظ اأن حا�سل ال�سرب يبداأ في التناق�س بعد اختيار العددين 20 و 21.
اإذا الحل هو اأن العددين 20 و21 حا�سل �سربهما اأكبر حا�سل �سرب اأي 

عددين مجموعها 41.
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

نص المسألةالمسألة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق وا�سح من الجدولوالتحقق

مثال 2:

نص المسألةالمسألة

التقى �ستة اأ�سخا�س لم يتعارفوا من قبل، ومن الأدب اأن ي�سافح كل منهم الآخر الم�صاألة
مرة واحدة فقط. كم عدد مرات الت�سافح؟

�ستة اأ�سخا�س ي�سافح كل منهم الآخر مرة واحدة فقط. كم عدد مرات المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
الت�سافح؟ 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
لن�سع عدد مرات الم�سافحات التي يقوم بها كل �سخ�س في جدول.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

عدد مرات الت�سافحال�سخ�س
5، لأنه ي�سافح الجميع.الأول
4، لأنه ي�سافح الجميع عدا الأول.الثاني

،3 لأنه ي�سافح الجميع عدا الأول الثالث
والثاني.

2الرابع
1الخام�س
�سفر، لأن الجميع �سافحوه!ال�ساد�س

اإذا عدد الم�سافحات = 0+1+2+3+4+5 = 15
يمكن تعميم هذه النتيجة حينما يكون عدد الأ�سخا�س �س، ليكون عدد 

الم�سافحات �س +)�س-1( + ...+1

المرحلة الرابعة: المراجعة 
من ال�سهل التحقق من الجدول!والتحقق
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نص المسألةالمسألة

التقى �ستة اأ�سخا�س لم ي�سبق لهم اأن يتعارفوا من قبل، ومن الأدب اأن ي�سافح الم�صاألة
كل منهم الآخر مرة واحدة فقط. كم عدد مرات الم�سافحة؟

�ستة اأ�سخا�س ي�سافح كل منهم الآخر مرة واحدة فقط. كم عدد مرات المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
الت�سافح؟ 

المرحلة الثانية: 
لن�سع عدد مرات الم�سافحات التي يقوم بها كل �سخ�س في جدول.و�صع خطة الحل

المرحلة الثالثة: 
تنفيذ خطة العمل

لنجرب عر�س جدول مختلف عن المثال ال�سابق، وفي هذا الجدول نو�سح من 
ي�سافح من:

ال�ساد�سالخام�سالرابع الثالثالثانيالأولال�سخ�س

          ×الأول
        ××الثاني
      ×××الثالث
    ××××الرابع

  ×××××الخام�س
××××××ال�ساد�س 

الرمز × في العمود �س وال�سطر �س يعني اأن ال�سخ�س ل ي�سافح �س اأو ل ي�سافح 
�س.

الرمز   في العمود �س وال�سطر �س يعني اأن ال�سخ�س �س ي�سافح ال�سخ�س �س.
اإذا عدد الم�سافحات = عدد مرات الرمز   = 0+1+2+3+4+5 = 15

المرحلة الرابعة: المراجعة 
من ال�سهل التحقق من الجدول!والتحقق

مثال 3: الم�صاألة ال�صابقة با�صتخدام جدول مختلف
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مثال 4:

نص المسألةالمسألة

ما هو مجموع الأعداد التالية:الم�صاألة
21 –22+23-24+ ... +217 – 218+219 – 220

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

لدينا مربعات الأعداد من 20 اإلى1، وعمليات طرح وجمع بالتناوب، يمكن كتابة 
عمليات الطرح والجمع في مجموعتين:

الأولى: 220 + 218 + ... +22+24
والثانية: -219 – 217-... -23– 21

والنتيجة هي حا�سل جمع المجموعتين.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

عملية الجمع المبا�سر لهذه الأرقام قد تكون متعبة، وحيث اأن ن�س الم�ساألة يوجد 
فيه العمليتين + و – بالتناوب فهذا يوحي اأننا قد ن�ستفيد من اإعادة ترتيب 

العمليات اإلى �سيغة اأ�سهل. فلننظر في الترتيب التالي:
)23 – 24(+)25 – 26( +... )215 - 216( +)217 - 218(+)219 – 220( 

 )21 - 22( +

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

بعد اإعادة الترتيب في المرحلة الثانية نلاحظ اأن داخل كل قو�س فرق بين 
مربعين. وكما ذُكر �سابقا اأن الفرق بين مربع عدد واآخر ي�ساوي مجموع العددين 

م�سروبا في الفرق بينهما. لذلك:
)23 – 24(+)25 – 26( +... + )215 - 216( +)217 - 218(+)219 – 220( 

)21 - 22( +
)1+2(+ )3+4()3-4( ..  )17+18( )17-18( + )19+20( )19-20( =

)1-2(
 )1+2(×1 + )3+4(×1....× )17+18(×1 +)19+20(×1 =

210 =1+2+3+4...+17+18+19+20 =

المرحلة الرابعة: المراجعة 
من ال�سهل التحقق باإجراء العمليات يدويا اأو عن طريق برنامج الحا�سب الآلي.والتحقق

2- ا�صتراتيجية التخمين الذكي والتحقق: 

المبرر  التخمين  مبداأ  على  وتعتمد  المنظّمة،  والخطاأ  المحاولة  اأو  والخطاأ  المحاولة  با�سم  اأي�ساً  ت�سمى 

يخمّن  ال�ستراتيجية  هذه  في  الحل.  اإلى  للو�سول  �سابقة  تجارب  وح�سيلة  منطق  على  والمبني  والمدرو�س 

ي�ستبعده  فهو  التخمين  تبيّن عدم �سحة  فاإذا  منه،  ويتحقق  التخمين  يختبر هذا  ثم  للم�ساألة  الطالب حلًا 
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وي�سعى اإلى تخمين اأف�سل. وعلى الطالب ال�ستفادة من ف�سل التخمين ال�سابق، بتجنب ال�سبب اأو الأ�سباب 
التي اأدت اإلى ف�سل التخمين، وهكذا حتى يتم التو�سل اإلى الحل ال�سحيح. ويجب التاأكيد هنا اأن التخمين 
لي�س ع�سوائياً بل اإنه تخمين ذكي يعتمد على المنطق ومعطيات الم�ساألة وعلى الحد�س، )انظر ما ورد حول 
اأن عمليات التخمين تكون مرتبطة ببع�سها في�ستفاد في كل محاولة من  الحد�س في الف�سل الثاني(. كما 
المحاولت التي �سبقتها، بمعنى اأن المحاولة التالية في التخمين تكون اأقرب للحل من المحاولة التي �سبقتها 

لأن تخمينا غير �سائب اأ�ستُبعد وتعلمنا من ا�ستبعاده ما يفيد في تخمين جديد.

مثال 1: انظر ال�صفحة 3 من المرجع )4.5(

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

اأوجد قيم الرموز �س و ب و ج و د من المعادلت التالية، علما اأنها اأعداد 
�سحيحة موجبة:

�س + ب + ج + د = 10
�س2 + ب2 + ج2 + د2 = 30

�س3 + ب3 + ج3 + د3 = 100
�س × ب × ج × د = 24

المعطيات اأربع معادلت باأربعة متغيرات. )هناك ثلاث معادلت غير خطية( المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لو كانت جميع المعادلت خطية لكان الحل �سهلا! وهذه �سعوبة ل يجب اأن تثنينا 
عن الحل. لنجرب ا�ستراتيجية التخمين الذكي والتحقق.
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

نص المسألةالمسألة

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

المعادلة الأولى �س + ب + ج + د = 10، 
تخبرنا اأن قيمة كل رمز يجب اأن تكون بين 1 و 10 لأن مجموع الرموز = 10.

وهذا ي�سير اإلى اأن قيم الرموز �س و ب و ج و د جميعها اأقل من 10. ولنخمن القيم 
التالية: 

2و 2 و3 و3. بالفعل هذه القيم تحقق �سرط المعادلة الأولى لأن مجموعها =10.
هل تحقق هذه القيم بقية المعادلت؟ 

مع الأ�سف ل، لأن حا�سل �سربها = 36 ولي�س 24 كما في �سرط المعادلة الرابعة.
والأن مع اأن هذا التخمين خاطئ اإل اأننا ن�ستفيد منه اأن القيم التي خمّناها كبيرة.

لنجرب قيما اأ�سغر ولتكن قيم الرموز �س و ب و ج و د هي: 3و 3 و3 و1
هنا اأي�سا هذه القيم تحقق �سرط المعادلة الأولى لأن مجموعها =10.

مرة اأخرى هل تحقق هذه القيم بقية المعادلت؟
اأي�سا مع الأ�سف ل، لأن حا�سل �سربها = 27 ولي�س 24 كما في �سرط المعادلة الرابعة.
كذلك هذا التخمين خاطئ اإل اأننا ن�ستفيد منه اأن القيم التي خمّناها ل تزال كبيرة.

فلنجرب قيما اأ�سغر ولتكن قيم الرموز �س و ب و ج و د هي: 4و 3 و2 و1
اأعتقد اأننا و�سلنا اإلى الحل لأن هذه القيم تحقق جميع المعادلت الأربع. 

والجواب هو اأن �س يمكن اأن تكون قيمها 4و 3 و2 و1، و ب يمكن اأن تكون قيمها ما 
تبقى من 4و 3 و2 و1، بعد ا�ستبعاد قيمة �س، وهكذا بالن�سبة للرموز ج و د

ملاحظة: حيث اأن �س يمكن تاأخذ واحدة من 4 قيم، و ب واحدة من ثلاث قيم و ج 
واحدة من قيمتين و د القيمة المتبقية فاإن هناك 4×3×2×1 اأي 24 حلا ممكنا لهذه 

الم�ساألة.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

التحقق �سهل عن طريق تعوي�س القيم في المعادلت الأربع، وليجرب القارئ 
التحقق بنف�سه.
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مثال 2:

نص المسألةالمسألة

مربعان مجموع م�ساحتيهما = 74 �سم2 ومجموع محيطيهما = 48 �سم، واأطوال الم�صاألة
الأ�سلاع اأعداد �سحيحة.  ما هي اأطوال اأ�سلاع المربعين؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
لدينا مربعان ل نعرف م�ساحة كل منهما، ولكن نعرف مجموع م�ساحتيهما، 

وكذلك ل نعرف محيط كل منهما ولكن نعرف مجموع محيطيهما. ما هو طول 
�سلع كل مربع؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

يمكن حل الم�ساألة بطريقة جبرية، ولكن لنجرب طريقة التخمين الذكي 
والتحقق. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

الجدول التالي يبين مراحل التخمين:
لحظ اأن تخمين اأحد الم�ساحتين يجب اأن يكون مربعا تاما لأن المعطيات تقول اأن 

الأطوال اأعداد �سحيحة.
مجموع الم�ساحتينم�ساحة المربع الثانيم�ساحة المربع الأول   

17374
47074
96574

165874
254974
363874
492474
641074
؟؟81

يجب اأن نقف عند تخمين الم�ساحة 81 لأنها اأكبر من مجموع الم�ساحتين.
من الجدول نجد اأن الم�ساحتين 25 و49 مربعان كاملان ومجموعهما = 74.

الآن لنتاأكد من مجموع المحيطين:
�سلع المربع الأول = جذر )25 ( = 5، ومحيطه = 4 × 5 = 20.

�سلع المربع الثاني = جذر )49 ( = 7، ومحيطه = 4 × 7 = 28.
مجموع محيطي المربعين= 20 + 28=48

اإذا طول المربع الأول = 5 وطول المربع الثاني = 7.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

مجموع م�ساحتي المربعين = 25 + 27= 74
مجموع محيطي المربعين = 5 × 7+4 × 4 = 48

وهذا يطابق المعطيات!
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مثال 3:

نص المسألةالمسألة

اأوجد الجذر الحقيقي كعدد ع�سري، مقربا لمنزلتين ع�سريتين، للمعادلة التالية: الم�صاألة
�س3 + �س = 19. 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

لدينا معادلة غير خطية، ولأن المجهول مرفوع اإلى قوة 3، ف�سوف يكون هناك 
ثلاثة جذور. المطلوب اأن نوجد الجذر الحقيقي كعدد ع�سري مقربا لمنزلتين 

ع�سريتين. 
)ملاحظة: لبد من وجود جذر حقيقي لأن درجة هذه المعادلة فردية(

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

يمكن حل الم�ساألة بطريقة جبرية، ولكن لنجرب طريقة التخمين الذكي 
والتحقق. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

لو بداأنا بتخمين �س = 3، فلن يكون تخمينا جيدا لأن 3 3 = 27 وهو اأكبر من 19 
على الطرف الآخر من المعادلة. هل نبداأ بتخمين �س = 2؟

لنعو�س في المعادلة. 2 3 + 2 = 10 > 19.
ن�ستفيد من النتيجة ال�سابقة اأن �س = 2، اأقل من المطلوب، فلنزيد 2 قليلا 

ونخمن �س=2،5 ولنعو�س في المعادلة:
2،5 3 +2،5 = 18،125 >19، مرة اأخرى نحتاج اأن نزيد قليلا في التخمين، 

ولنعو�س 2،55 3 +2،55 = 19،13<19
هذه المرة نلاحظ اأن التخمين يجب اأن يكون اأقل من التخمين ال�سابق قليلا، 

ولنخمن �س=2،54، ولنعو�س 2،54 3 + 2،54 = 18،94.
يبدو اأننا اقتربنا كثيرا من الحل، ولو جربنا التخمين �س=2،545 لكانت نتيجة 
التعوي�س اأكبر من 19، وحيث اأن المطلوب هو التقريب اإلى منزلتين ع�سريتين، 

فاإن الجذر المطلوب هو �س=2،54.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق �سهل عن طريق التعوي�س عن �س بالقيمة 2،54.والتحقق

3- ا�صتراتيجية البدء من النهاية:

تعودنا في بداية حياتنا الدرا�سية على حل الم�سائل خطوة خطوة من البداية، غير اأن ا�ستراتيجية »البدء 
من النهاية« تاأخذنا بعك�س ما تعودنا عليه، اأي البدء من النتيجة النهائية اأو الحل، والعمل اإلى الوراء 
للو�سول اإلى بداية الم�ساألة. فالطالب وفق هذه ال�ستراتيجية يبداأ في حل الم�ساألة من النهاية ثم ن�ساأل 
كيف يتم الح�سول على هذه النتيجة وهكذا، حيث ي�سير الحل تراجعيا بخطوات متتالية ومت�سل�سلة 
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نحو بدايتها، وذلك بعك�س العمليات التي تُجرى عندما يتمّ الحل من البداية للنهاية.

لي�ست  اإليها  الو�سول  ولكن طريقة  النتيجة معروفة  تكون  ال�ستراتيجية عندما  ا�ستخدام هذه  يمكن 
معروفة، ففي بع�س الم�سائل تُعطى الإجابة النهائية ويطلب اثبات اأن هذا هو الحل النهائي اأو ي�ساأل 
عن الخطوات التي اأدت اإلى هذه الإجابة، وفي م�سائل اأخرى تكون هناك معادلت معقدة، لكن خطوات 

الم�ساألة تحوي �سل�سلة من الخطوات التي يمكن عك�سها.

الكثير منا ي�ستخدم هذه ال�ستراتيجية في بع�س مهامه، مثلا لو دعيت عددا من الزملاء على الع�ساء 
فاأنت تبداأ بتحديد الموعد ثم قائمة الع�ساء وهكذا تتوالى ال�ستعدادات حتى ينتهي الع�ساء.

مثال 1:

نص المسألةالمسألة

ما هو مجموع )1+ �س2+ �س3 + �س4+...( اإلى ما ل نهاية بدللة �س، علما اأن �س الم�صاألة
اأ�سغر من 1؟

المعطيات: �سل�سلة ل منتهية من الحدود كل حد فيها هو الرمز �س مرفوع اإلى المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
قوة0 اأو اأكثر ونعلم اأن قيمة المتغير �س اأ�سغر من 1.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
لن�ستخدم ا�ستراتيجية البدء من النهاية. الحل

)اإذا م = 1÷(1-�س

لنبداأ من النهاية ونفتر�س اأننا نعرف المجموع وهو م، اأي:
م = )1+ �س2+ �س3 + �س4+...(

والآن لن�سرب المجموع م في �س لنح�سل على:
�س × م =�س + �س2 + �س3+ �س4 +...

م – م × �س = م )1–�س( = 1.
م )1–�س( = 1 

1
1-�س م =

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟
من الممكن اأن نجمع يدويا او بالآلة الحا�سبة اأول 5 اأو 6 اأو 7 حدود لنرى اأن 

المجموع يقترب من النتيجة كلما زاد عدد الحدود. في الواقع اأن هذا لي�س اثباتا 
ل�سحة النتيجة ولكنه موؤ�سر عليها!
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مثال 2:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

متو�سط علامات محمد في الريا�سيات بعد اأن اأكمل 11 امتحانا كان 80 درجة، 
قرر المدر�س اأن يكون متو�سط العلامات النهائي في الريا�سيات مبنيا على 

10 امتحانات، وقرر ان يترك لمحمد الخيار باأن يحذف واحدة من العلامات 
الحدى ع�سرة. قرر محمد اأن يحذف علامة اأحد المتحانات وهي 30 درجة.  

ما هو المتو�سط الجديد لعلامات محمد؟

متو�سط علامات محمد 80 درجة في 11 امتحانا. حذفنا اأحد العلامات وهي المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
30. ما هو متو�سط العلامات في الع�سرة امتحانات الباقية؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
�سنعمل با�ستراتيجية البدء من النهاية.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لو بداأنا من النهاية وهي معرفة المتو�سط في 11 مادة، )80 درجة(، لنح�سب 
مجموع الدرجات في 11 امتحانا، لنح�سل على:

مجموع الدرجات = 11×80 = 880.
وبما اأن محمد حذف 30 درجة فيكون مجموع درجاته في ع�سرة امتحانات 

880 – 30 = 850، وهكذا، ي�سبح متو�سط محمد الجديد في ع�سرة امتحانات 
.85 = 10÷850 =

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

لنجرب كتابة 11 رقما اأحدها الرقم 30ومتو�سطها 80، ثم نحذف الرقم 30 
ونعيد ح�ساب المتو�سط لوجدناه = 85.
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مثال 3:

نص المسألةالمسألة

هناك عددان حا�سل جمعهما = 12، وحا�سل �سربهما = 4. ما هو مجموع الم�صاألة
مقلوب العددين؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

يمكن اأن نعبر عن الم�ساألة بالطرق الريا�سية المعتادة، مثلا:
ليكن العددان �س و �س، ولدينا:

�س + �س = 12، و �س × �س = 4.
المطلوب اإيجاد )1 ÷ �س( + )1 ÷ �س(.

من المهم ملاحظة اأن المطلوب لي�س بال�سرورة اإيجاد قيمة �س و قيمة �س!

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
�سنعمل با�ستراتيجية البدء من النهاية.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

المرحلة الثالثة: تنفيذ الخطة لنبداأ من النهاية وهي المطلوب اإيجاده، اأي:
)1 ÷ �س( + )1 ÷ �س(.  

ثم نوحد المقامات لنح�سل على:
)1 ÷ �س( + )1 ÷ �س( 

= )�س + �س( ÷ )�س × �س(
من المعطيات نعلم ما هو حا�س �سرب العددين ومجموعهما، اأي:

)�س + �س( ÷ )�س × �س( = 12 ÷4 = 3.
وهذا هو الحل!

ذكرنا في مرحلة فهم الم�ساألة اأن المطلوب هو اإيجاد مجموع مقلوب العددين، �س 
و �س، ولي�س بال�سرورة اإيجاد قيمة �س و قيمة �س!

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

يمكن التحقق عن طريق اإيجاد قيمة �س وقيمة �س، عن طريق حل المعادلتين:
�س + �س = 12، و �س × �س = 4 بالطرق الجبرية المعتادة.
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مثال 4:

نص المسألةالمسألة

اأثبت اأن الجذر التربيعي للعد 2 غير ك�سري، اأي ل يمكن كتابته على �سكل ك�سر الم�صاألة
ب�سطه ومقامه اأعداد �سحيحة. 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
لنعيد �سياغة المطلوب من لفظية اإلى رموز ريا�سية:

 = 2  المطلوب هو اثبات اأنه ل يوجد عددان �سحيحان �س و �س بحيث: 
)�س ÷ �س(

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
لنجرب ا�ستراتيجية البدء من النهاية.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لنبداأ من النهاية ولكن هذه المرة بتعديل ب�سيط على نهاية الم�ساألة. لنفتر�س اأن 
هنالك فعلا عددان �سحيحان �س و �س بحيث:

2 = )�س ÷ �س(، ولنفتر�س اأننا ب�سطنا الك�سر )�س ÷ �س( اإلى اأب�سط 
�سورة، اأي ل يوجد هناك عامل م�سترك بين �س و �س عدا 1.

2 = )�س ÷ �س( نجد اأن: وبتربيع المعادلة 
�س 2 ÷ �س 2 = 2، اأي اأن  �س 2 = 2 �س 2  

وهذا يعني اأن �س 2 عدد زوجي وبالتالي �س يجب اأن تكون عدداً زوجياً!
وبالتالي لبد اأن يكون هناك عامل م�سترك بين �س و �س وهو العدد 2، ولكن 
هذا غير ممكن لأننا ب�سطنا الك�سر )�س ÷ �س( اإلى اأب�سط �سورة، وبالتالي 

افترا�سنا اأن  2 = )�س ÷ �س( غير �سحيح، اإذا ل اأن يكون الجذر التربيعي 
2، م�ساويا لك�سر ب�سطه ومقامه اأعداد �سحيحة. للعدد 2، 

وبهذا الجذر التربيعي للعد 2 نكون اأثبتنا المطلوب!

المرحلة الرابعة: المراجعة 
الإثبات خطواته �سحيحة ومقنع!والتحقق

4- ا�صتراتيجية البحث عن نمط:

اإل  الريا�سيات ما هي  اأن  الريا�سيات، وقد قيل  للباحثين في مجال  ا�ستراتيجية مهمة جدا  هذه 

البحث عن اأنماط والتعامل معها.

الأنماط عبارة عن عملية تكرار منتظمة، وي�ستفاد من الأنماط في ا�ستراتيجية �سميت با�ستراتيجية 

البحث عن نمط، وفي هذه ال�ستراتيجية يتم التركيز على ملاحظة وفح�س المعلومات المعطاة بدقة، 
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وتحديد البيانات الناق�سة اأو المجهولة، ومحاولة ال�ستفادة من النمط اأو الأنماط )التكرار( للو�سول 
اأو  مثل جدول  ب�سري  اأو  �سكل عددي  الأنم��اط في  تظهر  قد  الم�ساألة.  قاعدة عامة حول مو�سوع  اإلى 
اأو  ال�سكال  اأو  الأ�سياء  �سل�سلة من  اأو  ما  لظاهرة  تتابع  عبارة عن  الأنم��اط  تكون  وقد  عام.  مخطط 
الأعداد يمكن اإدراكها والتعرّف عليها والتعبير عنها ب�سيغة علاقات وقواعد ريا�سية تربط بين هذا 

التتابع، ثم ا�ستخدام تلك العلاقات في حل الم�ساألة. 

البيانات  بدقة  ويلاحظ  بعناية  يفح�س  اأن  الطالب  على  فاإن  ال�ستراتيجية  هذه  ا�ستخدام  عند 
ي�ستخدم  اأي  منظم،  جدول  في  الم�ساألة  بيانات  بتدوين  الطالب  يقوم  اأن  والمفيد  المهم  ومن  المعطاة، 
ا�ستراتيجية جدول اأو قائمة منظمة كا�ستراتيجية م�ساندة، ثم يعمل على اكت�ساف القاعدة اأو الطريقة 
التي ت�سير وفقها هذه البيانات، ولعله يجد القاعدة التي ت�ساعد في حل الم�ساألة اأو اإكمال النمط وفق 

النظام الذي لحظه في هذه البيانات. 

وكمثال ب�سيط على ذلك لو كانت المعطيات �سل�سلة من الأعداد 2، 4، 6 فاإن هذه ال�سل�سة تك�سف 
عن نمط هو اأن ال�سل�سلة عبارة عن اأعداد زوجية تبداأ من الرقم2، ولهذا يمكن اأن نتوقع اأو نخمن اأن 

العدد التالي هو 8. 

والكت�ساف،  ال�ستقراء  مهارات  من  كثير  لتنمية  الفر�سة  نمط  عن  البحث  ا�ستراتيجية  وتتيح 
ومهارات التوقع والتنبوؤ وتكوين التعميمات. وقد يتطلب ا�ستخدام هذه ال�ستراتيجية تنظيم المعلومات 

والعلاقات التي تربط بينها على �سكل جدول اأو قائمة لت�سهيل عملية اكت�ساف النمط.
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مثال 1: 

نص المسألةالمسألة

اأكمل النمط: ما هو العدد الذي يمكن اأن يلي 36 في المتتالية التالية؟ 1، 4، 9، 25، 36، ....الم�صاألة

المعطيات: �سل�سلة من اأعداد موجبة يبدو اأنها تتزايد بكمية غير ثابتة.المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
اكت�ساف القاعدة التي تولد هذه الأعداد.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لن�ستخدم ا�ستراتيجية البحث عن نمط.
المحاولة الأولى اأن ننظر في الفرق بين العدد والذي يليه في �سل�سلة الأعداد المعطاة. 

مثلا: 4 -1 = 3، 9 -4 = 5، و16 -9 = 7. من الوا�سح اأن الفروق التي ح�سلنا عليها 
هي �سل�سلة من الأرقام الفردية المتتالية، اأي 3، 5، 7، وهكذا.  

لم ن�ستفد من هذه المحاولة، وقد يكون لدى القارئ محاولة اأف�سل، ولكن يجب اأن 
ندرك اأن ارتكاب الخطاأ يعتبر الخطوة الأولى في اكت�ساف الحلول ال�سحيحة. 

محاولت اأخرى: 
5- لنعيد النظر في �سل�سلة الأعداد من الأكبر اإلى الأ�سغر لعلنا نجد نمطاً ي�ساعدنا في 

الحل. لم اأجد حلا!
6- لنجمع كل عددين متتالين اأو نق�سم العدد على الذي يليه، وهكذا. لكننا لم نجد حلًا!

كما ذكرنا �سابقا اأن المحاولت التي تنتهي بالف�سل ل يجب اأن ت�سيبنا بالإحباط، 
ولن�ستمر في البحث!!

محاولة جديدة:
قد ن�ستفد من كتابة كل عدد على �سكل نقط. مثلا: 

 o نكتب 1 هكذا
 o o o o و4 هكذا

و9 هكذا o o o o o o o o o وهكذا
بعد التمعن لو نعيد ترتيب النقط التي تمثل كل عدد هكذا:

1o
4o oo o

9o o oo o oo o o

36
o o o oo o o oo o o oo o o o

هنا نجد اأنه يمكن تمثيل كل عدد بمربع، اأي 1 = 1 2  و 4 = 2 2 و9 = 3 2 و 16 = 4 2 
و25 = 5 2 و36 = 6 2

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

انتهت بنا خطة البحث عن نمط اإلى اأن النمط لهذه ال�سل�سلة ال�سغيرة يمكن اأن نعبر 
عنه بكون كل عدد في ال�سل�سلة هو مربع ترتيب العدد، مثلا العدد الثالث هو 3 2، وهكذا 

فاإن العدد الذي نبحث عنه وترتيبه ال�سابع هو 7 2= 49!

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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نص المسألةالمسألة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟
نعم، لأن نمط الأعداد الذي تو�سلنا اإليه باإمكانه توليد ال�سل�سلة 1 و4 و9و 16و 25 و36 

و49.

مثال 2: اأكمل النمط: 1، 3، 6، 10، 15، ....
هذه الم�ساألة �سبيهة جدا بالم�ساألة ال�سابقة ولعل القارئ يجرب ا�ستخدام �سكل المثلث لحلها.

مثال 3: 

نص المسألةالمسألة

ح�ساب مجموع العداد من 1 اإلى 100 بدون عمليات الجمع المعتادة. )�سبق اأن الم�صاألة
اأ�سرنا اإلى هذه الم�ساألة كطريقة جاو�س(

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
المعطيات: الأعداد من 1 اإلى 100 

المطلوب اأوجد ناتج 1+ 2 + 3 + .... +99+98+97+ 100
عن طريق اكت�ساف نمط ي�سهل عملية الجمع.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لن�ستخدم ا�ستراتيجية البحث عن نمط ونفكر في خا�سية لهذه الأعداد المتتالية 
ت�سهل عملية الجمع.

100 +99+98+ 97+...  + 3 + 2 +1
ذكرنا في ف�سل �سابق هذه الم�ساألة وتعرف بمجموع جاو�س، وجاو�س هو عالم 

الريا�سيات الذي اأوجد حا�سل الجمع بطريقة اكت�ساف نمط �سهل له العملية. 
واأعتقد اأننا لو نظرنا بعيون جاو�س لراأينا مجموعة الأعداد بطريقة مختلفة قد 

تكون:
100 +99+98+ 97+ ... + 3 + 2 + 1 +0

هنا يبرز لنا نمط وهو  اأن 1 + 100 = 101، و 2 + 99 = 101، و 3 + 98 = 101 
وهكذا.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

بناء على النمط الذي اكت�سفناه لنق�سم عملية الجمع، وبدون اأن يوؤثر على 
حا�سل الجمع المطلوب، اإلى مجموعتين كما يلي:

50+49+.....+3+2+1
51+52 +.... +98+99+100

ولنجمع العددين الولين من كل مجموعة لنح�سل على:
101 + 101+ 101+ ..... خم�سين مرة.

وبالتالي فاإن حا�سل الجمع المطلوب = 50×101 = 5050!
المرحلة الرابعة: المراجعة 

والتحقق
هل تّم حل الم�ساألة؟

نعم، ويمكن التحقق عن طريق الجمع المعتاد اأو با�ستخدام الآلة الحا�سبة!
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مثال 4: 

نص المسألةالمسألة

اأوجد مجموع اأول 100 من الأعداد الزوجية الموجبة.الم�صاألة

ما هو حا�سل جمع 2 + 4 + 6 + 8 + .. + 100+ ... +200 ؟ المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لنبحث عن نمط قد يظهر لنا في حا�سل جمع اأول عدد زوجي موجب، ثم اأول 
عددين �سحيحين موجبين ثم اأول ثلاثة اأعداد �سحيحة زوجية موجبة وهكذا. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

مجموع اأول عدد موجب زوجي 
.)2( 1 = 2 =

مجموع اأول 2 من الأعداد الموجبة الزوجية 
= 2 + 4 = 6 اأو 2 )2 + 1( = 2 )3(.

مجموع اأول 3 اأعداد موجبة زوجية 
= 2 + 4 + 6 = 12 اأو 3 )3 + 1( = 3 )4(.

مجموع اأول 4 اأعداد موجبة زوجية 
 8 + 6 + 4 + 2 =

= 20 اأو 4 )4 + 1( = 4 )5(.
لعلنا الن نلاحظ ان هناك نمطا بداأ يظهر ي�سير اإلى اأن مجموع اأول 100 رقم 

موجب زوجي = 
10100 = )1+100(×100

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

لي�س من ال�سعب التحقق من النتيجة عن طريق الجمع التقليدي �سواءً  كان 
يدويا اأو عن طريق الحا�سب.

تمرين: لعل القارئ يتحقق من نتيجة الجمع في الم�ساألة ال�سابقة بطريقة جمع م�ساألة جاو�س. 

تلميح: لحظ اأن المجموع المطلوب = )2 + 200( + )4 + 198(+..... 
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مثال 5:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة
كم عددا في نتيجة العملية )111111111(2

وما هو العدد الأو�سط؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
المطلوب اأن نح�سب كم عددا في نتيجة �سرب الرقم )111111111( في نف�سه، 

ونحدد العدد الأو�سط. من الممكن اأن نقوم بهذه العملية مبا�سرة، ولكن لي�س 
هذا المطلوب وهو �سعب في نف�س الوقت.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لنبحث عن نمط قد يظهر لنا في حا�سل �سرب 11×11 و 111×111 وهكذا 
حتى يت�سح لنا نمط يمكن اأن ن�ستفيد منه في معرفة الجواب. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

21 = 1 هناك عدد واحد في النتيجة والأو�سط 1
211 = 121 هناك ثلاثة اأعداد في النتيجة والأو�سط 2

2111 = 12321 هناك خم�سة اأعداد في النتيجة والأو�سط 3
21111 = 1234321 هناك �سبعة اأعداد في النتيجة والأو�سط 4

وهنا بداأ يظهر لنا نمط يدلنا اأن:
)111111111(2 = 12345678987654321، وهناك �سبعة ع�سر عددا في 

النتيجة والأو�سط 9.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
قد تكون اأف�سل طريقة للتحقق من النتيجة عن طريق كتابة برنامج حا�سب اآلي.والتحقق

5 - ا�صتراتيجية الحالت الخا�صة

في المراحل الأولى من التفكير في حل اأي م�ساألة، فاإنه غالبا ما يكون مفيدا لفهم الم�ساألة ب�سكل 
اأف�سل النظر في جعل اأحد المتغيرات ياأخذ قيمة خا�سة مثل الق�سوى �سواءً، كانت اأكبر قيمة اأو اأ�سغر 

قيمة ممكنة، ب�سرط األ يوؤثر التغيير على المتغيرات الأخرى.  
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مثال1: 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة
هناك مربع كامل مكون من اأربعة اأرقام مختلفة لي�س بينها ال�سفر، الأول 

والثاني مربع كامل وكذلك الثالث والرابع مربع تام.  ما هو المربع التام المكون 
من اأربعة اأرقام؟ 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

ما هو المربع الكامل؟ هو عدد �سحيح جذره التربيعي عدد �سحيح اأي�سا!
هل هناك �سروط؟ نعم وهي:

مربع تام مكون من اأربعة اأعداد.
الأول والثاني مربع تام وكذلك الثالث والرابع مربع تام.

جميع العداد اأكبر من �سفر.
ماهي المربعات التامة المكونة من عددين؟ هي:

16 و25 و36و 49و64و 81.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لن�ستخدم ا�ستراتيجية الحالت الق�سوى: بناء على معرفة المربعات التامة 
المكونة من عددين فاإن العدد الذي نبحث عنه لن يكون اأ�سغر من 1625 ول 

اأكبر من 81164! )وهذه هي الحالت الق�سوى(. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

حيث اأن العدد الذي نبحث عنه مربع تام فاإن جذره التربيعي عدد �سحيح بين 
جذر 1625 وهو 40،31 وجذر 8164 وهو90،35.

 قد يكون العدد الذي نبحث عنه هو 40×40 = 1600، ولكن هذا غير مقبول 
لأنه يحتوي على ال�سفر.

لنجرب 41×41 = 1681! 
لقد وجدنا الحل!

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟
نعم، ويمكن التحقق لأن هذا العدد مربع تام وجذره التربيعي = 41، وهو مكون 

من 16 على الي�سار وهو مربع تام، و81 على اليمين وهو مربع تام اأي�سا!
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مثال 2:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

دخل اأحد الطلاب خم�سة امتحانات وكان معدل الدرجات التي ح�سل عليها 90 
درجة في هذه المتحانات الخم�سة. فاإذا كانت اأعلى درجة ممكنة 100 واأقل 

درجة �سفر، ما هي اأدنى درجة يمكن اأن يكون ح�سل عليها هذا الطالب في اأي 
من تلك المتحانات؟ 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المعطيات: معدل نتائج المتحانات الخم�سة
= 90 درجة، واأعلى درجة ممكنة = 100 واأدنى درجة = 0.

المطلوب: اإيجاد اأدنى درجة يمكن اأن يكون ح�سل عليها هذا الطالب في اأي من 
تلك المتحانات.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

نبداأ النظر في الحالة الق�سوى، ونفتر�س اأن الطالب ح�سل على 100 درجة في 
اأربعة امتحانات، فمن الطبيعي اأن تكون درجة المتحان الخام�س هي اأدني درجة 

ممكنة.
لنبحث عن اأدنى درجة بمعرفة اأن المعدل كان 90 درجة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

اإذا كان المعدل الإجمالي لدرجات الطالب للاختبارات الخم�سة هو 90 درجة 
فاإن مجموع الدرجات التي ح�سل عليها في المواد الخم�س = 90 × 5 = 450 

درجة.  ونحن افتر�سنا اأن اأعلى درجة يمكن اأن يح�سل عليها الطالب في اأربعة 
من تلك الختبارات هي 100 درجة لكل امتحان، اأو 400 درجة للامتحانات 

الأربعة، وبما اأن المعدل كان 90 درجة فاإن مجموع الدرجات التي يمكن اأن 
يح�سل عليها الطالب في خم�سة امتحانات هي 90×5 = 450 درجة.

فاإن اأدنى درجة ممكنة في اختبار واحد يح�سل عليها هذا الطالب = مجموع 
الدرجات الممكنة، اأي 450 ناق�سا اأعلى درجة يمكن اأن يح�سل عليها الطالب في 

اأربع امتحانات وهي 400، اأي اأن  اأدنى درجة ممكنة = 450 – 400 = 50.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟
نعم! لأنه لو كانت اأدنى درجة اأ�سغر من 50 لأ�سبح معدل الدرجات في 

المتحانات الخم�سة اأقل من 90، وهذا يخالف المعطيات في الم�ساألة!
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مثال 3:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

هناك برنامج م�سابقات تلفزيوني امريكي يقدمه مذيع يعرف با�سم مونتي 
هول. فكرة الم�سابقة هي اأن هناك ثلاثة اأبواب مغلقة اأمام المت�سابق، ويقول 

مقدم البرنامج للمت�سابق ان هناك �سيارة جديدة وراء اأحد الأبواب، وهناك 
ماعز وراء كل من البابين الآخرين. يختار المت�سابق اأحد الأبواب ويقوم مقدم 

البرنامج بفتح اأحد البابين المتبقيين. ثم ي�ساأل المت�سابق اإذا كان يريد تبديل 
الأبواب. هل تن�سح المت�سابق اأن يبدل الباب الذي اختاره اأم ل؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المعطيات: الأبواب وجائزة خلف كل باب، اأثمن الجوائز هي �سيارة جديدة 
يرغب المت�سابق الفوز بها. يختار المت�سابق بابا واحدا قد تكون خلفه ال�سيارة 

الجديدة اأو الماعز.
يعطي مقدم البرنامج فر�سة للمت�سابق لتغيير الباب الذي اختاره بعد اأن يفتح 

مقدم البرنامج اأحد البابين المتبقيين.  هل يبدل المت�سابق الباب الذي اختاره اأم 
ل؟

اأول ما يتبادر اإلى الذهن اأنه لي�س هناك ميزة للتبديل لأن فر�سة الفوز بال�سيارة 
كانت 1\2، ولكن الآن هناك بابان، اأحدها خلفه �سيارة، لذلك تكون فر�سة 

الفوز بال�سيارة 1\2.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
لننظر في حالة ق�سوى لتو�سيح هذه الم�ساألة. الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لنفتر�س اأن هناك 1000 باب خلف اأحدها �سيارة و999 بابا خلف كل منها 
ماعز ويمكن للمت�سابق اأن يختار باباً واحداً، وبعد اختيار باب واحد هناك 

فر�سة 99.9% اأن ال�سيارة وراء واحد من الأبواب الأخرى. ويقوم مقدم 
البرنامج )الذي يعرف ما وراء كل من الأبواب( بفتح 998 من الأبواب المتبقية. 

هناك بابان مغلقان – الباب الذي اخترته وباب اآخر. الن ح�سب المنطق 
ال�سابق، فر�سة الفوز هي الآن 1\2. من هذا يت�سح اأن التبديل يعطي فر�سة 

اأف�سل للفوز.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل تّم حل الم�ساألة؟
في هذه الحالة قد يكون التحقق فيه بع�س ال�سعوبة.

يمكنك اأن تجري تجربة وتعيدها عدداً كبيراً من المرات، ولنقل 100 مرة.
في كل تجربة تمثل هذه الم�سابقة، وتح�سب عدد مرات الفوز بال�سيارة عند تبديل 

الأبواب وبدون التبديل. �سوف تجد في معظم التجارب اأن التبديل اأف�سل.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 4:

نص المسألةالمسألة

كم عدد الأعداد اأقل من 1،000،000 مجموع اأعدادها = 3؟الم�صاألة

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

هناك مليون رقم بع�سها مجموع اأعداده = 3، اأوجد عدد الأرقام التي يبلغ 
مجموع اأعدادها 3 من بين تلك المليون رقم.

يفيد في فهم الم�ساألة اأن نذكر بع�س تلك الأرقام مثل 200100 و30000 
و101010

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

اأحد الحلول هو الحل المبا�سر، اأي كتابة جميع الأرقام اأقل من مليون واختيار 
تلك التي مجموع اأعدادها = 3، ومن الوا�سح اأنها طريقة متعبة.

لننظر في الحالت الق�سوى اأو الخا�سة. ما هو اأ�سغر رقم مجموع اأعداده = 3؟ 
الجواب هو العدد 3. ما هو اأكبر رقم مجموع اأعداده = 3؟ الجواب هو العدد 
300000. من ال�سهل اأن نلاحظ اأن مجموع اأعداد اأي رقم اأكبر من 300000 

�سوف يكون 4 اأو اأكبر. لذلك فاإن جميع الأرقام المطلوبة اأكبر اأو م�ساوية للرقم 
3، واأ�سغر اأو م�ساوية للرقم 300000. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لعلنا نح�سر الأرقام المطلوبة التي تحتوي على 3. من الوا�سح اأنها 3 و30و 
300و3000و 30000 و300000 وهي 6 اأرقام.

الن ماهي الأرقام التي تحتوي على 1 و2؟ وبم اأن الأعداد يجب اأن تكون اأقل من 
300000 اإذا هناك 6 مواقع ممكنة للعدد 1 اأو 2، ويتبقى 5 مواقع للعدد الآخر، 

اأي اأن هناك 6×5 = 30 رقما يحتوي على الأعداد 1 و2.
اأخيرا ماهي الأرقام التي تحتوي على 111. مرة اأخرى لأن الأعداد يجب اأن 
 تكون اأقل من 300000 اإذا هناك 6 مواقع ممكنة للعدد 111، مثل 100110 

و 011010 و0101010و 111000.
العدد 111 فيه ثلاثة مواقع ونختارها من بين 6 مواقع ممكنة لثلاثة اأعداد 

جميعها 1.وعدد اختيار 3 اأ�سياء من 6 = 6! ÷ )3! ×3!(
.20 = )6×6(÷120= ))1×2×3( )1×2×3((÷ 1×2×3×4×5×6=

تعريف: 3! = 3×2×1
اإذا عدد الأرقام اأقل من 1،000،000 مجموع اعدادها ي�ساوي 3

هي 6 اأرقام تحوي العدد 3 و30 رقما تحوي الأعداد 1 و2 و20 رقما تحوي 1 و1  
و1.

اإذا الجواب = 6+30+20 = 56 رقما.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

 التحقق المبا�سر، وقد يكون عن طريق كتابة برنامج حا�سب اآلي، لح�سر 
الأعداد المطلوبة �سوف يعطي النتيجة 56 عددا!
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مثال 5:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

هناك لعبان محمد وحمد، يجل�سان متقابلين عند طاولة م�ستديرة، يبداأ 
حمد بو�سع قطعة معدنية م�ستديرة واحدة في اأي مكان فارغ على الطاولة، ثم 
ي�سع محمد قطعة اأخرى على الطاولة اأي�سا في مكان فارغ، وهكذا حتى تمتلئ 

الأماكن الفارغة، واآخر لعب ي�سع قطعته هو الفائز. 
ما هي الخطة التي يمكن ان ي�ستخدمها اللاعب الأول، حمد، لي�سمن الفوز في 

هذه اللعبة؟ 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

هذا لي�س مثال ح�سابيا ولكن طريقة الحل الم�ستخدمة، وهي ا�ستراتيجية 
الحالت الخا�سة، مفيدة للتفكير في حل م�سائل اأخرى.

الحل با�ستراتيجية الحالت الخا�سة.
هناك لعبان، حمد ومحمد، متقابلان عند طاولة م�ستديرة ل نعرف م�ساحتها، 

ولدى كل منهما عدد كاف من القطع المعدنية، ويتناوبان على و�سع القطع، 
قطعةً قطعة، على اأي مكان فارغ في الطاولة. الفائز هو اآخر من ي�سع قطعته 

بحيث ل يوجد مكان فارغ على الطاولة.
ما هي الخطة التي يمكن اأن ي�ستخدمها اللاعب الأول، حمد، لي�سمن الفوز في 

هذه اللعبة؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

حيث اأننا ل نعلم م�ساحة الطاولة فلنجرب ا�ستراتيجية الحالت الخا�سة. اأحد 
هذه الحالت اأن تكون م�ساحة الطاولة مال نهاية، ولكن هذه الحالة غير مفيدة 

لأن اللعبة لن تنتهي. 
الحالة الخا�سة الأخرى هي اأن تكون الطاولة الم�ستديرة تت�سع لقطعة واحدة 

فقط، اأي قطرها ي�ساوي قطر الطاولة. وفي هذه الحالة الخا�سة يفوز من يبداأ 
اللعب وهو حمد.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

وجدنا في الحالة الخا�سة اأن قطعة حمد و�سعت في مركز الطاولة، ولنجرب 
تعميم هذه الفكرة.

ماذا لو كبرت الطاولة واأ�سبحت تت�سع لأكثر من قطعة معدنية واحدة؟ يجب اأن 
ي�سع حمد قطعته في مركز الطاولة، ثم ي�سع محمد قطعته في اأي موقع فارغ 

على الطاولة. الآن ينبغي على حمد اأن ي�سع قطعته في المكان المقابل تماما لآخر 
قطعة و�سعها محمد، اأي على خط القطر الذي يمر بمركز الطاولة ومركز 

اآخر قطعة و�سعها محمد وعلى نف�س الم�سافة من المركز، وهكذا حتى لو كبرت 
الطاولة الم�ستديرة عدة مرات. بهذه الطريقة يكون حمد اآخر من و�سع قطعته 

ويفوز.
المرحلة الرابعة: المراجعة 

اقترح اأن يلعب القارئ هذه اللعبة مع زميله ويجرب هذه الخطة ليقتنع بها.والتحقق

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 6:

نص المسألةالمسألة

هناك دائرتان ت�ستركان في المركز وتف�سل بينهما م�سافة 10 �سم. ما هو الفرق الم�صاألة
بين محيطي الدائرتين؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

لنر�سم الدائرتين اأول:

10

المعطيات ل ت�سمل طول قطر كل دائرة ولكن لنفر�س اأن قطر الدائرة ال�سغيرة ق 
وقطر الدائرة الكبيرة = ق +20، )20 لأن هناك 10 �سم من كل جانب(

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

 من ال�سهل ح�ساب محيط الدائرتين بمعرفة قطر كل منهما، والن�سبة التقريبية 
ط، فيكون:

محيط الدائرة ال�سغرى = ط × ق 
محيط الدائرة الكبرى = ط × )ق + 20(

اإذا الفرق بين المحيطين = 20 ط.
ومع اأن هذا جواب �سحيح با�ستخدام الطريقة الجبرية اإل اأن هناك طريقة 

اأف�سل با�ستخدام ا�ستراتيجية الحالت الخا�سة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لأننا ل نعرف اأقطار الدائرتين، فلناأخذ حالة خا�سة وهي اأن تنكم�س الدائرة 
ال�سغرى لتكون نقطة فقط، وبالتالي محيطها = 0، وقطر الدائرة الكبرى = 

20، ومحيطها = 20 ط.
الفرق بين المحيطين = 20 ط – 0 = 20 ط.

اإن فكرة الحالة الخا�سة وهي انكما�س الدائرة ال�سغرى اإلى نقطة اأعطت حلا 
�سريعا وب�سيطا وجميلا!

المرحلة الرابعة: المراجعة 
 التحقق �سهل لأن الحل يتفق مع الحل بالطريقة الجبرية.والتحقق
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6 - ا�صتراتيجية حل م�صاألة اأب�صط:

ي�ستخدم كثير من علماء واأ�ساتذة الريا�سيات هذه ال�ستراتيجية عندما تكون الم�ساألة معقّدة، نظراً 
لحتوائها على اأعداد كبيرة اأو ح�سابات �سعبة، اأو اأن حلها يتطلب خطوات كثيرة، والفكرة الأ�سا�سية 
لهذه ال�ستراتيجية هي حل م�ساألة اأ�سهل من الم�ساألة الأ�سلية على اأن تكون م�سابهة لها وذات علاقة بها. 
وقد يكون با�ستبدال الأعداد الكبيرة باأعداد �سغيرة و�سهلة الح�سابات، كما اأن التب�سيط قد يكون من 
خلال درا�سة حالت خا�سة للم�سكلة اأو بحذف بع�س ال�سروط اأو عدم اعتبارها موؤقتاً، وبعد التب�سيط 
قد ن�ستفيد من حل هذه الم�ساألة ال�سهلة في حل الم�ساألة الأ�سا�سية. ومن ملاحظتي اأجد اأن معظم الطلاب 
اأن باإمكانهم تب�سيط الم�ساألة  اأنها �سعبة ولكن ل يدور بخلدهم  حين تعطى لهم م�ساألة �سعبة يعرفون 

وحلها ثم ال�ستفادة من النتائج لفهم الم�سائل الأكثر �سعوبة ب�سكل اأف�سل وبالتالي حلها.

مثال 1:

نص المسألةالمسألة

اأوجد �س اإذا كانت 900 �س – )36( )45( = 0الم�صاألة

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
هذه معادلة من الدرجة الأولى وال�سعوبة تكمن اأن فيها اأعداد كبيرة بع�س 

ال�سيء، ومن ناحية المبداأ 
�س = )36( )45( ÷900

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
هناك حاجة لإيجاد طريقة اأب�سط لإجراء العمليات الح�سابية.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

علينا ت�سغير الأرقام لي�سهل التعامل معها كالتالي:
3×2×3×2×3×2 = 6×6×6 = )36(

5×5×5×5 = )45(
900 = 2×2×3×3×5×5، ولأن

�س = )36( )45( ÷900
÷  )5×5×5×5 ×3×2×3×2×3×2 (=

 5×5×3×3×2×2
اإذا بعد التب�سيط باإزالة الأرقام التي تحتها خط لأنها م�ستركة بين الب�سط والمقام نح�سل 

على   �س = 2×3× 5×5 = 150.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق �سهل بالتعوي�س عن �س في المعادلة.والتحقق

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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اإلى عواملها الأولية، وهي 2  اأن تحليل الأعداد الكبيرة  ملاحظة: قد يعتقد القارئ، وهو على حق، 

و3و5، اأ�سعب ولكن الهدف هو تقديم مثال على التب�سيط الذي ي�سهل العمليات الح�سابية المبا�سرة.

مثال 2:

نص المسألةالمسألة

ما هو مجموع مقلوب قوا�سم 360؟ اأي:الم�صاألة
1\2 + 1\3 + ....+ 1\360 = ؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

قوا�سم العدد 360 هي: 2 و3 و4 و6و8 و9 10و 12 و15و 18و20و 24 و30و 36و 
40 و45و 60و 72و 90 و120 و180 و360 ومجموعها = 1170.

المطلوب معرفة مجموع مقلوب قوا�سم العدد 360.
اأوجد 1\1 + 1\2 + 1\ 3 + 1\4 + ... + 1\360 =؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

الحل الأكثر و�سوحا هو العثور على جميع القوا�سم للعدد 360، ومن ثم جمع 
مقلوب كل قا�سم من 360 هي 1، 2، 3، 4، 5، 6، 8، 9. . . 120، 180، و360 
ثم نجد قا�سم م�سترك )على �سبيل المثال، 360(، وتحويل كل الك�سور اإلى ما 

يعادلها. اإن عملية الجمع هذه مملة واحتمال اأن نخطئ في بع�س العمليات 
الح�سابية وارد! )اإل اإذا ا�ستخدمنا حا�سب اآلي وبرمجناه للقيام بهذه العملية(.

هل يمكن تب�سيط هذه الم�ساألة؟ مثلا لنحاول اإيجاد:
مجموع مقلوب قوا�سم العدد 12 وهي 1، 2، 3، 4، 6، و12. لنجمع 1\1 + 1\2 + 

12\28 = 12\1+6\1+4\1+ 3\1
عملية الجمع في هذه الحالة اأ�سهل كثيرا من عملية الجمع:

.360\1 + ... + 4\1 + 3 \1 + 2\1 + 1\1
لحظ اأن مجموع قوا�سم 12 ي�ساوي 28 واأن الب�سط في حا�سل مجموع مقلوب 

قوا�سم العدد 12 ي�ساوي مجموع قوا�سم 12، اأي 28.
ويمكن اأن نعمم هذه الملاحظة لإيجاد مجموع قوا�سم العدد 360.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

نتيجة الملاحظة التي اكت�سفناها عند تب�سيط الم�ساألة ن�ستنتج اأن مجموع مقلوب 
قوا�سم العدد 360= مجموع قوا�سم 360 = 1170\360.

 )هذه ملاحظة ولكنها لتُعد اإثباتا ريا�سيا(

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل الحل معقول؟ نعم. فهو يتفق مع ما وجدناه عند تب�سيط الم�ساألة. وزيادة 
في التحقق لو جمعنا مقلوب قوا�سم 360 يدويا اأو عن طريق الحا�سب لوجدناه 

 .360\1170
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مثال 3:

نص المسألةالمسألة

هناك 19 عددا �سحيحاً متتالياً مجموعها = 95. ما هو العدد العا�سر بين هذه الم�صاألة
الأعداد؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المعطيات: 
لدينا 19 من العداد ال�سحيحة المتتالية

ال�سرط: مجموع هذه الأعداد =95
اأي�سا لحظ اأن الأعداد متتالية اأي اأن الفرق بين كل عددين متتاليين = 1.

كذلك لحظ اأن العدد ال�سحيح يمكن اأن يكون �سفراً اأو عدد موجب اأو عدد 
�سالب!

المطلوب: ما هو العدد العا�سر بين هذه الأعداد المتتالية.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

نلاحظ اأن العدد ال�سحيح العا�سر بين 19 عدداً �سحيحاً هو "الو�سط"، 
ولنفتر�س اأن هذا العدد هو �س، فاإن الأعداد الت�سعة ع�سر المتتالية هي:

)�س -9(، )�س -8(، )�س -7(، ...، )�س(، )�س+1(، )�س+2( + .... + 
)�س+9(.

 لنجد �س بمعرفة اأن مجموع هذه الأعداد المتتالية = 95.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

من الملاحظة التي اكت�سفناها عند تب�سيط الم�ساألة ن�ستنتج اأن مجموع هذه 
الأعداد = )�س -9( + )�س -8( + )�س -7(، ...، )�س(، )�س+1(، )�س+2( + 

.... + )�س+9( = 95.
لحظ اأن )�س-9( +)�س+9( =2�س، و )�س-8( +)�س+8( = 2�س وهكذا.

اأي: )�س -9( + )�س -8( + )�س -7(، ...، )�س(، )�س+1(، )�س+2( + .... 
+ )�س+9( = 19 �س، ومن المعطيات المجموع = 95، اأي 19 �س = 95، اأي اأن  

العدد العا�سر الذي نبحث عنه = 95÷19= 5. 

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل الحل �سحيح؟ نعم ولنتاأكد من الأعداد بمعرفة اأن العدد الو�سط هو العا�سر 
بين 19 عدد وي�ساوي 5، واأنها اأعداد متتالية، وهي:

.4-،3-،2-،1-،6،7،8،9،10،11،12،13،14 ،5 ،0 ،1،2،3،4
يمكنك اأن تتحقق يدويا اأن المجموع = 95.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 4:

نص المسألةالمسألة

لدينا الأعداد التالية: 0 و 111 و 222 و 333 و 444و 555 و 666 و 777 و 888 و الم�صاألة
999، والمطلوب ن�سبة متو�سط الأعداد اإلى مجموعها.

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
لدينا 10 اأرقام، ويبدو اأن لها �سيغة خا�سة، والمطلوب ن�سبة متو�سط الأرقام اإلى 

مجموعها. لحظ اأن الأرقام لها �سيغة خا�سة، فهل هذه خدعة اأم لها علاقة 
ب�سيغة الأرقام للو�سول اإلى الحل؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

 قد يكون الحل المبا�سر هو الذي يتبادر اإلى الذهن وهو ايجاد مجموع الأرقام؛ 
ثم ح�ساب متو�سط مجموع الأرقام، واأخيرا تق�سيم المتو�سط على المجموع 

وح�ساب الن�سبة. لكن هل هناك طريقة اأب�سط؟

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لنحاول حل م�ساألة اأب�سط وبدون الدخول في معرفة الأرقام. لنفتر�س اأن مجموع 
الأرقام الع�سرة = �س، ثم يكون متو�سط الأرقام وهو م = �س÷10. 

الآن ن�سبة المتو�سط اإلى المجموع 
= م ÷ �س= )�س÷10( ÷ �س = 1\10 اأو %10

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

يمكن التحقق عن طريق الحل المبا�سر وهو جمع الأرقام وح�ساب المتو�سط ثم 
اإيجاد ن�سبة المتو�سط اإلى المجموع.
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مثال 5:

نص المسألةالمسألة

ما هو مجموع معاملات حدود مفكوك )�س+�س(8؟الم�صاألة

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المطلوب هو مجموع المعاملات الح�سابية ولي�س بال�سرورة اإيجاد المعاملات 
الح�سابية. لتقريب فهم الم�ساألة ننظر في المثال التالي: 

)�س+�س(2 = 1�س2 +2�س �س + 1�س2
ومجموع المعاملات الح�سابية 1+2+1=4 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

اإن ايجاد مجموع المعاملات الح�سابية لمتعدد الحدود )�س+�س(8 بالطريقة 
المبا�سرة �سوف يكون مرهقا، وهو كما يلي:

)�س+�س(8 = �س8 + 7 �س7 �س + 28 �س6 �س2 + 56 �س5 �س3 + 70 �س4 �س4 + 
56 �س3 �س5 + 28 �س2 �س6 + 8 �س7 �س + �س8

مجموع المعاملات الح�سابية = 1+8+28+56+70+56+28+7+1 = 256
لنبحث عن طريقة اأب�سط.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لم تُذكر قيم للمتغيرات �س و �س في المعطيات، فلا �سرر اأن تكون: �س = �س = 1.
لذلك حينما نح�سب )�س+�س(8 = )1+1(8 

ولن يتبقى اإل المعاملات الح�سابية، اأي: )1+1(8 = 2 8 
اإذا مجموع المعاملات الح�سابية =  2 8 = 256

وبدون �سك فهذه الطريقة اأ�سهل من الطريقة المبا�سرة واأجمل!

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق �سهل لأن النتيجة مطابقة لنتيجة الحل المبا�سر!والتحقق

مثال: ما هو مجموع المعاملات الح�سابية في متعدد الحدود )�س+�س+ع(6؟

ا�ستخدام  كما تم  ال�سوؤال  للاإجابة عن هذا  اأب�سط  م�ساألة  ا�ستراتيجية حل  ا�ستخدام  ال�سهل  من 
الحل في  مثال 5.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل



السبيل إلى الحل

88

7-  ا�صتراتيجية النظر اإلى الم�صاألة من زاوية مختلفة

واأجمل من  اأ�سهل  تبدو  الطرق  وبع�س  باأكثر من طريقة،  ما  م�ساألة  الأحيان حل  بع�س  يمكن في 
وهذا  مبا�سرة،  بطريقة غير  اأي  نظر مختلفة،  وجهة  من  الم�ساألة  النظر في  عند  وخ�سو�سا  غيرها، 
يتطلب بع�س المهارة التي يمكن تنميتها مع حل المزيد من الم�سائل. ولعل القارئ، بعد قراءة الأمثلة على 

هذه ال�ستراتيجية، يقارن طريقة حله لبع�س الم�سائل مع طرق اأخرى يطلع عليها. 

مثال 1:

نص المسألةالمسألة

اأوجد طريقة �سريعة و�سهلة لجمع الأرقام التالية:الم�صاألة
502+ ... +25+16+4+2+1

الطريقة المبا�سرة لحل هذه الم�ساألة تبدو �سهلة لأنها عمليات جمع متتالية، اإل اأن المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
فيها �سعوبة عند جمع الأرقام الكبيرة. 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لننظر اإلى هذه الم�ساألة من زاوية اأخرى غير الجمع المبا�سر. ال�سعوبة تكمن 
في جمع الأرقام الكبيرة، ولكن هل هناك و�سيلة للتخل�س منها مثلا عن طريق 

الطرح بدل من الجمع؟

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

ليكن المجموع م = 16+8+4+2+1+ ... +502
لننظر في ا�ستخدام عملية الطرح.

نبداأ بح�ساب 2م = 32+8+4+2+ ... +502 +512
نلاحظ اأن المجموع م = 2م -م = 512 - 1 

وهكذا نكون تخل�سنا من 50 عملية جمع و�سرب وا�ستبدلناها بعمليات اأب�سط 
بكثير.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

يمكن اأن نتحقق عن طريق جمع اأب�سط مثل:
1+2+4 = 32- 1 = 8-1 = 7 وهذا �سحيح،

1+2+4 +8= 42- 1 = 16-1 =15، �سحيح!
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مثال 2:

نص المسألةالمسألة

ما هو الفرق بين مجموع الأعداد الزوجية اأ�سغر من 101 والأعداد الفردية الم�صاألة
اأ�سغر من 101 

لعل التعبير الريا�سي اأ�سهل، فالم�ساألة تتطلب اإيجاد:المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
ف =)4+2+...+100( – )3+1+...+99(

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

مجموع الأعداد الزوجية = ) 4+2+...+100( =2550
مجموع الأعداد الفردية = )3+1+....+99(= 2500

اإذا الفرق ف = 50.
لنبحث عن طريقة اأ�سهل بطرح كل عددين متتالين.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لحظ اأن عدد الأعداد الزوجية هو 50 عددا، وكذلك عدد الأعداد الفردية. 
الفرق ف = )1-2( +) 3-4( + .... + )99-100(

اأي ف = 1+1+ .... خم�سين مرة = 50

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق �سهل حيث اأن الحل هو نف�سه كما راأينا في المرحلتين الثانية والثالثة.والتحقق

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 3:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

في �سباق 100 متر بين اإبراهيم و�سليمان، فاز �سليمان بفارق 5 اأمتار. لم يعترف 
اإبراهيم بالهزيمة وطلب اإعادة ال�سباق، ب�سرط اأن يعود �سليمان اإلى خلف خط 

البداية 5 اأمتار. اإذا افتر�سنا اأن �سرعة المت�سابقين في الجولة الثانية م�ساوية 
ل�سرعتيهما في الجولة الأولى. من الذي فاز في الجولة الثانية؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

هناك جولتان من ال�سباق الأولى يقطع المت�سابقان نف�س الم�سافة وهي 100، 
ويفوز �سليمان، والجولة الثانية يقطع فيها �سليمان م�سافة 105 مترا بنف�س 

�سرعته في الجولة الأولى، واإبراهيم يقطع م�سافة 100 متر اأي�سا بنف�س �سرعته 
في الجولة الأولى. من يفوز في الجولة الثانية؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

يمكن حل الم�ساألة بالطريقة الجبرية المعتادة وهي كما يلي:
حيث اأن زمن ال�سباق غير معروف لنفر�س اأن �سليمان اأكمل ال�سباق الأول في 20 

ثانية، اإذا �سرعته كانت )100 م( \ )20 ثانية( = 5 م / ث. 
ولأن اإبراهيم رك�س فقط 95 مترا في تلك الع�سرين ثانية، فاإن �سرعته كانت:

 )95 م( \ )20 ق( = 4.75 م / ث. 
لذلك الوقت الذي ا�ستغرقه �سليمان في قطع 100 متر= 100 ÷ 50 = 20 ثانية، 

والوقت الذي ا�ستغرقه ابراهيم = 100 ÷ 4.75 = 21،05 ثانية.
وبهذه المعلومات يمكننا تحليل الجولة الثانية من ال�سباق كما يلي:

يجب على �سليمان رك�س 105 متر في الجولة الثانية )لأنه بداأ 5 اأمتار خلف خط 
البداية( وب�سرعة 5 م / ث، وعلى اإبراهيم قطع 100 متر ب�سرعة 4.75 م / ث. 

لذلك وقت �سليمان في الجولة الثانية = 105 ÷ 5 = 21 ثانية
ووقت اإبراهيم في الجولة الثانية = 100 ÷ 4،75 = 21،05 ثانية، اأي ان ال�سبق 

ل يزال ل�سليمان.
هل يمكن اأن ننظر اإلى الم�ساألة من زاوية اأخرى ت�سهل علينا عملية الحل؟

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

نلاحظ اأن �سليمان رك�س 100 متر في نف�س الوقت الذي قطع فيه اإبراهيم 95 
متراً، لذلك، في ال�سباق الثاني، �سوف يلحق �سليمان باإبراهيم بعد 95 متاًر، 
وفي الخم�سة اأمتار المتبقية، �سوف ي�سبق �سليمان لأن �سرعته اأكبر من �سرعة 

اإبراهيم! لحظ اأن هذه الطريقة ب�سطت الحل كثيرا! 

المرحلة الرابعة: المراجعة 
التحقق �سهل لأن طريقتي الحل اأعطت نف�س الجواب.والتحقق
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مثال 4: انظر المرجع )5.6( 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة
10 و   + 6 لتكن �س = 

 .12  +5 �س = 
اأيهما اأكبر �س اأم �س.

لدينا عددان �س و �س قيمة كل منها مجموع جذري عددين. هل يمكن اأن نعرف المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
اأي العددين اأكبر؟ 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

الحل المبا�سر �سهل وخ�سو�سا اإذا كان لديك اآلة حا�سبة. لكن لننظر من زاوية 
اأخرى غير مبا�سرة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

60 لنح�سب �س2 = 16 + 2× 
60 �س2 = 17+ 2× 

والآن يمكن اأن نرى ب�سهولة اأن �س اأكبر من �س.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
يمكن التحقق ب�سهولة عن طريق ح�ساب قيمة �س و �س مبا�سرة.والتحقق

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 5: 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

اأوجد قيمة المقدار التالي:

 

المطلوب اإيجاد قيمة جذر 2 م�سروبا في جذر جذر 2 وهكذا اإلى مال نهاية. المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

 الحل المبا�سر قد يكون �سعبا لأن هناك مال نهاية من الجذور التي يجب ح�سابها. لكن 
لننظر من زاوية اأخرى غير مبا�سرة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

    
ليكن ج =

 
وبالتالي فاإن مربع ج ، اأي : ج2

  
ج2= 2 ×

اإذا ج2 ÷ ج = 2، اأي ج = 2.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

من الممكن اأن نح�سب الجذر م�سروبا بالجذر بالآلة الحا�سبة لنرى اأن القيمة 
تقترب من النتيجة كلما زاد عدد الجذور. في الواقع اأن هذا لي�س اثباتا ل�سحة 

النتيجة ولكنه موؤ�سر عليها!
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8 - ا�صتراتيجية ر�صم �صكل اأو �صورة اأو مخطط اأو نموذج:

تعدُّ ا�ستراتيجية الر�سم من ال�ستراتيجيات الفعّالة لحل الم�سائل الريا�سية، وت�ستخدم عندما يكون 
هناك اإمكانية للتعبير عن الم�ساألة بر�سم اأو مخطط تو�سيحي، حيث ت�ساعد الر�سومات والمخططات على 
روؤية العلاقات بين اأجزاء الم�ساألة، كما اأنها تعمل على تحويل الم�ساألة من الم�ستوى المجرد اإلى الم�ستوى 
�سبه المح�سو�س، وبالتالي ت�سبح المعلومات والعلاقات التي تت�سمنها الم�ساألة اأكثر و�سوحاً للطالب، مما 
ي�ساعده على فهم الم�ساألة، وبالتالي ابتكار خطة منا�سبة لحلها، ولي�س �سرطاً اأن تكون الر�سوم تف�سيلية 
اأدوات هند�سية ودون اعتبار  ودقيقة، فهي مجرد ر�سوم تو�سيحية قد تر�سم مبا�سرة دون ا�ستخدام 

القيا�سات الفعلية، اإل اأن ال�سورة يجب اأن ت�سف معطيات الم�ساألة باأمانة وو�سوح.

مثال 1: 

نص المسألةالمسألة

ملعب طوله 60 م، وعر�سه 40 م. يراد و�سع اأعمدة اإنارة، بحيث يكون بين كل الم�صاألة
عمودين 10 م. كم عمود اإنارة �سيتم و�سعها على محيط الملعب؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
معرفة اأبعاد الملعب وهي 60 متر طول و40 متر عر�سا.

هناك اأي�سا اأعمدة اإنارة على طول محيط الملعب والم�سافة بين كل عمودين هي 
10 اأمتار.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لتقريب الم�ساألة ي�ستح�سن اأن نر�سم ب�سكل تقريبي الملعب ونبين على الر�سم 
مواقع اأعمدة الإنارة. 

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
من الر�سم التقريبي يمكن اأن نح�سب عدد اأعمدة الإنارة وهي 20 عموداً.الخطة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

لو اأننا و�سعنا عمودا في كل زاوية فهناك اأربعة اأعمدة، ويتبقى مكان لثلاثة 
اأعمدة في كل طول للملعب، وهناك طولن، اأي عدد الأعمدة على الطولين بدون 

الزوايا = 6.
كما اأن هناك مواقع لخم�سة اأعمدة في كل عر�س للملعب، وهناك عر�سان، اأي 

عدد الأعمدة على عر�سي الملعب بدون الزوايا = 10. اإذا مجموع اأعمدة الإنارة 
= 4+6+10 = 20 اأي الحل �سحيح.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 2:

نص المسألةالمسألة

�سورة على �سكل م�ستطيل طولها 8 �سم، وعر�سها 6�سم. يراد عمل اإطار الم�صاألة
)برواز( لها بحيث يكون 2 �سم من كل جانب. فكم محيط الإطار.

المعطيات اأبعاد ال�سورة وهي 8�سم و6 �سم، وعر�س الإطار وهو 2�سم زيادة عن المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
الطول والعر�س في كل جانب.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
 لتقريب الم�ساألة ي�ستح�سن اأن نر�سم ب�سكل تقريبي الإطار وداخله ال�سورة.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

من الر�سم التقريبي نرى اأن عر�س الإطار = 8+2+2 = 12 �سم، وطوله = 
6+2+2= 10 �سم. اأي اأن محيط الإطار = 44�سم.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

الإطار ي�سيف 2 �سم لعر�س ال�سورة من الجهتين، اأي عر�س الإطار = 10، 
وكذلك الحال بالن�سبة للطول لي�سبح 12 �سم، ولذلك المحيط = 44 �سم، اأي اأن 

الحل �سحيح.

مثال 3: 

نص المسألةالمسألة

لدينا اأربع نقاط اأ وب وج ود ت�سكل م�ستطيلا، واإحداثياتها:الم�صاألة
اأ= )2، 3(، ب ) -2، 3(، ج� )2، -2(، د )؟  ، ؟( اأوجد اإحداثيات النقطة د؟

لدينا م�ستطيل نعرف اإحداثيات ثلاثة من اأركانه، والمطلوب معرفة اإحداثيات المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
الركن الرابع.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لتقريب الم�ساألة ي�ستح�سن اأن نر�سم ب�سكل تقريبي للم�ستطيل مع اإحداثيات 
الزوايا الثلاث التي نعرفها، وي�ستح�سن اأن يكون الر�سم على ورق هند�سي 

لإظهار الحداثيات بو�سوح.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
يمكن اأن نقراأ اإحداثيات الركن د من ال�سكل مبا�سرة وهي: )-2و -3(الخطة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

الر�سم الذي يمثل �سكل الم�ستطيل يو�سح احداثيات النقاط اأ و ب و ج وكذلك 
 الركن د على ي�سار المحور ال�سادي واأ�سفل المحور ال�سيني عند النقطة )-2

و -3(.
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9- ا�صتراتيجية ال�صتدلل المنطقي:

الم�ساألة  في  المعطاة  البيانات  بين  والعلاقات  الروابط  تحديد  ال�ستراتيجية  هذه  خلال  من  يتم 
واإدراك هذه العلاقات، وتتداخل هذه ال�ستراتيجية غالباً مع معظم ا�ستراتيجيات حل الم�سائل، كما 
اأنها ت�ستخدم في حل الم�سائل والق�سايا المنطقية، وت�ستخدم كثيراً في حل التمارين الهند�سية واإجراء 

البراهين الريا�سية.

مثال 1: 

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

يعمل كل من محمد وحمد واإبراهيم في �سركة، اأحدهم مدير، واآخر �سكرتير، 
والآخر محا�سب. ال�سكرتير الذي كان وحيد والديه يتقا�سى اأقل راتب، اأما 

 اإبراهيم الذي كان متزوجاً من �سقيقة محمد فيتقا�سى اأكثر من المدير. 
ما وظيفة كل واحد من الأ�سخا�س الثلاثة؟

معطيات الم�ساألة تركز على علاقات بين اأ�سخا�س واأعمالهم، وعلاقات اأخرى المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
بينهم يجب التنبه لها.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
هذا النوع من الم�سائل قد تفيد ا�ستراتيجية ال�ستدلل المنطقي في حلها.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لحظ اأن محمد لي�س ال�سكرتير لأنه لي�س وحيد والديه، واإبراهيم لي�س 
ال�سكرتير لأنه لي�س اأقلهم مرتبا، اإذ اً ال�سكرتير هو حمد.. كما اأنه من الوا�سح 

اأن اإبراهيم لي�س المدير لأنه يتقا�سى اأكثر من المدير، اإذا محمد هو المدير، 
ويتبقى اإبراهيم ليكون هو المحا�سب.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

من ال�سهولة التحقق من الأ�سخا�س والعلاقة بينهم. مثلا ا�ستبعدنا اأن يكون 
ال�سكرتير محمد اأو اإبراهيم وهكذا.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 2:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة
نظر حمد اإلى �ساعة اأرقامها من 1 اإلى 12، وقال اإن عقربي ال�ساعة بينهما 

زاوية قائمة، وعقرب ال�ساعات يقع على رقم فردي اأكبر من 6، وعقرب الدقائق 
يقع على اأكبر عدد في ال�ساعة. ما هو الوقت؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
المعطيات موقع عقربي �ساعة والزاوية بينهما، والمطلوب معرفة الوقت الذي 

ت�سير اإليه ال�ساعة.
نفتر�س اأن اأرقام ال�ساعة من 1 اإلى 12.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
لن�ستخدم ا�ستراتيجية التبرير المنطقي.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لأن الزاوية بين عقربي ال�ساعة قائمة فهناك اأربعة احتمالت للوقت وهي:
ال�ساعة 3 اأو 3 ون�سف اأو 9 اأو ت�سعة ون�سف.

والن ن�ستبعد اأن تكون ال�ساعة 3 اأو 3 ون�سف لأن من المعطيات اأن عقرب 
ال�ساعات يقع على رقم فردي اأكبر من 6.

وكذلك ن�ستبعد اأن تكون ال�ساعة 9 ون�سف لأن من المعطيات اأن عقرب الدقائق 
يقع على اأكبر عدد في ال�ساعة وهو 12. اإذا الحل هو اأن يكون الوقت ال�ساعة 9.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

ال�ساعة تحقق �سرط الزاوية القائمة وكون عقرب ال�ساعات على رقم فردي اأكبر 
من 7 والدقائق على اأكبر رقم في ال�ساعة.

10- ا�صتراتيجية الجمل الريا�صية المفتوحة )تنظيم معادلت اأو متباينات(:

المطلوب بمتغيّر  اأو  المجهول  التعبير عن  والمفيد  الممكن  كان من  اإذا  ال�ستراتيجية  تُ�ستخدم هذه 
المتغيرات، وذلك  اأو  المتغيّر  با�ستخدام هذا  اأو متباينات،  اأو معادلت  ثمّ �سياغة جمل  اأكثر، ومن  اأو 
هذه  وتختلف  المتغير.  قيمة  واإيجاد  المتباينات  اأو  المعادلت  حل  ثم  و�سروطها،  الم�ساألة  معطيات  وفق 
ال�ستراتيجية عن ا�ستراتيجية ا�ستخدام �سيغة اأو قانون، ففي حالة ا�ستخدام قانون يتم فقط تذكّر 
القانون اأو ال�سيغة المنا�سبة للم�سكلة ثم حلها وفق القانون اأو ال�سيغة، اأمّا في حالة الجمل المفتوحة، 

فالطالب هو الذي يكتب اأو ينظّم المعادلت اأو المتباينات التي �سيتم بوا�سطتها حل الم�ساألة.
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مثال 1:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة
يبلغ تعداد �سكان اإحدى المدن ال�سغيرة 50000 ن�سمة، ول يوجد تعدد زوجات 
في هذه المدينة، و42% من الذكور في هذه المدينة متزوجون، و28% من الناث 

متزوجات. كم عدد الذكور في المدينة؟

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

تعداد ال�سكان = 50000 ن�سمة )ذكور واإناث(، ون�سبة المتزوجين من الذكور اإلى 
عدد الذكور = 0،42

ون�سبة المتزوجات من الناث اإلى عدد الناث = 0،28
ول يوجد تعدد زوجات في هذه المدينة!

المطلوب اإيجاد عدد الذكور المتزوجين وغير المتزوجين.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
تحويل و�سف الم�ساألة اللفظي اإلى معادلت.الحل

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

لنفر�س اأن عدد الذكور = �س، وعدد الإناث = �س.
اإذا �س + �س= 50000.

وحيث اأن هناك مجهولن ومعادلة واحدة فاإننا نحتاج اإلى معادلة اأخرى لإيجاد 
قيمة المجهولين وحل الم�ساألة.

من اأين ناأتي بالمعادلة الثانية؟
لحظ اأن من المعطيات اأنه ل يوجد تعدد زوجات في هذه المدينة وهذه معلومة 
مفيدة جدا ن�ستنتج منها اأن عدد المتزوجين من الذكور = عدد المتزوجين من 

الناث.
اأي 42% من �س = 28 % من �س

اأو 0،42 �س = 0،28 �س
اأو 42 �س = 28 �س، وبعد التب�سيط 3�س = 2�س

اأو 3�س – 2�س = 0، وبمعرفة 
�س + �س=50000

يمكن حل المعادلتين لنجد اأن 
عدد الذكور = �س = 20000 رجُلًا، وعدد الإناث = �س  = 30000 اأنثى.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

يمكن التحقق لأن عدد الذكور = 20000
وعدد الإناث = 30000 والمجموع = 50000

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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مثال 2: اأعيد هنا كمثال من معلقة النابغة الذبياني حول تحويل و�صف الم�صاألة من �صياغة لفظية 
اإلى �صياغة ريا�صية.

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

من معلقة النابغة الذبياني:
واحكم كحكم فتاة الحي اإذ نظرت اإلى حمام �سراع وارد الثمد

قالت: األ ليتما هذا الحمام لنا اإلى حمامتنا مع ن�سفه فقد
فح�سبوه فاألفوه كما ذكرت ت�سعا وت�سعين لم تنق�س ولم تزد 

فكملت مائة فيها حمامتها واأ�سرعت ح�سبة في ذلك العدد
المطلوب:

ريا�سية  �سيغة  اإلى  ال�سعر  بيت  �سياغة  	•اأعد 
الحي؟ فتاة  �ساهدته  الذي  الحمام  عدد  هو  	•ما 

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة

تمنت قائلة البيت اأن يكون لها الحمام الذي �ساهدته طائرا، وتزيد عليه ن�سف 
عدده وحمامة لها.

ولو �سار ما تمنته لأ�سبح مجموع الحمام 99.
فما هو عدد الحمام الذي �ساهدته؟ 

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

لنبداأ ب�سياغة بيت ال�سعر اإلى �سياغة ريا�سية، ولنرمز اإلى عدد الحمام بالرمز 
�س، لنح�سل على المعادلة التالية: )�س÷2( + �س + 1 = 100    

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
ويمكن حل المعادلة لنح�سل على عدد الحمام وهو �س = 66. الخطة

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

للتحقق من الحل نلاحظ اأن عدد الحمام + ن�سفه = 99، واإذا اأ�سفنا ما اأ�سمته 
فتاة الحي حمامتها اأ�سبح المجموع مائة!

11 - ا�صتراتيجية التق�صيم اإلى حالت )اأو ا�صتراتيجية فرق ت�صد(

قد نحتاج لحل بع�س الم�سائل المعقدة تق�سيمها اإلى م�سائل اأ�سغر واأقل تعقيدا، وهي م�سائل محدودة 
فرعية من الم�ساألة الأ�سلية. وعند تق�سيم الم�ساألة اإلى حالت، يجب اأن ننظر فيما اإذا كانت �ست�سمل 
جميع الحتمالت اأم ل. على �سبيل المثال، اإذا كنت ترغب في اإثبات اأن عبارة معينة �سحيحة لجميع 
ال�سحيحة  الأع��داد  العبارة �سحيحة لجميع  اأن  تثبت  اأن  الأف�سل  يكون من  قد  ال�سحيحة،  الأع��داد 
واإذا تم  العدد �سفر.  اثباتها حينما يكون  ال�سالبة، ثم  اثباتها لكافة الأعداد ال�سحيحة  الموجبة، ثم 
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ذلك، نكون قد اأثبتنا اأن العبارة �سحيحة لجميع الأعداد ال�سحيحة، لأن كل عدد �سحيح اإما اإيجابي 
اأو �سلبي اأو �سفر.

مثال 1:

نص المسألةالمسألة

الم�صاألة

ليكن �س اأ�سغر عدد اأولي اأكبر من 24
وليكن �س اأكبر عدد اأولي اأ�سغر من 28. 

اأي الأجوبة التالية �سحيح؟
1- �س اأكبر من �س

2- �س اأكبر من �س. 
3- �س = �س 

4- ل يمكن تحديد العلاقة من المعلومات المعطاة.

المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
في البداية يجب اأن نعرف ما هو العدد الأولي. 

ثم لنبداأ بمعرفة الأعداد ال�سحيحة الأولية وغير الأولية التي تزيد عن 24 ثم نبحث 
في الأعداد الأولية التي تقل عن 28.

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

من الوا�سح اأن هناك حالتان علينا النظر فيهما:
الأولى: اأ�سغر عدد اأولي اأكبر من 24،
الثانية: اأكبر عدد اأولي اأ�سغر من 28.

ولننظر في كل حالة على حدة ثم نختار من الحلين ما يمكن اأن يكون الحل الأمثل للم�ساألة.

المرحلة الثالثة: تنفيذ 
الخطة

من الوا�سح اأن 25 و26 و27 و28 لي�ست اأعداد اأولية، ولكن 29 هو عدد اأولي، وكذلك 
31 والعديد من الأعداد ال�سحيحة الأكبر الأخرى. وهكذا، 29 هو اأقل عدد اأولي اأكبر 

من 24، اأي �س = 29.
وكذلك ن�سعى لمعرفة الأعداد ال�سحيحة الأولية وغير الأولية التي تقل عن 28: من 

الوا�سح اأن 27 و26 و25 و24 لي�ست اأعداد اأولية، ولكن 23 هو عدد اأولي، وكذلك 19 
والعديد من الأعداد ال�سحيحة الأخرى الأقل. اأي اأن �س= 23 هو اأكبر عدد اأولي اأقل 

من 28.
اإذا �س = 29 و �س = 23.

اأي �س اأكبر من �س وهي الحالة الأولى في و�سف الم�ساألة.

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

�س= 29 عدد اأولي بدون �سك وهو اأكبر من 24، ولي�س بينه وبين 24 اأعداد اأولية.
و �س = 23 وهو اأي�سا عدد اأولي اأ�سغر من 28 ول يوجد اأعداد اأولية بين 23 و 28.

الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل
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خاتمة حول ال�صتراتيجيات
عدد  وهناك  الم�سائل،  من  كثير  حل  في  ت�ساعد  التي  ال�ستراتيجيات  من  مهمة  عينة  هذه  كانت 

كبير من ال�ستراتيجيات التي لم نتطرق اإليها، ويمكن للقارئ الرجوع اإلى بع�س الم�سادر للتعرف على 
بع�سها، واأملي اأن تكون ال�ستراتيجيات التي ا�ستعر�سناها كافية لتثير ف�سول وحما�س القارئ لمعرفة 

المزيد ولبتكار ا�ستراتيجية خا�سة به تلائم الم�سائل التي يطلب منه حلها.

وبكل تاأكيد �صوف يت�صاءل القارئ كيف تختار ال�صتراتيجية المنا�صبة؟

ل توجد اإجابة وا�سحة لهذا ال�سوؤال، ولكن مع حل المزيد من الم�سائل �سوف نكت�سب مهارات مختلفة 
اأنه يمكن  اأ�سرنا �سابقا  اأف�سل ا�ستراتيجية للم�ساألة التي يطلب منا حلها. وكما  ومنها مهارة تحديد 
ت�ساعد على حل  اأن  الواحدة يمكنها  اأن ال�ستراتيجية  باأكثر من ا�ستراتيجية، كما  حل م�ساألة معينة 
اأكثر من م�ساألة. ومن الوا�سح اأن هناك جوانب م�ستركة بين بع�س ال�ستراتيجيات، واأن بع�سها يمكن 
والتحقق  التخمين  ا�ستراتيجيتي  وخ�سو�سا  اأخرى،  ا�ستراتيجية  من  جزء  اأو  كمقدمة  ي�ستخدم  اأن 

وا�ستراتيجية اإن�صاء جدول منظم.

واأختتم بدعوة القارئ اإلى ابتكار ا�ستراتيجية اأو اأكثر لي�سيفها اإلى ال�ستراتيجيات ال�سابقة.

ا�صتراتيجية القارئ: هل تبداأ بحل الجزء ال�سعب من الم�ساألة اأو بحل الجزء الأ�سهل؟
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الفصل الرابع: استراتيجيات لحل المسائل

مراجع الف�صل:

• واأم��ث��ل��ة عليها: 	 ب��ع�����س ال���س��ترات��ي��ج��ي��ات  ال��ع��رب��ي��ة ح���ول  ب��ال��ل��غ��ة  اأم��ث��ل��ة ج��ي��دة  الم���وق���ع ع��ل��ى  ي��ح��ت��وي ه���ذا   )4.1(  

http://www.mathmaroc.com/2016/06/blog-post_19.html

	• )4.2( Problem solving in mathematics، grades 3–6: powerful strategies to deepen understanding، 

Alfred S. Posamentier and  Stephen Krulik، Corwin 2008.

	• )4.3( Problem-Solving Strategies for Efficient and Elegant Solutions، A Resource for the Mathemat-

ics Teacher، Alfred S. Posamentier and  Stephen Krulik، Corwin Press، Inc. 1998  P 141

	• )4.4( Mathematical Lateral Thinking Puzzles، P. Sloane and D.MacHale، Puzzle Right Press، New 

York 1016

	• )4.5( Mathematical Quickies، 270 Stimulating Problems with Solutions، Charles W. Trigg، 1985، 

Dover Publications

	• )4.6( AHA Solutions، Martin Erickson، Mathematical Association of America، 2009





الف�صل الخام�ص

تقريب وتقدير الحلول
ملخ�ص للف�صل

�سنتناول في هذا الف�سل كيفية تقدير اأو تقريب الحلول.
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الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول

تقريب وتقدير الحلول
نبداأ بالطريقة العلمية لكتابة مثل هذه الأرقام، ثم نتعرف على منهج فيرمي في تقريب اأو تقدير 
الحلول لبع�س الم�سائل عن طريق تقدير �سريع لكميات يبدو من ال�سعب اأو الم�ستحيل معرفة قيمتها على 
وجه التحديد، اأو تلك الم�سائل التي يكفي اأن ن�سل اإلى تقريب اأو تقدير حلها. كما يت�سمن هذا الف�سل 

اأمثلة لحلول م�سائل فيرمي في مجال العلوم والحياة اليومية. 

م�صائل فيرمي: 
يهتم كثير من العلماء بمو�سوع مقارنة الأحجام بدقة اأكثر من و�سفها ك�سغير اأو متو�سط اأو كبير. 
عنها  التعبير  فاإن  ولهذا  الفيزياء.  مثل  العلوم  اأو  الريا�سيات  منها في  فائدة  ل  الأو�ساف  ومثل هذه 
با�ستخدام الأرقام مثل م�ساعفات الع�سرة يكون اأكثر دقة. فمثلا يمكن اأن نعبر عن حو�س �سباحة باأنه 
10×10×10 اأو 310 متر مكعب، اأو اأن نعبر عن عمر الإن�سان باأنه بين 10 و100 في معظم الحالت، 

وهكذا. 

م�ساألة فيرمي اأو �سوؤال فيرمي في الريا�سيات وفي مجالت اأخرى، علمية وغير علمية، هي م�ساألة 
اأو  اإلى الرقم الدقيق غير ممكن  الو�سول  اأو لعدد ما لأن  التقريب لكمية  اأو  التقدير  ح�سابية هدفها 
�سعب جدا، اأو لأننا نبحث عن التقريب ولي�س الدقة، اأو لأننا ل ن�سعى لمعرفة الحل الدقيق بمقدار ما 

يهمنا رتبة الحل، اأي هل الحل في نطاق الع�سرات اأو المئات اأو الملايين وهكذا. 

اأو  تخمينات  باإجراء  ا�ستهر  والذي  فيرمي،  اإنريكو  للفيزيائي  ن�سبة  بذلك  الم�سائل  هذه  و�سميت 
تقديرات �سريعة للو�سول اإلى حل تقريبي مقبول با�ستخدام المعلومات المتاحة ولو كانت تبدو قليلة.

اأنريكو فيرمي )1901-1954م( فيزيائي اإيطالي عمل في الوليات المتحدة المريكية �سمن فريق 
تطوير القنابل الذرية والنووية وح�سل على جائزة نوبل في الفيزياء. عرف عنه مهارته في حل الم�سائل 
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التي يُكتفى بالحل التقريبي لها عن طريق تقدير �سريع لكميات يبدو من ال�سعب اأو الم�ستحيل معرفة 
قيمتها على وجه التحديد. وكان فيرمي مولعا بمثل هذه الم�سائل وماهرا في اإعطاء حلول تقريبية لها 
والتي اأ�سبحت، فيما بعد، تعرف بم�سائل فيرمي. جميع هذه الم�سائل لها طابع م�ستركً وهو اأنّنا نقوم 
بتخمينات اأو تقديرات مبّررة عن كميّات اأو اأعداد يظهر لأوّل وهلة اأنّه من الم�ستحيل تقديرها، وذلك 

ب�سبب قلّة المعطيات والمعلومات المتوافرة. 

ولعل ق�سة فيرمي ال�سهيرة عندما قام بتقدير قوة انفجار اأول قنبلة ذرية �سنة 1945م تثير ف�سول 
القارئ لمعرفة المزيد. كان فيرمي ينتظر م�ساهدة النفجار من مكان بعيد مع زملاءه، وفكر بطريقة 
يح�سب بها قوة النفجار بدون ا�ستخدام الأجهزة العلمية الخا�سة بذلك، وقام بعمل تجربة ب�سيطة 

كما يلي:
• قبل النفجار اأخرج قطعة ورق وقطعها اإلى قطع �سغيرة ونثرها من ارتفاع حوالي مترين.	
• �سقطت قطع الورق اإلى الأر�س ب�سكل م�ستقيم وتم ح�ساب مدة �سقوطها.	
• من 	 �سغيرة  قطعاً  فاأ�سقط  فيرمي،  موقع  اإلى  النفجار  موجة  و�سلت  ثانية  باأربعين  النفجار  بعد 

الورق مرة اأخرى، ولكن هذه المرة لم ت�سقط قطع الورق ب�سكل م�ستقيم ولكنها مالت وو�سلت اإلى 
الأر�س بعد مدة اأطول.

• عن طريق ميلان الورق ومدة �سقوطه قدر فيرمي اأن قوة النفجار ل تقل عن 10 كيلوطن من مادة 	
تي اإن تي. 

• اأن قوة النفجار كانت 16 كيلو طن من 	 اأن اكتملت الح�سابات الدقيقة المعقدة المكلفة ات�سح  بعد 
مادة تي اإن تي.

• الحل 	 مثل  العدد  رتبة  نف�س  وله  وب�ساطة  ب�سرعة  اليه  الو�سول  تم  الب�سيط  ال�سريع  فيرمي  تقدير 
هي  اأي�سا  الدقيق  الح�ساب  ورتبة  الآلف،  ع�سرات  رتبة  من  كان  فيرمي  تقدير  اأن  اأي  الدقيق، 

ع�سرات الآلف.

و�سنعيد هنا و�سف التجربة بكلمات فيرمي، انظر المرجع )5.2(: 
الورق  من  �سغيرة  قطع  باإ�سقاط  قوته  تقدير  وحاولت  ثانية،   40 حوالي  بعد  النفجار  "و�سلني 
اأن  بو�سوح  ولحظت  النفجار،  موجة  مرور  وبعد  واأثناء  قبل  الأر���س،  اإرتفاع حوالي مترين عن  من 
قطع الورق مالت مترين ون�سف اأثناء �سقوطها عندما مرت موجة النفجار في الموقع الذي كنت واقفا 

فيه، وقدرتُ اأن مثل هذا النفجار يعادل تقريبا ع�سرة اآلف طن من مادة تي اإن تي "
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كانت هذه التجربة بداية فئة جديدة من الم�سائل ت�سمى »م�سائل فيرمي«، التي يكون حلها �سعبا 
جدا اأو مكلفا جدا اأو غير ممكن وعلينا الو�سول اإلى تقريب اأو تقدير الحل الى درجة مقبولة، واأحيانا 

يجب اأن تت�سمن هذه التقديرات اأعدادا كبيرة جدا )اأو �سغيرة جدا(.

والعليا،  الدنيا  الحدود  اأو  الكميات  حول  مبررة  تخمينات  فيرمي  م�سائل  حلول  تتطلب  ما  عادة 
وتكون النتيجة تقدير اأو تقريب للاإجابة المطلوبة. كان نهج فيرمي لهذه الأ�سئلة هو ا�ستخدام الح�س 
ال�سليم والتقديرات المعقولة للو�سول اإلى جواب معقول للم�ساألة. غالبا ما يبحث العلماء عن تقديرات 
للاإجابة على م�ساألة لمعرفة اأين يوجد الحل ب�سكل تقريبي ثم ال�سعي ل�ستخدام اأ�ساليب اأكثر تطورا، 

واأكثر تكلفة، للح�سول على الجواب الدقيق. 

من الأمثلة على حلول م�سائل فيرمي ما تطالعنا به بع�س ال�سحف والمجلات العلمية وغير العلمية 
من وقت لآخر باأخبار واأرقام كبيرة جدا اأو �سغيرة جدا مثل اكت�ساف مجرة تبعد عن الأر�س عدد من 
ال�سنين ال�سوئية، اأوعبور ج�سم ف�سائي قريبا من الأر�س ب�سرعة كذا مترا في الثانية، اأو اأن قطر خلية 
من خلايا ج�سم الإن�سان يبلغ كذا جزء من المتر، اأو اأن انفجارا حدث في مكان ما بقوة كذا. ونت�ساءل 

كيف تو�سلوا اإلى هذه الأرقام لأن قيا�سها، وبدقة، غير ممكن في معظم الحالت!

اأي هل العدد من رتبة  اأكثر ما ي�سمى برتبة العدد،  غالبا ما تكون هذه الأرقام تقريبية، ويهمنا 
المئات اأو ع�سرات الملايين اأو مئات البلايين وهكذا.

والتقدير في مناهج  للتقريب  باإدخال منهج فيرمي  يو�سون  الذين  التربويين  الكثير من  اأتفق مع 
الريا�سيات. 

ال�صيغة العلمية لكتابة الأعداد 
يتعرف الطلاب في المرحلة المتو�سطة اأو الثانوية على الأُ�سُ�س اأو القوى وكيف يمكن كتابة الأعداد 
في �سيغة علمية. يٌكتب العدد في ال�سيغة العلمية كاأحد قوى العدد ع�سرة بجانبها عدد اأكبر من 1 واأقل 

من 10، ي�سمى المعامل، مثلا: 

1،23 × 410 ورتبة العدد هي 410 اأو ع�سرات الآلف.

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول



السبيل إلى الحل

108

في المثال اأعلاه العدد ع�سرة، وي�سمي اأ�سا�س نظام العد، مرفوع للقوة 4 وي�سبقه المعامل 1،23 وهذه 
هي ال�سيغة العلمية للعدد 12300، وميزة ال�سيغة العلمية �سهولة كتابتها و�سهولة التعامل معها.

اأعداد كبيرة ونتمنى لو كتبت هذه الأعداد ب�سيغة مخت�سرة. مثال:  واأحيانا ن�سطر للتعامل مع 
تقدر كتلة ال�سم�س ب�العدد 2 واإلى يمينه 30 �سفرا كجم، لذا من المفيد كتابة مثل هذه الأعداد في �سيغة 
علمية، لت�سبح كتلة ال�سم�س 2 × 10 30 كجم تقريبا، ومن الوا�سح اأن التعامل مع ال�سيغة العلمية لهذا 
الرقم اأ�سهل من كتابة كل هذه الأ�سفار، كما اأن احتمال الخطاأ في ال�سيغة العلمية اأثناء كتابة الأ�سفار 

يكون اأقل بكثير.

مثال: يمكن اأن نعبر عن كتلة الأر�س بالكيلوجرام بكتابة كل الأ�سفار، وهي تقريبا 6 متبوعة ب�� 24 

�سفرا، وبا�ستخدام ال�سيغة العلمية نكتب كتلة الأر�س 6 × 2410 كجم تقريبا.

الحلول تقدير  اأو  تقريب  في  فيرمي  	•منهج 
تقدير اأو تقريب الكميات:

كان نهج فيرمي لهذه الأ�سئلة هو ا�ستخدام اأ�ساليب التّقدير الح�سابي والحد�س والتخمين المدرو�س 
والواقعي للو�سول اإلى جواب تقريبي بدون اإجراء ح�سابات معقدة. 

ما  ويت�ساءل  الواقع  عن  بعيدة  تكون  قد  لأنها  التقريب  اأو  التقدير  فكرة  البع�س  ي�ست�سيغ  ل  وقد 
الحل  ع��ن  بعيدة  التقديرات  تكون  اأن  المحتمل  م��ن  ك��ان  اإذا  ف��يرم��ي،  تقديرات  م��ن  الفائدة   ه��ي 

الدقيق؟ الإجابة:
1- في كثير من الأحيان، يكون التقدير مفيدا، ولو كان بعيدا عن قيمة الحل الدقيق، لأنه يوفر الكثير 
من الوقت والجهد الح�سابي، وخ�سو�سا حينما ل يكون الجواب الدقيق مطلوبا اأو ي�سعب كثيرا 

الح�سول عليه. 
2- هناك م�سائل لن ن�ستطيع اأن نجد لها حلا دقيقا، مثل تقدير متو�سط عدد ال�سعر في راأ�س الإن�سان 
ال�سماء، وفي مثل هذه الحالت  النجوم في  اأو عدد  الإن�سان  الدم الحمراء في دم  اأو عدد كريات 
فالتقدير مطلوب ومفيد، ولكن يجب اأن يكون التقدير قريبا من الواقع. مثلا هل معدل عدد ال�سعر 

في راأ�س الإن�سان يقدر بالآلف اأو مئات الآلف اأو الملايين؟ 
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3- التقدير اأو التقريب يفيد في المراحل الأولى من درا�سات الجدوى. على �سبيل المثال، هل من المربح 
اإلى تقدير من خلال  افتتاح مطعم للوجبات ال�سريعة في المنطقة التي ت�سكنها؟ يمكنك الو�سول 
النظر في ال�سكان المحليين، كم مرة في الأ�سبوع قد يخرجون  لتناول الطعام، واإذا كانت ال�سركات 
اإذا كان الأمر كذلك، فاإن فر�س نجاح المطعم الجديد قد تكون  اأن تلبي الطلب.  الحالية يمكن 

�سئيلة جدا واإذا كنت راغبا في ا�ستثمار مربح فعليك البحث عن م�ساريع اأخرى.

وهناك دائما احتمال الخطاأ في التقدير الح�صابي والحد�س والتخمين، ويعزى ذلك لأ�صباب منها: 

اأول، قد نبالغ في تقدير الكمية زيادة اأو نق�سانا، ولذلك بجب التق�سي للح�سول على تقديرات اأدق 

من م�سادر متاحة لنا مثل الإنترنت اأو �سوؤال اأحد المخت�سين.

ثانيا، قد ن�ستخدم نموذجا غير منا�سب لحل الم�ساألة، فمثلا لو كنا ن�سعى لتقدير كمية البنزين التي 

ت�ستهلك  �سيارة  على  مبنيا  تقديرنا  يكون  اأن  يجب  �سنة، فلا  الريا�س خلال  ال�سيارات في  ت�ستهلكها 
الكثير من البنزين لكل كيلومتر، ول على �سيارة ت�ستهلك القليل من البنزين لكل كيلومتر، واإل كانت 
النتيجة النهائية بعيدة عن الواقع. وبالتاأكيد �سوف يكون تقديرنا اأكثر دقة لو وجدنا م�سدرا موثوقا 

لمعدل ا�ستهلاك ال�سيارة للبنزين في الريا�س.

ثالثا، قد نفتر�س اأن معدل الزيادة اأو النق�سان في الكمية التي نقدرها خطيا، بينما هي غير خطية. 

اأن  اأن نخمن  فمثلا لو �سقطت كرة كتلتها 10 كجم م�سافة 100 متر خلال 4،52 ثانية، فمن الخطاأ 
عملية �سقوط الكرة خطية، اأي اأن نف�س الكرة ت�سقط من علو 200 متر، اأي �سعف الم�سافة، في �سعف 
اأي 9،04 ثانية، بينما في الواقع، وح�سب قوانين الفيزياء، نف�س الكرة تحتاج اإلى 6،39 ثانية  الزمن 

لت�سقط من ارتفاع 200متر. 

وهناك بع�س الإر�سادات التي ت�ساعد في الح�سول على تقديرات معقولة، مثل:
• فهم الم�ساألة ب�سكل جيد لمعرفة ماهي المعلومات والتفا�سيل التي قد تكون مفيدة في حل الم�ساألة، 	
• ل تهتم بالتفا�سيل غير ال�سرورية.	
• يمكنك تق�سيم الم�ساألة اإلى عدد من الخطوات بناء على المعلومات المطلوبة، ول باأ�س من التقريب 	

في كل خطوة.

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول
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• لي�س من ال�سروري ا�ستخدام قيم دقيقة، ونكتفي بالتقريب اإلى اأقرب ع�سرة فمثلا 8.4 ≈10؛ اأو 	
الن�سبة التقريبية ط  3،14 ≈ 3، اإلخ

• اختيار اأ�سكال هند�سية منا�سبة لتقريب الأ�سكال الطبيعية، مثل ا�سطوانة لتقريب ج�سم اإن�سان، اأو 	
مكعب لتقريب �سكل حبة من الرمال، وهكذا.

• ا�ستخدام حدود عليا وحدود دنيا لكميات ل ت�ستطيع تقريب مقدارها ب�سكل معقول.	
• ابحث في محرك البحث المف�سل لديك، ويمكنك اأي�سا تقريب النتيجة التي تح�سل عليها.	
• عليك بتحديد وا�سح للافترا�سات التي تفيد في تب�سيط الم�ساألة. 	
• العلمية 	 والم��ع��ادلت  والقوانين  الحقائق  بع�س  معرفة  على  ال��ق��درة  لديك  تكون  اأن  المفيد   وم��ن 

المتعلقة بالم�ساألة.

اأمثلة على م�صائل فيرمي:
عند حل م�ساألة من م�سائل فيرمي، يمكننا اأن نتبع اأ�سلوب بوليا ذي المراحل الأربع، وهي كما راأينا في 

الف�سل الثاني:

نص المسألةالمسألة

ما هي المعلومات التي وردت في ن�س الم�ساألة؟المرحلة الأولى: فهم الم�صاألة
ما هو المطلوب اأن اأجده اأو اأثبته اأو افعله؟

المرحلة الثانية: و�صع خطة 
الحل

كيف يمكنني ا�ستخدام المعلومات التي وردت في ن�س الم�ساألة؟
ماهي الخطة اأو ال�ستراتيجية التي يمكنني ا�ستخدامها لحل الم�ساألة؟

المرحلة الثالثة: تنفيذ خطة 
العمل

هل اتبعت الخطة اأو ال�ستراتيجية التي تو�سلت اإليها في المرحلة الثانية؟
هل العمليات الح�سابية التي اأجريتها خالية من الأخطاء؟ 

المرحلة الرابعة: المراجعة 
والتحقق

هل الحل الذي تو�سلت اإليه معقول؟
هل الحل الذي تو�سلت اإليه يجيب على ال�سوؤال اأو الأ�سئلة التي وردت في ن�س 

الم�ساألة؟ 

وباتباع منهج بوليا لحل الم�سائل تبرز النقاط التالية:
فهم الم�ساألة جيدا: غالبا ما تكون اأ�سئلة فيرمي وا�سحة و�سهلة الفهم، اإل اأن كثيرا من المعطيات   -1

ناق�سة ويجب تقديرها.



111

و�سع خطة الحل: عند التفكير في ا�ستراتيجية الحل من المفيد اأن نبداأ با�ستراتيجية " البدء من   -2
النهاية"، وطرح ال�سوؤال "ما هي التفا�سيل التي نحتاج معرفتها لحل هذه الم�ساألة؟ "

تنفيذ خطة الحل: بعد الإجابة على ال�سوؤال "ما الذي اأحتاج اأن اأعرفه لحل هذه الم�ساألة؟ "، يبداأ   -3
تنفيذ الخطة بمعرفة اأو قيا�س اأو تقريب الكميات التي يجب اأن نعرفها للو�سول اإلى الحل.

المراجعة والتحقق من الحل: في هذا النوع من الم�سائل، ولأن الحل المطلوب تقريبي، يجب اأن نقوم   -4
بتقويم جودة الحل النهائي وندعمه بالحجج المنطقية.

فيما يلي بع�س الأمثلة على حلول حل م�ساألة من م�سائل فيرمي. لحظ اأن بع�س التقديرات قد ل 
تكون دقيقة، وقد نحتاج اإلى البحث عن معلومات اإ�سافية من م�سادر مختلفة، واأهمها النترنت في 

الوقت الحا�سر، وذلك للو�سول اإلى تقديرات معقولة.

محطة  من  متراً  كيلو   30 قطرها  ن�صف  دائرة  داخل  م�صاكنهم  تقع  الذين  المراهقين  عدد  	•كم 
الراديو المقترح اإقامتها في و�صط الريا�س؟

التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

يقدر عدد �سكان الريا�س ب�سبعة ملايين �سخ�س. حوالي ن�سف �سكان المملكة ممن اأعمارهم 30 
اأن نعمم هذه الحقيقة على �سكان الريا�س ليكون هناك 3،5 مليون �سخ�س في  اأقل. ويمكن  اأو  �سنة 

الريا�س اأعمارهم دون ثلاثين �سنة،

تعريف المراهقين هم من تكون اأعمارهم بين 13 و19 �سنة، وبناء على ذلك يمكن اأن ن�ستبعد من 
اأعمارهم 10 اأو اأقل، و20 اأو اأكثر، وبذلك ي�سبح عدد المراهقين هو ثلث العدد 3،5 مليون، اأي حوالي 

1،2 مليون.

في  معينة  دقيقة  اأي  في  ال�صعودية  العربية  المملكة  في  الخلوية  هواتفهم  في  يتحدثون  فرداً  	•كم 
اليوم )24 �صاعة(؟

التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

عدد الأفراد الذين لديهم هواتف خلوية في المملكة: يقارب عدد ال�سكان، اأي 30 مليون ون�ستبعد 
20% من ال�سكان ال�سغار جدا اأو الم�سنين، فنقدر عدد الهواتف ب 24 مليون.

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول



السبيل إلى الحل

112

معدل الوقت الذي يق�سيه الفرد وهو يتحدث على الهاتف هو �ساعة كل 24 �ساعة. اأو 1\24 �ساعة 
في اليوم، اإذاً عدد الأفراد الذين ي�ستخدمون الهاتف الخلوي في اأي لحظة معينة 

= 24 مليون فرد م�سروبا في معدل ا�ستخدام الهاتف في اليوم، اي 1\24 
= 24 مليون × 1\24 = 1000000 فرداً 

= 610 فرد في المملكة ي�ستخدمون الهاتف خلال اأي دقيقة معينة. 

واحد؟ يوم  في  ال�صحيح  البالغ  الفرد  ي�صتن�صقه  الذي  الهواء  حجم  معدل  هو  	•ما 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

نحتاج اإلى معرفة كم لترا ي�ستن�سق ال�سخ�س البالغ ال�سحيح في الدقيقة، وبعد الرجوع اإلى م�سادر 
طبية في الإنترنت وجدت اأن الفرد البالغ ال�سحيح وهو م�ستريح ي�ستن�سق بين 7 اإلى 8 لترات من الهواء 
في الدقيقة. ولنفر�س 8 لترات في الدقيقة، هذا يعني اأن ال�سخ�س ي�ستن�سق 8× 60 لترا في ال�ساعة، 

اأي 8×60×24 = 11520 = 1.152 × 410 لترا في اليوم.

�صنويا؟  ال�صعودية  العربية  المملكة  �صكان  ي�صربها  التي  الماء  من  اللترات  عدد  	•كم 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

تقدير كمية الماء التي ي�سربها الفرد الواحد 1.5 لتر من الماء يوميا، اأي 1،5 × 365 في ال�سنة. 
ويقدر عدد �سكان المملكة حاليا 30 مليون فرد، وهكذا تكون الإجابة: 1.5 × 365 × 30× 610 لترا 

= 1.62000× 1110 لتر تقريبا! = بليون متر مكعب تقريبا!!!

	•كم من الوقت ي�صتغرق ال�صخ�س لقطع الم�صافة بين الأر�س والقمر م�صيا؟ 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

نحتاج اإلى تقدير الم�سافة بين الأر�س والقمر ويمكن البحث عنها في اأحد محركات البحث على 
الإنترنت لنجد اأن الم�سافة 3،844 × 510 كم، اأو 4 × 510 كم تقريبا.

نحتاج اإلى تقدير الم�سافة التي يمكن للفرد قطعها ما�سيا في ال�ساعة، وفي تقديري هي حوالي 8 كم 
في ال�ساعة، لت�سبح 200 كم تقريبا في اليوم. )لحظ اأننا نفتر�س �سمنيا اأن الفرد يوا�سل الم�سي بدون 
ا�ستراحة(. وبهذا ي�ستغرق ال�سخ�س: )4 × 510( ÷ 200 اأي 2 × 310 يوما، اأو 5 �سنوات ون�سف تقريبا! 
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القدم؟ لكرة  ملعب  لتغطية  اللازمة  البريدية  الطوابع  عدد  هو  	•ما 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

معدل م�ساحة الطابع الواحد تقدر ب 4 �سم2، اأبعاد الملعب 100م × 50م، اأي 10000�سم × 5000 

�سم، لتكون م�ساحة الملعب 5 × 710 �سم2، وبهذا يكون عدد الطوابع اللازمة لتغطية الملعب: 

5 × 710 ÷ 4 = 1.25 × 710 طابعا!

	•كم تقدر عدد خلايا الدم الحمراء في ج�صم الإن�صان؟
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

تقدير حجم الدم في ج�سم الإن�سان: ن�ستفيد من البحث في اأحد محركات البحث على الإنترنت 

ن�سف  واأن  مكعب،  متر   3-10 ×  5 حوالي  اأو  لترات  بخم�سة  يقدر  الن�سان  ج�سم  في  الدم  حجم  اأن 

يقدر  ال��دم الحمراء  كريات  يحوي  ال��ذي  ال��دم  اأن حجم  اأي  ال��دم الحمراء،  يتكون من خلايا   ال��دم 

ب� 2.5×10-3، تقدير حجم واحدة من كريات الدم الحمراء منها 10 -15 متر مكعب. وهنا يمكن اأن 

نقدر عدد خلايا الدم الحمراء في ج�سم الإن�سان ب�:

2.5×10-3 ÷ 10-15 = 2.5×1210 خلية.

الإن�صان؟ ج�صم  في  واحدة  خلية  قطر  طول  تقدر  	•كم 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

لن�سع عينة من الخلايا تحت مجهر وليكن مجال روؤية المجهر هو 5 ملم ونقدر اأن هناك 50 خلية يمكن 

م�ساهدتها في مجال الروؤية، اإذا قطر الخلية = 5 ملم / 50 خلية = 0.1 ملم، اأي 10-2 متر.

العادي؟ الإن�صان  راأ�س  في  ال�صعر  عدد  	•كم 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

يمكن اأن نوجد عدد ال�سعر في �سنتيمتر مربع واحد في راأ�س الإن�سان العادي.  

اأن هناك حوالي  ويمكنك القيام بتجربة بنف�سك لح�ساب عدد ال�سعر في �سنتيمتر مربع واحد لتجد 

100 �سعرة تقريبا في �سنتيمتر مربع في راأ�س الإن�سان.

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول
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ويمكن تقريب م�ساحة الراأ�س الذي ينبت فيه ال�سعر على اأنها م�ساحة ن�سف كرة، ويمكنك قيا�س ن�سف 

 قطر الراأ�س، وليكن نق، اأنه = 9 �سم تقريبا. لتح�سل على اأن م�ساحة ن�سف الكرة التي ينبت فيها ال�سعر 

 = 4 × ط × نق 2= 970 �سم مربع تقريبا، اإذاً عدد ال�سعر في راأ�س الإن�سان العادي = 100×970 

= 97000 �سعرة تقريبا.

ولو بحثت في محرك البحث المف�سل لديك لوجدت اأن التقديرات ت�سير اإلى اأن معدل عدد ال�سعر 

البحث  محرك  نتيجة  من  اأق��ل  تقريبنا  نتيجة  اأن  اأي  تقريبا.  �سعرة   100000  = الن�سان  راأ���س   في 

بحوالي %1.

الأر�س محيط  	•ح�صاب 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

تدور الكرة الأر�سية حول محورها كل 24 �ساعة، اأي اأنها تقطع م�سافة ت�ساوي محيطها خلال 24 

�ساعة، اأو ن�سف محيطها خلال 12 �ساعة وهكذا. ولو ا�ستطعنا معرفة كم كيلومترا تقطعه ال�سم�س 

خلال �س من الزمن ل�ستطعنا تقدير محيط الأر�س. ولح�ساب ذلك نقوم باختيار نقطتين متباعدتين 

على الكرة الأر�سية وعلى نف�س خط العر�س تقريبا، ثم ح�ساب كم ت�ستغرق ال�سم�س لتقطع الم�سافة بين 

تلك النقطتين.

ال�سم�س، يوم  اأن  اأو الإنترنت  التقويم  اأننا نعرف من  النقطتين م�سقط ونواك�سوط، وبما  ولنختار 

كتابة هذه ال�سطور، ت�سرق ال�ساعة 6:50 في م�سقط، وت�سرق ال�ساعة 7:39 في نواك�سوط. اأي ت�ستغرق 

ال�سم�س حوالي 49 دقيقة + 4 �ساعات فرق الوقت، اأي حوالي 5 �ساعات تقريبا، اأو 5÷24 من اليوم 

= الم�سافة بين م�سقط ونواك�سوط على خط م�ستقيم تبلغ 7500 كم تقريبا.

اأي محيط الأر�س = 7500 × 5 = 37500 كم.

للمقارنة محيط الأر�س يبلغ 40076كم، اأي اأن التقدير اأقل بن�سبة %6،5!!

نق =  اأن  نعلم  الهند�سة  اأ�سا�سيات  نق. ومن  الأر���س،  ن�ستطيع ح�سب ن�سف قطر  المعلومة  ومن هذه 

محيط الكرة الأر�سية ÷ )2 ط( = 37500 ÷ 6.28 = 6250 كم.
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الأر�س كتلة  تقدير  •	
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

بمعرفة محيط الأر�س في الم�ساألة ال�سابقة يمكننا ح�ساب ن�سف قطرها، نق، وهو 6250 كم.
وبمعرفة ن�سف قطر الأر�س يمكننا ح�ساب حجمها على اأ�سا�س اأن �سكل الأر�س قريب من �سكل كرة 

لي�سبح حجم الأر�س )4÷3( ط نق3 = 4×)6250(3 =1،025× 10 12 = 10 12 كم مكعب تقريبا.

اأن مكونات الأر�س جميعها �سخور يكثر فيها عن�سر الحديد لأن الحديد جزء  اأن نعتبر  ويمكن 
كبير من تكوين الأر�س، ولو ح�سبت معدل كثافة مثل هذه ال�سخور، بوا�سطة ح�ساب وزنها وحجمها، 
ل�ستنتجت اأن كثافة ال�سخور هي 5 جرامات لكل �سنتيمتر مكعب تقريبا )5000 كجم / متر مكعب( 
= 5000 كجم \ 10 9 كم مكعب اإذا كتلة الأر�س = الحجم × الكثافة = 10 12 ×5000 كجم \ 10 9  

= 5 × 10 24 كجم

 وب��الم��ق��ارن��ة م��ع كتلة الأر������س ب��ع��د ال��ب��ح��ث في اأح���د مح��رك��ات ال��ب��ح��ث ع��ل��ى الإن���ترن���ت وه��ي 
5.972 × 10 24 كجم، نجد اأن تقديرنا يقل عن الحل الأدق ب� %19.

ال�صعودية العربية  المملكة  في  الذهب  بيع  محلات  لتوطين  القت�صادي  	•الأثر 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

عدد محلات الذهب في المملكة 6000 محل
عدد العاملين غير ال�سعوديين فيها يقدر ب� 20000 ح�سب الإح�ساءات الر�سمية

معدل الراتب ال�سهري = 3000 ريال
لنفر�س اأن ثلثي الراتب يتم تحويلها اإلى الخارج

الأموال التي يتم تحويلها اإلى خارج القت�ساد المحلي = 2000 ×12×20000 = 5 × 10 8 ريال �سنويا!!
اأي اأن القت�ساد المحلي �سوف يوفر حوالي ن�سف مليار ريال �سنويا!

ال�صعودية العربية  المملكة  في  البنزين  من  ال�صيارات  	•ا�صتهلاك 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

تقدير عدد لترات البنزين الم�ستخدمة من قبل جميع ال�سيارات الأمريكية كل عام.

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول
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الحل لأن هناك حوالي 30 مليون �سخ�س في المملكة، 

عدد الأ�سر في المملكة. متو�سط حجم الأ�سرة ال�سعودية حوالي 5 اأفراد، ولنفر�س اأن حجم الأ�سرة 
لغير ال�سعوديين هو �سخ�سان، ونقرب اأن حجم الأ�سر في المملكة ب�سكل عام هو 3 اأ�سخا�س، وبهذا يكون 

عدد الأ�سر في المملكة حوالي 10 ملايين اأ�سرة.

ولنفر�س اأن عدد ال�سيارات لكل اأ�سرة بين �سيارة و�سيارتين، اأي اأن عدد ال�سيارات في المملكة يمكن 
تقريبه الى 15 مليون �سيارة.

معدل ا�ستهلاك ال�سيارة من البنزين 15 لتر لكل 100 كم.

بع�س  با�ستثناء  ال�سنة،  في  كم   15000 اأو  اليوم  في  كم   50 م�سافة  تقطع  �سيارة  كل  اأن  لنفر�س 
الإجازات، لذلك ت�ستهلك ال�سيارة الواحدة 2250 لتر في ال�سنة، ولنقل 2000 لتر في ال�سنة.

اأي حوالي   ،  6  10× اأن ا�ستهلاك ال�سيارات في المملكة العربية ال�سعودية يقدر ب�2000× 15   اأي 
3 × 10 10 لتر في ال�سنة.

ال�صعودية العربية  المملكة  في  الجانب  ال�صائقين  	•رواتب 
التفا�صيل التي نحتاجها لحل الم�صاألة:

عدد ال�سكان ال�سعوديين في المملكة = 21مليون وحجم الأ�سرة ال�سعودية يقارب 5 اأفراد لذلك عدد 
الأ�سر ال�سعودية يقارب 4 ملايين اأ�سرة.  

ولنفر�س ان ع�سر هذه الأ�سر لديها �سائق، اأي عدد ال�سائقين الأجانب يبلغ 400000 �سائق تقريبا، 
واأن راتب ال�سائق = 1500 ريال �سهريا تقريبا

ولنفر�س اأن ال�سائق ير�سل اإلى خارج المملكة 1000 ريال �سهريا لأنه في اأغلب الأحوال ي�سكن وياأكل 
مع العائلة.

 = ري��ال   400000×12×  1000  = المحلي  القت�ساد  خ��ارج  اإلى  تحويلها  يتم  التي   الأم���وال 
4.8× 10 9 تقريبا، اأي 5 مليارات ريال تقريبا �سنويا!! 
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النتيجة التي و�سلنا اإليها، 4.8 مليار ريال هي من نف�س رتبة ما ذكرته جريدة القت�سادية حيث 
ذكرت في عددها ليوم الجمعة 18 ربيع الثاني 1438ه�، اأن رواتب ال�سائقين الأجانب في المملكة العربية 

ال�سعودية 1.4 مليار ريال �سنويا.

م�صائل يمكن حلها بطريقة فيرمي:

لعل القارئ يجرب بنف�سه حل بع�س الم�سائل التالية بطريقة فيرمي ويقارن الحل مع ما يجده في 
الإنترنت:
• تقدير كتلة ثاني اأك�سيد الكربون في الغلاف الجوي	
• كم مرة يدق قلب الإن�سان خلال العمر؟ 	
• كم عدد قطرات المياه في جميع محيطات الأر�س؟ 	
• كم عدد الكلمات الموجودة في هذا الكتاب؟	
• كم عدد البيتزا التي ي�ستهلكها �سكان الريا�س يوميا؟	
• كم عدد النجوم في الكون؟	
• كم عدد ال�سلع في المملكة العربية ال�سعودية؟	
• �سنبور تت�سرب منه قطرة واحدة في الثانية. كم ثانية �سوف تملاأ وعاء حجمه لتر واحد؟ 	

حجم القطرة الواحد ثلث �سم مكعب تقريبا. 
• �سنبور تت�سرب منه قطرة واحدة في الثانية. ما هو حجم الماء الذي يت�سرب منه في اليوم 	

)24 �ساعة(، حجم القطرة الواحدة ي�ساوي ثلث �سم مكعب. 

الفصل الخامس: تقريب وتقدير الحلول
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عن الكتاب

فات دقيقة لحل كل م�ساألة تواجهنا، ولكن الأمر  ل توجد هناك تعليمات محددة اأو و�سْ
يحتاج اإلى خبرة وممار�سة ومعرفة عدد من ال�ستراتيجيات العامة التي تبين الطرق 
ال�سحيحة للتفكير في الحل بدل من اأ�سلوب التلقين والحفظ. ويقدّم هذا الكتاب عددا 
من ال�ستراتيجيات والطرق العامة لحل الم�سائل الريا�سية من اأجل اإك�ساب الطلاب 
للمدر�سين  كذلك  ويمكن  الريا�سيات،  مجال  في  الم�سائل  حل  مهارات  والطالبات 
والوالدين ال�ستفادة من ا�ستراتيجيات الحل التي يت�سمنها الكتاب لم�ساعدة الطلاب 
لكت�ساف الطرق ال�سحيحة للتفكير في الحل. يحتوي الكتاب اأي�سا على اأمثلة تو�سح 
خبراته  وتكوين  الذاتية  قدراته  تنمية  على  القارئ  لم�ساعدة  العامة  ال�ستراتيجيات 

ليتمكن من حل الكثير من الم�سائل.
الم�سائل في  القارئ مهارات حل  اإك�ساب  ب على  ين�سَ الكتاب  التركيز في هذا  اأن  ومع 
مجال الريا�سيات، اإل اأن تلك المهارات �سوف تُفيد في حل م�سائل وم�ساكل غير ريا�سية 

تواجهنا في مجالت اأخرى في حياتنا اليومية.
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