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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة
  

 التذكرة بخواص المتتاليات الحسابية والهندسية.  -

 التذكرة بطرائق دراسة المتتاليات المطرّدة. -

 ة البرهان بالتدريج، وحلّ مسائل على ذلك.تعلّم صياغ -
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            18181818    صفحة    تَدربْ   

1ليكن  �

2

3

n

n nu n في حالة =+ ∈ ℕ المتتالية 0. أثبت أن( )n nu   أساسها.  جِدْ هندسية و متتالية  ≤

 

nلاحظ أن 
nu aq=  1حيث

3
a 2و =

3
q 1فهي  متتالية هندسية حدها الأول  =

3
a وأساسها  =

2

3
q =.  

  تاليات حسابية أو هندسية :الأسئلة الآتية تتعلّق بمت �
�  0( )n nu 2 فيها متتالية حسابية ≤ 41u 5و  = 13u =   20u. احسب −

  
5من العلاقة  2 (5 2)u u r− =   نستنتج أن أساس هذه المتتالية الحسابية يساوي −

5 2 18
3

u u
r

−
= = −،  

20وعليه يكون  2 (20 2) 41 324 283u u r= + − = − = −.  

�  0( )n nu 7 هندسية فيهامتتالية  ≤

1

1080
u 10و  =

25

2197
u   .30u. احسب =

   
mمن العلاقة  p

m pqu u 10نستنتج أنّ  =− 7
10 7u u q −= ومنه   ⋅

 
325 1

2197 1080
q=  أي  

3 3
3

3

5 6

13
q

×
=  

 وعليه
 

30

13
q= إذن

30 10 20

30 10

30 25 30

13 2197 13
u u

−     = ⋅ = ⋅        
.  

� 0( )n nu 1 وفيها 3حسابية أساسها متتالية  ≤ 2u = . احسب −
nu  بدلالةn واستنتج قيمة ،

30المجموعين  31 32u u u+ 1و  + 2 20u u u+ + +⋯.  

  
1من العلاقة  3( 1)nu u n− = 31 نستنتج أنّ  − 88u 30، ومنه = 31 32 313 264u u u u+ + = =.   

( )1 20
1 2 20 20 10 2 55 530

2

u u
u u u

+
+ + + = × = × − + =⋯ 

� 0( )n nu 1 وفيها 3هندسية أساسها متتالية  ≤ 2u = . احسب −
nu  بدلالةn واستنتج قيمة ،

1المجموعين  2 7u u u+ + 2و  ⋯+ 4 6 2nu u u u+ + +⋯.  
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1 2 7 1 3 2186u u u+ + + = − = −⋯  
)0وبملاحظة أنّ  )n nv 2nحيث  ≤ nv u=  نجد 9هندسية أساسها   

( )2 4 6 2 2

1 9 3
9 1

1 9 4

n
n

nu u u u u
−

+ + + = = − −
−

⋯  

� 0( )n nu 0 فيهاو  −2 أساسهامتتالية حسابية  ≤ 3u = 25احسب  .− 26 125u u u+ + +⋯.  

   
25 125

25 26 125 (125 24) 15453
2

u u
u u u

+
+ + + = − × = −⋯  

� 0( )n nu 0 فيهاو  2أساسها  هندسيةمتتالية  ≤ 1u 3احسب  .= 4 10u u u+ + +⋯.  
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3 4 10 3

1 2
2040

1 2
u u u u

−
+ + + = =

−
⋯  

1احسب المجموع  	 3 5
2 2 2
1 2 3 10S = + + + + + + +⋯.  

  

20نلاحظ أنّ  21
2 1 2 3 4 5 20

2
S

×
= + + + + + + 105Sإذن  ⋯= =.  


 a  وb  وc  علماً أن احسبهامن متتالية هندسية.  متواليةثلاثة حدود  
36.75a b c+ + 343abcو  = =  

  

2acالمتتالية هندسية إذن  b= 3 ومنه 3343 7b = 7bإذن  = c، فإذا كان =
q
b

7كان  =
a

q
= 

7cو q= ّ1، ومن ثم 3 119
7 36 7

4 4
q
q

  + = − =  
1أو   17 1

4
4 4

q
q

+ = معادلة تؤول إلى . هذه =

)من الدرجة الثانية  4)(4 1) 0q q− −   . ومنه الحلان=
7

( , , ) ,7,28
4

a b c
 =   

7أو    
( , , ) 27,7,

4
a b c

 =   
.  

� ( )
0n n

v
≥

0معرفة تدريجياً وفق  متتالية  1v 1و  = 1
n

n
n

v
v

v
+ =

+
.  

�  تحقق أن> 0nv  أياً كان العدد الطبيعيn.  

)أثبت أن المتتالية  � )
0n n

u
≥

1المعرفة بالعلاقة  
n

n

u
v

  متتالية حسابية. =

استنتج عبارة  �
nv  بدلالةn.  
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)لتكن  � )E n  0الخاصّةnv 0. لما كان < 1 0v = صحيحة. وإذا افترضنا  E(0)استنتجنا أن  <

)أنّ  )E n  0صحيحة كانnv 1وكان من ثمّ  < 1 0nv + > 1. إذن < 0nv + بصفته ناتج من  <
)قسمة عددين موجبين تماماً. إذن  1)E n 0nvصحيحة. فنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  +   .nأياً كان  <

1نلاحظ أنّ  �

1 1
1n

n n
n n

v
u u

v v
+

+
− = − )0. فالمتتالية = )n nu متتالية حسابية حدها الأول  ≤

0 1u 1nu. إذن 1وأساسها  = n= +.  

1نستنتج مباشرة أنّ  � 1

1n
n

v
u n

= =
+

  .nأياً كانت  

  .درس جهة اطراد كل من المتتاليات الآتيةا �

2

2

0
0 0

1 11

2 1 3
3 1

4
3 1 1

210 1
1,1, 2,
12 3
2

n n n

n n nn

n n n nn n

n
u u n u

n n
n n

u u u
n n
uu u

u u u uu u+ ++

−
= = + =

+
+

= = =
− +

 = = =    
  = = −=   

� � �

� � �


 
 	

 

  
2عندما يكبر مقام كسر يصغر. ولأن  � 2( 1)n n+ استنتجنا أنّ  nطبيعي أياً كان العدد ال <

1n nu u+ )1في هذه الحالة، ومن ثمّّ  > )n nu   متناقصة. ≤

ويمكن أيضاً أن نحسب الفرق 
2 2

1 2 2 2 2

( 1) 3(2 1)
3

( 1) ( 1)
n n

n n n
u u

n n n n
+

+ − +
− = =

+ +
لنجده موجباً فنستنتج  

)1مجدداً أنّ  )n nu   ة.متناقص ≤

ويمكن أيضاً أن نحسب النسبة 
2

1

1
n

n

u n

u n

+
 =   + 

فنستنتج مرة ثانية أنّ  1لنجدها أصغر من  

1( )n nu   متناقصة ≤
)3طبيعياً كان  عدداً  nالجذر التربيعي متزايدٌ، فإذا كان  تابع � 1) 1 3 1n n+ + >   ومن ثَمّ  +

1 3( 1) 1 3 1n nu n n u+ = + + > + =  

)1فالمتتالية  )n nu   أيضاً يمكن أن نحسب الفرق أو النسبة لنصل إلى النتيجة. وهنا. متزايدة ≤

  نلاحظ هنا أنّ  �

1

2 1 2 1 9
0

5 4 ( 4)( 5)n n

n n
u u

n n n n
+

+ −
− = − = >

+ + + +
  

)1المتتالية ف )n nu    . متزايدة ≤

    الحل
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1عندما يكبر مقام كسر يصغر. إذن من الواضح أنّ   � 2 2

1 1

( 1) 1 1
n nu u

n n
+ = < =

+ + +
 ،

)1ومن ثمّّ  )n nu   متناقصة. ≤

2nفي حالة  � 1 لدينا <

7
0

( 1)( 2)n nu u
n n

+

−
− = <

− −
إذن إذن المتتالية متناقصة. كما يمكن  

2أن نكتب 

3 4 4
3n

n
u

n n
+

+
= = 3، وعندما يكبر المقام يصغر الكسر إذن + 2n nu u+ في حالة  >+

1n    ، والمتتالية متناقصة.≤

1nفي حالة  � 1لدينا  ≤ 1 1

1 9 1
0

10 10 10
n n n n n

n n n
u u+ + +

+ − +
− = − = )1فالمتتالية   > )n nu ≥ 

0متناقصة بدءاً من الحد ذي الدليل  1n =.  
  حسابية أساسها سالب فهي متناقصة.متتالية  	

  فهي متناقصة. أصغر من الواحدساسها متتالية هندسية حدودها موجبة وأ 

  .متزايدةفهي  أكبر من الواحدساسها متتالية هندسية حدودها موجبة وأ 

 
   21صفحة    تَدربْ 

1nنعرف في حالة عدد طبيعي  � 2المقدار  ≤ 2 2 21 2 3nS n= + + + +⋯ ،  
1nS. ثمُّ عبر عن 4Sو 3Sو 2Sو 1Sاحسب   � بدلالة  +

nS وn .  
1nأثبت بالتدريج أنّه في حالة أية عدد طبيعي   �   لدينا : ≤

( 1)(2 1)

6n

n n n
S

+ +
=.  

 �  
1 2 3 4

1 5 14 30n

n

S
  

1nSإلى  nSلاحظ أنّه للانتقال من ون )2نجمع  + 1)n 2، أي +
1 ( 1)n nS S n+ = + +.  

)لتكن  � )E n  الخاصة( 1)(2 1)

6n

n n n
S

+ +
=. 

1لأنّ  صحيحة E(1) لخاصةا •

1(1 1)(2 1)
1

6
S

+ +
= = . 

)نفترض  • )E n تكون  صحيحة عندئذ( 1)E n  صحيحة لأنّ  +
2

2
1

( 1)(2 1) ( 1)(2 7 6)
( 1)

6 6
( 1)( 2)(2( 1) 1)

6

n

n n n n n n
S n

n n n

+

+ + + + +
= + + =

+ + + +
=

  

)فالخاصة  )E n  1صحيحة أياً كانتn ≥.  

    الحل
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1xليكن  � ≥ )نرمز  n. في حالة عدد طبيعي − )E n  1)إلى المتراجحة ) 1nx nx+ ≥ . أثبت +
)أنّ المتراجحة  )E n بيعي محقّقة أياً كان العدد الطn.  

     

1)0لأنّ  صحيحة E(0) لخاصةا • ) 1 1 0x x+ = ≥ + . 
)نفترض  • )E n تكون  صحيحة عندئذ( 1)E n  صحيحة لأنّ  +

1

2

(1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

1 ( 1)

1 ( 1)

n nx x x

x nx

n x nx

n x

++ = + +

≥ + +

≥ + + +

≥ + +

  

)فالمتراجحة  )E n  صحيحة أياً كانتn.  
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)بيّن أي المتتاليات  ) 0n nu   ).0nالآتية مطّردة (ربما بدءاً من حدّ معيّن  ≤

2

2

0 0

1 1

1
2 3 1

2

1 1
1

!
2 8

1 1
13 3
22 2 2

4 4

n
n n n

n

n n n

n n
n n n n

n
u u u n

n

n
u u u

n nn
u u

u
u u u u+ +

+
= = = − +

+

 = = + = −   
 = =    = + + + 
 = + = +   

⋯⋯

� �

� � �

� � �

1

  

!تذكّر أنّ    ( 1) 1n n n= × − × 1nفي حالة  ⋯× ≥.  

 

  .متزايدة �      ة.متزايد  �      متناقصة.   �

0متناقصة بدءاً من الدليل  �    متناقصة.   �       ليست مطردة. � 2n = .  
  متزايدة. �      ثابتة.   �        . متزايدة �

2nلديناعندما  �مثلاً في حالة    ما يأتي: ≤
2

1

( 1) 2 1
1

1 1 1
n

n

u n n n n n

u n n n+

+ − + ×
= = ≥ >

+ + +
  

1لدينا  �وفي حالة  1 0

3
( ) 0

4

n

n nu u u u+

 − = − >  
  (لماذا؟) 

1 
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)المتتالية   ) 0n nu 0معرفة وفق  ≤ 2u 1و  = 2 3n nu u+ = أي عدد طبيعي غير   في حالة −
  .n معدوم

  .nبدلالة  nuثم خمنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب  �

3nuبحساب عبارة  � 0nعند كل  −   .nبدلالة  nu، عبرْ عن ≤

 
   لدينا �

0 1 2 3 4 5

2 1 1 5 13 29n

n

u − − − −
  

)ولكن نلاحظ أيضاً أننا عند حساب حدود المتتالية  ) 0n nu ثمُ نعدّل  2نضرب في كل مرة بالعدد  ≤
تؤدي دوراً ما في هذه المتتالية، لذلك ننشئ جدولاً يضم  2، فنتوقّع أنّ قوى العدد 3الناتج بطرح العدد 

  معاً لنجد في آن 2وقوى العدد  الحدود المطلوبة
0 1 2 3 4 5

2 1 1 5 13 29

2 1 2 4 8 16 32

− − − −n

n

n

u  

، 3وهنا سرعان ما نرى أن مجموع كل عنصر من السطر الثاني مع العنصر الذي تحته ثابتٌ، ويساوي 
32أي إنّ  =+n

nu  3ومنه التخمين 2= − n
nu.  

1بملاحظة أنّ  � 3 2( 3)n nu u+ − = )نرى أنّ المتتالية  − )nv  3المعطاة بالصيغةn nv u= − 
2nnv. إذن −1وحدها الأوّل  2متتالية هندسية أساسها  = 3ومنه  − 3 2nn nu v= + = ، أياً −

  .nكانت 

)المتتالية   )nu  0معرفة وفق 3u 1و  = 4n nu u+ = − أي عدد طبيعي غير  في حالة +
  . nبدلالة  nuثم حدد  nبدلالة  nuوخمنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب  .n معدوم

   لدينا 

0 1 2 3 4 5

3 1 3 1 3 1n

n

u
  

  وهكذا نرى أنّ 

  
2بصيغة أخرى  nuويمكن التعبير عن  ( 1)nnu = + . وكذلك n، التي يمكن إثبات صحتها بدلالة −

  يمكن اتباع أسلوب التمرين السابق.

3 :

1 :n

n
u

n

= 


 زوجي

 فردي

    الحل

2 
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    الحل
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1دلالة على الجداء  !nبالرمز   nنذكّر في حالة عدد طبيعي غير معدوم   2 3 n× × × ×⋯ ،
  الخاصتين الآتيتينبالتدريج أثبت  ».عاملي n«الذي نقرأه 

1 2 2 3 3 ( 1) 1n n n+ × ! + × ! + + × ! = + ! −⋯ �.  
1! 2nn −≥ �.  

  
)لتكن  � )E n  1الخاصة 2 2 3 3 ( 1) 1n n n+ × ! + × ! + + × ! = + ! −⋯.  

1لأنّ  E(1)الخاصة صحيحة  • 1! 2! 1× = −. 

)لنفترض الخاصة  • )E n عندئذ صحيحة 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 2)!

1 2 2 ( 1)

1

1n n nn n n n

n

+ × ! + + × ! + + × + ! = + + × + !

= +

+ ! −

−

⋯  

)فالخاصة  1)E n )الخاصة و ، صحيحة + )E n 1مهما كان  صحيحةn ≥.  
)لتكن  � )E n  1الخاصة! 2nn −≥.  

!01لأنّ  E(1)الخاصة صحيحة  • 1 2= =. 

)لنفترض الخاصة  • )E n 1في حالة  صحيحةn  عندئذ ≤

1( 1)! ) 2( 221 nnnnn −+ = ⋅ ≥ ⋅ =!+  
)فالخاصة  1)E n )الخاصة و ، حيحةص + )E n  1مهما كان صحيحةn ≥.  

1nفي حالة عدد طبيعي   1ليكن  ،≤ 1 1
1
2 3nu

n
= + + + 2n و ⋯+ n nv u u= أثبت . −

)أن المتتالية  )nv .متزايدة  

  
  . إذنnو 1مقاليب الأعداد الطبيعية بين  يساوي مجموع nuلاحظ أنّ 

1

1 11

1
1 1

2

1

2 3 2
1 1 1

2 3 2 1 2 2

n

n

v
n

v
n

n n

n n n

n

n
+

= +
+

= + +
+

+ + +
+ +

+ + +
+ ++

⋯

⋯

  

  وعليه

1

1 1 1

2 1 2 2 1
1 1

2 1 2 2
1

0
(2 1)(2 2)

n nv v
n n n

n n

n n

+ − = + −
+ + +

= −
+ +

= >
+ +

  

)1فالمتتالية  )n nv    متتالية متزايدة تماماً. ≤

    الحل

4 

5  

    الحل
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 a  وb  وc  0وثلاثة أعداد حقيقيةa ≠ نعلم أن .a  وb  وc  هي ثلاثة حدود متعاقبة من
من  متواليةهي ثلاثة حدود  cو 2bو 3aكما نعلم أنq.  متتالية هندسية، نرمز إلى أساسها بالرمز 

  .qاحسب  متتالية حسابية.
  

   
)2الحدود الثلاثة هي إذن   , , ) ( , , )a b c a qa q a=  ّ3)ولأن ,2 , )a b c  حدود متوالية من متتالية حسابية كان

3 2(2 ) 4a c b b+ = 0aومنه (لأنّ  = ≠ (2 4 3 0q q− + q{1,3}، وهذا يعطي = ∈.  
 

    لنتعلمّ البحث معاً 

   
 


��� �� �ّ�� ��ُ� ً������ � �
��� �� �ّ�� ��ُ� ً������ � �
��� �� �ّ�� ��ُ� ً������ � �
��� �� �ّ�� ��ُ� ً������ � �   

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0وفق تدريجياً المعرفة  ≤ 7u 1و  = 10 18n nu u+ = عند كل عدد  −
  .nبدلالة  nuالتعبير عن  هذا التمرين إلىنهدف في  .nطبيعي 

  نحو الحلّ   �

ا الحدود أن نكون قد عرفنبشرط  nu، يمكننا حساب تدريجيةمتتالية معرفة بعلاقة نعلم أنّه في حالة    �
في هذا النمط من   .nمباشرةً بدلالة  nuإيجاد طريقةٍ لحساب والمطلوب هنا هو  التي تسبقه.

 ه.دليلو  ة الحدّ الربط بين قيم الةحدوداً أولى من المتتالية ثم نحاول في كل ح المسائل، نحسب
  ...1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب 

  لدينا        

0 1 2 3 4 5

7 52 502 5002 50002 500002n

n

u
  

�    بينهما عددٌ من يوجد ، و 2وينتهي بالرقم  5كل حد من الحدود المحسوبة يبدأ بالرقم  نجد أن
بدلالة  nuهذا بالتعبير عن لك بالتأكيد، سيسمح  الحد. دليل هذا، أي بnبقيمة  الأصفار يتعلق

n.  
 . 5و 4، 3، 2، 1القيم  nعيّن عدد الأصفار المشار إليه أعلاه عندما تأخذ  .1

  .nلالة ما عدد الأصفار بد .2

5تحقّق أنّ  .3 10 2k
ku = × }من  kفي حالة  + }1,2,3,4,5. 

  .n . ثمُ أثبت صحة اقتراحك أياً كانتnبدلالة  nuاقترح صيغة للحدّ  .4
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1nيساوي  nuمن الواضح أنّ عدد الأصفار في الكتابة العشرية للحد  1في حالة  − 5n≤ ≤ .
5إذن الصيغة نستنتج  10 2k

ku = × }من  kفي حالة  + لنبرهن إذن صحة الخاصة  .1,2,3,4,5{
( ) : 5 10 2n

nE n u = × 0nأياً كانت  + ≥.  
5صحيحة لأنّ  E(0)الخاصة  • 2 7+ =.  
)صحة الخاصة نفترض ل • )E nعندئذ . 

1
1 5 110 18 10( ) 18 52 10 20n n

nnu u +
+ = − = − = ×+ +×  

)فالخاصة  1)E n )، والخاصة صحيحة + )E n  1صحيحة مهما كانn ≥. 

 
 !"#����!�"$%�� !"&'	(   

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0u وفقتدريجياً المعرفة  ≤ s= و  

  2
1

1

2n nu u n n+ = + +   ( )∗  

)0المتتالية  تُحقّقبحيث  Pمن الدرجة الثانية ر حدود عيّن كثي � )n nt التي حدها العام  ≤

( )nt P n=  العلاقة التدريجية( 2نفسها أي  ∗(
1

1

2n nt t n n+ = +   .nأياً كانت  +

)0أثبت أن المتتالية  � )n nv nالتي حدها العام  ≤ n nv u t=   هي متتالية هندسية. −
  . sو nبدلالة  nuثمnv  اكتب عبارة  �
  نحو الحلّ   �

)2. لنكتبه إذن بالصيغة Pلثانية نبحث عن كثير حدود من الدرجة ا   � )P n an bn c= + +. 
)نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام  cو bو aلتعيين الأمثال  )nt P n=  تُحقق العلاقة

  التدريجية.
)0بيّن أنّ  .1 )n nt )تحقق العلاقة التدريجية  ≤  إذا وفقط إذا كان ∗(

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

         − + + − + + + =               
  

  .nأياً كان العدد الطبيعي 
 ثمُّ عين هذه الأعداد. .cو bو aاستنتج من ذلك جملة بسيطة من المعادلات تحققها  .2

)0لإثبات أنّ المتتالية    � )n nv 1nبحيث تتحقق المساواة  qهندسية، يكفي أن نجد عدداً  ≤ nv qv+ = ،
  .qعيّن 

  .يمكننا إنجاز المطلوب nt، ثمُّ لأنّنا نعرف nvيمكننا استنتاج  qو 0vبمعرفة    �
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
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)2. لنكتبه إذن بالصيغة Pثير حدود من الدرجة الثانية نبحث عن ك � )P n an bn c= + لتعيين  .+

)نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام  cو bو aالأمثال  )nt P n= .تُحقق العلاقة التدريجية   

1ntو ntبتعويض  2بقيمتهما في  +
1

1

2n nt t n n+ = +   نستنتج صحة العلاقة +

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

         − + + − + + + =               
  

0nباختيار . nالطبيعي  أياً كان العدد 1nو = 2nو =   نستنتج جملة المعادلات =
2 2 0

7 3 4

14 4 12

a b c

a b c

a b c

+ + =

+ + =

+ + =

   

  الثة لنجد الجملة المُكافئةمن المعادلتين الثانية والث cنستعمل الأولى لحذف 
2 2 0

5 4

6 6

a b c

a b

a b

+ + =

+ =

+ =

  

2aمن الثالثة نجد  ثمُّ بطرح الثانية 6b، ثمُّ = = 8cو −  a. ونتيقّن بالعكس، أنّ هذه الخيار لقيم =
  يجعل المساواة  cو bو

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

         − + + − + + + =                 
)0تحقق المتتالية  ، ومن ثَمّ nمحققة أياً كانت قيمة  )n nt 22حيث  ≤ 6 8nt n n= − العلاقة  +

)التدريجية  )∗.  
   هنا لدينا �

2
1

2
1

1

2
1

2

n n

n n

u u n n

t t n n

+

+

= + +

= + +
  

) بالطرح نستنتج أنّ  )1 1

1

2n n n nu t u t+ +− = )0فالمتتالية ، − )n nv nالتي حدها العام  ≤ n nv u t= − 

1متتالية هندسية أساسها 

2
0، وحدها الأوّل  8v s= 8 ، إذن−

2
n n n

s
u t

−
−   ومن ثَمّ  ، =

2( 8)2 2 6 8n
nu s n n−= − + − +  

  وهي النتيجة المرجوة.
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      إلى الأمام قدُُماً 

1aونفترض أنّ  bو aنُعطى عددين حقيقيين   )0المتتالية نتأمّل  .≠ )n nv التي تحقق   ≤

1n nv av b+ =   . nالعدد الطبيعي  ، أياً كان+
1يحقق  f عيّن تابعاً  � ( )n nv f v+ 0nأياً كانت قيمة  = ≥.  
)حلّ المعادلة  ℓاحسب  � )f x x=.  
)0نعرّف المتتالية  � )n nu nحيث  ≤ nu v= − ℓ .نّ  أثبت )0أ )n nu هندسية، واستنتج  ≤ متتالية 

nu   بدلالةn وa وb 0وv ثمُّ استنتج .nv .بدلالة هذه المُعاملات  

  

  

  صف الثاني الثانوي.ذا التمرين، تمرين مباشرٌ ومحلول بصفته نشاطاً في اله
  

)0نتأمّل متتالية   )n nu   :وفق معرّفة بالتدريج ≤

0 1

1 1

1, 4,

5 6 ( 1)n n n

u u

u u u n+ −

 = =
 = − ≥

  

5aيحققان  bو aعددين حقيقيين  عيّن � b+ 6abو  = =.  
)0 لتكن � )n nv 1nالمتتالية  ≤ n nv u au+= − 0. أثبت أن( )n nv   .bمتتالية هندسية أساسُها  ≤
)0 لتكن � )n nw 1nالمتتالية  ≤ n nw u bu+= − 0. أثبت أن( )n nw   .a متتالية هندسية أساسُها ≤
  .nبدلالة  nuاستنتج عبارة ثمُّ  .nبدلالة  nwو  nvرْ عن عبّ  �

  

  
2aيمكننا إذن أن نأخذ  3و 2هما  6وجداء ضربهما  5مجموعهما  عددان � 3bو = = .  
1لنضع  � 2n n nv u u+= 1nعندئذ، في حالة  −   يكون لدينا ≤

1 1 1 1 13 2 3( 2 ) 5 6 0n n n n n n n n nv v u u u u u u u− + − + −− = − − − = − + =  
13nأو  nv v )0فالمتتالية  =− )n nv   .3متتالية هندسية أساسُها  ≤
)0أن ونبرهن بمثل ما سبق أنّ  � )n nw   .2 تالية هندسية أساسُهامت ≤
03نستنتج إذن أنّ  � 2 3n n

nv v= = 02و × 2n n
nw w=    . أو=

1 2 2 3nn nu u+ − = 1و × 3 2nn nu u+ − =.  
2رة من الأولى نستنتج أنّ وبطرح الأخي 3 2n n

nu = ×   .nأياً كانت  −

9  

10 
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n ،2nأثبت، أيّاً كان العدد الطبيعي  � ≥ : 2، أن 23 ( 1)n n× ≥ +.  
)نرمز بالرمز  � )E n  23« إلى القضية 2 5n n n≥ + ×.«  

)، تكون nغير معدوم ما أصغر عدد طبيعي  � )E n صحيحة عنده؟  
�  أثبت أن( )E n  صحيحة، أيّاً كان العدد الطبيعيn 5 الذي يحقق الشرطn ≥.  

  
2nلاحظ أنّه في حالة  �   لدينا ≤

2 2 23 ( 1) 2 2 1 2 ( 1) 2 2 1 1 3 01n n n n n n− + = − − = − − ≥ × × − = >  
  ومنه الخاصة المطلوبة.

)لنضع في جدول طرفي المتراجحة الواردة في  � � )E n  عند القيم الصغيرة للعددn.  
23 2 5

1 3 7

2 9 24

3 27 53

4 81 96

5 243 157

n nn n

<

<

<

>

<

+

  

5nإذن  )هو أوّل عدد طبيعي موجب تماماً تكون عنده  = )E n  ّقة.محق  
)صحيحة. لنفترض إذن أنّ  E(5)رأينا أنّ  � � )E n  5صحيحة عند قيمة للعددn   . عندئذ≤

  
)وعليه تكون  1)E n )صحيحة أيضاً. إذن + )E n  5صحيحة عند أية قيمة للعددn ≥.  

)نرمز بالرمز   )E n  23« إلى القضية ( 2)n n≥ +.«  
   صحيحة؟ E(4)و E(3)و E(1)و E(0) أَتكون القضايا �

)أن القضية بالتدريج  أثبت � )E n  صحيحة عند كل عدد طبيعيn 3 يحقق الشرطn ≥.  

  
يُحل بأسلوب مشابه للتمرين السابق، بل هو أسهل منه. إذ يعتمد على المتراجحة الواضحة في حالة عدد 

n :2طبيعي  2 23( 2) ( 3) 2 6 3 0n n n n+ − + = + + >.  
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2

2

1 2

3 3 3 (2 5 )

2 5(3 )

2 5( 1)

2 5( 1

3

3

2

)

n n n

n

n

n

n

n

n

n

+

+

= × +

× +

× + +

+ +

≥ ×

≥

≥

≥

�

�

�

)�نّ  )E n صحيحة 

 �استفدنا من 

)ھذه ھي  1)E n + 
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  .nأياً كان العدد الطبيعي  كل من الخواص الآتيةبالتدريج، صحة  أثبت 
�  »4 5n 32«  �    ».3مضاعفٌ للعدد  + 1n   ».7مضاعفٌ للعدد  −
�  »3 2n n+  2«  �    .»3مضاعفٌ للعدد 1 23 2n n+   .»7مضاعفٌ للعدد  ++

   
)لتكن  � )E n  :4الخاصة الآتية 5n   .3عف للعدد امض +

04صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد   E(0)الخاصة  • 5 6+  .3مضاعف للعدد  =

)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  4بحيث 5 3n k+  عندئذ =

( )14 5 4 4 5 4 3 5 5 3(4 5)n n k k+ + = × + = − + = −  
14إذن  5n+ )والخاصة  3مضاعف للعدد  + 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا  +

)بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  
)لتكن  � )E n  :32الخاصة الآتية 1n   .7مضاعف للعدد  −

02صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد   E(0)الخاصة  • 1 0−  .7مضاعفٌ للعدد  =

)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  32بحيث 1 7n k−  عندئذ =

3( 1) 32 1 8 2 1 8(7 1) 1 7(8 1)n n k k+ − = × − = + − = +  
)3إذن  1)2 1n+ )والخاصة  7مضاعف للعدد  − 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا  +

)بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  
)لتكن  � )E n  :3الخاصة الآتية 2n n+  3مضاعف للعدد.  

30صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد   E(0)الخاصة  • 2 0 0+ ×  .3مضاعفٌ للعدد  =

)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  3بحيث 2 7n n k+  عندئذ =

( )3 3 2 2( 1) 2( 1) 2 3( 1) 3 1n n n n n n k n n+ + + = + + + + = + + +  
)3إذن  1) 2( 1)n n+ + )والخاصة  3مضاعف للعدد  + 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +

)أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  
)لتكن  � )E n  :2الخاصة الآتية 1 23 2n n+   .7مضاعف للعدد  ++

1صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد   E(0)الخاصة  • 23 2 7+  .7مضاعفٌ للعدد  =

)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  2بحيث 1 23 2 7n n k+ ++  عندئذ =

( )

2( 1) 1 ( 1) 2 2 1 2

2 2 2

3 2 9 3 2 2

9(7 2 ) 2 2 7 9 2

n n n n

n n nk k

+ + + + + +

+ + +

+ = × + ×

= − + × = −
  

)2إذن  1) 1 ( 1) 23 2n n+ + + )والخاصة  7مضاعف للعدد  ++ 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +
)أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  

13 
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10العددَ  9يقسمُ العددُ « نرمز إلى القضية   1n )بالرمز» + )E n ،في حالة n ∈ ℕ .  
)ه إذا كانت أثبت أنّ  � )E n  صحيحة عند قيمةٍ للعددn كانت عندئذ ،( 1)E n   صحيحة. +
)القضية أتكون  � )E n  صحيحة علىℕ.رْ إجابتك ؟ بر  

      
)لنفترض أنّ  � )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  10بحيث 1 9n k+  عندئذ =

110 1 10 10 1 10(9 1) 1 9(10 1)n n k k+ + = × + = − + = −  
110إذن  1n+ )والخاصة  9مضاعف للعدد  + 1)E n   أيضاً صحيحة. +

)القضية  � )E n  صحيحة على غيرℕ (0)لأنّ ؟E .إنّ كلّ  في الحقيقة غير صحيحة( )E n  خطأ
لأنّ مجموع خانات العدد 

1

10 1 100 01n

n−

+ =   .9وهو ليس من مضاعفات  2يساوي  ����⋯

 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ≤ 1u 1و  = 2n nu u+ = 1nعند كل  + ≥.  
�  0أثبت أن 2nu≤   .nاً كان العدد الطبيعي ، أيّ ≥
)0أثبت أن المتتالية  � )n nu   متزايدة تماماً. ≤

  
)لتكن  �  )E n  :0الخاصة الآتية 2nu≤ ≤.  

00صحيحة لأنها تنص على أنّ   E(0)الخاصة  • 1 2u≤ = ≤. 

)لنفترض أنّ  • )E n  ّ0صحيحة أي أن 2nu≤  عندئذ ≥

0 2 4nu≤ + ≤   
0إذن  2 4 2nu +≤ ≤ 10أو  = 2nu +≤ )والخاصة  ≥ 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +

)يج صحة الخاصة أثبتنا بالتدر  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn. 

)لتكن  � )E n  :1الخاصة الآتيةn nu u +< .  
1صحيحة لأن   E(0)الخاصة  • 3u 10على أنّ تنص  E(0)و  = 1u u= <. 

)لنفترض أنّ  • )E n  ّ1صحيحة أي أنn nu u  عندئذ >+

120 2n nu u +≤ <+ +   
12ولأنّ تابع الجذر التربيعي متزايد تماماً استنتجنا أنّ  2n nu u +<+ 1 أو + 2n nu u+ +< 

)والخاصة  1)E n )أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  + )E n  أياً كان العدد
)0أي أنّ المتتالية .nالطبيعي  )n nu  .متزايدة تماماً  ≤

  
  

14 
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 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ≤ 1u 1و  =

3 2

2 6
n

n
n

u
u

u
+

+
=

+
0nعند كل   ≥.  

�  3التابع  أثبت أن 2

2 6

x
x

x

+

+
1 ماماً واستنتج أنّ متزايدٌ ت ֏

2
1nu<   .n، أيّاً كان العدد ≥

)0أثبت أن المتتالية  � )n nu   متناقصة تماماً. ≤

  
3لنضع  � 2

( )
2 6

x
f x

x

+
=

+
0xفي حالة   ولنلاحظ أنّ  .<

2

14
( ) 0

(2 6)
f x

x
′ = >

+
 f. إذن التابع 

,0[متزايدٌ تماماً على  [+∞  .  
)لنرمز بالرمز  • )E n  1 إلى الخاصة

2
1nu< ≤. 

1محققة لأنّ   E(0)إنّ  •
02
1 1u< = ≤. 

)لنفترض أنّ  • )E n  ّ1محققة أي أن
2

1nu<  نستنتج أنّ  f. بالاستفادة من تزايد ≥

( )1
2

( ) (1)nf f u f< ≤  
1أي  5

12 8nu +< 5ولكن  ≥
8
1إذن  ≥1

12
1nu +< )والخاصة  ≥ 1)E n محققة. فنكون قد  +

1أثبتنا صحة المتراجحة 
2

1nu<   .nأياً كانت قيمة  ≥

�   
)لنرمز بالرمز  • )E n  1إلى الخاصةn nu u+ <. 

5محققة لأنّ   E(0)إنّ  •
1 08

1u u= < =. 

)لنفترض أنّ  • )E n  ّ1محققة أي أنn nu u+ ,0[متزايداً تماماً على  f. لمّا كان > ، والحدّان ∞+]

nu 1وnu ,0[ينتميان إلى  + )1استناداً إلى النقطة السابقة استنتجنا أنّ  ∞+] ) ( )n nf u f u+ أي  >

2 1n nu u+ )وهذه هي الخاصة  >+ 1)E n 1nفنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  .+ nu u+ أياً كانت  >
)0، والمتتالية nقيمة  )n nu  .متناقصة تماماً  ≤

 

عددٌ حقيقي من المجال  θيكن ل 
2
0, π 

   . ُّ0المتتالية  لتكنثم( )n nu   معرفة وفقال ≤

0 2cosu θ=  1و 2n nu u+ = n في حالة + ∈ ℕ.  
  .2uو 1uاحسب  �

2cosج، أن يأثبت بالتدر  �
2

n n
u

θ =   
.  

21تذكرْ أن مساعدة:  cos2 2 cosθ θ+ =.  
  

16 

17 
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2 هنا �

1 2
2(1 cos 4 co) /2)s ( 2 cosu θθ θ= + = 2وبالمثل  = 4

2 cosu θ=.  
  دريجالإثبات بالت �

)لنرمز بالرمز  • )E n  2إلى الخاصة cos
2

n n
u

θ
=. 

 محققة وضوحاً.  E(0)إنّ  •

)لنفترض أنّ  • )E n  2محققة أي cos
2

n n
u

θ
 . عندئذ =

2
1 1

/2
2 2 2 cos( /2 ) 4 cos 2 cos

2 2

n
n

n n n
u u

θ θ
θ+ +

= + = + = =

)إذن الخاصة    1)E n   .nأيضاً. فنكون قد أثبتنا صحة الخاصة المطلوبة أياً كانت صحيحة  +

عددٌ حقيقي من المجال  θ. في هذا التمرين ملاحظة
2
0, π 

  إذن جميع الزوايا ،
2n
θ  تنتمي أيضاً إلى

cosهذا المجال، ومن ثمّ يكون 
2n
θ .عدداً موجباً، لذلك لا مشكلة عند حساب الجذر التربيعي لمربعه  

)هي مجموعة النقاط  H، محدث بمعلم متجانس، Pفي مستوٍ   , )M x y اثياتها التي تحقق إحد
2المعادلة  25 1x y− )التابع الذي يقرن بكل نقطة  f. ليكن = , )M x y  من المستويP  النقطة

(9 20 ,4 9 )M x y x y′ + )، أي + )f M M ، ثمُّ (1,0)النقطة التي إحداثياتها  0S. لتكن =′
)0متتالية النقاط  Pلنتأمّل في المستوي  )n nS 1المعرفة وفق:  ≤ ( )n nS f S+ = . أثبت أنnS 

  أعداد صحيحة.ها تإحداثيا أنّ و  Hموعة من المج نقطة
  

  
)في حالة  أولاً  , )M x y  نرمز( , )x y′ )إلى إحداثيتي  ′ )M f M′   أي =

9 20x x y′ = 4و + 9y x y′ = +  
  نلاحظ أنّ 

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

5 (9 20 ) 5(4 9 )

81 360 400 5 16 72 81

5

x y x y x y

x xy y x xy y

x y

′ ′− = + − +

= + + − + +

= −

  

2فإذا كان  25 1x y− 2كان  = 25 1x y′ ′− انتمت صورتها  Hإلى  M. إذن، إذا انتمت =
( )M f M′   .Hإلى  =

xعدداً صحيحاً كان كذلك كل من  yو xومن ناحية أخرى، نلاحظ أنّه إذا كان كل من  yو ′ لأنّ  ′
  الضرب!.مجموعة الأعداد الصحيحة مغلقة بالنسبة إلى عمليتي الجمع و 

18 
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)0لنثبت بالتدريج أنّ جميع النقاط  )n nS   ومركبات كل منها أعداد صحيحة. Hتقع على  ≤

)لنرمز بالرمز  • )E n  إلى الخاصة " النقطةnS  تنتمي إلىH  ومركّبتاnS ."أعداد صحيحة 

0محققة لأنّ  E(0)إنّ  • (1, 0)S  وضوحاً. Hفمرّكبتاها عددان صحيحان وهما تحققان معادلة  =

)لنفترض أنّ  • )E n  ّمحققة أي أن ( , )nS x y  تنتمي إلىH  ومركّبتاهاx وy  .عددان صحيحان
)1استناداً إلى المقدّمة، النقطة  , ) ( )n nS x y f S+

′ ′ إليها، ومركّبتاها  فهي تنتمي Hتحقق معادلة  =
x yو ′ )إذن الخاصة  عددان صحيحان. ′ 1)E n  صحيحة أيضاً.  +

  .nفنكون قد أثبتنا صحة الخاصة المطلوبة أياً كانت 
  

 نضع  عدد طبيعي غير معدوم.  إلى nعدد حقيقي ويرمز  إلى xيرمز  
(2 1) )cos cos(3 ) cos(5 ) cos(n n xS x x x −= + + + +⋯  

� : باستعمال دساتير مثلثاتية تعرفها، أثبت أن 

( )
1

sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b⋅ = + + sin(2و      − ) 2 sin cosa a a=   

ل كلاً من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين مثلثيتين إلى مجموع نسبتين مثلثيتين. � حو  
sin cos((2 1) )x n x⋅ sinو      + cosnx nx⋅  

�  أثبت أنsin( )
cos( )

sinn

nx
S nx

x
= 1nيكن  ، أياً × )و   ≤ )x k kπ≠ ∈ Z.  

    
  رأينا في دراستنا السابقة أنّ  �

sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

+ = +

− = −
  

bبحساب نصف المجموع نجد العلاقة الأولى. ثمُّ باختيار  a= .نجد العلاقة الثانية  
,باختيار  � (2 1)a x b n x= =   نجد �في العلاقة الأولى من  +

( ) ( ) ( )
1 1

sin cos (2 1) sin2( 1) sin( 2 ) sin2( 1) sin2
2 2

x n x n x nx n x nx⋅ + = + + − = + −  

aوباختيار  nx=  نجد �في العلاقة الثانية من sin2 2 sin cosnx nx nx= ⋅.  
  بالتدريج. �
1nلنرمز، في حالة  • )، بالرمز ≤ )E n  إلى الخاصة 

sin( )
cos cos(3 ) cos(5 ) cos((2 1) ) cos( )

sinn

nx
S x x x n x nx

x
+ + + + − = ×= ⋯. 

19 
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1محققة لأنّها تُكافئ  E(1)إنّ  •

sin
cos cos

sin

x
S x x

x
= ×=. 

)لنفترض أنّ  • )E n يؤول الانتقال من محققة .nS  1إلىnS cos(2إلى جمع  + 1)n x+  إلىnS. 
 إذن

1 cos cos((2 1) )

cos((2 1) )

sin sin2( 1) sin2
cos

sin 2 sin
sin2 sin2( 1) sin2

2

cos cos(3 )

sin 2 sin
sin2( 1) si

cos(5 ) cos((

n( 1)
cos( 1)

2 sin si

2 1) )

n

n

n x x x n x

S

S n x

n x

nx n x nx
nx

x x
nx n x nx

x x
n x n x

n x
x x

+ ++ + +

= + +

+ −
= × +

+ −
= +

+ +

+ + −

= = + ⋅

= ⋯

  

)إذن الخاصة  1)E n ). فنكون قد أثبتنا صحة صحيحة أيضاً  + )E n  1أياً كانتn ≥.  
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  ية في هذه الوحدةنقاط التعلمّ الأساس ـ
  

 اية تابع عند اللااية أو عند عدد حقيقي، والنهايات اللاائية.  -

 العمليات على النهايات. -

 مبرهنات المقارنة والإحاطة. -

 اية تابع مركّب. -

 المقاربات المائلة، الموضع النسبي لمنحن بالنسبة إلى مقاربه. -

 الاستمرار، ومبرهنة القيم الوسطى. -

 ق تابع مستمر ومطرد تماماً. صورة مجال وف -

 تطبيقات في حل المعادلات. -

  مفهوم التابع العكسي. -
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   34  صفحة  تَدربْ  

  .∞−وعند  ∞+احسب نهايات التوابع الآتية عند �
4 3 2

3 4 3 2

4 3 3 2

( ) 3 1 ( ) 1

( ) 5 3 1 ( ) 8 12 5

( ) 2 100 ( ) 7 2 5 1

f x x f x x x x

f x x x f x x x x x

f x x x f x x x x

= − + = − + − +

= − − = − + −

= − + = + − −

� �

� �

� �

   

 

عندئذٍ بإمكان . المسيطر ههي نهاية حدّ  ∞− أو ∞+ نهاية كثير حدود عند س بالمبرهنة:رّ يذكر المد
   :النهاية مباشرة حسابالطالب 

4 3 2

4 3 2

3 4 3 2

3 4 3 2

lim ( 3 1) lim ( 1)

lim ( 3 1) lim ( 1)

lim (5 3 1) lim (8 12 5 )

lim (5 3 1) lim (8 12 5 )

x x

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x x

→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

  − + = −∞ − + − + = −∞   
 − + = −∞ − + − + = +∞   
− − = +∞ − + − = +∞
− − = −∞ − + − =

� �

�

4 3 3 2

4 3 3 2

lim ( 2 100 ) lim (7 2 5 1)

lim ( 2 100 ) lim (7 2 5 1)
x x

x x

x x x x x

x x x x x

→+∞ →+∞

→−∞ →−∞


+∞

  − + = −∞ + − − = +∞   
 − + = −∞ + − − = −∞   

�

� �

  

5بالعلاقة  عطىالم fنهاية التابع  احسب � 1
( )

1

x
f x

x

−
=

−
 يحقق Aعدداً  أعطِ ، ثم ∞+عند  

xإذا كان الشرط:   A> كان ،( )f x  في المجال] 4.9, 5.1 [.  

lim إنّ   ( ) 5
x

f x
→+∞

)وينتمي  .= )f x إذا وفقط إذا  ]4.9,5.1[ المجال ينتمي إلى

1:كان
( ) 5

10
f x − 4 ، أي> 1

| 1| 10x
<

−
40أو   | 1|x< 41x ، فإذا كان−  تحقّقَ  <

41Aفيمكن أن نأخذ إذن  ،المطلوب  .أو أي عدد أكبر منه =

   38صفحة  تَدربْ 
المعطاة، ويمكن في حالة  aوعند النقطة  ∞−وعند  ∞+ احسب نهايات التوابع الآتية عند  �

  .aالنهاية حساب النهاية من اليمين والنهاية من اليسار عند  عدم وجود
2

2

2 3
( ) , 2 ( ) , 1

2 1
5 1 2 1

( ) , 1 ( ) , 1
1 1

2 2
( ) 3 5 , 2 ( ) , 2

2 ( 2)

x x
f x a f x a

x x
x x

f x a f x a
x x

x
f x x a f x a

x x

+ −
= = = =

− −
+ −

= = − = = −
+ +

+
= − + = − = =

+ −

� �

� �

� �
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3هنا  �
( )

1

x
f x

x

−
=

−
 ولدينا  ℝ{1}\معرف على  

1 1

lim ( ) 1 lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→−∞ →+∞

→ →

= =

= +∞ = −∞
 

  .1وليس للتابع نهاية عند 

هنا  �
2

2
( )

2

x
f x

x

+
=

−
  ولدينا  ℝ{2}\معرف على  

2 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→−∞ →+∞

→ →

= − = +

= −∞

∞ ∞

= +∞
  

  .2وليس للتابع نهاية عند 

2هنا  � 1
( )

1

x
f x

x

−
=

+
}\رف على مع  1}−ℝ  ولدينا  

( 1) ( 1)

lim ( ) 2 lim ( ) 2

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→−∞ →+∞

→ − → −

= =

= +∞ = −∞
  

 .−1وليس للتابع نهاية عند 

5هنا  � 1
( )

1

x
f x

x

+
=

+
}\معرف على   1}−ℝ  ولدينا  

( 1) ( 1)

lim ( ) 5 lim ( ) 5

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→−∞ →+∞

→ − → −

= =

= +∞ = −∞
  

 .−1يس للتابع نهاية عند ول

نا ه�
2

( )
2

( 2)
x

x
f

x

+
=

−
  ولدينا  ℝ{2}\معرف على  

2
lim ( ) lim ( ) 0 lim ( ) 0
x x x

f x f x f x
→ →−∞ →+∞

= +∞ = =  

2نا ه �
( ) 3 5

2
f x x

x
= − +

+
}\معرف على   2}−ℝ ولدينا  

( 2) ( 2)

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→−∞ →+∞

→ − → −

∞= − = +

= −∞

∞

= +∞
  

المعين بالعلاقة  fنهاية التابع  جِدْ  �
2

5 1
( )

( 1)

x
f x

x

−
=

−
إذا  :الشرط قيحقّ  αعدداً  عيّن، ثم 1عند  

1المجال  من عنصراً  xكان  ,1 −α +α   3، كان 1مختلفاً عن
( ) 10f x >.  

    الحل



  

5  

   
تجري مقاربة هذا النوع من التمارين كما يأتي: تقسم السبورة إلى قسمين: قسم يجري تحليل المسألة عليه، 

  سم يجري فيه صياغة الحل.وق

من الواضح استناداً إلى دراستنا أنّ  .المسودة أوالتحليل
21

5 1
lim

( 1)x

x

x→

−
= +

−
 x، ونبحث عن قيم ∞

3من الواحد وغير الواحد التي تجعل  القريبة

2

5 1
10

( 1)

x

x

−
>

−
 x، كان الأمر أبسط لو كنا نبحث عن قيم 

3القريبة من الواحد وغير الواحد التي تجعل 

2
10

( 1)

A

x
>

−
عدد موجب لأنّنا عندها نعيد  A، حيث 

2كتابة المتراجحة السابقة بالشكل المُكافئ 

3
( 1)

10

A
x> 310أي  − | 1|A x−× > قيمة  وعندها −

310Aα −=   كانت ستحقّق المطلوب. ×

ولكنّ التابع الذي ندرسه ليس من الشكل 
2( 1)

A

x −
5، إذ لدينا في البسط  1x . وهنا نتذكّر Aبدلاً من  −

5أنّ  1x أي عدد أصغر  Aمن العدد واحد، وعليه إذا اخترنا  xعندما تقترب  4ن العدد يقترب م −
5كان  4تماماً من  1x A− 1وتحديداً عندما  (، 1في جوار العدد  < 4

5 5
( 1A Ax + −> = وفي هذا  −

الجوار يكون 
2 2

5 1

( 1) ( 1)

x A

x x

−
>

− −
310الشرط  x، يكفي عندئذ أنّ يحقّق  | 1|A x−× > ليكون  −

3لدينا 

2 2

5 1
( ) 10

( 1) ( 1)

x A
f x

x x

−
= > >

− −
.  

1.6Aذا اخترنا مثلاً إ 0.52xكان لدينا في حالة  = المتراجحة  <
2 2

5 1 1.6

( 1) ( 1)

x

x x

−
>

− −
، ومن ثَمّ إذا 

|3مختلفاً عن الواحد ليحقق أيضاً الشرط  xاخترنا  1| 1.6 10 0.04x −− < ×   كان لدينا =
3

2 2

5 1 1.6
( ) 10

( 1) ( 1)

x
f x

x x

−
= > >

− −
  

|وهكذا نلاحظ أنّ الشرط  1| 0.04x − 1يقتضي أنّ  > 0.04x > 0.52x"فالشرظ الأول  − " محقق <
0.04αحكماً في هذه الحالة. إذن باختيار  )3تكون المتراجحة  = ) 10f x محققة على المجال  <

]1 ,1 [α α−   باستثناء الواحد. لننتقل إلى صياغة الحل: +

من الواضح استناداً إلى دراستنا أنّ  .أوالصياغة التركيب
21

5 1
lim

( 1)x

x

x→

−
= +

−
0.04α. لنختر ∞ = 

1xعندئذ في حالة  1[من  ≠ ,1 [α α−   لدينا +
5 1 5 0.96 1 3.8 1.6x − > × − = 2و     < 4( 1) 16 10x −− < ×  

3ومن ثمّ 

4

1.6
( ) 10

16 10
f x

−
> =

×
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        42424242ص  ص  ص  ص          تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 
المعطاة، ويمكن عند الحاجة  aوعند النقاط  ∞−وعند  ∞+احسب نهايات التوابع الآتية عند  �

  .aحساب النهاية من اليمين ومن اليسار عند 
2

2

2

2

2 1 2
( ) 2, 2 ( ) 1,2

( 1)(2 )4
1 1 1

( ) 1, 2 ( ) 2 1
1 2 (1 )

x x
f x a f x a

x xx

f x x a f x x a
x x x

+
= = − = =

− −−

= + − = = − + =
− − −

� �

� �

        

    

هنا  �
2

( )
2

( 1)(2 )
x

x
f

x x
=

− −
  ومنه ℝ{1,2}\على مجموعة تعريفه  

1 1

2 2

lim ( ) 2 lim ( ) 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ →

→ →

= − = −

= −∞ = +∞

= +∞ = −∞

  

هنا  �
2

2 1
( )

4

x
f x

x

+
=

−
}\على مجموعة تعريفه   2,2}−ℝ ومنه  

2 2

( 2) ( 2)

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ →

→ − → −

= =

= −∞ = +∞

= −∞ = +∞

  

  

2هنا  �

2

1
( ) 2

(1 )
f x x

x
= − +

−
  ومنه ℝ{1}\تعريفه على مجموعة  

1
lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x f x f x
→ →−∞ →+∞

= ∞ ∞+ = + = +∞
  

  

1هنا  � 1
( )

1 2
f x x

x x
= + −

− −
  ومنه ℝ{1,2}\على مجموعة تعريفه  

1 1

2 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ →

→ →

= −∞ = +∞

= +∞ = −∞

= +∞ = −∞
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عند أطراف مجموعة  f، ثم ادرس في كل حالة نهاية fمجموعة تعريف التابع فيما يأتي  عيّن  �
  من اليسار.النهاية وادرس، عند اللزوم، النهاية من اليمين و  تعريفه،

2

2

2

1
( ) 1 ( )

1
1

( ) ( )
1

( ) 1 ( )
1

x
f x x x f x

x
x x

f x f x x
x x

x x x
f x x x f x

x

+
= + − =

−
+

= = +
+

+ −
= − − =

+

� �

� �

� �

  

  

1هنا  � 2
( ) 1

1 1

x
f x x

x x

+
= = + +

− −
]0,1]على مجموعة تعريفه   ] [1,∪   ومنه ∞+

0

1 1

lim ( ) lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
− +

→+∞ →

→ →

= + = −

= ∞

∞

− = +∞
  

)2هنا  � ) 1f x x x= + ,0]على مجموعة تعريفه  −   ومنه ∞+]

0
lim ( ) lim ( ) 1

x x
f x f x

→+∞ →
∞= + = −  

1هنا  �
( )f x x

x
= ,0[على مجموعة تعريفه  +   ومنه ∞+]

0
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

→+∞ →
∞= + = +∞  

)هنا  � )
1

x x
f x

x

+
=

+
]على مجموعة تعريفه   0,   ومنه ∞+]

0
lim ( ) 1 lim ( ) 0

x x
f x f x

→+∞ →
= = 

ثلاً لأنّ م
2

2
lim 1

1t

t t

t→∞

+
=

+
limو 

x
x

→+∞
= limكان  ∞+ ( ) 1

x
f x

→+∞
=.  

هنا  �
2

2
( )

1

x x x
f x

x

+ −
=

+
]على مجموعة تعريفه   0,   ومنه ∞+]

0
lim ( ) 1 lim ( ) 0

x x
f x f x

→+∞ →
= = 

مثلاً لأنّ 
2

1 1

1

1
( )

1

x x x

x

f x
+ −

=
+

0xفي حالة   >.  

1هنا  �
( ) 1

1
f x x x

x x

−
= − − =

− +
,1]على مجموعة تعريفه    ومنه  ∞+]

1
lim ( ) 0 lim ( ) 1

x x
f x f x

→+∞ →
= = −  
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2العلاقة المعين ب fأوجد نهاية التابع    � 1
( )

3

x
f x

x

− +
=

+
 قيحقّ  A، ثم أوجد عدداً ∞+عند  

xإذا كان :  الشرط A> كان ،( )f x  في المجال] 2.05, 1.95[− −.  

  

   
limإذن   ( ) 2

x
f x

→∞
= 137Aنختار  .− xإذا كان . ف= A>  3كان 140x +   ومن ثم  <

7 1
0 ( ) 2 0.05

3 20
f x

x
< + = < =

+
  

2أي  ( ) 0.195f x− < < )أو  − ) ] 2.05, 0.195[f x ∈ − −.  
  .34صفحة  �من الكتاب،أو تدرب  33فقد نقاشنا كما في المثال المحلول صفحة  Aأمّا كيف وجدنا 

3المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع   �
( )

3

x
f x

x

+
=

−
 قيحقّ  5مركزه  I، ثم أوجد مجالاً 5عند  

)، كان Iينتمي إلى المجال  xإذا كان  الشرط )f x  3.95,4.05[ينتمي إلى المجال[.  

   
هنا 

5
lim ( ) 4
x

f x
→

1. نختار مثلاً  = 1
100 100

]5 ,5 [x ∈ −   فيكون   +
1 1

8 3 8
100 100

x− < + < 1و     + 1
2 3 2

100 100
x− < − < +  

  ومنه 
1 1

100 100

1 1
100 100

8 83
( )

32 2

x
f x

x

− ++
< = <

−+ −
  

  أو
5 5

3.95 4 ( ) 4 4.05
201 199

f x< − < < + <  

  46صفحة    تَدربْ  
  أجب عن الأسئلة الأتية:  �

� f  3تابعٌ يحقق cos 3 7
( )

1

x x x
f x

x x

+ +
≤ ≤

−
1x، أيّاً كان    ؟∞+عند  fما نهاية  .<

1لمّا كان   cos 1x

x x x

−
≤ 0xفي حالة   ≥ cosاستنتجنا أنّ  <

lim 0
x

x

x→∞
إذن  =

3 cos
lim 3
x

x x

x→∞

+
3ولدينا من جهة أخرى  = 7

lim 3
x

x

x→∞

+
limـ إذن = ( ) 3

x
f x

→∞
= . 

    الحل

    الحل

    الحل
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�  1أثبت أن cos 1

1 1 1

x

x x x

−
≤ ≤

+ + +
1xأياً يكن   cos. استنتج نهاية −<

:
1

x
f x

x +
عند  ֏

  .∞−. ثمُّ ادرس بالمثل نهاية التابع ذاته عند ∞+

1لدينا    cos 1x− ≤ ≤ 1xوفي حالة  + > 1يكون  − 0x +  ومنه :  <

1 cos 1

1 1 1

x

x x x

−
≤ ≤

+ + +
  

1ولكن   1
lim lim 0

1 1x xx x→+∞ →+∞

−
= =

+ +
cos إذن 

lim 0
1x

x

x→+∞
=

+
.  

1xوفي حالة  < 1كون ي − 0x + 1ومنه :   > cos 1

1 1 1

x

x x x

−
≥ ≥

+ + +
1ولكن  

lim 0
1x x→−∞
=

+
 

1و
lim 0

1x x→−∞

−
=

+
cos إذن 

lim 0
1x

x

x→−∞
=

+
   

� f   1تابعٌ يحقق
( ) 3

1
f x

x
− ≤

+
0x، أيّاً كان    .∞+عند  f. ما نهاية ≤

) لدينا  )
1 1

3 3
1 1

xf
x x

≤− ≤ +
+ +

0xأياً كان   1 , ولدينا ≤
lim 0

1x x→+∞
=

+
فيكون  

limحسب مبرهنة الإحاطة  ( ) 3
x

f x
→+∞

=.  

�f   21تابعٌ يحقق
( )

4
f x x≥ 0، أيّاً كانx   ؟ ∞−عند  f. ما نهاية >

21 لدينا 
lim

4x
x

→−∞
= limفيكون حسب مبرهنة الإحاطة  ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= +∞.  

�  2أثبت أن 25 sin 5x x x− ≥ لسابقة نهاية استنتج من المتراجحة ا .x العدد الحقيقي أيّاً كان، −
2 5 sinx x x−֏  عند و  ∞+عند−∞ .  

sin لدينا  1x 2 إذن ≥ 25 sin 5x x x− ≥ 2lim ولكن − ( 5)
x

x
→+∞

− =  إذن ∞+
2lim ( 5 sin )

x
x x

→+∞
− = 2limوبالمثل  .∞+ ( 5)

x
x

→−∞
− = 2limإذن ∞+ ( 5 sin )

x
x x

→−∞
− = +∞.  

,0معرف على المجال التابع ال f ليكن   � +∞   وفق( ) 1xf x x= + −.  

�  تحقق أن ( )
1

1
xf

x x
=

+ +
0xأياً يكن   ≥.  

�  1استنتج أن 1
( )

2 1 2
f x

x x
≤ ≤

+
0xفي حالة    >.  

  ؟∞+عند  fما نهاية  �

  
� 1 1

( ) 1
1 1

x x
f x x x

x x x x
=

+

+ −
+ − = =

+ + +
.  

    الحل

    الحل

    الحل

    الحل

    الحل
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1xلما كان  � x+ 0xأياً كان < 1كان : < 1 1

1 1 1x x x x x x
≤ ≤

+ + + + + +
 

1ومنه :  1
( )

2 1 2
f x

x x
≤ ≤

+
. 

1لمّا كان  � 1
lim lim 0

2 1 2x xx x→+∞ →+∞
= =

+
lim استنتجنا أنّ   ( ) 0

x
f x

→+∞
=.  
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  49    صفحة  تَدربْ 
  .aعند  fويُطلب حساب نهاية  Dمعرّفاً على مجموعة  fيأتي، نُعطى تابعاً فيما    �

3 2

2

2

2

3
]5, [, ( ) , 5

5

1 5, , ( ) ,
2

1
] ,1[, ( ) ,

1

1
] 1, 1[, ( ) . 1

1

1
\{1}, ( ) cos , 1

( 1)

1
\{ 2}, ( ) cos ,

2

2
] ,1[, ( )

x
D f x a

x

D f x x x x a

x
D f x a

x

D f x a
x

D f x x a
x

x
D f x a

x

D f x

π

π

+
= +∞ = =

−

 −= −∞ = − + + = −  

− +
= − = = −

+

= − + = =
−

= = + =
−

 

∞

∞ ∞

∞
+ = − = = +  + 

= −∞



=

ℝ

ℝ

�

�

�

�

�

�

2

2

2

, 1,
1

1
]0, [, ( ) sin ,

1
]0, [, ( ) ,

1
] [ ]1, [, ( ) cos ,

1
, 1

x
a

x

D f x a
x

D f x x x a
x

x
D f x a

x
π

= −
−

 = + = = +  

 = + = − + = +  

 −  = − ∪ + = × = +   +

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ − ∞ ∞


�

	




�

   

  

        

هنا  �
5

3
lim

5x

x

x+→
= +∞

+

−
إذن  

5

3
lim

5x

x

x→
= +∞

+

−
.  

)هنا  � )3 2lim
x

x x x
→−∞

− + + = 3إذن  ∞+ 2lim
x

x x x
→−∞

− + + = +∞.  

هنا  �
2

1
lim 0

1x

x

x→−∞

− +
=

+
إذن  

2

1
lim 0

1x

x

x→−∞

− +
=

+
.  

هنا  �
21

1
lim

1x x−→
= +∞

−
إذن   

21

1
lim

1x x
−→

= +∞
−

.  

�
21

1
lim cos

( 1)x
x

x
π

→

  + = +   − 
∞ .  

  

    الحل
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1هنا  �
lim

2x

x

x

π
π

→∞

+
=

+
1 إذن  

lim cos cos 1
2x

x

x

π
π

→∞

 +  = = −  + 
.  

هنا  �
22

lim
1x

x

x→−∞
= +∞

−
إذن  

22
lim

1x

x

x→−∞
= +

−
∞ .  

وكذلك     
2

1

2
lim

1x

x

x−→
= +∞

−
إذن  

2

1

2
lim

1x

x

x−→
= +

−
∞.  

1هنا  	
lim 0

x x→+∞
1إذن  =

lim sin sin 0 0
x x→+∞

  = =  
  .  

  


)هنا   )1 1
1x x x x

x x
− + = − 1إذن  +

lim
x

x x
x→+∞

  − + = +∞  
ومنه نستنتج أنّ   

2
1

lim
x

x x
x→+∞

  − + = +∞  
  .    

1هنا  �
lim 1

1x

x

x→+∞

−
=

+
2إذن   21

lim cos cos 1
1x

x

x
π π

→+∞

 −   = =   + 
.  

  

[التابع المعرف على المجال  fليكن   � 5, [− 3وفق  ∞+
( )

5

x
f x

x
=

−

+
.  

limاحسب  � ( )
x

f x
→+∞

lim، واستنتج  ( ( ))
x

f f x
→+∞

.  

limأعدْ حساب  � ( ( ))
x

f f x
→+∞

)بعد كتابة   ( ))f f x  بدلالةx.        

  
�  lim ( ) 1

x
f x

→+∞
)إذن  = )

1
lim ( ) (1)

3x
f f x f

→∞
= = −.  

 نجد بحساب بسيط أنّ  �

( )

3
3

3 95( )
5 3 3 11

5
5

x

x xxf f x f
x x x

x

−
− − ++= = = −  + − + 
+

+

  

1نجد مجدداً أنّ ومنه 
lim ( ( ))

3x
f f x

→+∞

−
=.  

    الحل
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  51    صفحة  تَدربْ 

مقارباً مائلاً للخط البياني  ∆كان المستقيم  يأتي بيّن معللاً إجابتك إذافيما   �
f

C  للتابعf عند ،
. ادرس بعدئذ الوضع النسبي للخط ∞−عند  وأ ∞+

f
C و مقاربه ∆.  

2

2

3

2

2

2 5
2

10
( ) 2 3 , : 2 3

1

1
( ) 1 , : 1

sin
( ) , :

5
( ) 3 7 , : 3 7

| |

2 7 3
( ) , : 2 1

4

3 5
( ) , : 2

( 1)

4 sin
( ) , : 4

1 1
( ) , : 1

2 1 2

f x x y x
x

f x x y x
x

x
f x x y x

x

f x x y x
x

x x
f x y x

x

x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

=

=

=

=

=

=

=

=

+ + ∆ = +
+

− + − ∆ = − +

+ ∆ =

+ − ∆ = +

− −
∆ = +

−

− −
∆ = −

+

− − +
∆ = − −

+ + +
∆ = +

+

�

�

�

�

�

�

�

	
  

  
10 ضعلن �

( ) ( ) (2 3)
1

g x f x x
x

= − + =
+

lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0
x

g x
→∞

limو = ( ) 0
x

g x
→−∞

=. 

  ، وأنّ ∞−وعند  ∞+عند  fCمقارب للخط البياني مستقيم  ∆يتّضح فوراً أنّ 

  
لنضع  �

2

1
( ) ( ) ( 1)g x f x x

x
= − − + = limنلاحظ أنّ . − ( ) 0

x
g x

→∞
limو = ( ) 0

x
g x

→−∞
=. 

)، وأنّ ∞−وعند  ∞+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ∆يتّضح فوراً أنّ  ) 0g x أياً كانت  >
0x   .∆يقع دوماً تحت  fC. فالخط البياني ≠

sinلنضع  �
( ) ( )

x
g x f x x

x
= − lim. نلاحظ أنّ = ( ) 0

x
g x

→∞
limو = ( ) 0

x
g x

→−∞
يتّضح فوراً . ف=

  .∞−وعند  ∞+عند  fCط البياني مستقيم مقارب للخ ∆أنّ 

    الحل

1

( )

f

x

g x

C

−∞ − +∞

− +

 ∆فوق  ∆تحت 
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,0[على  sinمع إشارة  gالتابع  تتفق إشارة [على  sinوتعاكس إشارة  ∞+] ,   . وتحديداً:∞−]0
  لدينا kفي حالة عدد طبيعي 

  
  لدينا kوفي حالة عدد صحيح سالب تماماً 

  
)عند النقاط  fCويتقاطع  , )k kπ π  حيثk .عددٌ صحيح غير معدوم  

5لنضع  �
( ) ( ) (3 7)

| |
g x f x x

x
= − + = lim. نلاحظ أنّ − ( ) 0

x
g x

→∞
limو = ( ) 0

x
g x

→−∞
= .

)وأنّ  .∞−وعند  ∞+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ∆يتّضح فوراً أنّ ف ) 0g x أياً كانت  >
0x   .∆حت يقع دوماً ت fC. فالخط البياني ≠

1لنضع  �
( ) ( ) (2 1)

4
g x f x x

x
= − + =

−
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

→∞
limو = ( ) 0

x
g x

→−∞
=. 

  ، وأنّ ∞−وعند  ∞+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ∆يتّضح فوراً أنّ 

  
لنضع  �

2

3
( ) ( ) ( 2)

( 1)
g x f x x

x

−
= − − =

+
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

→∞
limو = ( ) 0

x
g x

→−∞
= .

)وأنّ  .∞−وعند  ∞+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ∆يتّضح فوراً أنّ ف ) 0g x أياً كانت  >
1x ≠    .∆قع دوماً تحت ي fC. فالخط البياني −
  .�مشابه للتمرين  �

1لنضع  	
2

( ) ( ) ( 1)
2 1

x
g x f x x

x
= − + =

+
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

→∞
 ∆يتّضح فوراً أنّ . ف=

). وأنّ ∞+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ) 0g x 0xأياً كانت  < يقع  fC. فالخط البياني <
,0)عند  ويتقاطع معه .∆دوماً فوق  0).  

4

( )

f

x

g x

C

−∞ +∞

− +

 ∆فوق  ∆تحت 

2 (2 1) (2 2)

( ) 0 0 0

f

x k k k

g x

C

π π π+ +

+ −

 ∆فوق  ∆تحت 

2 (2 1) (2 2)

( ) 0 0 0

f

x k k k

g x

C

π π π+ +

− +

 ∆فوق  ∆تحت 
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  54  تَدربْ صفحة    
)المعطى وفق  fنتأمّل التابع  � ) 1 cosf x x= −.   

  ؟ fما مجموعة تعريف  �
  مستمراً على مجموعة تعريفه؟ fأَيكون  �
  دوراً له. 2πزوجي ويقبل العدد  fبيّن أنّ التابع  �
,0]على المجال  fمقصور التابع   gليكن  � ]π ّأثبت أن .g .اشتقاقي وارسم خطه البياني  
]على المجال  fاستنتج الخط البياني للتابع  � 2 ,2 ]π π−ة تعريف . ما مجموعf   ؟′

.  
1لمّا كان  � 0cosx− fDمعرّف على  fاستنتجنا أنّ  xأياً كانت قيمة  ≤ = ℝ.  
1نظراً إلى استمرار كلّ من التابع  ℝمستمر على  f التابع  � cosx x−֏ وx x֏.  
  وتابع التجيب زوجي إذن ℝفهي كامل  0مجموعة التعريف متناظرة بالنسبة إلى   �

( ) 1 cos( ) 1 cos ( )f x x x f x− = − − = − =  
)دوراً إذن  2πوكذلك فإنّ تابع التجيب دوري ويقبل العدد  زوجي. fفالتابع    2 ) ( )f x f xπ+ = ،

  دوراً. 2πأيضاً دوري ويقبل العدد  fفالتابع 
,0]من  xفي حالة   � ]π  لدينا

2
sin( ) 0x 2ولأنّ  ≤

2
1 cos 2 sin ( )xx−   استنتجنا أنّ  =

2
: [0, ] , ( ) 2 sin( )xg g xπ → =ℝ  

مقصور التابع الاشتقاقي أيضاً مع  gإذن يتفق 

2
2 sin( )xx ,0]على المجال  ֏ ]π فهو إذن اشتقاقي على .

  هذا المجال، ورسمه بسيط.
]على  fCيمكن أن نستنتج رسم  gزوجي إذن من رسم  fالتابع    � , ]π π−  وهذا مجال طوله دور

  : ℝعلى أي مجال من  fC، وبتكرار هذا الرسم نحصل على رسم fللتابع 

  
fونستنتج من الرسم أنّ  0ومن ثَمّ عند أيّ  0غير معرّف عند  ′ 2x kπ=  حيثk ∈ Z  ّلأنf 

  دوراً. 2πدوري ويقبل العدد 

π

x

1

y

Cg

2π

Cf

2π−

1

2

π− O

    الحل

π
x

1 2

1

y

2

Cg
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  61  صفحة  تَدربْ 
3وفق  ℝمعرف على  f التابع  � 2( ) 2f x x x x= − + )لماذا يكون للمعادلة علّل  .− ) 0f x = 

   ؟]1,2[حل وحيد في المجال 

  
(1) ، ولدينا[1,2]مستمرّ على المجال  fالتابع  ���� 1f = (2)و − 4f يغير إشارته على  fفالتابع ، =

)فيوجد حل واحدٌ على الأقل للمعادلة  [1,2]المجال  ) 0f x  .]1,2[في المجال  =

 ولكن  على هذا المجال. مطّرد تماماً  fولإثبات وحدانيّة الحلّ يكفي إثبات أنّ   ����
2 2 2( ) 3 2 1 2 ( 1) 0f x x x x x′ = − + = + − > 

)للمعادلة متزايدٌ تماماً والحل الذي وجدناه  fإذن  ���� ) 0f x  وحيد. ]1,2[في المجال  =

3وفق  ℝمعرف على  f التابع � 2( ) 3 1f x x x= − )لماذا يكون للمعادلة علّل  .+ ) 1 0f x + = 
   ؟حقيقيةفقط ثلاثة حلول ثلاثة و 

  
lim. من الواضح أنّ fلندرس تغيرات التابع الحدودي  ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞ ،

)وكذلك فإنّ  ) 3 ( 2)f x x x′ =   : f، إذن يمكننا وضع جدول التغيرات الآتي للتابع −
0 2

( ) 0 0

( ) 1 3

x

f x

f x

−

−

−∞ +∞

′ + − +

−∞ − +∞ր ց ր

  

  إذن
���� f  متزايدٌ تماماً على] , [)و ∞−]0 , 0[) ] ,1[f − −∞ = 1. ولأنّ ∞ 1− استنتجنا أنّ للمعادلة  >

( ) 1f x = [ينتمي إلى  1xحلاً وحلاً واحداً فقط  − , 0[−∞. 

���� f  ([0,2])و [0,2]متناقصٌ تماماً على [ 3,1]f = 1. ولأنّ − [ 3,1]− ∈ استنتجنا أنّ للمعادلة  −
( ) 1f x =   .[0,2]ينتمي إلى  2xحلاً وحلاً واحداً فقط  −

���� f  ٌ2[تماماً على  متزايد, )و ∞+] 2, [) 3 [] ] ,f −+∞ = 1. ولأنّ ∞+ 3− > استنتجنا أنّ للمعادلة  −
( ) 1f x = ,2[ينتمي إلى  3xحلاً وحلاً واحداً فقط  − [+∞.  

)جموعة حلول المعادلة نستنتج أنّ م ) 1 0f x + 1هي  = 2 3, }{ ,x x x.وهي النتيجة المطلوبة ،  
  
]التابع المعرف على المجال  fليكن  � 3,2]I = )2وفق  − ) 1f x x= +.  

 البياني ارسم خطه �
f

C واحسب .( )f I.  
)ما عدد حلول المعادلة  � ) 4f x   ؟Iفي المجال  =

    الحل

    الحل
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� f  على المجال  متناقص تماماً مستمرٌ و[ 3, ])إذن  −[0 3, 0]) [1,10]f − = 

([0,2])إذن  [0,2]تماماً على المجال  متزايدٌ مستمرٌ و  fكذلك و  [1,5]f = .
)أنّ  نستنتج ) [1,10]f I   ، كما هو مبين في الرسم المجاور.=

)استناداً إلى الرسم نرى أنّ للمعادلة  � ) 4f x أحدهما في  .Iين في حلّ  =
[المجال  3, . يمكننا التوثق من ذلك بحل ]0,2[والآخر في المجال  −]0

  المعادلة مباشرة، فهي معادلة من الدرجة الثانية.

,2]التابع المعرف على المجال  fليكن  � 3]I 1وفق  =
( )

1
f x

x
=

−
.   

). واحسب fC ارسم خطه البياني � )f I.  

3ما عدد حلول المعادلة  �
( )

4
f x   ؟Iفي المجال  =

  

,2]رٌ ومتناقص تماماً على مستمالمدروس  التابع �   إذن  [3
1
2

([2, 3]) [ (3), (2)] [ ,1]f f f= =  
3لمّا كان  �

4
1عنصراً من  

2
[ 3استنتجنا أنّ للمعادلة  [1,

4
( )f x حلاً  =

,2]ل وحيداً في المجا 3].  
  الاستمرار يقتضي وجود الحل، والاطراد التام يقتضي وحدانيته. :تذكّر

3وفق  ℝالتابع المعرف على المجال  fليكن  � 1
( ) 4 3

2
f x x x= − −.  

)احسب  � 1)f 1و −
2

( )f   .f(1)و f(0)و −
)استنتج أن المعادلة  � ) 0f x ]تقبل ثلاثة حلول في المجال  = 1,1]−.  

   
  : نلاحظ بحساب بسيط أنّ  �
ثلاثة جذور مختلفة على الأكثر.  ℝمستمرٌ، لأنّه كثير حدود من الدرجة الثالثة، فله في  fالتابع  �

1ولكن لأنّ 
2

( 1) ( ) 0f f− − )للمعادلة  1xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x 1ينتمي إلى  =
2

] 1, [− . ولأنّ −
1
2

( ) (0) 0f f− )للمعادلة  2xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x 1ينتمي إلى  =
2

] , . وأخيراً لأنّ −]0
(0) (1) 0f f )للمعادلة  3xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x   .]0,1[ينتمي إلى  =

]فلهذه المعادلة إذن ثلاثة حلول في المجال  )حلاً للمعادلة  cosθ. يكون ملاحظة .−[1,1 ) 0f x إذا  =
1وفقط إذا كان 

2
cos 3θ 2ومنه نحسب  .=

1 9
cos( )x π= 2و − 18

sin( )x π= 3و − 9
cos( )x π=.  

  

    الحل

    الحل

    الحل

x

y

1

1

2

4

2− 1−3−

10

x
32 2.5

0

1

0.5

0.75

y

1
2

3 1 1 1
2 2 2 2

1 0 1

( )

x

f x

− −

− −

−

−
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)3 وفق ℝالتابع المعرف على المجال  fليكن  � ) 1 3f x x x= + −  
  .∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية  �
)احسب  � )f x′  مْ جدولاً بتغيراتنظ وادرس إشارته، ثمf.  
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x تقبل ثلاثة جذور فقط، ينتمي كل واحد منها إلى واحد من  =

] المجالات: 2, 1]− ]، و−   .[1,2]و −[1,1

  
� lim ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞− ( )

x
f x

→−∞
= +∞.  

)2لدينا  � ) 3 3 3(1 )(1 )f x x x x′ = − + = −  : fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  .+
1 1

( ) 0 0

( ) 1 3

x

f x

f x

−∞ − +∞

′ − + −

+∞ − −∞ց ր ց

  

� f  مستمرٌ ومتناقص تماماً على] , 1[−∞ [)ويحقق  − , 1[) ] 1, [f −∞ − = − 0ولأنّ  +∞ 1> − 
)للمعادلة  1xاستنتجنا وجود حلّ وحيد  ) 0f x [في المجال  = , 1[−∞ . وأخيراً بملاحظة أنّ −

( 2) 3f − )و = 1) 1f − = 1نستنتج أنّ  − ] 2, 1[x ∈ − −.  
[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على  fوكذلك  [)ويحقق  −]1,1 1,1[) [] 1, 3f − = 1ولأنّ  − 0 3− < < 

)للمعادلة  2xاستنتجنا وجود حلّ وحيد  ) 0f x [جال في الم = 1,1[− .  
,1[مستمرٌ ومتناقص تماماً على  fوأخيراً  ,1[)ويحقق  ∞+] [) 3[] ,f +∞ = 0ولأنّ  ∞− 3< 

)للمعادلة  3xاستنتجنا وجود حلّ وحيد  ) 0f x ,1[في المجال  = . وأخيراً بملاحظة أنّ ∞+]
(2) 1f = (1)و − 3f 3نستنتج أنّ  = ]1,2[x   وبذا يكتما إثبات المطلوب. .∋

)وفق  ℝف على المعرّ  fنتأمّل التابع   � ) cosf x x x= −.  
)، وf(0)احسب  � )

2
f π  واستنتج أنّه يوجد عدد حقيقيα  يحقّق)( 0f α =.  

)اشرح لماذا كل حلّ للمعادلة  � ) 0f x ]يجب أن ينتمي إلى المجال  = 1,1]−.  
)استنتج أنّ كل حلّ للمعادلة  � ) 0f x  .]0,1[يجب أن ينتمي إلى المجال  =
cosxبرهن أنّ التابع  � x x−֏  واستنتج أنّ للمعادلة ]0,1[متزايدٌ تماماً على المجال ،

( ) 0f x   .]0,1[ينتمي إلى  αحل حقيقي وحيد  =

.  
)لدينا   � ) 0

2 2
f π π (0)و =< 1 0f = − نا، استناداً إلى مبرهنة استنتجمستمر،  f، ولأنّ التابع >

)(يحقّق  αأنّه يوجد عدد حقيقي  القيمة الوسطى 0f α وأنّ  .=
2

0 πα< <   
)حلاًّ للمعادلة  x ليكن   � ) 0f x cosعندئذٍ  = 0x x− cosأي  = [ 1,1]x x= ∈ −.  

    الحل

    الحل
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]كان  إذا   � 1, 0]x ∈ cosكان  − 0x )ومن ثَمّ  < ) cos 0f x x x= − إذن ليس للمعادلة  >
( ) 0f x ]حل في المجال  = 1, )إذن يجب أن ينتمي كلّ حل للمعادلة  −[0 ) 0f x إلى المجال  =

(1)، ولمّا كان [0,1[ 0f استنتجنا أنّ كلّ حل لهذه المعادلة يجب أن ينتمي إلى المجال  ≠
]0,1[.  

xهما  ]0,1[جموع التابعين المتزايدين تماماً على هو م fإنّ التابع    � x֏و ،cosx x−֏  فهو
متزايد تماماً على المجال ذاته، وبالتالي فهو ينعدم مرّة واحدة على الأكثر على هذا المجال إذن 

)للمعادلة  ) 0f x ).ولما كان ]0,1[حلّ وحيد على الأكثر في المجال  = ) 0f α استنتجنا أنّ  =
α .هو الحل الوحيد لهذه المعادلة  

  
   أنشطةأنشطةأنشطةأنشطة

  البحث عن مقاربات مائلة 


  أمثلة 

1. f  ف على0[هو التابع المعر, 1وفق  ∞+] 1
2

( )
x

f x x= − +.  
1الذي معادلته  ∆لماذا يمكن تأكيد أن المستقيم  1

2
y x=   ؟∞+في جوار  fCمقاربٌ للخط  −

  .fCو ∆بينْ الوضع النسبي للخطين  2

2. f  ف على0]هو التابع المعر, وفق  ∞+]
22 1

( )
3

x
f x

x
=

+

+
.  

)بيرة، تكون قيم قيماً ك xبإعطاء  )f x قريبة من 
22

2
x

x
x
. فيمكن إذن أن يكون مستقيمٌ معادلته =

2yمن النمط  x b= ) . سنسعى إذن إلى كتابةfC البياني مقارباً للخط + )f x ة: بالصيغ  

( ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
  

)يحققان  cو  bعددين  عين 1 ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
0x كان،أياً  ≥.  

2  استنتج أنfC  ًنْ وضعه بالنسبة إلى و  ،∆يقبل مقارباً مائلابيfC.  
limتابعٌ يحققُ  f نتأمّل تابعاً . الحالة العامة � ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

y ، معادلتهمستقيم في معلمٍ معطىً  ∆ .1 ax b= + ( 0)a ≠.  نفترض أن 

lim ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→+∞

− + =.  

 أثبت أن( )
lim

x

f x
a

x→+∞
limو  = ( ( ) )

x
b f x ax

→+∞
= −.  

)اكتب  مساعدة: ) ( ( ) ( ))f x f a bx xax b= + +−+.  

 1 نشاط
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)إذا كان أنّه  بالعكس، أثبتو  .2 )
lim

x

f x
a

x→+∞
= 0a )و ≠ )lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− = )bعدد حقيقي( 

yكان المستقيم الذي معادلته  ax b=   .fC مقارباً للخط +
  تطبيق �

,0]التابع المعرف على  fليكن  )2وفق  ∞+] ) 1f x x=  fCأثبت أن ، �بالاستفادة من . +
  .∞+يقبل مقارباً مائلاً في جوار 

  .∞+هو في جوار  بطريقة مماثلة لما ∞−يُبحث عن المقارب المائل في جوار  .ملاحظة
  

.  

  أمثلة 

1هنا  .1 1
2

( )
x

f x x= − ,0[على  + [+∞. 

)لأن  ∞+عند  fCمقارب مائل للخط  ∆ إن � )1
2

1
lim ( ) ( ) lim 0

x x
f x x

x→+∞ →+∞
− − = =.  

1إشارة الفرق  �
2

1
( ) ( ) ( )g x f x x

x
= − − ، إذ نجده ∆بالنسبة إلى  fCتحدّد الموقع النسبي للخط  =

  .∆دوماً فوق 
  

هنا  .2
22 1

( )
3

x
f x

x

+
=

+
]على   0, [+∞.  

)بحيث  cو b نفترض وجود � ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
0xأياً كانت   اختيار . على الخصوص ب≤

0x 1xثمُّ  = 1نجد  =

3 3

c
b= 3و +

2
4 4

c
b= +  من طرف نجد  ً المساواتين طرفا. بطرح +

19c 6bثمُّ بالتعويض في الأولى نجد  = = )حقّق أنّ . الآن نت− , ) ( 6,19)b c = حل مناسب  −
0xفنحسب في حالة  ≥:  

219 2 1
2 6 ( )

3 3

x
x f x

x x

+
− + = =

+ +
  

)إذن  , ) ( 6,19)b c =   .هو الحل المطلوب −

19لنتأمّل الفرق  �
( ) ( ) (2 6)

3
g x f x x

x
= − − =

+
limفنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
g x

→+∞
 يتّضح أنّ ، إذن =

2الذي معادلته  ∆المستقيم  6y x= ولأنّ  .∞+ في جوار fCللخط  مائل مقاربمستقيم  −
( ) 0g x 0xعندما  <   .∆يقع فوق المقارب  fC فإنّ  ≤

  

    الحل
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  .الحالة العامة �

0xحالة  في .1   لدينا <
( ) ( ) ( )f x b f x ax b

a
x x x

− +
= + +  

limولكن  ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→+∞

− + )إذن  = ) ( )
lim 0

x

f x ax b

x→+∞

− +
limوكذلك = 0

x

b

x→+∞
= 

)إذن  )
lim

x

f x
a

x→+∞
)بحساب النهاية  aيمكننا تعيين ، إذن = )

lim
x

f x

x→+∞
.   

)وبعدئذ يكون  )( ) ( ) ( )f x ax b f x ax b− = + − lim، ولكن + ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→+∞

− + إذن  =

( )lim ( )
x

f x ax b
→+∞

− )بحساب النهاية  bيمكننا تعيين ، إذن = )lim ( )
x

f x ax
→+∞

−.  

)لنفترض وجود النهاية  .2 )
lim

x

f x
a

x→+∞
)، ووجود النهاية aالتي تعين  = )lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− = 

)ذ نستنتج من ذلك أنّ . عندئbالتي تعين  )lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

− + وهذا يعني أنّ المستقيم  =

yالذي معادلته  ∆ ax b=  .∞+في جوار  fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  +

  تطبيق �

) لمّا كان .3 )
lim 1

x

f x

x→+∞
)، و = )

2

1
lim ( ) lim 0

1x x
f x x

x x→+∞ →+∞
− = =

+ +
استنتجنا أنّ أنّ  .

yالذي معادلته  ∆المستقيم  x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf  في جوار+∞. 

 

  نهايات جديرة بالاهتمام  

  عموميات 

sin بالصيغة ℝ{0}\المعرّف على  f التابعليكن 
( )

h
f h

h
بعض  نجدالآتي  الجدولي . ف=

   المقابلة لها. f التابع يموق 0الأعداد القريبة من العدد 

  
)قيمة تقترب  0من العدد  h قيمة عندما تقتربأنّه نلاحظ من الجدول  )f h  وذلك مع كون 1من العدد 

0hغير معرف عند  fالتابع    ويوضّح ذلك الشكل الآتي. .=

  
 صفر:عند ال 1سعى إلى العدد ي fالتابع إنّ  إذن من الطبيعي القول

0
lim ( ) 1
h

f h
→

=.  

 1 نشاط

0 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2

( ) 0.84147 0.95885 0.98962 0.99740 0.99935 0.99948 0.9 6

0

999 1

h

f h

− − − − − −± ± ± ± ± ± ± →

→

⋯

⋯

y

0 x

1
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المجال  من h حالة �
2

0, π 
    

 Cتلك النقطة من  M. ولتكن Oة التي مركزها الدائرة المثلثاتيّ  Cلتكن 
)الأساسي بالراديان للزاوية الموجهة  التعيينَ  h بحيث يكون , )OA OM

���� ���� .
h  ًالهندسية  لزاويةا قياسهو أيضا�AOM .الشروط  وفق هذه بالراديان

1OA لالات الشكل المرافق، نعلم أن ومع الأخذ بد cosOMو = h′ = 
sinMMو h′   .hيساوي  AM	وطول القوس  =

)   OATمساحة المثلث  ≤ OAMمساحة القطاع الدائري  ≤ OAMمساحة المثلث    )∗   
تساوي  OAMلماذا مساحة القطاع الدائري  .1

2
h؟  

1تساوي  OAMلمثلث لماذا مساحة ا .2
2
sinh؟  

1تساوي  OATلماذا مساحة المثلث  .3 sin

2 cos

h

h
  ؟×

)استنتج من  .4 )∗  أنsin
sin

cos

h
h h

h
≤ ≤.  

5.  استنتج أن sin
cos 1

h
h

h
≤ من  hأياً يكن  ≥

2
0, π 
  .  

المجال  من h حالة �
2
, 0π −    

hنضع  h′ = ، فيكون −
2

0hπ ′> sinقة بالدراسة السا واستناداً إلى <
cos 1

h
h

h

′
′ ≤ ≤

′
.  

0hأياً كان ه استنتج أنّ  .1 من المجال  hو ≠
2 2
,π π −   كان ،sin

cos 1
h

h
h

≤ ≤.  

cosxنهاية التابع المألوف  .2 x֏ 1 عند الصفر تساوي استنتج أن .
0

sin
lim 1
h

h

h→
=. 

  النهاية الثانية المتعلّقة بتابع جيب التمام �

يقودنا البحث عن نهاية 
2

cos 1h

h

عند الصفر، بحساب نهاية البسط ونهاية المقام، إلى حالة عدم  −

0hعند تعيين، لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي الصفر  =.   
1.  2بملاحظة أنcos 1 2 sin

2

h
h = − أثبت أن ، 

22

2 2

2 sin ( /2) sin( /2)cos 1 1

2 ( /2)4 ( /2)

h hh

hh h

 − = − = −   ×
.  

2.  استنتج أن
20

cos 1 1
lim

2h

h

h→

−
= −.  

\لنتأمّل التابع المعرّف في :  تطبيق � }[ , ] {0D π π= − cos(3:  بالصيغة � ) cos
( )

sin

x x
f x

x x

−
= .

ونتائج هذا النشاط لتحسب  ����مل أسلوب الفقرة استع
0

lim ( )
x

f x
→

.  

x
h

y

T

O

M

M ′ A
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.  
21مساحة القطاع الدائري  1. �

2
r h  حيثr  في حالتنا. 1هو نصف قطر الدائرة ويساوي 

1تساوي   OAMالمثلث مساحة  2. 1
2 2

1 sinOA MM h′⋅ = × ×.  
1تساوي   OATالمثلث مساحة  3. 1

2 2
1 tanOA AT h⋅ = × ×.  

sinنستنتج  4.
sin

cos

h
h h

h
≤ ) من ≥   دون عناء. ∗(

sinhنستنتج من  5. h≤  0ومن كونh sinأنّ   <
1

h

h
sinومن  ≥

cos

h
h

h
ا بضرب طرفيه ≥

coshبالمقدار الموجب 

h
sinأنّ  

cos
h

h
h

sinإذن  ≥
cos 1

h
h

h
≤ ≤.  

hبتطبيق ما سبق على  1. � h′ = )sin نجد − )
cos( ) 1

h
h

h

−
− ≤ ≤

−
sinأو  

cos 1
h

h
h

≤  إذن .≥

sinي الحالتين تبقى المتراجحة نفسها صحيحة، أي ف
cos 1

h
h

h
≤ في حالة  ≥

2 2
] , [\{0}h π π∈ − .  

وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة ومن كون  2.
0

 lim cos cos 0 1
h

h
→

= نجد  =
0

sin
lim 1
h

h

h→
=.  

: تطبيق مباشر لما سبق �
20

cos 1 1
lim

2h

h

h→

−
= −.  

cosهنا نعلم أنّ  � 3 cos2 cos sin2 sinx x x x x=   ومنه −

2

2

(cos2 1)cos sin2 cos2 1 sin2
( ) cos 2

sin sin 2
cos2 1 sin2

4 cos 2
sin 2(2 )

x x x x x x
f x x

x x x x xx
x x x

x
x xx

− −
= − = ⋅ ⋅ −

−
= ⋅ ⋅ −

  

  إذن

0

1
lim ( ) 4 1 1 2 1 4

2x
f x

→

 − = × × × − × = −  
.  
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������ ��	
��  

ادرس النهاية من  مجموعة تعريفه، وعند اللزومعند أطراف  fادرس في كل حالة نهاية التابع  
  اليمين ومن اليسار.

( )( )

3

2 2

2

2

2

4
( ) 2 ( )

1
1 1 1

( ) ( ) 3
1 2 3

1
( ) cos ( ) 2 3 5

1
( ) 2 ( ) 2 sin

( ) 1 ( ) 2 3

x
f x f x

x x

f x x f x x x
x x x

f x x f x x x
x

f x x x f x x x
x

f x x x f x x x

= − =
+

= + − = + −
+ + +

= + = − −

= + − = +

= + + = − +

� �

� �

� �

	 �

� 


  

    
limولدينا   ℝف على التابع معرّ  � ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

limولدينا   ℝ{0}\ف على التابع معرّ  � ( ) 2
x

f x
→+∞

limو = ( ) 2
x

f x
→−∞

و=
0

lim ( )
x

f x
→

= −∞.  

}\ف على التابع معرّ  � 3}−ℝ   ولديناlim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

=   وكذلك فإنّ ∞+

( 3)
lim ( )

x
f x

+→ −
= و ∞−

( 3)
lim ( )

x
f x

−→ −
= +∞.  

}\ف على التابع معرّ  � 2, 1}− −ℝ  ولديناlim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

=   ذلك فإنّ وك∞−

( 2)
lim ( )

x
f x

+→ −
= و ∞−

( 2)
lim ( )

x
f x

−→ −
= +∞  

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= و ∞+

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
= −∞  

]ف على التابع معرّ  � 0, (0)ولدينا  ∞+] 15f = limو − ( )
x

f x
→+∞

= −∞.  

لهذا التابع  ℓلأنه لو افترضنا وجود نهاية  ∞+. ليس للتابع نهاية عند ℝ{0}\ف على التابع معرّ  �

1استنتجنا من كون  ∞+عند 
lim 0

x x→+∞
cosxأنّ للتابع  = x֏  نهايةℓ  أيضاً عند اللانهاية، وكان

)من ثمّ للتابع  )
2

cos sinx x xπ+ = نهاية عند اللانهاية، وهذا يناقض ما أثبتناه في الدرس أن  ֏−
  .∞+نهاية عند  fند اللانهاية. هذا التناقض يثبت أن ليس للتابع نهاية ع sinليس للتابع 

2استنتجنا من المساواة  ∞−عند  Lنهاية  fوبالمثل، لو كان للتابع 
( ) ( )f x f x

x
= − أنه عندئذ  +

  .∞−نهاية عند  fوهذا يناقض ما أثبتناه أعلاه. إذن ليس للتابع  ∞+عند  Lأيضاً إلى  fسيسعى 

1 
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  وأخيراً 

0
lim ( )
x

f x
+→

= و ∞+
0

lim ( )
x

f x
−→

= −∞  

)ما يأتي  ،xولدينا، أياً كانت  ℝف على التابع معرّ  � ) 2 1f x x≥ )و  − ) 2 1f x x≤ +.  
limولمّا كان  (2 1)

x
x

→+∞
− = limاستنتجنا أنّ  ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= +∞ ،  

limوكذلك لأنّ  (2 1)
x

x
→−∞

+ = limاستنتجنا أنّ ∞− ( )
x

f x
→−∞

= −∞.  

limولدينا   ℝ{0}\ف على التابع معرّ  	 ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

=   وكذلك فإنّ  ∞+

0
lim ( )
x

f x
+→

= و ∞−
0

lim ( )
x

f x
−→

= +∞  


]ف على التابع معرّ   0, ولدينا  ∞+]
0

lim ( ) 3
x

f x
→

)وبكتابة  = )( ) 2 3f x x x= − استنتجنا  +

limمن كون 
x

x
→+∞

= limأنّ  ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

)، وℝف على التابع معرّ  � )f x x≥  أياً كانتx  إذنlim ( )
x

f x
→+∞

= limلأن  ∞+
x

x
→+∞

=+∞ .

0xومن جهة أخرى في حالة  لدينا  >
2

1
( )

1
f x

x x
=

+ −
limإذن   ( ) 0

x
f x

→−∞
=.  

g:لدينا الخاصة الآتية: إذا كان  �. تتمة للسؤال ملاحظة →ℝ ℝ  ًلاعندئذ فغير ثابت و دورياً تابعا 
lim. لنفترض على سبيل الجدل أنّ ∞+نهاية عند  gيكون للتابع  ( )

x
g x

→∞
= ℓ 0، وليكنT دوراً  <

lim. عندئذ نستنتج من ℝمن  a، ثم لنتأمل عدداً gللتابع  ( ( ) )
u

a E u T
→∞

+ = limو ∞+ ( )
x

g x
→∞

= ℓ 

limأنّ  ( ( ) )
u

g a E u T
→∞

+ = ℓ  ولكن( ) ( ( ) )g a g a E u T= )إذن  uأياً كانت قيمة  + )g a = ℓنّ . ولأa 

. وبتطبيق ما ∞+نهاية عند  gثابت بما يناقض افتراضنا. إذن ليس للتابع  gعدد كيفي استنتجنا أنّ 
)سبق على التابع  )x g x−֏  للتابع نستنتج أن ليسg  أيضاً. ∞−نهاية عند  

2المعين بالعلاقة   fأوجد نهاية التابع   1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
، ثم أوجد ∞+وعند  ∞−وعند  1عند  

  معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.
  

   
���� 

1
lim ( )
x

f x
−→

= و ∞−
1

lim ( )
x

f x
+→

= 1xالذي معادلته  ∆، فالمستقيم ∞+  مستقيم مقارب. =

���� lim ( ) 2
x

f x
→+∞

limو = ( ) 2
x

f x
→−∞

2yالذي معادلته  d، فالمستقيم = مستقيم مقارب في جوار  =

3. وكذلك فإن ∞−و∞+كل من 
1

( ) 2
x

f x
−

− ,1[على  dفوق  fCإذن، يقع  ،= وتحته  ∞+]
[على  ,1[−∞. 

2 
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2المعين بالعلاقة  fالتابع أوجد نهاية  
( )

1

x
f x

x

−
=

+
ثم أوجد  .−1وعند  ∞+وعند  ∞−عند  

  نسبة إلى مقارباته الأفقية.معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبين وضع الخط البياني بال

  
���� 

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
= و∞−

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= 1xالذي معادلته  ∆، فالمستقيم ∞+  مقارب. =

���� lim ( ) 2
x

f x
→+∞

= limو − ( ) 2
x

f x
→−∞

= 2yالذي معادلته  dفالمستقيم  ،− = مستقيم مقارب  −

2. وكذلك فإن ∞−و ∞+في جوار كل من 
( ) 2

1
f x

x
+ =

+
 dفوق  fCإذن، يقع  ،

[على  [1,− [وتحته على  ∞+ , 1[−∞ −. 

  f 1[معرف على المجال التابع هو ال, 2وفق  ∞+] sin
( )

1

x x
f x

x

+
=

−
.  

�  2أثبت أن 1 2 1
( )

1 1

x x
f x

x x

− +
≤ ≤

− −
1xأياً يكن   >.   

  . ∞+عند  fاستنتج نهاية  �
  

   
1لأنّ  � sin 1x− ≤ 2وجدنا أنّ  xأياً كانت  ≥ 1 2 sin 2 1x x x x− ≤ + ≤ ، وبالقسمة على +

1xالمقدار الموجب  1xاستنتجنا أنّه في حالة  −   لدينا  <
2 1 2 1

( )
1 1

x x
f x

x x

− +
≤ ≤

− −
  

2ولأنّ  � 1
lim 2

1x

x

x→∞

+
=

−
2و  1

lim 2
1x

x

x→∞

−
=

−
limأنّ ، استنتجنا  ( ) 2

x
f x

→+∞
استناداً إلى مبرهنة  =

  الإحاطة.

3 وفق ℝالتابع المعرف على  fليكن   2( ) 2 3 1f x x x= − وليكن  −
C  في الشكل المرافق.المبيّن خطه البياني  
  .∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية  �
)احسب  � )f x′  مْ جدولاً بتغيراتنظ وادرس إشارته، ثمf.  
)أثبت أن المعادلة . � ) 0f x وإذا رمزنا إلى  تقبل جذراً واحداً فقط. =

1.6,1.7ينتمي إلى المجال  αأثبت أنα،   هذا الجذر بالرمز 
 .  

  
�   lim ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

5 

4 

3 
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� 2( ) 6 6 6 ( 1)f x x x x x′ = − =   ، إذن−
0 1

( ) 0 0

( ) 1 2

x

f x

f x

−∞ +∞

′ + − +

−∞ − − +∞ր ց ր

  

[من  xفي حالة  التغيرات استناداً إلى جدول � )يكون  ∞−]1, ) 1f x ≤ )فليس للمعادلة  − ) 0f x = 
[حلول في  ,1]. أمّا على المجال ∞−]1, [+∞  1])فالتابع متزايدٌ تماماً، ومن ثم [) [ 2, [f +∞ = − +∞ 

]ينتمي إلى  0و 2, [− )، إذن للمعادلة ∞+ ) 0f x ,1]في  αحل وحيد  = . وهو الحل الوحيد لهذه ∞+]
[إذ ليس لهذه المعادلة حلول في  ℝالمعادلة في  )2. وأخيراً بكتابة ∞−]1, ) (2 3) 1f x x x= − − 

  نحسب 
(1.6) 2.56 (0.2) 1 0.512 1 0

(1.7) 2.89 (0.4) 1 1.156 1 0

f

f

= × − = − <

= × − = − >
  

α]1.6,1.7[نتج إذن أنّ نست ∈ .  

      لنتعلمّ البحث معاً      

 
������� ����   

sin(3بالعلاقة  ℝ∗معرف على ال fالتابع نتأمّل    )
( )

x
f x

x
  عند الصفر. f. ادرس نهاية =

   نحو الحلّ   ��

  ؟، لماذانحن أمام صيغة عدم تعيين   �
   بحثاً عن طريق   �

)ذكِرنا عبارة تُ : الطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولى )f x  بالتابعsinx
x

x
عند الصفر. وهذا  1الذي تساوي نهايته  ֏

3Xجرِ التغيير أ ودنا إلى التفكير بتغييرٍ للمتحول.يق x=أنجز الحل ثم ،.  

)تمكن كتابة : الثانيةالثانيةالثانيةالثانيةالطريقة الطريقة الطريقة الطريقة  )f x  بالصيغةsin(3 ) sin 0
( )

0

x
f x

x

−
=

−
، وهذه العبارة هي معدل تغير 

sin التابع 3x x֏.  لإيجاد نهاية ذلك استفد منf عند الصفر.  

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

      
  .رعند الصفينعدمان البسط والمقام  لأن   �
3Xنضع    � x=  فيكونsin( ) 3 X

X
f x ولكن  =

0
lim 0
x

X
→

sinو =

0
lim 1X

XX→
، إذن =

0
lim ( ) 3
x

f x
→

=   

6 
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)وبطريقة ثانية، نعلم أنّ التابع  ) sin 3g x x=  اشتقاقي ومشتقه( ) 3 cos 3g x x′ وعلى الخصوص  =
(0) 3g ′ )، ولكن هذا يعني أنّ = ) (0)

00
lim (0) 3

g x g

xx
g

−

−→
′= أو  =

0
lim ( ) 3
x

f x
→

=.  

  

  ������ + +x ax bx c֏
2  

)2وفق  ℝالتابع المعرفٌ على  fليكن  ) 2 1f x x x= +  ياني.خطه الب C وليكن .+
  .∞−، وكذلك الأمر في جوار ∞+يقبل مقارباً مائلاً في جوار  Cإثبات أن الخط المطلوب هو 

   نحو الحلّ   ��

   فهم السؤال   �
22في كثير الحدود  المسيطرالحد  ���� 1x x+  ، عند القيم الكبيرة ن أنّه، فيمكن أن نخم22x هو  +

) يكون، xللمتحول  )f x 22 من مرتبة 2x x=.  
   بحثاً عن طريق  �

)ثبت أن أ 1 )2 2
4

lim 2 1 2
x

x x x
→+∞

+ + − =.  

)استنتج قيمة  2 )2
4

lim ( ) ( 2 )
x

f x x
→+∞

− +.  

  .∞−أعد الدراسة السابقة في جوار  3
  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  
  ه في حالة لدينانلاحظ أن �

2

2 2

2

1

2 1

( 2 1 2 )( 2 1 2 )
( ) 2

( 2 1 2 )

11

2 22 1 2

x

x

x

x x x x x x
f x x

x x x

x

x x x +

+ + − + + +
− =

+ + +

++
= =

+ ++ + +

  

1إذن نستنتج من كون 
lim 0
x x→∞

و =
2

1
lim 0
x

x

x→∞

+
)أنّ  = ) 2

4
lim ( ) 2
x

f x x
→∞

− = .  

  نستنتج إذن أنّ  �
2

lim ( ) 2 0
4x

f x x
→∞

    − + =       
  

2الذي معادلته  ∆فالمستقيم 
4

2y x=   .∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  +
2بالمثل نجد أن المستقيم الذي معادلته  �

4
2y x= − ي جوار ف Cمستقيم مقارب للخط  −

−∞ .  
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      ������  �!" �� #$%!��#
 �&  

   يكتب بالصيغة nمن الدرجة  P حدودٍ  من المعلوم أن كثيرَ 
1

1 0( ) n n
n nP x a x a x a−

−= + + 0naحيث  ⋯+ ≠.  
  .على الأقلحقيقياً جذراً  Pفرديّاً، قبِلَ  عدداً  nإثبات أنه إذا كان نهدف إلى 

   نحو الحلّ   ��

)يتعلق الأمر بإثبات أن للمعادلة  فهم السؤال.   � ) 0P x فردي. يتبادر  nحلا على الأقل في حالة  =
)ات التابع ندرس تغير  إلى الذهن أن )x P x֏ التابع ولأن .P  مستمرٌ، يمكن التفكير في إيجاد

)يحققان  bو  aعددين  ) ( ) 0P a P b×   في تحقيق ما خطر لنا. تفيدأيةُ مبرهنة  .>
0naلنفترض أوّلاً أنّ  ثاً عن طريق.بح  � >.  

limاحسب  ���� ( )
x

P x
→+∞

limو  ( )
x

P x
→−∞

 .فردياً  nمستفيداً من كون العدد  

)يحققان  bو aاستنتج أنّه يوجد عددان حقيقيان  ���� ) 0P a )و < ) 0P b <. 

)يحقق  cاستنتج وجود عدد حقيقي  ���� ) 0P c =. 

0naادرس بالمثل حالة  ���� < . 

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  

  
0naلنفترض أولاً أنّ  ����   . إذن<

lim ( ) lim n
n

x x
P x a x

→+∞ →+∞
= = limو     ∞+ ( ) lim n

n
x x

P x a x
→−∞ →−∞

= = −∞  

limنستنتج من  ( )
x

P x
→−∞

= )يحقق   aأنّه يوجد عدد حقيقي  ∞− ) 0p a <. 

lim ولأنّ  ( )
x

P x
→+∞

= )يحقق   aأكبر تماماً من  bفيوجد  ∞+ ) 0P b >. 

]مستمراً على Pولما كان  , ]a b  ويحقق( ) ( ) 0P a P b ) فللمعادلة > ) 0P x على الأقل  cحلّ واحد  =
]ينتمي إلى المجال  , ]a b.ويتم إثبات المطلوب في هذه الحالة .  

  
0naأنّ  الآنلنفترض  ���� )بتطبيق ما سبق على كثير الحدود . > ) ( )Q x P x= الذي أمثال  −

)يحقق  cحده المسيطر موجبة نستنتج وجود عدد حقيقي  ) 0Q c )وعندئذ يكون  = ) 0P c أيضاً  =
 فنكون قد أثبتنا صحة النتيجة في هذه الحالة أيضاً.
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                                                  قدُُماً إلى الأمامقدُُماً إلى الأمامقدُُماً إلى الأمامقدُُماً إلى الأمام

  ، وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار.aعند  fادرس في كل حالة نهاية التابع  

2

2

2

3 2

2

2

4
( ) ,1,5,

6 5
4 12

( ) , 2,2,
4

2 1
( ) , 2,1,

2
1 2

( ) , 3, 3,
3 9

x
f x a

x x

x x
f x a

x
x x

f x a
x x

f x a
x x

−
= = −∞ +

− +
− −

= = −∞ − +
−

− −
= = −∞ − +

+ −

∞

∞

∞

= − = −∞ − +∞
− −

�

�

�

�

  

4
2

3

3

1
( ) 2 sin , ( ) ,1,

1
1

( ) 1, ( ) (2 cos ) ,
1

x
f x x x a f x a

x
x

f x a f x x x a
x

∞ ∞
−

= + = −∞ + =

∞

= −∞ +
−

−
= = + = + = −∞ ∞+

−

� �

	 �

  

  
هنا  �

2

4 4
( )

( 1)( 5)6 5

x x
f x

x xx x

− −
= =

− −− +
  ومنه ℝ{1,5}\على مجموعة تعريفه  

1 1

5 5

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ →

→ →

= =

= −∞ = +∞

= −∞ = +∞

  

هنا   �
2

2

4 12 6
( )

24

x x x
f x

xx

− − −
= =

−−
}\على مجموعة تعريفه   2,2}−ℝ ومنه  

2

2 2

lim ( ) 2 lim ( ) 1 lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x x

x x

f x f x f x

f x f x
− +

→− →−∞ →+∞

→ →

= = =

= +∞ = −∞
  

هنا  �
2 2( 1)(2 1) 2 1

( )
( 1)( 2) 2

x x x x x
f x

x x x

− + + + +
= =

− + +
}\على مجموعة تعريفه   2,1}−ℝ ومنه  

1

( 2) ( 2)

4
lim ( ) lim ( ) lim ( )

3
lim ( ) lim ( )

x x x

x x

f x f x f x

f x f x
− +

→ →−∞ →+∞

→ − → −

= = −∞ = +∞

= −∞ = +∞
  

هنا   �
2

2
( )

9

x
f x

x

+
=

−
}\على مجموعة تعريفه   3,3}−ℝ ومنه  

3 3

( 3) ( 3)

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ →

→ − → −

= =

= −∞ = +∞

= −∞ = +∞
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هنا  �
4

3 2

1 1
( )

1 1

x
f x x

x x x

−
= = +

− + +
  ومنه ℝ{1}\على مجموعة تعريفه  

1

4
lim ( ) lim ( ) lim ( )

3x x x
f x f x f x

→ →−∞ →+∞
= = −∞ = +∞  

1لأنّ  � sin 1x− ≤   استنتجنا أنّ  ≥
2 1 ( ) 2 sin 2 1x f x x x x− ≤ = + ≤ +  

  وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة نجد
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

→−∞ →+∞
= −∞ = +∞  

1هنا لأنّ  � cos 1x− ≤ 2استنتجنا أنّ  ≥ cos 1x+   ومنه ≤
0xفي حالة  - )3لدينا  < )f x x≥  إذنlim ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

0xوفي حالة  - )3لدينا  > )f x x≤  إذنlim ( )
x

f x
→−∞

= −∞.  

1هنا  	
( )

1
f x

x
=

−
,1[على مجموعة تعريفه     ومنه ∞+]

1
lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→ →+∞

= +∞ =  

1 وفق ℝالتابع المعرف على  gليكن   
( )

3 2 sin
g x

x
=

+
.  

�  أثبت أنg .محدود  

استنتج كلا من النهايتين  �
2

lim
3 2 sinx

x

x→+∞

    +  
sin و 

lim
3 2 sinx

x x

x→+∞

 +    +  
.  

  

    
1التابع  �

( )
3 2

u x
x

=
+

3متناقص تماماً على  
2

] [,− 1ولأنّ  ∞+ sin 1x− ≤ ≤  xأياً كانت  +

(1)استنتجنا أنّ  (sin 1)) (u u x u≤ −≤
. 

1كان  xأي أياً كانت 
( ) 1

5
g x≤   محدود.  gفالتابع  ≥

سابقة أنّ نستنتج من المتراجحة ال �
2

2 ( )
5

x x
x

g ، إذن، لأنّ xأياً كانت  ≤
2

lim
5x

x

→+∞
= +∞ ،

2limاستنتجنا أنّ  ( )
x

x g x
→+∞

= أو ∞+
2

lim
3 2 sinx

x

x→+∞
= +

+
∞.  

1xوبالمثل في حالة  sinلدينا  < 1 0x x x+ ≥ − 1، ومنه <
( sin ) ( )

5

x
x x g x ≥

−
في هذه  +

1الحالة، ولكن 
lim

5x

x

→+∞

−
= sinإذن  ∞+

lim
3 2 sinx

x x

x→+∞

+
= +

+
∞.  
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التابع المعين بالعلاقة  fليكن  
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x

+
=

− −
.  

  . f مجموعة تعريف fDعيّن  �
)التي تحقق  cو bو aأوجد الأعداد  � )

1 2

b c
f x a

x x
= + +

+ −
  .fDمن  xاً تكن ، أي

  .fDعند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف  fادرس نهاية  �

   
2 بملاحظة أنّ  � 2 ( 2)( 1)x x x x− − = − }\نستنتج أنّ   + 1,2}f = −D ℝ   
  تحقق  cو bو aلنفترض وجود أعداد  �

23 6
( )

( 1)( 2) 1 2

x x b c
f x a

x x x x

+
= = + +

+ − + −
  

lim. عندئذ بحساب fDمن  xت أياً كان ( )
x

f x
→+∞

3aباستعمال كل من العلاقتين نجد   . ثمُّ بضرب =

1xطرفي المساواة بالمقدار غير المعدوم    نجد  +
23 6 ( 1)

( 1)
2 2

x x c x
a x b

x x

+ +
= + + +

− −
  

1bوجدنا  −1فإذا حسبنا نهاية كل من الطرفين عند    بطريقتين نجد f(0). وأخيراً بحساب قيمة =
1

0 3
0 1 0 2

c
= + +

+ −
  

8cومنه    . وبالعكس، نتحقّق مباشرة أنّ =
2 2

2 2

1 8 3 3 6 2 8 8 3 6
3 ( )

1 2 2 2

x x x x x x
f x

x x x x x x

− − + − + + +
+ + = = =

+ − − − − −
  

�    

( 1) ( 1)

2 2

lim ( ) 3 lim ( ) 3

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ − → −

→ →

= =

= −∞ = +∞

= −∞ = +∞

  

التابع المعين بالعلاقة  fليكن  
2

( )
( 1)

x
f x

x
=

−
.  

  . 1في جوار  fادرس نهاية  �

)6ويحقق  1مركزه  Iأوجد مجالاً  � ) 10f x   .I{1}\من  x، أياً تكن <

   
2

( )
( 1)

x
f x

x
=

−
  

إلى الواحد يسعى البسط إلى الواحد ويسعى المقام إلى الصفر بقيم  xمن الواضح أنّه عندما تسعى  �
موجبة إذن 

1
lim ( )
x

f x
→

= +∞.  

12 
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1بحيث تقتضي المتراجحة  αالمطلوب هو تعيين عدد  � 1xα α> >+ 1xفي حالة  − ≠ 
)6المتراجحة  ) 10f x > .  

47لنختر مثلاً  10α −= 0.5αلمّا كان  × 1استنتجنا من  > 1xα α> >+ 1x، حيث −   أنّ  ،≠
6

2

6

82

1 0.5 50
( ) 10 10

49( 1) 49 10

x
f x

x

α

α −

−
= > > = × >

− ×
  

0.5αهنا في المتراجحة الأولى صغّرنا البسط وكبّرنا المقام، وفي المتراجحة الثانية استفدنا من  < .  

  . a، عند f ادرس في كل حالة نهاية التابع  
2 2

2

( ) 4 2 ( ) 2

2 1 2
( ) 0 ( ) 3

31 1
1

( ) 1, ( ) 1,
11

f x x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

xx

x x x
f x a f x a

xx

= + + = −∞ = + − = +

+ −
= = = =

−+ −
+ − +

∞

= = − + = = +
−−

∞ ∞

� �

� �

� �

  

   
0xهنا في حالة  � 2لدينا:  <

2 2

2 2
( ) 2

1 12
x

x
f x x x x

x x x
= + − = =

+ ++ +
  

limوعليه  ( ) 1
x

f x
→+∞

=.  

1هنا في حالة  �
4

x < 2xلدينا:  − x= ومن ثَمّ  −
2

1
( )

14 2 4 2

x
f x

x x x

x

= =
+ − − + −

  

1وعليه 
lim ( )

4x
f x

→−∞
= −.  

1xهنا في حالة  � > 3xو  − 1لدينا:   ≠ 2 1
( )

3 1 2

x
f x

x x

+ −
= =

− + +
  

وعليه 
3

1
lim ( )

4x
f x

→
=.  

1xهنا في حالة  � > 0xو  − 2لدينا   ≠
( ) 2( 1 1)

1 1

x
f x x

x
= = + +

+ −
   

وعليه 
0

lim ( ) 4
x

f x
→

=.  

0xهنا في حالة  � 1xو  <   لدينا   ≠

1

(1 ) 1
( )

1 1(1 )(1 ) 1
x

x x x x x
f x

x x x x

− + −
= = − = − = −

− +− + +
  

وعليه 
1

1
lim ( )

2x
f x

→
= limو − ( ) 1

x
f x

→+∞
= −.  
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1xهنا في حالة  � 1)2لدينا  < ) (1 )x x+ =   ومنه +
2

2

1 ( 1) 1
( )

( 1)( 1) 11

x x x
f x

x x xx

+ + +
= = =

− + −−
  

limإذن  ( ) 1
x

f x
→+∞

1x. وفي حالة = < 21لدينا  − (1 )x x+ = −   ومنه  +
1

( )
1

x
f x

x

+
= −

−
  

 إذن
( 1)

lim ( ) 0
x

f x
−→ −

=.  

  
  .f ادرس في كل حالة نهاية التابع 

1 cos sin
( ) 0 ( ) 0,

sin
2 3 2 sin

( ) 2 ( ) 0
1 cos2 5 3

x x
f x a f x a

x x
x x x

f x a f x a
xx

∞
−

= = = = +

− −
= = = =

−+ −

� �

� �

  

  
0xفي حالة  � sinلدينا  < sin

( )
x x

f x x
xx

= إذن  =
0

lim ( ) 0 1 0
x

f x
→

= × ، ومن جهة =

1أخرى لدينا  1
( )f x

x x
− ≤ 1ولأنّ  ≥

lim 0
x x→+∞

limاستنتجنا أنّ  = ( ) 0
x

f x
→+∞

=.  

0xفي حالة  � [ من المجال ≠ , [π π− لدينا 
1 cos sin

( )
sin 1 cos

x x
f x

x x

−
= =

+
إذن  

0
lim ( ) 0
x

f x
→

=.  

0xفي حالة  � [ من المجال ≠ , [π π− لدينا 
sin

( ) (1 cos )
1 cos sin

x x x
f x x

x x
= = +

−
، ومنه نستنتج 

أنّ 
0

lim ( ) 2
x

f x
→

=.  

2في حالة  �
3

x   لدينا  <
2 3 2 6 3 2 5 3 3 2 5 3

( )
2 4 22 5 3 2 3 2 2 3 2

x x x x
f x

xx x x

− − − + + + +
= = ⋅ = − ⋅

−+ − + − + −
  

9إذن 
42

lim ( )
x

f x
→

= −  

  

,3[التابع المعرف على المجال  gليكن   3وفق  ∞+] 1
( )

3

x
g x

x

−
=

−
.  

limاحسب  � ( )
x

g x
→+∞

limواستنتج   ( ( ))
x

g g x
→+∞

.  

limأعدْ حساب  � ( ( ))
x

g g x
→+∞

)بعد كتابة   ( ))g g x  بدلالةx.  
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� lim ( ) 3

x
g x

→+∞
8وكذلك فإنّ  =

( ) 3 3
3

g x
x

= + >
−

,3[من  xأياً كانت   )إذن  ∞+] )g x 

، وعليه فإنّ ∞+عند  3بقيم أكبر من  3يسعى إلى 
3

lim ( ( )) lim ( )
x u

g g x g u
+→+∞ →

= = +∞.  

)بحساب مباشر نجد  � ( ))g g x x=  3أياً كانتx نجد مجدداً أنّ . وهكذا <
lim ( ( ))

x
g g x

→+∞
= +∞.  

) المعرف بالعلاقة fالخط البياني للتابع  Cيكن ل  )
c

f x ax b
x d

= + +
−

الأعداد  جدْ  .

  :قةعلماً أنّ الخواص الآتية محقّ  dو cو bو aة الحقيقيّ 
3xالمستقيم الشاقولي الذي معادلته  ����   .Cمقارب للخط  =
2المستقيم المائل الذي معادلته  ���� 5y x=   .∞−وعند  ∞+عند  Cمقارب للخط  −
  .Cإلى الخط  A(1,2)تنتمي النقطة  ����

   
3dلو كان  ���� كان  ≠

3
lim ( ) 3

3x

c
f x a b

d→
= + +

−
وهذا عددٌ حقيقي، مما يناقض كون المستقيم  

3xالذي معادلته  3d. إذن لا بُدّ أن يكون Cمستقيماً مقارباً شاقولياً للخط  = =. 

limدينا استناداً إلى النقطة الثانية ل ���� ( ( ) (2 5)) 0
x

f x x
→+∞

− − limأي  = (( 2) 5) 0
x

a x b
→+∞

− + + = 

limلأنّ  0
3x

c

x→+∞
=

−
2a. وهذا يقتضي أن يكون  5bو = = −.  

(1)من  ���� 2f 10cنستنتج أنّ  = = −.  
. بينْ، في كل fDالذي ندرسه على مجموعة تعريفه  f الخط البياني للتابع هو Cفيما يأتي  

  .Cللخط  )ة أو مائلةأفقية أو شاقولي(كان ثمة مستقيمات مقاربة  حالة، إنْ 

2

2

2 2

2 2

2

3 3

2 2

2 1
( ) 3 ( )

31
3 2

( ) 1 ( ) 1
22

2 sin 2 5 4
( ) ( )

3 1 6 1
( ) ( )

1 1
3 2 1 1

( ) ( )
1 2

x
f x x f x

xx
x x

f x x f x
xx

x x x x
f x f x

x x
x x x x

f x f x
x x

x x x
f x f x

x x

+
= − + + =

−+

= − + = − +
+

+ + + −
= =

− + + +
= =

− −
+ − +

= =
+ +

� �

� �

� �

	 �

� 


  

  فكّر باستعمال القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. �و 
و 	في مساعدة: 
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1التابع  �

( )
3

x
x f x

x

+
=

−
limولأنّ  3ℝ}\{معرّف على  ֏ ( ) 1

x
f x

→+∞
limو = ( ) 1

x
f x

→−∞
= 

1yادلته مستقيم مقارب أفقي مع fCاستنتجنا أنّ للخط البياني  . ولأنّ =
3

lim ( )
x

f x
+→

= +∞ 

و
3

lim ( )
x

f x
−→

= 3xمستقيم مقارب شاقولي معادلته  fCاستنتجنا أنّ للخط البياني  ∞− =.  

التابع   �
2

2
( ) 3

1
f x x

x
= − + +

+
  ولأنّ  ،ℝمعرّف على  

( )lim ( ) 3 0
x

f x x
→+∞

+ − )و = )lim ( ) 3 0
x

f x x
→−∞

+ − =  

3yمستقيم مقارب معادلته  fCاستنتجنا أنّ للخط البياني  x= −   . ∞−و ∞+في جوار كلّ من  +

2التابع  �
( ) 1

2

x
f x

x
= −   ولأنّ  ،ℝ∗معرّف على  +

( )( )
2

lim ( ) 1 0x

x
f x

→+∞
− + )و = )( )

2
lim ( ) 1 0x

x
f x

→−∞
− + =  

1مستقيم مقارب معادلته  fCاستنتجنا أنّ للخط البياني 
2

x
y = . ∞−و ∞+في جوار كلّ من  +

لأن  وكذلك
0

lim ( )
x

f x
+→

= و ∞−
0

lim ( )
x

f x
−→

= رب مستقيم مقا fCاستنتجنا أنّ للخط البياني  ∞+

0xشاقولي هو محور التراتيب الذي معادلته  =.  
1y، ونجد أنّ المستقيم الذي معادلته �مشابه للتمرين  � x=   مستقيم مقاربٌ. −

هنا  �
22 5 4 4

( ) 2 5
x x

f x x
x x

+ −
= = +  fC. للخط البياني �. هذا يشبه التمرين ℝ∗على  −

2مستقيم مقارب معادلته  5y x= . ويقبل أيضاً محور التراتيب ∞−و ∞+في جوار كلّ من  +
  مقارباً شاقولياً.

هنا  6
2 2 sin 2 sin

( )
x x x

f x x
x x

+ + +
= = مستقيم مقارب  fC. للخط البياني ℝ∗على  +

yمعادلته  x=  ويقبل أيضاً محور التراتيب مقارباً شاقولياً.∞−و ∞+في جوار كلّ من .  
1yهنا لدينا مقارب أفقي معادلته  7 1xومقاربان شاقوليان معادلتاهما  = 1xو = = −.  
2yهنا لدينا مقارب مائل معادلته  8 x= 1xومقاربان شاقولي معادلته  − =.  
yهنا لدينا مقارب مائل معادلته  9 x=.  
3yهنا لدينا مقارب مائل معادلته  � x=.  
  

)2وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 2 4f x x x= + +.  
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.a limاحسب  � ( )
x

f x
→+∞

  ثم( )lim ( ) ( 1)
x

f x x
→+∞

− +.  

.b   .∞+في جوار  fللتابع  Cللخط البياني  ∆استنتج وجود مقارب مائل  �

.c   .Cوالخط  ∆ادرس الوضع النسبي للمقارب  �
.a lim احسب � ( )

x
f x

→−∞
.  

.b )يحقق  aأثبت وجود عدد حقيقي  � )
lim

x

f x
a

x→−∞
)وأن نهاية  = )x f x ax−֏  عند

  .bعددٌ حقيقي  ∞−
.c   .∞−في جوار  fللتابع  Cللخط البياني  ∆′استنتج وجود مقارب مائل  �

   
0xفي حالة  � 2لدينا   < 22 4 xx x+ + )ومنه  ≤ )f x x≥  إذنlim ( )

x
f x

→+∞
= ن . وم∞+

  جهة أخرى نجد بحساب بسيط أنّ 

2

3
( ) ( 1)

2 4 1
f x x

x x x
− + =

+ + + +
  

)إذن  )lim ( ) 1 0
x

f x x
→+∞

− − 1yالذي معادلته  ∆فالمستقيم  = x= مقارب للخط البياني مستقيم  +

C  للتابعf  في جوار+∞.  
)لنضع  ) ( ) ( 1)g x f x x= − ). والمساواة ℝتابع مستمرٌ على  g. التابع + ) 0g x تقضي أن يكون  =

2 22 4 2 1x x x x+ + = + يحافظ على إشارة ثابتة على كامل  gالتابع وهذا أمرٌ مستحيل. إذن  +
ℝ ّ(0)، ولأن 1 0g = )استنتجنا أنّ  < ) 0g x  Cالبياني ، ومن ثمّ يقع الخط ℝمن  xأياً كان  <

  .∆فوق 
2limلمّا كان  � ( 2 4)

x
x x

→−∞
+ + = limاستنتجنا أنّ  ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= 0xوفي حالة  .∞+ < 

2xلدينا  x= إذن   −
2

2

( ) 2 4f x x x

x x

+ +
= )ومنه  − )

lim 1
x

f x

x→−∞
= . ثمُّ كذلك في حالة −

0x   لدينا >

2 2

2 4/2 4
( ) 1 1

1 1 2/ 4/

x
f x x x

x x x x

  − − + = − + + =    + + +
 

)إذن  )lim ( ) 1
x

f x x
→−∞

+ =   . نستنتج إذن أنّ −
( )lim ( ) ( 1) 0

x
f x x

→−∞
− − − =  

1yي معادلته الذ ∆′فالمستقيم  x= −   .∞−في جوار fللتابع  Cمقارب للخط البياني مستقيم  −
)2وفق ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 5f x x x= + + .  
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.a lim احسب � ( )
x

f x
→+∞

.  

.a 2اكتب ثلاثي الحدود  � 4 5x x+   ى مربّع كامل). بالصيغة القانونية، (متمّماً إل +
.b   . اكتب معادلته.∞+في جوار  fللتابع  Cاستنتج وجود مقارب مائل للخط البياني  �

  
2limكان لمّا  � ( 4 5)

x
x x

→+∞
+ + = limاستنتجنا أنّ  ∞+ ( )

x
f x

→+∞
=   ثمُّ نلاحظ أنّ  .∞+
2 24 5 ( 2) 1x x x+ + = + +   

)2مهملاً أمام  1كبيرة جداً يكون العدد  xإذن عندما تكون  � 2)x )ومن ثَمّ يتصرف  + )f x  وكأنّه
2( 2) 2x x+ = 2(لأنّ  + 0x + في هذه الحالة) لذلك نتوقّع أن يكون المستقيم الذي معادلته   <

2y x=   . لنتحقّق إذن من ذلك، لما كان fع مستقيماً مقارباً للخط البياني للتاب +

2

1
( ) ( 2)

( 2) 1 2
f x x

x x
− + =

+ + + +
  

)استنتجنا مباشرة أنّ  )lim ( ) 2 0
x

f x x
→+∞

− − 2yفالمستقيم الذي معادلته ، = x= مقارب مستقيم  +

  .∞+في جوار  fللتابع  Cللخط البياني 
)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 1f x x x= + + .  
  . اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة.∞−عند  fادرس نهاية  �
2yالذي معادلته  ∆ أثبت أن المستقيم � x=  مقاربٌ للخطC  في جوار+∞.  
  .Cوالخط  ∆ادرس الوضع النسبي للمقارب  �

  2( ) 1f x x x= + +  
0xفي حالة  � لدينا  >

2

1
( )

1
f x

x x
=

+ −
limإذن   ( ) 0

x
f x

∞→−
، فيكون محور الفواصل الذي =

0yمعادلته    .∞−في جوار  fمستقيماً مقارباً للخط البياني للتابع  =

0xفي حالة  � 2لدينا  <

2

1
( ) 2 1

1
f x x x x

x x
− = + − =

+ +
إذن  

lim ( ( ) 2 ) 0
x

f x x
→+∞

− 2yالذي معادلته  ∆، فيكون المستقيم = x=  ًللخط  اً مقاربمستقيماC  في جوار

+∞.  
)لنضع  � ) ( ) 2g x f x x= ). والمساواة ℝتابع مستمرٌ على  g. التابع − ) 0g x تقضي أن يكون  =

2 21x x+ ، ℝلا ينعدم فهو يحافظ على إشارة ثابتة على كامل  gوهذا أمرٌ مستحيل. إذن التابع  =
(0)ولأنّ  1 0g = )استنتجنا أنّ  < ) 0g x    .∆فوق  C، ومن ثمّ يقع ℝمن  xأياً كان  <

)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) |4 1|f x x x= + − .  21 

20 
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.a   . ∞+وعند  ∞−عند  fادرس نهاية �

.a )احسب � )lim ( ) 3
x

f x x
→+∞

−.  

.b )احسب � )lim ( )
x

f x x
→−∞

+.  

.a   يُطلب إيجاد معادلتيهما. ∆2و ∆1يقبل مستقيمين مقاربين مائلين  Cاستنتج أن الخط �
.b   .  ∆2و ∆1وكلٍ من المقاربين  Cالوضع النسبي للخط ادرس �

   
1في حالة  �

2
x 24لدينا  < 1 0x − limثَمّ ومن  < ( )

x
f x

∞→+
= 1. وفي حالة ∞+

2
x < لدينا  −

24أيضاً  1 0x − 2xو  < x= من ثَمّ  −
2

1
( ) 1 4f x x

x

  = − −   
limإذن   ( )

x
f x

∞→−
= +∞.  

1في حالة  �

2
x 2لدينا  <

2

1
( ) 3 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x

−
− = − − =

− +
  إذن  

lim ( ( ) 3 ) 0
x

f x x
→+∞

− =  

3yالذي معادلته  ∆1فالمستقيم  x=  مستقيم مقارب للخط البيانيC  للتابعf وار في ج+∞.  

1في حالة 

2
x < 2لدينا  −

2

1
( ) 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x

−
+ = − + =

− −
  إذن  

lim ( ( ) ) 0
x

f x x
∞→−

+ =  

yالذي معادلته  ∆2فالمستقيم  x=   .∞−في جوار  fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
  
  من السؤال أجبنا عنه أعلاه. a.جزء ال �
 
)لنضع  ���� ) ( ) 3g x f x x= ). والمساواة ℝعلى  تابع مستمرٌ  g. التابع − ) 0g x  تكافئ =

2|4 1| 2x x− =  
0xوهذا يُكافئ أنّ  2و < 2|4 1| 4x x− 0xأو  = 28و < 1x فقط عند قيمة  g. إذن ينعدم =

1واحدة هي 

2 2
x   ومنه الجدول الآتي =

  
)في النقطة  ∆1المقارب  Cويقطع  )1 3

2 2 2 2
,A.  

)لنضع  ���� ) ( )h x f x x= ). والمساواة ℝتابع مستمرٌ على  h. التابع + ) 0h x  تكافئ =

    الحل

1

2 2

( ) 3 0

x

f x x

C

−∞ +∞

− + −

 ∆1 تحت ∆1فوق 
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2|4 1| 2x x− = −  
0xوهذا يُكافئ أنّ  2و > 2|4 1| 4x x− 0xأو  = < 

28و 1x 1عند  فقط  h. إذن ينعدم =

2 2
x = ه ـومن −

  الجدول الآتي:

  
)في النقطة  ∆2المقارب  Cويقطع  )1 1

2 2 2 2
,B − .   

)2وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 4 3f x x x= − + .  
.a   .∞−وعند  ∞+عند  fادرس نهاية �
.a 24اكتب � 4 3x x−   بالشكل القانوني. +
.b )المعرف وفق  hادرس نهاية التابع � )2( ) ( ) 2 1h x f x x= −   .∞+وعند  ∞−عند  −
.c   يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يُطلب إيجاد معادلتيهما. Cاستنتج أن الخط �
.a   يقع فوق كل من هذين المقاربين. Cأثبت أن الخط �

   
  لا أفكار جديدة في هذه المسألة. نترك التفاصيل للقارئ.

وفق  ℝالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  
2

( )
9

x
f x x

x
= +

+
 .  

.a 1yالذي معادلته  ∆ أثبت أن المستقيم � x=   .∞+في جوار  Cمقاربٌ للخط  +
.b   .Cوالخط  ∆ادرس الوضع النسبي للمقارب  �

.a 1yالذي معادلته  ∆′أصحيحٌ أن المستقيم � x=   ؟∞−في جوار  Cمقاربٌ للخط  −

  
.a 0xفي حالة  � 2xلدينا  < x=  إذن

2

2
( ) ( 1) 1

9

x
f x x

x
− + = −

+
  ومنه  

lim ( ( ) ( 1)) 1 1 0
x

f x x
∞→+

− + = − =  

1yالذي معادلته  ∆فالمستقيم  x= 2. ولأنّ ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  + 2 9x x< + 

استنتجنا أنّ 
2 2

2 2
( ) ( 1) 1 1 0

9 9

9x x
f x x

x x

+
− + = − < − =

+ +
  .∆قع دوماً تحت ي Cإذن  

0xفي حالة  � 2xيكون  > x= إذن  −
2

2
( ) ( 1) 1

9

x
f x x

x
− − = − +

+
  ومنه  

23 

22 
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1

2 2

( ) 0

x

f x x

C

−−∞ +∞

+ − +

 ∆2 فوق ∆2 تحت
x

y

1

1
A

B

1∆

2∆ C
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lim ( ( ) ( 1)) 0
x

f x x
→−∞

− − =  

1yالذي معادلته  ∆′فالمستقيم  x=   .∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  −
)3وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 1f x x x= + )ب .  احس+ 1)f ثم أثبت  f(0)و  −

1,0من المجال  cوجود عدد حقيقي وحيد  −   ّق يحق( ) 0f c =.  

  
)لأنّ مشتقه موجبٌ تماماً. فإذا كان للمعادلة  ℝتزايدٌ تماماً على م fالتابع  ���� ) 0f x حل كان هذا  =

 الحل وحيداً. 

)ولكن  ���� 1) 1f − = (0)و − 1f [ر إشارته على المجال يغي fإذن التابع المستمر  = 1, ، فلا بدّ −]0
)من هذا المجال. إذن تقبل المعادلة  cأن ينعدم عند نقطة  ) 0f x حلاً وهذا الحل ينتمي إلى  =

] 1, 0[−.  
)نستنتج مما سبق أنّ للمعادلة  ) 0f x [ينتمي إلى  c، وأنّ ℝفي  cحلاً وحلاً وحيداً  = 1, 0[−.  

  

}التابع المعرف على  fليكن   }\ 1−ℝ وفق 
3

( )
1

x
f x

x
=

+
 .  

�  أثبت أنf  3متزايد تماماً على المجال
2
, 1 − −  .  

3المجال  على fنظمْ جدولاً بتغيرات  �
2
, 1 − −  .  

)أوجد  � )3
2
, 1f  − −    للمعادلة وأثبت أن( ) 10f x 3حلاًّ وحيداً في المجال  =

2
, 1 − −  .  

   
نلاحظ أنّ  �

2

2

(2 3)
( )

( 1)

x x
f x

x

+
′ =

+
)، إذن  ) 0f x′ 3على المجال  <

2
, 1 − −   فالتابع ،f  ٌمتزايد

  تماماً على هذا المجال. 

ولأنّ  �
3/2

27
lim ( )

4x
f x

→−
و =

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
=   وجدنا جدول التغيرات الآتي ∞+

  
)نستنتج مما سبق أنّ   � ) 273

2 4
[ , 1[ [ , [f − − = 27ينتمي إلى المجال  10. ولأنّ ∞+

4
[ , [+∞ .

)استنتجنا مما سبق أنّ للمعادلة  ) 10f x 3حلاً وحيداً في المجال  =
2

[ , 1[− −.  

,0]التابع المعرف على  fليكن   3]I )2وفق  = ) 2 3f x x x= − − .  
  ونظم جدولاً بها. fيرات ادرس تغ �

3
2

27
4

1

( )

( )

x

f x

f x

− −

′ +

+∞ր

26 

25 

24 
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)التي تحقق  xاستنتج قيم  � ) 0f x =.  
,0])عيّن  � 3[)f.  

   
,1]ومتزايد  [0,1]ار جديدة في هذه المسألة البسيطة. التابع متناقص على لا أفك . للمعادلة جذرٌ وحيدٌ [3
3xهو  ,0]). و= 3[) [ 4, 0[f = −.  

وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   
2

1
( ) 1

1
f x

x
= −

+
 أثبت أن .f  مستمر علىℝ 

)وعيّن  )f ℝ.  

   
. ودراسة ℝلأنّه تابع كسري بسطه كثير حدود، ومقامه كثير حدود لا ينعدم على  ℝالتابع مستمر على 

  بسيطة للتابع تعطينا جدول التغيرات الآتي:
0

( ) 0

( ) 1 0 1

x

f x

f x

−∞ +∞

′ − +

ց ր

  

)إذن  ) [0,1[f =ℝ.  
  وفق: ℝالتابع المعرف على  fليكن  

( )2 1cos : 0
( )

0 : 0
x

x x
f x

x

 ≠= 
 =

  

  عند الصفر. fاحسب نهاية  �
  ؟ علل إجابتك.ℝهو مستمر على مستمر عند الصفر؟ هل  fهل  �

   
0xفي حالة  � )2لدينا  ≠ )f x x≤  ّلأن|cos(1/ )| 1x )2. المتراجحة ≥ )f x x≤ قّقة أيضاً مح

0xفي حالة  2. ولكن =

0
lim 0
x

x
→

إذن  =
0

lim ( ) 0
x

f x
→

=.  

لما كان  �
0

lim ( ) 0 (0)
x

f x f
→

= مستمرٌ عند الصفر، وهو مستمرٌ عند كل نقطة  f. فالتابع =

0 0x 1بسبب استمرار  ≠
x

x
cosx، واستمرار كل من 0xعند  ֏ x֏ 2وx x֏  علىℝ إذن .

f  مستمر علىℝ.  
  

 29  وفق: ℝالتابع المعرف على  fليكن  

28 
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21 1
: 0

( )

: 0

x
x

f x x
m x

 − + ≠= 
 =

  

  ؟ℝمستمراً على  fالتي تجعل  mما قيمة 

   
[التابع مستمر على  , 0[ ]0, [−∞ ∪ يجب أن يكون مستمراً عند  ℝ، فلكي يكون مستمراً على ∞+

  الصفر.

0xولكن في حالة  لدينا  ≠
2

( )
1 1

x
f x

x

−
=

+ +
  عند الصفر يكافئ fمن ثَمّ فإنّ شرط استمرار و  

0
(0) lim ( ) 0

x
m f f x

→
= = =.  

  
)يرمز   )E x  إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx ليكن .f [0,2]تابع المعرف على المجال ال 

)وفق  ) ( )f x x E x= − .  
  .[0,2]على المجال  fارسم الخط البياني للتابع  �
  ؟[0,2]مستمر على المجال  fهل  �
  

   
)استناداً إلى تعريف تابع الجزء الصحيح لدينا  � ) 0E x )، و]0,1]من  xفي حالة  = ) 1E x في  =

  بالصيغة المُكافئة : f، ومنه يمكن أن نعبّر عن ]1,2]من  xحالة 
: [0,1[

( ) ( ) 1 : [1,2[

0 : 2

x x

f x x E x x x

x

 ∈= − = − ∈
 =

  

نلاحظ أن   �
1

lim ( ) 1 (1)
x

f x f
−→

= 1xفالتابع غير مستمر عند  ≠    [0,2]فهو غير مستمر على  =

  
)يرمز   )E x  إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقيx ليكن .f  [0,2]التابع المعرف على المجال 

  وفق
( )

2
( ) ( ) ( )f x E x x E x= + −.  

)اكتب  � )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x  لا تحوي )( )E x.(  
�  أثبت أنf  ؟[0,2]مستمر على المجال   
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)استناداً إلى تعريف تابع الجزء الصحيح لدينا  � ) 0E x )، و]0,1]ن م xفي حالة  = ) 1E x في  =
  بالصيغة المُكافئة : f، ومنه يمكن أن نعبّر عن ]1,2]من  xحالة 

2

2 2

: [0,1[

( ) ( ) ( ( )) 2 2 : [1,2[

2 : 2

x x

f x E x x E x x x x

x

 ∈= + − = − + ∈
 =

  

وهذه التوابع  ]1,2]و ]0,1[تابع كثير الحدود على كل من المجالين  fتابع ال �
  . فنحسب2و 1عند كل من  fمستمرة على مجالات تعريفها. بقي إذن أن نتحقّق من استمرار 

2لدينا  1عند  ����

11
lim ( ) lim 1 (1)

xx
f x x f

− →→
= =  .1فالتابع مستمرٌ عند  =

)لدينا  2عند  ���� )2

22
lim ( ) lim 2 2 2 (2)

xx
f x x x f

− →→
= − + =   .2فالتابع مستمر أيضاً عند  =

  .[0,2]مستمرٌ على  fإذن 
,0]المعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cفي معلمٍ متجانس،   ]π ق وف( ) sinf x x=و .d 

1هو المستقيم الذي معادلته 

2
y x=.  

.a   .dو Cارسم كلاًّ من  �
.b 1ادلة يبدو أن للمع �

sin
2

x x=  ًحلاًّ وحيداα  0[في المجال, ]πاستفد من الرسم لإيجاد . 

  .αمجال صغير ينتمي إليه 
.a ,0]التابع المعرف على إلى  g نرمز بالرمز� ]π  1وفق

( ) sin
2

g x x x= −.  

.a )احسب  � )g x′  وأثبت أن( )g x′  ينعدم عند
3

x
π

=.  

.b   .gلاً بتغيرات نظمْ جدو  �
.a 1استنتج مما سبق أن المعادلة  �

sin
2

x x=  ًتقبل حلاًّ وحيداα  0[في المجال, ]π.  

 .a 1  

  
.b  الرسم أنّ يوحي

2
[ ,2]πα ∈.  

x

y

1

0 π
2

π

C

d
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1هنا لدينا  2
2

( ) sing x x x= 1و  −
2

( ) cosg x x′ = الذي ينعدم عند  −
3

x π= جدول  ومنه
  التغيرات

3

3 2

0

( ) 0

( ) 0 ( )

x

g x

g x g

π

π π

π

′ + −

−ր ց

  

من غير المهم أو المفيد حساب هنا 
3

( )g π  ّالمهم فقط أن هذه القيمة موجبة، وذلك لأنg  ًمتزايدٌ تماما
على 

3
[0, ]π إذن ،

3
0 (0) ( )g g π= <.  

على  gبسبب التزايد التام للتابع  - �
3

[0, ]π  ّنستنتج أن( ) (0)g x g>  في حالةx من
3

]0, ]π فليس ،
)للمعادلة  ) 0g x حلول في المجال  =

3
[0, ]π.  

على المجال  -
3

[ , ]π π  التابعg  ّمتناقص تماماً. ولأن
3

( ) 0g π )و < ) 0g π استنتجنا أنّ للمعادلة  >
( ) 0g x   . αوحيداً في هذا المجال وليكن  حلاً  =

)مما سبق نستنتج أنّ للمعادلة  ) 0g x ,0[في المجال  αحلاًّ وحيداً  = ]π ّونتوثّق أن .
2

] ,2[πα   لأنّ  ∋

2 4
( ) 1 0g π π= − (2)و < sin2 1 0g = − <  

I[0,1]تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجال  fليكن   )ويحقق  = )f x I∈ أياً يكن ،x  منI .
)وفق  Iإلى التابع المعرف على  kنرمز بالرمز  ) ( )k x f x x= . بتطبيق مبرهنة القيمة −

)يحقق  Iمن  a، أثبت وجود عدد حقيقي kالوسطى على التابع  )f a a=.  

  
0استناداً إلى الفرض  (0)f≤ (1)و 1f   إذن ≥

(1) (1) 1 0 (0) (0)k f f k= − ≤ ≤ =  
)، ونعلم في هذه الحالة أنّ Iل تابعٌ مستمرٌ على المجا kالتابع  )k I  هي مجال ينتمي إليه العددان

(0)k (1)وk  0الذي يقع بينهما أي  0فلابُدّ أن ينتمي إليه العدد [ (1), (0)] ( )k k k I∈   aيوجد . إذن ⊃
)يحقّق  Iمن  ) 0k a )أي  = )f a a=.  

  '����� ����� #(��)  

  وفق: ℝالمعرف على  mfالخط البياني للتابع  mCعدداً حقيقياً، وليكن mليكن 
3 2( ) 8mf x x mx x m= + − −  

.a . أوجد إحداثيات هاتين Bو  Aيتقاطعان في نقطتين  1Cو  0Cأثبت أن الخطين البيانيين  �
  النقطتين.

.b   .Bو  Aتمر بالنقطتين  mCاستنتج أن جميع الخطوط البيانية  �

34 
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.a   .∞−و عند  ∞+عند  mfأوجد نهاية �

.a )استنتج مما سبق أن للمعادلة � ) 0mf x   .m، أياً يكن العدد ℝثلاثةَ حلول متمايزة في  =

     
)إذا كانت  � , )α β  0نقطة مشتركة بينC 1وC  0وجب أنّ يكون( )f α β= 1و( )f α β= أي  

3

3 2

8

8 1

α α β

α α α β

− =

+ − − =
  

2بالطرح نجد  1α 7βوبالتعويض في جملة المعادلتين نجد  = α=   . ومنه نستنتج أنّ −
( , ) (1, 7)α β = )أو   − , ) ( 1,7)α β = −  

,1)في النقطتين  1Cو 0Cإذن يتقاطع  7)A )و − 1,7)B −.  
(1)من ناحية أخرى نحسب  7mf = mAفنستنتج أنّ  − C∈  وكذلك( 1) 7mf − فنستنج أنّ  =

mB C∈إذن تمر جميع الخطوط البيانية .mC بالنقطتين A وB.  
  هي نهاية حدّه المسيطر إذن ∞−و  ∞+عند كل من  mfنهاية  �

lim ( )m
x

f x
→∞

= limو      ∞+ ( )m
x

f x
→−∞

= −∞  

)كثير حدود من الدرجة الثالثة فللمعادلة  mfلما كان   � ) 0mf x ثلاثة حلول على الأكثر. ولكن  =
  كل تابع مستمر يغير إشارته على مجال ينعدم بالضرورة على هذا المجال ومنه:

)لما كان  ���� 1) 7mf − limو = ( )m
x

f x
→−∞

)فللمعادلة  ∞−= ) 0mf x  ينتمي إلى 1xحل  =

] , 1]−∞ −. 

)لما كان  ���� 1) 7mf − (1)و = 7mf = )فللمعادلة  − ) 0mf x [ينتمي إلى  2xحل  = 1,1[− . 

(1)لما كان  ���� 7mf = limو − ( )m
x

f x
→∞

= )فللمعادلة  ∞ ) 0mf x ,1[ينتمي إلى  3xحل  = [+∞  .  

)فللمعادلة  ) 0mf x   .ℝثلاثة حلول متمايزة في  =
I[0,1]تابعاً مستمراً واشتقاقياً على المجال  fليكن     ويحقق الشرطين: =
)كان  Iمن  xأياً كان  ���� )f x  منI.  
)كان   ]0,1[من  xوأياً كان  ���� ) 1f x′ < .  

)أثبت أن للمعادلة  )f x x=  حلاًّ وحيداً فيI.  

   
:لنتأمّل التابع  , ( ) ( )k I k x x f x→ = −ℝ اقي ومشتقه هذا تابع اشتق( ) 1 ( )k x f x′ ′= موجبٌ  −

)ولدينا  Iتابع متزايدٌ تماماً على  k. إذن Iتماماً على  ) [ (0),1 (1)]k I f f= −   . ولكن −
0 1 (0) 1( )ff ≤ ≤ −−  

0إذن  ( )k I∈ فللمعادلة ،( ) 0k x   (بسبب الاطراد التام). Iحلٌ وحل واحد فقط في  =
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)2وفق  ℝالتابع المعرف على  fليكن   ) 1f x x= خطه البياني في معلمٍ  Cوليكن  .+
)متجانس  ); ,O i j

� �.  
  محور تناظر. Cأثبت أن للخط  �
  .∞−وعند  ∞+عند  fادرس نهاية  �
�  أثبت أن

2

1
( )

1
f x x

x x
− =

+ +
 يقبل مقارباً مائلاً  C. استنتج أنℝ من  x يكن، أياً 

d  ن الوضع النسبي للخط ∞+في جوارعي .C  ومقاربهd.  
Cليكن  � )وفق  ℝالمعرف على  gالخط البياني للتابع  ′ ) ( )g x f x=  ، وليكن−

C C ′= ∪H.  معادلة أثبت أنH  2هي 2 1y x− =.  
)نعتمد معلماً جديداً  � ); ,O u v

) حيث �� )
2

2
u i j= +

� )و  �� )
2

2
v i j= − +

�  Mلتكن  .��

)اها نقطة إحداثيت , )x y  في المعلم( ); ,O i j
� )اها وإحداثيت � , )X Y  في المعلم( ); ,O u v

 أوجد .��
x وy  بدلالةX وYلخط . ارسم اH  في المعلم( ); ,O u v

��.  

    
� f معرف على مجموعة متناظرة بالنسبة إلى المبدأ، وفي حالة عدد حقيقيx لدينا  

2 2( ) 1 ( ) 1 ( )f x x x f x− = + − = + =  
  يب. زوجي وخطه البياني متناظر بالنسبة إلى محور الرات fفالتابع 

� lim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= +∞.  

 لما كان �
2

1
( )

1
f x x

x x
− =

+ +
lim، استنتجنا أنّ  ( ( ) ) 0

x
f x x

→+∞
− الذي  d، فالمستقيم =

yمعادلته  x=  مستقيم مقارب للخطC  وأياً كانت ∞+في جوار .x  منℝ  كان
2 2( ) 1 | |f x x x x x= + > = )أو  ≤ ) 0f x x−   .dيقع دوماً فوق مقاربه  C، فالخط <

)النقطة  � , )x y  تنتمي إلىH  إذا وفقط إذا كان( )y f x=  أو( ) ( )y g x f x= = . وهذا يكافئ −
22ولنا إنّ ق 2( ( )) 1y f x x= = 2. أي + 2 1y x− =.  

  لدينا �
( ) ( )1 1

2 2
1 1

2 2
( ) ( )

xi yj OM Xu Yv X i j Y i j

X Y i X Y j

+ = = + = + + − +

= − + +

����� � � � � ���

� �  

1إذن 

2
( )x X Y= 1و −

2
( )y X Y= +.  

( , )x y ∈ H  2إذا وفقط إذا كان 2 1y x− 2أي  = 2( ) ( ) 2X Y X Y+ − − 1أو  =
2

XY = .

1هو الخط البياني للتابع  Hفالمنحني 

2
X

X
)في المعلم  ֏ ; , )O u v

  معروف للقارئ.ه ، ورسم��
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 � ����#� �*� �+ .����� :#.�/0� #��.�  

}المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  }\ 1, 1fD = − +ℝ  :وفق  

2
( ) 1

1

x
f x x

x
= + +

−
  

.a )اكتب  � )f x 3تحوي قيمةً مطلقة. بصيغة لا 3
2

1+   

.b ). ثم أوجد fDعند حدود مجالات  fادرس نهاية  � )f x′  مجالات وادرس إشارته علىfD .  
.a   ونظمْ جدولاً بها.  fادرس تغيرات �
.a 1yتحقّق من أن المستقيمين اللذين معادلتاهما  � x= 1yو  + x= − هما، بالترتيب،   −

بالنسبة إلى هذين  C. ادرس وضع ∞−وعند  ∞+عند  C مقاربان مائلان للخط البياني
  المقاربين.

.b تساوي  Aمنه علماً أن فاصلة  Aفي النقطة  Cللخط البياني  Tأوجد معادلةً للمماس  �
  الصفر.

.c   .Cثم ارسم  Cومقاربي  Tارسم  �
.a )أثبت أن للمعادلة � ) 0f x [في المجال  αحلاًّ وحيداً  =  −110وأوجد مجالاً طوله  −]1,1

  αتنتمي إليه 

     

|ا كان لمّ  � 1| 1x x+ = 1xفي حالة  + > |و  − 1| 1x x+ = − 1xفي حالة  − < استنتجنا  −
  أنّ 

2

2

1 : 1
1( )

1 : 1, 1
1

x
x x

xf x
x

x x x
x

− − + < − −= 
 + + > −+ ≠ −

  

  
  ومنه

  

( 1) ( 1)

1 1

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

− +

− +

→−∞ →+∞

→ − → −

→ →

= +∞ = +∞

= −∞ = +∞

= −∞ = +∞
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  ولدينا
2

2 2

2 2

2 2

1
1 : 1

( 1)
( )

( 3)
: 1, 1

( 1)

x
x

x
f x

x x
x x

x

 +− − < − −′ = 
 − > − ≠ −

  

)إذن  ) 0f x′ [على  > , 1[ ] 1,1[ ]1, 3[−∞ − ∪ − )و ∪ ) 0f x′ [على  < 3, [+∞.  
  ومنه جدول التغيرات:   �

  
):  gنتأمّل تابع الفرق  � ) ( ) ( 1)g x f x x= − [في حالة . + 1,1[ ]1, [x ∈ − ∪   لدينا  ∞+

2
( ) ( 1)

1

x
f x x

x
− + =

−
  

)ومن ثمّ  )lim ( ) ( 1) 0
x

f x x
→+∞

− + 1yالذي معادلته  ∆ . فالمستقيم= x= مستقيم مقارب للخط  +

  . ∞+في جوار  fللتابع  Cالبياني 

,1[على المجال  ∆فوق  Cويكون  ن لأ ∞+]
2

0
1

x

x
>

−
 ∆تحت  Cعلى هذا المجال. ويكون  

[وفوقه على المجال  ]0,1[على المجال  [1, ,0)عند  على هذا المجال Cفي حين يتقاطع مع  −0 0) .
[على  ∆بالنسبة إلى  Cبقي أن ندرس الموقع النسبي للخط  , 1[−∞ . على هذا المجال كل من −

1xو fالتابعين  x− :اقصٌ تماماً، إذن التابع متن ֏− ( ) ( 1)g x f x x− متناقصٌ تماماً على  ֏+
] , 1[−∞ limولدينا  − ( )

x
g x

→−∞
= و ∞+

( 1)
lim ( )

x
g x

−→ −
= من المجال  γ. إذن يوجد قيمة وحيدة ∞−

] , 1[−∞ 8. وبملاحظة أن gعندها التابع ينعدم  − 34
5 195

( ) 0g − = 3و < 1
2 5

( ) 0g − = − نستنتج  >
1.6أنّ  1.5γ− < < 0.6و − ( ) 0.5f γ− < <   . إذن−

  
):  hوبالمثل نتأمّل تابع الفرق  ���� ) ( ) ( 1)h x f x x= + [في حالة . + , 1[x ∈ −∞   لدينا  −

2
( ) ( 1)

1

x
f x x

x
+ + =

−
  

)ومن ثمّ  )lim ( ) ( 1) 0
x

f x x
→−∞

+ + 1yالذي معادلته  ∆′ . فالمستقيم= x= − مستقيم مقارب  −

  . ∞−في جوار  fللتابع  Cللخط البياني 

1 0 1

( )

x

g x

C

γ ∞−∞ − +

 ∆ تحت ∆ فوق

+

 ∆ فوق ∆ تحت ∆ فوق

+ +−−

3 3
2

1 0 1 3

( ) 0 0

( ) 1 1

x

f x

f x

∞−∞ − +

′ − − − − +

+∞ −∞ +∞ −∞ +∞ + +∞ց ց ց ց ր
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[على المجال  ∆′تحت  Cويكون  , 1[−∞ لأن  −
2

0
1

x

x
<

−
فوق  Cون على هذا المجال. ويك 

[على كل من المجالين  ∆′ [1, ,1[و −0 )لأنّ  ∞+] )h x  يساوي مجموع مقدارين موجبين هما( )f x 
1xو . ]0,1[على  ∆′بالنسبة إلى  Cعلى هذين المجالين. بقي أن ندرس الموقع النسبي للخط  +

0.8تحقّق  βعلى هذا المجال، نجد أنّه ينعدم مرة واحدة عند  hبدراسة بسيطة للتابع  0.9β< < 
1.8ومن ثَمّ  ( ) 1.9f β− < < −.  

  إذن
  

  
لة بحد مسألة مستق ∆′و ∆بالنسبة إلى المستقيمين  C. تُعدّ دراسة الموضع النسبي للخط ملاحظة

ذاتها. لذلك، وما لم نكن نسعى إلى رسم دقيق جداً لهذا المنحني، يمكن الاكتفاء بدراسة الوضع لنسبي 
بة إلى بالنس ∞−وفي جوار  ∆بالنسبة إلى  ∞+للخط البياني بالنسبة إلى مقاربيه فقط في جوار 

  . ثمُ نستنتج الخواص السابقة من الرسم.∆′
.b  (0,1)معادلة المماس في النقطةA  (0)هي (0)( 0) 1y f f x′= + − . فهو يوازي محور =

  الفواصل.
.c  .الرسم  

  
� f مستمر ومتناقص تماماً على] )ويغير إشارته عليه فللمعادلة  −]1,1 ) 0f x  αحل وحيد  =

[ينتمي إلى  3ونلاحظ أنّ . −]1,1 1
4 28

( ) 0f = 4و < 19
5 45

( ) 0f = − [, إذن > 0.75,0.8 [α ∈.  

x

y

O

1

1 3

γβ

αր

C ∆

′∆

2 3

3

2

4

1 0 1

( )

x

h x

C

β ∞−∞ − +

 ∆′ تحت ∆′ فوق

+

 ∆′ فوق ∆′ تحت

+ +−−
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)في معلمٍ متجانس    , , )O i j

� )، لدينا النقطتان الثابتتان � 3, 4)A والنقطة المتحولة  B(2,1)و −
( , 0)M x نقرن بالنقطة .M  َالنقطةM   التي نعرفها  كما يلي:  ′

)يقطعُ المستقيمُ  ���� )AM  المحور( ; )O j
  .mفي  �

)يقطعُ المستقيمُ  ���� )Bm  المحور( ; )O i
Mفي  � ′.  

Mنرمزُ إلى فاصلة  )بالرمز  ′ )f x.  
.a   .∞+عند  fبدون حساب، خمنْ نهاية �
.a � 8أثبت أن

( )
3 3

x
f x

x
=

−
عند  f، ثم استنتج نهاية −3وعن  1عن  xعندما تختلف  

+∞.  
.a   . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ ∞−عند  fادرس نهاية �
.b 1xعند  fادرس نهاية �   . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟=
.b 3xعندما � = )، يكون المستقيم − )AM  ًموازيا( , )O j

. يمكن »في اللانهاية  « mوتكون  �
)قول في هذه الحالة أن أنْ ن )Bm  يوازي( , )O j

�  وأنM ,2)تقع في  ′ . نعرف عندئذ (0
)وفق  gالتابع  ) ( )g x f x=  عندما تختلفx  و−3وعن  1عن ،( 3) 2g − . لماذا =
  ؟−3مستمراً عند  gيكون 

3xليشمل  g: نقول في هكذا حالة إننا مددنا استمرار ملاحظة   = −.  

  
)يصبح المستقيم  ∞+إلى  xعندما تسعى  � )AM  موازياً لمحور الفواصل فتنطبقm  على

(0,4)C والمستقيم ،( )CB  3الذي معادلته
2

4y x= − يقطع محور الفواصل في النقطة  +
8
3

( , 0)M∞
8. إذن نخمّن أنّ ′

3
lim ( )
x

f x
→∞

=,  

,0)هما  mبافتراض أنّ إحداثيتا   � )b  3يكون الشعاعان

4
Am

b

 
 =  −  

����
3و 

0 4

x
AM

 +
 =  −  

�����
 

12مرتبطان خطياً ومنه نحسب  4
4

3 3

x
b

x x

−
= + =

+ +
M. وبالمثل إحداثيتا  )ا هم ′ ( ), 0)f x 

  والشعاعان

3 3
3

2
x

x

Bm
−
+

 −
 =  
  

����
)   و    ) 2

1

f x
BM

 −
 ′ =  −  

�����
  

8مرتبطان خطياً ومنه 
( )

3 3

x
f x

x
=

−
8، و

lim ( )
3x

f x
→∞

=.  

38 

    الحل

x

MM ′

m

B

A

y
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.a �  8
3

lim ( )
x

f x
→−∞

)يصبح المستقيم  ∞−إلى  x، عندما تسعى = )AM  ،موازياً لمحور الفواصل

Mومن الطبيعي أن تنطبق عندئذ  8على النقطة  ′
3

( , 0)M∞
 التي عيّناها سابقاً. ′

   .b 
1

lim ( )
x

f x
+→

= و ∞+
1

lim ( )
x

f x
−→

= )يصبح المستقيم  1إلى  x. عندما تسعى ∞− )mB  ًموازيا

Mلمحور الفواصل ولا يتقاطع معه، وكأنّ    لانهاية.في ال ′

8إذن  �
( )

3( 1)

x
g x

x
=

−
1xفي حالة     . −3. وهو مستمرٌ عند ≠
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  التوابع : �شـتقاق
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 التذكرة بتعريف الاشتقاق، ومشتقات التوابع المألوفة. -
 المركبة. اشتقاق التوابع -
  تطبيقات الاشتقاق في دراسة التوابع وحلّ المعادلات. -

   أمثلة على مشتقات من مراتب عليا. -

  

  



  

3  
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التي  fCمن  A في النقطة fCاكتب معادلةً لمماس . fهو الخط البياني لتابع  fCفيما يأتي  ����
  .4فاصلتها 

2 1
( ) ( )

1
( ) ( ) 2 1

1

f x x f x
x

f x f x x
x

= =

= = +
+

� �

� �

  

(4)هي  4معادلة المماس في النقطة التي فاصلتها   (4)( 4)y f f x′= +   ومنه −
1 1
2 16

9 5 1
25 25 3 3

16 8
x

y x y x

y y x

= − + = −

= − = +

� �

� �
  

تأمّل الشكل  .fهو الخط البياني لتابعٍ  fCفي الشكل المرافق،  ����
  : وأجب عن الأسئلة الآتية

)و f(2)و f(0) منعيّن ما كلاً  � 1)f f(0)و − f(2)و ′ ′ 
)و 1)f ′ −.  
)ما عدد حلول المعادلة  � ) 0f x  عددين صحيحينأعطِ  ؟=

)المعادلة  متتاليين يحصران كلا من حلول ) 0f x =.  

  

� 1
2

1 0 2

( ) 2 0

( ) 1 2 1

a

f a

f a

−

′ −

−

  

)لمعادلة ل � ) 0f x ]أحدهما في المجال  ن،حلاّ  = 2, 1]−   .[1,2]والآخر في المجال  −
  .مبيّناً المجموعة التي تحسب المشتق عليها fالتابع المشتق للتابع  احسب، ما يأتيفي �

2
4 3 2

2

3 1 2 1 2
( ) 2 ( ) ( )

4 3 2 3
1 1 2

( ) ( ) ( )
14

sin sin
( ) ( ) ( ) cos

cos
1 sin cos

( ) ( ) ( ) sin cos
2 cos sin 1

x x
f x x x x f x f x x x x

x x
f x f x f x x

xxx
x x

f x f x f x x x
x x
x x

f x f x f x x x
x x

+ −
= − = = − + −

+ −
= = = −

+−

= = =

+
= = =

+ −

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � 	

�� �� �


  

  
� )2 لدينا ℝعلى  � ) 2 1f x x x′ = − +.  
� 1 لدينا ℝعلى  � 3

2 4
( )f x x′ = +.  

  الحل

  الحل

  الحل

x

y

O

1

1 2

2

1−

1−

f
C



 

4 

� ,0[على � )3 لدينا ∞+] ) 4 3f x x x′ = ]وإذا كتب الطالب  .− 0, ,0[بدلاً من  ∞+] فهذا  ∞+]
  ب تعليله، فقد جرت دراسته في مثال سابق.لصحيح أيضاً ولا يط

� }\على  � 1}−ℝ لدينا 
2

2
( ) 1

( 1)
f x

x

−
′ = −

+
.  

� }\على  � 2,2}−ℝ لدينا 
2

2 2

2 4
( )

( 4)

x x
f x

x

− + −
′ =

−
.  

� ,0[على  � 1 لدينا ∞+]
( )

2

x
f x

x x

−
′ =.  

� ) لدينا ℝلى ع 	 ) cos sinf x x x x′ = −.  

� لدينا  ℝ{0}\على  �
2

cos sin
( )

x x x
f x

x

−
′ =  

� على أي مجال لا يحوي مضاعفاً فردياً للعدد  �
2
π  لدينا

2

1
( )

cos
f x

x
′ =.  

� �
2 لدينا ℝعلى   2( ) cos sinf x x x′ = −.  

� على أي مجال لا يحوي عدداً من الصيغة  ��
2

( ), 2k kπ
π∈ +Z  1لدينا

( )
sin 1

f x
x

′ =
−

.  

�  لدينا ℝعلى  ��
2

sin 2 cos 1

(c )
(

2
)

os

x x

x
f x

+
=

+

+
′.  
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]على  المعرف fالخط البياني للتابع  Cليكن  ���� 2, وفق  −[4

2( )
1

ax b
f x

x

+
=

+
المرسوم في الشكل  ∆علماً أن المستقيم  bو aعيّن . 

ق أن التابع الذي وجدته تحقّ  .Aفي النقطة  Cمماسٌ للخط المجاور 
   .ينسجم مع مضمون النص

  
C (2,1)بالنقطة  مرّ يA  (2)إذن 1f f(2)هو  Aالمماس في ميل . و =  ∆وهو يساوي ميل المستقيم  ′

(2)أي  1f ′ . ولكن =
2

2 2

2

( 1
)

)
(

ax a bx

x
f x′

− + −

+
(2)إذن من  = 1f (2)و = 1f ′   نستنتج أنّ  =

1
5

1
25

(2 ) 1

( 3 4 ) 1

a b

a b

+ =

− − =
  

9a المشترك نجدوبالحل  13bو = = للتابع  Cتقع على الخط البياني  A. ونتحقّق بسهولة أنّ −

2

9 13

1

x
x

x

−

+
1yمعادلته  ذيال ∆وأنّ  ֏ x=   .Cمماس للخط  −

  

  الحل

x

y

O 21

A

∆



  

5  

 Rمعرفٍ على  f هو الخط البياني لتابعٍ  C في الشكل المجاور، ����
}\واشتقاقي على  1,1}−R .  

المرسومة في الأشكال الآتية يمكن أن يمثّل الخط  أي الخطوط البيانية
  ؟f′البياني للتابع المشتق 

  

  
  

لوجب أن يكون  f الخط البياني للتابع المرسوم يمر بالمبدأ. فلو كان مساوياً لمشتق �في الشكل 
fلتابع الخط البياني ل �أفقياً وهذا خُلفٌ. إذن لا يمكن أن يمثل  (0,1)في النقطة  Cالمماس للخط  ′.  

)إلى  xعندما تسعى  −1الخط البياني للتابع المرسوم يقترب من  �في الشكل  . فلو كان مساوياً −−(1
)في النقطة  Cلوجب أن يكون ميل المماس من اليسار للخط  fلمشتق  1, 1)− وهذا  −1مساوياً  −

عندما تسعى  Cوكذلك نلاحظ أنّ المماس للخط  له مماس شاقولي في هذه النقطة. Cأيضاً لأنّ  خُلفٌ 
x وهذا يوحي بأنّ للخط البياني للمشتق 2ازياً للمقارب الذي ميله و إلى اللانهاية يصبح م ،f مقارب  ′

2yأفقي معادلته  fالخط البياني للتابع  �. إذن في جميع الأحوال لا يمكن أن يمثل = ′.  
fهو الخط البياني للتابع  �إذن الشكل  ′.  

3 وفق ℝالمعرف على  التابع f ليكن   ���� 2( )f x x x ax= − ليكون  a الحقيقيّ العدد يّن . ع+
1xعند  حدية محلياً  قيمة fللتابع  =.  

  
(1)يجب أن يكون  0f ′ 1aومنه  = = −.  

وفق  ℝ{1}\ف على المعرّ  التابع f ليكن   				
2 1

( )
1

ax bx
f x

x

+ +
=

−
عددان  bو a ، حيث

  :بحيث يتحقّق الشرطان الآتيان bو aنهدف إلى البحث عن قيم  ان.حقيقيّ 
� ( 1)f   للتابع.  محلياً  قيمة حديّة −
  معدومة. محلياً  لحديةا هذه القيمة �

)لماذا  � 1) 0f ′ − )و = 1) 0f −   ؟=
  ، ثم تحقق أن التابع الذي حصلت عليه موافق لشروط المسألة.bو  a عيّن �

  الحل

  الحل

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

1

1

O

1−

1−

�

x

y

1

1

O

1−

C

1−



 

6 

  
� � ( 1)f )، إذن للتابع محلياً  ةقيمة حديّ  − 1) 0f ′ − =.   

)، إذن معدومة محلياً  لحديةا هذه القيمة �   1) 0f − =.   

ولكن  �
2

( )
1

( 1)

a b
ax

x
f

+ +

−
′ )إذن من  =− 1) 0f − )و = 1) 0f ′ −   نستنتج أنّ  =

1
2
1
4

( 1) 0

(3 01)

a b

a b

− + −

− − =

=  

1a وبالحل المشترك نجد 2bو = وفي هذه الحالة يكون  .=
2( 1)

( )
1

x
f x

x

+
=

−
وهو ينعدم هو  

1xومشتقه عند  = −.  




)3وفق  ℝالمعرف على  التابع f ليكن  ) 3 5f x x x= − +.  

  ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
)تحقق أن للمعادلة  � ) 0f x في مجال  الجذر احصر هذا. −2و  −3راً وحيداً يقع بين جذ =

  .−110لا يزيد طوله على 

  
lim هنا � ( )

x
f x

→∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= )2. ولدينا ∞− ) 3( 1)f x x′ = ومنه جدول التغيرات  −

 :fالآتي للتابع 
1 1

( ) 0 0

( ) 7 3

x

f x

f x

−∞ − +

′ + −−

∞ +∞−

+

−

∞

ր ց ր

 

]على المجال  � [1,− )، فليس للمعادلة 3يساوي  fالحد الأدنى للتابع  ∞+ ) 0f x حل على  =
]المجال  [1,− +∞ .  
[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على  fوالتابع  , 1[−∞ ,ق ويحقّ  − 1[( [] ,7) ]f − = ∞−∞ 0. ولأنّ − 7< 

)للمعادلة  αفقط  استنتجنا أنّه يوجد حلّ وحل واحد ) 0f x [ينتمي إلى المجال  = , 1[−∞ . فإذا −
)معادلة هو الحل الوحيد لل αاستفدنا من النقطة السابقة استنتجنا أنّ  ) 0f x   . ℝفي  =

)وعلاوة على ذلك، نرى أنّ  2) 3f − )و = 3) 13f − = ]، إذن − 3, 2]α ∈ − ملاحظة . وأخيراً ب−
) أنّ  2.2) 0.952 0f − = )و < 2.3) 0.267 0f − = − 2.3نرى أنّ  > 2.2α− < < −.  

  الحل

  الحل



  

7  

 

   94صفحة    تَدربْ 

  المشار إليها في كل حالة. Dعلى المجموعة  fفي التمرينات الآتية، احسب مشتق  ����
3

3 5

2

2

2

2 23

2

2

1
\{ 2}, ( ) , ( ) (2 1)

2

, ( ) 1 , ( ) sin
2 3

1 1
\[ 1,2], ( ) , ( )

2 1

sin
[0, [, ( ) [0, [, ( ) cos

cos

[0, [, ( ) tan

x
D f x D f x x

x

x
D f x x x D f x

x x
D f x D f x

x x x

x
D f x D f x x

x

D f x x

π π

π

π

 + = − = = = −  + 

 = = + = = −   

+ +
= − = = =

− + +

= = = =

= =

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

� �

� �

� �


 �

6
[0, [, ( ) tan(3 )D f x xπ= =� �

  

  
2

2 3 4

4

2

2

2 3/23

2

4

3

3( 1)
30 (1 2

( 2)

2 1 1 1
sin (3 )

( ) ( ) )

( ) ( )

( ) ( )
(

(sin )( cos )
( ) ( )

cos

( ) 2(ta

2 61

3 1

2 1)2 ( 2) ( 1)

3 s

n tan ) ( )

in

2 o

3

c s

f x f x

f x f x

f x f x

x x
f x

x
x

f x
x

f

x
x

x
x

x

x

x xx x

x x

x

x x

x

f

π

+
−

+

 +  +   +

−
−

+ +− +

′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

′ ′= +

−

=

−

� �

� �

� �


 �

� 2(1 tan (3 ))x+ �

  

)في معلمٍ متجانس  ���� ); ,O i j
� � ،2 2 1x y+  Cمعادلةٌ للدائرة  هي =

 Cربع الدائرة  وعليه فإنّ . 1 نصف قطرهاو  O التي مركزها
المعرف على  fللتابع  المرسوم في الشكل المرافق، هو الخط البياني

)2وفق  [0,1]المجال  ) 1f x x= −.  
) احسب � )f x′  0,1]على المجال[.  
 التي تساوي Aفي النقطة  Cللدائرة  Tاستنتج معادلةً للمماس  �

1فاصلتها 

2
 .  

�  المستقيم تحق ق أن( )OA  والمماسT .متعامدان  
  

  الحل

x

y

O

A

11
2
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� 

2
( )

1

x
f x

x

−
′ =

−
.  

� 1 1
2 3

( )f ′ = 1في  T معادلة المماسإذن  − 3
2 2

( , )A  1هي 3 1
2 23

y x= − + وميله  .+
1

3
m = −   

)معادلة  � )OA 3y x=  3وميلهm ′ 1mm. ونرى أنّ = ′ = )إذن  − )T OA⊥.  
  

)2وفق  ℝعلى  المعرف fللتابع  Cجد الخط البياني نفي الشكل المرافق  ���� ) 1f x x= +.  
�  تحققْ أنf  ٌزوجي. تابع  
  .∞−عند و  ∞+عند  fنهاية  احسب �
yكون المستقيم الذي معادلته  علّل � x=  مقارباً مائلاً للخط

  ؟∞+في جوار  Cالبياني 
هل من توافق بين نتائج الدراسة والنتائج  .f ادرس تغيرات �

  التي تستخلصها من الخط البياني؟ 

  
  فالشرط الأوّل محقّق حكماً. وكذلك فإنّ  ℝالتابع معرّف على  �

2 2( ) ( ) 1 1 ( )f x x x f x− = − + = + =  
  تابعٌ زوجي. fإذن 

2limلأنّ  � ( 1)
x

x
→+∞

+ = 2limو ∞+ ( 1)
x

x
→−∞

+ = limاستنتجنا أنّ  ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞ 

limو ( )
x

f x
→−∞

= +∞.  

لنضع  �
2

1
( ) ( )

1
g x f x x

x x
= − =

+ +
lim أن نلاحظ  ( ) 0

x
g x

→+∞
)وأنّ  = ) 0g x أياً كانت  <

yالذي معادلته  ∆. إذن المستقيم xقيمة  x=  مستقيم مقارب للخط البيانيC والخط .C  ًيقع دوما
  .∆فوق 
2xلمّا كان  � x֏ تماماً على  اً متناقص−ℝ  ًتماماً على  ومتزايدا+ℝ 1، والتابعx x +֏ 

، ℝ+ومتزايدٌ تماماً على  ℝ−متناقص تماماً على  fمتزايد تماماً استنتجنا أن تركيب هذين التابعين 
  الآتي: fومنه جدول تغيرات 

0

( ) 1

x

f x

−∞ +∞

−∞ +∞ց ր
  

 .fونلاحظ انسجام هذه النتائج مع الخط البياني المرسوم للتابع 

  الحل

  الحل

x

y

O

C
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����� 

  دراسة تابع، التوابع المُساعدة 

  دراسة تابع �

حساب نهاياته عند أطراف ، و fD مجموعة تعريفه هو تعيين f، المقصود بدراسة تابع في الحالة العامة
 البحث عن مقاربات خطه البياني و نة لمجموعة تعريفه المجالات المكوfC رسم ، وأخيراً دراسة تغيراته، و 

دراسة التابع مما يفيد في جعل ي، أو دوري، زوجي، أو فرد fأحياناً، نكتشف بسهولة أن و  .خطه البياني
مستفيدين من طبيعة الخاصة التي  fDإلى كامل د الدراسة مدّ ثمُّ تُ  fDمن  على مجموعة جزئيةتقتصر 

  يتمتع بها التابع.

  كسري  دراسة تابع �

[معرف على ال fلنتأمّل التابع الكسري  1, [− الصيغة وفق  ∞+

3

1
( )

1

x
f x

x

−
=

+
الخط  لقد رسمنا باستعمال برنامج متخصص .

)في معلم متجانس  fللتابع  Cالبياني  , , )O i j
� �.   

 ومن ثم توضيح كيفية fف صفات بتعرّ  الآتيةسة ستسمح الدرا
 أي برنامج استعمالدون  Cالوصول إلى رسم خطه البياني 

لا في الحقيقة،  .[0,1]سير الخط البياني على المجال  وخصوصاً 
دائماً، جميع المعلومات  بو لحاسستعمال االخط المرسوم بايعطي 

تلك  عنه يزودنا بتصور مفيد جداً المتعلقة بالتابع، لكنّ 
   المعلومات.

)احسب  � )f x′  على المجال] 1, [− )ق أن إشارة وتحقّ  ∞+ )f x′  3تماثل إشارة 22 3 1x x− −.  

)إشارة  تعيينفي حالة تعذر   )f x′  ٍجبرياً، ندرس تغيراتِ تابعٍ مساعدg  الإشارة  منهنستنتج
  . المطلوبة

[إلى التابع المعرف على  gنرمز بالرمز  � 1, [− 3وفق  ∞+ 2( ) 2 3 1g x x x= − −.  
.a  ادرس تغيراتg.  
.b  المعادلة أثبت أن( ) 0g x [على  αوحيداً  تقبل حلاً  = 1, [− +∞ وأن ،α  ينتمي إلى

  .[1.6,1.7] المجال
.c  استنتج إشارة( )g x.  

 1 نشاط

O 1

1

x

y
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  .fبالاستفادة من النتائج السابقة، نظمْ جدولاً بتغيرات  �
ادرس و . 0منه التي تساوي فاصلتُها  Aفي النقطة  Cللخط البياني  ∆اكتب معادلةً للمماس  	

[على المجال  ∆ومماسه  Cالوضع النسبي للخط  1,1]−.  

  .1مماسه في النقطة التي تساوي فاصلتُها  dالمستقيم  يقع فوق Cأثبت أن الخط  
  .Cثم ارسم  dو  ∆ارسم  �

  

 لدينا �
3 2

3 2

2 3 1
( )

( 1)

x x
f x

x

− −
′ =

+
)إشارة ، إذن  )f x′  3تماثل إشارة 22 3 1x x− −.  

� .a  لديناlim ( )
x

g x
→+∞

= )و ∞+ 1) 6g − = )وكذلك فإنّ  .− ) 6 ( 1)g x x x′ =  gإذن للتابع  −

  جدول التغيرات الآتي:
1 0 1

( ) 0 0

( ) 6 1 2

x

g x

g x

− +

′ + − +

− − − +

∞

∞ր ց ր

  

.b  ّنستنتج من الجدول أن(] 1,1]) ] 6, 1]g − = − [لا ينعدم على  gفالتابع  − . أمّا على −[1,1
[1, ,1])ق تابعٌ مستمرٌ ومطردٌ تماماً ويحقّ  gفالتابع  ∞+] ) ,[ [[ 2g + = − +∞ للمعادلة  إذن. ∞
( ) 0g x ,1]في المجال  αحلٌ واحد  = [لا ينعدم على  g. ولمّا كان ∞+]  α، استنتجنا أنّ −[1,1

)هو الحل الوحيد للمعادلة  ) 0g x [في المجال  = [1,− قاً من الصيغة . وعلاوة على ذلك، انطلا∞+
2( ) (2 3) 1g x x x= −   ، نحسب:−

(1.6) 0.2 2.56 1 0.512 1 0

(1.7) 0.4 2.89 1 1.156 1 0

g

g

= × − = − <

= × − = − >
  

1.6إذن  1.7α< <.  
.c  ّ0نستنتج من الدراسة السابقة أنg [على  > 1, [α− 0وg [على  < [,α +∞.  
لمّا كان  �

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= 1xاستنتجنا أنّ المستقيم الذي معادلته  ∞+ = مقارب شاقولي للخط  −

0limوكذلك فإنّ  .Cالبياني  ( )
x

f x
∞→+

0yادلته ، إذن محور الفواصل الذي مع= مقارب أفقي للخط  =

. واستناداً إلى دراسة إشارة المشتق التي أنجزناها سابقاً يمكن أن نكتب جدول ∞+في جوار  Cالبياني 
  : fالتغيرات الآتي للتابع 

  
)حيث  ) 0.12f α ≈   .αاستناداً إلى القيمة التقريبية التي حسبناها للعدد  −

  الحل

1

( ) 0

( ) ( ) 0

x

f x

f x f

α

α

− +

′ − +

∞

∞+ ց ր
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(0)لما كان  	 1f (0)و = 1f ′ = 1yاستنتجنا أنّ  − x= للخط البياني  ∆للمماس  هي معادلة −
C  في النقطةA  وفوق ذلك نرى أنّ . 0منه التي تساوي فاصلتُها  

3 2

3 3

(1 )
( ) (1 ) ( 1)

1 1

x x x
f x x x x

x x

−
− − = − = ⋅ −

+ +
  

)إذن تتفق إشارة  ) (1 )f x x− )ة مع إشار  − 1)x x على  −
] [على  ∆فوق  C، إذن يقع −[1,1 1, ، ]0,1[، وتحته على −]0

  .(1,0)وهو يتقاطع معه مجدداً في النقطة 

(1) لدينا  0f 1و =

2
(1)f ′ = 1 إذن −

2
(1 )y x= هي  −

. 1في النقطة التي فاصلتُها  Cللخط البياني  dللمماس  معادلة
  لك نرى أنّ ذ علاوة علىو 

2 2

3

1 (1 ) (1 )
( ) (1 )

2 2( 1)

x x x
f x x

x

− + +
− − =

+
  

1إذن إشارة 
2

( ) (1 )f x x− [موجبة على  − [1,−  Cوالخط ، ∞+
[على  dفوق يقع  [1,− +∞.  

  قوليمماس شا 

  الحالة العامة �

  . إذا كان fDتنتمي إلى أحد مجالات  aنقطةٍ  عندمستمراً   fلنتأمّل تابعاً 
( ) ( )

lim
x a

f x f a

x a→

−
= +∞

−
)أو    ) ( )

lim
x a

f x f a

x a→

−
= −∞

−
  

)متجانس مماساً شاقولياً في النقطة  ، في معلمٍ fللتابع  fCبِلَ الخط البياني قَ  , ( ))A a f a.  ُرهندسياً، يفس

)و  aمستمر عند  f«الشرطان  ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−
= ±∞

−
«  ميل القاطع للخط  بأنfC  في النقطة

( , ( ))A a f a  يسعى إلى) + xإلى المستقيم الذي معادلته يسعى طع االقن إ، أي ∞−)أو ∞ a=  .  

f֏ حالة التابع � x x:  
 تعلم أنf  ٌعند الصفر، لكنه غير اشتقاقي عند الصفر. مستمر  أثبت أن

  محور التراتيب مماس لخطه البياني في مبدأ المعلم.
  
: دراسة التابع  � (2 )֏f x x x x−  

.a�  ّق تحق أنf  [0,2]معرف على المجال.  
.b�  أثبت أنf  واحسب  ]0,2[اشتقاقي على( )f x′ .على هذا المجال  

 2 نشاط

C
M

1 h

1

x

y

y x=

O 1

1

x

y

d

∆
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.a�  ما نهاية( )f x

x
  اشتقاقي عند الصفر. fإلى الصفر؟ استنتج أنx  عندما تسعى  

.a�  ما نهاية( ) (2)

2

f x f

x

−

−
2xاشتقاقي عند  fهل  ؟2إلى  xعندما تسعى     ؟=

.a	  نرمز إلى الخط البياني للتابعf في معلم متجانس ،( , , )O i j
�   .C، بالرمز �

.a�  ادرس تغيراتf .مْ جدولاً بهاونظ  
.b� ي مماسَ  عيّنC  0)في النقطتين, 0)A 2)و, 0)B.  
.c� ماسي ارسم مC  فيA  وB  ارسم ثمC.  

  

0هذا صحيح لأنّ  � 1

0

x

x x

−
=

−
ومن ثَمّ  

0

0
lim

0x

x

x→

−
= +

−
∞.  

� .a� f  2)لأنّ  [0,2]معرف على المجال )x x− موجب على هذا المجال.  
.b  التابع  ]0,2[على: (2 )u x x x−֏ ب تماماً إذن تابع اشتقاقي وموج( )x u x֏  أيضاً اشتقاقي

)، وكذلك يكون ]0,2[ على )x x u x֏ في حالة ، وx  0,2[من[:  
2( ) 3 2

( ) ( )
2 ( ) (2 )

u x x x
f x u x x

u x x x

′ −
′ = + =

−
  

)لدينا  ]0,2[من  xحالة في  � ) (0)
(2 )

f x f
x x

x

−
= ، إذن −

0

( )
im 0l
x

f x

x→
 f. فالتابع =

(0)و 0اشتقاقي عند  0f ′ =   

)لدينا  ]0,2[من  xفي حالة  � ) (2)

2 2

f x f x
x

x x

−
= −

− −
، إذن 

2

( ) (2)
lim

2x

f x f

x→

−
= −

−
∞ .

   .2شاقولياً عند  ولكن يقبل خطّه البياني مماساً  2ليس اشتقاقياً عند  fفالتابع 
.a	  تغيرات جدولf هو  

3
2

3 3
4

0 2

( ) 0 0

( ) 0 0

x

f x

f x

′ + −

ր ց

  

  
.b	  مماسC  (0,0)فيA ماس هو محور الفواصل، ومC  في
(0,2)B  2هو المستقيم الذي معادلتهx =.  
.c	 .الرسم مبينٌ في الشكل المجاور  

 

  الحل

x

y

1

1

2O
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  دراسة تابع مثلثاتي 
  ؟كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّاً  �

  ذكرْ ت
:2πدوريان ويساوي الدورُ الأصغر لكل منهما  cosو sinن االتابع ���� لأن .  

sin( 2 ) sinx xπ+ )cosو  = 2 ) cosx xπ+ =  
:πدوره الأصغردوري ويساوي  tanالتابع  ���� لأن .  

tan( ) tanx xπ+  حيث =
2

x kπ
π≠ kو + ∈ ℤ  

)sinن االتابع ���� )x ax b+֏  وcos( )x ax b+֏  2والدورُ الأصغر لكل منهما هو

| |a

π .  

  :fDف على معرّ  fاستنتاج مجال دراسة تابعٍ في  ةالصفات الخاصة بالتوابع المثلثاتيّ  ما تفيدغالباً، 
 ،xموجباً تماماً، وأياً كان العدد الحقيقي  T، كان fدوراً للتابع  Tإذا كان  �

fxإذا كان  D∈ كان fx T D+ )و  ∋ ) ( )f x T f x+ =   
  .Tفي هذه الحالة يمكن أن ندرس التابع على مجالٍ طوله 

زوجياً أو فردياً، يكفي أن ندرسه على  fكان إذا  �
2

0,T fD
  ∩  ،  ُّثم:  

الخط البياني على  محور التراتيببالنسبة إلى  المحوري زوجياً، أعطى التناظر fإذا كان  ����

2
, 0T

fD
 − ∩   .  

الخط البياني على  Oفردياً، أعطى التناظر بالنسبة إلى المبدأ  fإذا كانو  ����
2

, 0T
fD

 − ∩   .  
Tبعدئذ، يسمح الانسحابان اللذان شعاعاهما   � i

Tو  � i−
ني على بالحصول على الخط البيا �

  مجالات أخرى.
  ة بمثل دراسة التوابع الأخرى.دراسة التوابع المثلثاتيّ  جريوخلاف ذلك، ت

2 دراسة التابع � sin sin2x x x+֏  
)وفق  ℝف على معرّ ال fالتابع لنتأمّل  ) 2 sin sin 2f x x x= +.  
استنتج إمكانية  .fالفردية للتابع  أودورٌ له. ادرس الصفة الزوجية  2πوأن  دوريf  أن ق تحقّ  �

,0]على المجال  fدراسة  ]π.  
) لدينا  xلة عدد حقيقي في حاه، أثبت أنّ  � ) 2(2 cos 1)(cos 1)f x x x′ = − +.  
,0]على المجال  fادرس تغيرات  � ]π.  

1ستحتاج إلى حل المتراجحة مساعدة:  
2

cosx و أة، تيّ الدائرة المثلثا استعمال. لهذا، يمكن <
cosxللتابع  الخط البياني x֏  0]على المجال, ]π وكذا الأمر عند دراسة إشارة .cos 1x +.  

,0]على المجال  fارسم الخط البياني للتابع  	 ]πعلى المجال  ، ثم[ 2 ,2 ]π π−.  

 3 نشاط
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)وفق  ℝف على معرّ ال fالتابع نتأمّل  ) 2 sin sin 2f x x x= +.  
  كان x، ونلاحظ أنّه مهما كانت ℝالتابع معرّف على كامل  �

( 2 ) 2 sin( 2 ) sin(2 4 ) 2 sin sin2 ( )f x x x x x f xπ π π+ = + + + = + =  
]دوراً. فتكفي مثلاً دراسته على المجال  2πتابع دوري ويقبل العدد  fفالتابع  , ]π π− . أيضاً  لديناو  

( ) 2 sin( ) sin( 2 ) 2 sin sin2 ( )f x x x x x f x− = − + − = − − = −  
,0]فتكفي دراسته على المجال تابعٌ فردي.  f، إذن xك مهما كانت قيمة وذل ]π.  
  من ناحية أخرى لدينا �

2( ) 2 cos 2 cos2 2(2 cos cos 1)

2(2 cos 1)(cos 1)

f x x x x x

x x

′ = + = + −

= − +
   

1إنّ  cos 0x+ )دوماً إذن إشارة  ≤ )f x′  2)تتفق مع إشارة cos 1)x ,0]، وعلى المجال − ]π ،
1للمعادلة 

2
cosx حل وحيد هو  =

3
x π= .  

,0]إذن للتابع جدول التغيرات الآتي على المجال  � ]π:  
3

3 3
2

0

( ) 4 0 0

( ) 0 0

x

f x

f x

π
π

′ + −

ր ց

  

  الرسم. 	

  
  

  نهايات ومشتقات 

  مبدأال �
xو  a من مجال مفتوح يحوي xتابعاً يحقق عند كل  f وليكنتابعاً ما،  g ليكن a≠ العلاقة   

( ) ( )
( )

g x g a
f x

x a

−
=

−
  

  يكونو  aنهايةً عند  fيقبلُ  ، عندئذa عنداشتقاقي  gنفترض إضافةً إلى ذلك أن التابع ثمُّ ل
lim ( ) ( )
x a
f x g a

→
′=.  

π

1

1
/3π
տ

2π

x

y

  الحل

 4 نشاط
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0 «لإزالة حالة عدم التعيين من الصيغة  إذن،

0
 f كتابة، يمكن أن نحاول aنقطةٍ  عند fلتابعٍ  » 

)الشكل ب ) ( )
( )

g x g a
f x

x a

−
=

−
lim. عندئذ يكون a عنداشتقاقي  g  حيث  ( ) ( )

x a
f x g a

→
′=.  

  تطبيقات �

4التابع المعرف بالعلاقة  fليكن  � 2
( )

x
f x

x

+ −
عند الصفر  fث عن نهاية . يقودنا البح=

). ضعْ عدم التعيين إحدى صيغ إلى ) 4g x x= عند الصفر.  fلكي تتمكن من حساب نهاية  +
  احسب هذه النهاية.ثمُّ 

ننوي دراسة نهاية التابع  �
2

cos
:

x
f x

x π−
عند  ֏

2

π.  

.a� الحساب المباشر يقود تحقّق عدم تعيينإلى صيغة  أن.  

.b�  لاحظ أنcos 0
2

π

عند  fاستنتج أن نهاية و ، =
2

π لعدد المشتق للتابع تساوي اcosx x֏ 

 عند
2

π ،؟ماذا تساوي هذه النهاية  

   في النقطة التي يشار إليها. fتين الآتيتين، نهاية التابع في كل من الحال ادرس، �

4

1
( .

tan
)

x
f x

x
a

π

−
=

−
عند   

4
x

π
=.  

2 1 2
( )

1
.

x
f x b

x

+ −
=

−
1xعند    =.  

  
)بوضع  � � ) 4g x x= )نلاحظ أنّ  + ) (0)

( )
g x g

f x
x

−
اشتقاقي على  g. ولكنّ التابع =

] [4,− 1ومشتقه  ∞+
( )

2 4
g x

x
′ =

+
1، وبوجه خاص 

(0)
4

g ′   إذن نستنتج من كون =

0

( ) (0) 1
lim (0)

4x

g x g
g

x→

−
′= =  

أنّ 
0

1
lim ( )

4x
f x

→
=.  

) هنا أيضاً  � � ) ( )2
2 20

2

cos( ) cos( )
lim cos sin 1
x

x

x

π

π π

π→

−
′= = − = −

−
 إذن 

0
lim ( ) 1
x
f x

→
= −.  

أنّ هنا نجد بسهولة  � �
4

2

4 4
4

tan 1
lim tan ( ) 1 tan ( ) 2
x

x

xπ

π π

π→

−
′= = + =

−
   

)2وبوضع  ) 1g x x= نجد  +
2

1

1 2 1
lim (1)

1 2x

x
g

x→

+ −
′= =

−
.  

  

  الحل
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  الاشتقاق من اليمين ومن اليسار 

  حالة عامة: تعريف نصف المماس �

)، ويقبلُ التابع aوي مستمراً على مجالٍ يح fعندما يكون التابع  ) ( )f x f a
x

x a

−

−
من  ℓنهايةً  ֏

العدد المشتق من  ℓنسمي و  ،a عند اشتقاقيٌ من اليمين fإن التابع عندئذ ، نقول aاليمين عند 
)ونرمز إليه بالرمز  ،aفي  fاليمين للتابع  )f a+′. ف بعند الاشتقاق من اليسار مماثل أسلوبنعر a 

)المشتق من اليسار بالرمز  ونرمز إلى العدد )f a−′ في حال وجوده.  
  

)في حال وجود  )f a+′ و( )f a−′  ّالخط البياني  نقول إنfC 
)في النقطة يقبل  fللتابع  , ( ))A a f a  نصف مماس من اليمين

)ويكون ونصف مماس من اليسار.  )f a+′  َنصف المماس  ميل
)من اليمين، و )f a−′  َاليسار.   نصف المماس من ميل  

  
  دراسة مثال �

2وفق  ℝعلى  التابع المعرّف fليكن 
( )

| | 1

x
f x

x

+
=

+
.  

 هلخطمعادلةً لنصف المماس من اليمين  عند الصفر من اليمين، ثم اكتب fادرس قابلية اشتقاق  �
,0)في النقطة  fCالبياني  2)A.  

 هلخطلنصف المماس من اليسار  عند الصفر من اليسار، ثم اكتب معادلةً  fادرس قابلية اشتقاق  �
,0)البياني في النقطة  2)A.  

]على المجال  fCارسم نصفي المماسين السابقين وارسم  � 2,2]−.  

  
0xفي حالة  � � )لدينا  < ) (0) 1 2 1

2
1 1

f x f x

x x x x

 − + −= − =  + + 
  ، إذن 

0

( ) (0)
(0 ) lim 1

x

f x f
f

x+

+

→

−
′ = = −  

2yومعادلة نصف المماس من اليمين للخط البياني هي  x= −.  

0xفي حالة  � � )لدينا  > ) (0) 1 2 3
2

1 1

f x f x

x x x x

 − + = − =  − + − 
  ، إذن 

0

( ) (0)
(0 ) lim 3

x

f x f
f

x−

−

→

−
′ = =  

2ومعادلة نصف المماس من اليسار للخط البياني هي  3y x= +.  

  الحل

 5 نشاط
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( )f a

xO

y

fC

A
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  بملاحظة أنّ  � �
2

1

2

1

: 0
( )

: 0

x

x

x

x

x
f x

x

+

+

+

−

 ≥= 
 ≤

  

  نستنتج أنّ 
2

2

1

(1 )

3

(1 )

: 0
( )

: 0
x

x

x
f x

x

−

+

−

 >′ = 
 <

  

]على  fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  2,2]− :  

   

  تأطير (حصر) توابع مثلثاتية 

  تمهيد �

,ن على المجال ين واشتقاقييمعرف gو  fلنتأمّل تابعين  [[0D =   . ولنفترض أنّ ∞+
( ) ( )f x g x′   .Dمن  xأياً يكن  ≥′

)وفق  Dالمعرف على  hلتابع بدراسة ا ) ( ) (0) ( ) (0)h x f x f g x g= − − :أ + ثبت أن  
( ) (0) ( ) (0) )( f x f g x g≤ −∗ −  

  .cosxو sinx حصر �
.a� أثبت  أنsinx x≤ 0، أياً يكنx ≥.  
.b� باختيار ( ) cosf x x= و، −

2

( )
2

x
g x xه في حالة التمهيد أنّ  مستفيداً منبرهن  = ∈ ℝ    

2

1 cos 1
2

( )
x

x− ≤ ≤△  

.a�  أثبت أن
3

sin
6

x
x x x− ≤ 0x، أياً يكن ≥ ≥ .  

.b�  و أن
2 2 4

1 cos 1
2 2 24

x x x
x− ≤ ≤ − xأياً يكن  ،+ ∈ ℝ.  

.c� أنّ  نخيراً بيوأ 
3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x− ≤ ≤ − 0xأياً يكن  ،+ ≥.  

   تطبيقات �

.a� العدد استنتج مما سبق أن
2

1
2

x
بخطأ لا يتجاوز  cosxتقريبٌ للعدد  −

4

24

xالذي  أ. ما الخط

cos(0.1)نرتكبه عندما نكتب    ؟ =0.995

 6 نشاط

3 1

4
3

2 0 2

( )

( ) 0 2

x

f x

f x

−

−

′ + −

ր ց
x

y

21

2

1

1−2−

fC
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.a� احسب نهاية
2

cos 1x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  −

.a� احسب نهاية
3

sinx x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  −

  
)نلاحظ أنّ  � ) ( ) ( ) 0h x f x g x′ ′ ′= − ,على  ≥ [[0D = . ولكن Dمتناقص على  h، فالتابع ∞+

(0) 0h )إذن  ،= ) (0) 0h x h≤   . وهذا يبرهن المتراجحة المطلوبة.Dمن  xأياً كانت  =
  .cosxو sinx حصر �

.a�  بتطبيق التمهيد على( ) sinf x x= و( )g x x=  نستنتج من كونcos 1x sinxأنّ  ≥ x≤  
0xفي حالة  ≥.  

.b�  على بتطبيق التمهيد( ) cosf x x= و −
2

( )
2

x
g x sinxنستنتج من كون  = x≤  علىD  ّأن

2

2
1 cosx

x
0xفي حالة  −≥ ). ولكنّ طرفي هذه المتراجحة زوجيان، إذن تتحقّق المتراجحة ≤ )∆ 

  .ℝعلى 

.a�  بتطبيق التمهيد على
3

( )
6

x
f x x= )و − ) sing x x=  نستنتج من كون

2

cos1
2

x
x

على  −≥

D  ّأن
3

sin
6

x
x

x 0xفي حالة  −≥ sinxأنّ  �a.، ولقد أثبتنا في ≤ x≤  ًفي هذه الحالة أيضا

  وهذا يبرهن المتراجحة المطلوبة.

.b�  نستنتج من.a�  ّأن
3

sin
6

x
x

x− ≤ − ). إذن بتطبيق التمهيد على Dعلى  + ) cosf x x= 

و
2 4

( ) 1
2 24

x x
g x = − نستنتج أنّ  +

2 4

cos
2 2

1
4

x x
x +≤ . أمّا المتراجحة الأخرى فتنتج من Dعلى  −

(   .ℝ. وبسبب كون طرفي المتراجحة زوجيان، نستنتج أنها تبقى صحيحة على ∆(

.c�  أصبح الأمر سهلاً. نطبّق التمهيد على( ) sinf x x= و
3 5

( )
6 120

x x
g x x= − مستفيدين من  +

  �b.نتيجة 
   تطبيقات �

هذا لأنّ  �
2 4

0 cos 1
2 24

x x
x

  ≤ − − ≤   
.  

0.1xففي حالة  60يكون لدينا  = cos(0.1) 0.995 4.167 10−≤ − ≤ . في حين تعطي الآلة ×
6cos(0.1)الحاسبة : 0.995 4.165 10−− ≈ ×.  

  الحل
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0xلدينا في حالة  �b.بالاستفادة من  � المتراجحة  ≠
2

2

1 cos 1 1

2 2 24

x x

x

−
− ≤ ≤ − + ،

أنّ  0 تسعى إلى xوبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة، نستنتج عند جعل 
20

cos 1 1
lim

2x

x

x→

−
= −.  

0xفي حالة  �   أنّ  �c.نستنتج من  <
2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x

−
− ≤ ≤  

0xلة في حا −xوبتطبيق هذه المتراجحة على  0xنستنتج أنها تبقى صحيحة في حالة  < أيضاً.  >

0xإذن مهما تكن  فلدينا  ≠
2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x

−
− ≤ . وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة، نستنتج ≥

أنّ  0 تسعى إلى xعند جعل 
30

sin 1
lim

6x

x x

x→

−
=.  

  

            ��	
�� 
	����  
  

  .aفي النقطة التي فاصلتها  fمعادلة للمماس للخطّ البياني للتابع المعطى  اكتب 
3 2

2

4

( ) , 1 ( ) 3 , 0

( ) , 0 ( ) , 0
1 1

( ) cos , ( ) cos , 0

f x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

x x

f x x x a f x x aπ

= = = + − =

= = = =
− +

= = = =

� �

	 �

� 


  

  
3 1
2 2

2 4( 4)

16 2

3 

1

y x

y x y x

y

y x

x
y

= −

= − =

=

= −

π π −
=

−

� �

	 �

� 


  

}\ علىالمعرف  fالخط البياني للتابع  Cليكن   1}−R  وفق
2 3 1

( )
1

x x
f x

x

− +
=

+
.    

  .1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها Cمعادلةً لمماس  اكتب �
4yمستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cهل يقبل  � x=   ؟−
3لمستقيم الذي معادلته لمماساً موازياً  Cهل يقبل  � 2 0x y−   ؟=

  الحل
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5نلاحظ أولاّ أنّ 

( ) 4
1

f x x
x

= − +
+

ومن ثَمّ  
2

5
( ) 1

(1 )
f x

x
′ = −

+
.  

1لما كان  �
2

(1)f = 1و −
4

(1)f ′ = في النقطة التي تساوي  Cلمماس ا استنتجنا أنّ معادلة −
1هي  1 فاصلتُها

4
( 1)y x= − +.  

4yمستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cقبل ي � x= إذا وفقط إذا كان للمعادلة  −4أي ميله  −

( ) 4f x′ = حلول، وهذه المعادلة تكافئ  −
2

5
1 4

(1 )x
− = −

+
2أو   2 0x x+ لهذه المعادلة  .=

  حلان. إذن الجواب في هذه الحالة هو: نعم.
3مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cيقبل بالمثل،  � 2 0x y− 3أي ميله  =

2
ن إذا وفقط إذا كا 

3للمعادلة 
2

( )f x′ 1)2حلول، وهذه المعادلة تكافئ  = ) 10 0x+ + مجموع مستحيلة الحل لأنّ  يوه =
  .لاإذن الجواب في هذه الحالة هو: . حدود موجبة لا ينعدم إلا إذا انعدمت جميعها

1mإذا وفقط إذا كان  mيله م مماساً  Cيقبل . بوجه عام، ملاحظة <.  

)2وفق  R علىالمعرف  fالخط البياني للتابع  Cليكن   )
2

x
f x

x
=

+
.  

  .1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها Cمعادلةً لمماس  أعطِ  �
1مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cهل يقبل  �

4
y x=   ؟−

4لمستقيم الذي معادلته لمماساً موازياً  Cهل يقبل  � 0x y−   ؟=

  
نلاحظ أولاّ أنّ 

2

2 2

2
( )

(2 )

x
f x

x

−
′ =

+
.  

1لمّا كان  �
3

(1)f 1و =
9

(1)f ′  1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها Cلمماس ا استنتجنا أنّ معادلة =
1هي 

9
( 2)y x= +.  

1مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cيقبل  �
4

y x= 1أي ميله  −
4

إذا وفقط إذا كان للمعادلة  −
1
4

( )f x′ = 4 بعد الإصلاح حلول، وهذه المعادلة تكافئ − 12 0x + . وهي معادلة مستحيلة الحل =
  .لاجواب في هذه الحالة هو: إذن ال

4yمستقيم الذي معادلته للمماساً موازياً  Cيقبل  � x=  إذا وفقط إذا كان للمعادلة  4أي ميله
( ) 4f x′ 4معادلة تكافئ بعد الإصلاح حلول، وهذه ال = 24 17 14 0x x+ + وهي معادلة مستحيلة  =

  الحل (مجموع حدود موجبة لا ينعدم إلا إذا انعدمت جميعها). إذن الجواب في هذه الحالة أيضاً هو: لا.
1إذا وفقط إذا كان  mميله  مماساً  Cيقبل . بوجه عام، ملاحظة 1

16 2
m− ≤ ≤.  

  الحل

  الحل
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)3وفق  ℝالمعرف على  التابع f ليكن  ) 3 1f x x x= − +.   

  ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
)ق أن للمعادلة تحقّ  � ) 0f x منها في مجال لا يزيد طوله على  كلاًّ واحصر ثلاثةَ جذور.  =

110− .   

، مسموح الحاسوبأو  يعني هذا الرمز أنّ استعمال الآلة الحاسبة  : هنا نجد رمزاً جديداً  
  .ليس ضرورياً ولكن 

  
  : fجدول تغيرات  �

1 1

( ) 0 0

( ) 3 1

x

f x

f x

−∞ − +

′ + −−

−∞ ∞

+

− +

∞

ր ց ր

  

[مطّرد تماماً على كل من المجالات  fاستناداً إلى جدول التغيرات  , 1[−∞ [و − ,1[و −]1,1 [+∞ ،
 وعلاوة على ذلك

, 1[ 3[(] ]) ,f ∞ − = ∞− [)(]1,1و    − ] 1, 3[f − = ,1[)و    − [) ] 1, [f +∞ = − +∞ 
[ينتمي إلى  0لأنّ  • , [في المجال  1xفيوجد حلّ وحيد  ∞−]3 , 1[−∞ )للمعادلة  − ) 0f x = . 
[ينتمي إلى  0ولأنّ  • 1, [في المجال  2xفيوجد حلّ وحيد  −]3 )للمعادلة  −]1,1 ) 0f x = . 
[ينتمي إلى  0ولأنّ  • 1, [− ,1[في المجال  3xفيوجد حلّ وحيد  ∞+ )للمعادلة  ∞+] ) 0f x = . 

)ن أنّ للمعادلة هذا يبره )f x  1ثلاثة جذور حقيقية هي 2 3{ , , }x x x.  
  .−110علينا إذن حصر هذه الجذور بمجالات طولها 

)نلاحظ أنّ  2) 1f − = )و − 1) 3f − 12إذن  = 1x− < < كما  . ثمّ نحسب−
عنده أقرب إلى  fالذي قيمة التابع  −2حيث بدأنا من العدد في الشكل المجاور، 

، ولكن سرعان ما نجد −1.8و −1.9عند الأعداد  fنحسب قيمة  الصفر ورحنا
f  ّ11.9يغير إشارته، فنستنتج أن 1.8x− < < −.  

(0)وبالمثل، نلاحظ أنّ  1f (1)و = 1f = 20إذن  − 1x< . ثمّ نحسب كما >
20.3في الشكل المجاور، لنجد أنّ  0.4x< <.  

(2)وأخيراً، نلاحظ أنّ  3f (1)و = 1f = 31إذن  − 2x< . ثمّ نحسب كما >
31.5في السابق، لنجد أنّ  1.6x< <.  

8. يمكن لمن يرغب أن يتحقّق أنّ ملاحظة
1 9

2 cosx π= 4و
2 9

2 cosx π=  ًوأخيرا
2

3 9
2cosx π=.  
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5

x f x

−

−

−

−

−

.

1

0.701

0.

( )

0

0.1

0.2

0

408

0.1.3
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3وفق  ℝالمعرف على  هو التابع f ليكن  2 1
( )

2
f x x x x= − − +.    

  ونظمْ جدولاً بها. fرات ادرس تغي �
)حلول المعادلة ما عدد  � ) 0f x   ؟ =
   . −110منها في مجال لا يزيد طوله على  احصر كلاًّ  �

  
  : fجدول تغيرات  هذه المسألة تشبه السابقة.

1
3

37 1
54 2

1

( ) 0 0

( )

x

f x

f x

−∞ − +

′ + − +−

− +∞∞ −

∞

ր ց ր

  

)وللمعادلة  ) 0f x 1ثلاثة جذور حقيقية  = 2 3{ , , }x x x تحقّق  
10.9 0.8x− < < 20.4و     − 0.5x< 31.4و   > 1.5x< <.  

4وفق  ℝالمعرف على  هو التابع f ليكن  3 2( ) 3 4 12 4f x x x x= + − +.    

  بها. ونظمْ جدولاً  fادرس تغيرات  �
)حلول المعادلة  ما عدد � ) 0f x   ؟ =
   . −110منها في مجال لا يزيد طوله على  احصر كلاًّ  �

  
  : fجدول تغيرات  هذه المسألة تشبه السابقة.

2 0 1

( ) 0 0 0

( ) 28 4 1

x

f x

f x

−∞ − +

′ − + − +

+∞ − −

∞

∞+

−

ց ր ց ր

  

)وللمعادلة  ) 0f x 1أربعة جذور حقيقية  = 2 3 4{ , , , }x x x x تحقّق  
12.8 2.7x− < < 20.6و    − 0.5x− < < 30.7و    − 0.8x< 41.2و   > 1.3x< <.  

  

المعرف  fللتابع  3و 2و 1المشتقات من المراتب  احسبفي كل حالة من الحالات الآتية،   
 دْ في كل حالة المجموعة التي تحسب عليها المشتق.بالعلاقة المشار إليها. وحد  

3 21
( ) ( ) 1

2
1

( ) cos(2 ) sin(2 ) ( )
1

1 1
( ) ( )

sin cos

f x x x f x x x x

f x x x f x
x

f x f x
x x

= = − + −

= + =
−

= =

� �

	 �

� 
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3 21
2

3 2
2

3

4
3

8

]0, , ,

( ) ( ) 1

( ) ( ) 3 1

( ) ( ) 6 1

( ) 6( )

, \{1},

( ) cos(2 ) sin(2 )

( ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 )

( ) 4 cos(2 ) 4 sin(2 )

( ) s(2

[

8 co

x

x x

D D

f x x x f x x x x

f x x f x x x

f x f x x

f xf x

D D

f x x x

f x x x

f x x x

f x

= + =

= = − + −

′ = ′ = − +

′′ ′′= = −

′′′ =′′′ = −

= =

= +

′ = −

′′ = − −

′′′ =

∞

−

ℝ

ℝ ℝ

� �

	 �

2

3

4

2 2

3 3

4 2

1
1

1

( 1)

2

( 1)

6

( 1)

2 2
1 1

sin cos
cos sin

sin cos
2 1 2 1

sin cossin cos
6 cos cos

sin sin

( )

( )

( )

) 8 sin(2 ) ( )

]0, [ ] , [

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

x

x

x

x

x x
x x

x x

xx x
x x

x x

f x

f x

f x

x x f x

D D

f x f x

f x f x

f x f x

f x

−

−

−

−

π π

=

′ = −

′′ =

+ ′′′ = −

= π = −

= =

′ ′= − =

′′ ′′= − = −

′′′ = − +

� 


4 2

6 sin sin

cos cos
( )

x
x x

x x
f x′′′ = −

  

. لم يطلب السؤال تحديد أكبر مجموعة تكون هذه الحسابات صحيحة عليها، بل طلب من ملاحظة
يمكن أن يضيف الطالب أنّ  �ها صحيحة. فمثلاً في الطالب أن يحدد هو مجموعةً تكون حساباته علي

f  اشتقاقي أيضاً عند الصفر، ولكنf يس كذلك، ولكن هذا غير مطلوب في صيغة السؤال. وكذلك ل ′
لتكون أي مجال أو اجتماع مجالات لا يضم أي عدد من الشكل  Dأن يختار  
يمكنه في 

2
kπ
π+ 

kحيث  ∈ ℤ أو أن يختار ،D  د من لتكون أي مجال أو اجتماع مجالات لا يضم أي عد �في
kحيث  kπالشكل  ∈ ℤ الهدف من التمرين هو التدرّب على إجراء العمليات على الاشتقاق، وليس .

  على تعيين مجموعات التعريف.

)2وفق  ℝف على التابع المعرّ  f ليكن   ) 1f x x x= + +.  
21ق أن تحقّ  � ( ) ( )x f x f x′+ ⋅   .ℝمن  x، أياً يكن =
�  1)2استنتج أن ) ( ) ( ) ( ) 0x f x xf x f x′′ ′+ + −   .ℝ من x، أياً يكن =

  
تحقّق مباشر إذ إنّ  هذا �

2
( ) 1

1

x
f x

x
′ = +

+
21ومن ثَمّ   ( ) ( )x f x f x′+ ⋅ =.  

2ي المساواة السابقة ق طرفباشتقا �

2 2

1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 1

x
f x x f x f x f x

x x
′ ′′ ′⋅ + + = =

+ +
  

21وهذا يعطي المساواة المطلوبة بضرب الطرفين بالمقدار  x+.  
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  للاشتقاق عند الصفر. f، ادرس قابلية التابع ةالآتي لاتفي كل من الحا  
2

2

2

| |
( ) ( ) | | ( )

1

x x
f x f x x x f x x x

x

+
= = =

+
� � �   

  
,0]معرّف على  fهنا  � 0x، وفي حالة ∞+] )لدينا  < ) (0)

( )
0

f x f
t x x x

x

−
= =

−
 إذن 

0
lim ( ) 0
x
t x

→
f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  fالتابع ، و =   .0يساوي  ′

0x، وعندما ℝمعرّف على  fهنا  2 )لدينا  ≠ ) (0)
( ) | |

0

f x f
t x x

x

−
= =

−
 إذن 

0
lim ( ) 0
x
t x

→
= ،

f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  fفالتابع    .0يساوي  ′
0x، وفي حالة ℝف على معرّ  fهنا  �   لدينا ≠

2

2

1
: 0

1( ) (0)
( )

10
: 0

1

x
x

xf x f
t x

xx
x

x

 + > +− = = 
 −−  < +

  

 إذن
0

lim ( ) 1
x

t x
+→

، و=
0

lim ( ) 1
x

t x
−→

= ليس اشتقاقياً عند الصفر. ولكن له مشتق من  f. فالتابع −

0)تق من اليسار عند الصفر. ولدينا اليمين ومش ) 1f +′ 0)و = ) 1f −′ = −.  
  

(0)وفق  ℝمعرفٌ على  fالتابع    0f 2و  = 1
( ) cosf x x

x

 =   
0x ي حالةف  ≠.  

  علّل إجابتك. عند الصفر؟ اشتقاقيf  هل  �
)احسب  � )f x′  على∗ℝ.  
  

  
0xعندما  � )لدينا  ≠ ) (0)

( ) cos
0

f x f
t x x x

x

−
= =

−
)إذن   ) | |t x x≤  ّلأنcos 1x . ومنه ≥

نستتج أنّ 
0

lim ( ) 0
x
t x

→
لأنّ  =

0
lim| | 0
x
x

→
f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  f، فالتابع =   .0يساوي  ′

0xفي حالة  �   يمكن نطبيق قواعد الاشتقاق: ≠
2

2

1 1 1
( ) 2 cos sin

1 1
2 cos sin

f x x x
x xx

x
x x

         ′ = − −               
     = +        
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      لنتعلمّ البحث معاً 

  ����� ّ��   

)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j
� � ،M اها تهي النقطة التي إحداثي( , 0)m 0 حيث 3m≤  Nو، ≥
,0)اها تهي النقطة التي إحداثي )n 0 حيثn 3MNقان تحقّ  Nو M، النقطتان ≤  وأخيراً  .=

J  القطعة المستقيمة هي نقطة من[ ]MN  ُ2حقق تMJ المحل الهندسي  نهدف إلى تعيين .=
L  للنقطةJ  عندما تتحولm 0]المجال  في,   .هورسم، [3
   نحو الحلّ   ��

)تحليلياً. سنسعى بدايةً إلى حساب  هذه مسألةٌ في دراسة المحل الهندسي   � , )x y لنقطة ا إحداثيّتي
J  بدلالةm َالأشعة.  باستعمال. يمكن التفكير بمبرهنة تالس، لكنْ يبدو الأمر أيسر  
�  3أثبت أن 2OJ OM ON= +



� 


� 


� .  
�  29أثبت أنn m= )استنتج و . − , )x y للنقطة  إحداثيّتيJ  بدلالةm.  

 yو xتين ، نبحث عن علاقةٍ بين الإحداثيّ Jللنقطة  Lللحصول على معادلة للمحل الهندسي   �
22. أثبت أنm مستقلةٍ عن الوسيط  Jللنقطة  1y x= إلى الخط  Jعندها تنتمي  ،−
)2 وفق [0,1]المعرف على المجال  fللتابع  Cالبياني  ) 2 1f x x= −.  

على المجال  mكاملاً عندما تتحول  Cالخط البياني  Jترسم يبقى أن نجيب عن السؤال: أَ   �
[0,   ؟ [3

  ؟[0,1]إلى المجال  xلماذا تنتمي  �
  ؟Jما هو إذن المحل الهندسي للنقطة  �
  . Lارسم وأخيراً . 1وادرس قابلية اشتقاقه عند  fادرس تغيرات  �

  .سليمة به بلغةٍ واكتالحلّ  أنجزِ 

  
2أنّ نرى  Jمن تعريف  � �

3
MJ MN=



� 



�

3ومنه   3 2 2OJ OM ON OM− = −


� 


� 


� 


�

وهي تكافئ  
3المساواة  2OJ OM ON= +



� 


� 


�
.  

3MNمن  � 2لدينا  = 2 9m n+ 0nولأنّ  = 29nيمكننا حساب  ≤ m= . ونستنتج من −

0أنّ  السابقة المساواى الشعاعية السابقة
3 2

0

x m

y n

     
     = +     
          

، إذن
3
mx 22و =

3
9y m= −.  

تُكتب العلاقتان السابقتان بالشكل  �
3
mx )و  = )

2

3
2 1 my = 22إذن  − 1y x= −.  
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,0]في المجال  mض تتحوّل استناداً إلى الفرْ  � � ، إذن تتحولّ [3
3
mx   .[0,1]في المجال  =

:2الخط البياني للتابع  Cمحتوى في  Lرأينا أنّ المحل الهندسي  � 2 1f x x−֏  [0,1]على ،
)وبالعكس إذا كانت  , )x y  نقطة منC 3، كانت [0, 3]m x=  Lمن  J، وانطبقت النقطة الموافقة ∋

)على  , )x y إذن جميع نقاط .C  هي نقاط من المحل الهندسيL.  
  ، وله جدول التغيرات الآتي[0,1]متناقصٌ تماماً على المجال  fالتابع  �

0 1

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

′ −

ց

  

0وفي حالة  1x< )لدينا  > ) (1) 1
( ) 2

1 1

f x f x
t x

x x

− +
= = −

− −
 

إذن 
1

lim ( )
x
t x

→
= يقبل مماساً شاقولياً  f، والخط البياني للتابع ∞−

  .1عند 

   
	����� ������ �!�  
)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j

� )إلى مجموعة النقاط  E، نرمز بالرمز � , )M x y :التي تحقق  
2 24 3( ) 2x x y− + =∗   

ومن ثم2f  و  1fلتابعين  2Cو 1Cي اجتماع خطين بيانيين ه Eإثبات أن المجموعة نهدف إلى 
  .Eرسمُ 

  
   نحو الحلّ   ��

)من النقاط  Eالمجموعة  يتعلق الأمر بإثبات أن . بحثاً عن طريق   � , )M x y  1تساوي 2C C∪ يجب .
1إلى  Mتنتمي « كافئ ي» Eإلى  Mتنتمي «  القول إذن إثبات أنّ  2C C∪  «تنتمي «  أوM 

  فتكون معادلتاهما 2fو  1fهما خطّان بيانيان لتابعين  2Cو  1C حيث  ،» 2Cأو إلى  1Cإلى 
1( )y f x=  2 و( )y f x=  

  متكافئتين:المقولتان الآتيتان تكون معهما  2fو  1fيتعلق الأمر إذن بإيجاد تابعين   
2حققان ت Mا تإحداثيّ «  � 22 4 3x x y− + =  «  
)1حققان ت Mا تيّ إحداث«  � )y f x=  2أو( )y f x=.«  
)العلاقة أنّ تحقق  � تكافئ  ∗(

2
2 2 3

4

x x
y

− + +
=.  

�  2«تعلم أنy a= « تكافئ »y a=  أوy a= 0aفقط عندما يكون »  − . ما قيم ≤
x  ّ2ق التي تحق 2 3 0x x− + +   ؟≤

12 

x

y

1

1

2

L

M

N

J

O
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إلى التابع  1fنرمز بالرمز  .2Cو 1C، ثم رسم خطيهما البيانيين 2fو  1fتبقى دراسة تغيرات   �

]المعرف على  1,  وفق −[3
2

1

2 3
( )

2

x x
f x

− + +
=.  

�  1أثبت أنf  اشتقاقي على] 1, 1. احسب −]3 ( )f x′  على] 1, 3[−.  
  .1Cارسمْ و . 1fنظمْ جدولاً بتغيرات ثمُّ . 3وعند  −1للاشتقاق  عند  1fادرس قابلية  �

2 ، لدينا:ولكن هنا. 2f، أن ندرس تغيرات 2Cيمكن، لكي نرسم   � 1( ) ( )f x f x= من  x، أياً تكن −
[ 1,   .2C؟ ارسم 1Cصورة  2Cوفق أيّ تحويلٍ هندسي يكون  .−[3

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  نجزِ أ

  
)العلاقة  � ) كافئتُ  ∗( )2 21

4
3 2y x x= + 23وضوحاً. ولأنّ  − 2 (3 )(1 )x x x x+ − = − قيم ف، +

x  23التي تجعل 2 0x x+ − ]هي  ≤ 1, ). وعليه تنتمي −[3 , )M x y  إلىE  إذا وفقط إذا كانتM 
  هما بالترتيب الخطان البيانيان للتابعين: 2Cو 1Cحيث  2Cأو إلى  1Cتنتمي إلى 

21
1 1 2

: [ 1, 3] , ( ) 3 2f f x x x− → = + −ℝ     21و
2 2 2

: [ 1, 3] , ( ) 3 2f f x x x− → = − + −ℝ  
:2التابع  � 3 2u x x x+ ، وهو موجب تماماً على ℝتابعٌ كثير الحدود فهو اشتقاقي على  ֏−

] 1, [اشتقاقي على  1f، إذن −]3 1,   ، ولدينا−]3

1 2

1
( )

2 3 2

x
f x

x x

−
′ =

+ −
  

1. هنا في حالة −1قابلية الاشتقاق عند  3x− < 1يكون  > 0x+ 1)2ومنه  < ) 1x x+ = + 
  إذن:

1 1( ) ( 1) 1 3
( )

1 2 1

f x f x
t x

x x

− − −
= =

+ +
  

وعليه 
1

lim ( )
x

t x
→−

= مماس شاقولي  1Cولكن لخطه البياني  −1غير اشتقاقي عند  1f، فالتابع ∞+

)عند  1,0)− .  
1. هنا في حالة 3قابلية الاشتقاق عند  3x− <   سبق: يكون لدينا بمثل ما >

1 1( ) (3) 1 1
( )

3 2 3

f x f x
t x

x x

− +
= = −

− −
  

وعليه 
3

lim ( )
x
t x

→
= مماس شاقولي عند  1Cولكن لخطه البياني  3غير اشتقاقي عند  1f، فالتابع ∞−

(3,   .1f.  يمكننا إذن وضع جدول التغيرات الآتي للتابع (0
1 1 3

( ) 0

( ) 0 1 0

x

f x

f x

−

′ + −

ր ց
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ي اظر المحور نوفق الت 1Cهو صورة  2Cالخط البياني  �
بالنسبة إلى محور الفواصل ومنه، نجد الرسم البياني للمجموعة 

E .ًالتي نسميها قطعاً ناقصا  

  �� �"#�$�%�&�  Huygens  

2 صحة المتراجحةإثبات نهدف إلى  sin tan 3x x x+  المجال من xيكن  أياً  ≤
2

[0, [I π=.  
   نحو الحلّ   ��

وفق  Iالمعرف على  fلذا نلجأ إلى دراسة التابع . يبدو حل هذه المتراجحة مثلثاتياً شبه مستحيل   �
( ) 2 sin tan 3f x x x x= + )ق أن إشارة تحقّ  .− )f x′  على المجالI  تماثل إشارة

3 22 cos 3 cos 1x x− +.  
cosxيمكنك أن تضع   � t= 3، ثم تدرس إشارة كثير الحدود 2( ) 2 3 1P t t t= − من  tمع  +

  .على هذا المجال موجب Pتحقق أن و ، [0,1[على المجال  Pادرس تغيرات  .[0,1[
  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  
لدينا  Iمن  xه في حالة نلاحظ أنّ  �

3 2

2 2

1 2 cos 3 cos 1
( ) 2 cos 3

cos cos

x x
f x x

x x

− +
′ = + − = ،

)ولأنّ المقام موجب في هذه العبارة، تتفق إشارة  )f x′ 3 مع إشارة 22 cos 3 cos 1x x− + .  
cosوضع ب � ]0,1]t x= 3ظ أنّ نلاح ∋ 22 cos 3 cos 1 ( )x x P t− +   حيث =

3 2( ) 2 3 1P t t t= − +  
)ولدينا  ) 6 ( 1)P t t t′ = )إذن  − ) 0P t′ )فالتابع  [0,1[على المجال  ≥ )t P t֏  متناقصٌ تماماً على

(1)، ولكن [0,1[المجال  0P )، نستنتج أنّ = ) 0P t )، ومن ثَمّ نستنتج أنّ [0,1[على  ≤ ) 0f x′ ≥ 
(0). ولكن Iتابعٌ متزايد على  f، فالتابع Iعلى المجال  0f )، إذن = ) 0f x من  xفي حالة  ≤

المجال 
2

[0, [I π= .وهذا يثبت صحة المتراجحة المطلوبة .  
)2. كان بالامكان الاستفادة من المساواة ملاحظة ) ( 1) (2 1)P t t t= − )في إثبات أنّ  + ) 0P t على  ≤

]0,1].  

   قدُُماً إلى الأمام  
  

وفق  ]0,1]معرفٌ على المجال  fالتابع   
3

( )
1

x
f x

x
=

−
.  

  عند الصفر؟ اشتقاقيf  هل  �
)احسب  � )f x′  0,1[على[.  
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0في حالة  � 1x< 2xلدينا  > x=  ومنه( ) (0)

( )
0 1

f x f x
t x

x x

−
= =

− −
، ومنه نرى أنّ 

0
lim ( ) 0
x
t x

→
0xاشتقاقي عند  f. إذن = (0). و= 0f ′ =.  

)يمكننا تطبيق قواعد الاشتقاق إذ نلاحظ أنّ  ]0,1[لى ع � ) ( )f x u x=  حيث
3

( )
1

x
u x

x
=

−
 ،

ولكن 
2 3

2

3 2
( )

(1 )

x x
u x

x

−
′ =

−
  : إذن 

( ) 3 2
( )

2(1 ) 12 ( )

u x x x
f x

x xu x

′ −
′ = = ⋅

− −
.  

وفق  ℝ{1}\المعرف على  f نتأمّل التابع  
2 1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
.  

  .fاحسب التابع المشتق للتابع  �
  استنتج مشتق كل من التوابع الآتية: �

4

2

2 2

1 1
: :

1 1

sin 1 1
: :

sin 1 1

x x
h x g x

x x

x x
k x x

x x

+ +

− −

+ +

− −

֏ ֏

֏ ℓ ֏

� �

� �

   

  
2بملاحظة أنّ  �

( ) 1
1

f x x
x

= + +
−

نجد مباشرة أنّ  
2

2
( ) 1

( 1)
f x

x
′ = −

−
 .  

)هنا  � � ) ( )g x f x=  إذن
2

2 1
( ) 1

( 1) 2
g x

x x

  ′ = − ⋅   − 
.  

)2هنا  � ) ( )h x f x=  إذن
2 2

2
( ) 1 2

( 1)
h x x

x

 ′ = − ⋅   − 
.  

)هنا  � ) ( )x f x=ℓ  إذن
2 2

( ) 1 1 1
( )

2 (1 ) 12 ( )

f x x
x

x xf x

 ′ −′ = = −   −  +
ℓ.  

)هنا  � ) (sin )k x f x=  إذن
2

2
( ) 1 cos

(sin 1)
k x x

x

 ′ = − ⋅   − 
.  

  . هنا لا يطلب تحديد المجموعات التي تكون التوابع اشتقاقية عليها.ملاحظة

  محدداً المجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق. f، أوجد التابع المشتق للتابع فيما يأتي 
3 2

3 2

( ) sin 2 ( ) cos 3

1 1
( ) ( )

cos 2 sin 3

f x x f x x

f x f x
x x

= =

= =

� �

	 �

  

  الحل

  الحل

16 

15 



 

30 

  
)2 لدينا ℝعلى  � ) cos 3f x x=  ّمن ثَم ( ) 6 cos 3 sin 3f x x x′ = − ⋅.  
)3لدينا  ℝعلى  2 ) sin 2f x x=  ّ2ومن ثَم( ) 6 sin 2 cos2f x x x′ = ⋅.  

على  3
3

\{ : }k kπ ∈ℝ ℤ  لدينا
2

1
( )

sin 3
f x

x
ومن ثَمّ  =

3

cos 3
( ) 6

sin 3

x
f x

x
′ = −.  

على  	
4

\{ (1 2 ) : }k kπ + ∈ℝ ℤ  لدينا
3

1
( )

cos 2
f x

x
ومن ثَمّ  =

4

sin2
( ) 6

cos 2

x
f x

x
′ = −.  

  .	أو  3. يمكن أن يذكر الطالب أي مجال مناسب في ملاحظة

2وفق  ℝ{1}\ف على المعرّ  f ليكن التابع  3
( )

1

x
f x

x

+
=

−
.  

fعين التابع المشتق  �   .fللتابع  ′
إلى التابع المعرف على  gنرمز بالرمز    �

2 2
,I π π = −    وفق( ) (sin )g x f x=.  أثبت أنg 

)ثم احسب  Iاشتقاقي على  )g x′  علىI.  
J,1 إلى التابع المعرف على hنرمز بالرمز    �  = +∞   وفق( )( )h x f x=.  أثبت أنh 

)ثم احسب  Jاشتقاقي على  )h x′  علىJ.  

  
� 

2

2 3 5
( )

1 ( 1)

x
f x

x x

+ −
′ = =

− −
  .ℝ{1}\على  

sinxهنا  � x֏  اشتقاقي على
2 2
,I π π = −    و1ولا يأخذ القيمة ،f  {1}\اشتقاقي علىℝ إذن ،

( ) (sin )x g x f x=֏  اشتقاقي علىI و
2

5 cos
( ) (sin )cos

(sin 1)

x
g x f x x

x

−
′ ′= =

−
.  

xهنا  � x֏  1اشتقاقي على,J  = +∞   و1ولا يأخذ القيمة ،f  {1}\اشتقاقي علىℝ إذن ،

( ) ( )x h x f x=֏  اشتقاقي علىJ و
2

1 5
( ) ( )

2 2( 1)
h x f x

x x x

−
′ ′= =

−
.  

  a وb ،و عددان حقيقيانC هو الخط البياني للتابع f  المعرف علىℝ  :وفق  
3 2( ) 1f x ax bx= + +  

  منه؟ A(1,2)النقطة مماساً أفقياً في  C لكي يقبل bو a تعيينهل يمكن 

  
(1)الشرطان المعطيان يُكافئان  2f (1)و = 0f ′   . أي=

1a b+ 3   و   = 2 0a b+ =  
)ومنه  , ) ( 2,3)a b = −.  
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  a وb  ،عددان حقيقيانC هو الخط البياني للتابع f  المعرف علىℝ :وفق  
3

2

3
( )

1

x ax b
f x

x

+ +
=

+
  

4لتكون  bو a عيّن 3y x=   ؟منه 0ي فاصلتها التالنقطة في  Cمعادلةً للمماس للخط  +

  
(0)الشرط المعطى يُكافئ  3f (0)و = 4f ′ 3b. أي = 4aو = =.  

f(0). عند حساب ملاحظة   كتبنا hوالمقام  gنجرى الحساب مباشرة عند الصفر، فإذا كان البسط  ′

( )
2 2

(0) (0) (0) (0) 1 0
(0)

1(0)

g h h g a b
f a

h

′ ′− × − ×
′ = = =.  

 a  و ،عددٌ حقيقيf ف على معرّ هو التابع الℝ  3وفق 2( ) 3 3f x ax x x= + . هل يمكن +
1xعند محلية قيمة حدّية  fللتابع  ليكون a تعيين   ؟=

  
1xع قيمة حدية عند . إذا بلغ التابشرط لازم (1)وجب أن يكون  = 0f ′ وهذا يقتضي أن يكون  =

3a = −.  
3a. لنفترض أنّ كافشرط ال =   عندئذ  −

2 2( ) 9 6 3 3(3 2 1) 3( 1)(3 1)f x x x x x x x′ = − + + = − − − = − − +  
fإذن للتابع  ,0]جدول الاطراد الآتي على المجال  ′ [+∞   

0 1

( )

( ) 0 3

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ր ց

  

1xيبلغ قيمة كبرى محلية عند  fفالتابع    . الجواب إذن : نعم.=

 f ابع معرف على ت هوℝ ذلك نفترض أنّ  واشتقاقي عليها. إضافةً إلى:  
� (0) 0f (0)و = 1f ′ =.  
� f ,0]متزايد على المجال  ′ [ومتناقص على المجال  ∞+] , 0 ]−∞.  

  .fمثل التابع أن ي مكني Cارسمْ خطاً بيانياً 

  
fهناك الكثير من التوابع المرشحة لتؤدي دور  ,0]، نبحث عن تابع متزايد على ′ تناقص على وم ∞+]

] , 0 2عند الصفر. أي تابع من الشكل  1، ويأخذ القيمة ∞−[ 1x ax  عدد كيفي aحيث ( ֏+
يكون لمشتقه هذه الصيغة وينعدم عند الصفر. أي تابع  fتابعاً  . إذن نريديفي بالغرض )موجب
3:f x bx x+֏ ) حيثb الشرطين المطلوبين. مثلاً  يحقق )عدد كيفي موجبx x֏.  
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  المشار إليها. aعند  fنهاية التابع  وجودها احسب في حالفي كل من الحالات الآتية،  

2

tan cos 1
( ) 0 ( ) 0

2 2 1 2
( ) 1 ( ) 1

1 1

x x
f x a f x a

x x

x x x
f x a f x a

x x

−
= = = =

+ + − + −
= = = =

− −

� �

	 �

  

  
� cosx x֏  اشتقاقي ومشتقهsinx x−֏  إذن

0

cos 1
lim cos (0) sin 0 0
x

x

x→

−
′= = − =.  

2 tanx x֏  اشتقاقي على
2 2

] , [π π−   ومشتقه
2

1

cos
x

x
  إذن ֏

20

tan 1
lim tan (0) 1

cos 0x

x

x→
′= = =.  

3 : 1g x x [اشتقاقي على  ֏+ 1, [− 1ومشتقه  ∞+

2 1
x

x +
  إذن ֏

1 1

1 2 ( ) (1) 1
lim lim (1)

1 1 2 2x x

x g x g
g

x x→ →

+ − −
′= = =

− −
.  

	 2: 2g x x x+ اشتقاقي ومشتقه  ֏+
2

2 1

2 2

x
x

x x

+

+ +
  إذن ֏

2

1 1

2 2 ( ) (1) 3
lim lim (1)

1 1 4x x

x x g x g
g

x x→ →

+ + − −
′= = =

− −
.  

لا بحيث في كل من الحالات الآتية، أوجد عدد حلول المعادلة، ثم احسب قيمةً تقريبية لكل جذر  
   .−110يتعدى الخطأ في الحساب 

( )
2 5 3

5 3 4

2 1 5 5 0

1 1 1
1 0 1 0

5 3 2

x x x x x

x x x x

+ = − + − =

− + = − + =

� �

	 �

  

  
5التابع  � 3( ) 5x f x x x x= − + متزايدٌ تماماً على تابعٌ مستمرٌ و ، ֏−
ℝ لأنّ مشتقه موجبٌ تماماً عليها. وهو يحقّق ،lim ( ,)

x
f x

∞→+
= +∞ ،

lim ( )
x

f x
∞→−

= )أي  ∞− )f =ℝ ℝ فللمعادلة .( ) 0f x في  α حلٌ وحيد =

ℝ(1)ك نلاحظ أنّ . وعلاوة على ذل 4f = (2)و − 21f 1 . إذن= 2α< < .
1.4بعض القيم المتتالية لنجد أنّ  ثمّ نحسب 1.5α< <   
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.( )

1

1.1

1.2

1

4

3.62049

3.03968

2..3

1.4

18407

0.96576
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x f x

−
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−

−
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)2لتابع ل 2 ) (2 1) 5x f x x x= +   : جدول التغيرات الآتي ֏−
1 1
2 6

137
27

( ) 0 0

( ) 5

x

f x

f x

−∞ − − +

′ + − +

− − +∞∞ −

∞

ր ց ր

  

)للمعادلة  ،استناداً إلى جدول التغيرات ) 0f x وهذا ينتمي إلى المجال  ℝفي  αدٌ حل وحي =
1
6

] , [− 3 ، وعلاوة على ذلك∞+ 5
4 16

( ) 0f = − 4و > 51
5 125

( ) 0f = 0.75. إذن < 0.8α< < .  

4التابع  � 1
( ) 1

2
x f x x x= −   : له جدول التغيرات الآتي ֏+

1
2

13
16

( ) 0

( )

x

f x

f x

−∞ +

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր

  

)لمعادلة ليس ل ت،استناداً إلى جدول التغيرا ) 0f x   . ℝفي  حلولٌ  =
5التابع  	 31 1

5 3
( ) 1x f x x x= −   : ول التغيرات الآتيله جد ֏+

17 13
15 15

1 1

( ) 0 0

( )

x

f x

f x

∞−∞ − +

′ + − +

− +∞∞ ր ց ր

  

)استناداً إلى جدول التغيرات، للمعادلة  ) 0f x وهذا  ℝفي  αحل وحيدٌ  =
[ينتمي إلى المجال  , 1[−∞ 41 ، وعلاوة على ذلك−

15
( 2)f − = . إذن −

2 1α− < < ثمُّ بحساب بعض القيم كما في الجدول المجاور نجد أنّ  .−
1.7 1.6α− < < −.  

,1]ف على المجال التابع المعرّ  f ليكن   ) وفق ∞+] ) 1 4f x x x= + − − .  

) أثبت أن المعادلة .fادرس تغيرات التابع  � ) 0f x وحيداً يطلب حساب قيمة  تقبل حلاًّ  =
    .−110 يتعدى الخطأ في الحساب لاّ على أ الحلتقريبية لهذا 

  احسب جبرياً القيمة الحقيقية لذلك الجذر. �

  
,1]، تابعٌ مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على fالتابع  � [I = ، لأنّ مشتقه موجبٌ ∞+
limماً. وهو يحقّق تما ( ,)

x
f x

∞→+
= +∞ ،(1) 3f = )أي  − ) [ 3, [f I = − +∞ .

)فللمعادلة  ) 0f x (3)ونلاحظ أنّ . Iفي  α حلٌ وحيدٌ  = 2 1 0f = − > 
(2)و 1f = 2إذن  − 3α< 2.6وأخيراً نجد  .> 2.7α< بحساب بعض  >

   .المجاور القيم كما في الجدول
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.( )

2

1.9

1.8

2.73333

1.66586

0.83517

0.201.7

0.

.

268

5

8. 11 6

20

x f x

−

−

−

−

−

−

−

−

−

.

0.41421

0.27840

0

( )

3

2.9

2.8

2.

.14164

0.007

2.6 0.13589

.

384

x f x

−
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)تُكتب المعادلة  � ) 0f x 1بالصيغة المُكافئة  = 4x x− =   ي إذن تُكافئفه −
4 0x− 21و     ≤ 8 16x x x− = − +  

4xإذن  2و ≥ 9 17 0x x− + 9ومنه نستنتج أن  = 13
2.697 224

2
α

−
= ≈.  

,1[على المجال ف التابع المعرّ  f ليكن  [I = 1وفق  ∞+
( )

1
f x x

x
= −

−
.  

  . Iعلى  fادرس تغيرات  �
)استنتج أن للمعادلة  � ) 0f x   .]1,2[يقع في المجال  αوحيداً  جذراً  =
   .−110يتعدى الخطأ في الحساب  لاعلى أقيمة تقريبية لهذا الجذر  احسب �

  
، لأنّ مشتقه سالبٌ تماماً، أو لأنه يساوي مجموع I، تابعٌ مستمرٌ ومتناقصٌ تماماً على fتابع ال �

limتابعين متناقصين تماماً. وهو يحقّق  ( ,)
x

f x
∞→+

= −∞ ،
1

lim ( )
x
f x

→
= )أي  ∞+ )f I = ℝ.  

)فللمعادلة  � ) 0f x  وكذلك فإنّ . Iفي  αحلٌ وحيد  =
(2) 1 2 0f = − (]1,2[)إذن  > ]1 2, [f = − 1، ومنه ∞+ 2α< <.  

1.7وأخيراً نجد  � 1.8α<   بحساب بعض القيم كما في الجدول المجاور.  >

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
�   وفق:  ℝالمعرف على  f هو الخط البياني للتابع Cليكن  ،�

2

2( )
3

x x
f x

x x

+
=

+ +
  

.a   .Cوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات  �

.a   ).غير المماس في المبدأ(، المبدأب ارةالم Cللخط البياني  اتمماسال تعييننريد �
.a�  ليكنa  ًاكتب معادلةً للمماس  .عدداً حقيقياaT  الذي يمسC  في النقطة( ), ( )A a f a.  
.b�  رْ في أنفكaT  ثمُّ جد معادلة لكل مماس عندما يمر بالمبدأ ةالمطلوب اتالمماسأحد يكون .

  يمر بالمبدأ. Cللخط البياني 

  
limنلاحظ أوّلاً أنّ  � ( ) 1

x
f x

→∞
limو = ( ) 1

x
f x

→−∞
1y، فالمستقيم الأفقي الذي معادلته = مستقيم  =

  .∞−و ∞+في جوار كل من  مُقاربٌ 

ولأنّ 
2

3
( ) 1

3
f x

x x
= −

+ +
)سَهُلَ حساب   )f x′  لنجد

2 2

3(2 1)
( )

( 3)

x
f x

x x

+
′ =

+ +
)، فإشارة  )f x′ 

2)تتفق مع إشارة  1)x + .  
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( )

2
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0.09164
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  :والرسم البياني المطلوبين ومنه جدول التغيرات
1
2

1
11

( ) 0

( ) 1 1

x

f x

f x

−∞ − +∞

′ − +

−ց ր

  

.a )هي  aTمعادلة  � ) ( )( )y f a f a x a′= +   أي −
2

2 2 2

3(2 1)
( )

3 ( 3)

a a a
y x a
a a a a

+ +
= + −

+ + + +
  

  أو
2 2

2 2 2 2

( 2 2) 3(2 1)

( 3) ( 3)

a a a a
y x

a a a a

+ − +
= +

+ + + +
  

.b ,0)حققت النقطة بالمبدأ إذا  aTيمر  � 2معادلته وهذا يكافئ  (0 2( 2 2) 0a a a+ − . إذن إمّا أن =
0aيكون  1هو المماس في المبدأ وهو من ثَمّ غير مطلوب. أو أن يكون  0Tوعندها  = 3a = − − 

1أو 3a = − }. ولكن في حالة + }1 3, 1 3a ∈ − + − 2لدينا  − 2 2a a=   إذن .−
2 2 2( 3) (5 ) 27 12a a a a+ + = − = −  

1وعليه إذا كان  3a s= − }حيث  + 1,1}s ∈   كان −

2 2

3(2 1) 2 1 1 2 3

9 4( 3) 13 4 3

( 1 2 3)(13 4 3) 1 2 3

169 48 11

a a s

aa a s

s s s

+ + − +
= =

−+ + −

− + + +
= =

−

  

  ن المطلوبين هماالمماسي ومعادلتا
1 2 3

1 3 11
:T y x+

− +
1و    = 2 3

1 3 11
:T y x−

− −
=  

  . في الشكل، الواحدة على محور الفواصل لاتساوي الواحدة على محور التراتيب.ملاحظة

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابع f  المعرف على\{ 1}−ℝ :وفق  

22 7
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
  

  .∞−وعند  ∞+عند  fأوجد نهاية  �
2الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � 1y x=   .Cمقاربٌ مائل للخط  −
  ؟ C . ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط−1عند  fادرس نهاية  �
  ونظمْ جدولاً بها.  fادرس تغيرات  	

)أثبت أن النقطة   1; 3)I −   .Cهي مركز تناظر للخط  −
  .Cثم ارسم  Cارسم مقاربات  �

27 

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1−

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1−
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limنلاحظ أنّ  � ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

)نضع  � ) ( ) (2 1)g x f x x= − 8فنلاحظ أنّ  −
( )

1
g x

x
=

+
  . إذن

lim ( ) 0
x
g x

→∞
limو      = ( ) 0

x
g x

→−∞
=  

2الذي معادلته  dالمستقيم و  1y x=   .∞−و ∞+، في جوار كل من Cللخط مقاربٌ مستقيم  −
نلاحظ أنّ  �

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
= و ∞−

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= . نستنتج أنّ المستقيم الشاقولي الذي ∞+

1xمعادلته  =   .fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  −

8من الصيغة  	
( ) 2 1

1
f x x

x
= − +

+
  نستنتج أنّ  

2 2

8 2( 3)( 1)
( ) 2

( 1) ( 1)

x x
f x

x x

+ −
′ = − =

+ +
  

  كما يأتي: fمما يفيدنا في إنشاء جدول تغيرات 

  

}\{نلاحظ أوّلاً أن المجموعة   1−ℝ  1متناظرة بالنسبة إلى− 

1فإذا كان  h− }\{في  + 1−ℝ  ً1كان أيضا h− عنصراً من  −
}\{ 1−ℝ:وعلاوة على ذلك .  

( 1 ) ( 1 )
3

2

f h f h− + + − −
= −  

)إذن  1, 3)I −   .fهي مركز تناظر للخط البياني للتابع  −
  الرسم مبين في الشكل المجاور. �
  

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابع f  {1}\المعرف علىℝ :وفق  

( )

3 2

2

3 10 11
( )

1

x x x
f x

x

− + −
=

−
  

  ونظمْ جدولاً بها. fعند حدود مجموعة تعريفه، ثم ادرس تغيرات  fأوجد نهايات  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .Cمقاربٌ مائل للخط  −
  .Cو dمن  ، ثم ارسم كلاًّ Cو dللخطين  ادرس الوضع النسبي �
3ول المعادلة حددْ هندسياً عدد حل 	 2( 3) (2 10) 11 0x m x m x m− + + + − − =.  
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x

f x

f x

−∞ − − +∞

′ + − − +
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I

1

1
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limنلاحظ أنّ  � ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= وكذلك نلاحظ أنّ . ∞−

1
lim ( )
x
f x

→
= −∞ .

1xفنستنتج أنّ المستقيم الشاقولي الذي معادلته  . وبالاستفادة fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

الصيغة  من
2

7 10
( ) 1

( 1)

x
f x x

x

−
= − +

−
  أو بحساب مباشر نجد 

3 2

3 3

3

7 13 3 4 12
( ) 1

( 1) ( 1)
( 2)( 2)( 3)

( 1)

x x x x
f x

x x

x x x

x

− + − − +
′ = + =

− −
+ − −

=
−

  

  :fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع 

  
)نضع  � ) ( ) ( 1)g x f x x= − فنلاحظ أنّ  −

2

7 10
( )

( 1)

x
g x

x

−
=

−
  . إذن

lim ( ) 0
x
g x

→∞
limو      = ( ) 0

x
g x

→−∞
=  

1yالذي معادلته  dنستنتج أنّ المستقيم  x=   .fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  −
10يتقاطعان في النقطة  dو Cونستنتج مما سبق أنّ  � 3

7 7
( , ) ،

10على المجال  dتحت  Cويكون 
7

] , على  d، وفوق ∞−]
10المجال 

7
] ,   ومقارباته. C. يبين الرسم المجاور الخط ∞+]

  
  المعادلة المعطاة ما يأتي:تكافئ  	

3 2 23 10 11 ( 2 1) 0x x x m x x− + − − − + =.  
1x ولأنّ  ليس حلاً لهذه المعادلة يمكننا قسمة طرفي المعادلة  =

)2على  1)x )لنجدها تكافئ  − )f x m= وهذه يسهل حلها .
  :هندسياً من الرسم البياني لنجد

  
17في حالة  � 19

3 4
{ , ,5}m ∈ )للمعادلة  − )f x m= .حلان  

17في حالة  � 19
3 4
m− < 5mأو > )للمعادلة  < )f x m= .ٌحلٌ واحد  

19في حالة  �
4

5m< 17أو  >
3

m < )للمعادلة  − )f x m= .ثلاثة حلول  
  

17 19
3 4

2 1 2 3

( ) 0 0 0

( ) 5

x

f x

f x

−∞ − +∞

′ + − + − +

−∞ − −∞ −∞ +∞ր ց ր ց ր
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)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
� �، C هو الخط البياني للتابعf  المعرف علىℝ :وفق  

2( ) 8f x x x= − +  
  مقارباً أفقياً؟ C. هل يقبل ∞+وعند  ∞−عند  fاحسب نهاية  �
2yالذي معادلته  dيم ق أن المستقتحقّ  � x=  مقارب للخطC.  
  .fنظمْ جدولاً بتغيرات  �
  .Cرسم اثمC  ارسم مقاربات  	

  
limمن الواضح أنّ  � ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

ولمّا كان 
2

8
( )

8
f x

x x

−
=

+ +
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
f x

→+∞
، فمحور الفواصل الذي معادلته =

0y   . ومن جهة ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب أفقي للخط البياني  =

لنضع  �
2

8
( ) ( ) 2

8
g x f x x

x x

−
= − =

+ −
lim. نلاحظ إذن أنّ  ( ) ( ) 0

x
f x g x

→−∞
= = ،

2yالذي معادلته  dالمستقيم ف x=  مقارب للخط مستقيمC  ولمّا كان  .∞−في جوارg  ّاً سالباً، أي
  .dيقع دوماً تحت  fللتابع   Cاستنتجنا أنّ الخط البياني  ،xكانت قيمة 

لدينا  �
2

( ) 1
8

x
f x

x
′ = −

+
2موجبٌ دوماً لأنّ  وهو مقدار  28x x x x+ > =    إذن ≤

( )

( ) 0

x

f x

f x

−∞ +∞

′ +

−∞ ր

  

  .الرسم موضح جانباً  	
  

  ��	'('� ��	� ���)*  

2وفق  ℝ التابع المعرف على f ليكن 3( ) 3 sin 4 cosf x x x= +.  
) من قارن كلاًّ  � )f x− و( )2f x + π  مع( )f x ّه تكفي دراسة . استنتج أنf  0]على, ]π.  
�  أثبت أن ( )( ) 6 cos sin 1 2 cosf x x x x′ = ×   .x، عند كل عدد حقيقي −
,0]على  fادرس تغيرات  � ]π.  
]على  fارسم الخط البياني للتابع  	 2 ,2 ]π π− .  
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  نلاحظ أنّ  �

2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

( ) 3 sin 4 cos

( ) 3 sin ( ) 4 cos ( ) 3 sin 4 cos ( )

( 2 ) 3 sin (2 ) 4 cos (2 ) 3 sin 4 cos ( )

f x x x

f x x x x x f x

f x x x x x f xπ π π

= +

− = − + − = + =

+ = + + + = + =

  

]على مجال طوله دور واحد وليكن  fدوراً. إذن تكفي دراسة  2πدوري ويقبل العدد  fفالتابع  , ]π π− .
]ولأنّ التابع زوجي فلدراسته على  , ]π π− 0]، تكفي دراسته على, ]π.  

  واضح أنّ  �

( )

2( ) 6 sin cos 12 cos sin

6 sin cos 1 2cos

f x x x x x

x x x

′ = −

= ⋅ ⋅ −
  

,0[على  � [π ينعدم ،( )f x′  فقط عند
3

x π= ) 1الموافقة لـ
2

(cosx ، وعند =
2

x π= ) الموافقة لـ
(cos 0x ,0]على  fتابع ، ومنه جدول التغيرات الآتي لل= ]π.  

3 2

11
4

0

( ) 0 0 0 0

( ) 4 3 4

x

f x

f x

π π
π

′ − + −

−ց ր ց

  

  الرسم مبيّن أدناه. 	

  
  ��	'('� ��	� ���)*  

)3وفق  ℝ بع المعرف علىالتا f ليكن ) 4 sin 3 cosf x x x= +.  
�  أثبت أن( )2 ( )f x f x+ π   .x، أياً يكن العدد الحقيقي =
�  تحقق أن( )( ) 3 sin 2 sin 2 1f x x x′ =   .x، أياً يكن العدد الحقيقي −
]، وارسم خطه البياني على المجال 2π على مجال طوله fادرس  � 2 ,2 ]π π−.  
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  .2πتابع دوري ودوره  cosو sinهذه الخاصة واضحة لأنّ كل من  �
  واضح أنّ  �

( )
( )

2( ) 12 sin cos 3 sin

3 sin 4 sin cos 1

3 sin 2 sin2 1

f x x x x

x x x

x x

′ = ⋅ −

= ⋅ −

= −

  

0,2[على  � [π ينعدم ،( )f x′  175فقط عند 13
12 12 12 12

{ , , , }x ππ π π∈ ) 1الموافقة لـ
2

(sin2x وعند ، =
x π= ) الموافقة لـ(sin 0x 0,2]على  fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع ، = ]π.  

  
175 13

12 12 12 12

3 3 1 3 3 13 3 1 1 3 3

2 2 2 2

0 2

( ) 0 0 0 0 0 0 0

( ) 3 3 3

x

f x

f x

ππ π π
π π

+ +− −

′ − + − + − +

− −ց ր ց ր ց ր

  

   .fومنه الرسم البياني للتابع 

  
  

 المجال التابع المعرف على f ليكن  
2

0,I π =     2وفق( ) 4 tanf x x x= −.  
)احسب التابع المشتق  � )f x′ ْضع .tan x t=  ّوتحق ق أن  

( )( )2( ) 2 1 2f x t t t′ = − + +  
  . Iعلى المجال  fاستنتج جدولاً بتغيرات  �
)أثبت أن للمعادلة  � ) 1f x =   . αجذراً وحيداً  I، في المجال −

x

y

O
π

2π

1

π

12
5π
12
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2tanهنا نتذكّر أن  � 1 tan′ =   فنجد +

2

3 2

( ) 4 2 tan (tan 1)

2 2 4 2(1 )( 2)

f x x x

t t t t t

′ = − ⋅ +

= − − + = − + +
  

tantحيث وضعنا  x=.  
2لمّا كان المقدار  � 2t t+ 0tموجباً في حالة  + )استنتجنا أنّ إشارة  ≤ )f x′  تتفق مع إشارة

1 1 tant x− = . الذي ينعدم على −
2

0,I π =     فقط في حالة
4

x π=.  
ومن جهة أخرى، نلاحظ أنّ 

/2
lim ( )
x

f x
π→

= لأنّ  ∞−
/2)(

lim tan
x

x
π

−→
= ، فالمستقيم الشاقولي ∞+

الذي معادلته 
2

x π=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعfجدول التغيرات الآتي  . وهكذا يمكننا إنشاء
  .Iعلى  fللتابع 

  
نرى من جدول التغيرات أنّ  �

4
([0, ]) [0, 1]f π

π= ,0]لا ينتمي إلى  −1والعدد  − 1]π فليس  −
)للمعادلة  ) 1f x = ل على المجال حلو  −

4
[0, ]π أمّا على المجال .

4 2
] , [π π  فالتابعf  مستمرٌ ومطرد

تماماً ويحقّق 
4 2

(] , [) ] , 1[f π π
π= −∞ 1. ولأنّ − 1π− < )استنتجنا أنّ للمعادلة  − ) 1f x = −  حل
وحيد على المجال 

4 2
] , [π π.  بالنتيجة للمعادلة( ) 1f x = . وهذا الحلّ Iفي المجال  αحل وحيد  −

ينتمي إلى المجال 
4 2

] , [π π.  
  

)وفق  ℝف على التابع المعرّ  fليكن    ) cosf x x x=.  
)، ℝمن  xاحسب عند كل  � )f x′ و( )f x′′ و( )f x′′′ .  
1nمهما تكن ج، أن يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدرّ  �   :فلدينا ≤

( ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

π π
= + + + −   .ℝمن  xأياً يكن  ×

  
  هنا لدينا �

( ) cos

( ) sin cos

( ) cos 2 sin

( ) sin 3 cos

f x x x

f x x x x

f x x x x

f x x x x

=

′ = − +

′′ = − −

−′′′ = −

−
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)نتذكّر أنّ لفي الحقيقة،  � )
2

cos ( ) sin( ) cosx a x a x a π′ + = − + = + +.  
)لتكن  • )E n :الخاصة الآتية 

)يكن  ℝمن  xمهما تكن  « ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

π π
= + + + − ×.«  

)لمّا كان  • ) ( )
2 2

( ) sin cos cos 1 cos 0f x x x x x x xπ π′ = − + = + + × + استنتجنا أنّ  ×
(1)E  .محقّقة 

)لنفترض أنّ  • )E n باشتقاق العلاقة صحيحة . 
( ) ( )( )( )( ) cos cos 1

2 2
n n
f x x x n x n

π π
= + + + − ×  

  نجد
( 1) ( 1)

( ) cos cos cos
2 2 2

( 1)
cos cos cos

2 2 2 2 2
( 1)

cos cos cos
2 2

n n n n
f x x x x n x

n n n
x x x n x

n n
x x x n x

+
     π π − π    ′ ′= + + + + +               

     π π π − π π    = + + + + + + +               
   + π π  = + + + +         2

( 1)
cos ( 1)cos

2 2

n

n n
x x n x

 π  +   
   + π π  = + + + +        

  

)أي إنّ  1)E n )صحيحة. فنكون قد أثبتنا صحة الخاصة  + )E n  مهما كانت قيمةn.  
  

}\التابع المعرف على  f ليكن  1,1}−ℝ  2وفق

2
( )

1

x
f x

x
=

−
.  

)يحققان  bو aأوجد عددين حقيقيين  � )
1 1

a b
f x

x x
= +

− +
}\ى عل،  1,1}−ℝ.  

)أوجد عبارة بالاستفادة مما سبق،  � )( )nf x   1في حالةn }\من  xو ≤ 1,1}−ℝ.  

  
هذا سهل إذ نتيقن بسهولة أنّ  �

2

1 1 2

1 1 1

x

x x x
+ =

− + −
.  

  وجدنا في دراستنا أنّ  �
( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x +

  − =  −  −
و    

( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x +

  − =  +  +
  

  إذن
( ) ( )

( )

1 1

1 1 ( 1) ! ( 1) !
( )

1 1 ( 1) ( 1)

n n n n
n

n n

n n
f x

x x x x+ +

    − −  = + = +     − +    + −
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  ��	� *	+,   

  قويحقّ عليها، واشتقاقي  ℝمعرف على  f نفترض وجود تابع
(0) 0f 2و  =

1
( )

1
f x

x
′ =

+
  .ℝمن  xعند كل  

)لن نبحث عن عبارة (خطه البياني في معلم متجانس Cوليكن  ( )f x .  
)وفق  ℝالتابع المعرف على  g ليكن � ) ( ) ( )g x f x f x= + −.  

.a�  تحقق  أنg  اشتقاقي علىℝ . احسب و( )g x′.  
.b�  (0)احسبg  التابع واستنتج أنf .فردي  

,0[التابع المعرف على  h ليكن � [I = 1وفق  ∞+
( ) ( )h x f x f

x

 = +   
.  

.a�  تحقق أنh  اشتقاقي علىI احسب ، و( )h x′  علىI.  
.b�  أثبت أن( ) 2 (1)h x f= أياً يكن ،x  منI.  
.c�  نهاية التابع استنتج أنf  2تساوي  ∞+عند (1)f.  
.d�  الخط البياني  بشأنماذا تستنتجC؟  

,التابع المعرف على  kليكن  �
2 2

J
 π π
 = −
  

)وفق   ) (tan )k x f x x= −.    

.a�  احسب( )k x′ التابع بشأن . ماذا تستنتجk؟  
.b�  (1)احسبf.  
.c�  مْ جدولاً بتغيراتنظf  علىℝ.  
.d�  ارسم المستقيمات المقاربة للخط البيانيC  1وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها− 

  .Cارسم  م، ثُ 1و 0و

  
.a�  لمّا كانf  اشتقاقياً علىℝ  ّاستنتجنا أن: ( ) ( )g x f x f x+   ولدينا ℝاشتقاقي على  ֏−

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

1 1 ( )
g x f x f x

x x
′ ′ ′= − − = − =

+ + −
   

.b�  إذن التابعg  (0)تابعٌ ثابتٌ، ولدينا 2 (0) 0g f= 0gإذن  = . هذا يبرهن أن التابع ℝعلى  =
f .تابعٌ فردي  

.a�  لمّا كانf  اشتقاقياً علىℝ 1، وكان التابع
x

x
,0[اشتقاقياً على  ֏ [I = ، استنتجنا أنّ ∞+

: ( ) (1/ )h x f x f x+֏  اشتقاقي علىI ولدينا  

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

1 1
h x f x f

x x x x x−

 ′ ′ ′= − = − ⋅ =   + +
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.b�  ّنستنتج إذن أنh  تابعٌ ثابتٌ علىI ّ(1)، ولأن 2 (1)h f=  ّاستنتجنا أن( ) 2 (1)h x f=  أياً كانت
  .Iمن  xقيمة 

.c�  1لمّا كان
lim 0
x x→∞

1استنتجنا أنّ  =
lim (0) 0
x

f f
x→∞

  = =  
0xحالة ، فإذا لاحظنا أنّه في  > 

1لدينا 
( ) 2 (1)f x f f

x

 = −   
limاستنتجنا أنّ   ( ) 2 (1) 0 2 (1)

x
f x f f

→∞
= − =.  

.d�  إذن يقبل الخط البياني للتابعf  2مستقيماً مقارباً أفقياً معادلته (1)y f=.  
.a�  في حالةx  منJ لدينا  

( ) ( )2 2

2

1
( ) (tan ) 1 tan 1 1 tan 1 0

1 tan
k x f x x x

x
′ ′= + − = + − =

+
  

(0)، ولكن Jتابعٌ ثابتٌ على  kإذن التابع  (0) 0 0k f= − tan)، إذن = )f x x=  في حالةx  من
J.  

.b�  باختيار
4

x π=  نجد
4

(1)f π= .  
.c�  وبالاستفادة من كونf  فردياً يمكننا أن ننشئ جدول تغيراتf الآتي:  

2 2

0

( )

( ) 0

x

f x

f x π π

−∞ +∞

′ + +

− ր ր

  

.d�  معادلة المماس في
4

(1, )π  2هي 1
4 2

y xπ−=   . ومنه الرسم الآتي:+
  

  

x
O 1

/2π

1

1−

y
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 اية متتالية وقواعد حساا.  -

 .المتتاليات المطردة، وتقارب المحدودة منها، مبرهنة فايرشتراس -

 .تتاليات المتجاورة: إثبات التجاور واستخلاص النتائجالم -

  تطبيقات على دراسة بعض المتتاليات المعرفة تدريجياً. -



  

3  

 
  119صفحة   تَدربْ 

  

)1 المتتالية � )n nu 1معرفة وفق  ≤
nu

n n
= نعلم أن .lim 0

n nu→∞
يحقق  0n. جد عدداً طبيعياً =

3 3] 10 ,10 [nu
− −∈ <عند كل  − 0n n.   

3حدود المتتالية موجبة فالشرط   3] 10 ,10 [nu
− −∈  يكُافئ  −

3

1 1

10n n
6أو > 310 n<  ًوأخيرا

100n 0. إذن باختيار < 100n 0nحيث   nuنضمن أنّ جميع الحدود  = n>  تقع في المجال
  المطلوب.

 

)2 المتتالية � )n nu 3وفق معرفة  ≤ 1

1n

n
u

n

+
=

−
يجعل  0nعدداً طبيعياً جد  .3وتساوي نهايتها  

2.98,3.02nu
 ∈   كل  عندn  0أكبر تماماً منn.  

  

]2.98,3.02[ھنا الشرط  
n
u 2.98يعني     ∋ 3.02

n
u< 0.02  أو > 3 0.02

n
u− < −   . ولكن>

4
3

1nu
n

− =
−

   

3nuإذن  0.02مقدار موجب، و تتحققّ المتراجحة  − 3 0.02
n
u− < −   إذا وفقط إذا كان  >

4 2

1 100n
<

−
  

200وهذا يكافئ  1n< 201أو  − n< 0اخترنا . فإذا 201n   تحقق المطلوب. ≤
)1 المتتالية � )n nu nuمعرفة وفق  ≤ n n= ّنعلم أن .lim

n nu→∞
=   0nعدداً طبيعياً جد  .∞+

610nuيجعل    .0nأكبر تماماً من  nكل  عند <
  

610الشرط  
n
u 610n   يكافئ < n 3أي   < 1210n 410nأو  < 0اخترنا فإذا . < 10000n ≥ 

  تحقق المطلوب.

)0احسب نهاية كل من المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny 3حيث   ≤

2

n

n n
x 10و   =

(10.1)

n

n n
y =.  

3المتتالية   

2

n

n n
u nالشكل متتالية هندسية من   =

n
u q=  1.5حيث 1q =  ى إلىتسع فهي <

 تماماً من الواحد. أكبرها اسسأ لأن  ∞+

10المتتالية بالمثل 

(10.1)

n

n n
u nمتتالية هندسية من الشكل   =

n
u q=  1حيث

1.01
q فهي تسعى إلى  =

1يحقق ها سلأن  أسا 0 1q− < <. 
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  4  

1ليكن  � 1q− < )0، ولنعرّف المتتالية > )n nu 21بالعلاقة  ≤ n
nu q q q= + + + . أعط ⋯+

limواستنتج قيمة  nuصيغة أخرى تفيد في حساب  n
n

S u
→∞

=.  

  إذن. 1وحدها الأوّل  qأساسها  هذا مجموع متتالية هندسية 
11 1

1 1 1

n
n

n

q q
u q

q q q

+−
= = − ×

− − −
  

limولكن   0n

n
q

→∞
1لأنّ  = 1q− < 1، ومن ثمّ >

lim
1n

n
S u

q→∞
= =

−
  

)0نتأمّل المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny   ن وفق: يمعرفتال ≤

0 3x = ،1

1
2

3n nx x+ = 3n     و    − ny x= +.  

.a )0أثبت أن المتتاليةَ � )n ny   هندسية. ≤

.b   .nبدلالة  nxثمny  احسب  �
.a 0nنضع � nS y y= + 0nو  ⋯+ nS x x′ = + +⋯.  
.a nSو  nSمن  احسب كلاًّ  �   .nبدلالة  ′
.b )0استنتج نهاية كل من المتتاليتين  � )n nS )0و  ≤ )n nS ≥

′.  
  نحسب � 

1 1

1
2

1 1
3 3 ( 3)

3 33nn nn ny xx x y++ = + = + = + =−  

)0فالمتتالية  )n ny 1هندسية أساسها  ≤

3
0وحدها الأوّل   0 3 6y x= + 6إذن  .=

3
n n
y ، ومن ثمّ =

6
3

3
n n
x = −.  

0nنضع  � nS y y= + 0nو  ⋯+ nS x x′ = +   ، فيكون⋯+
( )

1
1
3

0 1 1 1
3

16 6 6 1 3
6 9 1 9
13 3 3 3 3

n

n n n n
S

+

+

−  = + + + = = − = −  −
⋯  

  و
0 0 1

0

( 3) ( 3) ( 3)

3
3( 1) 3 3 3 6

3

n n n

n n n

S x x y y y

y y n S n n

′ = + + = − + − + + −

= + + − + = − − = − + −

⋯ ⋯

⋯
  

  إذن
3

lim lim 9 9
3

n nn n
S

→+∞ →+∞

  = − =   
3و     

lim lim 3 6
3

n nn n
S n

→+∞ →+∞

 ′ = − + − = −   
∞  
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5  

)0 نتأمّل متتالية 	 )n nu 1n، معرّفة وفق العلاقة التدريجية ≤ nu au b+ = 0uو + s=.  
.a 1aنفترض أنّ  � )0نّ ، تيقّن أ= )n nu بدلالة  nuفي هذه الحالة، واحسب  متتالية حسابية ≤

n وb وs  .في هذه الحالة  
.a 1aهنا نفترض أنّ  � xالحل الوحيد للمعادلة  ℓ. ونضع ≠ ax b= +.  
.a )0نعرّف  � )n nt nبالعلاقة  ≤ nv t= − ℓ ّ0. برهن أن( )n nt   متتالية هندسية. ≤
.b   في هذه الحالة. sو aو bو nبدلالة  ntاستنتج صيغة   �
.c 1برهن أنّه في حالة  � 1a− < )0تتقارب المتتالية  > )n nu  aو b، واحسب نهايتها بدلالة ≤

  .sو
   

1nة حسابية في هذه الحالة لأنّ واضح هنا أنّ المتتالي � nu u b+ − فحدّها  .nأياً كانت قيمة  =
0uالأوّل  s=  وأساسهاb  إذنnu s bn=   . nأياً كان  +

1aلأنّ  � xللمعادلة  ≠ ax b= حل وحيد هو   +
1

b

a
=

−
ℓ.  تعريفاً لديناa b= +ℓ ℓ  ومن

1nجهة أخرى  nu au b+ =   فإذا طرحنا الأولى من الثانية وجدنا +
1 ( )n n nau a uu a+ − − = −=ℓ ℓ ℓ  

1nأو  nt at+ )فالمتتالية  = )
0n n

t
≥

nالمعرّفة بالصيغة   nt u= − ℓ  متتالية هندسية أساسهاa  وحدها
0الأوّل  0 st u= − = −ℓ ℓعي . إذن، مهما كان العدد الطبيn  كان  

( )
1

n n
n

b
t s s a

a
a

 = − = −   − 
ℓ  

1 في حالة  1a− < 0limلدينا  >
n

na
→∞

0limومن ثمّ   =
n

nt
→∞

n. ولكن = nu t= +ℓ إذن  

lim
1n

nu
b

a→∞
=

−
  

 
  232323231111        صفحة تَدربْ 

)1 المتتالية � )n nu cos(2معرفة وفق  ≤ )
n

n
u

n
=.  تحق 1ق أن 1

nu
n n

− <  وذلك أياً يكن، >

1n )1، ثم استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  
  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
)1 المتتالية � )n nu 1 بالصيغةمعرفة  ≤ cosnu n n= + 2nnق أن حق ت .− u n≤ ≤ وذلك أياً ، +
1n يكن )1ثم استنتج نهاية ، ≤ )n nu ≥.  

  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
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)1فيما يأتي احسب نهاية المتتالية  � )n nu   في حال وجودها: ≤

2 2

2 2 2

2

2

2

1 5 3 2 3

1 3 5 3 1
2 3 2 4 5 3 7

4 1 2( 1) 1

4 3 2 1 10 3

1 3 5 1

1 2 2 1
sin cos
2 1 3 1 3 1

n n n

n n n

n n n

n n n

n n
u n u u

n n n

n n n n n n
u u u

n n n n

n n n
u u u

n n n

n n n
u u u

n n n

π π

− +
= − = =

+ − −
− + + − +

= + = =
+ + + +

− − −
= = =

+ + +
   + −  = = =     + + +   


 
 



 
 



 
 



 
 


� � �

� � �

� � 	

�� �� �

( )2

2

2
2

2

2 1! 2 1

2 3

2 5 2
2 1 2

1 3 9 1 1
2 2

1 5

n

n n n

n n n

n n n

nn
u u n n n u

n n
n n n n n

u u u n n
n n n

n n n
u u u n

n nn

+ −−
= = + − − =

!
+

= = − = − −
+ + +

 + − +  = = = + −  +  +


 
 



 
 



 
 





�� �� ��

�� �	 ��

�� �
 ��

  

  ا<جابات: 

5 2

3 3
3

5
2

2 0

1
1

2
2

1 0
3

0 0

0 0

+

+ −

+

− +

+

∞

∞+

∞

∞

∞

∞


 
 



 
 



 
 



 
 



 
 



 
 



 
 


� � �

� � �
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�� �� �


�� �� ��

�� �	 ��

�� �
 ��

  

2 ��
في حالة المتتالية  1

2nu n n n= + −   نكتب −
2 21

2

2 21
2

( ) 1

4 4 2
n

n n n
u

n n n n n n

+ − + −
= =

+ + + + + +
  

0limوالبسط ثابتٌ. إذن  ∞+المقام يسعى إلى 
n

nu
→∞

=.  

  


وفي حالة �� ! 2
n

n
u

n

−
=

!
2نلاحظ أنّ  

1
!nu
n

− 2إذن  = 2
0 1

!nu
n n

≤ − = ولأنّ  >

0lim
2

n n→∞
1liاستنتجنا أنّ  = ) 0m ( n

n
u

→∞
− 1limأو =

n
nu

→∞
=.  
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2 ��
في حالة و  1
2 2nu n
n

  = + −   
  نلاحظ أنّ  

( ) ( )1

1 1 1 1
2 2

43 22 2
n

n nnn
+ − = ≥

+
≥

+ +
  

إذن 
4n

n
u ، ولأنّ ≤

4
lim
n

n

→∞
= limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
u

→∞
= +∞.  

  

 
  128  صفحةصفحةصفحةصفحة تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

)0في كل من الحالات الآتية، مثلْ هندسياً الحدود الأولى من المتتالية  � )n nu  اطردها، ثم خمنْ جهة ≤
  ونهايتها المحتملة.إذا كانت مطّردة 

0 2u = 1و  �
1

3
2n nu u+ = −.  

0 1u = 1و  �
1

2n nu u+ = −.  

0 1u = 1و  � 2n nu u+ = +.  

  تمرين بسيط ومتروك للقارئ. 
)1 المتتاليةتأمّل  � )n nu 2فة وفق معرّ ال ≤

10
5nu
n

=  ،6 ،0: يهاالأعداد الآتية راجحٌ عل أي بيّن  .−

  ؟ 5 ،4.99999
راجحان على   5و 6هنا العددان  .يكون عددٌ راجحاً على متتالية إذا كان أكبر من جميع حدودها 

1( )n nu 10000nرا جحين عليها لأنّه إذا اخترنا  4.99999و  0في حين لا يكون العددان  ≤ مثلاً  =
10000كان  4.9999999u   .4.99999و  0وهو أكبر من كلا العددين  =

  

)0 المتتاليةتأمّل  � )n nu فة وفق معرّ ال ≤
2

2

1

1
n

n n
u

n n

+ +
=

− +
.  1أثبت أن 3nu≤ العدد  ن، أياً يك≥

  .n الطبيعي
  

  في الحقيقة 
2

2

2 2

2

1 2
1 1 0

1 ( 1)1
1 2( 1)

3 3
1 ( 1)

 
1

0

n

n

n n n
u

n nn n

n n n
u

n nn n

+ +
− = − = ≥

+ −− +
+ + −

− = −
+ −− +

≥=

  

1ومنه يكون  3
n
u≤   .n، أياً كانت ≥
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)2فيما يأتي أعطِ متتاليتين  � )n nt )2و ≤ )n ns )2، تختلفان عن ≤ )n nu وتحقّقان  ≤
n n nt u s≤ 2nأياً يكن  ≥ ≥.  

2

5 1 2

1 1
4 7 2 3

1 ( 1)( 2)
1

2
2

n n

n n

n n

n n
u u

n n

n n n
u u

n n n

u u n
n

+ +
= =

+ +
− + −

= =
− − +

= = +
+

� �

� �


 �

  

  هنا المطلوب أمثلة، ولا يوجد حلول وحيدة 

2 2 2

2 2

1 1
5 5 1

6
1 1

2 3 2 3 2

( 2) ( 1)( 2) 1

4 4 7 7

1 1
2

1 1
1

2

n n nt u s

n n n

n n n
n n

n n
n n

n n n n n

n n n n n

n n n
n n n

n n

≤ ≤

+ +
≤ ≤

+ +
+

≤ ≤
+ +
− −

≤ ≤
+ − + −

− − + +
≤ ≤

− −
≤ + ≤

≤ ≤
+

�

�

�

�

�




  

)1فيما يأتي، بيّن إذا كانت المتتالية  � )n nu   محدودة، أو محدودة من الأعلى، أو من الأدنى. ≤

2

2

2 22

2

2 2

1 1
1 sin

2

1 1

1 11
2

1 3 2
2 3
1

( 1) cos
1

n n n

n n n

n n n

n
n n n

u u u n
n n

n n
u u u

n nn

u n n u n u
n

u n u n n u n
n

= = + =
+

−
= = =

+ ++
−

= + − = − =
+

= − × = + = +
+

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � 	

�� �� �


  

  
1 محدودة لأنّ  �� si 1nn− ≤ 1nأياً كانت  ≥ ≥.  

محدودة لأنّ  ��
2

1
1 21
n

≤ + 1nأياً كانت  ≥ ≥.   

1محدودة لأنّ  ��
0

2
1

n
≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥.  

محدودة لأنّ  ��
2 2

1

1

1
0

n
≤≤

+
1nأياً كانت   ≥.  

    الحل

    الحل
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محدودة لأنّ  ��
2

0
1
1

n

n
≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥. 

محدودة لأنّ  ��
2

2
1

1
0

1

n

n

−

+
1nأياً كانت  ≥≥ ≥. 

2محدودة لأنّ  	�
1

2
0

3n

−
− ≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥.  

3محدودة من الأدنى فقط لأنّ  �� 2 2n − ≥ 1nأياً كانت  − ، ولكنها غير محدودة من ≤
limالأعلى لأنّ  ( 3 2)

n
n

→∞
− = +∞.  

  وغير محدودة من الأعلى. −1محدودة من الأدنى بالعدد  ��
��
  وغير محدودة من الأعلى. 0محدودة من الأدنى بالعدد  
  وغير محدودة من الأعلى. 0محدودة من الأدنى بالعدد  ���
 محدودة من الأدنى وغير محدودة من الأعلى.غير ���

)1لتكن المتتالية  � )n nu   : المعرّفة بالصيغة ≤

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
n n

n
u = + + + + +⋯  

2nn، أنّ nأثبت بالتدريج على العدد  �   .nمهما كان العدد الطبيعي  ≥
)1استنتج مما سبق عنصراً راجحاً على المتتالية  � )n nu ≥.  

 �  
)لتكن  • )E n  2الخاصةn n≥. 
02وضوحاً لأنّ  تانمحقق E(1)و E(0) تانالخاص • 12و ≤0 1≥ . 

)لنفترض صحة  • )E n  1في حالة عددn 12 . عندئذ≤ 2 2 2 1n n n n+ = × ≥ ≥ +  
)ة فالخاص 1)E n 2nمحققة أيضاً، فنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + n≥  أياً كانتn.   

  نجد ل 2kفي بسط كل كسر بالقوة  kبالاستفادة مما سبق نستبدل كل عدد  �

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3
2

:
3

1 2
2 1 2

1 3

n n

n

n

n

nn

n
u

q q q q q q

q
q

q

= + + + + +

≤ + + + + +

= + + + + + =

   −   = = − ≤    −    

⋯

⋯

⋯
  

   .2فالمتتالية محدودة من الأعلى بالعدد 

    الحل
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  132  صفحةصفحةصفحةصفحة تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

  

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1فق معرفتان و المتتاليتان ال ≤

2 4nt
n

= −
+

1و 

1ns
n

=
+

 هماأثبت أن .

 نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثم  

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو − ns s+ ثمُّ تعيين  −

)نهاية  )n n ns t− نجد .lim lim 0n n
n n
t s

→∞ →∞
= =.  

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ≤
n

n
t

n

−
و =

2

1
1ns
n

=  همات أنّ أثب .+

 نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثم  

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو − ns s+ ثمُّ تعيين  −

)نهاية  )n n ns t− نجد .lim lim 1n n
n n
t s

→∞ →∞
= =.  

)1 في كل من الحالات الآتية، تبينْ إن كانت المتتاليتان � )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتين أم لا. ≤

2 2 2

2

1 1 1 1
,

4 1 2 2
1 1 1 1 1 1

,
1 2 2 1 2 1
1 1 1 1
, 1

2 3
1 1

2 , 2

n n n

n n

n n n

n n

y x x
n n n n

y x
n n n n n n

y x x
n n

y x
nn

= + = + + +
+ +

= + + + = + + +
+ + + −

= + = + + + +

= + = −

⋯

⋯ ⋯

⋯

�

�

�

�

  

  
  هنا  �

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

x
n n n

x
n n n n n

+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +

⋯

⋯

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 1)(2 2)n nx x
n n n n n n n

+ − = + − = − = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   متزايدة. ≤
  

    الحل

    الحل

    الحل
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  ونجد

1 1

1 1 1 1

4( 1) 4 (2 1)(2 2) 2 (2 2)
1 1 1 1

0
2 2 2 1 2 4 ( 1)(2 1)

n n n ny y x x
n n n n n n

n n n n n n

+ +− = − + − = −
+ + + +

 = − = − < + + + + 

  

)1فالمتتالية  )n ny   متناقصة. ≤

1وأخيراً 

4n ny x
n

− )، إذن = )lim 0n n
n

y x
→∞

− )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤

  هنا �

1

1 1 1
...

1 2 1
1 1 1 1 1

...
1 1 2 1 2 2 1

n

n

x
n n n

x
n n n n n

+

= + + +
+ −

= + + + + +
+ + − +

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 2 (2 1)n nx x
n n n n n n n

+ − = + − = − = − <
+ + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   .متناقصة ≤
  وكذلك

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

y
n n n

y
n n n n n

+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +

⋯

⋯

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 2)(2 1)n ny y
n n n n n n n

+ − = + − = − = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n ny   .متزايدة ≤

1وأخيراً 

2n nx y
n

− )إذن  ،= )lim 0n n
n

x y
→∞

− )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤

1 هنا � 2

1

( 1)
n nx x

n
+ − =

+
)1والمتتالية   )n nx   أيضاً  ونجد متزايدة. ≤

1 1 2 2

1 1 1 1 1
0

1 ( 1)( 1) ( 1)
n n n ny y x x

n n n nn n n
+ +− = − + − = − = − <

+ ++ +
  

)1فالمتتالية  )n ny 1متناقصة. وأخيراً  ≤
n ny x

n
− )، إذن = )lim 0n n

n
y x

→∞
− تاليتان . فالمت=

1( )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤
  بسيط ومتروك للقارئ.�
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 أنشطة

1 تمثيلٌ هندسي لمتتالية من النمط  ( )n nu f u=++++  

  المبدأ �

في معلمٍ  fهو الخط البياني لتابعٍ  Cفي الشكل المجاور، 
ع العدد الحقيقي  0متجانس. نوضu  على محور الفواصل، ثم

، نرمز إلى Cعلى الخط البياني 0uذات الفاصلة  0Aالنقطة 
1فيكون  1uبالرمز  0Aترتيب  0( )u f u=.  

ع  1نوضu  على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم∆ 
yالذي معادلته  x= ،1u  هي فاصلة نقطة تقاطع∆ 

1yوالمستقيم الذي معادلته  u=.  

2فيكون  2u، بالرمز 1u، التي فاصلتها Cمن الخط  1Aنرمز إلى ترتيب النقطة  1( )u f u= ع نوض .
2u  كما في السابق. ونتابع بهذا لتعيين القيم المتوالية  ∆على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم

)0ة للمتتالي )n nu 1المعرّفة بالعلاقة التدريجية  ≤ ( )n nu f u+ =.  

  تمرين �

)0في كل من الحالات الآتية، مثلْ الحدود الأولى للمتتالية  )n nu المشار إليها، ثم خمنْ جهة تغيرها  ≤
  ونهايتها المحتملة.

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

1, 1 2 1, 1

1
, 1 1, 0
2

1
, 1 , 1

n n n n

n n n
n

n n n n
n

u u u u u u

u u u u u
u

u u u u u u
u

+ +

+ +

+ +

= − = = − =

= = = − =
+

= = = + =

� �

� �

� �

   

  

   1متتالية ثابتة. وهي تسعى إلى  �
 2من الدليل بدءاً  −1الحدود ذات الدليل الفردي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الزوجي تساوي  �
1أي  3 2 1 0mu u u += = = 2و ⋯= 4 2 1mu u u= = = =   . وهي إذن غير متقاربة.⋯−
  أي  −1الحدود ذات الدليل الزوجي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الفردي تساوي  �

0 2 2 0mu u u= = = 1و ⋯= 3 2 1 1mu u u += = = = −⋯.  
 وهي إذن غير متقاربة.

    الحل

 1 نشاط

0
A

1
A

2
A

x

y

O

∆

C

0
u

1
u

1
u

2
u

2
u

3
u

3
u
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نلاحظ من الشكل أنّ متتالية الحدود ذات الدليل الزوجي تتناقص، ومتتالية الحدود ذات الدليل الفردي  �
معادلة لل الموجب (لأن جميع حدود المتتالية موجبة) حلاللذي هو ا ℓتتزايد، وأنّ المتتالية تتقارب من 

( )f x x= 2أي 2 1 0x x+ − 2ومنه   = 1= −ℓ. 

  

2الخلاصة: إذا وضعنا   1= −ℓ ّ2، فإننا نلاحظ أن 2 2n nu u+≤ ≤ℓ 2و 1 2 1n nu u− +≤ ≤ ℓ  ًأيا
limوأنّ  nكانت قيمة  2 1n

n
u

→∞
= −.  

  : هنا لا يُطلب من الطالب إثبات أي شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص.ملاحظة
. في الحقيقة، لو تقاربت من عدد ∞+لية متزايدة تماماً وتسعى إلى نلاحظ من الشكل أنّ المتتا �

1لوجب أن يحقق المعادلة  ℓموجب تماماً 
= +ℓ ℓ

ℓ
  وهذا تناقض. 

 

  بات أي شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص.: نؤكد هنا لا يُطلب من الطالب إثملاحظة
 .1هنا نلاحظ أنّ المتتالية ثابتة وتسعى من ثمّ إلى  �

1
x

x x+֏

y x=

0u 1u 2u 3u

0
u

1

1
u

2
u

3
u

ւց

1

2
x

x +
֏

y x=
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  تطبيق �

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0المعرّفة تدريجياً بالشرطين  ≤ 2u 1و =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = . استعمل الطريقة +

  السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية :
  أتكون المتتالية  مطّردة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟ �  

  برهن صحة النتائج التي توصلتَ إليها إن أمكن. �

 

)0نلاحظ من الشكل أنّ المتتالية  � )n nu متناقصة تماماً  ≤
، وأنها تسعى إلى العدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 

2.  
)نعرّف ل � )E n  12الخاصة n nu u+< <.  
1نلاحظ أنّ  • 1.5u محققة لأنّ  E(0)إذن إنّ  =

2 1.5 2< <. 
)لنفترض أنّ  • )E n  محقّقة. ولنلاحظ أنّ مشتق التابع

]لمعرّف على ا 2, 1بالصيغة   ∞+]
( )

2

x
f x

x
= + 

[ المفتوح موجب تماماً على المجال 2, ، فهو ∞+]
]متزايدٌ تماماً على المجال  2, ، ومن ثَمّ نستنتج ∞+]

12من المتراجحة  n nu u+< )1 أنّ  > 2) ( ) ( )n nf f u f u+<  المتراجحة وهذه تُكافئ، >

2 12 n nu u+ +< )، فالخاصة > 1)E n محققة. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ المتتالية متناقصة  +
ويحقق المساواة  2أكبر أو يساوي  ℓ. فهي إذن متقاربة من عدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 

( )f=ℓ ℓ 2. وهذان الشرطان يقتضيان أن يكون=ℓ 0. أي إنّ المتتالية( )n nu متناقصة تماماً  ≤
  .2ومتقاربة من العدد 

  الطريقة البابليّة، وقد كانت معروفة للبابليين. 2: تسمى هذه الطريقة في حساب العدد ملاحظة

  حجم مجسم قطع مكافئ دوراني  
f:2في الشكل نجد الخط البياني للتابع  x x֏ ً2مكافئاً معادلته  ، الذي يسمى قطعاy x= وهو ،

]من المجال  xالموافق لقيم  Cمتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب كما تعلم. نهتم بالجزء  2,2]−.  
مجسم القطع الفراغ دورةً كاملة حول محور التراتيب، نحصل على مجسم نسميه في  Cعندما يدور 

  . المكافئ الدوراني

 2 نشاط

    الحل

1
2
x

x
x +֏

y x=

0u1u
2
u
ր

2, 2( )
ց
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حجم هذا المجسّم، في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى  Vنهدف إلى حساب 

بمقادير معلومة ويمكننا حسابها، وفي الوقت نفسه تحصر المقدار  Vهنا حصر المقدار المجهول، وهو 
المجهول بالدقة التي نريد. لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة، لنرجع الأمر إلى 

  حساب مجموع حجوم أسطوانات.
ولنفترض أننا حاولنا . 2ر تماماً من عدداً طبيعياً أكب nليكن 

1nملء المجسّم بـ  4أسطوانة ارتفاع كلّ منها  −

n
بالطبع (، 

 nالمجسّم داخل ، وأننا استطعنا وضع )ستبقى بعض الفراغات

4أسطوانة ارتفاع كل منها 

n
  أيضاً، كما في الشكل المجاور. 

إلى مجموع حجوم الأسطوانات الخارجية،  nVلنرمز بالرمز 
  نات الداخلية.إلى مجموع حجوم الأسطوا nvوبالرمز 

  برهن أنّ  �

( )
2

16
1 2 ( 1)nV n n

n

π

= + + + − )و    ⋯+ )
2

16
1 2 ( 1)nv n

n

π

= + + + −⋯  

)0برهن أنّ المتتاليتين  � )n nV )0و ≤ )n nv   أي حجم المجسم المطلوب. Vمتقاربتان، واستنتج قيمة  ≤

  
4أسطوانة ارتفاع كل منها  nمن النص نجد أنه تم وضع المجسم داخل 

h
n

ارتفاع تم تقسيم  ،=

,0]المجسم    بواسطة النقاط nإلى  جزءاً متساوياً  nإلى  [4

0 1 20 4k nx x x xx = < < < < < < =⋯ ⋯  
1xحيث  h= ،2 2x h= وهكذا ،kx kh=  ً4وأخيراnx nh= =.  
  اسطوانة خارجية: nهناك 

1xفحجمها  1xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  1ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 

    الحل

O 212− 1−

4

C

x

y

2
y x=

O

4
n

1

2

3

1n−

n
4
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2xفحجمها  2xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  2ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 
 وهكذا... •
kxفحجمها  kxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  kارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 
nxفحجمها  nxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  nوارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 

  م الاسطوانات الخارجية يساويوهكذا نجد أنّ مجموع حجو 
( ) 2
1 2 (1 2 )n nV h x x x h nπ π= + + + = + + +⋯ ⋯  

h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=وكذلك .  
1nهناك    اسطوانة داخلية: −

1xفحجمها  1xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  1ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
2xفحجمها  2xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  2ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
 وهكذا... •
kxفحجمها  kxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  kارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
1nوارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • 1nxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  − فحجمها  −

1nx hπ −. 
  وهكذا نجد أنّ مجموع حجوم الاسطوانات الداخلية يساوي

( ) 2
1 2 1 (1 2 ( 1))n nv h x x x h nπ π−= + + + = + + + −⋯ ⋯  

h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=.  
  نعرف مجموع متتالية حسابية. إذن �

( 1)
1 2 ( 1)

2

n n
n

−
+ + + − )و    ⋯= 1)

1 2
2

n n
n

+
+ + + =⋯  

1ومنه 
8n

n
V

n
π

 + =   
18nو 

n
v

n
π

 − =   
lim. ولأنّ  lim 8n n

n n
V V π

→+∞ →+∞
= و لدينا  =

n nv V≤ ≤V  ًكانت  أياn  استنتجنا بجعلn  ّ8تسعى إلى اللانهاية أنπ=V.  
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������ ��	
��  

)1 المتتالية  )n nu 1nu معرّفة وفق ≤
n

=
!

. ( 1) 2 1)n n n! = − × × )عندما  ⋯× 1n ≥.  

  احسب الحدود الستة الأولى منها. �

�  1تيقّن أن
0 nu

n
< )1ثم استنتج نهاية  ≥ )n nu ≥.  

 �  
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1
1
2 6 24 120 720n

n

u
 

من الواضح أنّ جداء ضرب أعداد طبيعية جميعها أكبر من الواحد هو عدد أكبر من الواحد، إذن  �
!من الطبيعي أن يكون  ( 1) 2 1n n n n≥ − ⋅ 2nفي حالة  ⋯≤ . وهذا المتراجحة تبقى صحيحة ≤

1nأيضاً في حالة  !. إذن = ( 1) 2 1n n n n≥ − ⋅ 1nمهما كانت  ⋯≤ ، وهذا يقتضي أن يكون ≤
1 1

0
!nu
n n

< = 1nفي حالة   ≥ 1. ولأنّ ≤
lim 0
n n∞→

limاستنتجنا أنّ  = 0n
n
u

∞→
استناداً إلى  =

  مبرهنة الإحاطة مثلاً.

)1 المتتالية  )n nu 1معرفة وفق  ≤
10

n

n

n
u

 = −   
.   

  .11uحتى  1uأعطِ قيماً تقريبية لحدودها الأولى من  �
2nnu، تحقق 31uأثبت أن جميع حدودها، بدءاً من الحد  � )1. استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  

  
الهدف من هذا التمرين هو تنبيه الطالب إلى أنّ قيم حدود المتتالية الأولى يمكن أن تقودنا إلى 

  استنتاجات خاطئة.

�  

2 3 4 6 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3.1 4.1 2.2 2.6 1.0 1.0
0.9 0.64 0.34 0.13 0.

10 10 10 10 10 10
nu

n

− − − − −
  

  توحي لنا هذه القيم وكان المتتالية تسعى إلى الصفر، ولكن مهلاً.

31nفي حالة  � 31يكون  ≤
1 1 2.1 2

10 10

n
− ≥ − = 2nnu، ومن ثمّّ <   . إذن <

lim n
n
u

→∞
= limلأنّ  ∞+ 2n

n→∞
= +∞  

    الحل

2 
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)1 المتتالية  )n nu معرفة وفق  ≤
3

n

n
u

n
=

!
.   

  احسب حدودها الستة الأولى. �
.a �  أثبت أن( 1)( 2)( 3)n n n n n! ≥ − − 4n، أياً يكن − ≥.  
.b )1استنتج نهاية  � )n nu ≥.  

 �  

 3

!

1 2 3 4 5 6

9 8 25 3
1 4

2 3 24 10n

n

n
u

n
=

  

.a �  
)لنضع  • )E n  : الخاصة( 1)( 2)( 3)n n n n n! ≥ − − −. 
!4تكافئ محققة لأنّها  E(4)إنّ  • 4 3 2 1≥ × ×  وهذه صحيحة. ×
)لنفترض صحّة  • )E n  4في حالةn  عندئذ ≤

1

( 3)

1 1 1 1

( 1) ! ( 1)( 2)! ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)( 2)

( )( 1)( 2)( 3)

n

n n n n

n n nn n n

n n n

n

n
≥

+ = + × ≥ +

≥ + − −

− − −

−

+

−

+ +

−

= +

����	

   

)فالخاصة  1)E n 4nصحيحة أيضاً. فنكون قد أثبتنا صحة المتراجحة المطلوبة في حالة  + ≥.  
.b 4nنستنتج إذن أنّه في حالة  �   يكون لدينا ≤

3 3 1
0

! ( 1)( 2)( 3) 1 2 3n

n n n n
u

n n n n n n n n
≤ = ≤ = × ×

− − − − − −
  

1ولكن 
lim 0

3n n→∞
=

−
limو  1

2n

n

n→∞
=

−
limو  1

1n

n

n→∞
=

−
تسعى إلى اللانهاية في  nإذن بجعل  

limالمتراجحة السابقة نستنتج استناداً إلى مبرهنة الإحاطة أنّ  0n
n
u

→∞
=.  

  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   المعرّفة وفق: ≤
2 11

, , ,
1 1

n n
n n n n n

n

x yn
x y w x n t

n n w

−+
= = = − =

+ −
  

  
lim n
n

x
→∞

= limو ∞+ 1n
n
y

→∞
limو = 1n

n
w

→∞
= 0و − 1 1

lim
1 1 2n

n
t

→∞

−
= =

− −
.  

  

    الحل

4 
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    الحل
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)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   المعرّفة وفق: ≤
1

, , ,
1

n
n n n n n n

n

yn
x y x n w x t

n wn
= = = − =

+
  

  
lim 0n
n

x
→∞

limو = 1n
n
y

→∞
limو = 0n

n
w

→∞
1و =

lim
n

nw→∞
= limو ∞− n

n
t

→∞
= −∞.  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nu   لمعرّفة وفق:ا ≤
23 4

, , 3
1

n
n n n n

xn
x y u x n

n n

−
= = = −

+
  

  
lim n
n

x
→∞

= limو ∞+ 3n
n

y
→∞

limو = 3n
n

u
→∞

= −.  

)0 المتتالية  )n nu 1nuمعرفة  بالصيغة  ≤ n n= + −.   

�  0أثبت أن 1nu<   .n، أياً يكن ≥
.a 410nأثبت أنه إذا كان  � 20، كان < 10nu

−< <.  
.b 810nت أنه إذا كان أثب � 40، كان < 10nu

−< <  .  
.c 810nuكي نحصل على  nكيف نختار  �

  ؟>−
)0ما نهاية  � )n nu   ؟≤

  
1إذن  ايدتابع الجذر التربيعي متز  � 0 1 0 1n n+ + ≥ + +   ومن ثمّّ  =

1
1 0,1

1
nu n n

n n
 = + − = ∈  + +

  

  وهي المتراجحة المطلوبة.
.a 410nإذا كان  � 4كان  < 21 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =

1 1
0 1

1001
nu n n

n n
< = + − = <

+ +
  

.b 810nإذا كان  � 8كان  < 41 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =
41

0 1 10
1

nu n n
n n

−< = + − = <
+ +

  

.c 1610nيكفي أن نختار  � 810nuكي نحصل على   <
−<.  

� lim 0n
n
u

∞→
2بحيث  0nالموجب تماماً يكفي أن نختار  ε، لأنّه مهما صَغُر العدد =

0n ε> 

[لتتحقق المتراجحة  , [nu ε ε∈ 0nفي حالة  − n>.  

    الحل

    الحل

    الحل
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)1المتتاليتان    )n nx )1و  ≤ )n ny معرفتان وفق:  ≤
2

1

1
nx

n
=

+
1nyو 

n
=.  

)1راجحٌ على  1أن العدد  أثبت � )n nx ≥.  
�  أثبت أنn nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.  
   ارة للاهتمام؟أي النتيجتين السابقتين أكثر إث �

   
1nهذا واضح لأنّه في حالة  �و � 2لدينا  ≤ 21 1n n n≤ = <   ومن ثَمّ  +

2

1

1
1

1

nn
< ≤

+
  

1nأي  nx y< 1nياً كانت أ ≥ ≥ .   
limأكثر إثارة للاهتمام لأنها تفيد في إثبات أنّ  �إنّ الخاصة  � 0n

n
u

∞→
=.  

)1المتتاليتان   )n nx )1و  ≤ )n ny  معرفتان وفق: ≤
22 5 3

2 1n

n n
x

n

+ +
=

+
5nyو  n=.  

�  أثبت أنn nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.  

�  1أثبت أن

5n nx y≥ 1، أياً يكنn ≥.  

  
1n، في حالة نحسب � ≥:  

2 2 210 5 2 5 3 8 3 8 3 5
0

2 1 2 1 2 1 2 1n n

n n n n n
y x

n n n n

+ − − − − −
− = = ≥ = >

+ + + +
  

nإذن nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.   
1n، في حالة نحسب � ≥:  

2 21 2 5 3 2 4 3 4 2
2 0

5 2 1 2 1 2 1n n

n n n n n n
x y

n n n

+ + − − + +
− = = > = >

+ + +
  

1إذن 

5n nx y≥ 1، أياً يكنn ≥.   

)4 المتتالية  )n nu 2 معرفة وفق ≤

1

5 6
nu

n n
=

− +
1أثبت أنها محدودة من الأعلى بالعدد  .

2
.  

  
4nنلاحظ أنّه في حالة  2لدينا  ≤ 5 6 ( 2)( 3) (4 2)(4 3) 2n n n n− + = − − ≥ − −   إذن،  =

2

1 1

25 6
nu

n n
=

− +
≤  

    الحل

8  

10  

9  
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          لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� ��	�
�� 
��� ���
�   

0aيحققان ن يعدد bو aليكن  b> )0لتكن و  < )n nu متتالية معرفة وفق  ≤
n n

n n n

a b
u

a b

−
=

+
. 

  ادرس تقارب هذه المتتالية.
   نحو الحلّ   ��

)0، وإذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية nq، نجدُ فقط حدوداً من النمط nuفي عبارة    � )n nq ، نفكر ≤
، فعلينا أن نتوقع معروفينغير  bو aلكن و  مبرهنات العمليات على النهايات. بالاستفادة من

  التعرض لصيغة عدم تعيين.
  :الآتيتينتحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كل من الحالتين  .1

� 1a 1bو   < >          � 1a 1b و    < <.  
1aي حالة ف .2 1bو = )0تعيين نهاية في مبرهنات النهايات  تفيدلماذا ، > )n nu   ؟ ≤

3a مثلاً، في حالةتعرف الحالة العامة. لنختر، في قد تفيد دراسة حالة خاصة    � 2bو = =، 
3 لدينا 2

3 2

n n

n n nu
−

=
+

 ةقارنمغاية في الكبر. ل 2nو 3nكبيرة، تكون قيم  nعندما تكون قيم و  .

)0. ندرس نهاية المتتالية ∞+إلى  nمرتبتي كبرهما عندما تسعى  )n nv 2 حيث ≤
3

n

n nv =.  

lim لماذا لدينا .1 0n
n

v
→+∞

 ؟=

2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
)0. إذن ما نهاية  )n nu  ؟≤

)0نستشف من المثال السابق أهمية المتتالية  � )n nv المعرفة وفق  ≤
n

n

b
v

a

 =   
ودورها في الوصول  

     إلى النتيجة المرجوة.
)0أوجد نهاية  .1 )n nv   .bو aتبعاً لقيم  ≤
2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
 ابقة للوصول إلى الهدف المنشود. حصيلة الأسئلة السفد من واست 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
1a في حالة  1. � 1bو < limلدينا  < n

n
a

∞→
= limو ∞+ n

n
b

∞→
= ن يظهر في بسط ، إذ∞+

المتتالية 
0

( )
n n
u

≥
)صيغة عدم تعيين من النمط   )( )∞ − 1a. وفي حالة  +∞+ 1bو < لدينا  >

lim n

n
a

∞→
= 0limو ∞+ n

n
b

∞→
ية ، إذن يظهر عند حساب نها=

0
( )
n n
u

≥
∞+عدم تعيين من النمط  

+∞
.  

    الحل
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1aفي حالة  2. 1bو = 0limلدينا ، > n

n
b

∞→
  ، إذن نستنتج من المساواة=

1

1

n

n n

b
u

b

−
=

−
  

limأنّ  1n
n
u

∞→
=.  

)0المتتالية  1. � )n nv 2 حيث ≤
3

n

n nv 2هي متتالية هندسية أساسها  =
1

3
q =   ، إذن>

lim 0n
n

v
∞→

= 

  نحسب 2.
2

1
1 3 23
1 2 3 2

1
3

n

n nn
n

nn n n
n

n

v
u

v

−
− −

= = =
+ +

+

  

limولمّا كان  0n
n

v
∞→

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n
u

∞→

−
= =

−
.  

)0المتتالية في حالة العامة  1. � )n nv  حيث ≤
n

n n

b
v

a
1هي متتالية هندسية أساسها  =

b
q
a

= < ،

0aلأنه لدينا فرضاً  b> lim، إذن < 0n
n

v
∞→

=. 

  نحسب 2.

1
1

1
1

n

n nn
n

nn n n
n

n

b

v a ba u
v b a b

a

−
− −

= = =
+ +

+

  

limولمّا كان  0n
n

v
∞→

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n
u

∞→

−
= =

−
.  

 ��
�� �� ������� �����  + =1 ( )n nu f u  

0نرمز إلى المربع  0 0 0A B C D  بالرمز  10الذي طول ضلعه
0S 1، وإلى المربع 1 1 1ABC D  على أضلاع الذي تقع رؤوسه
0S  1( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمزS  حيث

0 1 1A A ، 0Sانطلاقاً من  1S. بالطريقة التي رسمنا فيها =
ونقبل إمكانية الاستمرار بهذا الرسم  1Sانطلاقاً من  2Sنرسم 

 nSعدداً غير منتهٍ من المرات. نرمز إلى طول ضلع المربع 
)0دراسة المتتالية  . نهدف إلىnℓبالرمز  )n n≥ℓ  وتعيين

  ايتها.نه

12  

1A0A

1B
0B

1C 0C

1D

0D
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   نحو الحلّ   ��
)0لنتفحّص كيف يجري الإنشاء: يُرسم كل مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية    � )n n≥ℓ  هي إذن

  متتالية تدريجية. 

  
11علّل صحة المتراجحة  n n+< <ℓ ℓ  أياً كان العدد الطبيعيn؟ 

)0لماذا يمكن استنتاج أن المتتالية  )n n≥ℓ متقاربة؟ 

 21 أثبت أن 1 ( 1)n n+ + −=ℓ ℓ.  

)0 ، نهاية المتتاليةℓيبقى تحديد العدد    � )n n≥ℓ  .ستعانة بالتابع إحدى الطرق العامة لذلك هي الاf 
1المعرف بالعلاقة ( )n nf+ =ℓ ℓ.  

  المستعان به. fعينْ التابع 
 أثبت أنℓ  للمعادلة 21حل ( 1)x x= + −.  

  .ℓاستنتج من ذلك قيمة النهاية 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
1في المثلث القائم  � 1n n nA B B+ طول الوتر أكبر من طول أيّ من الضلعين القائمتين وبوجه خاص  +

1يكون  1 1n n n nA B B B+ + 1أي  <+ 1n+ >ℓن جهة أخرى طول أي ضلع أصغر تماماً من . وم
1مجموع طولي الضلعين الأخريين إذن  1 1 1n n n n n nA B A B B B+ + + +<   أي +

1 1 1n n n+ < − + =ℓ ℓ ℓ  
11فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ  n n+< <ℓ ℓ أياً كانت قيمة ،n.  

)المتتالية  )n nℓ  فلا بُدّ أن تكون متقاربة. لنرمز  1هي إذن متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد
  .ℓإلى نهايتها بالرمز 

1المثلث القائم وأخيراً، بتطبيق مبرهنة فيثاغورث في  1n n nA B B+   نستنتج أنّ  +
2

1 1 ( 1)n n+ + −=ℓ ℓ  
)2إذا عرّفنا    � ) ( 1) 1f x x= − )0كانت المتتالية  + )n n≥ℓ  0معرّفة تدريجياً بالشرط 10=ℓ 

1والعلاقة   ( )n nf+ =ℓ ℓ ّولأن .lim n
n→∞

=ℓ ℓ  ّاستنتجنا أنℓ  هي حلٌ للمعادلة( )x f x=.  وحل هذه

1lim. إذن ℓ=1المعادلة بسيط ويعطي  n
n→∞

=ℓ.  

    الحل
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−ℓ

1n+
ℓ

n
A

1n
A
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B

1n
B
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1−ℓ
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ℓ
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A

1
A 0
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1
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1nالمرحلة  المرحلة الأولى +  
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  ����� �� ��
� �  ��� !"�#  

1ليكن 

( 1)nu
n n

=
+

  . وليكنnد طبيعي غير معدوم في حالة عد 

 1 2 3
1

n

n n k
k

S u u u u u
=

= + + + + = ∑⋯  

)1المتتالية  ادرس )n nS ≥.  
   نحو الحلّ   ��
يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لمبرهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة    �

تصورَ خواصٍ لها من قبيل: جهة الاطراد، العناصر الراجحة عليها أو حدود أولى من متتالية قد تتيح 
، أو بين هذا الحد والحد الذي nوالدليل ذاته  nالقاصرة عنها، أو إيجاد علاقة بين حدها ذي الدليل 

  بصيغة كسور مختزلة. 4Sو 3Sو 2Sو 1Sيليه. احسب 
. وتحديداً يبدو أنnS ، يظهر في عبارة n، أي nSتُظهر النتائج أن دليل   �

1n

n
S

n
=

+
.  

5nتحقّق أنّك ستحصل على النتيجة ذاتها عند  6nوعند  = = .  
أثبت صحة 
1n

n
S

n
=

+
  بالبرهان بالتدريج. 

يحقّقان  bو  aثمة حل آخر، يتمثل في تعيين عددين   �
1n

a b
u

n n
= +

+
هذين العددين ثمُّ  . جد

  .nSاستنتج عبارة 

)0عند دراسة متتاليةٍ  :ملاحظة  )n nu ف الحدود الأولى ≤ من المهم، في أكثر الحالات، تعر ،
  .nو nuتتيح رؤية علاقةٍ بين  منها، ومعرفة ما إن كانت هذه الحدود

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
�  

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7n

n

S
  

لنثبت بالتدريج أنّ  �
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ≥> 

)نعرّف الخاصة  • )E n  1بأنها 2 1n n

n
S u u u

n
= + + + =

+
⋯. 

1محققة وضوحاً إذ تنص على أنّ  E(1)الخاصة  •

1 1

1 2 1 1
S = =

× +
. 
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)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  ّ1ولنلاحظ أنnS 1nuبإضافة  nSتنتج من  +  إليها إذن +
1 1

2 2

1

( 1)( 2)

2 1 ( 1) 1

( 1)( 2) ( 1)(
1

2) 2

1

1

1

n nnS u

n n

n n n n

n n n

S

n

n

n

n

n n

+ += +

= +
+ +

+ + + +
= = =

+ + +
+

+

=
+

+

+

+

 

)إذن  1)E n محققة. فنكون بذلك قد أثبتنا صحة المساواة  +
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ≥. 

1بحيث تتحقق المساواة   bو aبحث عن عددين لن �

( 1) 1

a b

n n n n
= +

+ +
. نلاحظ nأياً كانت  

)أنّ هذا يُكافئ  ) 1a b n a+ + 1aإذن  .nمهما كانت  = 1bو = =   . ومنه −
1 1 1

( 1) 1nu
n n n n

= = −
+ +

  

  إذن

  
1و 1لاحظ وجود العديد من الاختصارات، إذ تُختصر جميع الحدود باستثناء 

1n
−

+
. ونحصل مجدداً 

  الصيغة المطلوبة. على

  ً�%� &' ( )������� �����  

0عددين يُحقّقان  bو  aليكن  a b< )0. ولنتأمّل المتتاليتين > )n nx )0و ≤ )n ny المعرفتين وفق  ≤

0x a=  0وy b=  وعند كل عدد طبيعيn:  

1

2 n n
n

n n

x y
x

x y
+ =

+
1و        2

n n
n

x y
y +

+
=  

)0نهدف إلى دراسة المتتاليتين  )n nx )0و  ≤ )n ny   في آن معاً. ≤

1

2

3

1

1

1

4

1

1
1

1
1

1
1

1

3
1

3

1

1

1

2

2

1

n

n

n

u

u

u

u
n

n n

S
n

n

u

−

= −

= −

= −

= −
−

= −
+

= −
+

⋮ ⋮

+
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   نحو الحلّ   ��
1nxلنتفحص الفرْضَ كي نرى إنْ كانت ثمة نتائج مباشرة تفيد في الحل. يمكن ملاحظة أن مقام    � + 

1nyيساوي بسط  +: فنستنتج أن ،  
1 1( ) n n n nx y x y ab+ +× = × =∗   

 ونلاحظ أيضاً أنnx وny .تحقق من المساواة  موجبان( )∗.  
0nx«أثبت، بالتدريج، صحة الخاصة  0nyو < >«( ) :E n  أيّاً يكن العدد الطبيعي ،n .  

غير  bو aقد يكون مفيداً تعرف بضعَ حدود أولى من المتتالية. ولمّا كان  لتحقيق فهم أفضل،  �
1aمعلومين، نتأمّل مثلاً الحالة الخاصة  3bو  = =.  

)0احسب حدوداً أولى من كل من  )n nx )0و  ≤ )n ny ≥.  
عْ هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقية، ماذا تلاحظ ؟ وض  

)0ربما علينا إذن إثبات أن المتتاليتين   � )n nx )0و  ≤ )n ny . ولتحقيق ذلك علينا بدايةً متجاورتان ≤
1nدراسة اطراد هاتين المتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كل من  nx x+ 1nو  − ny y+ −.  

: أثبت  أن 

1

( )n n n
n n

n n

x y x
x x

x y
+

−
− =

+
1و    2

n n
n n

x y
y y+

−
− =.  

nو nxلاحظ أنّ إشارتي  nx y+  1معلومتان، فإشارتاn nx x+ 1nو − ny y+ تتعلقان بإشارة  −

n ny x−أنْ يكون  � استناداً إلى . يُتوقعn ny x− .ً1احسب  موجبا 1n ny x+ +−  واستنتج أن

1 1n ny x+   موجب. −+
)0استنتج اطراد كل من المتتاليتين  )n nx )0 و ≤ )n ny ≥.  

    يبقى علينا إثبات أنlim ( ) 0n n
n

y x
→+∞

− )0. ولذلك سنسعى إلى تعريف متتالية = )n nt تحقق  ≤

0المتراجحة  nعند كل عدد طبيعي  n n ny x t< − lim، وبحيث يكون > 0n
n

t
→+∞

. يبدو إنجاز =

1ذلك صعباً انطلاقاً من العبارة  1n ny x+   يساعدنا:  فلنرسم مخططاً  سابقاً  أثبتناها التي −+

  
 1أثبت إذنْ أن 1 1

1
( )
2n n n n n ny x y x y x+ + +− ≤ − = −.  

0ج، أن يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدر  0

1
( )

2
n n n
y x y x− ≤ −.  

  ذاتها. ℓأثبت أن المتتاليتين تتقاربان إلى النهاية 
)استفدْ من العلاقة  )∗   2لإثبات أن ab=ℓ  ثمab=ℓ.  

nx 1nx + ny1ny +
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  نتحقّق أولاً أنّ   �

1 1

2

2
n n n n

n n n n
n n

x y x y
x y x y

x y
+ +

+
⋅ = ⋅ = ⋅

+
  

)0إذن المتتالية  )n n nx y   .abفجميع حدودها تساوي  abثابتة وحدها الأوّل يساوي  ≤
0nx«صحة الخاصة  لنبين بالتدريج 0nyو < >«( ) :E n.  

0، لأنّ صحيحة فرضاً  E(0)إنّ   • 0x a= 0و < 0y b= >. 
)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة. عندئذ يكون كل منn nx y+ وn nx y  موجباً تماماً، وعندئذ يكون

12كذلك كل من 
n n

n

x y
x +

+
1و =

2 n n
n

n n

x y
y

x y
+=

+
). فالخاصة  1)E n  صحيحة أيضاً. +

0nxوهكذا يكون  0nyو <   .nأياً كانت  <
1aنختار � 3bو  =   . ونحسب=

0 1 2 3 4

1 1.5 1.7143 1.73196 1.732050805

3 2.0 1.7500 1.73214 1.732050810
n

n

n

x

y

  

)0تتاليتين نلاحظ وكأنّ الم )n nx )0و ≤ )n ny متجاورتان. الأولى متزايدة والثانية متناقصة والمسافة بينهما  ≤
  تسعى إلى الصفر.

)0لنثبت إذن أنّ المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤
 نلاحظ أولاً أنّ 

  1 2 2
n n n n

n n n

x y x y
y y y+

+ −
− = − =  (1)  

  وأنّ 

  ( )
2

1

2 n n n n n n
n n n n n

n n n n n n

x y x y x x
x x x y x

x y x y x y
+

−
− = − = = −

+ + +
  (2)  

nفي الحالتين إشارة الفرق  ny x− هي التي تعطي للفرقين السابقين إشارتهما، لنحسب إذن  
2

1 1

2

2 ( ) 4

2 2( )

( )
0

2( )

n n n n n n n n
n n

n n n n

n n

n n

x y x y x y x y
y x

x y x y

x y

x y

+ +

+ + −
− = − =

+ +

−
= ≥

+

  

)ثبتنا أنّ المقادير إذن لقد أ )n ny x−  1موجبة في حالةn 0n، وهذا محقّق أيضاً في حالة ≤ لأننا  =
0bافترضنا بداية أنّ  a− 0nكان  n. إذن مهما كانت < ny x− نستنتج  (2)و (1)وبالعودة إلى . ≤

)0أنّ المتتالية  )n nx )0متزايدة، والمتتالية  ≤ )n ny   .متناقصة ≤

    الحل



 

  28  

  يكن   nلقد رأينا أنه مهما تكن 
1 1n n n ny yx x + +≤ ≤≤  

  عندئذ من الواضح أنّ 

( )1 1 1

1

2n n n n n ny x x y xy+ + + − = −≤−  

)لنضع إذن  • )E n  0دلالة على الخاصة 0

2
n n n

y x
y x

−
− ≤. 

02ضوحاً لأنّ و صحيحة  E(0)الخاصة  • 1=. 
)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة. عندئذ 

( ) 0 0 0 0
1 1 12

1 1

2 2 2
n n nn n n

y x y x
xy yx+ + +

  − − ≤ =   

−
−≤ 

)فالخاصة  1)E n    nصحيحة أيضاً. ونكون قد أثبتنا، مهما كان العدد الطبيعي  +

0
2

n n n

b a
y x

−
≤ − ≤  

limولكن  0
2nn

b a

→∞

−
limأنّ إذن نستنتج مما سبق  = ( ) 0n n

n
y x

→∞
− )0. فالمتتاليتان = )n nx ≥ 

)0و )n ny   نفسها. ℓمتجاورتان. وهما من ثَمّ تتقاربان من النهاية  ≤
nولكن رأينا أنّ  nx y ab=  مهما كانت قيمةn ، جعلنا فإذاn  ّتسعى إلى اللانهاية استنتجنا أن

2 ab=ℓ ولكن العدد ،ℓ  0موجب لأنّه يحقق 0a x y b≤ ≤= =ℓ إذن .ab=ℓ.  


���� �� ً����ُ�      

  كل من المتتاليتين: ادرس تقارب 

� 3 2

3 1

n n

n n
x

−
=

−
      �   10 1

10 1

n

n n
y

−
=

+
.  

  
  نكتب

( )
( )

2
3

1
3

1

1

n

nx
−

=
−

)و   )

( )

1
10

1
10

1

1

n

n n
y

−
=

+
  

0limونتذكّر أنّ 
n

nq
→∞

|في حالة  = | 1q   ، لنستنتج أنّ >

1lim
n

nx
→∞

1limو  =
n

ny
→∞

=.  
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)0 المتتالية  )n nu 0معرفة وفق:  ≤
3

2
u nوعند كل  = ∈ ℕ ،2

1 2 2n n nu u u+ = − +.  

�   1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن 2nu≤ nأيّاً يكن  ≥ ∈ ℕ.  
.a �  أثبت أن( )( )1 2 1n n n nu u u u+ − = − nأيّاً يكن  − ∈ ℕ.  
.b )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متناقصة. ≤
  أهي متقاربة؟ �

  
)لنضع  � )E n  1الخاصة 2nu≤ ≤.  

0صحيحة لأنّ  E(0)الخاصة  • 1.5 [1,2]u = ∈. 
)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  1عندئذ 2nu≤ 0ومن ثَمّ  ≥ 1 1nu≤ −  إذن ≥

21 ( 1 1 2)nu≤ + ≤−   
11ولكن هذه هي تحديداً الخاصة  2nu +≤ )أي  ≥ 1)E n 1. فنكون قد أثبتنا أنّ + 2nu≤ ≤ 

  .nمهما كانت قيمة 
)2: يمكن أيضاً ملاحظة أنّ التابع ملاحظة ) 2 2f x x x= − ,1]متزايد على المجال  + ومن ثَمّ  ∞+]
1إذا كان  2nu≤ )كان  ≥ (2)(1) )nf u ff ≤ 11أي  ≥ 2nu +≤ ≤.  

  نلاحظ أنّ  �
2 2

1 2 2 3 2

( 1)( 2)
n n n n n n n

n n

u u u u u u u

u u

+ − = − + − = − +

= − −
  

1nإشارة المقدار  �جة واستناداً إلى نتي nu u+ )0فالمتتالية  nسالبة أياً كانت  − )n nu متناقصة. وهي  ≤
  .ℓ. إذن هي متقاربة من عدد 1محدودة من الأدنى بالعدد 

. إذ نعلم أنّ ℓملاحظة: هنا تنتهي الإجابة عن السؤال المطروح. ولكن يمكننا في الحقيقة تعيين 
01 n uu≤ ، ونستنتج من المساواة ℓ∋[1,1.5]لأن المتتالية متناقصة. ومن ثَمّ  nمهما كانت  ≥

2
1 2 2n n nu u u+ = − 2تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل   + 22−= +ℓ ℓ ℓ إذن إمّا أن يكون ،

1=ℓ  2أوأن يكون=ℓ  ّ[1,1.5]ولكن هذه الأخيرة مستحيلة لأن∈ℓ 1. إذن=ℓ والمتتالية تسعى ،
  إلى الواحد.

)0 المتتالية  )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ 1وفق  ≤ 1 1 1
1
1! 2! 3! !nu

n
= + + + + +⋯.    

1ج، أن يأثبت، مستعملاً البرهان بالتدر   �

1 1

! 2nn −≤.  

)0لمتتالية اراجحٌ على  3استنتج أن العدد   � )n nu ≥.  
�   0أثبت أن( )n nu   متقاربة.  ≤
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)لنضع  � )E n  1الخاصة

1 1

! 2nn 1nفي حالة  ≥− ≥.  

صحيحة لأنّ  E(1)الخاصة  •
0

1
1
21!

1
= =. 

)صحة الخاصة لنفترض  • )E n 1، عند قيمةn 1. ننتقل من ≤

!n
1إلى  

( 1)!n +
بقسمة الأوّل  

1nعلى   إذن +
(1) (2)

1 1

1 1 1 1 1

( 1)! 1 1

1 1 1

! 2 22 2n n nn n nn − −
= ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ =

+ + +
   

)حيث استعملنا صحة  )E n  1، واستعملنا أنّ (1)فيn ) . إذن(2)في  ≤ 1)E n . صحيحة +
1فنكون قد أثبتنا أنّ 

1 1

! 2nn 1nمهما كانت قيمة  ≥− ≥.  

  
  نكتب استناداً إلى ما أثبتناه �

( )

( )

0 1 2 1

2 1

1
2

1 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1
1! 2! 3! ! 2 2 2 2

1
1 1

2

1 1
1 3 3

1 2

n n

n

n

n

q

u
n

q q q

−

−

−

= + + + + + ≤ + + + + +

≤ + + + + =

−
≤ + = − <

−

+

⋯

⋯

⋯

�  

)1راجح على المتتالية  3فالعدد  )n nu ≥.  
إلى  nuمن الأعلى. ولكن ننتقل من  يكفي أن نلاحظ أن المتتالية متزايدة، إذ رأينا سابقاً أنّها محدودة �

1nu 1بإضافة الحد  +

( 1)!n +
1إلى الأوّل. إذن  

1
0

( 1)!
n nu u

n
+ − = >

+
)1، والمتتالية  )n nu ≥ 

  . 3لأعلى بالعدد متزايدة تماماً، فهي متقاربة لأنّها محدودة من ا
  
  

)0متتالية  نتأمّل   )n nu   العلاقة nيحقق عند كل  ℓ<0تحقّق الشرط التي: يوجد عدد حقيقي  ≤

( )1

2
0

3n nu u+≤ − ≤ −ℓ ℓ.  

)0أثبت أن المتتالية  )n nu 0. بافتراض أنّ ℓمتقاربة إلى  ≤ 1u   يحقق  Nعيّن عدداً طبيعيّاً  =
3 310 , 10nu

− − ∈ − +  
ℓ ℓ   عند كلn N≥.  
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)لتكن  • )E n  الخاصة( )2 03

0 ( )
n

n uu ≤≤ − −ℓ ℓ. 
0nباختيار  • )في الفرض  = )1

2
3

0 n nu u+≤ − ≤ −ℓ ℓ  ّ00نستنتج مباشرة أن u≤ − ℓ ،
)المتراجحة ومن ثمّ تكون  )

0
2

030 (0 )uu − ≤≤ −ℓ ℓ  (0)محققة وضوحاً، إذنE .محققة 
)نفترض أنّ  • )E n صحيحة. عندئذ 

( ) ( ) ( )2
03

1
2

1 03
2 2
3 3

( )0 ( )
n

n

n

n u uu u
+

+ −≤ − ≤ ≤ = −−ℓ ℓℓ ℓ  
)فالخاصة  1)E n   كان nصحيحة أيضاً. إذن مهما كان العدد الطبيعي  +

( )2 03
0 ( )

n

n uu ≤≤ − −ℓ ℓ  
)لمّا كان  )2

3
lim 0

n

n ∞→
2لأنّ  =

3
0 1≤ تسعى إلى اللانهاية في المتراجحة  nاستنتجنا بجعل  >

)السابقة ومستفيدين من مبرهنة الإحاطة أنّ  )lim 0n
n

u
∞→

− =ℓ  أوlim n
n

u
∞→

= ℓ.  

0في حالة  1u 0نستنتج من كون  = 0u − ≥ℓ  ّ1أن≤ℓ ً0، ولدينا فرضا < ℓ 0. إذن 1u − ≤ℓ .
  من ناحية أخرى

20 10 10
2 4 1 1 1

3 9 2 1024 1000

         = < = <               
  

20nإذن في حالة ). 1000وهي قريبة من  2ظهار القوة العاشرة للعدد (الفكرة هنا هي السعي لإ ≥ 
  يكون لدينا

20

3
0

2 2
( ) 1 10

3 3

n

u −
     − ≤ × <        

ℓ  

30ومن ثَمّ  10nu
−−≤ <ℓ  3أي 3] 10 10, [nu

− −∈ − +ℓ ℓ. 20نأخذ  يمكن إذن أنN ، أو =
  أي عدد طبيعي أكبر منه.

  

)0المتتالية   )n nu 1nuمعرفة  وفق  ≤ n n= + −.  

�  1أثبت أن

1
nu

n n
=

+ +
  استنتج أن 0ثم( )n nu   متقاربة نحو الصفر. ≤

)1المتتالية  � )n nv 1nمعرفة عند كل  ≤   وفق: ≤
1 1 1

1
1 2 2 3 1

nv
n n

= + + + +
+ + − +

⋯  

.a   .nبدلالة  nvصيغتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد ب nuاستفدْ من عبارة  �
.b )1استنتج نهاية المتتالية  � )n nv ≥.  
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) بملاحظة أنّ  � )( )1 1 1n n n n+ − + +   نستنتج مباشرة أنّ  =

1
1

1
nu n n

n n
= + − =

+ +
  

0limاستنتجنا أنّ  ∞+ولأنّ المقام يسعى إلى اللانهاية عند 
n

nu
→∞

=. 

� 

  
nvق بإثبات صحة الصيغة يسمح ما سب بالطبع n= ويمكن أيضاً إثبات صحتها بالتدريج على ،
limنرى مباشرة أنّ  nv. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nالعدد  n

n
v

→∞
= +∞.  

  ق من إجابتك في كل حالة. ؟ تحقّ أتيبارات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما يما الع 
)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv  متتالية ليس لها نهاية ≤

)0للمتتالية   حقيقية، عندئذ ليس )n n nu v   نهاية حقيقية. +≤
)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv متتالية ليس لها نهاية  ≤

)0للمتتالية   ، عندئذ ليسحقيقية )n n nu v   نهاية حقيقية. ≤
limإذا كان  � n n

n
u v

→+∞
⋅ = ℓ  وlim n

n
u

→+∞
= lim، كان ∞+ 0n

n
v

→+∞
=.  

  .عليها ان لها عنصرٌ راجح، كعنها إذا كان لمتتالية عنصرٌ قاصر �

  
)صحيح. لأنّ  � )n n n nv v u u= + )، فإذا افترضنا أنّه كان لدينا − )lim n

n
nu v

→∞
+ = ′ ∈ℓ ℝ 

limو
n

nu
→∞

= ∈ℓ ℝ  ّاستنتجنا أنlim n
n
v

→∞
′= − ∈ℓ ℓ ℝ فٌ.وهذا خُل  

)0خطأ. خذ مثلاً  � )n nu 1حيث  ≤
1n n

u
+

limالتي تحقق  = 0n
n
u

→∞
= = ∈ℓ ℝ 0، وخذ( )n nv ≥ 

)حيث  1)nnv = )0. ليس للمتتالية − )n nv )ة ومع ذلك نهاي ≤ ) 0lim
n

n nu v
→∞

=.  

limصح، لأنّ  �
1

0
n

n u→∞
1ومن ثَمّ  =

(lim li 0m ) 0
n n

n n n
n

v v u
u→∞ →∞

  = × = × =   
ℓ.  

0

1

2

3

2

1

1 0

1

3
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1

2

2

2

n

n

n

u

u

u

u

u n

u n

v n

n

n

−

−

= −

= −

= −

= −

= − −

− −

=

−

=

⋮ ⋮
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)0خطأ. خذ مثلاً  � )n nu nuحيث  ≤ n= 0قاصر عن . الصفر عنصر( )n nu ، وليس لهذه المتتالية ≤
  عنصر راجح عليها.

  

)1المتتالية    )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ وفق  ≤
2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n
= + + +⋯ .  

�     1المتتالية  أثبت أن( )n nu   متزايدة. ≤
.a �  1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن

2nu
n

≤ 1nأيّاً يكن  − ≥.  

.b )1ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى المتتالية  � )n nu ≥.  

  
1nuإلى الحد الذي يليه  nuللانتقال من الحد  � العدد الموجب تماماً  nuنجمع إلى  +

2

1

( 1)n +
  أي 

1 2

1
0

( 1)
n nu u

n
+ − = >

+
  

)1فالمتتالية  )n nu   متزايدة. ≤

.a )لنضع  � )E n  2دلالة على الخاصة
1

nu
n

≤ 1nفي حالة  − ≥.  

1صحيحة لأنها تنص على أنّ  E(1)الخاصة  • 2

1 1
2
11

u = ≤  وهذه صحيح وضوحاً. −

)لنفترض إذن صحة الخاصة  • )E n عندئذ 

1 2 2

2

1 1

( 1)

1

( 1)
1

2
( 1

2

1 1

1 )1

1

n

A

n

n

u
n n

n

u
n

n n

+ = + ≤ +
+ +

≤ +
+

−

+
− + −

+
������������	

  

  ولكن

2

2 2

1 1 1

1( 1)
1 1 1

0
( 1)( 1) ( 1)

A
n nn

n nn n n

= + −
++

−
= − = <

++ +

  

1إذن 

1
2

1nu
n

+ ≤ −
+

). أي إنّ الخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

.b )1نستنتج أنّ المتتالية  � )n nu   فهي متقاربة. 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ≤

. يُبرهن أنّ ملاحظة
2

lim
6n

n
u

π

→∞
  وترجع هذه النتيجة إلى أويلر. =
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n ،1ليكن عند كل عدد طبيعي   

(2 1)(2 1)nu
n n

=
− +

.  

، nيحققان عند كل عدد طبيعي  bو aأوجد عددين حقيقيين  �
2 1 2 1n

a b
u

n n
= +

− +
.  

n،0ليكن، في حالة عدد طبيعي  � 1n nS u u u= + + واستنتج  nبدلالة  nS. عبرْ عن ⋯+
)0نهاية المتتالية  )n nS ≥ .  

  
� 

1 1
2 21

(2 1)(2 1) 2 1 2 1nu
n n n n

= = −
− + − +

.  

�  

  
  يسمح ما سبق بإثبات صحة الصيغة بالطبع

1 1 2 3

2 4 2 4 2n

n
S

n n

+
= − − = −

+ +
  

نرى مباشرة أنّ  nS. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nتدريج على العدد ويمكن أيضاً إثبات صحتها بال
1

lim
2n

n
S

→∞
= −.  

n ،1لنضع في حالة عدد طبيعي موجب تماماً    1 1
1
2 3nu

n
= + + + +⋯.  

)1أثبت أن المتتالية  � )n nu   متزايدة. ≤
2nاكتب  � nu u−  2واستنتج أن

1

2n nu u− ≥.  

ريج، أن أثبت، مستعملاً البرهان بالتد �
2 2
n

n
u   غير المعدوم. n، أيّاً يكن العدد الطبيعي ≤

)1هل للمتتالية  � )n nu   نهاية حقيقية؟ ≤
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1nuإلى الحد  nuد ننتقل من الح � 1الذي يليه بإضافة   +

1n +
  أي nuإلى  

1

1

1n nu u
n

+ = +
+

  

)1هذا يبرهن على أنّ المتتالية  )n nu   متزايدة. ≤
� 2nu  2إلى  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn وnu  يساوي مجموع مقاليب الأعداد

2nإذن  nإلى  1الطبيعية من  nu u−  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn   أي nإلى  +

2

1 1 1

1 2 2n nu u
n n n

− = + + +
+ +

⋯  

1حدّاً وأصغر هذه الحدود هو  nهناك 

2n
   . إذن

2

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2n nu u n
n n n n

− = + + + ≥ × =
+ +

⋯  

)لتكن  � )E n  الخاصة
2 2
n

n
u 1nفي حالة  ≤ ≥.  

12صحيحة وضوحاً لأنّها تنص على أنّ  E(1)الخاصة  •

1 1
1
2 2

u = + ≥. 

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n1: . عندئذ 22 22 2

1 1

2 2 2
n nnn

n
u u u

n
u+ ×

+
= + − ≥ + = .

)فالخاصة  1)E n صحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  +
2 2
n

n
u 1nأياً كانت  ≤ ≥.  

لكانت محدودة بهذه النهاية لأنها متزايدة. ولكن النتيجة  ℓلو افترضنا أنّ لهذه المتتالية نهاية حقيقية  �
)1السابقة تقول إنّ هذه المتتالية غير محدودة. فليس للمتتالية  )n nu   نهاية حقيقية. ≤

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2 21 2 3
n

n n n n
u

n n n n n
= + + + +

+ + + +
⋯  

أن  أثبت �
2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1استنتج تقارب المتتالية  � )n nu   . ما نهايتها؟≤
  

  
حداً أصغرها  nمجموع  nu يساوي �

2

n

n n+
وأكبرها  

2 1

n

n +
  إذن 

2 2 1
n

n n
n u n
n n n

× ≤ ≤ ×
+ +
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1limمبرهنة الإحاطة، نستنتج أنّ  اعتماداً على �
n

nu
→∞

  لأنّ  =
2

2
li 1m
n

n

n n→∞
=

+
و 

2

2
l m 1

1
i
n

n

n→∞
=

+
  

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n n n n
= + + +

+ + +
⋯  

أن  أثبت �
2 2 1

n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1 استنتج تقارب المتتالية � )n nu   . ما نهايتها؟≤

   
حداً أصغرها  nمجموع  nuيساوي  �

2

1

n n+
وأكبرها  

2

1

1n +
  إذن 

2 2

1 1

1
nn u n

n n n
× ≤ ≤ ×

+ +
  

  لمّا كان �

2
lim 1
n

n

n n→∞
=

+
و 

2
lim 1

1n

n

n→∞
=

+
  

1limاستنتجنا من مبرهنة الإحاطة أن 
n

nu
→∞

=.  

)1 المتتاليتين بيّن أنّ    )n nx )1و ≤ )n ny   الآتيتين متجاورتان ≤
1 1 1

2 1
1 2

nx n
n

= + + + − 1و    ⋯+ 1 1
2

1 2
ny n

n
= + + + −⋯  

   
  نحسب

1

1

2
2 1 2

1
1 1 2

2 1 2
1 1 1

1
0

1( 1 )
1 1 2

2 1 2
1

1
0

( 1)

n n

n n

n n

y x n n
n n

y y n n
n n n n

n n

n n n

x x n n
n n n n

n n

n n n

+

−

− = + − =
+ +

− = − + + = −
+ + + +

− +
= ≤

+ + +

− = − + + = −
+ +

+ −

+ +
≥=

   

)1فنستنتج أنّ  )n ny )1متناقصة، و ≤ )n nx (متزايدة و  ≤ 0lim (
n

n ny x
→∞

−   ، فالمتتاليتان متجاورتان.=
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)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 3u n :1وعند كل عدد طبيعي  =
2

1n
n

u
u

+ =
+

.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <

)0المتتالية  � )n nt 1وفق  nمعرفة عند كل عدد طبيعي  ≤

2
n

n
n

u
t

u

−
=

+
.  المتتالية أثبت أن 

0( )n nt   متتالية هندسية واحسب نهايتها. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤

  
)لتكن  � )E n  0الخاصةnu 0nفي حالة  < ≥.  

0صحيحة وضوحاً لأن  E(0)الخاصة  • 3 0u =  فرضاً. <

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n. 1 عندئذ 0nu + 1ومن ثَمّ  <

2
0

1n
n

u
u

+ = >
+

فالخاصة  ،

( 1)E n 0nuصحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 0nأياً كانت  < ≥.  
  نحسب �

1
1

1

2
1

1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2( 1) 2
2

1

n n n n
n n

n n n

n

u u u u
t t

u u u

u

+
+

+

−
− + − − −

= = = = = −
+ + + +

+
+

  

)0فنستنتج أنّ  )n nt 1ية هندسية أساسها متتال ≤

2
q = 0وحدها الأوّل  −

3 1 2

3 2 5
t

−
= =

+
. وبوجه خاص 

limلدينا  0n
n
t

→∞
|لأنّ  = | 1q <.  

1من المساواة  �

2
n

n
n

u
t

u

−
=

+
1نستنتج أنّ   2

1
n

n
n

t
u

t

+
=

−
lim، ولأنّ  0n

n
t

→∞
استنتجنا أنّ  =

lim 1n
n
u

→∞
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 2u n :1وعند كل عدد طبيعي  =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = +.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <
1المتتالية معرّفة بصيغة من النمط  � ( )n nu f u+ ,0[رّف على المع f، عيّن التابع = [+∞.  

.a ومقارباته، وارسم على الشكل نفسه المستقيم  fCوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات التابع  �
d  الذي معادلتهy x= بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع ،d  معfC.  
.b ]متزايد على المجال  fبيّن أنّ ما سبق يفيد في إثبات أنّ  � 2, )وأنّ  ∞+] )f x x≤  على

  هذا المجال.
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استفد من الرسم لتُنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطّردة؟ ما جهة  �
لتبرهن  �b.اطرادها؟ أهي محدودة؟ ثمُ برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من 

12بالتدريج أنّ :  n nu u+≤   .nمهما كان العدد  ≥
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤

  
  موجب، وكذلك يكون نصفه وكذلك يكون مجموعهما. تدريج بسيط: مقلوب عدد موجب �

1التابع موضوع الدراسة هو  �
:]0, , )[ (

2

x
f f x

x
∞+ → = +ℝ.  

 هذا تابع مستمرٌ واشتقاقي على مجموعة تعريفه.  •
وهو يحقق  •

0
lim ( )
x

f x
+→

=  قبل محور التراتيب مقارباً شاقولياً.ي فهو ∞+

limنّ إف وكذلك • ( )
x

f x
→+∞

= 1، ونلاحظ أنّ ∞+
( )

2

x
f x

x
− الذي معادلته  ∆، إذن المستقيم =

2

x
y  ولا يتقاطع معه. ∆يقع فوق  fCكما إنّ  fللتابع  fCمستقيم مقارب للخط البياني  =

 نلاحظ أنّ  •

( )
2

2 2 2

1 1 2 2
( ) 2

2 2 2

x x
f x x

x x x

− +
′ = − = = − 

)إذن إشارة  )f x′  2تُماثل إشارةx   الآتي f، ومنه جدول تغيرات −

  
  

 وأخيراً نلاحظ أنّ  •
22 2

( ) ( 2 )
2 2

x x
f x x x

x x

− +
− = = −  

في  dمع منصف الربع الأوّل  fCإذن يتقاطع 
)النقطة  2, على  dتحت  fC، ويقع (2

] 2, ,0[وفوقه على  ∞+] 2[. 

متزايدٌ على المجال  fنستنتج من الدراسة السابقة أنّ  •
[ 2, )، وأنّ ∞+] )f x x≤ .على هذا المجال 

  

0 2

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր
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)0يوحي الرسم المجاور أنّ  � )n nu متتالية متناقصة  ≤

   .2ومحدودة من الأدنى بالعدد 
) لنضع • )E n  12الخاصة n nuu + ≤≤. 
0لما كان  • 2 2u =  استنتجنا أنّ  ≤

1 0 02 ( 2) ( )f u f u u= ≤ = ≤  
 صحيحة. E(0)إذن الخاصة 

)وإذا افترضنا أنّ  • )E n 12 :صحيحة n nuu + ≤≤ ،
 متزايداً أنّ  fاستنتجنا من كون 

1( 2) ( ) )(n nf f u f u+ ≤≤  
  أي

2 12 n nu u+ +≤≤  
)فالخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

12نستنتج إذن أنّ  � n nuu + )0. فالمتتالية nمهما كانت قيمة  ≥≥ )n nu متناقصة ومحدودة من  ≤
  . ℓ≤2الأدنى فهي متقاربة من نهاية 

1من المساواة  ( )n nu f u+ )تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل نستنتج  = )f=ℓ ℓ إذن ،ℓ  هي فاصلة
)0. فالمتتالية ℓ=2أي  fCو dنقطة تقاطع  )n nu   .2 العدد متقاربة من ≤

  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤
1

2
u n :2وعند كل عدد طبيعي  =

1

1
2

3n n nu u u+ = − +.  

  .5uو 4uو 3uو 2uو 1u احسب �
)21وفق  ℝإلى التابع المعرف على  fنرمز بالرمز  � ) 2

3
f x x x= − +.  

.a     ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
.b ,0]إلى المجال  xذا انتمى أثبت أنه إ � )، انتمى [3 )f x  0]إلى المجال, 3] .  
� : استنتج من السؤال السابق أن  

.a )0عنصرٌ راجحٌ على المتتالية  3العدد  � )n nu ≥.  
.b )0المتتالية  � )n nu   متزايدة. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu )أن نهايتها مع ملاحظة  احسبمتقاربة و  ≤ )1n nu f u+ =.  
  

29  

1
2
x

x
x +֏

y x=

0u1u
2
u
ր

2, 2( )
ց
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  .3نلاحظ من الجدول وكأن المتتالية تتزايد متقاربة من  �

0 1 2 3 4 5

0.5 0.9167 1.5532 2.3023 2.8377 2.9912n

n

u
  

  بسيطة، ونجد له جدول التغيرات الآتي fدراسة  �
0 3 6

( ) 0

( ) 0 3 0

x

f x

f x

−∞ +

′ + + −

−

∞

−

−∞ ∞ր ր ց ց

  

,0]متزايد تماماً على المجال  fنستنتج أنّ  0، فإذا كان [3 3x≤   كان  ≥
0 (0) ( ) (3) 3f x ff ≤ ≤ ==  

,0])أي  3]) [0, 3]f ⊂.  
)لنضع  � )E n  0دلالة على الخاصة 3nu≤ ≤ .  

0محققة لأنّ  E(0)الخاصة  • 0.5u  فرضاً. =
)إذا كانت  • )E n  0]محقّقة أي, 3]nu 1استنتجنا مما سبق أنّ  ∋ [0, 3( ) ]n nu f u+ ، أي إنّ =∋

( 1)E n 0محققة. فنكون قد أثبتنا أنّ  + 3nu≤  . nمهما كانت  ≥
)0راجح على المتتالية  3العدد ف )n nu   .قاصر عنها 0، والعدد ≤

  جهة أخرى لدينامن 
2

1

6 3 (3 )
0

3 3
n n n n n

n n

u u u u u
u u+

− − −
− = = ≥  

)0إذن المتتالية  )n nu   متزايدة.  ≤
)0المتتالية  � )n nu إلى نهايتها استنتجنا من  ℓفهي متقاربة. وإذا رمزنا  متزايدة ومحدودة من الأعلى ≤

1المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  fومن استمرار التابع  = )f=ℓ ℓ 0. أي إما أن يكون=ℓ 3أو=ℓ .
)ولكنّ الحالة الأولى مستحيلة، لأنّ كون المتتالية  )n nu  متزايدة يجعل جميع حدودها أكبر من الحد الأوّل

0 0.5u . نستنتج إذن 0وهي من ثم لا يمكن أن تساوي  0.5، فلا بُد أن تكون النهاية كذلك أكبر من =
3lim. أي ℓ=3أنّ 

n
nu

→∞
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤

4

3
u > 1و − 4 3n nu u+ = . نجد nعند كل عدد طبيعي  +

4المجال  المعرف على fللتابع  Cالخط البياني  ،أدناهفي الشكل 
3
, − +∞    وفق

( ) 4 3f x x= yالمعادلة  الذي d والمستقيم. + x=.  
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  ؟dوالمستقيم  Cا نقطة تقاطع الخط تما إحداثي �
�  0نفترض في هذا السؤال أن 6u =.  

.a )0المتتالية  أن أثبت  � )n nu   محدودة من الأدنى. ≤
.b )0المتتالية  اطرادادرس  � )n nu ≥.  
.c )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   تقاربة وأوجد نهايتها.م ≤
.a 0أثبت أن هذه النتيجة صحيحة أياً يكن  � 4u >.  

.b 0هل هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما  �

4
4

3
u− <   ؟>

  
� (4, 4).  
)لنضع  � )E n  14دلالة على الخاصة n nu u+≤ ≤.  

0من الفرض  • 6u 1و = (6) 22 [4,6]u f= = 16لأنّ  ∋ 22 36≤  E(0). فالخاصة ≥
 صحيحة.

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  14أي n nu u+≤  متزايداً أنّ  f. نستنتج من كون التابع ≥

1(4) ) )( (n nf uf f u+≤ 2أو  ≥ 14 n nu u+ +≤ ≤  
)فالخاصة  1)E n   صحيحة.  +

مستمرٌ  f. فهي متقاربة. ولكن لأنّ التابع 4نستنتج أنّ المتتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد 
1نستنتج من المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  = )f=ℓ ℓ فالعدد ،ℓ فاصلة نقطة تقاطع  هوfC  مع منصف

4lim. ومنه ℓ=4. إذن dالربع الأوّل 
n

nu
→∞

=.  

.a أي أنّ  E(0)هو لإثبات صحة  0uتعملنا فيه قيمة المكان الوحيد في البرهان السابق الذي اس �
1 04 uu≤ ). ولكن من الشكل لدينا ≥ )f x x≤  4]على المجال, ى هذا متزايدٌ عل f، والتابع ∞+]

0المجال، فإذا بدأنا من  4u 0كان  < 04 (4) ( )f f u u≤= محققة.  E(0). أي كانت الخاصة ≥
)0وعندئذ تسري بقية خطوات الحل السابق دون تعديل ونستنتج أنّ المتتالية  )n nu متناقصة ومحدودة  ≤

4limدنى في هذه الحالة وتحقق من الأ
n

nu
→∞

=.  
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.b )في هذه الحالة لدينا  � )f x x≥  4على المجال
3

[ , ، والتابع متزايدٌ أيضاً. نبرهن إذن أنّه في −[4

0حالة 

4
4

3
u− ≤ )0ة تكون المتتالي > )n nu وتحقق مجدداً  4متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ≤

4lim
n

nu
→∞

=.  
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 تعريف وخواص التابع اللوغاريتمي -

 النهايات الأساسية المتعلقة بالتابع اللوغاريتمي -

  اطراد التابع اللوغاريتمي واشتقاقيته -

   اشتقاقيّة لوغاريتم تابع -

  تحوي لوغاريتم حل معادلات ومتراجحات -

  دراسة توابع تضم التابع اللوغاريتمي في علاقة ربطها. -
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 154الصفحة   بْ تَدر  

  التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xفي الحالات الآتية عيّن قيم  �
2

2

2

ln( 3) ln(1 ) ln( )

1 1
ln( 4 ) ln(1 )

ln
3

ln ln 1 ln 1 ln( 3 2)
2

x x x

x x x
x x

x
x x x x

x

− −

+ +

 −  + − − − +  − 

� � �

� � �

� 	 


   

 
�  �  2ln( )x  2 عندما  معرف 0x }، أي < }\ 0x ∈ R .  
� ln(1 )x−  1عندما   معرف 0x− 1x، أي < 1x,، إذن >  ∈   

−∞ .  
� ln( 3)x 3عندما   معرف  − 0x − 3x، أي < x,3، إذن <  ∈ +∞  

 .  

� 1
ln(1 )x
x

1في حالة   معرف  + 0)x+ )و < 0x x(1ي أ ≠ )و <− 0x   ، إذن ≠

] 1, [\{0} ] 1,0[ ]0, [x ∈ − +∞ = − +∞∪  
� 1

lnx
x(0في حالة   معرف  ln)و   < 0x x(0أي  ≠ )و   < 1x   إذن ،≠

]0, [\{1} ]0,1[ ]1, [x ∈ +∞ = +∞∪  
� 2ln( 4 )x x+ 2عندما   معرف 4 0x x+ > .2 4x x+  0ثلاثي حدود من الدرجة الثانية، جذراه 

2، فتتحق المتراجحة −4و 4 0x x+ )2lnهذين الجذرين، بمعنى أن  خارج < 4 )x x x+֏  معرف
,على  4 ,0   − +∞      

−∞ ∪.  
� 2ln( 3 2)x x− 2عندما   معرف  + 3 2 0x x− + 1,أي على . < 2,   −∞ +∞      

∪.  
� ln 1 ln 1x x+ − 1 في حالة   معرف − 0x + 1و ≠ 0x − }\على أي  ≠ 1, 1}− +R،  

	 3ln
2

x

x

 −    − 
3عندما   معرف  

0
2

x

x

−

−
2,3 على المجالأي . < 

 .  

� f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  وفق( ) 2 lnf x x= اشتقاقي على  fبيّن أنّ  .+

I واحسب ،( )f x′ ًلخط البياني للتابع لمماس ا ، واكتب معادلةf  1في النقطة التي فاصلتها.  

  

lnxالتابع   x֏  0اشتقاقي على, +∞   2والتابع الثابتx  fالتابع ف، Rاشتقاقي على  ֏

,0 اشتقاقي على +∞  بصفته مجموع هذين التابعين.   

  الحل

  الحل
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1هو  fالتابع المشتق للتابع   1
( ) 0f x

x x
= + لإيجاد معادلة المماس، نبحث عن نقطة التماس  .′=

1 يساوي 1لتها ميل المماس في النقطة التي فاص m. إنّ وميل المماس
(1) 1

1
m f= = =′ .

0 ولأنّ فاصلة نقطة التماس  1x 0، فترتيبها = (1) 2y f= في النقطة التي  فمعادلة المماس .=
2هي  1فاصلتها  1( 1)y x= + 1yأو  − x= +.  

�  f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  1وفق

( ) lnf x x
x

= +.  

�  أثبت أنf اشتقاقي على I  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
  .f باطرادنظم جدولاً  �
)أن  الاطراداستنتج من جدول  � ) 1f x xأياً يكن  ≤ I∈.  

  
� f  هو مجموع التابعينlnx x֏  1وx

x
اشتقاقي  f، فالتابع Iوكل منهما اشتقاقي على  ֏

  :هو fالتابع المشتق للتابع  .Iعلى 

2 2

1 1 1
( )

x
f x

xx x
=

− − +
′ = +  

)إشارة  � )f x′  1فتماثل إشارة x− +  2لأن 0x   :fوبهذا ننظم الجدول الآتي باطراد  .Iعلى  <
0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

− +

ց ր

′  

 نجد من الجدول أنf  0,1متناقص تماماً على المجال 
  1لمجال ومتزايد تماماً على ا, +∞ .  

)، أي 1أكبر من  fجميع قيم أن نقرأ في الجدول  � ) 1f x xأياً يكن  ≤ I∈.  
 


  ت الآتية:المعادلا لّ ح 
2

2

2ln( 3 ) ln( 4) ln(2 ) ln( 1)

ln( 2) ln( 2) ln( 2) ln2

x x x x

x x x

− = − = −

− = − − =

� �

� �
  

  
� 2ln(2 ) ln( 1)x x= −.  

2 يُشترط للحلّ أن يكون 0x 22و < 1x x= 0x. أي − 2و  < 2 1 0x x− − دلة الأخيرة . وللمعا=
0تماماً هو  موجبجذران أحدهما فقط  1 2x = 1. (والآخر سالب هو + ولا يحقق الشرط  −2

  الأوّل).
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5  

� 2ln( 3 ) ln( 4)x x− = −.  
3 يُشترط للحلّ أن يكون 0x− 2و < 4 3x x− = 0x. أي − 2و > 3 4 0x x+ − وللمعادلة  .=

0الأخيرة جذران أحدهما فقط سالب تماماً هو  4x =   ولا يحقق الشرط الأوّل). 1. (والآخر موجب هو −
� ln( 2) ln2x − =.  

2هذه المعادلة تكافئ  2x − 4xأي  = =.  
� 2ln( 2) ln( 2)x x− = −.  

2 يُشترط للحلّ أن يكون 0x − 2و < 2 2x x− = 2x. أي − )و < 1) 0x x − وللمعادلة  .=
  وكلاهما لا يحقق الشرط الأوّل. فمجموعة حلول هذه المعادلة خالية. 1و 0الأخيرة جذران 

  المتراجحات الآتية: حلّ  �

2

2ln(2 ) ln( 1) ln( 2) ln(2 1)

2
ln ln( 2 ) ln 1 ln

x x x x

x x x x
x

≥ − − ≤ −

 ≤ − + ≥  

� �

� �

  

  
� ln( 2) ln(2 1)x x− ≤ −.  

2تحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  0x − 2و < 1 2x x− ≥ معاً.  −
2xأي  1xو < > =,2[]. إذن − +∞S.   
� 2ln(2 ) ln( 1)x x≥ −.  

2تحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  1 0x − 22و < 1x x≥ معاً. أي  −
2 1 0x − 2و < 2 1 0x x− − ]المتراجحة الأولى محققة فقط خارج المجال . ≥ والثانية محققة  −[1,1

1]فقط في المجال  2,1 2]− ,1[. إذن + 2 ]1= +S.  
  
� ( )2ln 1 ln

x
x+ ≥.  

0xتحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  21و <
x
x+ 0xمعاً. أي  ≤ > 

2و 2 0x x− − 0xوأخيراً . ≥ ) و < 1)( 2) 0x x+ − المجال  فيحققة فقط المتراجحة الأولى م. ≥
]0, ]والثانية محققة فقط في المجال  ∞+]   .S=0,2[[. إذن −[1,2

� 2ln ln( 2 )x x x≤ −.  
0xتحقق الشرطين :  يالت xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  2و < 2x x x− معاً. أي  ≤

0x )و < 3) 0x x − 0x. وأخيراً ≤ 3 و < 0x − ]]. إذن ≤ 3,= +∞S.  
  

  الحل
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  158و   157فحتان  الص تَدربْ 

  بسط كتابة الأعداد الآتية: �
1 1 1
ln 2 ln ln 3 ln
2 16 3

c b a= = = +� � �   

  
� ln 3 ln 3 0a = − =  

� 4ln16 ln2 4 ln2b = − = − = −  

� 1/21 1 1 1
ln2 ln2 ln2

2 2 2 4
c = × = × × =  

lnو  ln2من الأعداد الآتية بدلالة  اكتب كلاً  � 5:  
16

ln250 ln ln 50
25

c b a= = =� � �  

  
� 2 2ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 2 ln 5a = × = + = +  

� 

2
4 4

ln 2 ln 2(ln 4 ln 5) 4 ln2 2 ln 5
5 5

b
     = = = − = −        

  

� 3 3ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 3 ln 5c = × = + = +  

  

�  أثبت أنln(2 3) ln(2 3) 0+ + − =.  

  
( )ln(2 3) ln(2 3) ln (2 3)(2 3)

ln(4 3) ln1 0

+ + − = + −

= − = =
  


  . دون استعمال آلة حاسبة yو  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددين   
ln 5, ln2 ln 3

2 ln 3, 3 ln2

x y

x y

= = +

= =

�

�
  

  
� ln(2 3) ln 6 ln 5y x= × = > yذن . إ= x>.  
���� 2ln 3 ln 9x = 3ln2 و = ln 8y = xذن إ .= y>.  

  .bو aبسط كتابة كلٍ من  فيما يأتي  �
7 1

ln 567 ln 72 ln ln
8 27

ln 216 ln 75 ln15 ln 27

a

b

= − − +

= + − −

�

�
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7  

  
�   

8 7
ln ln

7 27

56

7

7

2
a

 × = =  × × 

81 8× ×

8 9 7× ×

1
ln ln 3
327

   = = −   × 
  

�  

( )
1 1 8
ln216 ln 75 ln225 ln27 ln

2 2

27
b = + =

×
− −

75×

225
3
27×

( )

1 8
ln
2 3

1 3 1
3 ln2 ln 3 ln2 ln 3

2 2 2

=

= − = −

  

0xتيتين مهما يكن أثبت صحة كلٍ من المساواتين الآ  � >.  

2

2

1
ln(1 ) ln ln 1

1
ln(1 ) 2 ln ln 1

x x
x

x x
x

 + = + +   
 + = + +   

�

�

  

  
  :المساواة صحيحة لأن كونت، فAنرمز إلى الطرف الأيمن من العلاقة بالرمز  �

1
ln ln( ) ln

x
A x x

x
+

= + = ln(1 ) lnx x+ + − ln(1 )x= +  
  فتكون المساواة صحيحة لأن:، Bلعلاقة بالرمز نرمز إلى الطرف الأيمن من ا  �

2
2 2

2

1
ln( ) ln( ) ln

x
B x x

x

+
= + = 2 2ln(1 ) lnx x+ + − 2ln(1 )x= +  

  المساواة.  تُحقّقالتي  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، جد مجموعة قيم   �
2ln( ) ln ln( 1)

1
ln ln( 1) ln( 2)

2

x x x x

x
x x

x

− = + −

 −  = − − +  + 

�

�
  

  
0xمعرف عندما  من المساواة الأيمنالطرف  � 1و < 0x − ,أي في حالة  < []1x ∈ +∞.  

,1[وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة فقط على  [+∞.  
1معرف عندما  من المساواة الطرف الأيمن � 0x − 2و < 0x + ,أي في حالة  < []1x ∈ +∞.  

,1[على  فقط وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة [+∞.  
  

  تراجحات الآتية: مالتي تحقق كلاً من ال nجد مجموعة قيم العدد الطبيعي  �
23 2

1 2 0.2 10 2 100
100 5

1
3

n

n n n

−
         + ≥ ≥ ≤               

≤� � ��

  

  الحل

  الحل

  الحل
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� 6 64 1002 = 7و  > 128 1002 =   هي المتراجحة هذه التي تحقق nقيم  فمجموعة ،<

{ }0,1,2,3, 4,5,6E =.  

21المتراجحة  �
10

3

n

−
  ≤  

11 تكافئ 

1003n
3، إذن ≥ 100n 4ولكن  .≤ 81 1003 = <   

5و 242 1003 = 4n هذه المتراجحة هي التي تحقق nقيم ، فمجموعة < >.  

2المتراجحة   �
0.2

5

n ≥   
ln(0.2) تكافئ  ln(0.4)n≥  ّولأن ln(0.4) هذه الأخيرة تكافئ  >0

ln(0.2) ln 5
1.76

ln(0.4) ln 5 ln2
n = ≈

−
2n هذه المتراجحة هي التي تحقق nيم قمجموعة . إذن ≤ ≥.  

lnيمكن أن نتحقق دون آلة حاسبة أنّ  5
1 2
ln 5 ln2

< <
−

1لأنّ هذه المتراجحة تكافئ   4و >2 5<.  

) المتراجحة � )3
100

1 2
n

+ )تكافئ  ≤ )3
100

ln 1 ln2n× + وهذه  متزايد تماماً. lnلأن التابع  ≤

ln2تكافئ 
23.45

ln(1.03)
n ≥ 24nالتي تحقق المتراجحة هي  nفمجموعة قيم ، ≈ ≥.  

  متراجحة أو معادلة فيما يأتي: حل كلّ  �
2

2

2

2 ln ln(2 8 ) 2 ln ln( 4) ln(2 )

ln( 11) ln[( 3)( 2)] ln( 11) ln( 3) ln( 2)

1
ln(2 ) ln(3 ) ln 1 ln 4 ln2 ln( 6) ln( 1)
2

ln(3 ) ln ln2 ln 3 ln(5 ) ln( 1)

3 ln ln(3 2) ln(6 4) ln(3

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

= + = + +

+ = + + + = + + +

= − − + + = − + +

− ≤ + ≤ − + −

− + ≤ −>

� �

� �

� �

	 


� 2)x − �

  

  
2المعادلة  � ln ln( 4) ln(2 )x x x= + +  

0xالطرف الأيسر معرّف فقط في حالة  2، وعندها يكون الطرف الأيمن معرفاً لأن < 0x > 
4و 0x + ln(2. ولأنّ < ) ln2 lnx x= )نجد المعادلة المعطاة تكافئ  + )

2
ln ln( 4)x x= نحل   +

) المعادلة ℝ في 4)
2

x
x= 8x حلها فنجد  + =   خالية.المعطاة لول المعادلة مجموعة حومن ثمّ  −

22المعادلة  � ln ln(2 8 )= +x x x  
0x ينالتي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحت xهي مجموعة قيم  مجموعة تعريف المعادلة > 

22و 0x x+ ,0[فهي إذن  < [D = )، تُكتب المعادلة Dعلى المجموعة . و ∞+ )E   بالشكل
2 2ln ln(2 8 )= +x x x نحل في .R  2المعادلة 22 8= +x x x  التي تعطي بعد الإصلاح

( 8) 0+ =x x 0تحيل في حالة وهذا مسx   .فمجموعة حلول المعادلة خالية. <

  الحل

  الحل
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)lnالمعادلة  � 11) ln( 3) ln( 2)x x x+ = + + +  
)المعطاة  مجموعة تعريف المعادلة )E  هي مجموعة قيمx  التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحات

11 0x + 3و < 0x + 2و < 0x + [إذن ، فهي < 2, [I = −   :لدينا، Iوعلى  .∞+
2ln( 3) ln( 2) ln[( 3)( 2)] ln( 5 6) ln( 11)x x x x x x x+ + + = + + = + + = +  

2المعادلة  إذن نحل 5 6 11x x x+ + = 2أو  + 4 5 0x x+ − )أو   = 1)( 5) 0x x− + لهذه . =
1 حقيقيان: المعادلة جذران 5x I− 2و  =∌ 1x I∈=.   فللمعادلة( )E  1حل وحيدx = .  

)lnالمعادلة  � 11) ln[( 3)( 2)]x x x+ = + +  
)ادلة المعطاة مجموعة تعريف المع )E  هي مجموعة قيمx  التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحتين

11 0x + )و < 3)( 2) 0x x+ + [فهي إذن  < 11, 3[ ] 2, [I = − − ∪ − ) ، تكتبI. وعلى ∞+ )E 
  بالصيغة:

( ) 2ln ( 3)( 2) ln( 5 6) ln( 11)x x x x x+ + = + + = +  
2إذن المعادلة  نحل 5 6 11x x x+ + = 1ن: ين حقيقييجذر  فنجد لها + 5x I− 2و =∋ 1x I∈=  .

)فمجموعة حلول المعادلة  )E  هي{ 5,1}−.  
lnالمعادلة  � 4 ln2 ln( 6) ln( 1)x x+ = − + +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx 6 التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحتينx > 
1xو ,6[هي ف، <− [I = ln(4، تكتب المعادلة Iوعلى  .∞+ 2) ln[( 6)( 1)]x x× = − أو  +

2ln( 5 6) ln 8x x− − 2المعادلة  إذن نحلّ  .= 5 6 8x x− − 1ن يلها جذر فنجد  = 7x I∈=   
2و  2x I− )عادلة فللم .=∌ )E  7وحيد هو  حلx =.  
1المعادلة  �

2
ln(2 ) ln(3 ) ln 1x x x= − − +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx  ً0التي تحقّق في آنٍ معاx 3xو  < <   
1xو 0,3I، فمجموعة تعريفها <−  =  . المجال وعلى Iتكتب المعادلة ، ( )E  بالصيغة

1 1
2 2
ln(2 ) ln(3 ) ln( 1)x x x= − − 2، أو بعد الإصلاح + 2ln(2 2 ) ln( 6 9)x x x x+ = −  نحلّ . +

2المعادلة إذن  22 2 6 9x x x x+ = − )التي تكافئ  + 9)( 1) 0x x+ −  حلّين لها،فنجد . =
1 9x I− 2و  =∌ 1x I∈=.  إذن للمعادلة( )E وحيد هو  1 حلx =.  

lnالمتراجحة  � 3 ln(5 ) ln( 1)x x≤ − + −  
5xمعرفة في حالة  المتراجحةهذه  1xو > 1,5I، فمجموعة تعريفها <  =  .  وعلىI تكتب ،

ln المتراجحة 3 [ln(5 )( 1)]x x≤ − 2lnأو  − 3 ln( 6 5)x x≤ − +   فهي تكافئ −

( 2)( 4) 0x x− − ≤  
2,4المجال  المتراجحة الأصلية هيحلول  فمجموعة 

   المحتوى فيI.  
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2ln(3المتراجحة  � ) ln ln2x x x− ≤ +  
0xهذه المتراجحة معرفة في حالة  23و  < 0x x− 0x، أي < 3)و < 1) 0x x − 0x، أو < > 

3و 1 0x − 1فمجموعة تعريف المتراجحة المدروسة هي   .<
3
,I  = +∞  .  على وI تكتب ،

lnالمتراجحة  ln(3 1) ln ln2x x x+ − ≤ ln(3أو + 1) ln2x − 0وهذه تكافئ  .≥ 3 1 2x< − ≤ 
1أو 

3
1x< 1 هينستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة المدروسة  .≥

3
,1 

  .  
  
2ln(6المتراجحة  	 4) ln(3 2)x x x+ ≤ − −  

20التي تحقق  xمجموعة حلول هذه المتراجحة هي قيم  6 4 3 2x x x< + ≤ − فهي إذن مجموعة  −
  التي تحقق في آن معاً  xقيم 

0 3 2x< 20و  + 3 7 6 (3 2)( 3)x x x x≤ − − = + −.  
3أو
2

x > 3xو − 3xأي  ،≤ ,3نستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة المدروسة هي . ≤ +∞ .  
3المتراجحة  � ln ln(3 2)x x −>  

0xهذه المتراجحة معرفة في حالة  3و  < 2 0x − 2. أي <

3
x   وفي هذه الحالة هي تكافئ .<

0 3 2x< 33و   − 2x x− <  
3ولكن  23 2 ( 1) ( 2)x x x x− + = − 2. إذن عندما +

3
x 3يكون  < 3 2 0x x− + لا تتحقق و  ≤

1xالمساواة إلاّ في حالة  2. فمجموعة حلول المتراجحة المعطاة هي =
3
] ,1[ ]1, [∪ +∞.  

  
)ارسم في معلم متجانس  في كل حالة آتية، � ); ,O i j

� )مجموعة النقاط  � , )M x y  ّللشرط  قةالمحق
  المشار إليه.

ln ln 0 ln 2 ln ln ln( 1)x y y x x y+ = = = +� � �    

  

    

lnالعلاقة  � ln( 1)x y= 0xمعرفة في حالة  + 1yو  < مع  .<−
lnهذين الشرطين العلاقة  ln( 1)x y= 1xتكافئ  + y= أو  +

1y x= ) النقاطفمجموعة . − , )M x y  نصفالمحققة للشرط هي 
] المستقيم )AX 1 على الخط البياني للتابع المحمولx x دون  ֏−

,0) هطرف 1)A −.   
  

  الحل

x

y

A

O

X

1
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lnالعلاقة  � 2 lny x=  0معرفة في حالةx 0xو  < مع هذين  .<
lnالشرطين العلاقة  2 lny x=  2تكافئln ln( )y x= 2 أوy x= .

) قاطالنفمجموعة  , )M x y  هي نصف القطع المكافئالمحققة للشرط ( )P 
  .O(0,0)المرسوم في الربع الأول عدا ذروته 

  
  
lnالعلاقة  � ln 0y x+ 0xمعرفة في حالة  = 0xو  < >   .  

lnمع هذين الشرطين العلاقة  ln 0y x+ lnأو العلاقة  = lny x= − 

1تكافئ 
ln lny

x

 =   
1y  تكافئو  

x
) النقاطفمجموعة  .= , )M x y 

) القطع الزائد فرعالمحققة للشرط هي  )H  1الذي معادلتهxy = 
  .المرسوم في الربع الأولو 

 
  162 الصفحةتَدربْ  

lnxانطلاقاً من الخط البياني للتابع  � x֏ : ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية ،
ln( )x x−֏و ،lnx x−֏ وln( )x x− 1، و֏− lnx x+֏.  

  
  .lnC بالرمز lnللتابع البياني الخط نرمز إلى 


): fالتابع     ) ln( )f x x= عن  ناتجٌ  fCخطه البياني  −

lnC  بالتحويل( , ) ( , )x y x y→  lnCفهو نظير  −
   إلى محور التراتيب. بالنسبة

  

)التابع : gالتابع   ) ln( )g x x=  ناتجٌ  gCخطه البياني  −

) بالتحويل lnCعن  , ) ( , )x y x y→  lnCفهو نظير  −
  إلى محور الفواصل. بالنسبة

  

): hالتابع   ) ln( )h x x= − عن  ناتجٌ  hCخطه البياني  −

lnC  بالتحويل( , ) ( , )x y x y→ −  lnCفهو نظير  −
  إلى مبدأ الإحداثيات. بالنسبة

  

  الحل

x

y

P

O 1

x

y

H

O 1

x

y

1O

lnC
fC

x

y

1
O

lnC

gC

x

y

1O

lnC

hC
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): kالتابع   ) 1 ln( )k x x=  lnCعن  ناتجٌ  kCخطه البياني  +
)بالتحويل  , ) ( ,1 )x y x y→ بالانسحاب  lnCفهو ناتج من  +

jالذي شعاعه 
�

.  
   

�  أثبت أنln 2( 1)x x≤ 0x، أياً يكن − 2. واستنتج أنّ < 4e< باختيار قيم مناسبة للعدد  >
x.  

  
:التابع  اطراد ندرس ln 2 2f x x x− I,0على المجال المعرف  ֏+  +∞ =.  ّنلاحظ أن  

1 1 1 1
( )

(1 )

x x
f x

x xx x x

− −
′ = − = =

+
  

)إذن إشارة  )f x′  1تتفق مع إشارة x− :ومنه جدول الاطراد الآتي  
0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

ր ց

  


  نقرأ في الجدول أن( ) 0f x 0xأياً يكن  ≥ ln. أي < 2( 1)x x≤ 0x، أياً يكن − وأنّ  .<
1xالمساواة تقع فقط عندما  =.  


xباختيار   e=  ّ1نستنتج أن 2( 1)e≤ 3أو −

2
e≤  ًوأخيرا

2
3

2
2

e
 < ≤  

.  


1وباختيار  
x
e

1نستنتج أنّ  =
1 2 1

e

 − ≤ −   
2eأو   4eوأخيراً  ≥ ≤.  


1وباختيار  
x

e
نستنتج أنّ  =

8

4

2 256 13
3 4

81 813
e < = = + <.  

  دون استعمال آلة حاسبة.  yو  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددين  �

( )3

3 2
1 1

ln , ln ln 2, lnx y x e y e e
e e

     = = = − =        
� �  

  
� 3ln 2 1x e= −  و =

1 3

2 2
3

ln( ) ln( )
2

y e e e= × = x  إذن = y<.  

� 3

3

1
ln ln 3x e
e

= = − = 2 و − 2( ln ) ( 1) 1y e= − = − x إذن = y<.  

  
  

  الحل

  الحل

x1

y

lnC

kC
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  حلّ كل متراجحة أو معادلة مما يأتي : 

2

ln( 2) ln( 1) 2 ln(1 ) 2

(ln 1)(ln 2) 0 (ln ) 16

1
ln 2 ln(2 ) 1

x x x

x x x

x
x

− − + = − = −

− + = =

> − ≥

� �

� �

� �

  

  
���� ln(1 ) 2x− = −  

21المعادلة المدروسة تكافئ  x e−− 21xإذن  = e−= −.  
���� ln( 2) ln( 1) 2x x− − + =  

2لهذه المعادلة يحقق الشروط  xكلّ حل  0x − 1و < 0x + 2و <
ln 2

1

x

x

−
=

+
  أي 

2x و   <
2

2

2

1

e
x

e

+
=

−
   

وهذا مستحيل لأنّ 
2

2

2
0

1

e

e

+
<

−
  فليس لهذه المعادلة حلول.  

ln)2المعادلة  ���� ) 16x =  
ln)بالشكل المعادلة تكتب هذه  4)(ln 4) 0x x− + ln إماف .= 4 0x − 4xومنه ، = e=.  وإما

ln 4 0x + ln، إذن = 4x = 4x ه، ومن− e−=. هي  المعادلة فمجموعة حلول{ }4 4
,e e−.  

ln)المعادلة  ���� 1)(ln 2) 0x x− + =  
lnإما  1 0x − ln، إذن = 1x x، ومنه = e=.  وإماln 2 0x + ln، إذن = 2x = ، ومنه −
2x e−=. 1عادلة المدروسة جذران فللمx e=  22وx e−=.  
ln(2المتراجحة  ���� ) 1x− ≥  

2 تكافئهذه المتراجحة  x e− 2x، إذن ≤ e≤ [فمجموعة حلول المتراجحة هي  .− ,2 ]e−∞ −.  
1lnالمتراجحة  ���� 2

x

    
>  

21 تكافئهذه المتراجحة 

x
e>إذن ، 

2

1
0 x

e
< e−,20المجال فمجموعة حلول المتراجحة هي .> 

  
 .  

  

  الحل
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        165الصفحة   تَدربْ 

  

  هايات الآتية: جد كلاً من الن �

( )2

20

ln
lim lim ( )ln lim

lnx x x

x x
x x x

x x→+∞ → →+∞
−� � �  

  

� 
2

ln
lim
x

x

x→+ ∞
  

0xفي حالة  لدينا:  <
2

ln ln 1x x

x xx
= ln . ولكن⋅

lim 0
x

x

x→+∞
1و =

lim 0
x x→+∞

=.  

  إذن
2

ln
lim 0 0 0
x

x

x→+∞
= × =.  

� ( )2

0
lim ( )ln
x

x x x
→

−  

0xلاحظ أنّه في حالة  )2لدينا:  < )ln ( 1)( ln )x x x x x x− =   . ولكن−

0
lim ln 0
x
x x

→
و =

0
lim( 1) 1
x
x

→
− = −  

)إذن   )2

0
lim ( )ln 1 0 0
x

x x x
→

− = − × =.  

� lim
lnx

x

x→+∞
  

0xحالة في  1لدينا:  <

ln 2 ln2 ln

x x u

x ux
= = )، وقد وضعنا ⋅ )u u x x=   . ولكن=

lim ( ) lim
x x

u x x
→+∞ →+∞

= = limو ∞+
lnu

u

u→+∞
= +∞   

limإذن 
lnx

x

x→+∞
= +∞.  

  عند أطراف مجالات تعريفه. fبع فيما يأتي، جد نهاية التا �
ln ln

( ) ( )

1
( ) ln 1 ( ) ln

ln 1
( ) ( ) ln

1
1

( ) (1 ln ) ( )
ln

1 1
( ) (ln 1) ( ) ln

4
1

( ) ln( 1) ln ( )
ln

x x x
f x f x

x x

f x x x f x x x
x

x x
f x f x x

x x

f x x x f x
x
x

f x x f x
x x

x
f x x x x f x

x

−
= =

 = + + = −  

= = −
+

= − =

 + = − =   − 
+

= + + − =

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�	 


�� ��

  

  الحل
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1 .

ln
( )

x
f x

x
,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +∞.  


  نعلم أنln
lim 0
x

x

x→+∞
  .∞+عند  fوهي نهاية  =


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= −∞  

2 .
ln

( )
x x

f x
x

−
,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +∞.  


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞.  


نكتب ، ∞+في جوار  
ln ln

( ) 1
x x x

f x
x x x

= − = lnنعلم أن و  .−
lim 0
x

x

x→+∞
 ، إذن=

lim ( ) 1 0 1
x

f x
→+∞

= − =.  

3 .( ) lnf x x x= −.  

,0[جموعة تعريف هذا التابع هي م [I = +∞.  


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞.  


lnنكتب ، ∞+في جوار  
( ) 1

x
f x x

x

 = −   
lnنعلم أن و  .

lim 0
x

x

x→+∞
إذن  ،=

ln
lim 1 1
x

x

x→+∞

  − =  
lim، ولما كان 

x
x

→+∞
= +∞  استنتجنا أنlim ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

4 .
1

( ) ln 1f x x x
x

 = + +   
[ هي fمجموعة تعريف .  , 1[ ] 0, [I = −∞ − +∞∪  


 نكتب   ،−1وعند  ∞+وفي جوار  ∞−في جوار  fلحساب نهاية التابع  
ln(1 )

( )
u

f x x
u

+
= )1و  + )u x

x
=.  

limأن  ظراً إلىن ( ) 0
x

u x
→−∞

 و ،=
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

+
limنجد  = ( 1)

x
f x

→−∞
∞+= − = −∞.  

limوبالمثل  ( ) 0
x

u x
→+∞

، و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

+
limإذن  = ( 1)

x
f x

→+∞
∞+= + = +∞.  

)وأخيراً لأنّ  )
( 1)
lim 1 ( ) 0

x
u x

−

+

→ −
+ ، وجدنا =

( 1)

ln(1 )
lim

x

u

u−→ −

+
=  إذن  ∞+

( 1)
lim ( 1)

x
f x

−→ −
= − +∞ = +∞.  


0xنكتب في حالة  0عند  fاب نهاية التابع لحس    ما يأتي:  <
( ) ln(1 ) lnf x x x x x x= + + −  

أن  ظراً إلىنو 
0
lim ln 0
x

x x
+→

، و =
0
lim ln(1 ) 0 0
x

x x
+→

+ = نجد  ×
0
lim ( ) 0
x

f x
+→

=.  

  الحل
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5 .
1

( ) lnf x x
x

= −.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 
0

1
lim
x x+→

  = +∞  
و  

0
lim (ln )
x

x
+→

= أو  ∞−
0
lim ( ln )
x

x
+→
− = ، إذن  ∞+

0
lim ( )
x
f x

→
= +∞ .  


 1
lim 0
x x→+∞

  =  
limو  (ln )

x
x

→+∞
= limأو  ∞+ ( ln )

x
x

→+∞
− = limإذن ، ∞− ( )

x
f x

→+∞
= −∞ .  

6 .
ln

( )
1

x x
f x

x
=

+
.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 
0
( ln ) 0lim

x
x x

→
و  =

0
( 1) 1lim

x
x

→
+ ، إذن =

0

0
0

1
( )lim

x
f x

→
==.  


ln، نكتب ∞+في جوار  fلحساب نهاية  
( )

1
1

x
f x

x

=

+

.  

(ln )lim
x

x
→+ ∞

= 1و  ∞+
1 1lim

x x→+ ∞

  + =  
)، إذن  )lim

x
f x

→+ ∞
= +∞ .  

7 .
1

( )
ln

f x
x

=.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +∞.  


 
0
(ln )lim

x
x

→
= ، إذن ∞−

0
( ) 0lim

x
f x

→

−=.  

1
(ln )lim

x
x

+→
= ، إذن ∞+

1
( )lim

x
f x

−→
−∞=.  


 (ln )lim
x

x
→+∞

= )، إذن ∞+ ) 0lim
x

f x
→+∞

+=.  

8 .( ) (1 ln )f x x x= −.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 (ln )lim
x

x
→+∞

= 1)، إذن ∞+ ln )lim
x

x
→+∞

− = ). و ∞− )lim
x

x
→+∞

= +∞ ،  

 نستنتج أن( )lim
x

f x
→+∞

= −∞.  


)عند الصفر، نكتب  fلحساب نهاية   ) lnf x x x x= −.  

0
( ) 0lim

x
x

→
و  =

0
( ln ) 0lim

x
x x

→
، إذن =

0
( ) 0 0 0lim

x
f x

→
= − =  

9 .
1

( ) ln
4

x
f x

x

 + =   − 
.  

f  على مجموعة قيم معرفx  1التي تحقق

4
0

x

x

+

−
,أي . < 1 ]4, [I  = −∞ − +∞  

∪.  
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)1 لنضع )
4

x
u x

x

+
=

−
   

lim ( ) 1
x

u x
→−∞

             إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
→−∞ →

= =.  

( 1)
lim ( ) 0

x
u x

−→ −
         إذن  ،=

1 0
lim ( ) lim ln( )
x u

f x u
→− →

= = −∞.  

4
lim ( )
x

u x
+→

=       إذن  ،∞+
4

lim ( ) lim ln( )
x u
f x u

→ →+∞
= = +∞.  

lim ( ) 1
x

u x
→+∞

            إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
→+∞ →

= =.  

10 .
1

( ) (ln 1)f x x
x

= −.  

,0[هي المجال  f مجموعة تعريف [I = +∞.  

0
lim (ln )
x

x
+→

= ، إذن ∞−
0
lim (ln 1)
x

x
+→

− = . و∞−
0

1
lim
x x+→

  = +∞  
.  نستنتج أن

0
lim ( )
x

f x
+→

= −∞.  

ln، نكتب ∞+في جوار  fلحساب نهاية  1
( )

x
f x

x x
= lnأن  نعلمو  .−

lim 0
x

x

x→+∞

  =  
 

1و
lim 0
x x→+∞

  =  
lim، إذن  ( ) 0 0 0

x
f x

→+∞
= − =.  

11 .
1

( )
ln

x
f x

x

+
=.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +∞.  

0
lim( 1) 1
x
x

→
+ و  =

0
lim ln
x

x
→

= ، إذن ∞−
0

lim ( ) 0
x
f x

→
=.  

1لدينا ∞+في جوار 
( ) 1

ln

x
f x

x x

 = + ×  
 ولكن .

1
lim 1 1
x x→+∞

  + =  
limو 

lnx

x

x→+∞

  = +∞  
 ،

إذن 
0

lim ( )
x
f x

→
= وأخيراً  .∞+

1
lim ( )
x

f x
+→

= و  ∞+
1
lim ( )
x

f x
−→

= −∞.  

12 .( ) ln( 1) lnf x x x x= + + −.  

,0[هي  fمجموعة تعريف  [I = 1نكتب  .∞+
( ) ln

x
f x x

x

 + = +   
1x، ونضع 

u
x

+
=. 

0
lim ( )
x

u x
+→

=  ، إذن∞+
0

1
lim ln lim ln( )

ux

x
u

x+→ ∞→+

 +  = = +∞  
و 

0
lim( ) 0
x
x

→
=. نستنتج أن

0
( )lim

x
f x

→
= +∞.  

lim ( ) 1
x

u x
∞→+

، إذن =
1

1
lim ln lim ln( ) 0
x u

x
u

x→ →∞+

 +  = =  
limو  ( )

x
x

∞→+
= +∞ . نستنتج أن

lim ( )
x

f x
∞→+

= +∞.  
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,0[على المجال  المعرف fالخط البياني للتابع  Cليكن  3 [I = lnوفق  ∞+
( ) 1

x
f x x

x
= + −.  

1yمعادلته الذي  dلماذا المستقيم  .1 x=   ؟C مقارب للخط +
  .Cو dادرس الوضع النسبي للخطين   .2

  
,0[على  التابع المعرف g ليكن .1 [I = )وفق  ∞+ ) ( ) ( 1)g x f x x= −  ، أي +

ln ln
( ) 1 ( 1)

x x
g x x x

x x
= + − − + = −.  

( ) 0lim
x

g x
→+ ∞

1yمعادلته الذي  d. فالمستقيم = x=   .C مقارب للخط +

)، ندرس إشارة Cو dالنسبي للخطين  الوضعلدراسة  .2 )g x التي تماثل إشارة ،lnx− فنجد  
0 1

( ) 0

x

g x

+∞

+ −
  

  نستخلص من الجدول:




  .Cو d : يتقاطع الخطان(1,2)في النقطة  




) لدينا ]0,1[على المجال   ) 0g x   .dالمستقيم  فوقيقع  C، إذن الخط <




,1[على المجال   ) نايلد ∞+] ) 0g x   .dالمستقيم  تحتيقع  Cالخط إذن ، >
  
fب ثم احس Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع  ما يأتي، كلٍ م في 4 ′.  

2

1
]1, ( ) ln ]2, ( ) ln( 2) ln( 2)

1
1 1

, ( ) ln

[, [,

(1 ) ]0, ( ) ln 1[,

x
I f x I f x x x

x

I f x x I f x
x x

 − = + = = + = − − +  + 
 = = + = + = − +  

∞


∞ ∞


ℝ

� �

� �

  

  

)lnالتابع   � 2)x x 1اشتقاقي على  ֏− ]2, [I = )lnوالتابع   ∞+ 2)x x  اشتقاقي على ֏+
2 ] 2, [I = − 1هو مجموع هذين التابعين، فهو اشتقاقي على  f، و∞+ 2 ]2, [I I∩ = +∞.  

2

1 1 4
( )

2 2 4
f x

x x x
′ = − =

− + −
.  

,1[على  � )1 التابع ∞+] )
1

x
x u x

x

−
=

+
 .Iاشتقاقي على  fبع ا، فالتواشتقاقي تماماً موجب   ֏

  ويكون

1 2 2
1

1 1 1 2 2
( )

1 1 ( 1) 1x
x

x x
f x

x x x x−
+

′ − +′ = = ⋅ =  + −  + −
  

  الحل

  الحل
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1التابع  �
x

x
[,اشتقاقي على  ֏ [0I = )1 ، وكذلك فإنّ التابع ∞+ ) 1x u x

x
= موجب  ֏+

1. نستنتج إذن أنّ Iتماماً واشتقاقي على 
( ) ln ( )x f x u x

x
=     وأنّ  Iاشتقاقي على  ֏−

2

2 2 2

2

1/1 ( ) 1 1 1
( )

( ) 1 1/ (1 )
1

(1 )

xu x
f x

u x x x xx x x

x x

′ −
′ = − − = − − = − +

+ +
−

=
+

  

)2التابع  � ) 1x u x x=   ونجد .ℝاشتقاقي على  f فالتابع، ℝعلى واشتقاقي موجب تماماً  ֏+

2

( ) 2
( )

( ) 1

u x x
f x

u x x

′
= =

+
′.  

  

����� 

  ln تتمات عن التابع اللوغاريتمي 

)في معلمٍ متجانس  lnهو الخط البياني للتابع  Cفيما يأتي  ), ,O i j
� �.  

  بالنسبة إلى مماساته Cوضع الخط   �

A  نقطة من الخطC  0فاصلتهاa و ،<
a
T  هو المماس للخطC  في النقطةA.  

.a �  1أثبت أن
1 lny x a

a
= −   .aTمعادلةٌ للمماس  +

.b ق أن المماس تحقّ  �
e
T  للخطC  في النقطة( ,1)B e  يمر بالنقطةO  مبدأ المعلم( ), ,O i j

� �.  

  
*التابع المعرف على المجال  gليكن  2

+ℝ  1وفق
( ) 1 ln lng x x a x

a
= − + −.  

.a �  أثبت أنg  اشتقاقي على*
+ℝ  وادرس إشارة( )g x′.  

.b   .gومن ثم إشارة  g باطراداستنتج جدولاً  �
  يقع تحت أي مماس له. Cاستنتج مما سبق أن الخط  3
  

x

y

1O
C

B

e

1

1−

C
1T

eT

 1 نشاط 
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  تطبيق   �

�  0ه مهما كان استنتج من الفقرة السابقة أنa 0xو < ln   كان  < l(1) n
x a

x a
a

−
≤ +  

0aمهما كان ه أن  (1)استنتج من  2 1  كان <
ln( 1) ln(2) a a

a
+ − ≤  

.a   ، لماذا؟كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو  [10,11]على المجال  Cيبدو الخط  3
.b  من الممكن؟ أَ 15و  10الي على التو  ترتيباهمااللتين  C الخطمن  Jو Iما فاصلتا النقطتين  3

  ؟ لماذا؟Cوضع هاتين النقطتين على الخط 

  .»∞+يسعى ببطء إلى « lnالمعلومات السابقة أن التابع ر سّ فَ تُ  

  
  بالنسبة إلى مماساته Cوضع الخط   �

.a   هي aفي النقطة التي فاصلتها  fلتابع اشتقاقي  fCللخط البياني  aTالمماس معادلة بوجه عام  �
( ) ( )( )y f a f a x a′= + −  

)في حالتنا  ) lnf a a= 1و( )f a
a

′ . إذن معادلة =
a
T،  1هي

ln ( )y a x a
a

= +   أو −
1

1 lny x a
a

= − +. 

.b   
aفي حالة  e=  لديناln 1e فتصبح  =

)في النقطة  eT معادلة المماس ,1)B e ، كما

1يأتي: 
y x
e

وهي معادلة مستقيم مار . =

  . O(0,0) بالمبدأ
  
 aبهدف تعيين الوضع النسبي للخط البياني للتابع اللوغاريتمي ومماسه في النقطة التي فاصلتها  2

وترتيب النقطة التي  aTمن  xرتيب نقطة فاصلتها الذي يمثل الفرق بين ت gمنه، نصطنع التابع 

1التابع ، وليكن Cمن  xفاصلتها 
( ) 1 ln lnx g x x a x

a
= − +   المعطى في النص. ֏−

  
,0[معرف على المجال  gالتابع    اشتقاقي على هذا المجال وضوحاً. ولديناوهو  ∞+]

1 1
( )

x a
g x

a x ax

−
′ = − =  

  

  الحل

x

y

1O

C

B

e

1

1−

C1T eT

a

aT
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)إذن إشارة  )g x  تتفق مع إشارةx a− :ومنه جدول الاطراد الآتي   
0

( ) 0

( ) 0

x a

g x

g x

+∞

′ − +

ց ր

  

,0[ه موجبٌ على أنg   اطرادمن جدول  نستنتج xولا ينعدم إلاّ عند  ∞+] a= إذن يقع الخط البياني .
C  تحتaT  فاصلتها ولا يشترك معه إلاّ عند نقطة التماس التيx a=.  
  يقع تحت أي مماس له. Cستنتج مما سبق أن الخط ن 3
  تطبيق   �
) تعبّر عن المتراجحة (1)المتراجحة  � ) 0g x   التي أثبتنا صحتها.، ≤
1x باختيار 2 a=   .(2)والإصلاح نحصل على  (1)المتراجحة في  +

.a 1، لدينا (2)استناداً إلى  3
0 ln(11) ln(10)

10
< − أي إن تغيّر ترتيب التابع اللوغاريتمي يكون  ≥

  . كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو ما يجعل خطه البياني يبدو وهذا  [10,11]صغيراً على المجال 
.b ln من 3 10Ix lnو، = 15Jx   نستنتج أنّ  .=

10 22 026Ix e= 15و    ≈ 3 269 017Jx e= ≈  
 148بحوالي  Oعن  Ixأبعد من  Jxوعليه، مهما اخترنا واحدة للقياس على محور الفواصل، فستكون 

  وهذا يجعل الرسم غير ممكن على ورقة كتاب عادية الأبعاد. .مرة

  logشري تابع اللوغاريتم العَ   

  .log(10000)و log(1000)و log(100)، ثم log(10)و  log(1)احسب  �

1نضع  2

ln(10)
k = 0. أثبت أن 1k< <.  

logباستعمال المساواة  3 lnx k x= ّالتابع  ق من، تحق أنlog  يتمتع بجميع خواص التابعln.  
 .lnو  logين البيانيين للتابعين ارسم في معلم متجانس واحد الخطّ  4

  

�  نعلم أنln
log( )

ln10

x
x ln10، ، إذن= ln10

log(10 )
ln10 ln10

n
n n

n= =   ومنه =

log(1) log(10) و =0 log(100) و =1 log(1000)و  =2 log(10000) و =3 4=.  

3eلمّا كان  2 10eاستنتجنا أنّ  > 1ومنه  > ln10<  1أي
0 1

ln10
k< = < .  

2في الحقيقة، لمّا كان    10e 1نستنتج أنّ  >
0

2
k< <.  

,0[أي  lnمجموعة تعريف  هي نفسها log، فمجموعة تعريف ثابتاً عددياً  kلما كان  3 [+∞.  

  الحل

 2 نشاط 
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0k ن ولأ ,0[متزايد تماماً على  logأنّ  lnا من خواص التابع اللوغاريتمي استنتجن <   وأنّ   ∞+]

0
lim log( )
x

x
→

= lim   و   ∞− log( )
x

x
→+∞

= +∞.  

  .lnC بالرمز ln إلى الخط البياني للتابعو  logCبالرمز  logتابع نرمز إلى الخط البياني لل 4

  
  

ln(1حصر المقدار    + )x  

ln(1متراجحة تضم  � + )x   

∗ادرس على  �
+ℝ  التابعln: 1xf x x+ 0x، واستنتج في حالة ֏−   صحة المتراجحة  <

ln) 1(1 x x≤ −⋯  
.a 1tبرهن أنّه في حالة  (1) بالاستفادة من � > ln(1 يكون ،− ) tt+ ≤.  

.b 1وكذلك باختيار  �

1
x

t
=

+
1t، أثبت أنّه في حالة  ≥ ln(1 يكون ،− )

1

t
t

t
+

+
≤.  

   نستنتج إذن صحة المتراجحة: 

1tفي حالة  > )lلدينا   − n2) (1 )
1

t
t t

t
+ ≤

+
≤⋯  

   ln(2)إحاطة المقدار  �

1عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع  p ليكن
x

p
=.    

1أنّ  (2)أثبت انطلاقاً من  � 1
l

1

1
n
p

p pp

 + ≤ ≤  +
.  

)1نعرّف المتتالية  � )n nu 1بالعلاقة  ≤ 1 1

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

⋯.  

.a ln2بت أنّ أث �
1

2n n
n

u u≤ +≤.  

.b )1استنتج أنّ  � )n nu   .ln2متقاربة من العدد  ≤

.c 10nباختيار  ln2احصر العدد  � =.  
  

 3 نشاط 
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ln(1متراجحة تضم � + )x   

�   
�  

0
(ln )lim

x
x

+→
= و  ∞−

0
(1 ) 1lim

x
x

+→
− ، إذن =

0
( )lim

x
f x

+→
= −∞.  

  فلدينا ،∞+في جوار أمّا 
l

(
n 1

) 1
x

x
x

f
x

x
 = + −   

.  

lnولأنّ  1
lim 0, lim 0
x x

x

x x→+∞ →+∞
= limاستنتجنا أنّ ، = ( ) ( 1)

x
f x

→+∞
= × −∞+ = −∞.  

1بسهولة بالعلاقة  fيحسب مشتق  �
1(
1

)
x

x x
f x′

−
= − 1)، فإشارته تتفق مع إشارة = )x− 

∗على 
+ℝ ،:ومنه جدول التغيرات الآتي  

0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ −∞ր ց

  

)أنf  نجد من جدول تغيرات  ) 0f x ∗من  xن اك أياً  ≥
+ℝ أي ،ln 1 0x x+ − . ومنه ≥

  .(1)المتراجحة 
. كان بالإمكان إثبات هذه المتراجحة مباشرة اعتماداً على خاصة كون الخط البياني للتابع ملاحظة

  .1اللوغاريتمي يقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتها تساوي 
  

.a 1t في حالة � > 1يكون  − 0x t= + ln(1فنحصل على  ،(1)وبالتعويض في  < ) tt+ ≤.  

.b 1وكذلك يكون  �
0

1
x

t
= >

+
1نحصل على  ،(1)وبالتعويض في ،  1

ln
1 1

1
t t

    + + 
≤ − ،

ln(1 أي )
1

t
t

t
≤ −− +

+
ln(1أو   )

1

t
t

t
+

+
  من المتراجحتين السابقتين. (2)تنتج ، و ≥

  
   ln(2)إحاطة المقدار  �

1نختار  �
t
p

  ، فنحصل على (2)في المتراجحة  =

1 1 1
ln

1

p

p p p

 +  ≤ +  
≤ 

.a 1nكسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بين  nهي مجموع  nuنلاحظ أولاً أنّ  �   . 2nو +
  

  الحل
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1أي  ينتج من ذلك وباستعمال الطرف الأيسر 1
ln

1

p

p p

 +   +  
  من المتراجحة السابقة أنّ  ≥

  
1وبالمثل، بالاستفادة من الطرف الأيمن أي  1

ln
p

p p

 +  ≤  
من المتراجحة السابقة، وملاحظة أنّ  

1 1 1

2 2n n n
+ 1، ومن ثمّ فإنّ =

2nu
n

 nكسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بين  nهي مجموع  +

2و 1n   نجد. −

  
1وهكذا نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة 

ln2
2n nu u
n

≤ ≤ 1nفي حالة  + ≥.  

.b 1بالصيغة  المتراجحة السابقةيمكن كتابة  �
ln2 ln2

2 nu
n

− ≤ وباستعمال مبرهنة الإحاطة ، ≥

limنستنتج أنّ  ln2n
n

u
→+∞

1 لأن  =
0

2
lim
n n→+∞

=.  

.c 10nبوضع  المتراجحة السابقةنستعمل  � 10، فنحصل على = 10

1
ln2

20
u u≤ ≤ نستعمل ، +

10آلة حاسبة لحساب 

1 1 1

11 12 20
u = + + 100.668، فنجد ⋯+ 0.669u≤ إذن  ≥

0.668 ln2 0.669 0.05≤ ≤ 0.669 من ثَمّ ، و + ln2 0.719≤ ≤.  
  
  

1 1 1 1

1 2 2 1 2

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

2 1

2

1

1

1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln l 2

1

n

nu
n n n n

n n n n

n n n n
n n

n

n

n

n

n n

n

n

= + + + +
+ + −

+ + −
≤ + + + +

+ − −
 + = × × × ×   −

−

 + −

+

= =

⋯

⋯

⋯

p n= 1p n= + 2 2p n= − 2 1p n= −

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 1

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

1
1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln

2

1 1

n2

1

2

l

nu
n n n n n

n n n n

n n n n
n n

n n

n

n

n

n

n

n

+ = + + + +
+ − −

+ + −
≥ + + + +

+ − −
 + = × × × × 

−

−

+

+  − 

= =

⋯

⋯

⋯

p n= 1p n= + 2 2p n= − 2 1p n= −
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  دراسة تابع   

,0]التابع المعرّف على  gليكن  (0) وفق ∞+] 0g )و = )
ln

x
g x

x x
=

−
0xفي حالة   > .  

  .gالخط البياني المُمثّل للتابع  Cليكن و 
)تيقّن أنّ  � )g x  0معرّف في حالةx >.  

.a   مستمرٌ عند الصفر. gأثبت أنّ  �
.b   عند مبدأ الإحداثيات. Cعند الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط  gادرس قابلية اشتقاق  �
.a   ؟∞+عند  gما نهاية  �
.b )احسب  � )g x′  0في حالةx   .g، ثمُّ ادرس تغيرات <
.c   .1في النقطة التي فاصلتها  Cللخط  Tأعط معادلة للمماس  �

  

1xيقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتها  lnنعلم أن الخط البياني للتابع اللوغاريتمي  � = 
1yأي المستقيم الذي معادلته  x= ln، ومنه − 1x x≤ 0xفي حالة  − وهذا يُكافئ  <

lnقولنا  1x x− 0xفي حالة  ≤ 0xحالة  لا ينعدم في g. إذن مقام <  gوالتابع  <
  معرّف إذن في هذه الحالة.

.a � 
0
lim ( ln )
x

x x
+→

− = ، إذن ∞+
0
lim ( ) 0
x

g x
+→

ومن جهة أخرى . =
0

lim ( ) 0
x
g x

→
ولدينا  =

(0) 0g   مستمرٌ عند الصفر. g، فالتابع =
.b 0xالتابع المعرّف في حالة ، أي عند الصفر gتابع معدل تغير  tليكن  �   بالصيغة <

0
( ) (0) 1ln( )

0 ln

x
g x g x xt x
x x x x

−
− −= = =
− −

   

نلاحظ مباشرة أنّ 
0

lim ( ) 0
x
t x

→
(0)اشتقاقي عند الصفر و gفالتابع  = 0g ′ استنتجنا  g(0)ولأنّ  .=

0yأنّ محور الفواصل الذي معادلته    في المبدأ. gياني للتابع هو مماس للخط الب =

.a 0xفي حالة  �  لدينا  <
ln

1
( )

1 x
x

g x =
−

lnولكن  .
lim 0
x

x

x→+∞
lim إذن، = ( ) 1

x
g x

→+∞
=.  

.b � 
2

1 ln
( )

( ln )

x
g x

x x

−
′ =

−
xعند ينعدم ، وهو  e=.  بهذا نجد الجدول الآتي بتغيرات وg:  

0

( ) 0 0

( ) 0 1
1

x e

g x

e
g x

e

+∞

′ + −

−
ր ց
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.c 1، فيكون ترتيبها 1لتي فاصلتها ا Cالنقطة من الخط  Aلتكن  �
(1) 1

1 0
g = =

−
إذن  ،

(1) فهي  Aأمّا معادلة المماس في  .(1,1)هما  Aا تإحداثي (1)( 1)y g g x x′= + − =   
  : Tوالمماس  gالآتي الخط البياني للتابع ونجد في الشكل 

  
  

  

  

e1

1

1
e

e−

O
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x

y
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   ������ ��	
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�������� ��	
��        
,1]معرّفاً على المجال  fنتأمّل تابعاً   4]I وفق  =

( ) lnf x ax b c x= + أعداد  cو bو a حيث +
نجد في الشكل المجاور  نهدف إلى تعيينها. حقيقية

  الخط البياني لهذا التابع.
�  أثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
� : استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أن  

1a b+ 2و    = 0a c+ 2و    = ln2 3 4 ln2a b c+ + = −.  
)عبارة  ثم اكتب  cو bو aجد قيم  3 )f x.  

   
� f  هو مجموع تابعين، أحدهماx ax b+֏  1]وهو تابع اشتقاقي على, ، والآخر [4
lnx x֏  1]وهواشتقاقي على, 4]  أيضاً. نستنتج أنf  1]اشتقاقي على,   . ولدينا[4

1
( )

c
f x a c a

x x
′ = + × = +.  

  لدينا من الشكل: �
 ���� (1) 1f 1، إذن = ln(1)a b c= + (1)، أي + 1a b+ =⋯   
 ���� (2) 3 4 ln2f = (2)، إذن − 3 4 ln2 2 ln2a b c− = + +⋯   
���� ( )

c
f x a

x
′ = (2)أفقي، أي  (2,1)والمماس في النقطة  + 0f ′ 0، ومنه =

2

c
a + إذن  =

(3) 2 0a c+ =⋯   
)بحل جملة المعادلات الثلاث نجد  3 , , ) (2, 1, 4)a b c = −   : fومنه عبارة  −

( ) 2 1 4 lnf x x x= − −.  
  

). في معلم متجانس عددين حقيقين bو aكن يل  ); ,O i j
� � ،C  هو الخط البياني للتابعf 

*المعرف على 
+ℝ  1وفق

( ) lnf x ax b x
x

= + ، والمماس Cهي نقطة من  A(1,0). النقطة +

3يوازي المستقيم الذي معادلته  A في Cللخط البياني  2y x= . استفد من هذه المعطيات +
  .bو aلتعيّن 

  

  1 

  2 
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 (1,0)A  من نقطةC (1)، إذن 0f 0aإذن  = b+   يعطى بالصيغةف f. أما مشتق =

2

1 ln
( )

x
f x a

x

−
′ = +.  

3يساوي ميل المستقيم الذي معادلته  A(1,0)ميل المماس في النقطة  2y x= (1)، أي + 3f ′ ، إذن =
1 3a + 2aومنها  = 0aلعلاقة ومن ا .= b+ 2b نحصل على = = −.  

 

)في معلم متجانس   ); ,O i j
�  Cنقطة من  M. لتكن lnالخط البياني للتابع  C، رسمنا �

  .mفاصلتها 

  
  .Mالنقطة في  Cللخط  T، معادلةً للمماس m جد، بدلالة �

  مع هذا المحور. Tالمماس نقطة تقاطع  Kعلى محور التراتيب ولتكن  Mمسقط  Hلتكن  �
.a lnيساوي  Kأثبت أن ترتيب النقطة  � 1m 0m، أياً يكن − >.  
.b �  استنتج أنKH j=

����� �
.  

.c   من نقطة كيفية منه. Cطريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط  استفد مما سبق لإعطاء �

  
�يقبل  Tإنّ  �

�( )
( )

1
ln ( )
f m

f m

y m x m
m
′

= + lnأو  − 1
x

y m
m

= +   معادلة له. −

.a�  يقطعT  0)أي  0محور التراتيب في النقطة التي فاصلتها, ln 1)K m −.  
.b )هما  Mلمّا كانت إحداثيتا  � , ln )m m ا 0)ستنتجنا أن, ln )H m ّومن ثَم .  

0 0 0

ln ln 1 1
KH j

m m

     
     = − = =     −          

���� �  

.c على محور  M للنقطة القائمالمسقط  Hننشئ  .Cنقطة كيفية من الخط  Mلتكن  �
−j اعهعوفق الانسحاب الذي ش Hصورة   Kالتراتيب، ثمُّ نرسم 

�
). فيكون  )KM  مماس

  .Mفي النقطة  Cالخط 

  3 

x

y

1

O m

C

lnm

}1
MH

K

T
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2ليكون للمعادلة  mكيف نختار العدد الحقيقي   2 ln(m 1) 0x x− + +   ؟جذران مختلفان =

  

1معرفة بشرط  المعادلة 0m + )2. وهي في هذه الحالة تكافئ < 1) 1 ln(m 1)x − = − . فلها +
1جذران حقيقيان مختلفان إذا وفقط إذا كان  ln( 1) 0m− + 1eأو < m− . ومنه علينا أن نختار <

m  من المجال] 1, 1[e−   تلفان.ليكون للمعادلة المعطاة جذران حقيقيان مخ −

)1لتكن   )n nu 1وفق  N∗متتالية معرفة على  ≤
lnn

n
u

n

 + =   
   

  جد نهاية هذه المتتالية. �
1نضع  2 2n nS u u u= + + +⋯ .  

.a �  أثبت أنln( 1)nS n= +.  
.b )1ما نهاية  � )n nS   ؟ ≤

  
� 1

1lim
n

n

n→+∞

 +  =  
ln1، إذن  0lim n

n
u

→+∞
= =.  

.a )لتكن  2 )E n  الخاصةln( 1)nS n= +.  
1محققة لأنّ  E(1)الخاصة  1 ln2 ln(1 1)S u= = = ). لنفترض أنّ + )E n محقّقة عندئذ  

1 1

2
ln( 1) ln

1
2

ln ( 1) ln( 2)
1

n n n

n
S S u n

n

n
n n

n

+ +

 + = + = + +   + 
 + = + × = +  + 

  

)الخاصة ف 1)E n )lnمحقّقة، ونكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 1)nS n= 1nأياً كان  + ≥.  
.b limلأنّ  2 ( 1)

n
n

→+∞
+ = limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
S

→+∞
= +∞.  

  

1yأثبت أن المستقيم الذي معادلته   x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابع  −
1

: ln 1f x x x
x

 − +   
֏  

1(ضع . ∞+في جوار 
X

x
=(.  

  

  4 

  6 
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  نلاحظ أنّ 

1 ln(1 )
( ) ( 1) 1 ln 1 1

X
f x x x

x X

  +− − = − + = −  
  

1إذ وضعنا 
X

x
lim. ولكن = ( ) 0

x
X x

∞→
و =

0

ln(1 )
lim 1
X

X

X→

+
  إذن =

( )
0

ln(1 )
lim ( ) ( 1) lim 1 1 1 0
x X

X
f x x

X→∞ →

 + − − = − = − =  
  

1yالمستقيم الذي معادلته إذن  x=   .∞+في جوار  f مقارب للخط البياني للتابعمستقيم  −

  

I*المعرف على  f التابعنتأمّل   += ℝ :وفق  
2(1 ln ), 0

( )
0, 0

x x x
f x

x

 − >= 
 =

.  

 احسب
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x+→

−.  واستنتج أنf اشتقاقي عند الصفر.   

  
0xنلاحظ أنّه في حالة    لدينا  <

2( ) (0) (1 ln ) 0
( ) (1 ln ) ln

f x f x x
t x x x x x x

x x

− − −
= = = − = −  

ولأنّ 
0
ln 0lim

x
x x

→
، استنتجنا =

0
lim ( ) 0
x

t x
→

(0)اقي عند الصفر واشتق f، فالتابع = 0f ′ =.  

  

I*التوابع الآتية معرفة على    += ℝ. ادرس تغيرات كلٍ منها وارسم خطه البياني C.  

2

ln
: ln :

1 ln
: : ln

: 8 8 6 ln : ln

x
f x x x x f x

x
x

f x f x x x
x

f x x x x f x x x

−

−

− + + −

֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

2 1

4 3

6 5
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���� ln
( )

x
f x

x
=   

���� 
0

lim ( )
x

f x
→

= limو   ∞− ( ) 0
x

f x
→+∞

  .C. نستنتج أن المحورين الإحداثيين خطان مقاربان للخط =

���� 
2

1 ln
( )

x
f x

x

−
′ fينعدم  = xفقط عند  ′ e=.  

  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ����

(1,0).  
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����
  
2 ( ) lnf x x x x= −  
���� 

0
lim ( ) 0
x

f x
→

لأنّ   =
0

lim ln 0
x

x x
→

lim. و = ( )
x

f x
→+∞

= ) لأنّ  ∞− )( ) 1 lnf x x x= − 

)و )lim 1 ln
x

x
→+∞

− = limو ،∞−
x

x
→+∞

= +∞ .  

���� ( ) lnf x x′ = fينعدم  − 1xعند فقط  ′ =.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور  ����

)الفواصل  , 0)e.المماس في المبدأ شاقولي ،  
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����

وبة في السؤال. ولكنها نقطة مساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f
→

= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير =

)عند الصفر  ) (0)
( ) 1 ln

f x f
t x x

x

−
= = وهي تحقق  −

0
lim ( )
x

t x
→

= فالتابع غير اشتقاقي  ∞+

  لكن محور التراتيب مماس شاقولي لخطه البياني.عند الصفر و 

  الحل

1

0

( ) 0

( ) 0

x e

f x

f x e−

+∞

′ + −

−∞ ր ց

0 1

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ր ց
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y
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x

x
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3 ( ) lnf x x x=   

���� 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

limو  = ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

���� ( ) ln 1f x x′ = fينعدم  + x/1عند فقط  ′ e=.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ����

  ، المماس في المبدأ شاقولي.(1,0)
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����

ساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلوبة في السؤال. ولكنها نقطة مملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f
→

= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير =

)عند الصفر  ) (0)
( ) ln

f x f
t x x

x

−
= وهي تحقق  =

0
lim ( )
x

t x
→

= فالتابع غير اشتقاقي عند  ∞−

  ي لخطه البياني.الصفر ولكن محور التراتيب مماس شاقول

4 1 ln
( )

x
f x

x

−
=   

���� 
0
( )lim

x
f x

→
= ، لأن  ∞+

0
lim( ln )
x

x
→

= +∞1 و  −
0

1
lim
x x+→

= . إذن محور التراتيب مستقيم ∞+

). وكذلك Cمقارب للخط البياني  ) 0lim
x

f x
→∞

1لأنّ  =
lim 0
x x→∞

lnو =
lim 0
x

x

x→∞
إذن محور  =

  .Cالفواصل مستقيم مقارب للخط البياني 

����  
2

ln 2
( )

x
f x

x

−
′ fينعدم . و = 2xعند فقط  ′ e=.  

  :fجدول تغيرات  ����

  
)نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ���� , 0)e.  

  

0 1/

( ) 0

( ) 0 1/

x e

f x

f x e

− +∞

′ − +

− +∞ց ր

2

2

0

( ) 0

( ) 1/ 0

x e

f x

f x e

+∞

′ − +

+∞ −ց ր

x1 e 2e

1

y

1/e x

y

O
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5 ( ) lnf x x x= −  
���� 

0
lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= . Cر التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني . إذن محو ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= lnلأنّ  ∞+
( ) 1

x
f x x

x

 = −   
lnو 

lim 1 1
x

x

x→+∞

  − =  
 .  

���� 1( )
x

f x
x

−
′ fينعدم ، و = 1xعند فقط  ′ =.  

  :fجدول تغيرات  ����

  

  الخط البياني في الشكل المجاور. ����
6 2( ) 8 8 6 lnf x x x x= − + +  
���� 

0
lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞−
0

lim ln
x

x
→

= . C. إذن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= 2limلأنّ  ∞+ ( 8 8)
x

x x
→+∞

− + = limو ∞+ ln
x

x
→+∞

= +∞ .  

  حساب المشق: ����
26 2( 4 3) 2( 1)( 3)

( ) 2 8
x x x x

f x x
x x x

− + − −
′ = − + = =  

fينعدم  1xعند فقط  ′ 3xو = =.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
  الخط البياني في الشكل الآتي: ����

  
  ماذا نستنتج بشأن تقاطع هذا الخط مع محور الفواصل؟

x

y

O

1

1

3

0.4−

6 ln 3 7
0.4

0 1 3

( ) 0 0

( ) 1

x

f x

f x −
≈−

+∞

′ + − +

−∞ +∞ր ց ր

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

′ − +

+∞ +∞ց ր

x
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fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع  ما يأتي، كلٍ م في  ′.  
� ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +∞.  

� 1( ) ln
ln

x
f x

x

 + =   
,1[ و  [I = +∞.  

  
� ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +∞.  

lnxالتابع للوغاريتمي  x֏  اشتقاقي وموجبٌ تماماً على] , [I e= يكون التابع  المعطى، إذن ∞+

: ln(ln )u x x֏  اشتقاقياً علىI  ومشتقهln 1
( )

ln ln

x
u x

x x x

′
′ = . وهو أيضاً موجبٌ تماماُ على =

I  ّلأن)x e>  يقتضيln ln 1x e> )ومنه  = ) ln(ln ) ln1 0u x x= > )، إذن يكون التابع =

( ) ln( ( ))x f x u x=֏  اشتقاقياُ علىI  ومشتقه( ) 1
( )

( ) ln ln ln

u x
f x

u x x x x

′
′ = =

⋅ ⋅
.  

� 1( ) ln
ln

x
f x

x

 + =   
,1[ و  [I = +∞.  

1التابع 
:

ln

x
u x

x

+
  واشتقاقي عليه ومشتقه  Iموجب تماماً على  ֏

2

ln 1
( )

ln

x x x
u x

x x

− −
′ =  

)فالتابع  ) ln( ( ))x f x u x=֏  1[اشتقاقي على, [I =   . ومشتقه∞+

2

( ) ln 1 ln
( )

( ) 1ln
ln 1

( 1)ln

u x x x x x
f x

u x xx x
x x x

x x x

′ − −
′ = = ×

+
− −

=
+

  

)بالصيغة  f. يمكن أيضاً أن نكتب ملاحظة ) ln( 1) ln(ln )f x x x= +   . ثمُّ نتابع الحل.−

    لنتعلمّ البحث معاً 

 
��
����� ����  

  يحقّقان bو aنفترض وجود عددين حقيقيين موجبين تماماً 
ln ln

ln
3

)
2

(1
a b a b + + =  

  

aاحسب 

b
.  
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   نحو الحلّ   ��

(وليس مطلوباً حسابهما). بل حساب  (1)يحققان العلاقة  b و aيؤكد النص على وجود عددين    �

aقيمة 

b
علينا إذن استبعاد اللوغاريتمات من العلاقة، ولهذا سنسعى للوصول إلى علاقة من  .

lnالنمط  lnA B= ومن ثم نستنتج أن ،A B=.  

1.   1أثبت أن
(ln ln ) ln
2

a b ab+ =.  

2.   3استنتج أنa b ab+ 2، ومن ثم = 2( 7 02) a b ab+ − =.  

aلاستنتاج قيمة    �

b
  ، يمكننا التفكير بالآتي:

����  القول إنa  للمعادلة 2حل 27 0x bx b− + aتاج . ثم استنbبدلالة  aمما يسمح بحساب  =

b
 

  .bبالتقسيم على 

ak تسمية النسبة المجهولة  ����
b

a، فيكون = bk=  والسعي للحصول على مساواة لا تحوي إلاk .  

   2أثبت أن 7 1 0k k− + =  0ثم أكمل (لا تنسَ أنk >.(  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

0aلمّا كان . 1 � 0bو < 1، كان < 1
(ln ln ) ln( ) ln
2 2

a b ab ab+ = =.  

lnتكافئ إذن  (1)العلاقة  . 2 ln
3

a b
ab

 +  =  
أو  

3

a b
ab

+
وهي تٌكافئ بعد الإصلاح  =

)2والتربيع  ) 9a b ab+ 2أو  = 27 0a ab b− +   .(2)وهي العلاقة  ،=

aلتكن  �
k

b
aبعد تعويض   (2)المطلوبة. نستنتج من  النسبة = kb=  ّ2أن 2( 7 1) 0k k b− + = 

2لا يساوي الصفر إذن  bولكن  7 1 0k k− + 7. لهذه المعادلة جذران موجبان هما = 3 5

2

− 

7و 3 5

2

k/، وهما القيمتان الممكنتان للنسبة + a b=.  

 ّ�� ������� ���  

a  ٌموجبٌ تماماً. حل في  عدد 2حقيقيR :جملة المعادلتين  
2

2 2 25
(ln ) (ln ) (ln

(1)

(2))
2

xy a

x y a

 =

 + =
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   نحو الحلّ   ��

)إذا كان    � , )x y  0حلاً للجملة، كانx 0yو  < . يمكننا التفكير كمافي السابق )لماذا؟(. <
lnوكتابها بالصيغة  (2)لوغاريتمات من المعادلة بالسعي لاستبعاد ال lnA B=  التي تقتضي

A B=.  عندها سنكون في مواجهة جملة معادلتين بالمجهولينx وy اك فقط. ولكن ليست هن
2أية قاعدة تفيد في تبسيط  2(ln ) (ln )x y+  فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض

2a
y

x
  ، ولكن النتيجة ليست مشجعة.(2)في المعادلة  =

2lnلعلاقة اللوغاريتمية إلى ا (1)لنفكر إذن بتحويل العلاقة  ln axy عندها سنحصل على ، =
  .lnyو lnxجملة معادلتين بالمجهولين 

 افترضْ أن( , )x y  للجملة، ثم تحقّق أن حلln ln 2 lnx y a+ =.  
lnXنضع إذن    � x=  وlnY y= ثم نحسب منهما ،x  وy كما نضع تبسيطاً للكتابة .

lna A= نذكّر أنّ حل المعادلة) .ln t T=  هوTt e= .(  
1.  2أثبت، وفق تلك الإجراءات، أنY A X= −  2وأن 24 8 3 0X AX A− + =.  

2.  استنتج أنX  1تقبل قيمتين 2

A
X 2و  =

3

2

A
X   الموافقة. Y، ثم استنتج قيم =

3.  تحقّق أن)x a=  و(y a a= أو)x a a=  و(y a=.   
)وبالعكس تحقّق أنّ كلاً من    � , ) ( , )x y a a a= و( , ) ( , )x y a a a= .هو حلّ للجملة المعطاة  

  جزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.أن
 

  
0x لدينا � 0yو < غاريتم . بأخذ لو (2)في المعادلة  lnyو lnxنظراً إلى وجود المقدارين  .<

lnنجد لها الصيغة المكافئة  (1)طرفي المعادلة  ln 2 lnx y a+ =.  
lnXنضع   � x=  وlnY y=  وlna A= :فنكون بهذا الترميز أمام الجملة  

2 2 2

2

5

2

X Y A

X Y A

 + =

 + =

�

�
  

2Yنجد  �من المعادلة    A X=  فنحصل على  �.  نعوض في المعادلة −

2 2 25(2 )
2

X A X A+ − =  

2أو  24 8 3 0X AX A− + =.  
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2 نلاحظ أنّ  24 8 3 (2 )(2 3 )X AX A X A X A− + = −   حلّين هما تقبل الجملة المدروسة إذن −
3

( , ) ,
2 2

A A
X Y

 =   
3و 

( , ) ,
2 2

A A
X Y

 =   
  

  نجد الحلين  yو xوبالعودة إلى 
( )( , ) ,x y a a a= و( )( , ) ,x y a a a=  

  ���� �����  

lnقان دان موجبان تماماً ومختلفان يحقّ أيوجد عد

ln
(1)

a a

b b
  ؟ =

   نحو الحلّ   ��

من جهة  a، تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد bو aالفكرة المفيدة في البحث عن عددين    �

ln، بحيث bو aمن جهة أخرى. نبحث إذن عن  bق بالعدد وكل ما يتعلّ  lna b

a b
وحي هذا ي .=

*المعرف على المجال f إلينا أن ندرس التابع
+ℝ  بالعلاقةln

( )
x

f x
x

وتعود المسألة إلى  .=

)يحققان  bو aالبحث عن عددين مختلفين ) ( )f a f b= .  
  .مجموعة التعريف وجهة التغير) فيطر النهايات عند ونظم جدولاً بها ( fادرس تغيرات التابع  .1
  .fارسم الخط البياني للتابع  .2

)لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة   � )f x m= وذلك تبعاً لقيم .m.  
)ناقش عدد حلول المعادلة  .1 )f x m=  1في حالة/m e> ،1/m e= ،0 1/m e< < 

0mوأخيراً  <. 

)استنتج الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  .2 )f x m= .حلان مختلفان 

/0,1[من  mاستنتج أنّه أياً كان  .3 [e يوجد عددان مختلفان ،a وb يحققان 

( ) ( )f a f b m= =.  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
 تكافئ (1)المساواة   �

ln lna b

a b
ln، يوحي لنا هذا بدراسة تغيرات التابع =

: , ( )
x

f f x
x

∗
+ → =ℝ ℝ.  

 النهايات. ����
0

lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞−
0

1
lim
x x+→

= و  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= lim. وكذلك ∞− ( ) 0
x

f x
→+∞

=. 

  نستنتج أن المحورين الإحداثيين مستقيمان مقاربان للخط البياني للتابع.

 المشتق. ����
2

1 ln
( )

x
f x

x

−
′ f. وينعدم= xعند  ′ e=.  
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  جدول التغيرات. ����

1

0 1

( ) 0

( ) 0 0

x e

f x

f x e−

+∞

′ + + −

−∞ ր ր ց

  

  الخط البياني. ����

  
)لنرمز بالرمز  � )S m  إلى مجموعة حلول المعادلة( )f x m= . من الرسم البياني للتابع نستنتجf  ما

  يأتي:

1في حالة  �
m

e
)لدينا  < )S m =   حلول في هذه الحالة يساوي الصفر.، فعدد ال∅

1في حالة  	
m

e
)لدينا  = ) { }S m e= .فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي الواحد  


1في حالة  
0 m

e
< < ( ) { , }S m a b= حيث رمزنا بالرمزa ى الحل الوحيد للمعادلةإل ( )f x m= 

,0[الذي ينتمي إلى المجال  [e  وبالرمزb  إلى الحل الوحيد للمعادلة( )f x m=  الذي ينتمي إلى المجال
] [,e   هذه الحالة يساوي اثنين.. فعدد الحلول في ∞+

0mفي حالة  � ≤ ،( ) { }S m a= حيث رمزنا بالرمزa إلى الحل الوحيد للمعادلة ( )f x m=  الذي
,0[ينتمي إلى المجال  [e .ه الحالة يساوي الواحد.فعدد الحلول في هذ  

)نستنتج أن الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  )f x m=  1حلاّن مختلفان هو
0 m

e
< < .  

/0,1[من  mنستنتج أنّه أياً كان  [e فيوجد عددان مختلفان ،a وb  يحققان( ) ( )f a f b m= =.  

   ��� !�"�#$�  

)2lnأثبت أن المتراجحة  ) ln(1 ) (ln2)x x⋅ −   .]0,1[من  xمحققة، أياً يكن ≥
   نحو الحلّ   ��

2ln توحي إلينا المتراجحة   � ln(1 ) (ln2)x x−  بالعلاقة ]0,1[المعرف على  f أن ندرس التابع ≥

( ) ln( ) ln(1 )f x x x= ⋅ )أثبت أن إشارة  .− )f x′  1)تماثل إشارة )ln(1 ) lnx x x x− − على  −
  .]0,1[ المجال

1 e

1/e

md

(0 1/ )m e< <

( 1/ )m e>

( 0)m≤

x

y

a b

  13  



  

39  

)لندرس إذن التابع   � ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= − −   .]0,1[على  −
) احسب .1 )g x′  واستنتج إشارةg  1على كل من

2
0, 
   1و

2
,1 

  .  
  ، وأثبت المتراجحة المطلوبة.fاستنتج دراسة تغيرات التابع  .2

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

المعرف على  fي أغلب الحالات يؤول إثبات متراجحة إلى دراسة تغيّرات تابع. لندرس التابع ف �
)وفق  ]0,1[ المجال ) ln ln(1 )f x x x= −.  

1الذي معادلته  ∆متناظر بالنسبة إلى المستقيم  fنلاحظ أوّلاً أنّ الخط البياني للتابع  �
2

x والنقطة ، =
1
2

  يكن ]0,1[من x، ومهما تكن ]0,1[هي منتصف المجال  
(1 ) ln(1 )ln ln ln(1 ) ( )f x x x x x f x− = − = − =  

1في المجال  xعندما تتحول قيم  fإذن يكفي أن ندرس اطراد التابع 
2
0, 
  .  

1على المجال  fلدراسة اطّراد التابع  �
2
0, 
   :نحسب المشتقّ فنجد  

1 1 (1 )ln(1 ) ln
( ) ln(1 ) ln

1 (1 )

x x x x
f x x x

x x x x

− − − −
′ = − + × =

− −
  

)إشارة المقام موجبٌ تماماً على مجال الدراسة، إذن  )f x′ ق مع إشارة تتف( )g x  حيثg  هو التابع
1المعرّف على 

2
0, 
    بالعلاقة( ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= − − −.  

)دراسة إشارة  � )g x.  
1على  gنلاحظ أنّ إشارة  1.

2
0, 
    ليست واضحة، فعلينا إذن دراسة التابعg  ّلتعيينها. ولكن نلاحظ أن

g  1اشتقاقي على
2
0, 
   :ّوأن  

( )2( ) 2 ln(1 ) ln ln (1 )g x x x e x x′ = − − − − = − −  
gالتابع  1 ينعدم مرة واحدة في المجال ′

2
0, 
    2عند ما ( 1) 1e x x −   أي عند =

( )21
2
1 1x eα

−= = − −  
  كما يأتي gأن ننشئ جدول تغيرات وعليه يمكننا 

1
2

0

( )

0 0( ) ( )

x

g x

g x g

α

α

′ + −

ր ց

  

كون إذ استفدنا من 
0

lim ln 0
x

x x
→

لنستنتج أنّ  =
0

lim ( ) 0
x

g x
→

موجب  g. النتيجة المهمة هي أنّ =

1تماماً على المجال 
2
0, 
   ّ1، أي إن

( ) ( )
(1 )

f x g x
x x

′ =
−

1موجب تماماً على  
2
0, 
  التابع ، فf  ٌمتزايد
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[المجال على  1بالنسبة إلى المستقيم  fوبسبب تناظر الخط البياني للتابع  .,120[
2

x  fنستنتج أنّ  =
1متناقص تماماً على 

2
,1 

  0,1[يراً نلاحظ أنّ في حالة ، و=أخ[x   لدينا  ∋
ln(1 )

( ) ln
x

f x x x
x

−
= − ×

−
  

  ولكن

0 0

0

ln(1 ) ln(1 )
lim lim 1

lim ln 0
x t

x

x t

x t
x x

→ →

→

− +
= =

−
=

  

إذن 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

، وبسبب التناظر لدينا أيضاً =
1

lim ( ) 0
x

f x
→

   f، ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع =
1
2

2

0 1

( )

( ) l 20 n 0

x

f x

f x

′ + −

ր ց

  

  ومنه
2]0,1[, ln ln(1 ) (ln2)x x x∀ ∈ ⋅ − ≤  

  .وهي المتراجحة المطلوبة
  

      إلى الأمام قدُُماً 

  :تينالآتي لتين من المعادحل كلاًّ  
ln 2 ln 2 0

ln 2 ln( 4) 3 ln2

ln 2 3 ln 1 2 ln| |

x x

x x

x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

�

1

3

  

   
1 ln 2 ln 2 0x x+ + − =.  

}المعادلة معرّفة على  }2,2\I −= ℝ 2. وهي تكافئ 2 1x x− + 2أو  = 4 1x − . فإمّا =
2أن يكون  5x 2أو يكون  = 3x   معادلة المعطاة هي . فمجموعة حلول ال=

{ 5, 3, 3, 5}S = − −  
� ln 2 ln( 4) 3 ln2x x− + + =  

[]المعادلة معرّفة على  4,2[ ]2,I ∞= − ∪   . وهي تُكافئ على هذه المجموعة+
2 ( 4) 8x x− + =   

  14  
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2xفإما أن يكون  • 2و  < 2 16 0x x+ − 17، ومنه = 1x = (الجذر الآخر مرفوض  −
2xلأنه سالب ولا يحقق  >.( 

2xأو يكون  • 2و > 2 0x x+ 0x، ومنه = 2xو = = −.  
}هي  �ستنتج أن مجموعة حلول ن }2,0, 17 1− − .  

3 ln 2 3 ln 1 2 ln| |x x x+ + − =  
3هي  3المعادلة مجموعة 

2
\{ ,0,1}I −= ℝ 2. وهي تكافئ عندئذ 22 3x x x+ − =  

2فإما أن يكون  • 3 0x x+ − 1، ومنه = 13 1 13
,

2 2
x

  − + − − ∈  
   

. 

23أو يكون  • 3 0x x+ − 1ومنه  ،= 37 1 37
,

6 6
x

  − + − − ∈  
   

.  

  هي 3نستنتج أن مجموعة حلول 
1 37 1 37 1 13 1 13

, , ,
6 6 2 2

  − + − − − + − −  
   

  

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  

2 2(ln )(ln ) 12 2 ln ln 7 10

ln( ) 1 3 ln 5 ln 4 ln ln ln 3

x y x y x y

xy x y x y

  = − + =  + =   
  = − = + =    

3 2 1  

  

0xجملة تكافئ  هنا ال 1 2و  < 2 10x y+ 3xyو = موجبان ومربع  yو xعددان . إذن ال=
)2مجموعهما يساوي  ) 10 2 10 6 16x y xy+ = + = + 4x. إذن = y+ 3xyو = . فالعددان =

x وy 2المعادلة  هما جذرا 4 3 0T T− + ,1)}هي  1. فمجموعة حلول = 3),(3,1)}.  

lnxنضع  2 a= وlny b=  2فنحصل على الجملة 7

3 5 4

a b

a b

 + =
 − =

هاتين المعادلتين وبحل جملة  

)نجد  , ) (3,1)a b )3ومنه  = , ) ( , )x y e e=.وهو الحل المطلوب ،  

lnx مجدداً  نضع 3 a= وlny b=  12فنحصل على الجملة

1

ab

a b

 = −
 + =

هما جذرا  bو aإذن  

2المعادلة  12 0T T− − )أو  = 4)( 3) 0T T− + ). إذن = , ) {(4, 3),( 3,4)}a b ∈ − ومنه  −
4 3 3 4( , ) {( , ),( , )}x y e e e e−   ، وهو الحل المطلوب.∋−

ln)2دلة المعاحلّ كلاً من    ) 2 ln 3 0x x− − ln)2 المتراجحةو ، = ) 2 ln 3 0x x− − ≥ .

lnXمساعدة: ضع  x=.  

  الحل
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lnXنضع  x= فتصبح  

2المعادلة  � 2 3 0X X− − )أو  = 3)( 1) 0X X− + }إذن. = 1,3}X ∈ 1ومنه − 3{ , }x e e−∈.  
2تصبح المتراجحة  � 2 3 0X X− − [أي  ≤ , 1] [3, [X ∈ −∞ − ∪   ، ومنه ∞+

310, ,
e

x e  ∈ ∪ +∞      
.  

3 ليكن   2( ) 2 5 2P x x x x= + + −.  

.a 1  تحقّق أن( 1) 0P − =.  
.b )استنتج أن  � )P x  يكتب بالصيغة( ) ( 1) ( )P x x Q x= )حيث   + )Q x  كثير حدود من

  الدرجة الثانية.
.c ) حل المتراجحة � ) 0P x ≤.  
2استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة  � ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + ≤ −.  

  
.a   هذا تعويض مباشر.1
.b ) لمّا كان � 1) 0P − ) استنتجنا أنّ  = )P x  1يقبل القسمة الإقليدية علىx )ويكون  + )Q x  خارج
)2القسمة. وبإجراء القسمة نجد هذه  ) 2 3 2Q x x x= + )2 أي، − ) ( 1)(2 3 2)P x x x x= + + −.  
.c )أن بملاحظة  � ) ( 2)(2 1)Q x x x= + )، نستنتح أن − ) ( 1)( 2)(2 1)P x x x x= + + . وهذا −

)يتيح لنا وضع جدول إشارة  )P x : كما يأتي  
2 1 1/2

( ) 0 0 0

x

P x

−∞ − − +∞

− + − +
  

)ومن ثم نستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة  ) 0P x 1هي  ≥
2

, 2 1,  −∞ − ∪ −    .  
2المتراجحة  � ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + ≤ −  
  كافئ المتراجحة المعطاة تحقّق الشروطتُ 

  كافئ المتراجحة المعطاة تحقّق الشروط
0x 2و  < 5 0x + )2lnو  < (2 5)) ln(2 )x x x+ ≤ −  

  أو
0x 2)2و  < 5) 2x x x+ ≤ −  

  وأخيراً 
0x )و  < ) 0P x ≤  

1واستناداً إلى دراستنا السابقة مجموعة الحلول المشتركة لهاتين المتراجحتين هي 
2
0, 
  .  

  الحل
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[التابع المعرف على المجال  fليكن   1,1[I = 1وفق  −
( ) ln

1

x
f x

x

 + =   − 
.  

�  أثبت أنf تابع فردي.  
.a �  أثبت أنf  اشتقاقي علىI.  
.b�  ادرس تغيراتf  على المجال[ 0,1[.  
  .fارسم الخط البياني للتابع  3

  
[مجال التعريف   � 1,1[I =   لدينا Iمن  xوفي حالة  متناظر بالنسبة إلى الصفر. −

1 1
( ) ln ln ( )

1 1

x x
f x f x

x x

   − + +  − = = − = −     + −   
  

  فردي. fفالتابع 

.a 1التابع  �
:

1

x
u x

x

+

−
) إذن، Iاشتقاقي على و تماماً موجب  ֏ ) ln( ( ))x f x u x=֏ 

ولدينا   .Iاشتقاقي على 
2

( ) 2
( )

( ) 1

u x
f x

u x x

′
′ = =

−
.  

.b (0)لواضح أنّ من ا 0f )و = )f x  يكتب علىI بالصيغة المُكافئة  
( ) ln(1 ) ln(1 )f x x x= + − −   

ولكن 
1 0

lim ln(1 ) lim ln
x t

x t
+→ →

− = = إذن  ∞−
1

lim ( )
x

f x
→

= الذي معادلته  1dفالمستقيم  .∞+

1x ). وكذلك، من صيغة fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  = )f x′ ّنرى أن ،f  ًمتزايد تماما
]جدول التغيرات الآتي على  f، فللتابع ]0,1]على المجال  0,1[:  

  :fجدول بتغيرات 
0 1

( ) 2

( ) 0

x

f x

f x

′ +

+∞ր

  

  .fالخط البياني للتابع  3
، Iعلى مجموعة تعريفه  f المطلوب هو رسم الخط البياني للتابع

1. لكننا درسنا التابع على المجال Cوليكن هذا الخط  [ 0,1[I = ،
منطلقاً من المبدأ  1Iعلى المجال  fللتابع  1Cالبياني  فلنرسم الخط

O  1ومتفقاً مع تزايد التابع ليقارب المستقيمd . ولما كان التابعf 
بالنسبة إلى مبدأ الإحداثيات.  ظراً متنا Cفردياً، كان خطه البياني 

1، فيكون Oبالنسبة إلى المبدأ  1C، نظير 2C يكفي أن نرسم Cفلرسم  2= ∪C C C.  
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  .C ، وارسم خطه البيانيIعلى المجال  fتغيرات التابع  درس في كل حالة مما يأتيا 

2

]1, [,

]0, [,

1
( )

ln

( ) ln(1 )

( ) ln
1

,

I f x
x x

I f x x

x
I f x

x

= =

= = +

 = =   + 

+∞

+∞

R

1

2

3

  

  

1التابع  1
( )

ln
x f x

x x
,1[على  ֏= [I = +∞.  

� 
1
lim ( )
x

f x
+→

= 1xالذي معادلته  dالمستقيم ، إذن ∞+  .C البياني مقارب للخطمستقيم  =

limو ( ) 0
x

f x
→+∞

  . Cمقارب للخط مستقيم الفواصل  محورإذن  ،=

lnxالتابعان  � x֏ وx x֏  موجبان ومتزايدان
، إذن كذلك يكون جداء ضربهما Iتماماً على 

lnx x x֏ ّوهذا يقتضي أن ،f  ًتابع متناقص تماما
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iعلى 

  
  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 

)2التابع  � ) ln(1 )x f x x= Iعلى  ֏+ = ℝ.  
)ويحقق  ℝتابع زوجي، لأنّه معرّف على كامل  fالتابع  ) ( )f x f x−   . xأياً كانت  =

� lim ( )
x

f x
→+∞

= (0)و، ∞+ 0f =.  

21xالتابع  � x+֏  0]متزايد تماماً على, ,1]ويأخذ قيمه في  ∞+] lnx، والتابع ∞+] x֏  متزايد
,1]تماماً على  ,0]تابع متزايد تماماً على  fإذن  ∞+] زوجي استنتجنا جدول التغيرات  f. ولأنّ ∞+]
  : fالآتي للتابع 

0

( ) 0

x

f x

∞ +

+ +

∞

∞

−

∞ց ր
 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
لم نحسب المشتق لدراسة التغيرات، ولكن من المفيد 

اشتقاقياً في المبدأ، وكون التابع  fملاحظة أن كون 
  زوجياً يجعلان المماس للخط البياني في المبدأ أفقياً. هذه الملاحظة تفيد في جعل الرسم أكثر دقة.

1

( ) 0

x

f x

∞

+∞

+

ց
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)التابع  3 ) ln
1

x
x f x

x

 =   + 
,0[على  ֏ [I = +∞.  

� lim ( ) ln1 0
x

f x
→+∞

= 1yالذي معادلته المستقيم نستنتج أن ، إذن =   .Cمقارب للخط مستقيم  =

وكذلك فإنّ 
0

lim ( )
x

f x
→

=   .Cمقارب للخط ، فمحور التراتيب مستقيم ∞−

التابع  �
1

x
x

x+
ويأخذ قيمه في  Iمتزايد تماماً على  ֏

lnx، والتابع ]0,1[ x֏  إذن  ]0,1[متزايد تماماً علىf  تابع
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iمتزايد تماماً على 

  

  
 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
المعرفين على  gو fهما على التوالي الخطان البيانيان للتابعين  gCو fCفي معلمٍ متجانس،  

[المجال  1, [I = − )وفق  ∞+ ) ln( 1)f x x= )و + )
1

x
g x

x
=

+
.   

�  أثبت أن( ) ( )g x f x≤  أياً يكنx  منI.  
�  أثبت أنfC وgC  0يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتهاx =.  
  مستفيداً من رسم المماس المشترك. gCو fCوارسم الخطين  gو  fادرس تغيرات كلٍ من  3

 
)بالصيغة  Iالمعرّف على  hأمّل التابع نت � ) ( ) ( )h x f x g x=  Iاشتقاقي على  h. نلاحظ أنّ −

وأنّ 
2 2

1 1
( )

1 (1 ) (1 )

x
h x

x x x
′ = − =

+ + +
  جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع  .

1 0

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

− +

′ − +

∞

ց ր

  

))ه نستنتج أنّ ومن 0) 0)hh x ≥ )( إذن. Iمن  xأياً كانت  = ()f x g x≥  أياً يكنx  منI.  
(0)باستعمال ترميز السؤال السابق نلاحظ أنّ  � (0) 0h h ′= (0)هذا يبرهن أنّ  = (0)f g b= = 
(0)و (0)f g a′ ′= y، ومن ثَمّ فالمستقيم الذي معادلته = ax b x= + مماس مشترك للخطين  هو =

  في المبدأ. gCو fCالبيانيين 
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عند  ∞−وإلى  ∞+ويسعى إلى اللانهاية عند  Iتابع متزايد تماماً على  f. التابع f تغيرات 3
1xفالمستقيم الذي معادلته  −1 =   . ومنه جدول التغيرات الآتي:fCمستقيم مقارب للخط  −

  
تابع متزايد تماماً (مشتقه موجب)  g. التابع g تغيرات
1y، فالمستقيم ∞+عند  1لى ويسعى إ Iعلى  = 

 −1عند  ∞−، وإلى gCمستقيم مقارب للخط 
1xفالمستقيم الذي معادلته  = مستقيم مقارب  −

  . ومنه جدول التغيرات الآتيgCللخط

  
  الرسم مبين في الشكل المجاور.

,1[على المجال المعرف  fالخط البياني للتابع  C ليكن   [I =    وفق ∞+

( ) 1 2 ln
1

x
f x x

x

 = + +   − 
  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  +
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
  .Cالبياني  ثم الخط dعلمٍ واحد المستقيم رسم في ما 4

  
 لمّا كان  �

1
lim( 1) 2
x

x
→

+ و =
1
lim ln

1x

x

x+→

  = +∞  − 
 كان، 

1
lim ( )
x

f x
→

=  ∆قيم فالمست .∞+

1xالذي معادلته  lim وكذلك باتجاه التراتيب الموجبة. Cمقارب شاقولي للخط  = ( 1)
x

x
→+∞

+ = +∞ 

limو ln 0
1x

x

x→+∞

  =  − 
، إذن 

1
lim ( )
x

f x
→

= +∞.  

)على مجموعة تعريفه بالصيغة المكافئة :  fيُكتب  ) 1 2 ln 2 ln( 1)f x x x x= + + −  مما يسهل −
  اشتقاقه لنجد عملية

2

0

2 2 2 1
( ) 1 ( 2)

1 ( 1) ( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

− − +
′ = + − = = −

− − −
	


�


�

  

)إشارة  )f x′ إشارة  تماثل( 2)x − موجب تماماً على المجال الكسر، لأن I .  

1

( ) 1

x

g x

− ∞+

−∞ ր

1

( )

x

f x

∞− +

−∞ ∞+ր
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  .ومنه جدول التغيرات الآتي

 

  لنتأمّل �

( ) ( ) ( 1) 2 ln
1

x
h x f x x

x

 = − + =   − 
  

limلمّا كان  ln 0
1x

x

x→+∞

  =  − 
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

1y x=  .∞+في جوار  Cمقارب للخط  +

1وكذلك، لأنّ  3
1

x

x
>

−
 Iمن  xفي حالة  

)استنتجنا أنّ  ) ln1 0h x > والخطّ  Iعلى  =
  .dيقع دوماً فوق المقارب  Cالبياني 

 التراتيب الموجبةباتجاه  ∆مقارباً  Cنرسم  4
متفقاً مع تناقص التابع حتى النقطة 

( )( )2, 2M f ، ًومن ثم نرسمه مقارباd  في
  ومتفقاً مع تزايد التابع. ∞+جوار

,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

( ) 4 ln
1

x
f x x

x

 = − +   + 
  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
4yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا 4

  
التابع  �

1

x
x

x +
(لأنّ مشتقه  Iموجبٌ ومتزايد تماماً على  ֏

2

1

( 1)
x

x +
موجبٌ تماماً)،  ֏

lnوعليه يكون 
1

x
x

x+
، لأنه تركيب تابعين متزايدين تماماً، وكذلك فإنّ Iمتزايداً على  ֏

4x x   متزايدٌ تماماً. f. نستنتج إذن أنّ التابع Iتابع متزايدٌ تماماً على  ֏−
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  لنتأمّل �

( ) ( ) ( 4) ln
1

x
h x f x x

x

 = − − =   + 
  

limلمّا كان  ln ln1 0
1x

x

x→+∞

  = =  + 
limأنّ استنتجنا   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

4y x=  .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −

1وكذلك، لأنّ  3
1

x

x
<

+
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) ln1 0h x < والخطّ البياني  Iعلى  =

C  يقع دوماً تحت المقاربd.  
بحساب نهاية  fلإنجاز الرسم يلزمنا استكمال جدول تغيرات  4

مقارب مائل  fالتابع عند طرفي مجموعة تعريفه. لمّا كان للتابع 
4yمعادلته  ∞+في جوار  x=   استنتجنا أنّ  −

lim ( ) lim ( 4)
x x

f x x
→∞ →∞

= − = +∞  

  بالصيغة المكافئة :  Iعلى  fومن جهة أخرى يُكتب 
( ) 4 ln(1 ) lnf x x x x= − − + +  

إذن 
0

lim ( )
x

f x
→

=   لأنّ  ∞−

0
lim ln
x

x
→

= و ∞−
0

lim( 4 ln(1 )) 4
x

x x
→

− − + = −.  

  : fجدول التغيرات الآتي للتابع  ومنه

  
   ومنه الرسم المبيّن في الشكل المجاور.

  
,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

1
( ) ln 2f x x

x

 = − +   
  

  . ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
ln2yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
)أثبت أنّ للمعادلة  4 ) 0f x   .]1,2[ينتمي إلى المجال   αحل وحيد  =
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا �
  

  23  

0

( )

x

f x

+∞

−∞ +∞ր

x

y

O

C

d

4

4−



  

49  

 
� 

0
lim ( )
x

f x
+→

= ) لأنّ  ∞− )1
0
lim 2

xx +→
+ = limو ∞+ ln

X
X

→+∞
= نستنتج أن محور . ∞+

limوكذلك فإنّ  .Cمقارب للخط مستقيم التراتيب  ( )
x

f x
→∞

= )لأنّ  ∞+ )1lim ln 2 ln2
xx→∞

+ =.  

1التابع 
x

x
)، ومن اطراد التابع اللوغاريتمي نستنتج أن Iمتناقص تماماً على  ֏ )1ln 2

x
x +֏ 

)مجموع تابعين متزايدين تماماً هما  fمتناقص تماماً، وعليه يكون  )1ln 2
x

x − xو ֏+ x֏ فهو ،
  .f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iإذن تابع متزايد تماماً على 

  
  لنتأمّل �

( ) ( ) ( ln2)

1 1
ln2 ln 2 ln 1

2

h x f x x

x x

= − −

     = − + = − +        

  

)لمّا كان  )1
2

lim ln 1 ln1 0
x x→+∞

+ = استنتجنا أنّ  =

lim ( ) 0
x

h x
→+∞

ln2yالذي معادلته  d، فالمستقيم = x= − 

 .∞+في جوار  Cمقارب للخط مستقيم 

1وكذلك لأنّ  3
1 1
2x

+ استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة  <

( ) 0h x   .dدوماً تحت يقع  Cوالخطّ البياني  Iعلى  >
تابعٌ مستمرٌ ومطّرد تماماً على مجموعة تعريفه، وهو يغير إشارته عليها فللمعادلة  fالتابع  4

( ) 0f x   وعلاوة على ذلك  Iفي  αحل وحيد  =
.(1) 1 ln 3 1 n 05 lf e= − < − (2)و    = 2 ln2.5 2 ln 0f e= − > − >  

α]1,2[إذن   ∈.  
  .المجاور لالرسم مبين في الشك �

,4[المعرف على المجال  fياني للتابع الخط الب C ليكن  [I =    وفق ∞+
1

( ) 5 2 3 ln
4

x
f x x

x

 + = − +   − 
  

5الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � 2y x=   .Cمقارب للخط  −
  .dاربه قوم Cادرس الوضع النسبي للخط  �
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا ثمُّ  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  3
)أثبت أن المعادلة  4 ) 0f x   .1واحصره في مجال طوله يساوي  ،αتقبل حلاً وحيداً  =

0

( )

x

f x

+∞

−∞ +∞ր

  الحل
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1      : لنتأمّل � 5

( ) ( ) (5 2 ) 3 ln 3 ln 1
4 4

x
h x f x x

x x

   +   = − − = = +     − −   
  

5لمّا كان 
lim ln 1 ln1 0

4x x→+∞

  + = =  − 
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي  d، فالمستقيم =

5معادلته  2y x=  .∞+في جوار  Cط مقارب للخ −

5وكذلك لأنّ  �
1 1

4x
+ >

−
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) 0h x  Cوالخطّ البياني  Iعلى  <

  .dيقع دوماً فوق المقارب 

لما كان  3
4

1
lim

4x

x

x+→

+
= +∞

−
limو ln

X
X

→∞
= أن ، استنتجنا ∞+

4
lim ( )
x

f x
+→

= م ، فالمستقي∞+

4xالموازي لمحور التراتيب والذي معادلته  ∆   .Cمقارب لخط  =

1ولما كان 
lim ln ln1 0

4x

x

x→∞

 +  = =  − 
limو،  (5 2 )

x
x

→∞
− = limاستنتجنا أنّ  ∞− ( )

x
f x

→∞
= −∞.  

)لحساب  )f x′ ّنلاحظ أن ،( ) 5 2 3(ln( 1) ln( 4))f x x x x= − + + −   ، فيكون:−
3 3 15

( ) 2 2 0
1 4 ( 1)( 4)

f x
x x x x

′ = − + − = − − <
+ − + −

  

  متناقص تماماً وله جدول التغيرات الآتي: fفالتابع 
4

( )

( )

x

f x

f x

+∞

′ −

+∞ −∞ց

  

، ℝهي  fأن مجموعة قيم التابع  f جدول تغيراتنجد في  4
)معادلة والتابع متناقص تماماً فلل ) 0f x  αحل وحيد وليكن  =

  نحسب  .Iينتمي إلى المجال 

7
2

(5) 3 ln 6 5 0.375

(6) 3 ln 7 3.34

f

f

= − ≈

= − ≈ −
  

5إذن  6α< <.  

,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+
2( ) ln( 1)f x x x= + −  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x   .αتقبل حلاً وحيداً  =
11أثبت أنّ  3 1 eα

−< < + .  

  الحل
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2التابع  � 1x x )2ln، وعليه يكون التابع Iموجبٌ تماماً ومتزايدٌ تماماً على  ֏− 1)x x −֏ 

  بصفته مجموع تابعين متزايدين تماماً. Iمتزايداً تماماً على  fوعليه يكون  Iلى متزايداً تماماً ع
لمّا كان  �

1
lim ( )
x

f x
→

= limو ∞− ( )
x

f x
→∞

= )أنّ  استنتجنا ∞+ ) ] , [f I = − ، فللمعادلة ∞∞+

( ) 0f x   . Iينتمي إلى  αحل وحيد  =
1αالمتراجحة الأولى أي  3 Iαواضحة لأنّ  <   . لإثبات المتراجحة الثانية نحسب : ∋

( )
1

1 1 1 1

1
1 1 ln 1 1 0

1 1

e
f e e e e

e

−
− − − −

−
+ = + + = + − = >

+ +
.  

11هذا يبرهن على أنّ  eα
−< 11(لأنه لو افترضنا أنّ  + eα

−≥ أنّ  fلنتج من تزايد التابع  +
10 ( ) ( 1 ) 0f f eα

−= ≥ +   ). فنكون قد أثبتنا المتراجحة المطلوبة.ضقوهذا تنا <

2:  وفق المعطى fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

1

x
f x

x

 =   − 
.  

[هي  fDولتكن  fتحقّق أن مجموعة تعريف  � , 0[ ]1, [∪−∞ +∞.  
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  �
3  أثبت أنf تماماً على كلٍ من مجالي  متناقصfD.  
  .Cالبياني  الخط متجانسرسم في معلمٍ ا 4

 
2عندما يكون  fالتابع  �

0
1

x

x
>

−
)وهذا يكافئ قولنا   1) 0x x − . ومجموعة حلول هذه المتراجحة <

[. إذن [0,1]هي خارج المجال  , 0[ ]1, [fD −∞ ∪ +∞=.  
  حساب النهايات.  �

	نّ  ����
2 2

lim lim 2
1 1x x

x x

x x→−∞ →+∞
= =

− −
lim، إذن  ( ) lim ( ) ln2

x x
f x f x

→−∞ →+∞
= = نستنتج أن .

ln2yالموازي لمحور الفواصل والذي معادلته  1dالمستقيم    .Cمقارب للخط  =

���� 
0

2
lim 0

1x

x

x−→
=

−
، إذن 

0
lim ( )
x

f x
−→

=   .C. نستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ∞−

وأخيراً  ����
1

2
lim

1x

x

x+→
= +∞

−
، إذن 

1
lim ( )
x

f x
+→

= الموازي لمحور  2d. نستنتج أن المستقيم ∞+

1xالتراتيب والذي معادلته    .Cمستقيم مقارب للخط  =

:  نلاحظ أنّ  .f دراسة اطراد 3
2

1 2 1 2 1
( ) 0

2 1 2 ( 1)( 1)

x x x
f x

x x x x xx

′ − − − −′ = = ⋅ = <  − −  −
 ،  

  .fDمن مجالي متناقص تماماً على كلf  فالتابع 

  الحل
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  :f، ننظم الجدول الآتي بتغيرات Cالبياني  الخط لرسم 4

 
 

   . fونجد في الشكل المجاور الخط البياني للتابع 

1المعرف  بالعلاقة  fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

3

x
f x

x

 − =   − 
.  

,1[هي  fDولتكن  fق أن مجموعة تعريف تحقّ  � 3[.  

�  4)أثبت أن ) fx D− fx، أياً يكن ∋ D∈.  
.a 4)المقدار  fDمن  xاحسب عند كل  3 ) ( )f x f x− +.  
.b   .Cهي مركز تناظر للخط  A(2,0)استنتج أن النقطة  3
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  4
  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  5
  في معلمٍ متجانس. Cارسم الخط  6

  
1عندما يكون  fالتابع  �

0
3

x

x

−
>

−
)وهذا يكافئ قولنا   3)( 1) 0x x− − . ومجموعة حلول هذه >

,1[المتراجحة هي المجال  ,1[. إذن ]3 3[fD =.  
)التابع  � ) 4x s x x= )تابع متناقص تماماً ومنه  ֏− )]1, 3[ ] (3), (1)[ ]1, 3[s s s= أي إذا كان  =

fx D∈ كان ،( ) (4 ) fs x x D= − ∈.  
.a 3  

4 1 1
(4 ) ( ) ln ln

3 4 3
3 1

ln ln
1 3

3 1
ln ln1 0

1 3

x x
f x f x

x x

x x

x x

x x

x x

   − − −  − + = +     − + −   
   − −  = +     − −   
 − − = × = =  − − 

  

.b 0تكون نقطةٌ  3 0( , )A x y  ٍمركز تناظر الخط البياني لتابعf:إذا تحقق الشرطان ،  
� 02f fx D x x D∈ ⇒ − 0. هذا الشرط محقّق حيث ∋ 2x =.  
� 0 0(2 ) 2 ( )f x x y f x− = 0. هذا الشرط محقّق أيضاً حيث − 0y =.  

0 1

( )

( ) ln2 ln2

x

f x

f x

−∞ +∞

′ − −

−∞ +∞ց ց
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  .Cمركز تناظر للخط  A(2,0)النقطة لهذين الشرطين تكون  fبتحقيق و 

4
1

1
lim 0
3x

x

x+→

−
=

−
، إذن 

1 0
lim ( ) lim ln
x X

f x X
+ +→ →

= = الموازي لمحور  1d. نستنتج أن المستقيم ∞−

1xالتراتيب، والذي معادلته    .Cمستقيم مقارب للخط  =

وكذلك فإنّ 
3

1
lim
3x

x

x−→

−
= +∞

−
، إذن 

3
lim ( )
x

f x
−→

= زي لمحور الموا 2dنستنتج أن المستقيم . ∞+

3xالتراتيب، والذي معادلته    .Cمقارب للخط  =
  

   :fتغيرات  ةسادر  5

2

1

3 2 3 2
( )

1 1 ( 1)(3 )(3 )

3

x

x x
f x

x x x xx

x

′ −    − − 
′ = = × =

− − − −−

−

  

)إشارة  1)(3 )x x− متزايد تماماً  f. فالتابع fDموجبة تماماً على  −
  :f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع fDعلى 

  
. ولقد وضعنا عليه fاني للتابع الرسم المجاور يبين الخط البي 6

  المقاربين ومركز التناظر.

*المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع Cليكن  
+ℝ وفق  

1 1
( ) ln 1

1
f x

x x

 = + −  + 
.  

احسب  �
0

lim ( )
x

f x
→

limو   ( )
x

f x
→+∞

  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fادرس تغيرات  �

 
  لديناالمطلوبتين.  fتينهاي حساب �

0

1
lim 1
1x x+→

=
+

 و  
0

1
lim 1
x x+→

  + = +  
lim و  ∞ ln

X
X

→+∞
= +∞  

إذن 
0
lim ( )
x

f x
+→

=   .Cنستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط . ∞+

limوكذلك  ( ) 0
x

f x
→+∞

  .Cنستنتح أن محور الفواصل مستقيم مقارب للخط . =

1 3

( )

( )

x

f x

f x

′ +

−∞ +∞ր
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  نلاحظ أنّ  �
2
1

1 2 2 2

1 1 1 1
( )

(1 )1 (1 ) (1 ) (1 )

x

x

f x
x xx x x x

− −
′ = + = − =

++ + + +
  

)نتج أنّ نست )f x′  سالب تماماً على*
+ℝ.  

  
  :fوبناءً عليه ننظم الجدول الآتي بتغيرات التابع

  

  .fالرسم المجاور يبين الخط البياني للتابع 
I*على  fفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، ادرس التابع   += ℝ، وارسم خطه البياني C.  

� ( ) ( 1)lnf x x x= +.  

� 1
( ) lnf x x x

x
= +.  

  
)دراسة  � ) ( 1)lnf x x x= ∗على  +

+ℝ.  
� 

0
lim ( ) 1 ( )
x

f x
→

= × −∞ =   .C. نستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= +∞. 

)1 لدينا Iوعلى  � ) ln 1f x x
x

′ = + f، إشارة + غير واضحة لذلك نسعى إلى دراسة اطراد  ′

 المشتق، فنحسب
2

1
( )

x
f x

x

−
′′ fبهذا نجد جدول اطراد ، =   الآتي: ′

0 1

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+∞

′′ − +

′ ց ր

  

)أنّ الجدول يبين  ) 2 0f x′ ≥ وله  .Iمتزايد تماماً على  f، فالتابع Iعلى  <
  :الآتيتغيرات الجدول 

  
  نقطة من الخط البياني تساعد في الرسم. (1,0)الرسم مبين في الشكل المجاور. نلاحظ أنّ النقطة  �

0

( )

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ −

+∞ ց

0

( )

( )

x

f x

f x

+∞

′ +

−∞ +∞ր
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1دراسة   �
( ) lnf x x x

x
= ∗على  +

+ℝ.  

لأنّ  �
0

1
lim
x x+→

= و  ∞+
0
lim ln 0
x

x x
+→

، إذن =
0
lim ( )
x

f x
+→

= نستنتج أن محور التراتيب  .∞+

 .Cمقارب للخط مستقيم 

1وكذلك 
lim 0
x x→+∞

limو  = ln
x

x x
→+∞

= lim، إذن ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

 لدينا Iوعلى  �
2

1
( ) 1 lnf x x

x
′ = − f، إشارة + غير واضحة لذلك نسعى إلى دراسة اطراد  ′

∗المشتق، فنحسب على 
+ℝ  

3

2 1
( ) 0f x

xx
′′ = + >  

fفالتابع  (1)تابعٌ متزايدٌ تماماً، ولأنّ  ′ 0f ′ استنتجنا جدول  =
  : fالتغيرات الآتي للتابع 

  
  الرسم مبين في الشكل المجاور. �
  

,0[المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع Cليكن   [I =  وفق  ∞+

1 ln
( )

x
f x

x

+
=.  

احسب  �
0
( )lim

x
f x

→
)و   )lim

x
f x

→+∞
  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fغيرات ادرس ت �
  :فة كما يأتيالمعرّ  النقاط 4Mو 3Mو 2Mو 1Mلتكن  3

���� 1M  نقطة تقاطعC .مع محور الفواصل  
���� 2M  نقطة منC .مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات  
���� 3M  نقطة منC .مماسه منها يوازي محور الفواصل  
���� 4M  نقطة منC  ينعدم فيها المشتق الثاني للتابعf.  

.a   النقاط.هذه احسب فواصل  �

.b   ؟من متتالية هندسية. ما أساسهاصل هي أربعة حدود متعاقبة أثبت أن تلك الفوا �
  

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

′ − +

+∞ +∞ց ր
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� � 

0
lim (1 ln )
x

x
+→
+ = و∞−

0

1
lim
x x+→

=  إذن، ∞+
0
lim ( )
x

f x
+→

= نستنتج أن محور  .∞−

  .Cمقارب للخط مستقيم التراتيب 

1 وكذلك  �
lim 0
x x→+∞

lnو  =
lim 0
x

x

x→+∞
lim، إذن = ( ) 0

x
f x

→+∞
نستنتج أن محور الفواصل  .=

  .Cمقارب للخط مستيم 
  بالعلاقة Iعلى المجال  fيعطى مشتق  �

2

ln
( )

x
f x

x

−
′ =  

)ينعدم  )f x′ 1 عندx   الآتي: fتغيرات جدول ، نستنتج إذن lnxوإشارته تعاكس إشارة . =
0 1

( ) 0

( ) 1 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ ր ց

  

  مبين في الشكل الآتي. Cرسم  �

  
.a 1lnالعلاقة  1xالتي تحقق فاصلتها  1Mمع محور الفواصل في  Cيتقاطع  3 1 0x +  إذن =
1

1

1
x e

e

−= =.  

2، فيكون ترتيبها  2xبالرمز  2Mنرمز إلى فاصلة ل �
2 2

2

1 ln
( )

x
y f x

x

+
= ، ويكون ميل المماس =

2ها عند
2 2

2

ln
( )

x
f x

x

−
′ 2فمعادلته  = 2 2( )( )y y f x x x′= +   أي −

2 2
22

2 2

1 ln ln
( )

x x
y x x

x x

+
= − −  

,0)إذا حققت النقطة يمر هذا المماس بالمبدأ،  2معادلته أي  (0 2
22

2 2

1 ln ln
0 (0 )

x x
x

x x

+
= −  ، أي−

22 ln 1 0x + 1/2، ومنه =
2 1/x e e−=  .2M. وهي فاصلة =

x

y

O
1M

2M

3M

4M

C

  الحل
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3 عند Cمماس  � 3 3( , )M x y  3يوازي محور الفواصل، إذن( ) 0f x′ 3 إذن. = 1x وهي فاصلة  ،=

3M .  

لدينا . 4Mفاصلة  4xلتكن  �
3

2 ln 1
( )

x
f x

x

−
′′ )ينعدم  ، = )f x′′  2عند حلول المعادلة ln 1x = ،

1/2ومنه 
4x e e=   .  4M. وهي فاصلة =

1إذن فواصل  2 3 4( , , , )M M M M 1 هي بالترتيب

1
x

e
=، 2

1
x

e
=، 3 1x =، 4x e=.  

.b 1نستنتج  � 2 3 4( , , , )x x x x  أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية. أساسها يساوي هيe ّلأن ،
/21 k

kx e
e e

,1,2,3في حالة  = 4k = .   

fD{0,1}\التابع المعرف على  fليكن   = R�  1وفق
( ) ln

2

x x
f x

x

−
= −  C، وليكن +

  خطه البياني في معلم متجانس.

.a 1  أثبت أن( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ −
=   .fDمن  x، أياً يكن −

.b )استنتج أن النقطة  1 )1 1
2 4
,A   .Cهي مركز تناظر الخط  −

  .مجموعة تعريفه على fادرس تغيرات  2

1الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  3

2
y x= لخط النسبي لوضع الادرس و . Cمقارب للخط  −

C  بالنسبة إلى مقاربهd.   

  .Cثم  dارسم في معلم واحد  4

 
.a 1كان كذلك المقدار  1و 0مختلفاً عن  xأنّه إذا كان  حظلا 1 x− وعليه إذا كان .x  عنصراً من

fD  1كان x−  أيضاً عنصراً منfD  وأمكننا حساب  
1 1 1 1

( ) (1 ) ln ln
2 2 1
1 1 1
ln

2 1 2

x x x x
f x f x

x x

x x

x x

− − − −
+ − = − + − +

−
 − = − + ⋅ = −  − 

  

  ومنه المساواة المطلوبة.
.b 1كان  fDمن  xأياً كان   (1)ينتج من تحقّق الشرطين :  1 x−   عنصراً منfDأياً كان  (2)، و

x  منfD  كان( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ −
= ) أنّ النقطة − )1 1

2 4
,A هي مركز تناظر للخط البياني للتابع  −

f.  
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1من المجالين  كل تكفي الدراسة على  2
2
,1 

   1و, +∞ فادة من الخاصة التناظرية.، ثمُّ نتممها بالاست  
1على المجال 

2
,1 

    1لدينا 1x x

x x

−   الصيغة الآتية على هذا المجال fإذن للتابع  =−
1

( ) ln ln(1 ) ln
2 2

x x x
f x x x

x

 − = − + = − + − −  
  

ولدينا 
1
lim ( )
x

f x
−→

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ∞− . وكذلك fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

  فإنّ 
1 1 1

( )
2 1

f x
x x

′ = − − −
−

  

1المجال  وهو سالب تماماً على
2
,1 

    لأنه يساوي مجموع ثلاثة مقادير سالبة تماماً. ومنه جدول التغيرات
1المجال  على fالآتي للتابع 

2
,1 

   :  

  
,1وعلى المجال  +∞   1لدينا 1x x

x x

− −
  الصيغة الآتية على هذا المجال fإذن للتابع  =

1
( ) ln ln( 1) ln

2 2

x x x
f x x x

x

 − = − + = − + − −  
  

ولدينا 
1
lim ( )
x

f x
+→

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ∞−   . fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

limولدينا  ( )
x

f x
→+∞

= 1لأنّ  ∞−
lim ln ln1 0
x

x

x→+∞

 −  = =  
.  

  وكذلك فإنّ 
2

0

1 1 1 2 (1 )
( ) (2 )

2 1 2( 1) 2( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

+ − +
′ = − + − = = −

− − −
	


�


�

  

,1المجال  على +∞   ينعدم( )f x′  2عندx   المجال: على هذا f. ومنه جدول التغيرات الآتي لـ =

  
  لنلاحظ أنّ  3

1 1
( ) ln ln 1

2

x x
f x

x x

−
+ = = −  

)إذن  )
2

lim ( ) 0x

x
f x

→+∞
+ )و  = )

2
lim ( ) 0x

x
f x

→−∞
+ 1الذي معادلته  dالمستقيم ف =

2
y x= − 

  .Cمقارب للخط مستقيم 

ln2 1
1.7

1 2

( )

( )

x

f x

f x − −
≈−

+∞

′ −

−∞ −∞ր ց

1
2
9
2
1
4

1

( )

( )

x

f x

f x

′ − −

−

−

−∞ց
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)وأخيراً  ) 0
2

x
f x + 1 إذا وفقط كان  =

1 1
x

− 1وهذا يكافئ  =

2
x )ذن يحافظ . إ= )

2

x
f x على  +

[إشارة ثابتة على كل من المجالات  , 1و ∞−]0
2

]0, 1و ]
2
] ,1[و ]1,   ومنه ∞+]

  

1على كل من المجالين  Cنرسم  4
2
] ,1[و ]1, ونستفيد من الخاصة التناظرية لنتمّم الرسم على  ∞+]

   كامل مجموعة التعريف. 

  
  

*التابع المعرف على  fليكن  
fD += ℝ  وفق

2

ln
( )

x
f x

x
خطه البياني في معلم  C، وليكن =

  متجانس.

  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
  .1فاصلتها التي  Cنقطة من الخط ال Aلتكن  2

.a   .Aفي النقطة  Cالمماس للخط  ATجد معادلةً للمستقيم  1
.b    .Cثم ، C ومقاربات ATارسم في معلم واحد  1
3أثبت أنu.  فاصلتها  Cنقطة من الخط  Bلتكن  3 1 2 ln 0u u− + هو الشرط اللازم  =

y للمستقيم الذي معادلته موازياً  Bفي النقطة  C للخط BTوالكافي ليكون المماس  x=.  
.a 3 حل المعادلة 4 1 2 ln 0u u− + =.  
.b 4  استنتج أنA  هي النقطة الوحيدة منC ته موازياً للمستقيم الذي معادل يكون المماس فيها

y x=.  
  

1
2

0 1

|

x −∞ +∞

C  dتحت  dتحت  dفوق  dفوق 

x

y

1

1 2

1−

1−

d

C

O
A
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�    
 لما كان �

0
lim ln
x

x
→

= و ∞−
20

1
lim
x x→

=  استنتجنا أنّ ، ∞+
0

lim ( )
x

f x
→

= محور التراتيب . إذن ∞−

0xالذي معادلته    .Cمقارب للخط مستقيم  =

ln ولما كان
lim 0
x

x

x→+∞
1و =

lim 0
x x→+∞

lim استنتجنا أنّ  ،= ( ) 0
x

f x
→+∞

 الفواصلمحور . إذن =

0yالذي معادلته    .Cمقارب للخط مستقيم  =
  لدراسة التغيرات نحسب المشتق : �

3

1 2 ln
( )

x
f x

x

−
′ =.  

)ينعدم المشتق  )f x′ 1 عندما 2 ln 0x− x، أي في حالة = e= وهذا يتيح لنا وضع جدول .
  التغيرات الآتي:

1
2

( ) 0

( ) 0
e

x e

f x

f x

−∞ +∞

′ + −

−∞ ր ց

  

 A(1,0)أي  1في النقطة التي فاصلتها  ATمعادلة المماس  2
(1)هي  (1)( 1)y f f x′= + 1yأي  − x= −.  

   ونجد في الشكل المجاور الرسم المطلوب. 
)هي  uفي النقطة التي فاصلتها  BTمعادلة المماس  3 ) ( )( )y f u f u x u′= + )، وميله − )f u′ .

yيوازي هذا المماس المستقيم الذي معادلته  x= وفقط إذا كان ميله مساوياً الواحد أي إذا وفقط غذا  إذا

تحقق الشرط 
3

1 2 ln
1

u

u

−
3وهذا يكافئ   = 2 ln 1 0u u+ − =.  

.a )3لنتأمّل التابع   4 ) 1 2 lng x x x= − ، ولنلاحظ أنّه يساوي مجموع تابعين متزايدين تماماً على +
∗
+ℝ  هما التابعlnx x֏ 3و 1x x ∗، فهو إذن تابعٌ متزايدٌ تماماً على ֏−

+ℝ ّمن الواضح أن  .
(1) 0g 1u، إذن ∆زي منصف الربع الأوّل يوا AT(لأننا نعرف مسبقاً أنّ  ،= حل للمعادلة  =

1uمتزايدٌ تماماً كان الحلّ  gالمدروسة). وعليه لأنّ التابع  )هو الحلّ الوحيد للمعادلة  = ) 0g x =.  
.b   .∆هو المماس الوحيد الذي يوازي المستقيم  Aفي  Cللخط  ATأن المماس  مما سبق ستنتجن 4
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) متجانس معلمفي    ; , )O i j
� �، C  الخط البياني للتابعهو f  0المعرف على, + ∞  

  وفق:  
2 3
ln , 0

( ) 2 2
0, 0

x
x x

f x

x

     − >  =  
 =

  

.a )احسب نهاية  1 ) (0)f x f

x

اشتقاقي في  fاستنتج أن إلى الصفر؟ و  xعندما تسعى  −

0x =.  
.b limاحسب  1 ( )

x
f x

→+∞
.  

.c   ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  1
1xفي النقطة التي فاصلتها  Cمماس الخط  Tليكن  2   منه، جد معادلةً لهذا المماس. =
على المجال  h. ولهذا نعرف التابع Tوالمماس  Cللخط  نهدف هنا دراسة الوضع النسبي 3

0, + ∞  
1بالعلاقة  

( ) ( )
4

h x f x x= + ). ادرس، إشارة − )h x′′  لتستنتج إشارة( )h x′ 

)ومن ثَمّ إشارة  )h x .  
  .Cفي نقاط تقاطعه مع محور الفواصل ثم ارسم  Cومماسات  Tارسم المماس  4

  
.a 0xفي حالة  1 ) المقدار، < ) (0)f x f

x

)، نرمز إليه بالرمز 0عند  fمعدل تغير  هو − )t x ،

)فيكون  ) 3 1 3
( ) ln ln

2 2 2 2

f x x
t x x x x x

x

     = = − = −        
.  

 نعلم أن
0

lim ln 0
x

x x
→

و  =
0

0lim
x

x
→

، إذن =
0

1
lim ( ) (0 0) 0

2x
t x

→
= −  عنداشتقاقي  fفالتابع  .=

0x (0)و  = 0f ′ =.  

.b 1  
2

lim
2x

x

→+∞
= 3و  ∞+

lim ln
2x

x
→+∞

  − = +∞  
lim، إذن  ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

.c 1    (0)وجدنا أن 0f ′ 0x. وفي حالة =   :لدينا، <
( ) ln (ln 1)f x x x x x x′ = − = −  

)إذن ينعدم  )f x′  0في حالةx x وفي حالة = e=.  جدول تغيرات ومنهf الآتي:  

2

0

( ) 0 0

( ) 0 /4

x e

f x

f x e

′ − +

− +∞

+∞

ց ր

  

(1)هي  Tمعادلة  2 (1)( 1)y f f x′= + 1أي  −
4

y x= −.  
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)1 نعرّف 3 ) ( )
4

h x f x x= +   فيكون −
( ) ln 1

( ) ln

h x x x x

h x x

′ = − +

′′ =
  

hإذن للتابع    جدول الاطراد الآتي ′
0 1

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

+∞

′′ − +

′ ց ր

  

)نستنتج أن  هومن ) 0h x′   جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع ، ≤

0 1

( )

( ) 0

x

h x

h x

+∞

′ + +

ր ր

  

على  Tع فوق المماس يق Cوأنّ  ،]0,1]على  Tيقع تحت المماس  Cأنّ ومن هذا الجدول نستنتج 
]1, [+∞.  

  .الرسم 4

  
  

x

y

1 2 3 4 5

1

1−

e
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  التابع اللوغاريتمي النيبري
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 تعريف وخواص التابع اللوغاريتمي -

 النهايات الأساسية المتعلقة بالتابع اللوغاريتمي -

  اطراد التابع اللوغاريتمي واشتقاقيته -

   اشتقاقيّة لوغاريتم تابع -

  تحوي لوغاريتم حل معادلات ومتراجحات -

  دراسة توابع تضم التابع اللوغاريتمي في علاقة ربطها. -
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 154الصفحة   بْ تَدر  

  التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xفي الحالات الآتية عيّن قيم  �
2

2

2

ln( 3) ln(1 ) ln( )

1 1
ln( 4 ) ln(1 )

ln
3

ln ln 1 ln 1 ln( 3 2)
2

x x x

x x x
x x

x
x x x x

x

− −

+ +

 −  + − − − +  − 

� � �

� � �

� 	 


   

 
�  �  2ln( )x  2 عندما  معرف 0x }، أي < }\ 0x ∈ R .  
� ln(1 )x−  1عندما   معرف 0x− 1x، أي < 1x,، إذن >  ∈   

−∞ .  
� ln( 3)x 3عندما   معرف  − 0x − 3x، أي < x,3، إذن <  ∈ +∞  

 .  

� 1
ln(1 )x
x

1في حالة   معرف  + 0)x+ )و < 0x x(1ي أ ≠ )و <− 0x   ، إذن ≠

] 1, [\{0} ] 1,0[ ]0, [x ∈ − +∞ = − +∞∪  
� 1

lnx
x(0في حالة   معرف  ln)و   < 0x x(0أي  ≠ )و   < 1x   إذن ،≠

]0, [\{1} ]0,1[ ]1, [x ∈ +∞ = +∞∪  
� 2ln( 4 )x x+ 2عندما   معرف 4 0x x+ > .2 4x x+  0ثلاثي حدود من الدرجة الثانية، جذراه 

2، فتتحق المتراجحة −4و 4 0x x+ )2lnهذين الجذرين، بمعنى أن  خارج < 4 )x x x+֏  معرف
,على  4 ,0   − +∞      

−∞ ∪.  
� 2ln( 3 2)x x− 2عندما   معرف  + 3 2 0x x− + 1,أي على . < 2,   −∞ +∞      

∪.  
� ln 1 ln 1x x+ − 1 في حالة   معرف − 0x + 1و ≠ 0x − }\على أي  ≠ 1, 1}− +R،  

	 3ln
2

x

x

 −    − 
3عندما   معرف  

0
2

x

x

−

−
2,3 على المجالأي . < 

 .  

� f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  وفق( ) 2 lnf x x= اشتقاقي على  fبيّن أنّ  .+

I واحسب ،( )f x′ ًلخط البياني للتابع لمماس ا ، واكتب معادلةf  1في النقطة التي فاصلتها.  

  

lnxالتابع   x֏  0اشتقاقي على, +∞   2والتابع الثابتx  fالتابع ف، Rاشتقاقي على  ֏

,0 اشتقاقي على +∞  بصفته مجموع هذين التابعين.   
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1هو  fالتابع المشتق للتابع   1
( ) 0f x

x x
= + لإيجاد معادلة المماس، نبحث عن نقطة التماس  .′=

1 يساوي 1لتها ميل المماس في النقطة التي فاص m. إنّ وميل المماس
(1) 1

1
m f= = =′ .

0 ولأنّ فاصلة نقطة التماس  1x 0، فترتيبها = (1) 2y f= في النقطة التي  فمعادلة المماس .=
2هي  1فاصلتها  1( 1)y x= + 1yأو  − x= +.  

�  f  هو التابع المعرف على المجالI ∗
+= ℝ  1وفق

( ) lnf x x
x

= +.  

�  أثبت أنf اشتقاقي على I  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
  .f باطرادنظم جدولاً  �
)أن  الاطراداستنتج من جدول  � ) 1f x xأياً يكن  ≤ I∈.  

  
� f  هو مجموع التابعينlnx x֏  1وx

x
اشتقاقي  f، فالتابع Iوكل منهما اشتقاقي على  ֏

  :هو fالتابع المشتق للتابع  .Iعلى 

2 2

1 1 1
( )

x
f x

xx x
=

− − +
′ = +  

)إشارة  � )f x′  1فتماثل إشارة x− +  2لأن 0x   :fوبهذا ننظم الجدول الآتي باطراد  .Iعلى  <
0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

− +

ց ր

′  

 نجد من الجدول أنf  0,1متناقص تماماً على المجال 
  1لمجال ومتزايد تماماً على ا, +∞ .  

)، أي 1أكبر من  fجميع قيم أن نقرأ في الجدول  � ) 1f x xأياً يكن  ≤ I∈.  
 


  ت الآتية:المعادلا لّ ح 
2

2

2ln( 3 ) ln( 4) ln(2 ) ln( 1)

ln( 2) ln( 2) ln( 2) ln2

x x x x

x x x

− = − = −

− = − − =

� �

� �
  

  
� 2ln(2 ) ln( 1)x x= −.  

2 يُشترط للحلّ أن يكون 0x 22و < 1x x= 0x. أي − 2و  < 2 1 0x x− − دلة الأخيرة . وللمعا=
0تماماً هو  موجبجذران أحدهما فقط  1 2x = 1. (والآخر سالب هو + ولا يحقق الشرط  −2

  الأوّل).
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5  

� 2ln( 3 ) ln( 4)x x− = −.  
3 يُشترط للحلّ أن يكون 0x− 2و < 4 3x x− = 0x. أي − 2و > 3 4 0x x+ − وللمعادلة  .=

0الأخيرة جذران أحدهما فقط سالب تماماً هو  4x =   ولا يحقق الشرط الأوّل). 1. (والآخر موجب هو −
� ln( 2) ln2x − =.  

2هذه المعادلة تكافئ  2x − 4xأي  = =.  
� 2ln( 2) ln( 2)x x− = −.  

2 يُشترط للحلّ أن يكون 0x − 2و < 2 2x x− = 2x. أي − )و < 1) 0x x − وللمعادلة  .=
  وكلاهما لا يحقق الشرط الأوّل. فمجموعة حلول هذه المعادلة خالية. 1و 0الأخيرة جذران 

  المتراجحات الآتية: حلّ  �

2

2ln(2 ) ln( 1) ln( 2) ln(2 1)

2
ln ln( 2 ) ln 1 ln

x x x x

x x x x
x

≥ − − ≤ −

 ≤ − + ≥  

� �

� �

  

  
� ln( 2) ln(2 1)x x− ≤ −.  

2تحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  0x − 2و < 1 2x x− ≥ معاً.  −
2xأي  1xو < > =,2[]. إذن − +∞S.   
� 2ln(2 ) ln( 1)x x≥ −.  

2تحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  1 0x − 22و < 1x x≥ معاً. أي  −
2 1 0x − 2و < 2 1 0x x− − ]المتراجحة الأولى محققة فقط خارج المجال . ≥ والثانية محققة  −[1,1

1]فقط في المجال  2,1 2]− ,1[. إذن + 2 ]1= +S.  
  
� ( )2ln 1 ln

x
x+ ≥.  

0xتحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  21و <
x
x+ 0xمعاً. أي  ≤ > 

2و 2 0x x− − 0xوأخيراً . ≥ ) و < 1)( 2) 0x x+ − المجال  فيحققة فقط المتراجحة الأولى م. ≥
]0, ]والثانية محققة فقط في المجال  ∞+]   .S=0,2[[. إذن −[1,2

� 2ln ln( 2 )x x x≤ −.  
0xتحقق الشرطين :  يالت xهي مجموعة قيم  Sمجموعة الحلول  2و < 2x x x− معاً. أي  ≤

0x )و < 3) 0x x − 0x. وأخيراً ≤ 3 و < 0x − ]]. إذن ≤ 3,= +∞S.  
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  158و   157فحتان  الص تَدربْ 

  بسط كتابة الأعداد الآتية: �
1 1 1
ln 2 ln ln 3 ln
2 16 3

c b a= = = +� � �   

  
� ln 3 ln 3 0a = − =  

� 4ln16 ln2 4 ln2b = − = − = −  

� 1/21 1 1 1
ln2 ln2 ln2

2 2 2 4
c = × = × × =  

lnو  ln2من الأعداد الآتية بدلالة  اكتب كلاً  � 5:  
16

ln250 ln ln 50
25

c b a= = =� � �  

  
� 2 2ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 2 ln 5a = × = + = +  

� 

2
4 4

ln 2 ln 2(ln 4 ln 5) 4 ln2 2 ln 5
5 5

b
     = = = − = −        

  

� 3 3ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 3 ln 5c = × = + = +  

  

�  أثبت أنln(2 3) ln(2 3) 0+ + − =.  

  
( )ln(2 3) ln(2 3) ln (2 3)(2 3)

ln(4 3) ln1 0

+ + − = + −

= − = =
  


  . دون استعمال آلة حاسبة yو  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددين   
ln 5, ln2 ln 3

2 ln 3, 3 ln2

x y

x y

= = +

= =

�

�
  

  
� ln(2 3) ln 6 ln 5y x= × = > yذن . إ= x>.  
���� 2ln 3 ln 9x = 3ln2 و = ln 8y = xذن إ .= y>.  

  .bو aبسط كتابة كلٍ من  فيما يأتي  �
7 1

ln 567 ln 72 ln ln
8 27

ln 216 ln 75 ln15 ln 27

a

b

= − − +

= + − −

�

�
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7  

  
�   

8 7
ln ln

7 27

56

7

7

2
a

 × = =  × × 

81 8× ×

8 9 7× ×

1
ln ln 3
327

   = = −   × 
  

�  

( )
1 1 8
ln216 ln 75 ln225 ln27 ln

2 2

27
b = + =

×
− −

75×

225
3
27×

( )

1 8
ln
2 3

1 3 1
3 ln2 ln 3 ln2 ln 3

2 2 2

=

= − = −

  

0xتيتين مهما يكن أثبت صحة كلٍ من المساواتين الآ  � >.  

2

2

1
ln(1 ) ln ln 1

1
ln(1 ) 2 ln ln 1

x x
x

x x
x

 + = + +   
 + = + +   

�

�

  

  
  :المساواة صحيحة لأن كونت، فAنرمز إلى الطرف الأيمن من العلاقة بالرمز  �

1
ln ln( ) ln

x
A x x

x
+

= + = ln(1 ) lnx x+ + − ln(1 )x= +  
  فتكون المساواة صحيحة لأن:، Bلعلاقة بالرمز نرمز إلى الطرف الأيمن من ا  �

2
2 2

2

1
ln( ) ln( ) ln

x
B x x

x

+
= + = 2 2ln(1 ) lnx x+ + − 2ln(1 )x= +  

  المساواة.  تُحقّقالتي  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، جد مجموعة قيم   �
2ln( ) ln ln( 1)

1
ln ln( 1) ln( 2)

2

x x x x

x
x x

x

− = + −

 −  = − − +  + 

�

�
  

  
0xمعرف عندما  من المساواة الأيمنالطرف  � 1و < 0x − ,أي في حالة  < []1x ∈ +∞.  

,1[وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة فقط على  [+∞.  
1معرف عندما  من المساواة الطرف الأيمن � 0x − 2و < 0x + ,أي في حالة  < []1x ∈ +∞.  

,1[على  فقط وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة [+∞.  
  

  تراجحات الآتية: مالتي تحقق كلاً من ال nجد مجموعة قيم العدد الطبيعي  �
23 2

1 2 0.2 10 2 100
100 5

1
3

n

n n n

−
         + ≥ ≥ ≤               

≤� � ��

  

  الحل

  الحل

  الحل



  8  

  
� 6 64 1002 = 7و  > 128 1002 =   هي المتراجحة هذه التي تحقق nقيم  فمجموعة ،<

{ }0,1,2,3, 4,5,6E =.  

21المتراجحة  �
10

3

n

−
  ≤  

11 تكافئ 

1003n
3، إذن ≥ 100n 4ولكن  .≤ 81 1003 = <   

5و 242 1003 = 4n هذه المتراجحة هي التي تحقق nقيم ، فمجموعة < >.  

2المتراجحة   �
0.2

5

n ≥   
ln(0.2) تكافئ  ln(0.4)n≥  ّولأن ln(0.4) هذه الأخيرة تكافئ  >0

ln(0.2) ln 5
1.76

ln(0.4) ln 5 ln2
n = ≈

−
2n هذه المتراجحة هي التي تحقق nيم قمجموعة . إذن ≤ ≥.  

lnيمكن أن نتحقق دون آلة حاسبة أنّ  5
1 2
ln 5 ln2

< <
−

1لأنّ هذه المتراجحة تكافئ   4و >2 5<.  

) المتراجحة � )3
100

1 2
n

+ )تكافئ  ≤ )3
100

ln 1 ln2n× + وهذه  متزايد تماماً. lnلأن التابع  ≤

ln2تكافئ 
23.45

ln(1.03)
n ≥ 24nالتي تحقق المتراجحة هي  nفمجموعة قيم ، ≈ ≥.  

  متراجحة أو معادلة فيما يأتي: حل كلّ  �
2

2

2

2 ln ln(2 8 ) 2 ln ln( 4) ln(2 )

ln( 11) ln[( 3)( 2)] ln( 11) ln( 3) ln( 2)

1
ln(2 ) ln(3 ) ln 1 ln 4 ln2 ln( 6) ln( 1)
2

ln(3 ) ln ln2 ln 3 ln(5 ) ln( 1)

3 ln ln(3 2) ln(6 4) ln(3

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

= + = + +

+ = + + + = + + +

= − − + + = − + +

− ≤ + ≤ − + −

− + ≤ −>

� �

� �

� �

	 


� 2)x − �

  

  
2المعادلة  � ln ln( 4) ln(2 )x x x= + +  

0xالطرف الأيسر معرّف فقط في حالة  2، وعندها يكون الطرف الأيمن معرفاً لأن < 0x > 
4و 0x + ln(2. ولأنّ < ) ln2 lnx x= )نجد المعادلة المعطاة تكافئ  + )

2
ln ln( 4)x x= نحل   +

) المعادلة ℝ في 4)
2

x
x= 8x حلها فنجد  + =   خالية.المعطاة لول المعادلة مجموعة حومن ثمّ  −

22المعادلة  � ln ln(2 8 )= +x x x  
0x ينالتي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحت xهي مجموعة قيم  مجموعة تعريف المعادلة > 

22و 0x x+ ,0[فهي إذن  < [D = )، تُكتب المعادلة Dعلى المجموعة . و ∞+ )E   بالشكل
2 2ln ln(2 8 )= +x x x نحل في .R  2المعادلة 22 8= +x x x  التي تعطي بعد الإصلاح

( 8) 0+ =x x 0تحيل في حالة وهذا مسx   .فمجموعة حلول المعادلة خالية. <

  الحل

  الحل
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)lnالمعادلة  � 11) ln( 3) ln( 2)x x x+ = + + +  
)المعطاة  مجموعة تعريف المعادلة )E  هي مجموعة قيمx  التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحات

11 0x + 3و < 0x + 2و < 0x + [إذن ، فهي < 2, [I = −   :لدينا، Iوعلى  .∞+
2ln( 3) ln( 2) ln[( 3)( 2)] ln( 5 6) ln( 11)x x x x x x x+ + + = + + = + + = +  

2المعادلة  إذن نحل 5 6 11x x x+ + = 2أو  + 4 5 0x x+ − )أو   = 1)( 5) 0x x− + لهذه . =
1 حقيقيان: المعادلة جذران 5x I− 2و  =∌ 1x I∈=.   فللمعادلة( )E  1حل وحيدx = .  

)lnالمعادلة  � 11) ln[( 3)( 2)]x x x+ = + +  
)ادلة المعطاة مجموعة تعريف المع )E  هي مجموعة قيمx  التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحتين

11 0x + )و < 3)( 2) 0x x+ + [فهي إذن  < 11, 3[ ] 2, [I = − − ∪ − ) ، تكتبI. وعلى ∞+ )E 
  بالصيغة:

( ) 2ln ( 3)( 2) ln( 5 6) ln( 11)x x x x x+ + = + + = +  
2إذن المعادلة  نحل 5 6 11x x x+ + = 1ن: ين حقيقييجذر  فنجد لها + 5x I− 2و =∋ 1x I∈=  .

)فمجموعة حلول المعادلة  )E  هي{ 5,1}−.  
lnالمعادلة  � 4 ln2 ln( 6) ln( 1)x x+ = − + +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx 6 التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحتينx > 
1xو ,6[هي ف، <− [I = ln(4، تكتب المعادلة Iوعلى  .∞+ 2) ln[( 6)( 1)]x x× = − أو  +

2ln( 5 6) ln 8x x− − 2المعادلة  إذن نحلّ  .= 5 6 8x x− − 1ن يلها جذر فنجد  = 7x I∈=   
2و  2x I− )عادلة فللم .=∌ )E  7وحيد هو  حلx =.  
1المعادلة  �

2
ln(2 ) ln(3 ) ln 1x x x= − − +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx  ً0التي تحقّق في آنٍ معاx 3xو  < <   
1xو 0,3I، فمجموعة تعريفها <−  =  . المجال وعلى Iتكتب المعادلة ، ( )E  بالصيغة

1 1
2 2
ln(2 ) ln(3 ) ln( 1)x x x= − − 2، أو بعد الإصلاح + 2ln(2 2 ) ln( 6 9)x x x x+ = −  نحلّ . +

2المعادلة إذن  22 2 6 9x x x x+ = − )التي تكافئ  + 9)( 1) 0x x+ −  حلّين لها،فنجد . =
1 9x I− 2و  =∌ 1x I∈=.  إذن للمعادلة( )E وحيد هو  1 حلx =.  

lnالمتراجحة  � 3 ln(5 ) ln( 1)x x≤ − + −  
5xمعرفة في حالة  المتراجحةهذه  1xو > 1,5I، فمجموعة تعريفها <  =  .  وعلىI تكتب ،

ln المتراجحة 3 [ln(5 )( 1)]x x≤ − 2lnأو  − 3 ln( 6 5)x x≤ − +   فهي تكافئ −

( 2)( 4) 0x x− − ≤  
2,4المجال  المتراجحة الأصلية هيحلول  فمجموعة 

   المحتوى فيI.  
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2ln(3المتراجحة  � ) ln ln2x x x− ≤ +  
0xهذه المتراجحة معرفة في حالة  23و  < 0x x− 0x، أي < 3)و < 1) 0x x − 0x، أو < > 

3و 1 0x − 1فمجموعة تعريف المتراجحة المدروسة هي   .<
3
,I  = +∞  .  على وI تكتب ،

lnالمتراجحة  ln(3 1) ln ln2x x x+ − ≤ ln(3أو + 1) ln2x − 0وهذه تكافئ  .≥ 3 1 2x< − ≤ 
1أو 

3
1x< 1 هينستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة المدروسة  .≥

3
,1 

  .  
  
2ln(6المتراجحة  	 4) ln(3 2)x x x+ ≤ − −  

20التي تحقق  xمجموعة حلول هذه المتراجحة هي قيم  6 4 3 2x x x< + ≤ − فهي إذن مجموعة  −
  التي تحقق في آن معاً  xقيم 

0 3 2x< 20و  + 3 7 6 (3 2)( 3)x x x x≤ − − = + −.  
3أو
2

x > 3xو − 3xأي  ،≤ ,3نستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة المدروسة هي . ≤ +∞ .  
3المتراجحة  � ln ln(3 2)x x −>  

0xهذه المتراجحة معرفة في حالة  3و  < 2 0x − 2. أي <

3
x   وفي هذه الحالة هي تكافئ .<

0 3 2x< 33و   − 2x x− <  
3ولكن  23 2 ( 1) ( 2)x x x x− + = − 2. إذن عندما +

3
x 3يكون  < 3 2 0x x− + لا تتحقق و  ≤

1xالمساواة إلاّ في حالة  2. فمجموعة حلول المتراجحة المعطاة هي =
3
] ,1[ ]1, [∪ +∞.  

  
)ارسم في معلم متجانس  في كل حالة آتية، � ); ,O i j

� )مجموعة النقاط  � , )M x y  ّللشرط  قةالمحق
  المشار إليه.

ln ln 0 ln 2 ln ln ln( 1)x y y x x y+ = = = +� � �    

  

    

lnالعلاقة  � ln( 1)x y= 0xمعرفة في حالة  + 1yو  < مع  .<−
lnهذين الشرطين العلاقة  ln( 1)x y= 1xتكافئ  + y= أو  +

1y x= ) النقاطفمجموعة . − , )M x y  نصفالمحققة للشرط هي 
] المستقيم )AX 1 على الخط البياني للتابع المحمولx x دون  ֏−

,0) هطرف 1)A −.   
  

  الحل

x

y

A

O

X

1
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lnالعلاقة  � 2 lny x=  0معرفة في حالةx 0xو  < مع هذين  .<
lnالشرطين العلاقة  2 lny x=  2تكافئln ln( )y x= 2 أوy x= .

) قاطالنفمجموعة  , )M x y  هي نصف القطع المكافئالمحققة للشرط ( )P 
  .O(0,0)المرسوم في الربع الأول عدا ذروته 

  
  
lnالعلاقة  � ln 0y x+ 0xمعرفة في حالة  = 0xو  < >   .  

lnمع هذين الشرطين العلاقة  ln 0y x+ lnأو العلاقة  = lny x= − 

1تكافئ 
ln lny

x

 =   
1y  تكافئو  

x
) النقاطفمجموعة  .= , )M x y 

) القطع الزائد فرعالمحققة للشرط هي  )H  1الذي معادلتهxy = 
  .المرسوم في الربع الأولو 

 
  162 الصفحةتَدربْ  

lnxانطلاقاً من الخط البياني للتابع  � x֏ : ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية ،
ln( )x x−֏و ،lnx x−֏ وln( )x x− 1، و֏− lnx x+֏.  

  
  .lnC بالرمز lnللتابع البياني الخط نرمز إلى 


): fالتابع     ) ln( )f x x= عن  ناتجٌ  fCخطه البياني  −

lnC  بالتحويل( , ) ( , )x y x y→  lnCفهو نظير  −
   إلى محور التراتيب. بالنسبة

  

)التابع : gالتابع   ) ln( )g x x=  ناتجٌ  gCخطه البياني  −

) بالتحويل lnCعن  , ) ( , )x y x y→  lnCفهو نظير  −
  إلى محور الفواصل. بالنسبة

  

): hالتابع   ) ln( )h x x= − عن  ناتجٌ  hCخطه البياني  −

lnC  بالتحويل( , ) ( , )x y x y→ −  lnCفهو نظير  −
  إلى مبدأ الإحداثيات. بالنسبة

  

  الحل

x

y

P

O 1

x

y

H

O 1

x

y

1O

lnC
fC

x

y

1
O

lnC

gC

x

y

1O

lnC

hC



  12  


): kالتابع   ) 1 ln( )k x x=  lnCعن  ناتجٌ  kCخطه البياني  +
)بالتحويل  , ) ( ,1 )x y x y→ بالانسحاب  lnCفهو ناتج من  +

jالذي شعاعه 
�

.  
   

�  أثبت أنln 2( 1)x x≤ 0x، أياً يكن − 2. واستنتج أنّ < 4e< باختيار قيم مناسبة للعدد  >
x.  

  
:التابع  اطراد ندرس ln 2 2f x x x− I,0على المجال المعرف  ֏+  +∞ =.  ّنلاحظ أن  

1 1 1 1
( )

(1 )

x x
f x

x xx x x

− −
′ = − = =

+
  

)إذن إشارة  )f x′  1تتفق مع إشارة x− :ومنه جدول الاطراد الآتي  
0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

ր ց

  


  نقرأ في الجدول أن( ) 0f x 0xأياً يكن  ≥ ln. أي < 2( 1)x x≤ 0x، أياً يكن − وأنّ  .<
1xالمساواة تقع فقط عندما  =.  


xباختيار   e=  ّ1نستنتج أن 2( 1)e≤ 3أو −

2
e≤  ًوأخيرا

2
3

2
2

e
 < ≤  

.  


1وباختيار  
x
e

1نستنتج أنّ  =
1 2 1

e

 − ≤ −   
2eأو   4eوأخيراً  ≥ ≤.  


1وباختيار  
x

e
نستنتج أنّ  =

8

4

2 256 13
3 4

81 813
e < = = + <.  

  دون استعمال آلة حاسبة.  yو  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددين  �

( )3

3 2
1 1

ln , ln ln 2, lnx y x e y e e
e e

     = = = − =        
� �  

  
� 3ln 2 1x e= −  و =

1 3

2 2
3

ln( ) ln( )
2

y e e e= × = x  إذن = y<.  

� 3

3

1
ln ln 3x e
e

= = − = 2 و − 2( ln ) ( 1) 1y e= − = − x إذن = y<.  

  
  

  الحل

  الحل

x1

y

lnC

kC



  

13  


  حلّ كل متراجحة أو معادلة مما يأتي : 

2

ln( 2) ln( 1) 2 ln(1 ) 2

(ln 1)(ln 2) 0 (ln ) 16

1
ln 2 ln(2 ) 1

x x x

x x x

x
x

− − + = − = −

− + = =

> − ≥

� �

� �

� �

  

  
���� ln(1 ) 2x− = −  

21المعادلة المدروسة تكافئ  x e−− 21xإذن  = e−= −.  
���� ln( 2) ln( 1) 2x x− − + =  

2لهذه المعادلة يحقق الشروط  xكلّ حل  0x − 1و < 0x + 2و <
ln 2

1

x

x

−
=

+
  أي 

2x و   <
2

2

2

1

e
x

e

+
=

−
   

وهذا مستحيل لأنّ 
2

2

2
0

1

e

e

+
<

−
  فليس لهذه المعادلة حلول.  

ln)2المعادلة  ���� ) 16x =  
ln)بالشكل المعادلة تكتب هذه  4)(ln 4) 0x x− + ln إماف .= 4 0x − 4xومنه ، = e=.  وإما

ln 4 0x + ln، إذن = 4x = 4x ه، ومن− e−=. هي  المعادلة فمجموعة حلول{ }4 4
,e e−.  

ln)المعادلة  ���� 1)(ln 2) 0x x− + =  
lnإما  1 0x − ln، إذن = 1x x، ومنه = e=.  وإماln 2 0x + ln، إذن = 2x = ، ومنه −
2x e−=. 1عادلة المدروسة جذران فللمx e=  22وx e−=.  
ln(2المتراجحة  ���� ) 1x− ≥  

2 تكافئهذه المتراجحة  x e− 2x، إذن ≤ e≤ [فمجموعة حلول المتراجحة هي  .− ,2 ]e−∞ −.  
1lnالمتراجحة  ���� 2

x

    
>  

21 تكافئهذه المتراجحة 

x
e>إذن ، 

2

1
0 x

e
< e−,20المجال فمجموعة حلول المتراجحة هي .> 

  
 .  

  

  الحل
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        165الصفحة   تَدربْ 

  

  هايات الآتية: جد كلاً من الن �

( )2

20

ln
lim lim ( )ln lim

lnx x x

x x
x x x

x x→+∞ → →+∞
−� � �  

  

� 
2

ln
lim
x

x

x→+ ∞
  

0xفي حالة  لدينا:  <
2

ln ln 1x x

x xx
= ln . ولكن⋅

lim 0
x

x

x→+∞
1و =

lim 0
x x→+∞

=.  

  إذن
2

ln
lim 0 0 0
x

x

x→+∞
= × =.  

� ( )2

0
lim ( )ln
x

x x x
→

−  

0xلاحظ أنّه في حالة  )2لدينا:  < )ln ( 1)( ln )x x x x x x− =   . ولكن−

0
lim ln 0
x
x x

→
و =

0
lim( 1) 1
x
x

→
− = −  

)إذن   )2

0
lim ( )ln 1 0 0
x

x x x
→

− = − × =.  

� lim
lnx

x

x→+∞
  

0xحالة في  1لدينا:  <

ln 2 ln2 ln

x x u

x ux
= = )، وقد وضعنا ⋅ )u u x x=   . ولكن=

lim ( ) lim
x x

u x x
→+∞ →+∞

= = limو ∞+
lnu

u

u→+∞
= +∞   

limإذن 
lnx

x

x→+∞
= +∞.  

  عند أطراف مجالات تعريفه. fبع فيما يأتي، جد نهاية التا �
ln ln

( ) ( )

1
( ) ln 1 ( ) ln

ln 1
( ) ( ) ln

1
1

( ) (1 ln ) ( )
ln

1 1
( ) (ln 1) ( ) ln

4
1

( ) ln( 1) ln ( )
ln

x x x
f x f x

x x

f x x x f x x x
x

x x
f x f x x

x x

f x x x f x
x
x

f x x f x
x x

x
f x x x x f x

x

−
= =

 = + + = −  

= = −
+

= − =

 + = − =   − 
+

= + + − =

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�	 


�� ��

  

  الحل
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1 .

ln
( )

x
f x

x
,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +∞.  


  نعلم أنln
lim 0
x

x

x→+∞
  .∞+عند  fوهي نهاية  =


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= −∞  

2 .
ln

( )
x x

f x
x

−
,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +∞.  


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞.  


نكتب ، ∞+في جوار  
ln ln

( ) 1
x x x

f x
x x x

= − = lnنعلم أن و  .−
lim 0
x

x

x→+∞
 ، إذن=

lim ( ) 1 0 1
x

f x
→+∞

= − =.  

3 .( ) lnf x x x= −.  

,0[جموعة تعريف هذا التابع هي م [I = +∞.  


 
0

lim(ln )
x

x
→

= و  ∞−
0
lim 0
x

x
+

+

→
إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞.  


lnنكتب ، ∞+في جوار  
( ) 1

x
f x x

x

 = −   
lnنعلم أن و  .

lim 0
x

x

x→+∞
إذن  ،=

ln
lim 1 1
x

x

x→+∞

  − =  
lim، ولما كان 

x
x

→+∞
= +∞  استنتجنا أنlim ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

4 .
1

( ) ln 1f x x x
x

 = + +   
[ هي fمجموعة تعريف .  , 1[ ] 0, [I = −∞ − +∞∪  


 نكتب   ،−1وعند  ∞+وفي جوار  ∞−في جوار  fلحساب نهاية التابع  
ln(1 )

( )
u

f x x
u

+
= )1و  + )u x

x
=.  

limأن  ظراً إلىن ( ) 0
x

u x
→−∞

 و ،=
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

+
limنجد  = ( 1)

x
f x

→−∞
∞+= − = −∞.  

limوبالمثل  ( ) 0
x

u x
→+∞

، و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

+
limإذن  = ( 1)

x
f x

→+∞
∞+= + = +∞.  

)وأخيراً لأنّ  )
( 1)
lim 1 ( ) 0

x
u x

−

+

→ −
+ ، وجدنا =

( 1)

ln(1 )
lim

x

u

u−→ −

+
=  إذن  ∞+

( 1)
lim ( 1)

x
f x

−→ −
= − +∞ = +∞.  


0xنكتب في حالة  0عند  fاب نهاية التابع لحس    ما يأتي:  <
( ) ln(1 ) lnf x x x x x x= + + −  

أن  ظراً إلىنو 
0
lim ln 0
x

x x
+→

، و =
0
lim ln(1 ) 0 0
x

x x
+→

+ = نجد  ×
0
lim ( ) 0
x

f x
+→

=.  

  الحل
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5 .
1

( ) lnf x x
x

= −.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 
0

1
lim
x x+→

  = +∞  
و  

0
lim (ln )
x

x
+→

= أو  ∞−
0
lim ( ln )
x

x
+→
− = ، إذن  ∞+

0
lim ( )
x
f x

→
= +∞ .  


 1
lim 0
x x→+∞

  =  
limو  (ln )

x
x

→+∞
= limأو  ∞+ ( ln )

x
x

→+∞
− = limإذن ، ∞− ( )

x
f x

→+∞
= −∞ .  

6 .
ln

( )
1

x x
f x

x
=

+
.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 
0
( ln ) 0lim

x
x x

→
و  =

0
( 1) 1lim

x
x

→
+ ، إذن =

0

0
0

1
( )lim

x
f x

→
==.  


ln، نكتب ∞+في جوار  fلحساب نهاية  
( )

1
1

x
f x

x

=

+

.  

(ln )lim
x

x
→+ ∞

= 1و  ∞+
1 1lim

x x→+ ∞

  + =  
)، إذن  )lim

x
f x

→+ ∞
= +∞ .  

7 .
1

( )
ln

f x
x

=.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +∞.  


 
0
(ln )lim

x
x

→
= ، إذن ∞−

0
( ) 0lim

x
f x

→

−=.  

1
(ln )lim

x
x

+→
= ، إذن ∞+

1
( )lim

x
f x

−→
−∞=.  


 (ln )lim
x

x
→+∞

= )، إذن ∞+ ) 0lim
x

f x
→+∞

+=.  

8 .( ) (1 ln )f x x x= −.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +∞.  


 (ln )lim
x

x
→+∞

= 1)، إذن ∞+ ln )lim
x

x
→+∞

− = ). و ∞− )lim
x

x
→+∞

= +∞ ،  

 نستنتج أن( )lim
x

f x
→+∞

= −∞.  


)عند الصفر، نكتب  fلحساب نهاية   ) lnf x x x x= −.  

0
( ) 0lim

x
x

→
و  =

0
( ln ) 0lim

x
x x

→
، إذن =

0
( ) 0 0 0lim

x
f x

→
= − =  

9 .
1

( ) ln
4

x
f x

x

 + =   − 
.  

f  على مجموعة قيم معرفx  1التي تحقق

4
0

x

x

+

−
,أي . < 1 ]4, [I  = −∞ − +∞  

∪.  
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)1 لنضع )
4

x
u x

x

+
=

−
   

lim ( ) 1
x

u x
→−∞

             إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
→−∞ →

= =.  

( 1)
lim ( ) 0

x
u x

−→ −
         إذن  ،=

1 0
lim ( ) lim ln( )
x u

f x u
→− →

= = −∞.  

4
lim ( )
x

u x
+→

=       إذن  ،∞+
4

lim ( ) lim ln( )
x u
f x u

→ →+∞
= = +∞.  

lim ( ) 1
x

u x
→+∞

            إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
→+∞ →

= =.  

10 .
1

( ) (ln 1)f x x
x

= −.  

,0[هي المجال  f مجموعة تعريف [I = +∞.  

0
lim (ln )
x

x
+→

= ، إذن ∞−
0
lim (ln 1)
x

x
+→

− = . و∞−
0

1
lim
x x+→

  = +∞  
.  نستنتج أن

0
lim ( )
x

f x
+→

= −∞.  

ln، نكتب ∞+في جوار  fلحساب نهاية  1
( )

x
f x

x x
= lnأن  نعلمو  .−

lim 0
x

x

x→+∞

  =  
 

1و
lim 0
x x→+∞

  =  
lim، إذن  ( ) 0 0 0

x
f x

→+∞
= − =.  

11 .
1

( )
ln

x
f x

x

+
=.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +∞.  

0
lim( 1) 1
x
x

→
+ و  =

0
lim ln
x

x
→

= ، إذن ∞−
0

lim ( ) 0
x
f x

→
=.  

1لدينا ∞+في جوار 
( ) 1

ln

x
f x

x x

 = + ×  
 ولكن .

1
lim 1 1
x x→+∞

  + =  
limو 

lnx

x

x→+∞

  = +∞  
 ،

إذن 
0

lim ( )
x
f x

→
= وأخيراً  .∞+

1
lim ( )
x

f x
+→

= و  ∞+
1
lim ( )
x

f x
−→

= −∞.  

12 .( ) ln( 1) lnf x x x x= + + −.  

,0[هي  fمجموعة تعريف  [I = 1نكتب  .∞+
( ) ln

x
f x x

x

 + = +   
1x، ونضع 

u
x

+
=. 

0
lim ( )
x

u x
+→

=  ، إذن∞+
0

1
lim ln lim ln( )

ux

x
u

x+→ ∞→+

 +  = = +∞  
و 

0
lim( ) 0
x
x

→
=. نستنتج أن

0
( )lim

x
f x

→
= +∞.  

lim ( ) 1
x

u x
∞→+

، إذن =
1

1
lim ln lim ln( ) 0
x u

x
u

x→ →∞+

 +  = =  
limو  ( )

x
x

∞→+
= +∞ . نستنتج أن

lim ( )
x

f x
∞→+

= +∞.  
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,0[على المجال  المعرف fالخط البياني للتابع  Cليكن  3 [I = lnوفق  ∞+
( ) 1

x
f x x

x
= + −.  

1yمعادلته الذي  dلماذا المستقيم  .1 x=   ؟C مقارب للخط +
  .Cو dادرس الوضع النسبي للخطين   .2

  
,0[على  التابع المعرف g ليكن .1 [I = )وفق  ∞+ ) ( ) ( 1)g x f x x= −  ، أي +

ln ln
( ) 1 ( 1)

x x
g x x x

x x
= + − − + = −.  

( ) 0lim
x

g x
→+ ∞

1yمعادلته الذي  d. فالمستقيم = x=   .C مقارب للخط +

)، ندرس إشارة Cو dالنسبي للخطين  الوضعلدراسة  .2 )g x التي تماثل إشارة ،lnx− فنجد  
0 1

( ) 0

x

g x

+∞

+ −
  

  نستخلص من الجدول:




  .Cو d : يتقاطع الخطان(1,2)في النقطة  




) لدينا ]0,1[على المجال   ) 0g x   .dالمستقيم  فوقيقع  C، إذن الخط <




,1[على المجال   ) نايلد ∞+] ) 0g x   .dالمستقيم  تحتيقع  Cالخط إذن ، >
  
fب ثم احس Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع  ما يأتي، كلٍ م في 4 ′.  

2

1
]1, ( ) ln ]2, ( ) ln( 2) ln( 2)

1
1 1

, ( ) ln

[, [,

(1 ) ]0, ( ) ln 1[,

x
I f x I f x x x

x

I f x x I f x
x x

 − = + = = + = − − +  + 
 = = + = + = − +  

∞


∞ ∞


ℝ

� �

� �

  

  

)lnالتابع   � 2)x x 1اشتقاقي على  ֏− ]2, [I = )lnوالتابع   ∞+ 2)x x  اشتقاقي على ֏+
2 ] 2, [I = − 1هو مجموع هذين التابعين، فهو اشتقاقي على  f، و∞+ 2 ]2, [I I∩ = +∞.  

2

1 1 4
( )

2 2 4
f x

x x x
′ = − =

− + −
.  

,1[على  � )1 التابع ∞+] )
1

x
x u x

x

−
=

+
 .Iاشتقاقي على  fبع ا، فالتواشتقاقي تماماً موجب   ֏

  ويكون

1 2 2
1

1 1 1 2 2
( )

1 1 ( 1) 1x
x

x x
f x

x x x x−
+

′ − +′ = = ⋅ =  + −  + −
  

  الحل

  الحل
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1التابع  �
x

x
[,اشتقاقي على  ֏ [0I = )1 ، وكذلك فإنّ التابع ∞+ ) 1x u x

x
= موجب  ֏+

1. نستنتج إذن أنّ Iتماماً واشتقاقي على 
( ) ln ( )x f x u x

x
=     وأنّ  Iاشتقاقي على  ֏−

2

2 2 2

2

1/1 ( ) 1 1 1
( )

( ) 1 1/ (1 )
1

(1 )

xu x
f x

u x x x xx x x

x x

′ −
′ = − − = − − = − +

+ +
−

=
+

  

)2التابع  � ) 1x u x x=   ونجد .ℝاشتقاقي على  f فالتابع، ℝعلى واشتقاقي موجب تماماً  ֏+

2

( ) 2
( )

( ) 1

u x x
f x

u x x

′
= =

+
′.  

  

����� 

  ln تتمات عن التابع اللوغاريتمي 

)في معلمٍ متجانس  lnهو الخط البياني للتابع  Cفيما يأتي  ), ,O i j
� �.  

  بالنسبة إلى مماساته Cوضع الخط   �

A  نقطة من الخطC  0فاصلتهاa و ،<
a
T  هو المماس للخطC  في النقطةA.  

.a �  1أثبت أن
1 lny x a

a
= −   .aTمعادلةٌ للمماس  +

.b ق أن المماس تحقّ  �
e
T  للخطC  في النقطة( ,1)B e  يمر بالنقطةO  مبدأ المعلم( ), ,O i j

� �.  

  
*التابع المعرف على المجال  gليكن  2

+ℝ  1وفق
( ) 1 ln lng x x a x

a
= − + −.  

.a �  أثبت أنg  اشتقاقي على*
+ℝ  وادرس إشارة( )g x′.  

.b   .gومن ثم إشارة  g باطراداستنتج جدولاً  �
  يقع تحت أي مماس له. Cاستنتج مما سبق أن الخط  3
  

x

y

1O
C

B

e

1

1−

C
1T

eT

 1 نشاط 
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  تطبيق   �

�  0ه مهما كان استنتج من الفقرة السابقة أنa 0xو < ln   كان  < l(1) n
x a

x a
a

−
≤ +  

0aمهما كان ه أن  (1)استنتج من  2 1  كان <
ln( 1) ln(2) a a

a
+ − ≤  

.a   ، لماذا؟كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو  [10,11]على المجال  Cيبدو الخط  3
.b  من الممكن؟ أَ 15و  10الي على التو  ترتيباهمااللتين  C الخطمن  Jو Iما فاصلتا النقطتين  3

  ؟ لماذا؟Cوضع هاتين النقطتين على الخط 

  .»∞+يسعى ببطء إلى « lnالمعلومات السابقة أن التابع ر سّ فَ تُ  

  
  بالنسبة إلى مماساته Cوضع الخط   �

.a   هي aفي النقطة التي فاصلتها  fلتابع اشتقاقي  fCللخط البياني  aTالمماس معادلة بوجه عام  �
( ) ( )( )y f a f a x a′= + −  

)في حالتنا  ) lnf a a= 1و( )f a
a

′ . إذن معادلة =
a
T،  1هي

ln ( )y a x a
a

= +   أو −
1

1 lny x a
a

= − +. 

.b   
aفي حالة  e=  لديناln 1e فتصبح  =

)في النقطة  eT معادلة المماس ,1)B e ، كما

1يأتي: 
y x
e

وهي معادلة مستقيم مار . =

  . O(0,0) بالمبدأ
  
 aبهدف تعيين الوضع النسبي للخط البياني للتابع اللوغاريتمي ومماسه في النقطة التي فاصلتها  2

وترتيب النقطة التي  aTمن  xرتيب نقطة فاصلتها الذي يمثل الفرق بين ت gمنه، نصطنع التابع 

1التابع ، وليكن Cمن  xفاصلتها 
( ) 1 ln lnx g x x a x

a
= − +   المعطى في النص. ֏−

  
,0[معرف على المجال  gالتابع    اشتقاقي على هذا المجال وضوحاً. ولديناوهو  ∞+]

1 1
( )

x a
g x

a x ax

−
′ = − =  

  

  الحل

x

y

1O

C

B

e

1

1−

C1T eT

a

aT
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)إذن إشارة  )g x  تتفق مع إشارةx a− :ومنه جدول الاطراد الآتي   
0

( ) 0

( ) 0

x a

g x

g x

+∞

′ − +

ց ր

  

,0[ه موجبٌ على أنg   اطرادمن جدول  نستنتج xولا ينعدم إلاّ عند  ∞+] a= إذن يقع الخط البياني .
C  تحتaT  فاصلتها ولا يشترك معه إلاّ عند نقطة التماس التيx a=.  
  يقع تحت أي مماس له. Cستنتج مما سبق أن الخط ن 3
  تطبيق   �
) تعبّر عن المتراجحة (1)المتراجحة  � ) 0g x   التي أثبتنا صحتها.، ≤
1x باختيار 2 a=   .(2)والإصلاح نحصل على  (1)المتراجحة في  +

.a 1، لدينا (2)استناداً إلى  3
0 ln(11) ln(10)

10
< − أي إن تغيّر ترتيب التابع اللوغاريتمي يكون  ≥

  . كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو ما يجعل خطه البياني يبدو وهذا  [10,11]صغيراً على المجال 
.b ln من 3 10Ix lnو، = 15Jx   نستنتج أنّ  .=

10 22 026Ix e= 15و    ≈ 3 269 017Jx e= ≈  
 148بحوالي  Oعن  Ixأبعد من  Jxوعليه، مهما اخترنا واحدة للقياس على محور الفواصل، فستكون 

  وهذا يجعل الرسم غير ممكن على ورقة كتاب عادية الأبعاد. .مرة

  logشري تابع اللوغاريتم العَ   

  .log(10000)و log(1000)و log(100)، ثم log(10)و  log(1)احسب  �

1نضع  2

ln(10)
k = 0. أثبت أن 1k< <.  

logباستعمال المساواة  3 lnx k x= ّالتابع  ق من، تحق أنlog  يتمتع بجميع خواص التابعln.  
 .lnو  logين البيانيين للتابعين ارسم في معلم متجانس واحد الخطّ  4

  

�  نعلم أنln
log( )

ln10

x
x ln10، ، إذن= ln10

log(10 )
ln10 ln10

n
n n

n= =   ومنه =

log(1) log(10) و =0 log(100) و =1 log(1000)و  =2 log(10000) و =3 4=.  

3eلمّا كان  2 10eاستنتجنا أنّ  > 1ومنه  > ln10<  1أي
0 1

ln10
k< = < .  

2في الحقيقة، لمّا كان    10e 1نستنتج أنّ  >
0

2
k< <.  

,0[أي  lnمجموعة تعريف  هي نفسها log، فمجموعة تعريف ثابتاً عددياً  kلما كان  3 [+∞.  

  الحل

 2 نشاط 
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0k ن ولأ ,0[متزايد تماماً على  logأنّ  lnا من خواص التابع اللوغاريتمي استنتجن <   وأنّ   ∞+]

0
lim log( )
x

x
→

= lim   و   ∞− log( )
x

x
→+∞

= +∞.  

  .lnC بالرمز ln إلى الخط البياني للتابعو  logCبالرمز  logتابع نرمز إلى الخط البياني لل 4

  
  

ln(1حصر المقدار    + )x  

ln(1متراجحة تضم  � + )x   

∗ادرس على  �
+ℝ  التابعln: 1xf x x+ 0x، واستنتج في حالة ֏−   صحة المتراجحة  <

ln) 1(1 x x≤ −⋯  
.a 1tبرهن أنّه في حالة  (1) بالاستفادة من � > ln(1 يكون ،− ) tt+ ≤.  

.b 1وكذلك باختيار  �

1
x

t
=

+
1t، أثبت أنّه في حالة  ≥ ln(1 يكون ،− )

1

t
t

t
+

+
≤.  

   نستنتج إذن صحة المتراجحة: 

1tفي حالة  > )lلدينا   − n2) (1 )
1

t
t t

t
+ ≤

+
≤⋯  

   ln(2)إحاطة المقدار  �

1عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع  p ليكن
x

p
=.    

1أنّ  (2)أثبت انطلاقاً من  � 1
l

1

1
n
p

p pp

 + ≤ ≤  +
.  

)1نعرّف المتتالية  � )n nu 1بالعلاقة  ≤ 1 1

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

⋯.  

.a ln2بت أنّ أث �
1

2n n
n

u u≤ +≤.  

.b )1استنتج أنّ  � )n nu   .ln2متقاربة من العدد  ≤

.c 10nباختيار  ln2احصر العدد  � =.  
  

 3 نشاط 

x

y

1

O
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ln(1متراجحة تضم � + )x   

�   
�  

0
(ln )lim

x
x

+→
= و  ∞−

0
(1 ) 1lim

x
x

+→
− ، إذن =

0
( )lim

x
f x

+→
= −∞.  

  فلدينا ،∞+في جوار أمّا 
l

(
n 1

) 1
x

x
x

f
x

x
 = + −   

.  

lnولأنّ  1
lim 0, lim 0
x x

x

x x→+∞ →+∞
= limاستنتجنا أنّ ، = ( ) ( 1)

x
f x

→+∞
= × −∞+ = −∞.  

1بسهولة بالعلاقة  fيحسب مشتق  �
1(
1

)
x

x x
f x′

−
= − 1)، فإشارته تتفق مع إشارة = )x− 

∗على 
+ℝ ،:ومنه جدول التغيرات الآتي  

0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ −∞ր ց

  

)أنf  نجد من جدول تغيرات  ) 0f x ∗من  xن اك أياً  ≥
+ℝ أي ،ln 1 0x x+ − . ومنه ≥

  .(1)المتراجحة 
. كان بالإمكان إثبات هذه المتراجحة مباشرة اعتماداً على خاصة كون الخط البياني للتابع ملاحظة

  .1اللوغاريتمي يقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتها تساوي 
  

.a 1t في حالة � > 1يكون  − 0x t= + ln(1فنحصل على  ،(1)وبالتعويض في  < ) tt+ ≤.  

.b 1وكذلك يكون  �
0

1
x

t
= >

+
1نحصل على  ،(1)وبالتعويض في ،  1

ln
1 1

1
t t

    + + 
≤ − ،

ln(1 أي )
1

t
t

t
≤ −− +

+
ln(1أو   )

1

t
t

t
+

+
  من المتراجحتين السابقتين. (2)تنتج ، و ≥

  
   ln(2)إحاطة المقدار  �

1نختار  �
t
p

  ، فنحصل على (2)في المتراجحة  =

1 1 1
ln

1

p

p p p

 +  ≤ +  
≤ 

.a 1nكسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بين  nهي مجموع  nuنلاحظ أولاً أنّ  �   . 2nو +
  

  الحل
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1أي  ينتج من ذلك وباستعمال الطرف الأيسر 1
ln

1

p

p p

 +   +  
  من المتراجحة السابقة أنّ  ≥

  
1وبالمثل، بالاستفادة من الطرف الأيمن أي  1

ln
p

p p

 +  ≤  
من المتراجحة السابقة، وملاحظة أنّ  

1 1 1

2 2n n n
+ 1، ومن ثمّ فإنّ =

2nu
n

 nكسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بين  nهي مجموع  +

2و 1n   نجد. −

  
1وهكذا نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة 

ln2
2n nu u
n

≤ ≤ 1nفي حالة  + ≥.  

.b 1بالصيغة  المتراجحة السابقةيمكن كتابة  �
ln2 ln2

2 nu
n

− ≤ وباستعمال مبرهنة الإحاطة ، ≥

limنستنتج أنّ  ln2n
n

u
→+∞

1 لأن  =
0

2
lim
n n→+∞

=.  

.c 10nبوضع  المتراجحة السابقةنستعمل  � 10، فنحصل على = 10

1
ln2

20
u u≤ ≤ نستعمل ، +

10آلة حاسبة لحساب 

1 1 1

11 12 20
u = + + 100.668، فنجد ⋯+ 0.669u≤ إذن  ≥

0.668 ln2 0.669 0.05≤ ≤ 0.669 من ثَمّ ، و + ln2 0.719≤ ≤.  
  
  

1 1 1 1

1 2 2 1 2

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

2 1

2

1

1

1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln l 2

1

n

nu
n n n n

n n n n

n n n n
n n

n

n

n

n

n n

n

n

= + + + +
+ + −

+ + −
≤ + + + +

+ − −
 + = × × × ×   −

−

 + −

+

= =

⋯

⋯

⋯

p n= 1p n= + 2 2p n= − 2 1p n= −

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 1

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

1
1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln

2

1 1

n2

1

2

l

nu
n n n n n

n n n n

n n n n
n n

n n

n

n

n

n

n

n

+ = + + + +
+ − −

+ + −
≥ + + + +

+ − −
 + = × × × × 

−

−

+

+  − 

= =

⋯

⋯

⋯

p n= 1p n= + 2 2p n= − 2 1p n= −
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  دراسة تابع   

,0]التابع المعرّف على  gليكن  (0) وفق ∞+] 0g )و = )
ln

x
g x

x x
=

−
0xفي حالة   > .  

  .gالخط البياني المُمثّل للتابع  Cليكن و 
)تيقّن أنّ  � )g x  0معرّف في حالةx >.  

.a   مستمرٌ عند الصفر. gأثبت أنّ  �
.b   عند مبدأ الإحداثيات. Cعند الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط  gادرس قابلية اشتقاق  �
.a   ؟∞+عند  gما نهاية  �
.b )احسب  � )g x′  0في حالةx   .g، ثمُّ ادرس تغيرات <
.c   .1في النقطة التي فاصلتها  Cللخط  Tأعط معادلة للمماس  �

  

1xيقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتها  lnنعلم أن الخط البياني للتابع اللوغاريتمي  � = 
1yأي المستقيم الذي معادلته  x= ln، ومنه − 1x x≤ 0xفي حالة  − وهذا يُكافئ  <

lnقولنا  1x x− 0xفي حالة  ≤ 0xحالة  لا ينعدم في g. إذن مقام <  gوالتابع  <
  معرّف إذن في هذه الحالة.

.a � 
0
lim ( ln )
x

x x
+→

− = ، إذن ∞+
0
lim ( ) 0
x

g x
+→

ومن جهة أخرى . =
0

lim ( ) 0
x
g x

→
ولدينا  =

(0) 0g   مستمرٌ عند الصفر. g، فالتابع =
.b 0xالتابع المعرّف في حالة ، أي عند الصفر gتابع معدل تغير  tليكن  �   بالصيغة <

0
( ) (0) 1ln( )

0 ln

x
g x g x xt x
x x x x

−
− −= = =
− −

   

نلاحظ مباشرة أنّ 
0

lim ( ) 0
x
t x

→
(0)اشتقاقي عند الصفر و gفالتابع  = 0g ′ استنتجنا  g(0)ولأنّ  .=

0yأنّ محور الفواصل الذي معادلته    في المبدأ. gياني للتابع هو مماس للخط الب =

.a 0xفي حالة  �  لدينا  <
ln

1
( )

1 x
x

g x =
−

lnولكن  .
lim 0
x

x

x→+∞
lim إذن، = ( ) 1

x
g x

→+∞
=.  

.b � 
2

1 ln
( )

( ln )

x
g x

x x

−
′ =

−
xعند ينعدم ، وهو  e=.  بهذا نجد الجدول الآتي بتغيرات وg:  

0

( ) 0 0

( ) 0 1
1

x e

g x

e
g x

e

+∞

′ + −

−
ր ց
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.c 1، فيكون ترتيبها 1لتي فاصلتها ا Cالنقطة من الخط  Aلتكن  �
(1) 1

1 0
g = =

−
إذن  ،

(1) فهي  Aأمّا معادلة المماس في  .(1,1)هما  Aا تإحداثي (1)( 1)y g g x x′= + − =   
  : Tوالمماس  gالآتي الخط البياني للتابع ونجد في الشكل 

  
  

  

  

e1

1

1
e

e−

O

CT

x

y



27  

   ������ ��	
�������� ��	
�������� ��	
�������� ��	
��        
,1]معرّفاً على المجال  fنتأمّل تابعاً   4]I وفق  =

( ) lnf x ax b c x= + أعداد  cو bو a حيث +
نجد في الشكل المجاور  نهدف إلى تعيينها. حقيقية

  الخط البياني لهذا التابع.
�  أثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x′.  
� : استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أن  

1a b+ 2و    = 0a c+ 2و    = ln2 3 4 ln2a b c+ + = −.  
)عبارة  ثم اكتب  cو bو aجد قيم  3 )f x.  

   
� f  هو مجموع تابعين، أحدهماx ax b+֏  1]وهو تابع اشتقاقي على, ، والآخر [4
lnx x֏  1]وهواشتقاقي على, 4]  أيضاً. نستنتج أنf  1]اشتقاقي على,   . ولدينا[4

1
( )

c
f x a c a

x x
′ = + × = +.  

  لدينا من الشكل: �
 ���� (1) 1f 1، إذن = ln(1)a b c= + (1)، أي + 1a b+ =⋯   
 ���� (2) 3 4 ln2f = (2)، إذن − 3 4 ln2 2 ln2a b c− = + +⋯   
���� ( )

c
f x a

x
′ = (2)أفقي، أي  (2,1)والمماس في النقطة  + 0f ′ 0، ومنه =

2

c
a + إذن  =

(3) 2 0a c+ =⋯   
)بحل جملة المعادلات الثلاث نجد  3 , , ) (2, 1, 4)a b c = −   : fومنه عبارة  −

( ) 2 1 4 lnf x x x= − −.  
  

). في معلم متجانس عددين حقيقين bو aكن يل  ); ,O i j
� � ،C  هو الخط البياني للتابعf 

*المعرف على 
+ℝ  1وفق

( ) lnf x ax b x
x

= + ، والمماس Cهي نقطة من  A(1,0). النقطة +

3يوازي المستقيم الذي معادلته  A في Cللخط البياني  2y x= . استفد من هذه المعطيات +
  .bو aلتعيّن 

  

  1 

  2 
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 (1,0)A  من نقطةC (1)، إذن 0f 0aإذن  = b+   يعطى بالصيغةف f. أما مشتق =

2

1 ln
( )

x
f x a

x

−
′ = +.  

3يساوي ميل المستقيم الذي معادلته  A(1,0)ميل المماس في النقطة  2y x= (1)، أي + 3f ′ ، إذن =
1 3a + 2aومنها  = 0aلعلاقة ومن ا .= b+ 2b نحصل على = = −.  

 

)في معلم متجانس   ); ,O i j
�  Cنقطة من  M. لتكن lnالخط البياني للتابع  C، رسمنا �

  .mفاصلتها 

  
  .Mالنقطة في  Cللخط  T، معادلةً للمماس m جد، بدلالة �

  مع هذا المحور. Tالمماس نقطة تقاطع  Kعلى محور التراتيب ولتكن  Mمسقط  Hلتكن  �
.a lnيساوي  Kأثبت أن ترتيب النقطة  � 1m 0m، أياً يكن − >.  
.b �  استنتج أنKH j=

����� �
.  

.c   من نقطة كيفية منه. Cطريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط  استفد مما سبق لإعطاء �

  
�يقبل  Tإنّ  �

�( )
( )

1
ln ( )
f m

f m

y m x m
m
′

= + lnأو  − 1
x

y m
m

= +   معادلة له. −

.a�  يقطعT  0)أي  0محور التراتيب في النقطة التي فاصلتها, ln 1)K m −.  
.b )هما  Mلمّا كانت إحداثيتا  � , ln )m m ا 0)ستنتجنا أن, ln )H m ّومن ثَم .  

0 0 0

ln ln 1 1
KH j

m m

     
     = − = =     −          

���� �  

.c على محور  M للنقطة القائمالمسقط  Hننشئ  .Cنقطة كيفية من الخط  Mلتكن  �
−j اعهعوفق الانسحاب الذي ش Hصورة   Kالتراتيب، ثمُّ نرسم 

�
). فيكون  )KM  مماس

  .Mفي النقطة  Cالخط 

  3 

x

y

1

O m

C

lnm

}1
MH

K

T
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2ليكون للمعادلة  mكيف نختار العدد الحقيقي   2 ln(m 1) 0x x− + +   ؟جذران مختلفان =

  

1معرفة بشرط  المعادلة 0m + )2. وهي في هذه الحالة تكافئ < 1) 1 ln(m 1)x − = − . فلها +
1جذران حقيقيان مختلفان إذا وفقط إذا كان  ln( 1) 0m− + 1eأو < m− . ومنه علينا أن نختار <

m  من المجال] 1, 1[e−   تلفان.ليكون للمعادلة المعطاة جذران حقيقيان مخ −

)1لتكن   )n nu 1وفق  N∗متتالية معرفة على  ≤
lnn

n
u

n

 + =   
   

  جد نهاية هذه المتتالية. �
1نضع  2 2n nS u u u= + + +⋯ .  

.a �  أثبت أنln( 1)nS n= +.  
.b )1ما نهاية  � )n nS   ؟ ≤

  
� 1

1lim
n

n

n→+∞

 +  =  
ln1، إذن  0lim n

n
u

→+∞
= =.  

.a )لتكن  2 )E n  الخاصةln( 1)nS n= +.  
1محققة لأنّ  E(1)الخاصة  1 ln2 ln(1 1)S u= = = ). لنفترض أنّ + )E n محقّقة عندئذ  

1 1

2
ln( 1) ln

1
2

ln ( 1) ln( 2)
1

n n n

n
S S u n

n

n
n n

n

+ +

 + = + = + +   + 
 + = + × = +  + 

  

)الخاصة ف 1)E n )lnمحقّقة، ونكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 1)nS n= 1nأياً كان  + ≥.  
.b limلأنّ  2 ( 1)

n
n

→+∞
+ = limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
S

→+∞
= +∞.  

  

1yأثبت أن المستقيم الذي معادلته   x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابع  −
1

: ln 1f x x x
x

 − +   
֏  

1(ضع . ∞+في جوار 
X

x
=(.  

  

  4 

  6 

  5 
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  نلاحظ أنّ 

1 ln(1 )
( ) ( 1) 1 ln 1 1

X
f x x x

x X

  +− − = − + = −  
  

1إذ وضعنا 
X

x
lim. ولكن = ( ) 0

x
X x

∞→
و =

0

ln(1 )
lim 1
X

X

X→

+
  إذن =

( )
0

ln(1 )
lim ( ) ( 1) lim 1 1 1 0
x X

X
f x x

X→∞ →

 + − − = − = − =  
  

1yالمستقيم الذي معادلته إذن  x=   .∞+في جوار  f مقارب للخط البياني للتابعمستقيم  −

  

I*المعرف على  f التابعنتأمّل   += ℝ :وفق  
2(1 ln ), 0

( )
0, 0

x x x
f x

x

 − >= 
 =

.  

 احسب
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x+→

−.  واستنتج أنf اشتقاقي عند الصفر.   

  
0xنلاحظ أنّه في حالة    لدينا  <

2( ) (0) (1 ln ) 0
( ) (1 ln ) ln

f x f x x
t x x x x x x

x x

− − −
= = = − = −  

ولأنّ 
0
ln 0lim

x
x x

→
، استنتجنا =

0
lim ( ) 0
x

t x
→

(0)اقي عند الصفر واشتق f، فالتابع = 0f ′ =.  

  

I*التوابع الآتية معرفة على    += ℝ. ادرس تغيرات كلٍ منها وارسم خطه البياني C.  

2

ln
: ln :

1 ln
: : ln

: 8 8 6 ln : ln

x
f x x x x f x

x
x

f x f x x x
x

f x x x x f x x x

−

−

− + + −

֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

2 1

4 3

6 5
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���� ln
( )

x
f x

x
=   

���� 
0

lim ( )
x

f x
→

= limو   ∞− ( ) 0
x

f x
→+∞

  .C. نستنتج أن المحورين الإحداثيين خطان مقاربان للخط =

���� 
2

1 ln
( )

x
f x

x

−
′ fينعدم  = xفقط عند  ′ e=.  

  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ����

(1,0).  
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����
  
2 ( ) lnf x x x x= −  
���� 

0
lim ( ) 0
x

f x
→

لأنّ   =
0

lim ln 0
x

x x
→

lim. و = ( )
x

f x
→+∞

= ) لأنّ  ∞− )( ) 1 lnf x x x= − 

)و )lim 1 ln
x

x
→+∞

− = limو ،∞−
x

x
→+∞

= +∞ .  

���� ( ) lnf x x′ = fينعدم  − 1xعند فقط  ′ =.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور  ����

)الفواصل  , 0)e.المماس في المبدأ شاقولي ،  
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����

وبة في السؤال. ولكنها نقطة مساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f
→

= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير =

)عند الصفر  ) (0)
( ) 1 ln

f x f
t x x

x

−
= = وهي تحقق  −

0
lim ( )
x

t x
→

= فالتابع غير اشتقاقي  ∞+

  لكن محور التراتيب مماس شاقولي لخطه البياني.عند الصفر و 
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0

( ) 0

( ) 0

x e

f x

f x e−

+∞

′ + −

−∞ ր ց
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( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ր ց
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1

x

x
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3 ( ) lnf x x x=   

���� 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

limو  = ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

���� ( ) ln 1f x x′ = fينعدم  + x/1عند فقط  ′ e=.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ����

  ، المماس في المبدأ شاقولي.(1,0)
  الخط البياني في الشكل المجاور. ����

ساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلوبة في السؤال. ولكنها نقطة مملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f
→

= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير =

)عند الصفر  ) (0)
( ) ln

f x f
t x x

x

−
= وهي تحقق  =

0
lim ( )
x

t x
→

= فالتابع غير اشتقاقي عند  ∞−

  ي لخطه البياني.الصفر ولكن محور التراتيب مماس شاقول

4 1 ln
( )

x
f x

x

−
=   

���� 
0
( )lim

x
f x

→
= ، لأن  ∞+

0
lim( ln )
x

x
→

= +∞1 و  −
0

1
lim
x x+→

= . إذن محور التراتيب مستقيم ∞+

). وكذلك Cمقارب للخط البياني  ) 0lim
x

f x
→∞

1لأنّ  =
lim 0
x x→∞

lnو =
lim 0
x

x

x→∞
إذن محور  =

  .Cالفواصل مستقيم مقارب للخط البياني 

����  
2

ln 2
( )

x
f x

x

−
′ fينعدم . و = 2xعند فقط  ′ e=.  

  :fجدول تغيرات  ����

  
)نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل  ���� , 0)e.  

  

0 1/

( ) 0

( ) 0 1/

x e

f x

f x e

− +∞

′ − +

− +∞ց ր

2

2

0

( ) 0

( ) 1/ 0

x e

f x

f x e

+∞

′ − +

+∞ −ց ր

x1 e 2e

1

y

1/e x

y

O
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e
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5 ( ) lnf x x x= −  
���� 

0
lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= . Cر التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني . إذن محو ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= lnلأنّ  ∞+
( ) 1

x
f x x

x

 = −   
lnو 

lim 1 1
x

x

x→+∞

  − =  
 .  

���� 1( )
x

f x
x

−
′ fينعدم ، و = 1xعند فقط  ′ =.  

  :fجدول تغيرات  ����

  

  الخط البياني في الشكل المجاور. ����
6 2( ) 8 8 6 lnf x x x x= − + +  
���� 

0
lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞−
0

lim ln
x

x
→

= . C. إذن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= 2limلأنّ  ∞+ ( 8 8)
x

x x
→+∞

− + = limو ∞+ ln
x

x
→+∞

= +∞ .  

  حساب المشق: ����
26 2( 4 3) 2( 1)( 3)

( ) 2 8
x x x x

f x x
x x x

− + − −
′ = − + = =  

fينعدم  1xعند فقط  ′ 3xو = =.  
  :fجدول تغيرات  ����

  
  الخط البياني في الشكل الآتي: ����

  
  ماذا نستنتج بشأن تقاطع هذا الخط مع محور الفواصل؟

x

y

O

1

1

3

0.4−

6 ln 3 7
0.4

0 1 3

( ) 0 0

( ) 1

x

f x

f x −
≈−

+∞

′ + − +

−∞ +∞ր ց ր

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

′ − +

+∞ +∞ց ր

x

y

O

1

1
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fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أن التابع  ما يأتي، كلٍ م في  ′.  
� ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +∞.  

� 1( ) ln
ln

x
f x

x

 + =   
,1[ و  [I = +∞.  

  
� ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +∞.  

lnxالتابع للوغاريتمي  x֏  اشتقاقي وموجبٌ تماماً على] , [I e= يكون التابع  المعطى، إذن ∞+

: ln(ln )u x x֏  اشتقاقياً علىI  ومشتقهln 1
( )

ln ln

x
u x

x x x

′
′ = . وهو أيضاً موجبٌ تماماُ على =

I  ّلأن)x e>  يقتضيln ln 1x e> )ومنه  = ) ln(ln ) ln1 0u x x= > )، إذن يكون التابع =

( ) ln( ( ))x f x u x=֏  اشتقاقياُ علىI  ومشتقه( ) 1
( )

( ) ln ln ln

u x
f x

u x x x x

′
′ = =

⋅ ⋅
.  

� 1( ) ln
ln

x
f x

x

 + =   
,1[ و  [I = +∞.  

1التابع 
:

ln

x
u x

x

+
  واشتقاقي عليه ومشتقه  Iموجب تماماً على  ֏

2

ln 1
( )

ln

x x x
u x

x x

− −
′ =  

)فالتابع  ) ln( ( ))x f x u x=֏  1[اشتقاقي على, [I =   . ومشتقه∞+

2

( ) ln 1 ln
( )

( ) 1ln
ln 1

( 1)ln

u x x x x x
f x

u x xx x
x x x

x x x

′ − −
′ = = ×

+
− −

=
+

  

)بالصيغة  f. يمكن أيضاً أن نكتب ملاحظة ) ln( 1) ln(ln )f x x x= +   . ثمُّ نتابع الحل.−

    لنتعلمّ البحث معاً 

 
��
����� ����  

  يحقّقان bو aنفترض وجود عددين حقيقيين موجبين تماماً 
ln ln

ln
3

)
2

(1
a b a b + + =  

  

aاحسب 

b
.  
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   نحو الحلّ   ��

(وليس مطلوباً حسابهما). بل حساب  (1)يحققان العلاقة  b و aيؤكد النص على وجود عددين    �

aقيمة 

b
علينا إذن استبعاد اللوغاريتمات من العلاقة، ولهذا سنسعى للوصول إلى علاقة من  .

lnالنمط  lnA B= ومن ثم نستنتج أن ،A B=.  

1.   1أثبت أن
(ln ln ) ln
2

a b ab+ =.  

2.   3استنتج أنa b ab+ 2، ومن ثم = 2( 7 02) a b ab+ − =.  

aلاستنتاج قيمة    �

b
  ، يمكننا التفكير بالآتي:

����  القول إنa  للمعادلة 2حل 27 0x bx b− + aتاج . ثم استنbبدلالة  aمما يسمح بحساب  =

b
 

  .bبالتقسيم على 

ak تسمية النسبة المجهولة  ����
b

a، فيكون = bk=  والسعي للحصول على مساواة لا تحوي إلاk .  

   2أثبت أن 7 1 0k k− + =  0ثم أكمل (لا تنسَ أنk >.(  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

0aلمّا كان . 1 � 0bو < 1، كان < 1
(ln ln ) ln( ) ln
2 2

a b ab ab+ = =.  

lnتكافئ إذن  (1)العلاقة  . 2 ln
3

a b
ab

 +  =  
أو  

3

a b
ab

+
وهي تٌكافئ بعد الإصلاح  =

)2والتربيع  ) 9a b ab+ 2أو  = 27 0a ab b− +   .(2)وهي العلاقة  ،=

aلتكن  �
k

b
aبعد تعويض   (2)المطلوبة. نستنتج من  النسبة = kb=  ّ2أن 2( 7 1) 0k k b− + = 

2لا يساوي الصفر إذن  bولكن  7 1 0k k− + 7. لهذه المعادلة جذران موجبان هما = 3 5

2

− 

7و 3 5

2

k/، وهما القيمتان الممكنتان للنسبة + a b=.  

 ّ�� ������� ���  

a  ٌموجبٌ تماماً. حل في  عدد 2حقيقيR :جملة المعادلتين  
2

2 2 25
(ln ) (ln ) (ln

(1)

(2))
2

xy a

x y a

 =

 + =
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   نحو الحلّ   ��

)إذا كان    � , )x y  0حلاً للجملة، كانx 0yو  < . يمكننا التفكير كمافي السابق )لماذا؟(. <
lnوكتابها بالصيغة  (2)لوغاريتمات من المعادلة بالسعي لاستبعاد ال lnA B=  التي تقتضي

A B=.  عندها سنكون في مواجهة جملة معادلتين بالمجهولينx وy اك فقط. ولكن ليست هن
2أية قاعدة تفيد في تبسيط  2(ln ) (ln )x y+  فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض

2a
y

x
  ، ولكن النتيجة ليست مشجعة.(2)في المعادلة  =

2lnلعلاقة اللوغاريتمية إلى ا (1)لنفكر إذن بتحويل العلاقة  ln axy عندها سنحصل على ، =
  .lnyو lnxجملة معادلتين بالمجهولين 

 افترضْ أن( , )x y  للجملة، ثم تحقّق أن حلln ln 2 lnx y a+ =.  
lnXنضع إذن    � x=  وlnY y= ثم نحسب منهما ،x  وy كما نضع تبسيطاً للكتابة .

lna A= نذكّر أنّ حل المعادلة) .ln t T=  هوTt e= .(  
1.  2أثبت، وفق تلك الإجراءات، أنY A X= −  2وأن 24 8 3 0X AX A− + =.  

2.  استنتج أنX  1تقبل قيمتين 2

A
X 2و  =

3

2

A
X   الموافقة. Y، ثم استنتج قيم =

3.  تحقّق أن)x a=  و(y a a= أو)x a a=  و(y a=.   
)وبالعكس تحقّق أنّ كلاً من    � , ) ( , )x y a a a= و( , ) ( , )x y a a a= .هو حلّ للجملة المعطاة  

  جزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.أن
 

  
0x لدينا � 0yو < غاريتم . بأخذ لو (2)في المعادلة  lnyو lnxنظراً إلى وجود المقدارين  .<

lnنجد لها الصيغة المكافئة  (1)طرفي المعادلة  ln 2 lnx y a+ =.  
lnXنضع   � x=  وlnY y=  وlna A= :فنكون بهذا الترميز أمام الجملة  

2 2 2

2

5

2

X Y A

X Y A

 + =

 + =

�

�
  

2Yنجد  �من المعادلة    A X=  فنحصل على  �.  نعوض في المعادلة −

2 2 25(2 )
2

X A X A+ − =  

2أو  24 8 3 0X AX A− + =.  
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2 نلاحظ أنّ  24 8 3 (2 )(2 3 )X AX A X A X A− + = −   حلّين هما تقبل الجملة المدروسة إذن −
3

( , ) ,
2 2

A A
X Y

 =   
3و 

( , ) ,
2 2

A A
X Y

 =   
  

  نجد الحلين  yو xوبالعودة إلى 
( )( , ) ,x y a a a= و( )( , ) ,x y a a a=  

  ���� �����  

lnقان دان موجبان تماماً ومختلفان يحقّ أيوجد عد

ln
(1)

a a

b b
  ؟ =

   نحو الحلّ   ��

من جهة  a، تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد bو aالفكرة المفيدة في البحث عن عددين    �

ln، بحيث bو aمن جهة أخرى. نبحث إذن عن  bق بالعدد وكل ما يتعلّ  lna b

a b
وحي هذا ي .=

*المعرف على المجال f إلينا أن ندرس التابع
+ℝ  بالعلاقةln

( )
x

f x
x

وتعود المسألة إلى  .=

)يحققان  bو aالبحث عن عددين مختلفين ) ( )f a f b= .  
  .مجموعة التعريف وجهة التغير) فيطر النهايات عند ونظم جدولاً بها ( fادرس تغيرات التابع  .1
  .fارسم الخط البياني للتابع  .2

)لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة   � )f x m= وذلك تبعاً لقيم .m.  
)ناقش عدد حلول المعادلة  .1 )f x m=  1في حالة/m e> ،1/m e= ،0 1/m e< < 

0mوأخيراً  <. 

)استنتج الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  .2 )f x m= .حلان مختلفان 

/0,1[من  mاستنتج أنّه أياً كان  .3 [e يوجد عددان مختلفان ،a وb يحققان 

( ) ( )f a f b m= =.  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
 تكافئ (1)المساواة   �

ln lna b

a b
ln، يوحي لنا هذا بدراسة تغيرات التابع =

: , ( )
x

f f x
x

∗
+ → =ℝ ℝ.  

 النهايات. ����
0

lim ( )
x

f x
→

= لأنّ  ∞−
0

1
lim
x x+→

= و  ∞+
0

lim ln
x

x
→

= lim. وكذلك ∞− ( ) 0
x

f x
→+∞

=. 

  نستنتج أن المحورين الإحداثيين مستقيمان مقاربان للخط البياني للتابع.

 المشتق. ����
2

1 ln
( )

x
f x

x

−
′ f. وينعدم= xعند  ′ e=.  
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  جدول التغيرات. ����

1

0 1

( ) 0

( ) 0 0

x e

f x

f x e−

+∞

′ + + −

−∞ ր ր ց

  

  الخط البياني. ����

  
)لنرمز بالرمز  � )S m  إلى مجموعة حلول المعادلة( )f x m= . من الرسم البياني للتابع نستنتجf  ما

  يأتي:

1في حالة  �
m

e
)لدينا  < )S m =   حلول في هذه الحالة يساوي الصفر.، فعدد ال∅

1في حالة  	
m

e
)لدينا  = ) { }S m e= .فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي الواحد  


1في حالة  
0 m

e
< < ( ) { , }S m a b= حيث رمزنا بالرمزa ى الحل الوحيد للمعادلةإل ( )f x m= 

,0[الذي ينتمي إلى المجال  [e  وبالرمزb  إلى الحل الوحيد للمعادلة( )f x m=  الذي ينتمي إلى المجال
] [,e   هذه الحالة يساوي اثنين.. فعدد الحلول في ∞+

0mفي حالة  � ≤ ،( ) { }S m a= حيث رمزنا بالرمزa إلى الحل الوحيد للمعادلة ( )f x m=  الذي
,0[ينتمي إلى المجال  [e .ه الحالة يساوي الواحد.فعدد الحلول في هذ  

)نستنتج أن الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  )f x m=  1حلاّن مختلفان هو
0 m

e
< < .  

/0,1[من  mنستنتج أنّه أياً كان  [e فيوجد عددان مختلفان ،a وb  يحققان( ) ( )f a f b m= =.  

   ��� !�"�#$�  

)2lnأثبت أن المتراجحة  ) ln(1 ) (ln2)x x⋅ −   .]0,1[من  xمحققة، أياً يكن ≥
   نحو الحلّ   ��

2ln توحي إلينا المتراجحة   � ln(1 ) (ln2)x x−  بالعلاقة ]0,1[المعرف على  f أن ندرس التابع ≥

( ) ln( ) ln(1 )f x x x= ⋅ )أثبت أن إشارة  .− )f x′  1)تماثل إشارة )ln(1 ) lnx x x x− − على  −
  .]0,1[ المجال

1 e

1/e

md

(0 1/ )m e< <

( 1/ )m e>

( 0)m≤

x

y

a b
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)لندرس إذن التابع   � ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= − −   .]0,1[على  −
) احسب .1 )g x′  واستنتج إشارةg  1على كل من

2
0, 
   1و

2
,1 

  .  
  ، وأثبت المتراجحة المطلوبة.fاستنتج دراسة تغيرات التابع  .2

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

المعرف على  fي أغلب الحالات يؤول إثبات متراجحة إلى دراسة تغيّرات تابع. لندرس التابع ف �
)وفق  ]0,1[ المجال ) ln ln(1 )f x x x= −.  

1الذي معادلته  ∆متناظر بالنسبة إلى المستقيم  fنلاحظ أوّلاً أنّ الخط البياني للتابع  �
2

x والنقطة ، =
1
2

  يكن ]0,1[من x، ومهما تكن ]0,1[هي منتصف المجال  
(1 ) ln(1 )ln ln ln(1 ) ( )f x x x x x f x− = − = − =  

1في المجال  xعندما تتحول قيم  fإذن يكفي أن ندرس اطراد التابع 
2
0, 
  .  

1على المجال  fلدراسة اطّراد التابع  �
2
0, 
   :نحسب المشتقّ فنجد  

1 1 (1 )ln(1 ) ln
( ) ln(1 ) ln

1 (1 )

x x x x
f x x x

x x x x

− − − −
′ = − + × =

− −
  

)إشارة المقام موجبٌ تماماً على مجال الدراسة، إذن  )f x′ ق مع إشارة تتف( )g x  حيثg  هو التابع
1المعرّف على 

2
0, 
    بالعلاقة( ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= − − −.  

)دراسة إشارة  � )g x.  
1على  gنلاحظ أنّ إشارة  1.

2
0, 
    ليست واضحة، فعلينا إذن دراسة التابعg  ّلتعيينها. ولكن نلاحظ أن

g  1اشتقاقي على
2
0, 
   :ّوأن  

( )2( ) 2 ln(1 ) ln ln (1 )g x x x e x x′ = − − − − = − −  
gالتابع  1 ينعدم مرة واحدة في المجال ′

2
0, 
    2عند ما ( 1) 1e x x −   أي عند =

( )21
2
1 1x eα

−= = − −  
  كما يأتي gأن ننشئ جدول تغيرات وعليه يمكننا 

1
2

0

( )

0 0( ) ( )

x

g x

g x g

α

α

′ + −

ր ց

  

كون إذ استفدنا من 
0

lim ln 0
x

x x
→

لنستنتج أنّ  =
0

lim ( ) 0
x

g x
→

موجب  g. النتيجة المهمة هي أنّ =

1تماماً على المجال 
2
0, 
   ّ1، أي إن

( ) ( )
(1 )

f x g x
x x

′ =
−

1موجب تماماً على  
2
0, 
  التابع ، فf  ٌمتزايد
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[المجال على  1بالنسبة إلى المستقيم  fوبسبب تناظر الخط البياني للتابع  .,120[
2

x  fنستنتج أنّ  =
1متناقص تماماً على 

2
,1 

  0,1[يراً نلاحظ أنّ في حالة ، و=أخ[x   لدينا  ∋
ln(1 )

( ) ln
x

f x x x
x

−
= − ×

−
  

  ولكن

0 0

0

ln(1 ) ln(1 )
lim lim 1

lim ln 0
x t

x

x t

x t
x x

→ →

→

− +
= =

−
=

  

إذن 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

، وبسبب التناظر لدينا أيضاً =
1

lim ( ) 0
x

f x
→

   f، ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع =
1
2

2

0 1

( )

( ) l 20 n 0

x

f x

f x

′ + −

ր ց

  

  ومنه
2]0,1[, ln ln(1 ) (ln2)x x x∀ ∈ ⋅ − ≤  

  .وهي المتراجحة المطلوبة
  

      إلى الأمام قدُُماً 

  :تينالآتي لتين من المعادحل كلاًّ  
ln 2 ln 2 0

ln 2 ln( 4) 3 ln2

ln 2 3 ln 1 2 ln| |

x x

x x

x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

�

1

3

  

   
1 ln 2 ln 2 0x x+ + − =.  

}المعادلة معرّفة على  }2,2\I −= ℝ 2. وهي تكافئ 2 1x x− + 2أو  = 4 1x − . فإمّا =
2أن يكون  5x 2أو يكون  = 3x   معادلة المعطاة هي . فمجموعة حلول ال=

{ 5, 3, 3, 5}S = − −  
� ln 2 ln( 4) 3 ln2x x− + + =  

[]المعادلة معرّفة على  4,2[ ]2,I ∞= − ∪   . وهي تُكافئ على هذه المجموعة+
2 ( 4) 8x x− + =   
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2xفإما أن يكون  • 2و  < 2 16 0x x+ − 17، ومنه = 1x = (الجذر الآخر مرفوض  −
2xلأنه سالب ولا يحقق  >.( 

2xأو يكون  • 2و > 2 0x x+ 0x، ومنه = 2xو = = −.  
}هي  �ستنتج أن مجموعة حلول ن }2,0, 17 1− − .  

3 ln 2 3 ln 1 2 ln| |x x x+ + − =  
3هي  3المعادلة مجموعة 

2
\{ ,0,1}I −= ℝ 2. وهي تكافئ عندئذ 22 3x x x+ − =  

2فإما أن يكون  • 3 0x x+ − 1، ومنه = 13 1 13
,

2 2
x

  − + − − ∈  
   

. 

23أو يكون  • 3 0x x+ − 1ومنه  ،= 37 1 37
,

6 6
x

  − + − − ∈  
   

.  

  هي 3نستنتج أن مجموعة حلول 
1 37 1 37 1 13 1 13

, , ,
6 6 2 2

  − + − − − + − −  
   

  

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  

2 2(ln )(ln ) 12 2 ln ln 7 10

ln( ) 1 3 ln 5 ln 4 ln ln ln 3

x y x y x y

xy x y x y

  = − + =  + =   
  = − = + =    

3 2 1  

  

0xجملة تكافئ  هنا ال 1 2و  < 2 10x y+ 3xyو = موجبان ومربع  yو xعددان . إذن ال=
)2مجموعهما يساوي  ) 10 2 10 6 16x y xy+ = + = + 4x. إذن = y+ 3xyو = . فالعددان =

x وy 2المعادلة  هما جذرا 4 3 0T T− + ,1)}هي  1. فمجموعة حلول = 3),(3,1)}.  

lnxنضع  2 a= وlny b=  2فنحصل على الجملة 7

3 5 4

a b

a b

 + =
 − =

هاتين المعادلتين وبحل جملة  

)نجد  , ) (3,1)a b )3ومنه  = , ) ( , )x y e e=.وهو الحل المطلوب ،  

lnx مجدداً  نضع 3 a= وlny b=  12فنحصل على الجملة

1

ab

a b

 = −
 + =

هما جذرا  bو aإذن  

2المعادلة  12 0T T− − )أو  = 4)( 3) 0T T− + ). إذن = , ) {(4, 3),( 3,4)}a b ∈ − ومنه  −
4 3 3 4( , ) {( , ),( , )}x y e e e e−   ، وهو الحل المطلوب.∋−

ln)2دلة المعاحلّ كلاً من    ) 2 ln 3 0x x− − ln)2 المتراجحةو ، = ) 2 ln 3 0x x− − ≥ .

lnXمساعدة: ضع  x=.  

  الحل
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lnXنضع  x= فتصبح  

2المعادلة  � 2 3 0X X− − )أو  = 3)( 1) 0X X− + }إذن. = 1,3}X ∈ 1ومنه − 3{ , }x e e−∈.  
2تصبح المتراجحة  � 2 3 0X X− − [أي  ≤ , 1] [3, [X ∈ −∞ − ∪   ، ومنه ∞+

310, ,
e

x e  ∈ ∪ +∞      
.  

3 ليكن   2( ) 2 5 2P x x x x= + + −.  

.a 1  تحقّق أن( 1) 0P − =.  
.b )استنتج أن  � )P x  يكتب بالصيغة( ) ( 1) ( )P x x Q x= )حيث   + )Q x  كثير حدود من

  الدرجة الثانية.
.c ) حل المتراجحة � ) 0P x ≤.  
2استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة  � ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + ≤ −.  

  
.a   هذا تعويض مباشر.1
.b ) لمّا كان � 1) 0P − ) استنتجنا أنّ  = )P x  1يقبل القسمة الإقليدية علىx )ويكون  + )Q x  خارج
)2القسمة. وبإجراء القسمة نجد هذه  ) 2 3 2Q x x x= + )2 أي، − ) ( 1)(2 3 2)P x x x x= + + −.  
.c )أن بملاحظة  � ) ( 2)(2 1)Q x x x= + )، نستنتح أن − ) ( 1)( 2)(2 1)P x x x x= + + . وهذا −

)يتيح لنا وضع جدول إشارة  )P x : كما يأتي  
2 1 1/2

( ) 0 0 0

x

P x

−∞ − − +∞

− + − +
  

)ومن ثم نستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة  ) 0P x 1هي  ≥
2

, 2 1,  −∞ − ∪ −    .  
2المتراجحة  � ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + ≤ −  
  كافئ المتراجحة المعطاة تحقّق الشروطتُ 

  كافئ المتراجحة المعطاة تحقّق الشروط
0x 2و  < 5 0x + )2lnو  < (2 5)) ln(2 )x x x+ ≤ −  

  أو
0x 2)2و  < 5) 2x x x+ ≤ −  

  وأخيراً 
0x )و  < ) 0P x ≤  

1واستناداً إلى دراستنا السابقة مجموعة الحلول المشتركة لهاتين المتراجحتين هي 
2
0, 
  .  
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[التابع المعرف على المجال  fليكن   1,1[I = 1وفق  −
( ) ln

1

x
f x

x

 + =   − 
.  

�  أثبت أنf تابع فردي.  
.a �  أثبت أنf  اشتقاقي علىI.  
.b�  ادرس تغيراتf  على المجال[ 0,1[.  
  .fارسم الخط البياني للتابع  3

  
[مجال التعريف   � 1,1[I =   لدينا Iمن  xوفي حالة  متناظر بالنسبة إلى الصفر. −

1 1
( ) ln ln ( )

1 1

x x
f x f x

x x

   − + +  − = = − = −     + −   
  

  فردي. fفالتابع 

.a 1التابع  �
:

1

x
u x

x

+

−
) إذن، Iاشتقاقي على و تماماً موجب  ֏ ) ln( ( ))x f x u x=֏ 

ولدينا   .Iاشتقاقي على 
2

( ) 2
( )

( ) 1

u x
f x

u x x

′
′ = =

−
.  

.b (0)لواضح أنّ من ا 0f )و = )f x  يكتب علىI بالصيغة المُكافئة  
( ) ln(1 ) ln(1 )f x x x= + − −   

ولكن 
1 0

lim ln(1 ) lim ln
x t

x t
+→ →

− = = إذن  ∞−
1

lim ( )
x

f x
→

= الذي معادلته  1dفالمستقيم  .∞+

1x ). وكذلك، من صيغة fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  = )f x′ ّنرى أن ،f  ًمتزايد تماما
]جدول التغيرات الآتي على  f، فللتابع ]0,1]على المجال  0,1[:  

  :fجدول بتغيرات 
0 1

( ) 2

( ) 0

x

f x

f x

′ +

+∞ր

  

  .fالخط البياني للتابع  3
، Iعلى مجموعة تعريفه  f المطلوب هو رسم الخط البياني للتابع

1. لكننا درسنا التابع على المجال Cوليكن هذا الخط  [ 0,1[I = ،
منطلقاً من المبدأ  1Iعلى المجال  fللتابع  1Cالبياني  فلنرسم الخط

O  1ومتفقاً مع تزايد التابع ليقارب المستقيمd . ولما كان التابعf 
بالنسبة إلى مبدأ الإحداثيات.  ظراً متنا Cفردياً، كان خطه البياني 

1، فيكون Oبالنسبة إلى المبدأ  1C، نظير 2C يكفي أن نرسم Cفلرسم  2= ∪C C C.  

  الحل
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  .C ، وارسم خطه البيانيIعلى المجال  fتغيرات التابع  درس في كل حالة مما يأتيا 

2

]1, [,

]0, [,

1
( )

ln

( ) ln(1 )

( ) ln
1

,

I f x
x x

I f x x

x
I f x

x

= =

= = +

 = =   + 

+∞

+∞

R

1

2

3

  

  

1التابع  1
( )

ln
x f x

x x
,1[على  ֏= [I = +∞.  

� 
1
lim ( )
x

f x
+→

= 1xالذي معادلته  dالمستقيم ، إذن ∞+  .C البياني مقارب للخطمستقيم  =

limو ( ) 0
x

f x
→+∞

  . Cمقارب للخط مستقيم الفواصل  محورإذن  ،=

lnxالتابعان  � x֏ وx x֏  موجبان ومتزايدان
، إذن كذلك يكون جداء ضربهما Iتماماً على 

lnx x x֏ ّوهذا يقتضي أن ،f  ًتابع متناقص تماما
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iعلى 

  
  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 

)2التابع  � ) ln(1 )x f x x= Iعلى  ֏+ = ℝ.  
)ويحقق  ℝتابع زوجي، لأنّه معرّف على كامل  fالتابع  ) ( )f x f x−   . xأياً كانت  =

� lim ( )
x

f x
→+∞

= (0)و، ∞+ 0f =.  

21xالتابع  � x+֏  0]متزايد تماماً على, ,1]ويأخذ قيمه في  ∞+] lnx، والتابع ∞+] x֏  متزايد
,1]تماماً على  ,0]تابع متزايد تماماً على  fإذن  ∞+] زوجي استنتجنا جدول التغيرات  f. ولأنّ ∞+]
  : fالآتي للتابع 

0

( ) 0

x

f x

∞ +

+ +

∞

∞

−

∞ց ր
 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
لم نحسب المشتق لدراسة التغيرات، ولكن من المفيد 

اشتقاقياً في المبدأ، وكون التابع  fملاحظة أن كون 
  زوجياً يجعلان المماس للخط البياني في المبدأ أفقياً. هذه الملاحظة تفيد في جعل الرسم أكثر دقة.

1

( ) 0

x

f x

∞

+∞

+

ց

  الحل

  19  

dy

x1

C

y

x

C



  

45  

)التابع  3 ) ln
1

x
x f x

x

 =   + 
,0[على  ֏ [I = +∞.  

� lim ( ) ln1 0
x

f x
→+∞

= 1yالذي معادلته المستقيم نستنتج أن ، إذن =   .Cمقارب للخط مستقيم  =

وكذلك فإنّ 
0

lim ( )
x

f x
→

=   .Cمقارب للخط ، فمحور التراتيب مستقيم ∞−

التابع  �
1

x
x

x+
ويأخذ قيمه في  Iمتزايد تماماً على  ֏

lnx، والتابع ]0,1[ x֏  إذن  ]0,1[متزايد تماماً علىf  تابع
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iمتزايد تماماً على 

  

  
 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
المعرفين على  gو fهما على التوالي الخطان البيانيان للتابعين  gCو fCفي معلمٍ متجانس،  

[المجال  1, [I = − )وفق  ∞+ ) ln( 1)f x x= )و + )
1

x
g x

x
=

+
.   

�  أثبت أن( ) ( )g x f x≤  أياً يكنx  منI.  
�  أثبت أنfC وgC  0يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتهاx =.  
  مستفيداً من رسم المماس المشترك. gCو fCوارسم الخطين  gو  fادرس تغيرات كلٍ من  3

 
)بالصيغة  Iالمعرّف على  hأمّل التابع نت � ) ( ) ( )h x f x g x=  Iاشتقاقي على  h. نلاحظ أنّ −

وأنّ 
2 2

1 1
( )

1 (1 ) (1 )

x
h x

x x x
′ = − =

+ + +
  جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع  .

1 0

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

− +

′ − +

∞

ց ր

  

))ه نستنتج أنّ ومن 0) 0)hh x ≥ )( إذن. Iمن  xأياً كانت  = ()f x g x≥  أياً يكنx  منI.  
(0)باستعمال ترميز السؤال السابق نلاحظ أنّ  � (0) 0h h ′= (0)هذا يبرهن أنّ  = (0)f g b= = 
(0)و (0)f g a′ ′= y، ومن ثَمّ فالمستقيم الذي معادلته = ax b x= + مماس مشترك للخطين  هو =

  في المبدأ. gCو fCالبيانيين 
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عند  ∞−وإلى  ∞+ويسعى إلى اللانهاية عند  Iتابع متزايد تماماً على  f. التابع f تغيرات 3
1xفالمستقيم الذي معادلته  −1 =   . ومنه جدول التغيرات الآتي:fCمستقيم مقارب للخط  −

  
تابع متزايد تماماً (مشتقه موجب)  g. التابع g تغيرات
1y، فالمستقيم ∞+عند  1لى ويسعى إ Iعلى  = 

 −1عند  ∞−، وإلى gCمستقيم مقارب للخط 
1xفالمستقيم الذي معادلته  = مستقيم مقارب  −

  . ومنه جدول التغيرات الآتيgCللخط

  
  الرسم مبين في الشكل المجاور.

,1[على المجال المعرف  fالخط البياني للتابع  C ليكن   [I =    وفق ∞+

( ) 1 2 ln
1

x
f x x

x

 = + +   − 
  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  +
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
  .Cالبياني  ثم الخط dعلمٍ واحد المستقيم رسم في ما 4

  
 لمّا كان  �

1
lim( 1) 2
x

x
→

+ و =
1
lim ln

1x

x

x+→

  = +∞  − 
 كان، 

1
lim ( )
x

f x
→

=  ∆قيم فالمست .∞+

1xالذي معادلته  lim وكذلك باتجاه التراتيب الموجبة. Cمقارب شاقولي للخط  = ( 1)
x

x
→+∞

+ = +∞ 

limو ln 0
1x

x

x→+∞

  =  − 
، إذن 

1
lim ( )
x

f x
→

= +∞.  

)على مجموعة تعريفه بالصيغة المكافئة :  fيُكتب  ) 1 2 ln 2 ln( 1)f x x x x= + + −  مما يسهل −
  اشتقاقه لنجد عملية

2

0

2 2 2 1
( ) 1 ( 2)

1 ( 1) ( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

− − +
′ = + − = = −

− − −
	


�


�

  

)إشارة  )f x′ إشارة  تماثل( 2)x − موجب تماماً على المجال الكسر، لأن I .  

1

( ) 1

x

g x

− ∞+

−∞ ր

1

( )

x

f x

∞− +

−∞ ∞+ր
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  .ومنه جدول التغيرات الآتي

 

  لنتأمّل �

( ) ( ) ( 1) 2 ln
1

x
h x f x x

x

 = − + =   − 
  

limلمّا كان  ln 0
1x

x

x→+∞

  =  − 
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

1y x=  .∞+في جوار  Cمقارب للخط  +

1وكذلك، لأنّ  3
1

x

x
>

−
 Iمن  xفي حالة  

)استنتجنا أنّ  ) ln1 0h x > والخطّ  Iعلى  =
  .dيقع دوماً فوق المقارب  Cالبياني 

 التراتيب الموجبةباتجاه  ∆مقارباً  Cنرسم  4
متفقاً مع تناقص التابع حتى النقطة 

( )( )2, 2M f ، ًومن ثم نرسمه مقارباd  في
  ومتفقاً مع تزايد التابع. ∞+جوار

,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

( ) 4 ln
1

x
f x x

x

 = − +   + 
  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
4yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا 4

  
التابع  �

1

x
x

x +
(لأنّ مشتقه  Iموجبٌ ومتزايد تماماً على  ֏

2

1

( 1)
x

x +
موجبٌ تماماً)،  ֏

lnوعليه يكون 
1

x
x

x+
، لأنه تركيب تابعين متزايدين تماماً، وكذلك فإنّ Iمتزايداً على  ֏

4x x   متزايدٌ تماماً. f. نستنتج إذن أنّ التابع Iتابع متزايدٌ تماماً على  ֏−
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  لنتأمّل �

( ) ( ) ( 4) ln
1

x
h x f x x

x

 = − − =   + 
  

limلمّا كان  ln ln1 0
1x

x

x→+∞

  = =  + 
limأنّ استنتجنا   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

4y x=  .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −

1وكذلك، لأنّ  3
1

x

x
<

+
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) ln1 0h x < والخطّ البياني  Iعلى  =

C  يقع دوماً تحت المقاربd.  
بحساب نهاية  fلإنجاز الرسم يلزمنا استكمال جدول تغيرات  4

مقارب مائل  fالتابع عند طرفي مجموعة تعريفه. لمّا كان للتابع 
4yمعادلته  ∞+في جوار  x=   استنتجنا أنّ  −

lim ( ) lim ( 4)
x x

f x x
→∞ →∞

= − = +∞  

  بالصيغة المكافئة :  Iعلى  fومن جهة أخرى يُكتب 
( ) 4 ln(1 ) lnf x x x x= − − + +  

إذن 
0

lim ( )
x

f x
→

=   لأنّ  ∞−

0
lim ln
x

x
→

= و ∞−
0

lim( 4 ln(1 )) 4
x

x x
→

− − + = −.  

  : fجدول التغيرات الآتي للتابع  ومنه

  
   ومنه الرسم المبيّن في الشكل المجاور.

  
,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+

1
( ) ln 2f x x

x

 = − +   
  

  . ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  �
ln2yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار  Cمقارب للخط  −
  .dومقاربه  C البياني ادرس الوضع النسبي للخط 3
)أثبت أنّ للمعادلة  4 ) 0f x   .]1,2[ينتمي إلى المجال   αحل وحيد  =
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا �
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� 

0
lim ( )
x

f x
+→

= ) لأنّ  ∞− )1
0
lim 2

xx +→
+ = limو ∞+ ln

X
X

→+∞
= نستنتج أن محور . ∞+

limوكذلك فإنّ  .Cمقارب للخط مستقيم التراتيب  ( )
x

f x
→∞

= )لأنّ  ∞+ )1lim ln 2 ln2
xx→∞

+ =.  

1التابع 
x

x
)، ومن اطراد التابع اللوغاريتمي نستنتج أن Iمتناقص تماماً على  ֏ )1ln 2

x
x +֏ 

)مجموع تابعين متزايدين تماماً هما  fمتناقص تماماً، وعليه يكون  )1ln 2
x

x − xو ֏+ x֏ فهو ،
  .f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iإذن تابع متزايد تماماً على 

  
  لنتأمّل �

( ) ( ) ( ln2)

1 1
ln2 ln 2 ln 1

2

h x f x x

x x

= − −

     = − + = − +        

  

)لمّا كان  )1
2

lim ln 1 ln1 0
x x→+∞

+ = استنتجنا أنّ  =

lim ( ) 0
x

h x
→+∞

ln2yالذي معادلته  d، فالمستقيم = x= − 

 .∞+في جوار  Cمقارب للخط مستقيم 

1وكذلك لأنّ  3
1 1
2x

+ استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة  <

( ) 0h x   .dدوماً تحت يقع  Cوالخطّ البياني  Iعلى  >
تابعٌ مستمرٌ ومطّرد تماماً على مجموعة تعريفه، وهو يغير إشارته عليها فللمعادلة  fالتابع  4

( ) 0f x   وعلاوة على ذلك  Iفي  αحل وحيد  =
.(1) 1 ln 3 1 n 05 lf e= − < − (2)و    = 2 ln2.5 2 ln 0f e= − > − >  

α]1,2[إذن   ∈.  
  .المجاور لالرسم مبين في الشك �

,4[المعرف على المجال  fياني للتابع الخط الب C ليكن  [I =    وفق ∞+
1

( ) 5 2 3 ln
4

x
f x x

x

 + = − +   − 
  

5الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � 2y x=   .Cمقارب للخط  −
  .dاربه قوم Cادرس الوضع النسبي للخط  �
  .Cالبياني  ثم الخط dرسم في معلمٍ واحد المستقيم ا ثمُّ  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  3
)أثبت أن المعادلة  4 ) 0f x   .1واحصره في مجال طوله يساوي  ،αتقبل حلاً وحيداً  =

0

( )

x

f x

+∞

−∞ +∞ր

  الحل
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1      : لنتأمّل � 5

( ) ( ) (5 2 ) 3 ln 3 ln 1
4 4

x
h x f x x

x x

   +   = − − = = +     − −   
  

5لمّا كان 
lim ln 1 ln1 0

4x x→+∞

  + = =  − 
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

→+∞
الذي  d، فالمستقيم =

5معادلته  2y x=  .∞+في جوار  Cط مقارب للخ −

5وكذلك لأنّ  �
1 1

4x
+ >

−
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) 0h x  Cوالخطّ البياني  Iعلى  <

  .dيقع دوماً فوق المقارب 

لما كان  3
4

1
lim

4x

x

x+→

+
= +∞

−
limو ln

X
X

→∞
= أن ، استنتجنا ∞+

4
lim ( )
x

f x
+→

= م ، فالمستقي∞+

4xالموازي لمحور التراتيب والذي معادلته  ∆   .Cمقارب لخط  =

1ولما كان 
lim ln ln1 0

4x

x

x→∞

 +  = =  − 
limو،  (5 2 )

x
x

→∞
− = limاستنتجنا أنّ  ∞− ( )

x
f x

→∞
= −∞.  

)لحساب  )f x′ ّنلاحظ أن ،( ) 5 2 3(ln( 1) ln( 4))f x x x x= − + + −   ، فيكون:−
3 3 15

( ) 2 2 0
1 4 ( 1)( 4)

f x
x x x x

′ = − + − = − − <
+ − + −

  

  متناقص تماماً وله جدول التغيرات الآتي: fفالتابع 
4

( )

( )

x

f x

f x

+∞

′ −

+∞ −∞ց

  

، ℝهي  fأن مجموعة قيم التابع  f جدول تغيراتنجد في  4
)معادلة والتابع متناقص تماماً فلل ) 0f x  αحل وحيد وليكن  =

  نحسب  .Iينتمي إلى المجال 

7
2

(5) 3 ln 6 5 0.375

(6) 3 ln 7 3.34

f

f

= − ≈

= − ≈ −
  

5إذن  6α< <.  

,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [I =    وفق ∞+
2( ) ln( 1)f x x x= + −  

�  أثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
)أثبت أن المعادلة  � ) 0f x   .αتقبل حلاً وحيداً  =
11أثبت أنّ  3 1 eα

−< < + .  
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2التابع  � 1x x )2ln، وعليه يكون التابع Iموجبٌ تماماً ومتزايدٌ تماماً على  ֏− 1)x x −֏ 

  بصفته مجموع تابعين متزايدين تماماً. Iمتزايداً تماماً على  fوعليه يكون  Iلى متزايداً تماماً ع
لمّا كان  �

1
lim ( )
x

f x
→

= limو ∞− ( )
x

f x
→∞

= )أنّ  استنتجنا ∞+ ) ] , [f I = − ، فللمعادلة ∞∞+

( ) 0f x   . Iينتمي إلى  αحل وحيد  =
1αالمتراجحة الأولى أي  3 Iαواضحة لأنّ  <   . لإثبات المتراجحة الثانية نحسب : ∋

( )
1

1 1 1 1

1
1 1 ln 1 1 0

1 1

e
f e e e e

e

−
− − − −

−
+ = + + = + − = >

+ +
.  

11هذا يبرهن على أنّ  eα
−< 11(لأنه لو افترضنا أنّ  + eα

−≥ أنّ  fلنتج من تزايد التابع  +
10 ( ) ( 1 ) 0f f eα

−= ≥ +   ). فنكون قد أثبتنا المتراجحة المطلوبة.ضقوهذا تنا <

2:  وفق المعطى fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

1

x
f x

x

 =   − 
.  

[هي  fDولتكن  fتحقّق أن مجموعة تعريف  � , 0[ ]1, [∪−∞ +∞.  
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  �
3  أثبت أنf تماماً على كلٍ من مجالي  متناقصfD.  
  .Cالبياني  الخط متجانسرسم في معلمٍ ا 4

 
2عندما يكون  fالتابع  �

0
1

x

x
>

−
)وهذا يكافئ قولنا   1) 0x x − . ومجموعة حلول هذه المتراجحة <

[. إذن [0,1]هي خارج المجال  , 0[ ]1, [fD −∞ ∪ +∞=.  
  حساب النهايات.  �

	نّ  ����
2 2

lim lim 2
1 1x x

x x

x x→−∞ →+∞
= =

− −
lim، إذن  ( ) lim ( ) ln2

x x
f x f x

→−∞ →+∞
= = نستنتج أن .

ln2yالموازي لمحور الفواصل والذي معادلته  1dالمستقيم    .Cمقارب للخط  =

���� 
0

2
lim 0

1x

x

x−→
=

−
، إذن 

0
lim ( )
x

f x
−→

=   .C. نستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ∞−

وأخيراً  ����
1

2
lim

1x

x

x+→
= +∞

−
، إذن 

1
lim ( )
x

f x
+→

= الموازي لمحور  2d. نستنتج أن المستقيم ∞+

1xالتراتيب والذي معادلته    .Cمستقيم مقارب للخط  =

:  نلاحظ أنّ  .f دراسة اطراد 3
2

1 2 1 2 1
( ) 0

2 1 2 ( 1)( 1)

x x x
f x

x x x x xx

′ − − − −′ = = ⋅ = <  − −  −
 ،  

  .fDمن مجالي متناقص تماماً على كلf  فالتابع 

  الحل
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  :f، ننظم الجدول الآتي بتغيرات Cالبياني  الخط لرسم 4

 
 

   . fونجد في الشكل المجاور الخط البياني للتابع 

1المعرف  بالعلاقة  fالخط البياني للتابع  C ليكن 
( ) ln

3

x
f x

x

 − =   − 
.  

,1[هي  fDولتكن  fق أن مجموعة تعريف تحقّ  � 3[.  

�  4)أثبت أن ) fx D− fx، أياً يكن ∋ D∈.  
.a 4)المقدار  fDمن  xاحسب عند كل  3 ) ( )f x f x− +.  
.b   .Cهي مركز تناظر للخط  A(2,0)استنتج أن النقطة  3
  .fD عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fاحسب نهاية  4
  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  5
  في معلمٍ متجانس. Cارسم الخط  6

  
1عندما يكون  fالتابع  �

0
3

x

x

−
>

−
)وهذا يكافئ قولنا   3)( 1) 0x x− − . ومجموعة حلول هذه >

,1[المتراجحة هي المجال  ,1[. إذن ]3 3[fD =.  
)التابع  � ) 4x s x x= )تابع متناقص تماماً ومنه  ֏− )]1, 3[ ] (3), (1)[ ]1, 3[s s s= أي إذا كان  =

fx D∈ كان ،( ) (4 ) fs x x D= − ∈.  
.a 3  

4 1 1
(4 ) ( ) ln ln

3 4 3
3 1

ln ln
1 3

3 1
ln ln1 0

1 3

x x
f x f x

x x

x x

x x

x x

x x

   − − −  − + = +     − + −   
   − −  = +     − −   
 − − = × = =  − − 

  

.b 0تكون نقطةٌ  3 0( , )A x y  ٍمركز تناظر الخط البياني لتابعf:إذا تحقق الشرطان ،  
� 02f fx D x x D∈ ⇒ − 0. هذا الشرط محقّق حيث ∋ 2x =.  
� 0 0(2 ) 2 ( )f x x y f x− = 0. هذا الشرط محقّق أيضاً حيث − 0y =.  

0 1

( )

( ) ln2 ln2

x

f x

f x

−∞ +∞

′ − −

−∞ +∞ց ց

  الحل
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  .Cمركز تناظر للخط  A(2,0)النقطة لهذين الشرطين تكون  fبتحقيق و 

4
1

1
lim 0
3x

x

x+→

−
=

−
، إذن 

1 0
lim ( ) lim ln
x X

f x X
+ +→ →

= = الموازي لمحور  1d. نستنتج أن المستقيم ∞−

1xالتراتيب، والذي معادلته    .Cمستقيم مقارب للخط  =

وكذلك فإنّ 
3

1
lim
3x

x

x−→

−
= +∞

−
، إذن 

3
lim ( )
x

f x
−→

= زي لمحور الموا 2dنستنتج أن المستقيم . ∞+

3xالتراتيب، والذي معادلته    .Cمقارب للخط  =
  

   :fتغيرات  ةسادر  5

2

1

3 2 3 2
( )

1 1 ( 1)(3 )(3 )

3

x

x x
f x

x x x xx

x

′ −    − − 
′ = = × =

− − − −−

−

  

)إشارة  1)(3 )x x− متزايد تماماً  f. فالتابع fDموجبة تماماً على  −
  :f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع fDعلى 

  
. ولقد وضعنا عليه fاني للتابع الرسم المجاور يبين الخط البي 6

  المقاربين ومركز التناظر.

*المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع Cليكن  
+ℝ وفق  

1 1
( ) ln 1

1
f x

x x

 = + −  + 
.  

احسب  �
0

lim ( )
x

f x
→

limو   ( )
x

f x
→+∞

  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fادرس تغيرات  �

 
  لديناالمطلوبتين.  fتينهاي حساب �

0

1
lim 1
1x x+→

=
+

 و  
0

1
lim 1
x x+→

  + = +  
lim و  ∞ ln

X
X

→+∞
= +∞  

إذن 
0
lim ( )
x

f x
+→

=   .Cنستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط . ∞+

limوكذلك  ( ) 0
x

f x
→+∞

  .Cنستنتح أن محور الفواصل مستقيم مقارب للخط . =

1 3

( )

( )

x

f x

f x

′ +

−∞ +∞ր
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  نلاحظ أنّ  �
2
1

1 2 2 2

1 1 1 1
( )

(1 )1 (1 ) (1 ) (1 )

x

x

f x
x xx x x x

− −
′ = + = − =

++ + + +
  

)نتج أنّ نست )f x′  سالب تماماً على*
+ℝ.  

  
  :fوبناءً عليه ننظم الجدول الآتي بتغيرات التابع

  

  .fالرسم المجاور يبين الخط البياني للتابع 
I*على  fفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، ادرس التابع   += ℝ، وارسم خطه البياني C.  

� ( ) ( 1)lnf x x x= +.  

� 1
( ) lnf x x x

x
= +.  

  
)دراسة  � ) ( 1)lnf x x x= ∗على  +

+ℝ.  
� 

0
lim ( ) 1 ( )
x

f x
→

= × −∞ =   .C. نستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ∞−

limوكذلك  ( )
x

f x
→+∞

= +∞. 

)1 لدينا Iوعلى  � ) ln 1f x x
x

′ = + f، إشارة + غير واضحة لذلك نسعى إلى دراسة اطراد  ′

 المشتق، فنحسب
2

1
( )

x
f x

x

−
′′ fبهذا نجد جدول اطراد ، =   الآتي: ′

0 1

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+∞

′′ − +

′ ց ր

  

)أنّ الجدول يبين  ) 2 0f x′ ≥ وله  .Iمتزايد تماماً على  f، فالتابع Iعلى  <
  :الآتيتغيرات الجدول 

  
  نقطة من الخط البياني تساعد في الرسم. (1,0)الرسم مبين في الشكل المجاور. نلاحظ أنّ النقطة  �

0

( )

( ) 0

x

f x

f x

+∞

′ −

+∞ ց

0

( )

( )

x

f x

f x

+∞

′ +

−∞ +∞ր
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1دراسة   �
( ) lnf x x x

x
= ∗على  +

+ℝ.  

لأنّ  �
0

1
lim
x x+→

= و  ∞+
0
lim ln 0
x

x x
+→

، إذن =
0
lim ( )
x

f x
+→

= نستنتج أن محور التراتيب  .∞+

 .Cمقارب للخط مستقيم 

1وكذلك 
lim 0
x x→+∞

limو  = ln
x

x x
→+∞

= lim، إذن ∞+ ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

 لدينا Iوعلى  �
2

1
( ) 1 lnf x x

x
′ = − f، إشارة + غير واضحة لذلك نسعى إلى دراسة اطراد  ′

∗المشتق، فنحسب على 
+ℝ  

3

2 1
( ) 0f x

xx
′′ = + >  

fفالتابع  (1)تابعٌ متزايدٌ تماماً، ولأنّ  ′ 0f ′ استنتجنا جدول  =
  : fالتغيرات الآتي للتابع 

  
  الرسم مبين في الشكل المجاور. �
  

,0[المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع Cليكن   [I =  وفق  ∞+

1 ln
( )

x
f x

x

+
=.  

احسب  �
0
( )lim

x
f x

→
)و   )lim

x
f x

→+∞
  ؟Cلخط ا. ما مقاربات 

  .Cونظم جدولاً بها، ثم ارسم الخط  fغيرات ادرس ت �
  :فة كما يأتيالمعرّ  النقاط 4Mو 3Mو 2Mو 1Mلتكن  3

���� 1M  نقطة تقاطعC .مع محور الفواصل  
���� 2M  نقطة منC .مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات  
���� 3M  نقطة منC .مماسه منها يوازي محور الفواصل  
���� 4M  نقطة منC  ينعدم فيها المشتق الثاني للتابعf.  

.a   النقاط.هذه احسب فواصل  �

.b   ؟من متتالية هندسية. ما أساسهاصل هي أربعة حدود متعاقبة أثبت أن تلك الفوا �
  

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+∞

′ − +

+∞ +∞ց ր
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� � 

0
lim (1 ln )
x

x
+→
+ = و∞−

0

1
lim
x x+→

=  إذن، ∞+
0
lim ( )
x

f x
+→

= نستنتج أن محور  .∞−

  .Cمقارب للخط مستقيم التراتيب 

1 وكذلك  �
lim 0
x x→+∞

lnو  =
lim 0
x

x

x→+∞
lim، إذن = ( ) 0

x
f x

→+∞
نستنتج أن محور الفواصل  .=

  .Cمقارب للخط مستيم 
  بالعلاقة Iعلى المجال  fيعطى مشتق  �

2

ln
( )

x
f x

x

−
′ =  

)ينعدم  )f x′ 1 عندx   الآتي: fتغيرات جدول ، نستنتج إذن lnxوإشارته تعاكس إشارة . =
0 1

( ) 0

( ) 1 0

x

f x

f x

+∞

′ + −

−∞ ր ց

  

  مبين في الشكل الآتي. Cرسم  �

  
.a 1lnالعلاقة  1xالتي تحقق فاصلتها  1Mمع محور الفواصل في  Cيتقاطع  3 1 0x +  إذن =
1

1

1
x e

e

−= =.  

2، فيكون ترتيبها  2xبالرمز  2Mنرمز إلى فاصلة ل �
2 2

2

1 ln
( )

x
y f x

x

+
= ، ويكون ميل المماس =

2ها عند
2 2

2

ln
( )

x
f x

x

−
′ 2فمعادلته  = 2 2( )( )y y f x x x′= +   أي −

2 2
22

2 2

1 ln ln
( )

x x
y x x

x x

+
= − −  

,0)إذا حققت النقطة يمر هذا المماس بالمبدأ،  2معادلته أي  (0 2
22

2 2

1 ln ln
0 (0 )

x x
x

x x

+
= −  ، أي−

22 ln 1 0x + 1/2، ومنه =
2 1/x e e−=  .2M. وهي فاصلة =

x

y

O
1M

2M

3M

4M

C

  الحل
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3 عند Cمماس  � 3 3( , )M x y  3يوازي محور الفواصل، إذن( ) 0f x′ 3 إذن. = 1x وهي فاصلة  ،=

3M .  

لدينا . 4Mفاصلة  4xلتكن  �
3

2 ln 1
( )

x
f x

x

−
′′ )ينعدم  ، = )f x′′  2عند حلول المعادلة ln 1x = ،

1/2ومنه 
4x e e=   .  4M. وهي فاصلة =

1إذن فواصل  2 3 4( , , , )M M M M 1 هي بالترتيب

1
x

e
=، 2

1
x

e
=، 3 1x =، 4x e=.  

.b 1نستنتج  � 2 3 4( , , , )x x x x  أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية. أساسها يساوي هيe ّلأن ،
/21 k

kx e
e e

,1,2,3في حالة  = 4k = .   

fD{0,1}\التابع المعرف على  fليكن   = R�  1وفق
( ) ln

2

x x
f x

x

−
= −  C، وليكن +

  خطه البياني في معلم متجانس.

.a 1  أثبت أن( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ −
=   .fDمن  x، أياً يكن −

.b )استنتج أن النقطة  1 )1 1
2 4
,A   .Cهي مركز تناظر الخط  −

  .مجموعة تعريفه على fادرس تغيرات  2

1الذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  3

2
y x= لخط النسبي لوضع الادرس و . Cمقارب للخط  −

C  بالنسبة إلى مقاربهd.   

  .Cثم  dارسم في معلم واحد  4

 
.a 1كان كذلك المقدار  1و 0مختلفاً عن  xأنّه إذا كان  حظلا 1 x− وعليه إذا كان .x  عنصراً من

fD  1كان x−  أيضاً عنصراً منfD  وأمكننا حساب  
1 1 1 1

( ) (1 ) ln ln
2 2 1
1 1 1
ln

2 1 2

x x x x
f x f x

x x

x x

x x

− − − −
+ − = − + − +

−
 − = − + ⋅ = −  − 

  

  ومنه المساواة المطلوبة.
.b 1كان  fDمن  xأياً كان   (1)ينتج من تحقّق الشرطين :  1 x−   عنصراً منfDأياً كان  (2)، و

x  منfD  كان( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ −
= ) أنّ النقطة − )1 1

2 4
,A هي مركز تناظر للخط البياني للتابع  −

f.  
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1من المجالين  كل تكفي الدراسة على  2
2
,1 

   1و, +∞ فادة من الخاصة التناظرية.، ثمُّ نتممها بالاست  
1على المجال 

2
,1 

    1لدينا 1x x

x x

−   الصيغة الآتية على هذا المجال fإذن للتابع  =−
1

( ) ln ln(1 ) ln
2 2

x x x
f x x x

x

 − = − + = − + − −  
  

ولدينا 
1
lim ( )
x

f x
−→

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ∞− . وكذلك fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

  فإنّ 
1 1 1

( )
2 1

f x
x x

′ = − − −
−

  

1المجال  وهو سالب تماماً على
2
,1 

    لأنه يساوي مجموع ثلاثة مقادير سالبة تماماً. ومنه جدول التغيرات
1المجال  على fالآتي للتابع 

2
,1 

   :  

  
,1وعلى المجال  +∞   1لدينا 1x x

x x

− −
  الصيغة الآتية على هذا المجال fإذن للتابع  =

1
( ) ln ln( 1) ln

2 2

x x x
f x x x

x

 − = − + = − + − −  
  

ولدينا 
1
lim ( )
x

f x
+→

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ∞−   . fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

limولدينا  ( )
x

f x
→+∞

= 1لأنّ  ∞−
lim ln ln1 0
x

x

x→+∞

 −  = =  
.  

  وكذلك فإنّ 
2

0

1 1 1 2 (1 )
( ) (2 )

2 1 2( 1) 2( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

+ − +
′ = − + − = = −

− − −
	


�


�

  

,1المجال  على +∞   ينعدم( )f x′  2عندx   المجال: على هذا f. ومنه جدول التغيرات الآتي لـ =

  
  لنلاحظ أنّ  3

1 1
( ) ln ln 1

2

x x
f x

x x

−
+ = = −  

)إذن  )
2

lim ( ) 0x

x
f x

→+∞
+ )و  = )

2
lim ( ) 0x

x
f x

→−∞
+ 1الذي معادلته  dالمستقيم ف =

2
y x= − 

  .Cمقارب للخط مستقيم 

ln2 1
1.7

1 2

( )

( )

x

f x

f x − −
≈−

+∞

′ −

−∞ −∞ր ց

1
2
9
2
1
4

1

( )

( )

x

f x

f x

′ − −

−

−

−∞ց
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)وأخيراً  ) 0
2

x
f x + 1 إذا وفقط كان  =

1 1
x

− 1وهذا يكافئ  =

2
x )ذن يحافظ . إ= )

2

x
f x على  +

[إشارة ثابتة على كل من المجالات  , 1و ∞−]0
2

]0, 1و ]
2
] ,1[و ]1,   ومنه ∞+]

  

1على كل من المجالين  Cنرسم  4
2
] ,1[و ]1, ونستفيد من الخاصة التناظرية لنتمّم الرسم على  ∞+]

   كامل مجموعة التعريف. 

  
  

*التابع المعرف على  fليكن  
fD += ℝ  وفق

2

ln
( )

x
f x

x
خطه البياني في معلم  C، وليكن =

  متجانس.

  ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
  .1فاصلتها التي  Cنقطة من الخط ال Aلتكن  2

.a   .Aفي النقطة  Cالمماس للخط  ATجد معادلةً للمستقيم  1
.b    .Cثم ، C ومقاربات ATارسم في معلم واحد  1
3أثبت أنu.  فاصلتها  Cنقطة من الخط  Bلتكن  3 1 2 ln 0u u− + هو الشرط اللازم  =

y للمستقيم الذي معادلته موازياً  Bفي النقطة  C للخط BTوالكافي ليكون المماس  x=.  
.a 3 حل المعادلة 4 1 2 ln 0u u− + =.  
.b 4  استنتج أنA  هي النقطة الوحيدة منC ته موازياً للمستقيم الذي معادل يكون المماس فيها

y x=.  
  

1
2

0 1

|

x −∞ +∞

C  dتحت  dتحت  dفوق  dفوق 

x

y

1

1 2

1−

1−

d

C

O
A
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�    
 لما كان �

0
lim ln
x

x
→

= و ∞−
20

1
lim
x x→

=  استنتجنا أنّ ، ∞+
0

lim ( )
x

f x
→

= محور التراتيب . إذن ∞−

0xالذي معادلته    .Cمقارب للخط مستقيم  =

ln ولما كان
lim 0
x

x

x→+∞
1و =

lim 0
x x→+∞

lim استنتجنا أنّ  ،= ( ) 0
x

f x
→+∞

 الفواصلمحور . إذن =

0yالذي معادلته    .Cمقارب للخط مستقيم  =
  لدراسة التغيرات نحسب المشتق : �

3

1 2 ln
( )

x
f x

x

−
′ =.  

)ينعدم المشتق  )f x′ 1 عندما 2 ln 0x− x، أي في حالة = e= وهذا يتيح لنا وضع جدول .
  التغيرات الآتي:

1
2

( ) 0

( ) 0
e

x e

f x

f x

−∞ +∞

′ + −

−∞ ր ց

  

 A(1,0)أي  1في النقطة التي فاصلتها  ATمعادلة المماس  2
(1)هي  (1)( 1)y f f x′= + 1yأي  − x= −.  

   ونجد في الشكل المجاور الرسم المطلوب. 
)هي  uفي النقطة التي فاصلتها  BTمعادلة المماس  3 ) ( )( )y f u f u x u′= + )، وميله − )f u′ .

yيوازي هذا المماس المستقيم الذي معادلته  x= وفقط إذا كان ميله مساوياً الواحد أي إذا وفقط غذا  إذا

تحقق الشرط 
3

1 2 ln
1

u

u

−
3وهذا يكافئ   = 2 ln 1 0u u+ − =.  

.a )3لنتأمّل التابع   4 ) 1 2 lng x x x= − ، ولنلاحظ أنّه يساوي مجموع تابعين متزايدين تماماً على +
∗
+ℝ  هما التابعlnx x֏ 3و 1x x ∗، فهو إذن تابعٌ متزايدٌ تماماً على ֏−

+ℝ ّمن الواضح أن  .
(1) 0g 1u، إذن ∆زي منصف الربع الأوّل يوا AT(لأننا نعرف مسبقاً أنّ  ،= حل للمعادلة  =

1uمتزايدٌ تماماً كان الحلّ  gالمدروسة). وعليه لأنّ التابع  )هو الحلّ الوحيد للمعادلة  = ) 0g x =.  
.b   .∆هو المماس الوحيد الذي يوازي المستقيم  Aفي  Cللخط  ATأن المماس  مما سبق ستنتجن 4
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) متجانس معلمفي    ; , )O i j
� �، C  الخط البياني للتابعهو f  0المعرف على, + ∞  

  وفق:  
2 3
ln , 0

( ) 2 2
0, 0

x
x x

f x

x

     − >  =  
 =

  

.a )احسب نهاية  1 ) (0)f x f

x

اشتقاقي في  fاستنتج أن إلى الصفر؟ و  xعندما تسعى  −

0x =.  
.b limاحسب  1 ( )

x
f x

→+∞
.  

.c   ونظم جدولاً بها. fادرس تغيرات  1
1xفي النقطة التي فاصلتها  Cمماس الخط  Tليكن  2   منه، جد معادلةً لهذا المماس. =
على المجال  h. ولهذا نعرف التابع Tوالمماس  Cللخط  نهدف هنا دراسة الوضع النسبي 3

0, + ∞  
1بالعلاقة  

( ) ( )
4

h x f x x= + ). ادرس، إشارة − )h x′′  لتستنتج إشارة( )h x′ 

)ومن ثَمّ إشارة  )h x .  
  .Cفي نقاط تقاطعه مع محور الفواصل ثم ارسم  Cومماسات  Tارسم المماس  4

  
.a 0xفي حالة  1 ) المقدار، < ) (0)f x f

x

)، نرمز إليه بالرمز 0عند  fمعدل تغير  هو − )t x ،

)فيكون  ) 3 1 3
( ) ln ln

2 2 2 2

f x x
t x x x x x

x

     = = − = −        
.  

 نعلم أن
0

lim ln 0
x

x x
→

و  =
0

0lim
x

x
→

، إذن =
0

1
lim ( ) (0 0) 0

2x
t x

→
= −  عنداشتقاقي  fفالتابع  .=

0x (0)و  = 0f ′ =.  

.b 1  
2

lim
2x

x

→+∞
= 3و  ∞+

lim ln
2x

x
→+∞

  − = +∞  
lim، إذن  ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

.c 1    (0)وجدنا أن 0f ′ 0x. وفي حالة =   :لدينا، <
( ) ln (ln 1)f x x x x x x′ = − = −  

)إذن ينعدم  )f x′  0في حالةx x وفي حالة = e=.  جدول تغيرات ومنهf الآتي:  

2

0

( ) 0 0

( ) 0 /4

x e

f x

f x e

′ − +

− +∞

+∞

ց ր

  

(1)هي  Tمعادلة  2 (1)( 1)y f f x′= + 1أي  −
4

y x= −.  
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)1 نعرّف 3 ) ( )
4

h x f x x= +   فيكون −
( ) ln 1

( ) ln

h x x x x

h x x

′ = − +

′′ =
  

hإذن للتابع    جدول الاطراد الآتي ′
0 1

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

+∞

′′ − +

′ ց ր

  

)نستنتج أن  هومن ) 0h x′   جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع ، ≤

0 1

( )

( ) 0

x

h x

h x

+∞

′ + +

ր ր

  

على  Tع فوق المماس يق Cوأنّ  ،]0,1]على  Tيقع تحت المماس  Cأنّ ومن هذا الجدول نستنتج 
]1, [+∞.  

  .الرسم 4
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   186صفحة    تَدربْ 

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �
ln 2 ln 3

1
ln16

ln 32

3 1
ln ln

3 ln 52 3 ln

B e e A e e

D e e C e e
−

−

= + = +

= + = +

� �

� �

   

 
7 5

1 2

B A

D C

= =

= =

� �

� �
  

  يّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها:اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من العبارات الآتية، مب �
ln

ln( 1) ln

1/ ln

ln(2 )

1

ln( )

x x

x x

x x

A e e

B e
x

C e e

− −

−

= −

= +

= +

�

�

�

   

 

,0[ على � lnلدينا  ∞+] ln(2 ) ln2x xA e e= − = −.  
,1[ على � 1Bا لدين ∞+] =.  

,0[ على � 2لدينا  ∞+]
C

x
=.  

  حلّ المعادلات أو المتراجحات الآتية: �
2

2 2

2 3 7 3

2 1 2 4

5 1
1 2

1
ln(2 ) 3 ln( 2) 3 2

2

3 ( 1)( 4) 0

x
x x x

x

x x x

x

x x x x x

e
e e e

e

e e e
e

e e e e e

+ −

−

− − −

= = =
−

− ≥ − = =
+

≥ − − ≤

� � �

� 	 �


 � �<

   

 

� 3 1xe − 3تكافئ  = ln(1) 0x− = 3xومنه  = =.  
� 22 3 7x xe e+ 22تكافئ  = 3 7x x+ )أو  = 3)(2 1) 0x x− − 1ومنه  =

2
{3, }x ∈.  

� 5
1 2

x

x

e

e
=

−
5تكافئ  

11

xe )ومنه  = )5
11

lnx =.  

� 
1

2
2

x

x
e

e

− =
+

2تكتب   1

2x xe e
=

+
4فهي تكافئ   0xe + 0xeوهذه مستحيلة لأنّ  = أياً  <

  .xكانت قيمة 

  الحل

  الحل

  الحل
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	 ln( 2) 3xe − 32xeهذه تكافئ  = e− 3ln(2ومنه  = )x e= +.  
� ln(2 ) 3xe− 32هذه تكافئ  ≤ x ee− 32أو  ≤ xee− 32وهذه مستحيلة لأنّ  ≤ 0e− <.  
� 2 2 4x xe e− 2تُكافئ  ≥− 2 4x x− ≤ 2أو  − 6 0x x+ − ]إذن  ≥ 3,2 ]x ∈ −.  
� ( 1)( 4) 0x xe e− − 1هذه تُكافئ  > 4xe< 0أو  > ln1 2 ln2x= < <.  

 22 1 3xe − 22تكافئ  ≤ 1 ln(3)x 1ومنه  −≤ ln(3) 1 ln(3)

2 2
, ,x

+ +   
∈ −∞ − +∞   
   

∪  


4xفق إشارة اشرح لماذا تتّ  

x
e

e
)مع إشارة  − 2)xe 4ثمُّ حل المتراجحة  .−

0x

x
e

e
− <.  

 

4لأنّ  2
(1 )( 2)x x

x x
e e

e e
− = + 2والمقدار  −

1
xe

موجبٌ تماماً. وعليه تكافئ المتراجحةُ  +
4

0x

x
e

e
− 2xeالمتراجحةَ  > ln2xأو  > <.  

 
  190تَدربْ صفحة  

  .Rلآتيتين على أثبت صحة كلٍ من المساواتين ا �
1

ln( 1) ln( 1)
1 1

x
x x

x x

e
e e x

e e

−

−
= + − + =

+ +
� �   

 

1 نلاحظ أنّ  � 1
1 1

x
x

x x

e
e

e e

− +
+ = + 1إذن  =

1

x
x

x

e
e

e−
+

=
+

الطرفان موجبان وبأخذ اللوغاريتم  

)lnنجد  1) ln( 1)x xe e x−+ − + =.  

1لقد رأينا أنّ  �
1

x
x

x

e
e

e

− +
+ 1وبأخذ مقلوب الطرفين نجد  =

1 1

x

x x

e

e e−
=

+ +
.  

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �
5

2 ln 8

3 ln 4 2 ln 3

3 2 4
2 3 6

2 2

1 1 3
6 2 ln 3 2

ln

( ) ( )
( )

27 3 3 (32)

x
x x

x

e e
C B A e

e e
e e e

F E e e D
e e e e

I H G

π π

π π

+

+ +

−

−

= = =

−
= = × =

− ×

= × = =

� � �

� 	 �


 � �

  

 
2 1 5

3 2
2 1

1

1

3 128 2

e e
x

e

C B A

F e E D e

I H G

π −

= = =

= = =

= = =

� � �

� 	 �


 � �
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  الحل
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�  التابع  أثبت أنf  المعرف علىR  2وفق 2( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e− −= + −   تابعٌ ثابتٌ. −

 

)عين نجد بفكّ التربيع أو باستعمال متطابقة فرق مرب ) 4f x   .xأياً كانت قيمة  =

   حل المعادلات الآتية:  

2 2

2 2

6 0 5 4 0

7 6 0 4 2 0

x x x x

x x x x

e e e e

e e e e− −

− − = − + =

− + = − + =

� �

� �
  

  
)تكتب بالشكل  المعادلة � 1)( 4) 0x xe e− − ,ln1}إذن  = ln 4}x 0,2}أو ∋ ln2}x ∈.  
)تكتب بالشكل  المعادلة � 3)( 2) 0x xe e− + lnإذن أو = 3x 2، لأنّ = 0xe +  .xأياً كانت  <

2)2تكتب بالشكل  المعادلة � 1) 3 1 0x xe e− + + لأنّ مجموع مقادير  = وهذه المعادلة مستحيلة 
  موجبة لا ينعدم إلاّ إذا انعدمت جميعها.

)تكتب بالشكل  المعادلة � 1)( 6) 0x xe e− −− − ,0}إذن  = ln 6}x ∈ −.  
  حل المتراجحات الآتية:  �

2 2

ln 4

( 2) 2( 2) 4 0

3
2 3 0

2
4 5

3

x x x x x

x x x

x

x x x

e e e e e

e e e
e

e e e

−

− +

− +

− > − − ≤

− − ≥

+ ≤

� �

� �

� 	

<

>

    

  
) نجد أنّ المتراجحة تكافئ xeبضرب الطرفين بالمقدار الموجب  � 2)( 2) 0x xe e− + أو  ≥

2 0xe − 2لأنّ  ≥ 0xe + [دوماً. ومنه  < , ln2]x ∈ −∞.  
)2بإصلاح المتراجحة نجدها تكافئ  � 2) 0xe − ln2xومنه  < ≠.  

2تراجحة الم � 3x

x
e

e

+ 2تكافئ  ≤ 2 3xe + 2أو  ≤ ln2 3x + 1أي  ≤
2
ln 3 1x ≥ −.  

xX ووضع xeبضرب الطرفين بالمقدار الموجب  � e= الصيغة المُكافئة  لمتراجحةتأخذ ا
3 3 2 0X X− − 3ولكنّ  > 3 2X X− كثير حدود من الدرجة الثالثة، ونظرة سريعة تبيّن لنا أنّ  −

2Xكلاًّ من  1Xو = = )جذرٌ له فهو يقبل القسمة على  − 2)( 1)X X− وهذا يتيح لنا تحليله  +
3لنجد  23 2 ( 1) ( 2)X X X X− − = + )2. إذن المتراجحة المعطاة تكافئ − 1) ( 2) 0x xe e+ − < 

)2ولكنّ المقدار  1)xe 2موجب تماماً، إذن هي تُكافئ  + 0xe − ln2xأو  > <.  
	ln 4 2

3

xe +
lnتكافئ  < 6x > −.  

4المتراجحة  � 5x xe e−+ )تكافئ  ≥ 1)( 4) 0x xe e− − 0,2]ومنه  ≥ ln2]x ∈.  

  الحل
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  194تَدربْ صفحة  

21وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن  �
( ) exp

2
f x x

 = −   
.  

lim احسب � ( )
x

f x
→−∞

limو  ( )
x

f x
→+∞

  .Cالبياني  نتج معادلة كل مقارب للخط. است

  للتابع. حديّةونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة  fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي ينعدم فيها  Cللخط  dاكتب معادلةً للمماس  � )f x′.  
)اللتين ينعدم فيهما  النقطتين اتجد إحداثي � )f x′′ 1، واكتب معادلتي المماسينd 2وd .فيهما  

  .2dو 1dو dمن  بالنسبة إلى كلC  وضع الخط البياني  ادرس 	
  .Cثم ارسم  2d و 1dو  dارسم  �

  
)لمّا كان  � )21

2
lim

x
x

→+∞
− = )و ∞− )21

2
lim

x
x

→−∞
− = limو ∞− 0u

u
e

→−∞
  ا أنّ استنتجن =

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

limو    = ( ) 0
x

f x
→−∞

=  

0yمحور الفواصل الذي معادلته إذن    .fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  =
21نلاحظ أنّ  �

2( ) 2
x

f x xe
−′ = f. إذن إشارة −   ، ومنه جدول التغيرات:ℝعلى  xتعاكس إشارة  ′

0

( ) 0

( ) 0 0

x

f x

f x e

−∞ +∞

′ + −

ր ց

  

0xد ة كبرى شاملة (أومحلية) عنقيمة حديّ  fإذن يبلغ  =.  
f(0)لمّا كان  � e= (0)و 0f ′ yاستنتجنا أنّ  = e=  هي معادلة المماسd  في النقطة التي

fينعدم عندها  ′.  
21هنا  �

22( ) 2(2 1)
x

f x x e
−′′ = )إذن  − ) 0f x′′ 1يكافئ  = 1

2 2
{ , }x ∈   ونلاحظ أنّ  .−

1لمّا كان   ����

2
( ) 1f 1و =

2
( ) 2f ′ = 2استنتجنا أنّ  − 2y x=  1dهي معادلة المماس  −

1في النقطة التي فاصلتها 

2
x =. 

1ولمّا كان  ����

2
( ) 1f − 1و =

2
( ) 2f −′ 2استنتجنا أنّ  = 2y x= في  2dهي معادلة المماس  +

1لنقطة التي فاصلتها ا

2
x −=. 

)لما كان  	 )f x e≤  علىℝ  ّاستنتجنا أنC  يقع دوماً تحتd.  

  لحلا
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)ليكن  ���� )( ) ( ) 2 2g x f x x= − ). نلاحظ أنّ − ) ( )g x f x′′ gإذن إشارة ، =′′ معروفة. وكذلك  ′′

نلاحظ أنّ  
2

21
( ) 2 2

x

x
g x e

x e
′ = − ⋅ ⋅ limإذن  + ( ) 2

x
g x

→+∞
′ limو = ( ) 2

x
g x

→−∞
′ = 

limلأنّ  0
XX

X

e→∞
g تغيراتومنه جدول . =  الآتي ′

1 1

2 2

( )

( ) 2 2 2 0 2

x

g x

g x

−∞ − +

′′ + − +

′

∞

ր ց ր

  

gنلاحظ من الجدول أنّ  1ولا ينعدم إلاّ عند  ℝموجب على كامل  ′

2
x تابعٌ متزايدٌ على  g. إذن =

ℝ  ّ1ولأن

2
( ) 0g )استنتجنا أنّ  = ) 0g x 1على  >

2
, −∞  

)وأنّ   ) 0g x 1على  <

2
, +∞  

. إذن 
1لى ع 1dتحت  Cيقع 

2
, −∞  

1على  وفوقه 

2
, +∞  

.  
1على  2dيقع فوق  Cونبرهن بالمثل، أو بالاستفادة من كون التابع المدروس زوجياً، أنّ 

2
, −∞ −  

 
1على  وتحته

2
, − +∞  

.  
  بدقة: Cتتيح الدراسة السابقة رسم  �

  
  

� f وg  ن المعرّفان على التابعاهماR  1وفق
( ) ( )

2
x xf x e e−= 1و +

( ) ( )
2

x xg x e e−=  h. و−

gوفق  Rهو التابع المعرّف على 
h

f
)من  . احسب كلاًّ = )f x′ و( )g x′ وأثبت أن .

2

1
h

f
′ =.  

  
)بحساب بسيط نلاحظ أنّ  ) ( )f x g x′ )و = ) ( )g x f x′   وأخيراً   =

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

g x f x f x g x f x g x
f x

f x f x

′ ′− −
′ = =  

2ولكن  2( ) ( ) 1f x g x− إذن  )190صفحة  �(تدرب  xأياً كانت  =
2

1
h

f
′ =.  

x

y

d

1d 2d

1

1

O

  الحل
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   199تَدربْ صفحة  

�  من التابعين  ادرس نهاية كلf  وg عند حدود مجموعة تعريفه.  
1

( ) ( ) ln
1

x
x

x

e
g x f x x e

e

−
= = −

+
� �   

  
)التابع  � ) ln xx f x x e= ,0[معرّف على  ֏− [+∞ .  
  خارج قوسين فنكتب xeلدينا حالة عدم تعيين نزيلها بإخراج  ∞+عند  ����

ln
( ) 1 1

ln
x

x x

x

xx

x
e

e e

x
f x e

     = − = ⋅ −        
  

limالآن لدينا  0
xx

x

e→∞
lnو =

lim 0
x

x

x→∞
limو= x

x
e

→∞
= limإذن  ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= −∞.  

0عند الصفر الأمر سهل لأنّ  ����

0
lim 1x

x
e e

→
= و =

0
lim ln
x

x
→

= إذن  ∞−
0

lim ( )
x

f x
→

= −∞.  

1التابع  �
( )

1

x

x

e
x g x

e

−
=

+
  . ℝمعرّف على  ֏

limلدينا  ∞−عند  ���� 0x

x
e

→−∞
limإذن  = ( 1)

x
g x

∞→−
= −. 

limا ، لدين∞+عند  ���� x

x
e

→+∞
= 1و  ∞+

lim 1
1X

X

X→+∞

−
=

+
1إذن نستنتج أنّ 

1
lim

1

x

xx

e

e∞→

−
=

+
.  

)وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  � ) (3 ) xf x x e= −.  

  .fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

)التابع  �  ) (3 ) xx f x x e=   .ℝمعرّف على  ֏−
limدينا ول ���� ( )

x
f x

→+∞
= )3، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ∞− ) Xf x e Xe= حيث  −

3X x= lim. ولكن − ( 3)
x

x
→−∞

− = limوكذلك فإنّ  ∞− 0X

x
Xe

→−∞
إذن  =

lim ( ) 0
x

f x
→−∞

0yاصل الذي معادلته . نستنتج أن محور الفو = في  Cمستقيم مقارب للخط  =

 .∞−جوار 

)نلاحظ أنّ  ���� ) (2 ) xf x x e′ =  : f، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات الآتي للتابع −

2

2

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x e

− +∞

′ + −

−

∞

∞ր ց

  

  الحل

  الحل
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)نلاحظ أنّ  � ) (1 ) xf x x e′′ = 1x، وهو ينعدم فقط عند − (1). ولدينا = 2f e= (1)وf e′ إذن  =
1xفي النقطة  Cالذي يمس  dمعادلة المماس  )هي   = 1)y e x= +.  

 C. مع أنّه غير مطلوب في صيغة السؤال، قد يرغب المرء بدراسة الوضع النسبي للخط البياني ملاحظة
  ، فنضعdالمماس و 

( ) ( ) ( 1) 3 ( )x xh x f x e x e e x e e= − + = − − +  
في صيغة المشتق،  xxe. وخاصّة أنّ اشتقاقه يُبقي على الحد hمن غير الواضح كيف نعين إشارة 
)وهي  xيمكننا إذن أن نفكّر بإخراج أمثال  )xe e+ قوسين وبخاصة أنّ هذا المقدار موجب ولا  خارج

)فنكتب إذن  hيؤثر في تعيين إشارة  ) ( ) ( )xh x e e g x=   وقد عرّفنا +
3

( )
x

x

e e
g x x

e e

−
= −

+
  

: وهنا نحسب
2

2 2

4 ( )
( ) 1

( ) ( )

x x

x x

e e e e
g x

e e e e

⋅ −
′ = − = −

+ +
gفنستنتج أنّ   ولا ينعدم إلا  ℝسالب على  ′

1xعند  (1). ولكن ℝعلى  متناقصٌ تماماً  g. إذن التابع = 0g هذه نتيجة معروفة بالنسبة إلينا ( =
)فلا بد للفرق أن ينعدم عند  ،1يمثّل الفرق بين التابع والمماس في النقطة التي فاصلتها  hلأنّ  1x =.  

  
)إذن  ) 0g x [على  < )، و∞−]1, ) 0g x ,1[على  > . وعليه يقع ∞+]
C  فوق المماسd  على المجال] ,1[، ويقع تحته على ∞−]1, [+∞.  
  
  مبين في الشكل المجاور. الرسم�

  

  

�  عند  ةالآتي وابعمن الت جد نهاية كلa:   
1

3
3

1

2

1/

2
( ) , ( ) (2 ) , 1

1

1
( ) 2 , ( ) , 0

2
1

( ) 3, ( ) ,
1

( ) 2 1 ( ) ln( 2)

1
( ) ( ) (

, ,

,

1) 0,0,

x

x

x
x

x
x x

x x

x x

x
f x a f x x a

x

e
f x xe a f x a

x
e

f x e e a f x a
x

f x x e a f x e a

f x e a f x e a
x

+

−

−

−

∞

∞

∞ −∞ ∞ −∞

−∞ ∞ −∞

 − = = + = − =  + 

−
= = + = =

−
= − + = + = = +

−
= − + = = + = +

∞ −= = + = − =∞

� �

� �

� 	

� �

� ,+∞ 


  

x

y

1

3

2 3

C

d
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)نضع  � ) 1u x x=   ونحسب −

l
l

n
(

)
)

(1
3n f x

u

u
= −

−

−
  

 ولكن لدينا
1

lim ( ) 0
x

u x
→

و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

−
=

−
. إذن 

1
lim ln ( ) 3
x

f x
→

= وأخيراً  −
1

3lim ( )
x

f ex
→

−=.  

3نضع  �
( )

1
u x

x
=

+
  ونحسب 

ln
ln

(1
( )

)u
f x

u

−
−

−
=  

limولدينا  ( ) 0
x

u x
→+∞

و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

−
=

−
lim. إذن  ln ( ) 1

x
f x

→+∞
= 1lim ومنه− ( )

x
f ex

→+∞

−=.  

� 
0

1

2
lim ( )
x

f x
→

=.  
� 0lim ( )

x
f x

→+∞
=  

0limواضح أنّ  	 ( )
x

f x
∞→−

  فنكتب  ∞+، أمّا عند =
1 1

( )
1 1

xe
f x e

x x

−

= ⋅ −
− −

  

limلنستنتج أنّ   ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

3lim هنا � ( )
x

f x
∞→−

  فنكتب ∞+أمّا عند  وضوحاً. =

( ) ( 1) 3x xf x e e= − +  
limلنستنتج أنّ   ( )

x
f x

→+∞
= +∞ .  

limهنا  � ( 2 2)x

x
e

→−∞
+ limو  = ( 2)x

x
e

∞→+
+ =   إذن  ∞+

lim ( ) ln(2)
x

f x
→−∞

limو    = ( )
x

f x
+∞→

= +∞.  

)نكتب  � ) (2 1)x x xf x e xe e−= ⋅ − limنّ ألنستنتج  + ( )
x

f x
∞→−

= +∞.  


 
0

im ( ) 1l
x

f x
→

limو   = ( )
x

f x
→∞

= +∞.  

� 1/( ) xf x e= .lim ( ) 1
x

f x
→+∞

limو = ( ) 1
x

f x
→−∞

و =
0

lim ( )
x

f x
+→

= و ∞+
0

lim ( ) 0
x

f x
−→

=.  

  الحل
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  203تَدربْ صفحة  

 كتابة كل من العددينبسّط   �
1

ln 33A
−

و  =
1

ln 42B =.  

   
1A e−=  وB e=.  

  حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة:  �
2 1 1

2

3 4 3 4 7 3

2 1 1
5 5 4

3 32 1

x x x x x

xx
x x

x

+ −

−

= =

    +

� � �

� 	 �

>

< < >

  

   
ln 72 ln 2 2 ln 2

ln 3 ln 3 4 ln 2 ln 7 ln 3
2 ln 2
ln 3

1 0

x x x

x x x
− −

= =

< − >

� � �

� 	 �

>

< −
  

  :المعطاةات راجحوالمت تحل كلاً من المعادلافيما يأتي  �
� 14 2 3 0x x++ − 14، و= 2 3 0x x++ − ≤.  
� 12 10 2 12 0x x+ − × + 12، و= 10 2 12 0x x+ − × + ≥.  
� 13 2 3 7x x+ −+ × 13 و، = 2 3 7x x+ −+ × ≥.  

   
2xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  = 2 3 0X X+ − )أو  = 3)( 1) 0X X+ − ، ولكنّ العدد =
2xX 1Xطاة موجبٌ إذن تكافئ المعادلة المع = 0xأو  = = .  

)أمّا المتراجحة  3)( 1) 0X X+ − 1Xفتكافئ  ≥ 2أي  ≥ 1x ,أو  ≥ ]] 0x ∈ −∞.  
2xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  = 10 12 0X X− + 3أو  =

2
X ، إذن تكافئ المعادلة المعطاة =

ln 3
ln 2

1x = 3. أمّا المتراجحة فتصبح −
2

X lnأي  ≥ 3
ln 2

1x ≤ −.  

3xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  =
3 7X

X
+ 1أو  =

3
{2, }X ، إذن تكافئ المعادلة المعطاة ∋

{ }ln 2
ln 3

, 1x ∈ 23. أمّا المتراجحة فتصبح − 7 2 0X X− + )لأنّ ( ≤ 3 0xX = ، ومنه <
ln 2
ln 3

] , 1] [ , [x ∈ −∞ − +∞∪.  

2وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  2( ) 2x xf x −=.  

  .fرس تغيرات اد �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

  الحل

  الحل

  الحل
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ln)2، وله الصيغة المُكافئة ℝمعرّف على  التابع � 2)( 2 )( ) x xf x e   . ولأنّ =−

2lim ( 2 )
x

x x
→+∞

− = 2limو  ∞+ ( 2 )
x

x x
→−∞

− = +∞  

limاستنتجنا أنّ  ( )
x

f x
→+∞

= limو  ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= +∞ .  

ln)2علاوة على ذلك لدينا  2)( 2 )( ) (2 ln2)( 1) x xf x x e −′ =   ومنه  −

1
2

1

( ) 0

( )

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր

  

يمة محلية صغرى النقطة التي ينعدم عندها المشتق الأوّل تمثّل ق �
1، فالمماس عندها أفقي ومعادلته fللتابع 

2
y =.  

يوحي لنا الرسم الأوّلي وكأنّ الخط البياني يقبل المستقيم  رسم.لا �
1xالذي معادلته  ننا التيقن من ذلك بملاحظة محور تناظر. ويمك =

(1 ) (1 )f h f h− =   .hأيّاً كانت قيمة   +
  

  جد التابع المشتق لكلٍ من التوابع الآتية: �
2ln( ) ( ) 3 ( )x x xf x f x f x xπ= = =� � �.  

   
2n 1l( ) (ln ) ( ) (2 ln 3) 3 ( ) (1 ln )x xf x x f x x f x x xππ −′ ′ ′= = = +� � �.  

  

  جملة المعادلتين:  Rحل في   �
3 3 9

3

(1)

3 ( )3 24

x y

x y

× =

+ =
  

   
3xaبوضع  3ybو = 2هما جذرا المعادلة  bو aنستنتج أنّ  = 4 3 9 0T T− + إذن  =

{ }( , ) ( 3,3 3),(3 3, 3)a b ∈  
}ومنه  }1 3 3 1

2 2 2 2
( , ) ( , ),( , )x y ∈.  

�   0إذا علمت أنa 0bو  < >  فهل صحيح أن ،ln lnb aa b= ؟  

   
ln)هذا صحيح لأنّ كلا المقدارين يساوي  )(ln )a be.  

  الحل

  الحل

  الحل

  لحلا

x

y

O 1

1

C

d
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)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) 2 xf x x −=   وارسم خطه البياني. fات تغير  ادرس .⋅

   
ln)، وله الصيغة المُكافئة ℝمعرّف على  التابع 2)( ) xf x x e−= limلديناو . ⋅ ( )

x
f x

→−∞
= −∞ 

limو ( ) 0
x

f x
→+∞

limلأنّ  = 0X

x
Xe−

→+∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

  .∞+جوار 
)علاوة على ذلك لدينا  ) (1 (ln2) )2 xf x x −′ =   ومنه  −

1
ln2

1
ln2

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

− +∞

′ + −

−

∞

∞ ր ց

  

ر بالمبدأ حيث هو يمو وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب، 
  .مماسه هو منصف الربع الأوّل

  الرسم مبين جانباً.
)2وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   � ) 4 2x xf x += −.  

  ونظم جدولاً بها. fات ادرس تغير  �
  .Cارسم  �

   
  ، وله الصيغة المُكافئةℝمعرّف على  التابع

(2 ln2) (ln2)( ) 2 (2 4) 4x x x xf x e e= − = − ⋅.  
limلدينا ( ) 0

x
f x

→−∞
0yفمحور الفواصل الذي معادلته  = . وكذلك ∞−مستقيم مقارب في جوار  =

limلأنّ  2x

x→+∞
= limاستنتجنا أنّ ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

)علاوة على ذلك لدينا  ) 2(ln2) 2 (2 2)x xf x′ = ⋅ 1xوهو ينعدم فقط عند  − . ومنه جدول التغيرات =
  :الآتي

1

( ) 0

( ) 0 4

x

f x

f x

−

−

∞− +∞

′ − +

− +∞ց ր

  

  
يقطع محور الفواصل وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب، وهو 

2x في النقطة التي فاصلتها =.  
  

  الحل

  الحل

x

y

O
1 2

C

x

y

O 1

4−

3−

2

C
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)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) (1 ) 2xf x x= −   .وارسم خطه البياني fات ادرس تغير  .×

   
)(ln2)الصيغة المُكافئة ، وله ℝمعرّف على  التابع ) (1 ) xf x x e= − lim. ولدينا ⋅ ( )

x
f x

→+∞
= −∞ 

limو ( ) 0
x

f x
→−∞

limلأنّ  = 0X

x
Xe

→−∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

)لى ذلك لدينا علاوة ع .∞−جوار  ) (ln2 1 (ln2) )2xf x x′ = −   ومنه  −
1

ln 2

2
ln 2

1

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

− − +∞

′ + −

−

∞

∞ր ց

  

بالنقطة ، وهو يمر جانباً  وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب
2المستقيم الذي معادلته حيث مماسه هو  (1,0) 2y x= −.  

 
  205205205205    تَدربْ صفحة

  : حلّ المعادلات التفاضلية الآتية �
2 0 3

2 3 0 3 5

y y y y

y y y y

′ ′+ = =

′ ′+ = =

� �

� �
  

   
3 5
2 3 2 3x x x xy ke y ke y ke y ke

− −= = = =� � � �  
  في كلّ حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى:  �

� 2y y′ (0)يحقق الشرط  fوالحل ، = 1f =.  

� 5 0y y′ + )للحل يمر بالنقطة  Cوالخط البياني  ،= 2,1)A −.  

� 2 0y y′ + 1من الخط البياني للحل يساوي  −2وميل المماس في النقطة التي فاصلتها ، =

2
.  

   
2( 2) 5( 2) 21

( ) ( ) ( )
4

x x xf x e f x e f x e− + − += − = =� � �  

  حلّ المعادلات التفاضلية الآتية:  �
3 2 2 1

2 3 1 0 2 1

y y y y

y y y y

′ ′+ = = +

′ ′+ − = = −

� �

� �
  

   
2 /3 /2 /3 21 1

2 2
1 2x x x xy ke y ke y ke y ke− −= + = + = + = − +� � � �

  الحل

  الحل

  الحل

  الحل

x

y

O 1

C

1

1−
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  eإحاطة العدد النيبري   

  .باستعمال متتاليات، ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات eنهتمّ في هذا النشاط بإحاطة العدد النيبري 
  eإحاطة العدد   �

[التابع المعرّف على  fليكن  [1,− )بالصيغة  ∞+ ) ln(1 )f x x x= + −.  
ln(1، واستنتج أنّ fادرس تغيرات التابع  � ) xx+ 1xفي حالة  ≥ > −.  
  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  nليكن  2

.a 1تحقّق أنّ  �

n
1، وأنّ ]0,1[عنصر من  

1 n

−

+
[عنصر من   1, 0[−.  

.b   استنتج أنّ  �بالاستفادة من نتيجة  �

���� 
1 1

ln 1
n n

  +  
≤

 
1ومن ثَمّ  

1

n

e
n

  +   
≤


. 

���� 
1

ln
1 1

n

n n

   
≤ −

+ + 
1ومن ثَمّ   1

ln 1
1n n

  + ≥  + 
، وأخيراً 

1
1

1

n

e
n

+  +   
 . إذن≤

1

( )
1 1

1 1

n n

e
n n

+     + +      
≤ ≤

  
∗  

  وفق [0,1]التابعين المعرّفين على  hو gوليكن  .عدداً طبيعياً موجباً تماماً  nليكن  3
2

1

( ) 1
1! 2! !

( ) ( )
( !)

n
x

n
x

x x x
g x e

n

x
h x g x e

n n

−

+
−

  = + + + +   

= +

⋯

  

.a 1، واستنتج أنّ [0,1]على  hو gادرس اطراد كل من التابعين  � (1) 1)(h g≥ ≥.  
.b   استنتج أنّ  �

1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! ! 1! 2! ! ( )
( )

!n n n n
e+ + + + + + + + +

⋅
≤∗∗ ≤⋯ ⋯  

  تطبيق   �

)1المتتاليتين  لنتأمّل )n nu )1و ≤ )n nv 1الآتيتين:  ≤
1

n

nu
n

 = +   
1و  1 1

1
1! 2! !nv

n
= + + + +⋯.   

3أثبت أنّ  �
0 n

n

u
e u

n n
≤ − ≤ )بالاعتماد على  ≥ )∗.  

)استنتج من  2 1أنّ  ∗∗(
0

( !)ne v
n n

≤ − ≤.  المتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد  أيe؟  

 1111 نشاط 
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  هذا سؤال تقليدي، ومررنا به سابقاً، نترك تفاصيله إلى القارئ. � �
1باختيار  2

n
x ln(1في المتراجحة  = ) xx+ 1أنّ نستنتج  ≥ 1ln(1 )

n n
1أي  +≥ 1ln( 1 )( )n

n
≤+ 

)ومنه  )11
n

n
e+ 1. ثمُّ باختيار ≥

1n
x −

+
)في المتراجحة نفسها نجد  = )1

1
1

1
ln 1

n n+ +
≤ وهذا  −−

يُكافئ 
1

1
1

ln( )
n n

n

+ +
≤ )أو − ) ( )1

1
1

1
ln ln nn

nn n

+

++
=≤ )أي  − )

1
11 ln 1

n

n

+
ومن ثَمّ  ≥+

( )
1

11
n

n
e

+
) فنكون قد أثبتنا صحة. ≥+ )∗.  

  نلاحظ أولاً أنّ  3

  
)إذن  )g x′  فالتابع  [0,1]سالب على المجالg  [0,1]متناقصٌ على المجال .  

من ناحية أخرى، لأنّ 
1

( ) ( )
( !)

n
x x

h x g x e
n n

+
−=   استنتجنا أنّ  +

( )

1

1

( 1)
( ) ( )

( !) ( !)

( 1)

! ( !) ( !)

1 (1 )
( !) ( !)

n n
x x

n n n
x x x

n x n x

x n x
h x g x e e

n n n n

x x n x
e e e

n n n n n

x e x e
n x n x

n n n n

+
− −

+
− − −

− −

+
′ ′= − +

+
= − − +

= − − + + = −

  

)إذن  )h x′  فالتابع  [0,1]موجبٌ على المجالh  إذن .[0,1]متزايدٌ على المجال  
(1) (0) 1 (0) (1)g gh h≥ = ≥=  

)وتنتج المتراجحة  (1)من  ∗∗( 1 (1)h g≥   .eبضرب الطرفين بالعدد  ≤

)نستنتج من  � � )أنّ  ∗( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 11 10 1
n n n

nn n n nn n
e u u

+
≤ − ≤ + − + = + . وتنتج =

3nuالمتراجحة المطلوبة من ملاحظة أنّ  e≤ )أو أنّ  > )
6

1
5

1 3nu e≤ ≤ + <.  

لثلاثة أرقام بعد الفاصلة أي بخطأ  eفإذا أردنا حساب ؛ ولكن النتيجة مهمة، هذه مجرد عملية طرح 2
لنحصل على المطلوب. إذن  6vسب ، في حين يكفي أن نح3000uعلينا حساب  −310أصغر تماماً من 

)1المتتالية  )n nv )1أسرع تقارباً من  ≤ )n nu   .eنحو العدد  ≤
  

2 3 2

2 1 2 1

( ) 1 1
1! 2! 3! ! 1! 2! !

1 1
1! 2! ( 1)! 1! 2! ( 1)! !

!

n n
x x

n n n
x x

n
x

x x x x x x x
g x e e

n n

x x x x x x x
e e

n n n

x
e

n

− −

− −
− −

−

′     ′  = + + + + − + + + +        
      = + + + − + + + + +     − −   

= −

⋯⋯ ⋯

⋯ ⋯
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            ��	
�� 
	����  
  المشار إليها.  Iعلى المجموعة  fالتابع المشتق للتابع في كلٍ من الحالات الآتية، احسب  

2

2

1/

ln

2

]0, ( ) ln , ( ) ( 2 )

1
\{0} ( ) , ( ) ( 1)

1
\{0}, ( ) , ( )

1

]0, ( ) , ( ) ln(1 )

, ( ) ln

[,

[,

( 1) , ( ) (sin cos )

x x

x x

x
x

x

x x x

x x x

I f x e x I f x x x e

I f x e I f x x x e
x

e
I f x xe I f x

e

I f x e I f x e

I f x e e I f x x x e

−

−

−

= + = = = −

= = = = − +

−
= = = =

+

= + = = = +

= = − + = =

∞

∞

+

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

ℝ ℝ

� �


 �

� �

� �

� �

   

   

( )

2

2

2

3
1/

2

2

2

( ) ( )
1

ln 2)(

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
( ) ( )

1

1
( 3 2)

1 ( 2)

1

(ln 1)
1

2 cos

x x

x x

x x
x

x

x
x

x

x
x

x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

e

e x x e
x

x
e x x e

x

x e e
e

x
e

e
x x

e

e x
e

f x f x
e e

−

−

 ′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

−
′ ′=

− −  

−
− −

=
−

+

+

+

− + +

+

+

� �


 �

� �

� �

� �

 

 C ط البياني لتابعٍ هو الخf  معرفٍ علىR وفق( ) ( ) xf x ax b e−= عددان  bو aحيث  ،+
  اعتماداً على ما تجد في الشكل: . حقيقيان

  .bو aيمة كلٍ من احسب ق �
)احسب  � )f x′ي النقطة ت، واستنتج إحداثيA للقيمة  الموافقة

  .fالكبرى للتابع 
  .∞+في جوار  Cأثبت أن محور الفواصل مقارب للخط  3
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)من الشكل نلاحظ أنّ  � 2) 0f − (0)و = 2f 1a. ومنه = 2bو = =.  
)دينا ل � ) ( 2) xf x x e−= )ومنه  + ) ( 1) xf x x e−′ = − . والتابع يبلغ قيمة حدية كبرى عند +
1x = )تساوي  − 1)f e− =.  
limلأنّ هذا واضحٌ  3 0x

x
e−

→+∞
limو = 0x

x
xe−

→+∞
lim يقتضي = ( ) 0

x
f x

→+∞
=.  

  رسم الخط البياني لكلٍ من التوابع الآتية:. ثمُّ استنتج expللتابع الأسي  Cارسم الخط البياني   
: |1 | : 1 : 2x x xh x e g x e f x e− − −֏ ֏ ֏� � �   

   

  
  

1وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن    
( )

1 x
f x

e
=

+
.  

   ؟عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه fما نهاية  �
  .Cوارسم  fادرس تغيرات  �

3g  هو التابع المعرف علىR  1وفق
( )

1 x
g x

e−
=

+
 أثبت أن .( ) ( )g x f x= ، ثم استنتج −

  . Cانطلاقاً من  gرسم الخط البياني للتابع 
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  3 

x

x

x

x

y

y

y

y

O

O

O

O

1

1

1

1

expC fC

gC

hC

1

1−

1−

1
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limلمّا كان  � x

x
e

→+∞
= limو ∞+ 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 0

x
f x

→+∞
limو = ( ) 1

x
f x

→−∞
=.  

0yيقبل محور الفواصل الذي معادلته  Cتج مما سبق أنّ نستن � ،  ∞+مستقيماً مقارباً في جوار  =
1yوالمستقيم الذي معادلته  وعلاوة على ذلك التابع الأسي متزايدٌ  .∞−مستقيماً مقارباً في جوار  =

1والتابع  ℝ+تماماً ويأخذ قيمه في 

1
x

x+
تابعٌ متناقصٌ تماماً  fإذن  ℝ+متناقصٌ تماماً على  ֏

  ، ومنه جدول التغيرات الآتي:ℝعلى 

( ) 1 0

x

f x

− +∞∞

ց
  

)واضحٌ أنّ  3 ) ( )g x f x= اتيب. بالنسبة إلى محور التر  fCهو نظير  gCإذن  xأياً كانت قيمة  −
   .أدناهومنه الرسم البياني المبين 

  
  

، dمائلاً  يقبل مُقارباً  Rعلى المعطى  f للتابع Cفي الحالات الآتية بيّن أنّ الخطّ البياني   
  .dعيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 

2( ) 2 ( ) 1 4 ( ) 1x x xf x x xe f x x e f x x e− −= + + = + + = − +� � �  

   
)2نلاحظ أنّ  � ) ( ) ( 1) xg x f x x e−= − − limيحقّق  = ( ) 0

x
g x

→+∞
الذي   d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

)نلاحظ أنّ  2 ) ( ) ( 1) 4 xg x f x x e−= − + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
→+∞

الذي  d. إذن المستقيم =

1yادلته مع x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0g x   .dع دوماً فوق يق C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

)نلاحظ أنّ  3 ) ( ) ( 2) xg x f x x xe= − + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
→−∞

الذي  d. إذن المستقيم =

2yمعادلته  x=  إشارة . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( )g x  تماثل إشارةx ّاستنتجنا أن ،C  يقع فوقd  0[على, [، ويقع تحته على ∞+] , 0[−∞.  

x

y

O 1

1

fCgC
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)بالصيغة  Rعلى المعطى  f للتابع Cبيّن أنّ الخطّ البياني   ) ln(3 )xf x e= يقبل خطين  +
  يُطلب تعيينهما. أحدهما أفقي والآخر مائلربين مقا

   
limلمّا كان  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(3)

x
f x

→−∞
ln(3)y، فالمستقيم الذي معادلته = =  

  .∞−في جوار  fمستقيم مقارب أفقي للخط البياني للتابع 
)lnنتوقّع أن يكون  مّ ث ومن xeصغيراً جداً أمام  3، فيكون العدد ∞+أمّا في جوار  3)xe قريباً من  +
ln( )xe x= وللتأكد من صحة توقعنا نتأمّل الفرق ،( ) ( )g x f x x=   فنلاحظ أنّ  −

( )

( ) ln( 3) ln( 3) ln( )

3
ln ln 1 3

x x x

x
x

x

g x e x e e

e
e

e

−

= + − = + −

 +  = = +   

  

limولمّا كان  0x

x
e

∞

−

→+
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
g x

→ ∞+
= ، إذن المستقيم الذي معادلته =

y x= مقارب مائل للخط البياني للتابع  مستقيمf  في جوار+∞.  

2وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  3
( )

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
.  

2yالذي معادلته  1dلماذا المستقيمان  � 3yالذي معادلته  2dو = =   ؟Cمقاربان للخط  −
  ونظم جدولاً بها. f ادرس تغيرات �
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  3

  .Cو Tو  2dو  1dم ارسم في معلم متجانس Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  

   
limنعلم أنّ  � x

x
e

→+∞
= 2و∞+ 3

lim 2
1X

X

X→+∞

−
=

+
، اعتماداً على خاصة نهاية تابع مركّب نستنتج 

limأنّ  ( ) 2
x

f x
→+∞

2yالذي معادلته  1dالمستقيم ف، = في  Cالبياني للتابع  مستقيم مقارب للخط =

limوكذلك لأنّ  .∞+جوار  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 3

x
f x

→−∞
= الذي معادلته  2d، فالمستقيم −

3y =   .∞−في جوار  Cخط البياني للتابع مستقيم مقارب لل −

نلاحظ بسهولة أنّ  �
2

5
( )

( 1)

x

x

e
f x

e
′ =

+
ومنه . ℝدٌ تماماً على يمتزا fوهو موجب دوماً، فالتابع  

  جدول التغيرات الآتي:

( ) 3 2

x

f x

− +∞

−

∞

ր
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1مع محور التراتيب في النقطة  Cيتقاطع  3
2

(0, 5وميل المماس عندها  ،−(
4

(0)f ′ إذن معادلة  =
1في نقطة التقاطع مع محور التراتيب هي  Tالمماس  5

2 4
y x= − +.  


)لنتأمّل الفرق   )1 5
2 4

( ) ( )g x f x x= − −   فنلاحظ أنّ  +
5 1

( )
2 21

x

x

e x
g x

e

 −  = −   + 
  

  ومنه
2

2

5 2 1 5 1
( )

2 2 4( 1) 1

x x

x x

e e
g x

e e

   −  ′  = − = −     + +   
  

gإذن  متناقص تماماً عليها. ولكن  g، والتابع ℝى سالب عل ′
(0) 0g ). إذن = ) 0g x [على  < , )و ∞−]0 ) 0g x على  >
]0, [على  Tيكون فوق المماس  Cبياني . فالخط ال∞+] , 0[−∞ 

,0[على  وتحته [+∞ .  

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن   ) ( 1) xf x x e= ادرس نهايات التابع  .−
f  عند أطراف مجموعة تعريفه، وادرس تغيراتf  م جدولاً بها، ثمُّ ارسمونظC.  

   
limولدينا  ���� ( )

x
f x

→+∞
= )، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ∞+ ) Xf x eX e=  حيث

1X x= lim. ولكن − ( 1)
x

x
→−∞

− = limوكذلك  ∞− 0X

x
Xe

→−∞
limإذن  = ( ) 0

x
f x

→−∞
= .

0yستنتج أن محور الفواصل الذي معادلته ن  .∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  =

)نلاحظ أنّ  ���� ) xf x xe′ ، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات =
 : fالآتي للتابع 

0

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

− +∞

′

∞

− +

− +∞ց ր

  

  المبين جانباً. fللتابع  Cومنه الخط البياني 

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن   ) xf x e x= −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
yالذي معادلته  dالمستقيم بيّن أنّ  � x=   ؟ Cمقارب للخط  −
  .Cو d ارسم ثمونظم جدولاً بها،  fادرس تغيرات 3
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limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limأنّ  استنتجنا = x

x
e

∞→−
= )، وكذلك لأنّ ∞+ ) (1 )x xf x e xe−= − 

limو 0x

x
xe

∞

−

→+
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→+
= +∞.  

)بوضع  � ) ( ) xg x f x x e= + limحظ أنّ نلا = ( ) 0
x

g x
→−∞

الذي معادلته  d. إذن المستقيم =

y x= ). وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  − ) 0g x أياً كانت  <
x ّاستنتجنا أن ،C  يقع دوماً فوقd.  
)نلاحظ أنّ  3 ) 1xf x e′ = 0xوهو ينعدم فقط عند  − ، وهذا =

 : fة جدول التغيرات الآتي للتابع يتيح لنا كتاب

0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր

  

  المبين جانباً. fللتابع  Cومنه الخط البياني 

4وفق  Rالمعرف على  f ي للتابعالبيانالخط  Cليكن  
( ) 1

1x
f x x

e
= − +

+
.  

  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار   Cمقارب مائل للخط  −
dأثبت أن المستقيم  3 3yالذي معادلته  ′ x=   .∞−في جوار   Cمقارب مائل للخط  +

  .ونظم جدولاً بها f ادرس تغيرات 
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cي للخط البيان Tاكتب معادلة المماس  �
dو  dثمُ ارسم في معلم متجانس  .Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  �   .Cو Tو ′

   
limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→−
= lim، وكذلك نجد ∞− ( )

x
f x

∞→+
= +∞.  

4بوضع  �
( ) ( ) ( 1)

1x
g x f x x

e
= − − =

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
g x

→+∞
الذي  d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= ى ذلك، لأنّ . وعلاوة عل∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

4بوضع  3
( ) ( ) ( 3)

1

x

x

e
h x f x x

e
= − + = −

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
h x

∞→−
d. إذن المستقيم = ′ 

3yالذي معادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0h x dيقع دوماً تحت  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  > ′.  
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نلاحظ أنّ  
2

2 2

( 1)
( ) 1 4

( 1) ( 1)

x x

x x

e e
f x

e e

−
′ = − =

+ +
0xوهو ينعدم فقط عند   دون أن يغير  ،=

 : fجدول التغيرات الآتي للتابع  وهذا يتيح لنا كتابة إشارته الموجبة.

( )

( )

x

f x

f x

− +∞

′ +

∞

−∞ +∞ր

  

(0)واضحٌ أنّ  � 1f (0)و = 0f ′ في نقطة تقاطعه مع  Cللخط البياني  T. إذن معادلة المماس =
1yمحور التراتيب هي  = .  

(0)متزايدٌ تماماً ويحقق  fالتابع  � 1f )، إذن = ) 1f x 0xفي حالة  > )و > ) 1f x في حالة  <
0x [على  Tيقع تحت  C. وهذا يبرهن أنّ < , ,0[وفوقه على  ∞−]0   ومنه الرسم المبين. ،∞+]
  
  

  
  
  

)وفق  Rف على التابع المعرّ  fليكن   ) 2 2xf x e x= − −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
  بها. جدولاً ونظم  f ادرس تغيرات �
)أن للمعادلة  �استنتج من  3 ) 0f x   جذرين، أحدهما يساوي الصفر.  =

)الآخر للمعادلة  نرمز إلى الجذر  ) 0f x 2. أثبت أنα  بالرمز = α− << −1.  
) إشارةادرس  � )f x تبعاً لقيم x.  

   
limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→−
= lim. وكذلك لأنّ ∞+ 0x

x
xe

∞

−

→+
= 

)استنتجنا من المساواة  ) (2 ) 2x xf x e xe−= − limأنّ  − ( )
x

f x
∞→+

= +∞.  
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)نلاحظ أنّ  � ) 2 1xf x e′ = ln2xوهو ينعدم فقط عند  − = وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات  ،−
 :fالآتي للتابع 

ln2

( ) 0

( ) 1 ln2

x

f x

f x

− − +∞

′ − +

+ + +∞ −

∞

∞ց ր

.  

,اقص تماماً على نستنتج من جدول التغيرات أنّ التابع متن 3 n2[] l∞ ويغير إشارته على هذا  −−
,ينتمي إلى  αالمجال فيوجد جذر وحيد  n2[] l∞ )للمعادلة  −− ) 0f x  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =

ln2على متزايدٌ تماماً  [] ,− ينتمي إلى  βويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ∞+
ln2 [] ,− )للمعادلة  ∞+ ) 0f x (0). وأخيراً لمّا كان = 0f 0βاستنتجنا أنّ  = =.  


)1 نلاحظ أنّ   1) 2 1 0f e−− = − )2و  > 2) 2 0f e−− = > ،
2إذن  1α− < < −.  
، فهو يحافظ على αو 0تابعٌ مستمرٌ ينعدم فقط عند  fتابع ال �

}\إشارة ثابتة على كل مجال من  ,0}αℝ وتحديداً لدينا ،  
0

( ) 0 0

x

f x

α− +∞

+ +∞ −

∞

+ +∞
  

  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� 
	�	�  

بالترتيب. أَيقبل هذان  lnوغاريتمي لوال expالخطان البيانيان للتابعين الأسي  LC و EC ليكن
  الخطان مماسات مشتركة ؟

   نحو الحلّ   ��

لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم  ثم LC و ECلنرسم الخطين    �
  مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟

)في النقطة  ECيمس  ETلنتأمّل مماساً    � , )aA a e ًومماسا ،LT  يمسLC  في النقطة( , ln )B b b ،
0b  ETالتي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمان  bو a. ثم لنبحث عن الشروط على <

  .LTو
0xاكتب بالصيغة  .1 yα β γ+ +   .LT وأخرى للمستقيم ETمعادلةً للمستقيم  =
  أثبت إذن أن العبارتين الآتيتين متكافئتان: .2

ab  �منطبقان        LTو  ETالمستقيمان  � e−=  1و

1
a a

e
a

− −
=

+
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1ق يحقّ  aيبقى علينا معرفة إن كان ثمة عدد حقيقي    �

1
a a

e
a

− −
=

+
هذه المعادلة جبرياً. . لا تُحل 

}\على  معرفال f تابعهذا يدفعنا للتفكير بدراسة ال 1}−R 1وفق  �
( )

1
x x

f x e
x

− −
= −

+
.  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  .1

)استنتج أن للمعادلة  .2 ) 0f x  .2aو 1a ين فقطحلّ  =

 أثبت أنّ  .3

1
( ) ( ) 0

1
xx

f x e f x
x

+
− + ⋅ =

−
,1}في حالة   1}x ∉ −  

1ثمُّ بين أنّ  2a a= −.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

   
  .هذه محاولة مطلوبة من القارئ، الهدف منها إعطاء فكرة عمّا نريد البحث عنه �
)هي  ETمعادلة  1. � )a ay e e x a= + 1)أو − ) 0a ae x y e a− + − هي  LT. ومعادلة =

1
ln ( )y b x b

b
= + 1أو −

ln 1 0x y b
b

− + − =.  

   انإذا تناسبت أمثالهما، أي إذا تحقق الشرط ETو LTعليه ينطبق المستقيمان و  2.
1ae
b

1)و = ) ln 1ae a b− = −  

lnbولكنّ المساواة الأولى تقتضي  a= )فتصبح الثانية  − 1) 1aa e a−+ = 1aولأنّ  − = ليس  −
  : إذا وفقط إذا تحقق الشرطان ينطبقان ETو LTن يالمستقيم حلاً لهذه المعادلة استنتجنا أنّ 

1

1
a a

e
a

− −
=

+
abو  e−=.  

limمن الواضح أنّ  1. � ( )
x

f x
∞→−

= limو ∞+ ( ) 1
x

f x
∞→+

= يقبل مقارباً  fفالخط البياني للتابع  −

1yالمستقيم الذي معادلته  =   . وكذلك ∞+في جوار  −

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= و ∞+

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
= −∞  

1xفالمستقيم الذي معادلته  =   . وعلاوة على ذلك لديناfمستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع  −

2

2
( )

( 1)

xf x e
x

−′ = − −
+

  

fفالتابع    :سالبٌ دوماً، ومنه جدول التغيرات الآتي ′

  

1

( )

( ) 1

x

f x

f x

− − +∞

′ − −

+∞ − −

∞

∞ +∞ց ց
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[نستنتج من جدول التغيرات أنّ التابع متناقص تماماً على  2. , 1[−∞ ويغير إشارته على هذا المجال  −
[إلى  ينتمي 1aفيوجد جذر وحيد  , 1[−∞ )للمعادلة  − ) 0f x  متناقصٌ  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =

[تماماً على  1, [− [ينتمي إلى  2aويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ∞+ 1, [− +∞ 
)للمعادلة  ) 0f x )إذن تقبل المعادلة . = ) 0f x   .2aو 1aحلين هما  =

}نفترض أنّ  3. 1,1}x ∉   ونحسب −
1 1 1 1

( ) ( )
1 1 1 1

1 1
0

1 1

x x x x

x x

x x x x
f x e f x e e e

x x x x

x x
e e

x x

−
   + − − + −  − + ⋅ = − + ⋅ −     − − + − +   

+ +
= − + − =

− −

  

)(1وعليه نستنتج من كون  0f a )1أنّ  - وبالاستفادة من المساواة السابقة-   = ) 0f a− ولكن  =
1 1, []a− ∈ − 1لأنّ  ∞+ 1a < )جذر للمعادلة  −1aو 2a، وعلى هذا، كل من − ) 0f x في  =

[المجال  1, [− 2، ولأننا أثبتنا أنّ لهذه المعادلة جذرٌ وحيدٌ في هذا المجال استنتجنا أنّ ∞+ 1a a= −.  

  
  

  ������ ��	�  
,0[المعرّف على  Pαعدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع  αليكن  بالصيغة  ∞+]

( )P x xα
α=.  
   نحو الحلّ   ��

)lnتذكّر أنّ    � ) xP x eαα )من النمط  Pαتابع فال = )u xx e֏  حيثn( l) xu x α=.   
  .Pα، واستنتج جهة اطراد u، جهة اطراد التابع αتِبعاً لإشارة عيّن،  .1
0αوبيّن أنّه في حالة  .عند طرفي مجموعة تعريفه Pαنهاية  αلإشارة  تِبعاً ادرس  .2 يمكننا  <

(0)أن نعرّف  0Pα ]فنحصل على تابع مستمرّ على  = 0,  في هذه الحالة. ∞+]
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  .Pαاشتقاقية التابع لندرس   �
,0[اشتقاقي على  Pαأثبت أنّ  .1 1Pوأنّ  ∞+] Pα αα −

′ أو كما جرت العادة أن نكتب  =
1( )x xα αα −′ =. 

0نفترض أنّ  .2 1α< (0) وأنّنا عرّفنا في هذه الحالة .> 0Pα . احسب نهاية نسبة التغير =
( ) (0)

( )
P x P

x t x
x

α α−
 عند الصفر. ماذا تستنتج ؟ ֏=

1أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ  .3 α< . 

P أثبت  � P Pα β αβ=� 1. وبوجه خاص/P α  هو التقابل العكسي للتابعPα.  في حالة عدد
 nx/1، ونرمز عادة إلى nتابع الجذر من المرتبة  nP/1التابع  نسمّي n طبيعي موجب تماماً 

nبالرمز 
x ،فيكونn

x x֏  التقابل العكسي للتابعnx x֏  0[المعرّفين على المجال, [+∞.  
  .مقارنة تابع القوّة بالتابعين الأسّي واللوغاريتمي   

0αأثبت أنّه في حالة  .1 ln يكون  <
lim 0

x

x

xα→+∞
)و     = )

0
lim ln 0
x

x xα

→
=. 

0αأثبت أنّه في حالة  .2 lim يكون  <
x

x

e

xα→+∞
= )و   ∞+ )lim 0x

x
x eα

∞

−

→+
=.  

  يمة.أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سل

   
0αالتابع اللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن في حالة  1. � lnxيكون  < xα֏  ّمتزايداً تماماً، ومن ثَم

:lnيكون  xP x eαα 0αحالة متزايداً تماماً. أمّا في  ֏ lnxفيكون  > xα֏  متناقصاً تماماً، ومن
:lnثَمّ يكون  xP x eαα   متناقصاً تماماً أيضاً.  ֏

0αفي حالة  2. limلدينا  > ln
x

xα
→+∞

= و ∞−
0

lim ln
x

xα
→

=   ومن ثَمّ  ∞+

lim ( ) 0
x

P xα
→+∞

و    =
0

lim ( )
x

P xα
→

= +∞  

0αفي حالة  و limلدينا  < ln
x

xα
→+∞

= و ∞+
0

lim ln
x

xα
→

=   ومن ثَمّ  ∞−

lim ( )
x

P xα
→+∞

= و    ∞+
0

im ( ) 0l
x

P xα
→

=  

(0)فإذا عرّفنا في هذه الحالة  0Pα كان  =
0

lim ( ) (0) 0
x

P x Pα α
→

= مستمراً على  Pαوصار  =

[0,   في هذه الحالة. ∞+]
:التابع  1. � ( ) lnu x u x xα=֏  0[اشتقاقي على, )إذن التابع  ∞+] )u xx e֏  أيضاً اشتقاقي

  على المجال ذاته ومشتقه
ln ln ln ln ( 1)ln

1( ) ( ) ( )x x x x xP x u x e e e e e P x
x

α α α α
α α

α
α α α− −

−
′ ′= = = = =  

  الحل
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0في حالة  2. 1α<   لدينا >
1( ) (0)

( )
P x P

t x x
x

αα α −−
= =  

1ولأنّ  0α − نستنتج أنّ  >
0

lim ( )
x

t x
→

= ، فالتابع ليس اشتقاقياً في هذه الحالة عند الصفر، ولكن ∞+

,0)لخطه البياني مماس شاقولي في النقطة  0).  
1αأمّا في حالة  3.   فلدينا <

1( ) (0)
( )

P x P
t x x

x

αα α −−
= =  

1ولأنّ  0α − نستنتج أنّ  <
0

lim ( ) 0
x

t x
→

في هذه الحالة اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  Pα، فالتابع =

)1معدوم عند الصفر. أي تبقى العلاقة  )x xα αα −′ ,0]صحيحة في هذه الحالة على  = [+∞.  
0xفي حالة  �   لدينا <

( ) ( )ln( ( )) exp ln( ) exp ln ( )xP P x e x P xβ
α β αβα αβ= = =  

)وهي تكتب بالصيغة المألوفة  )x xβ α αβ=.  

0αفي حالة   lnلدينا  < 1 lnx x

x x

α

α αα
= lim، ولكن ⋅

x
xα

→+∞
= lnو ∞+

lim 0
X

X

X→+∞
  إذن  =

ln
lim 0

x

x

xα→+∞
= .  

lnوكذلك لأنّ  
ln

t
x x

t

α

α
= 1حيث  −

t
x

استنتجنا أنّ  =
0

ln
lim ln lim 0
x t

t
x x

t

α

α→ →+∞
= − =.  

limجهة أخرى نعلم أنّ  ومن
x

x

e

x→+∞
= 0α الةح إذن في ∞+ لدينا أيضاً  <

/

lim
x

x

e

x

α

→+∞
= +∞ ،

limولأنّ  ( )
X

P Xα
→+∞

= استنتجنا أنّ  ∞+
/

lim
x

x

e

x

α
α

→+∞

   = +∞   
limوهذا يكافئ  

x

x

e

xα→+∞
= +∞ .

limأو  0
xx

x

e

α

→+∞
=.  

      إلى الأمام قدُُماً 

 
  حل كلاً من المعادلات أو المتراجحات الآتية:    

3 2 2 2 2 2

3 1 2 1 1

2

2 1 2

1
1 2

1
( 1) 4 5

1 2
4 5 0

1 2
3 2 0

x
x

x x

x x x x x

x x
x x x

x x

x x

e e
e e

e e
e e e e e e

e e
e e e

e e

e e e

−

+ −

+ + +

+

−
+ = + = −

−
− − = + ≤

− −
+ − =

+ +
− + =

�

<

5 1

6

7 3

4
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{0,1} ln2

2 ] ln2,0[

ln 3 0

{1,1 ln2}

x x

x x

x x

x

∈ = −

= ∈ −

> =

= +

�

5 1

6

7 3

4

   

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  

4

2
3 2

1 11 1

3 2 0 2 2 4

x y x y

x y
x y

x y e e e e
ee

e e e xy e e e
+

    + = = − = 
  
  − − =  = − + = +   

3 2 1  

   
1
2

( , ) (2, 1) ( , ) {( 1,2),{ , 4} ( , ) (ln2,1)x y x y x y= − ∈ − − =3 2 1  

1وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  
( ) ( )

2
x xf x e e−= −.  

.a   .Cوارسم  fادرس تغيرات فردي،  fبيّن أنّ التابع  1
.b   .dوالمستقيم  Cالنسبي للخط  دأ، وادرس الوضعفي المب Cللخط  dاكتب معادلة المماس  1
.a )عدداً حقيقياً. أثبت أن للمعادلة  mليكن  2 )f x m=  حلاً وحيداً فيR ليكن .α  هذا

  الحل.
.b )أثبت أن المعادلة  1 )f x m=  2تكافئ 2 1 0x xe me− − = ثم استنتج أن ،

2ln( 1)m mα = + +.  

   
.a 1، لدينا ℝالتابع معرّف على كامل  1 1

2 2
( ) ( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e f x− −− = − = − − = − ،

  فالتابع فردي. وخطه البياني متناظر بالنسبة إلى المبدأ.
limولأنّ  x

x
e

→+∞
= limو ∞+ 0x

x
e

→−∞
  استنتجنا أنّ  =

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞   

1من ناحية أخرى، لدينا 
2

( ) ( )x xf x e e−′ = وهو موجبٌ تماماً  +
  متزايدٌ تماماً وله جدول التغيرات الآتي: f، فالتابع ℝعلى 

0

( )

( ) 0

x

f x

f x

− +∞

′ + +

−∞ +

∞

∞ր ր

  

  .Cني ونجد في الشكل المجاور خطه البيا
   

  الحل

  الحل

  الحل
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.b (0)لمّا كان  1 0f (0)و = 1f ′ y، استنتجنا أنّ معادلة المماس في المبدأ هي = x= وإذا عرّفنا ،
( ) ( )g x f x x=   استنتجنا أنّ  −

( )

( )
2

2

1
( ) ( ) 1 2

2
1 ( 1)

2 1
2 2

x x

x
x x

x x

g x f x e e

e
e e

e e

−′ ′= − = + −

−
= − − =

  

)هذا يبرهن أنّ التابع  )g x′  موجبٌ علىℝ  0ولا ينعدم إلا عندx متزايدٌ تماماً، ولأنّ  g. فالتابع =
(0) 0g )إشارة استنتجنا أنّ  = )g x  تتفق مع إشارةx فالخط البياني .C  يقع فوق المماس في المبدأ

,0[على  [وتحته على  ∞+] , 0[−∞.   
.a limكان و  ℝمتزايداً تماماً على مستمراً و  fلمّا كان  2 ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞ ،

)استنتجنا أنّ  )f =ℝ ℝ فمهما كانت قيمة ،m  منℝ  كان للمعادلة( )f x m=  في  حلℝ  وهذا
  هذا الحل. αليكن  مطردٌ تماماً. fالحل وحيدٌ لأنّ التابع 

.b )المعادلة  2 )f x m=  2تكافئx xe e m−− 2أو  = 2 1 0x xe me− −   وأخيراً  =
2 2{ 1, 1}xe m m m m∈ − + + +  

2ولكن  01m m− + ، إذن لا بدّ أن يكون xeفلا يمكن أن يكون مساوياً للمقدار الموجب تماماً  ≥
2 1xe m m= + )2lnأو  + 1)x m m= + )2ln. هذا يبرهن أنّ + 1)m mα = + +.   

 .sinhورمزه  hyperbolic sineتابع الجيب الزائدي  :يسمى هذا التابع :ملاحظة

R{0}\المعرف على  fالبياني للتابع  الخط Cليكن   )وفق  � ) ln| |xf x e x=  g. وليكن +
)وفق  �Rالتابع المعرف على  ) 1xg x x e= +.  

)واستنتج إشارة  gادرس تغيرات  � )g x

x
R{0}\على   �.  

  .Cوارسم الخط  fادرس تغيرات  �
)أن المعادلة  أثبت 3 )f x m=  تقبل حلّين مختلفين أياً يكنm�  منR.  

   
limلمّا كان  � 0x

x
xe

∞→−
limأنّ  استنتجنا = ( )

x
g x

→+∞
= limو ∞+ ( ) 1

x
g x

→−∞
. وكذلك نلاحظ أنّ =

( ) ( 1)xg x e x′ = )إذن إشارة  + )g x′   تتفق مع إشارة( 1)x    :gومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  +

1

1

( )

( ) 1 1

x

g x

g x e−

∞− − +∞

′ − +

− +∞ց ր

  

). ينتج من ذلك أنّ إشارة ℝموجبٌ تماماً على  gإذن التابع  )g x

x
  .ℝ∗على  xتتفق مع إشارة  
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)هنا لدينا  � ) ln( )xf x e x= 0xفي حالة  + limإذن  < ( )
x

f x
→+∞

=  ،. ومن ناحية أخرى∞+

)لدينا   ) ln( )xf x e x= + 0xفي حالة  − limإذن  > ( )
x

f x
→−∞

=   أيضاً. ∞+

أمّا عند الصفر، فلدينا 
0

lim ln| |
x

x
→

= إذن  ∞−
0

lim ( )
x

f x
→

= . فمحور التراتيب الذي معادلته ∞−

0x   .fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  =
  نلاحظ أيضاً أنّ 

1
: 0

( )
1

: 0

x

x

e x
xf x

e x
x

 + >′ = 
 − + < −

   

)إذن  )
( )

g x
f x

x
′ ولقد درسنا سابقاً إشارة  .ℝ∗من  xأياً كانت  =

  هذا المقدار لنجد:

  
  ومنه الخط البياني المبين في الرسم المجاور.

,نستنتج من جدول التغيرات أنّ  3 0( [)]f −∞ = ℝ والتابع ،f  مستمرٌ ومتناقصٌ تماماً على
] , )فللمعادلة  m. إذن مهما كان ∞−]0 )f x m=  ٌوحيد حلa  في المجال] , . وبالمثل نستنتج ∞−]0

,0[)]من جدول التغيرات أنّ  )f +∞ = ℝ والتابع ،f  0[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على, . إذن مهما ∞+]
)فللمعادلة  mكان  )f x m=  وحيدٌ  حلb  0[في المجال,  ℝمن  m. وعليه، مهما كان ∞+]

)فللمعادلة  )f x m=  ّن حقيقيان أحدهما موجبٌ تماماً والآخر سالبٌ تماماً.حلا  
  

)2المعرف وفق  fالخط البياني للتابع  Cليكن    ) ln( 1)x xf x e e= − +.  
  ق من كلٍ من المقولات الآتية: تحقّ  �

.a 1 f  ّف على معرR�.  
.b ) يكتب 1 )f x  2بالصيغة( ) 2 ln(1 )x xf x x e e− −= + − +.  
.c 2yالذي معادلته  dالمستقيم  1 x=  للخط مقارب مائلC.  
.d   موازياً محور الفواصل. ∆ يقبل مماساً وحيداً  Cالخط  1

  جدولاً بها.ونظّم  fادرس تغيرات  �
  منه. 0في النقطة التي فاصلتها  Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  3

  في المعلم ذاته. C، ثم ارسم Tو ∆و d من كلاًّ ارسم  

0

( )

( )

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ − − +

∞

∞ ∞ ∞ց ր
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.a 2نلاحظ أنّ  � 21 3

2 4
1 ( ) 0x x xe e e− + = − + 2فالمقدار  < 1x xe e− موجب تماماً مهما  +

  .ℝمعرّف على كامل  f، والتابع xكانت قيمة 
.b 2لأنّ  � 2 21 (1 )x x x x xe e e e e− −− + = − )2إذن  − ) 2 ln(1 )x xf x x e e− −= + − +.  
.c )2بوضع  � ) ( ) 2 ln(1 )x xg x f x x e e− −= − = − limنلاحظ أنّ  + ( ) ln(1) 0

x
g x

→+∞
= لأنّ  =

lim 0x

x
e−

→+∞
2yالذي معادلته  d. نستنتج أنّ المستقيم = x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf 

  .∞+في جوار 

.d نجد بحساب بسيط أنّ  �
2

(2 1)
( )

1

x x

x x

e e
f x

e e

−
′ =

− +
)إذن   ) 0f x′ 1إذا وفقط إذا كان  =

2

xe أو  =

ln2x = −.  
)لمّا كان  � ) 2 ( )f x x g x= c.معرّف في  gحيث  + limاستنتجنا أنّ  � ( )

x
f x

→+∞
= . ولقد ∞+

2yالذي معادلته  dالمستقيم وجدنا أنّ  x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf  في جوار+∞.  
limولأنّ  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
f x

→−∞
= ، إذن محور الفواصل الذي معادلته =

0y    .∞−في جوار  fللخط البياني للتابع مستقيم مقارب  =
)علاوة على ما سبق، لقد رأينا أنّ  )f x′  يحافظ على إشارة ثابتة على كل من المجالين, n2[] l∞ −− 

[و ln2, [−   ، ومنه جدول التغيرات الآتي:∞+

( )3
4

ln2

( )

( ) 0 ln

x

f x

f x

− − +∞

′ − +

+

∞

∞ց ր

  

(0)هنا  3 0f (0)و = 1f ′ yهي  0في النقطة التي فاصلتها  Tإذن معادلة المماس  = x=.  

  الرسم. 
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*التابع المعرف على المجال  f ليكن  
+ℝ  وفق( ) (3 ln )xf x e x−= +.   

:ادرس تغيرات  � ( )xg x e f x′֏.  
  .fتنتج دراسة تغيرات اس �

   
1نلاحظ أنّ  �

( ) ( ) 3 lnxg x e f x x
x

′= = − −   ولدينا. +

lim ( )
x

g x
→+∞

= و ∞−
0

lim ( )
x

g x
+→

= +∞  

0xفمحور التراتيب الذي معادلته  . ومن ناحية أخرى، نلاحظ gمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

*يساوي مجموع تابعين متناقصين تماماً على  gأنّ 
+ℝ 1 هما

3x
x

− lnxو ֏+ x−֏تابع ، فالg 

*متناقصٌ تماماً على 
+ℝ ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع .g.  

  
,0[رته على المجال متناقص تماماً ويغير إشا gنلاحظ بوجه خاص أنّ التابع المستمر  ، فيوجد ∞+]

)للمعادلة  αحلّ وحيد  ) 0g x )ويكون  = ) 0g x ,0[على  < [α و( ) 0g x [على   > [,α لك وكذ .∞+
(0.4)نلاحظ أنّ  0.416 0g ≈ (0.5)و < 0.307 0g ≈ − ,0.4[إذن  > 0.5[α ، ويمكن أن نعتبر ∋

0.45α ≈.  
نلاحظ أولاً أنّ  fلدراسة  �

0
lim ( )
x

f x
→

= 0xحور التراتيب الذي معادلته فم ∞− مستقيم مقارب  =

ln. ومن ناحية أخرى fللخط البياني للتابع 
( ) 3 x

x

x x
f x e

xe

−= + limونعلم أنّ  ⋅ 0
xx

x

e→∞
= 

lnو
lim 0

x

x

x→∞
limإذن  = ( ) 0

x
f x

→+∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب للخط  =

  .fالبياني للتابع 
)ومن ناحية أخرى،  ) ( )xf x e g x−′ في الطلب السابق، ومنه جدول التغيرات  gقد درسنا إشارة كنا ، و =

  :fللتابع الآتي 

  
)حيث  ) 1.4f α يقطع  fللتابع  Cونلاحظ أنّ الخط البياني  .≈

)3محور الفواصل عند  , 0)e−لتابع الرسم البياني ل ه. ومنf.  
  
  

0

( )

x

g x

+∞

+∞ −∞ց
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α

α

+∞

′ + −
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R{1}\المعرف على  fادرس تغيرات التابع    1بالصيغة  �
( ) exp

1

x
f x

x

 + =   − 
وارسم خطه  

  البياني.

   
  لمّا كان ����

1
lim 1

1x

x

x∞→−

+
= −

−
1و 

lim 1
1x

x

x∞→+

+
= −

−
و

1

1
lim

1x

x

x−→

+
= +

−
و ∞

1

1
lim

1x

x

x+→

+
= −

−
∞  

  أنّ  استنتجنا
1lim ( )

x
f x e

∞

−

→−
1limو = ( )

x
f x e

∞

−

→+
و=

1
lim ( )

x
f x

−→
= و ∞+

1
lim ( ) 0

x
f x

+→
=  

1yقي الذي معادلته نستنتج أنّ المستقيم الأف e−=  مستقيم مقارب للخط البيانيC  للتابعf ّوكذلك أن .
1xالمستقيم الذي معادلته  ,1)أنّ النقطة  ، وأخيراً Cمستقيم مقارب للخط البياني  =   نقطة مقاربة. (0

1من ناحية أخرى التابع  ����

1

x
x

x

+

−
[متزايدٌ تماماً على كل من المجالين  ֏ ,1[و ∞−]1, وعليه  ∞+]

[لى كل من المجالين متزايداً تماماً ع fيكون التابع  ,1[و ∞−]1, ، لأنّ التابع الأسي متزايدٌ ∞+]
 . ومنه جدول التغيرات الآتي:ℝتماماً على 

  
 :الرسم ����

  
)وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن   ) ln( 1)xf x e−= +.  

.a   مقاربات غير مائلة؟ C. هل يقبل الخط ∞+وعند  ∞−عند  fجد نهاية  1
.b 1  أثبت أن( ) ln( 1)xf x x e= − + +.  
.c   . ∞−، في جوار d ، وليكنيقبل مقارباً مائلاً  Cاستنتج أن الخط  1
  .Cثم  dارسم في معلمٍ واحد ثمُّ  ،ونظم جدولاً بها f ادرس تغيرات 2
. أثبت أنD و Bو Aعلى التوالي بالرموز  −1و 1و 0التي فواصلها  Cنرمز إلى نقاط  3

)يوازي المستقيم  Aفي  Cمماس  )BD.  

1 1

1

( ) 0

x

f x e e− −+∞ր ր
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limلمّا كان  � 0x

x
e

∞

−

→
limأنّ  استنتجنا = ( ) ln(1) 0

x
f x

→∞
= يقبل  fللتابع  Cفالخط البياني  =

0yمحور الفواصل الذي معادلته  limمقارباً أفقياً. وكذلك  = x

x
e

∞

−

→−
= إذن  ∞+

lim ( )
x

f x
∞→−

= 1. ولكن ∞+ (1 )x x xe e e− −+ = )إذن  + ) ln(1 )xf x x e= − + ، ومنه +

( )lim ( ) ln(1) 0
x

f x x
→−∞

+ = yالذي معادلته  d. هذا يبرهن أنّ المستقيم = x= مستقيم مقارب  −

  .∞−وار في ج fللتابع  Cللخط البياني 

1التابع  2
1x

x
x e

e

− = تابعٌ متناقصٌ تماماً، والتابع  ֏+

ومنه جدول  متناقص تماماً. fاللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن التابع 
  لتغيرات الآتي:ا

( ) 0

x

f x

−∞ +∞

+∞ ց
  

,0)في النقطة   T ميل المماس 3 ln(2))A  1يساوي
2

(0)f ′ = ). وميل المستقيم − )BD يساوي  
1(1) ( 1) 1 1 1 1 1

ln ln
1 ( 1) 2 1 2 2

f f e

e e

−  − − + = = = − − − +  
  

)و Tولمّا كان للمستقيمين  )BD الميل نفسه استنتجنا توازيهما: ( )BDT �.  

 �� �! �"  

1نتأمّل التابعين  : xf x e֏ 2و : xf x e−֏ 1، وخطاهما البيانيانC 2وC  في معلمٍ متجانس
( ); ,O i j
	 )المستقيم المرسوم من يقطع . 	 , 0)A m 1 الخطين موازياً محور التراتيبC 2وC  فيM 

  . بالترتيب.Nو
  .2Cو 1Cارسم  �
معادلةً لكل من  اكتب  .بالترتيب Nو Mفي  2Cو 1Cإلى مماسي  2Tو  1Tالرمزين ب نرمز �

1T  2وT. واستنتج  1أنT  2وT ن.امتعامد  

2هما ، 2Tو 1Tنقطة تقاطع ، Pي تأثبت أن إحداثي 3
,

m m

m m m m

e e
m

e e e e

−

− −

 −  −   + + 
.  

]منتصف القطعة  Iلتكن النقطة  4 ]MN.  
.a   .I، إحداثيي النقطة m احسب، بدلالة 1
.b   .R في mعندما تتحول  Iالمحل الهندسي للنقطة  Γجد  1
.c   .2Cو 1Cفي المعلم الذي رسمت فيه الخطين  Iارسم مجموعة النقاط  1
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.a IP، مركبات الشعاعين m احسب، بدلالة 5



	

APو 



	

.  
.b )استنتج أن المستقيم  1 )IP  مماس للخطΓ طة في النقI الطول وأن ،AP .ثابت  

   
  بالنسبة إلى محور التراتيب.  1C نظير 2Cتذكّر أنّ  �
)هما  Mإحداثيّتا  � , )mm e  وإحداثيّتاN  هما( , )mm e−.  

)ي ه Mفي  1Cللخط  1Tمعادلة المماس  ���� )m my e e x m= + −.  
)هي  Nفي  2Cللخط  2Tمعادلة المماس  ���� )m my e e x m− −= − −.  

، −1وجداء ضرب هذين الميلين يساوي  −−meيساوي  2Tوميل  meيساوي  1Tميل وعلى الخصوص 
  فالمماسان متعامدان.

)إذا كانت  3 , )P x y  1هي نقطة تقاطع المستقيمينT 2وT كان  
( )

( )

m m

m m

y e e x m

y e e x m− −

 = + −
 = − −

  

  بالحل المشترك نجدو 
m m

P m m

e e
x m

e e

−

−

−
= −

+
2و    

P m m
y

e e−
=

+
  

]منتصف  Iلمّا كانت  4 ]MN  ّاستنتجنا أن  

Ix m=    و
2

m m

I

e e
y

−+
=  

)للتابع   Γالخطّ البياني  Iترسم  ℝفي  mوعليه عندما تتحوّل  )
2

x xe e
x g x

−+
=֏.  

)متناظرٌ بالنسبة إلى محور التراتيب، وكذلك فإنّ  Γزوجي، إذن  gالتابع  )g x′  0[موجب على, [+∞ 
,0]متزايدٌ تماماً على  gفالتابع    .2Cو 1Cفبسيط استناداً إلى رسم الخطين البيانيين  gأمّا رسم  . ∞+]

  نجد بحساب بسيط أنّ  5

( )

( )
2

2
, ,

( )
, ,

2( )

m m

P M p M m m m m

m m m m

P I p I m m m m

e e
AP x x y y

e e e e

e e e e
IP x x y y

e e e e

−

− −

− −

− −

 −  = − − = −   + + 
 − −  = − − = − −   + + 




	



	  

IPنحسب من 


	

)ستقيم ميل الم  )IP فنجد  
2( )

22( )

m m m m m m

m m m m

e e e e e e

e e e e

− − −

− −

− + −
⋅ =

+ −
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)فيساوي  mالتي فاصلتها  Iفي النقطة  Γللمنحني  Tأمّا ميل المماس  )
2

m me e
g m

−−
′ = ،

)نستنتج أنّ كلا المستقيمين  )IP وT  يمران بالنقطةI  ولهما الميل نفسه
2

m me e−− .فهما منطبقان  

  ومن جهة أخرى نحسب
2 2 2 2

2

2

2 2
1

( )

m m m m

m m m m m m

e e e e
AP

e e e e e e

− −

− − −

   − + + = + = =     + + + 
  

  .mيبقى ثابتاً عندما تتحوّل  APفنجد أنّ طول 

  
  
  

  0من المتتاليات  ابحث عن نهاية كل( )n nu   الآتية: ≤

2

2

2

1 12
1

1/

1
ln(2 )

(1 ) 3

1
1 ( 1)

n n
n

n n n n

n

n n n
n n n

e e
u e u u

n e

u u n e u e
n

−
−

−

− −

+
= + = =

+ +

 = + = − =  

� � �

� 	 �

  

   

2

1
lim ln(2) lim lim

3

lim lim 1 lim

n n n
n n n

n n n
n n n

u u u

u e u u e

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

= = + =

=

∞

= =

� � �

� 	 �
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 �#��$� %� &'�$� n  

)2التابع المعرف وفق  fليكن  ) ( 1) xf x x x e= + f(1)ولتكن  .− f= f(2)و  ′ f  f(3)و =′′
)و ⋯و )nf  الية للتابع و المشتقات المتf ( 1)n ≥.  
)(1)احسب  � )f x  (2)و( )f x.  

.a 2  أثبت أن( ) 2( ) ( )n x
n nf x x a x b e= + 1مع  + 2n na a+ = 1nو  + n nb b a+ = +.  

.b 2  استنتج أنna  وnb .أعداد عادية  
  . nبدلالة  nbو  naفي هذا السؤال نريد كتابة  3

.a )أثبت أن المتتالية  2 )na  حسابية. استنتج كتابةna  بدلالةn.  
.b 1ق من أن تحقّ  2 2 2 1n n nb a a a a− −= + + + )أياً يكن ( ⋯+ 1n ثم استنتج كتابة  ≤

nb  بدلالةn.  

   
  هذا حساب بسيط : �

2

(1) 2

(2) 2

( ) ( 1)

( ) ( 3 )

( ) ( 5 3)

x

x

x

f x x x e

f x x x e

f x x x e

= + −

= +

= + +

  

)الخاصة  2 )E n : هي  
)يحققان  nbو naيوجد عددان ” ) 2( ) ( )n x

n nf x x a x b e= +   .“xأياً كان  +
1صحيحة حيث  E(1)يبيّن ما سبق أنّ   3a 1و = 0b 2صحيحة حيث  E(2)، وكذلك = 5a = 
2و 3b ). وإذا افترضنا أنّ = )E n أنّ  صحيحة استنتجنا  

( )

( )

( 1) ( ) 2 2

2

2

1
2

1

2

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (2

) ( )

(

)

(

)

n n x x
n n n n

x x
n

x

x
nn

n

n nn

n

a x

f x f x x a x b e x a x b e

x a x b e

a b

b

x a e

x

x a

e

x e+

+

+

′ ′ ′= = + + + + +

= +

++

+ + +

= +

+

+

= +

  

)فالخاصة  1)E n 1صحيحة أيضاً حيث  + 2n na a+ = 1nو + n nab b+ = وهذا يثبت صحة  .+
)الخاصة  )E n  أياً كانت قيمةn.  

)لنضع  )E nɶ  دلالة على الخاصّة”na  وnb عددان عاديان“.  
1وجدنا سابقاً أنّ  1) (( , 3, 0)a b )صحيحة. وإذا افترضنا أنّ  Eɶ(1)فالخاصة  = )E nɶ استنتجنا  ،صحيحة
1من المساواتين  2n na a+ = 1nو + n nab b+ = )أنّ  + 1)E n +ɶ  صحيحة أيضاً، فالخاصة( )E nɶ 

  .nصحيحة أياً كانت قيمة 
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1من المساواة نستنتج  3 2n na a+ − )1أنّ المتتالية  = )n na  1aوحدها  2أساسها متتالية حسابية  ≤
1 من . إذن3يساوي  2( 1)na a n− = 2نستنتج أنّ  − 1na n= +.  

1ونستنتج من المساواة  nn nb b a+ =   أنّ  nأياً كانت  +
1 1

2

4

3

3

1

2

1

2

3

n n n

b a

a

b a

b

b

a

b

b

b

b

− −

− =

− =

− =

− =

⋮

   

11وبالجمع نجد  2 1n nb a ab a −+ + +− = 1ولكن  .⋯ 0b   ومن ثَمّ  =
1 1

1 2 1

2

( 1)
2

3 2 1
( 1) 1

2

n
n

n

a a
b a a n

n
n

a

n

−
−

+
+ + + = −

+ −
= − =

=

−

⋯
  

  وهي النتيجة المطلوبة.

 �()*	+� ��,	-�  

)لتكن  � )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y′ + ). عيّن جميع حلول = )E.  
)لتكن  � )E 22المعادلة التفاضلية  ′ 3 1y y x′ + = +.  

.a )يُحقّق المعادلة  fن كثير حدود من الدرجة الثانية عيّ  2 )E ′.  
.b )حلاً للمعادلة  gبيّن أنّه إذا كان  2 )E gكان  ′ f−  ًللمعادلة حلا( )E ،وبرهن بالعكس ،

gأنّه إذا كان  f−  حلاً للمعادلة( )E  كانg  حلاً للمعادلة( )E ′.  
.c )لمعادلة التفاضلية استنتج جميع حلول ا 2 )E ′.  

   
3الشكل القانوني لهذه المعادلة هو  �

2
y y′ = 3هي التوابع  وحلولها −

2
x

x ke
−

kحيث  ֏ ∈ ℝ.  
2x يكون � ax bx c+ )حلاً للمعادلة  ֏+ )E   كان ℝمن  xإذا وفقط إذا، مهما كان  ′

2 2 22( ) 3( ) 1ax bx c ax bx c x′+ + + + + = +
  

3)2 وأ 1) (3 4 ) 2 3 1 0a x b a x b c− + + + + − 171. وهذا يكافئ = 4
3 9 27
, ,a b c= = − . إذن =

2كثير الحدود  171 4
3 9 27

( )x f x x x= − +֏  للمعادلة هو حل( )E ′.  
  نعلم من جهة أولى أنّ 

22 ( ) 3 ( ) 1 ( )f x f x x′ + = + ∗  
)حلاً للمعادلة  gفإذا كان  )E   كان ′

22 ( ) 3 ( ) 1 ( )g x g x x′ + = + ∗∗  

  الحل
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)وبطرح المساواتين  )و ∗( )2طرفاً من طرف نجد  ∗∗( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x′− + − أي إنّ الفرق  =
g f−  للمعادلة حل( )E .  

gوبالعكس، إذا كان f−  حلاً للمعادلة( )E  2كان( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x′− + −   أي =
22 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 1g x g x f x f x x′ ′+ = + = +  

)حل للمعادلة  gأي إنّ  )E ′.  
)حل للمعادلة  gإذن  )E gإذا وفقط إذا كان  ′ f−  حلاًّ للمعادلة( )E  أي إذا وجدk  فيℝ  بحيث

3
2( ) ( )
x

g x f x ke
−

− )أي إنّ مجموعة حلول المعادلة  = )E   هي ′

{ }
3
22 171 4

3 9 27
:

x
x x x ke k

−
− + + ∈֏ ℝ  

)نتأمّل المعادلة التفاضلية   )E : 3 2 xy y e−′ + =.  

xxليكون التابع  aعيّن العدد  � ae−֏  ًللمعادلة التفاضلية حلا ( )E.  
بع التا. نعرّف ℝتابعاً اشتقاقياً على  g، وليكن �العدد الذي وجدناه في  aليكن  �

: ( ) xh x g x ae−−֏  أثبت أنّ التابعg  ٌللمعادلة التفاضلية حل( )E إذا وفقط إذا كان ،
h  ًللمعادلة التفاضلية حلا( )F  :3 0y y′ + =.  

)حلّ المعادلة التفاضلية  3 )F مجموعة حلول ، واستنتج( )E.  

   
xxيكون  � ae−֏  حلاً للمعادلة( )E  إذا وفقط إذا، مهما كانx  منℝ كان  

( ) 3( ) 2x x xae ae e− − −′ + =
  

1a أو   = .  
  :سبحلن �

( ) 3 ( ) ( ( ) ) 3( ( ) ) ( ) 3 ( ) 2x x xh x h x g x e g x e g x g x e− − −′ ′ ′+ = − + − = + −  
)معادلة حل لل gإذن    )E  إذا وفقط إذا كانh  حلاًّ للمعادلة( )F  :3 0y y′ + =.  

)مجموعة حلول المعادلة ولكن  3  )F  3هي{ : }xx ke k− ∈֏ ℝ إذن مجموعة حلول المعادلة .
( )E  3هي{ : }x xx e ke k− −+ ∈֏ ℝ.  

  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  n ليكن 

.a 1الآتية:  (1)ة التفاضلية حلّ المعادل �
0y y

n
′ − =.  

.b 1الآتية:  (2)المعادلة التفاضلية نتأمّل  � 1

( 1)

x
y y

n n n

+
′ − = −

+
 bو aعيّن عددين  .

)ليكون التابع  )x g x ax b=   .(2)حلاً للمعادلة  ℝالمعرّف على  ֏+

  الحل
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.c� hيلزم ويكفي أن يكون  (2)ادلة حلاً للمع ℝمعرّف على  hأثبت أنّه ليكون تابع  � g−  
  . (1)حلاً للمعادلة 

.c�   .(2)استنتج من ذلك حلول المعادلة  �

.c
 (0)التي تحقق  fالحلول  ومن بينها عيّن تلك � 0f =.  

)/بالعلاقة  ℝالمعرّف على  nfنتأمّل التابع  � ) 1
1

x n
n

x
f x e

n
= + −

+
.  

.a nfإشارة ادرس  3  nfأثبت على الخصوص أنّ التابع  .nf، واستنتج جدول تغيرات التابع  ′
  موجبة تماماً يطلب تعيينها. Mيبلغ قيمة كبرى 

.b . nd. أعطِ معادلةً للمستقيم ndيقبل مُقارباً مائلاً  nfللتابع  nCخط البياني أثبت أنّ ال 3
  .2Cو 2dوارسم كلاً من 

   
.a x/هي  (1)حلول  � nx ke֏  حيثk  منℝ. 
.b )يكون  � )x g x ax b=   المساواة xإذا تحقق، مهما كانت قيمة  (2)حلاً للمعادلة  ֏+

1 1
( ) ( )

( 1)

x
ax b ax b

n n n

+
′+ − + = −

+
  

1ومنه 
1n

a
+

1bو = . فالتابع =
1

( ) 1x

n
x g x

+
=   .(2)حل للمعادلة التفاضلية  ֏+

.c   نلاحظ أنّ  �
1 1 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( )

( 1)

h g x h g x h x h x g x g x
n n n

x
h x h x

n n n

 ′ ′ ′− − − = − − −   
+

′= − +
+

  

hإذا وفقط إذا كان  (2)حلّ للمعادلة  hوهذا يبرهن أنّ  g−  ل الأخيرة ، ولكن حلو (1)حلاً للمعادلة
a.معروفة وقد وجدناها في  يحقق  ℝمن  kإذا وفقط إذا وجد عدد  (2)حلّ للمعادلة  hإذن  �

/( ) ( ) x nh x g x ke−   هي (2). أي إنّ مجموعة حلول xقيمة مهما كانت  =
{ }/1

1
1 :x n

n
x x ke k

+
+ + ∈֏ ℝ  

1kوالحل الوحيد الذي ينعدم عند الصفر هو التابع الموافق لقيمة  =   أي −
/( ) 1

1
x nx

x f x e
n

= + −
+

֏  

limنلاحظ أنّ  nfلدراسة التابع  � ( )n
x

f x
→−∞

=   ، ولأنّ ∞−

/ /( ) 1 1
1

x n x n
n

n x
f x e e

n n

−
 = + ⋅ ⋅ −   + 

  

limنستنتج من  0X

X
Xe−

→∞
lim/أنّ  = 0x nx

nx
e−

→∞
limومن ثَمّ  = ( )n

x
f x

→∞
= −∞ .  
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1/ومن جهة أخرى  1
( )

1
x n

nf x e
n n

′ = −
+

)وهو ينعدم فقط في حالة   )1
ln n

n n
x nα

+
= ومنه  =

  جدول التغيرات الآتي

( )

( ) ( )

n

n

n n n

x

f x

f x f

α

α

−∞ +∞

′ + −

−∞ −∞ր ց

  

)يبلغ قيمة كبرى  nfفالتابع  )nM f α=  علىℝ .  
نلاحظ أنّ 

1
0 1n

n+
< 0nαإذن  > ]متناقصٌ تماماً على المجال  nfولكن التابع  > [,nα إذن  ∞+

( ) (0) 0n nM f fα= >   وأخيراً نلاحظ أنّ  موجبة تماماً، كما هو مطلوب. Mفالقيمة الكبرى  =
1

ln
1 1 1

n n
M

n n n

 = +  + + + 
  

)وأخيراً بوضع  ) /

1
( ) ( ) 1 x nx

n n
h x f x e

+
= − + = lim، نرى أنّ − ( ) 0

x
h x

→−∞
فنستنتج أنّ المستقيم  =

nd  1الذي معادلته
1

x
y

n
= +

+
، والخط  ∞−في جوار  nfللتابع  nCمستقيم مقارب للخط البياني  

nC  يقع دوماً تحتnd  ّلأن( ) 0h x   .ℝعلى  >
  .2Cو 2dوفيما يأتي نجد الرسم البياني لكل من 

  

  
  

x

y

O

2d

2
C

1
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  والتوابع الأصلية التكامل
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 التوابع الأصلية، والتمكن من بعض طرائق حسااتعريف  -
 بمفهوم التكامل المحدّدصلة التوابع الأصلية  -
  بعض طرائق حساب التكامل المحدّد، وخصوصاً التكامل بالتجزئة -

  التكامل المحدّد وحساب المساحة وتطبيقات أخرى -
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  .Iعلى المجال  fابع تابع أصلي للت Fق أن من الحالات الآتية، تحقّ  في كلّ  �

2

2 2

2 4

3

2 2

, , ( ) tan , ( ) tan

, ( ) cos , ( ) cos sin

1 2( 1)
0, , ( ) , ( )

1 2 1
0,1 , ( ) , ( )

( 1) ( 1)

0, , ( ) ln , ( ) ln

1,

I F x x x f x x

I F x x x f x x x x

x
I F x x f x

x x

x
I F x f x

x x x x

I F x x x x f x x

I

π π = − = − =  

= = = −

  − = +∞ = + =    

− − = = =  − −

 = +∞ = − = 

 = +∞

R

�

�

�

�

�

1
, ( ) ln(ln ), ( )

ln

1
, ( ) ln(1 ), ( )

1

, ( ) 2 , ( )

x

x

x x

F x x f x
x x

I F x x e f x
e

I F x e f x e

= =

= = − + =
+

= = =

R

R

�

�

	
   

  
Fهذا تمرين بسيط يكفي في كل حالة حساب    .fوالتيقّن أنّه يساوي  ′


  .Iعلى المجال  نفسه f لتابعلتابعان أصليان  Gو Fق أن من الحالات الآتية، تحقّ  في كلّ  
2 2

2

2 2 2

2

2 2
5
4

2

2 2

2

7 5 3 1
1, , ( ) , ( )

1 1

1
, , ( ) ( ) tan

cos

4 2 9 2 3 7
, , ( ) , ( )

10 8 4 5

5 3 1
, ( ) ( )

2(

2 cos

1 ) 1

,, ( ) ( ) sin

x x x x
I G x F x

x x

I G x F x x
x

x x x x
I G x F x

x

x

x

x
I G x F x

x x

I G x F x x

π π

+ − + − = +∞ = =  − −

 = − + = =  

− + − − + = +∞ = =   − −
+

= = =
+ +

= = =−

R

R

�

�

�

�

�

  

  
Fهذا تمرين بسيط يكفي في كل حالة حساب  Gو ′   والتيقّن أنّهما متساويان. ′
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+

+

+

  ؟ℝذاته على  fالآتيان تابعين أصليين للتابع  Gو Fأيكون التابعان  �

( ) sin(3 ) 2 sinF x x x= )3و    − ) sin 3 sinG x x x= −.  

  

  
  وجب أن يكون ذاته fن للتابع ان أصلياتابع Gو Fإذا افترضنا أنّ 

2

( ) 3 cos(3 ) 2 cos ( )

( ) cos 9 sin cos ( )

F x x x f x

G x x x x f x

′ = − =

′ = − =
  

 وعلى الخصوص يجب أن يكون
6 6
( ) ( ) 0F Gπ π′ ′− وهذا غير صحيح لأننا نجد بحساب بسيط أنّ  =

3 3
6 6 8
( ) ( ) 0F Gπ π′ ′− = −   إذن الجواب هو لا. .≠
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:جد تابعاً أصلياً للتابع من الحالات الآتية  ل في ك � ( )f x f x֏  على المجالI.  
3 2

4

3

3 2

2

2 2

2

3
4

[

, 0[

[

, 1[

, ( ) 8 6 2 3

1
]0, , ( )

1 3
] , ( )

1
]1, , ( )

1 2
2 1

] , ( )
( )
4 2

]1, , ( )

5
] , ( )

4 3

3 1
]0, , ( )

2

]

[

, [

[

,2[ ( )

I f x x x x

I f x
x

I f x x
xx

I f x
x x

x
I f x

x x

x
I f x

x x

I f x
x

x
I f x

x

I f x

= = + − +

= + =

= − = + −

= + =
− +

+
= − =

+
−

= + =
−

= − =
−
+

= + =

∞

∞

∞

∞ −

∞

∞

∞

= −∞

R

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

1
2

1

2

3 2
] , )

2
[ (,

1

x

x

x
I f x

x
∞

+
=

−
+

= + =
−

�

�
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+
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33

4

3

2

3

2

2

2

( ) ( )

3 3
( ) ( )

4 2
1

( ) 4 ( )

3 1 5
( ) ln ( ) ln(3 4 )

2 2 4
3 7

( ) ln(2 1) ( ) 3 ln(2

1
2 2 3

3
1 3

1

)
2 4

F x F x

F x F x x

F x x x F x
x x

F x x x F x x

F x x x F x x

x x x x
x

x x
x

x

x

= =

= =

= − = −

− + − +

+

= + = −

= +

− +

⋅ −

+

= + −

−

� �

� �

� �

	 �


 �

  

  


  د تابعاً أصلياً للتابع جمن الحالات الآتية  في كل: ( )f x f x֏  على المجالI.  

  
  

  
  

  حلال

  الحل

4 2

2

3
2 2

33 1
2 2

2 23

2

]0, [,

]0, [, , [

, ( ) cos , ( ) cos 3

( ) cot , ( ) cos 3 cos

( ) cot ] , ( ) tan

1
] , ( ) ] , , ( ) (2 1)

3
, [ [

3,

2

] 3 , ( ) , ( ) ( 1)
3

[

I f x x I f x x

I f x x I f x x x

I f x x I f x x

I f x I f x x
x

x
I f x I f x x x

x

π π

π

π

= = = =

= = = = ⋅

= = = =

= − =∞ ∞= + = −
−

= − = = = ⋅ +
−

R R

R

�

� �

� R

� �

� �

� �

	 �


 �

5/2

2 2 5/3

3 1 1 1
sin(2 ) sin(4 ) sin(6 )

8 4 32 2 12
1 1

cot( ) sin(2 ) sin(

( ) ( )

( ) ( )

( ) ln(sin ) ( ) ln( cos )

( )

4 )
4 8

1
3 ( )

(

2 (2 1)
5
3

3 ( 1)
10

) ( )

x x
x x x

x x x x

x

F x F x

F x F x

F x x F x x

F x F x

F x F

x

x xx

+ + +

− −

= =

= =

= = − −

= =

= =

+

− − −

− − +

� �

� �

� �

	 �


 �
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+

+

+

 
    235 صفحة  تَدربْ 

  احسب التكاملات الآتية: �
2 2

1 3 /2

1 1

2 2

2 0

/4 /3

0 /6

1 2 2 cos2

2 1
( )

1

cos sin
tan

cos sin

x x

J x x dx I x dx

x
L dx K e e dx

x

x x
N dx M xdx

x x

π

π

π π

π

−
−

−

−

= − = −

−
= = −

−

−
= =

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

� �

  

  
  
22نلاحظ أنّ  � 2 cos2 4 sinx x− sinولكن  = 0x 2عندما  >

3
2xπ π< ه الحالة إذن في هذ >

  لدينا
2

2

3 /2
3 /2

( 2 sin ) 2 cos 2I x dx x

π
π

π
π

 = − = =  ∫  

|إشارة  � 1|x [ثابتة على كل من المجالين  − ,1[و ∞−]1,   استناداً إلى علاقة شال نكتب، إذن ∞+]
1 2

1 1
1 2

2 2

1 1
1 2

2 3 3 2

1 1

1 1

( ) ( )

1

2 3 3 2 6

J x x dx x x dx

x x dx x x dx

x x x x

−

−

−

= − + −

= − + −

   
   = − + − =   
   

∫ ∫

∫ ∫  

�  
2 2

1
2

e e
K

−+
= − +.  

2بكتابة  � 1 1
2

1 1

x

x x

−
= +

− −
3نجد  

2 ln
2

L
 = −   

.  

� 1
ln(3)

2
M =.  

cos)لاحظ أنّ   � sin ) cos sinx x x x′+ = 1ومنه  −
ln(2)

2
N =.  

  
  
  

  الحل
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+

+ +


  .تكامل بالتجزئةالاحسب التكاملات الآتية باستعمال  

0 1
/3 1

0 0

0 0

( 1)cos ln

sin(3 ) ( 2)

sin cos

e

x

x x

J x xdx I x xdx

L x x dx K x e dx

N e xdx M e xdx

π

π

π π

= − =

= = +

= =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

� �

  

  في آن معاً. Nو M: احسب مساعدة
  

  
�    

2 2 2 2

11 1 1

1 1 1
ln ln

2 2 2 2 4

ee e e
x x e e

I x x dx x dx x dx
x

  + = = − ⋅ = − = 
 

∫ ∫ ∫  

�    
0

0 0

( 1)cos ( 1)sin sin 2J x xdx x x x dx

π π
π = − = − − = −  ∫ ∫  

�    
1 1

1

0
0 0

( 2) ( 2) 2 1x x xK x e dx x e e dx e
 = + = + − = −  ∫ ∫  

�   

/3 /3/3

00 0

cos(3 ) 1
sin(3 ) cos(3 )

3 3 9

x
L x x dx x x dx

π ππ
π − = = + =

  
∫ ∫  

  ھنا لدينا �و�

  
0

0 0

0
0 0

cos cos ( sin ) 1

sin sin (cos )

x x x

x x x

M e xdx x e x e dx e N

N e xdx x e x e dx M

π π
π

π

π π
π

 = = − − = − − +  

 = = − = −  

∫ ∫

∫ ∫
  

إذن  
1

2

e
M

π+
= و −

1

2

e
N

π+
=.  

:جد تابعاً أصلياً للتابع   3 ( )f x f x֏  على المجالI.  

2 2

2 2

, ( ) sin2 , ( ) cos

0, , ( ) ln , ( )

, ( ) cos 3 , ( ) sin2

x

I f x x x I f x x x

I f x x x I f x x e

I f x x x I f x x x

= = ⋅ = = ⋅

 = +∞ = ⋅ = = ⋅ 

= = ⋅ = = ⋅

ℝ ℝ

ℝ

ℝ ℝ

� �

� �

� �

  

  

  الحل
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+

+

+

  
 لمّا كان �

0 00
cos sin sin sin cos 1

xx x

t t dt t t tdx x x x
 = − = + −  ∫ استنتجنا أنّ التابع  ∫

( ) sin cosx F x x x x= cosxهو تابع أصلي للتابع  ֏+ x x֏  علىℝ.  
� 1 1

4 2
sin(2 ) cos(( ) 2 )x F xx x x= sin(2هو تابع أصلي للتابع  ֏− )x x x֏  علىℝ.  

  هنا نكتب  �

( )

2 2

0 00

2

00

2 2

2

2

2 1 ( 2 2) 2

xx x
t t t

x x
x t t

x x x x

t e dt t e te dx

x e t e e dx

x e xe e x x e

 = −  
    = − −       

= − − + = − + −

∫ ∫

∫  

)2فنستنتج أنّ التابع  ) ( 2 2) xx F x x x e= − 2هو تابع أصلي للتابع  ֏+ xx x e֏  علىℝ.  
� 3 31

9
1

3
l () n( )x xx F xx = 2هو تابع أصلي للتابع  ֏− lnx x x֏  0[على, [+∞.  

� 21 1
2 4

( ) sin(2 ) (2 1)cos(2 )x F x x x x x= − 2هو تابع أصلي للتابع  ֏− sin(2 )x x x֏.  
� 21 2

27 9
( ) (9 2)sin(3 ) cos(3 )x F x x x x x= − 2هو تابع أصلي للتابع  ֏+ cos(3 )x x x֏.  

  

:جد تابعاً أصلياً للتابع  � ( )f x f x֏  على المجالI.  

2 2

2 2

3

2 2

1 3
2 , ( ) 1, , ( )

4 1

2 1
1,0 , ( ) 2,3 , ( )

6

2 1
, 2 ( ) 2, ( )

2

,

( ) 2

x x
I f x I f x

x x

x x
I f x I f x

x x x x

x x
I f x I f x

x x x

+ +   = − − = = +∞ =   − −
−   = − = = − =   + − −
−   = −∞ − = = +∞ =   + −

∞

−

� �

� �

� �

  

   سناه بل هو أبسط من ذلك!ر التكامل الأخير ليس من النوع الذي د ملاحظة:

  

  
� 2 ln( 1) ln 1( ( ))F x xx − − +=.      � 21 1

2 4
ln(2 ) ln( 4) )( xF x x− + −=.  

� 3 2
5 5
ln(3 ) ln( 2)( ) xF x x− + +=.      � 3 ln( )) n( 1 l ( )F x xx + − −=.  

�2 8 1
3 3

1
2

ln( 2) ln( 1( ))F x xx x x+ + − + +=.  �( )25
log ( 2)

2
( )F

x
x x+ +

+
=.  

  الحل

  الحل
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+

+ +

����� 

  حساب مساحة سطح مستو  

  السطح المحصور بين منحنيين مساحة  �

: للتابعين gCو fC نيْ نتأمّل الخطين البياني ل xf x e֏ و: xg x e−֏ على  ينالمعرّفℝ.  
  .gCو fCخطين البيانيين ارسم ال �
xوالمستقيم الذي معادلته  gCو fCاحسب مساحة السطح المحصور بين  2 λ=  حيثλ  عدد

   .λ)ناقش تبعاً لإشارة (حقيقي. 

الخطين البيانيين  gCو fCنقبل عموماً أنّه إذا كان  
 bو a، وكان Iعلى مجال  gو fلتابعين مستمرين 

bقان يحقّ  Iعددين من  a> عندئذ .b

a
f g−∫  يساوي

الذي  adوالمستقيم  gCو fC مساحة السطح المحصور بين
xمعادلته  a=  والمستقيمbd  الذي معادلتهx b=.  

  
f يتطلّب هذا الحساب دراسة إشارة الفرق g−  على

[ , ]a b.   

  منحن ومقارب مائل  �

)بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن  ) (1 )xf x x e−= تابع المُمثّل للالخط البياني  fC. وليكن +
f الهدف من هذا النشاط دراسة مساحة السطح المحصور بين الخط البياني .fC .ومُقاربه   

.a fاستعمل (. f. واكتب جدول تغيرات ∞+و ∞−عند  fادرس نهايات التابع  � لدراسة إشارة  ′′
f)المشتق ′.    

.b yمعادلته الذي  ∆تحقّق أنّ المستقيم  � x=  مستقيم مُقارب للخطfC  وادرس ∞+في جوار .
   .∆بالنسبة إلى المقارب  fCوضع 

.c   . fCو ∆ ارسم �
.a 
)اً موجباً تماماً. احسب يعدداً حقيق λليكن   )λA  مساحة السطح المحصور بينfC و∆ 

xالذي معادلته  موالمستقي λ=.  
.b )ما نهاية  � )λA  عندما تسعىλ  ؟∞+إلى  

 1111 نشاط 

 
ad bd

x

y

O

g
C

a b

f
C
ւ

տ
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+
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+

  
)لنرمز بالرمز  � )λA ى مساحة السطح المحصور بين إلfC وgC 

xوالمستقيم الذي معادلته  λ= 0. في حالةλ فوق  fCيقع  <

gC  0]على المجال, ]λ  ّومن ثَم  

0 0

( ) 2x xe dx e dx e e

λ λ

λ λλ − −= − = + −∫ ∫A  

0λفي حالة  ]على المجال  fCفوق   gCيقع  > , 0]λ  ّومن ثَم  
0 0

( ) 2x xe dx e dx e eλ λ

λ λ

λ − −= − = + −∫ ∫A  

λإذن أياً كانت  ∈ ℝ  كان( ) 2e eλ λλ −= + −A.  
)هنا  � ) (1 )xf x x e−= +.  

.a limلأنّ  � 0x

x
e−

→∞
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

→∞
= lim. وكذلك لأنّ ∞+ x

x
e−

→−∞
= استنتجنا  ∞+

limأنّ  ( )
x

f x
→−∞

= ). ونجد بحساب بسيط أنّ ∞− ) 1 x xf x e xe− −′ = + من السهل  ليس .−

)تعيين إشارة  )f x′  مباشرة لذلك نتأمّل مشتقه( ) (1 ) ( 2)x xf x x e x e− −′′ = − = f. إذن − ′ 
[متناقصٌ تماماً على  ,2[دٌ تماماً علىومتزاي ∞−]2, ، فهو يبلغ قيمة حدية صغرى تساوي ∞+]

2(2) 1 0f e−′ = − 2xعند  < f. نستنتج إذن أنّ = ، ومنه جدول ℝموجبٌ تماماً على كامل  ′
  :fبع التغيرات الآتي للتا

( )

( )

x

f x

f x

−∞ +∞
′ +

−∞ +∞ր

  

.b )لنضع  � ) ( ) xg x f x x xe−= − limنعلم أنّ  = ( ) 0
x

g x
→∞

= 

yالذي معادلته  ∆إذن المستقيم  x= للخط مستقيم مقارب  هو
استنتجنا أنّ  xتماثل إشارة  g. ولأنّ إشارة fللتابع  Cالبياني 

,0[لى ع ∆يقع فوق المقارب  Cالخط البياني  ويقع تحته  ∞+]
[على  , 0[−∞.  


  لدينا 

0 0

0 0

( ) ( ( ) )

1 ( 1)

x

x x

f x x dx xe dx

xe e dx e

λ λ

λλ
λ

λ

λ

−

− − −

= − =

 = − + = − +  

∫ ∫
∫

A
  

limومن ثَمّ  ( ) 1
λ

λ
→∞

=A.  

  الحل

x

y

O λ

fCgC

x

y

O
λ1
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  حجم مجسمحساب   

 معادلتاهما bPو aP اً يحدّده مستويانمجسم Sليكن 
zبالترتيب  a= وz b=  في معلم متجانس
( ); , ,O i j k

�� إلى حجم هذا المجسم،  V. نرمز بالرمز �
)وبالرمز  )zA  إلى مساحة مقطع هذا المجسم بالمستوي

P  الذي يوازي كلاً منaP وbP  وراقمه يساويz 
( )a z b≤   يُحسب بالعلاقة: Vنقبل أنّ  .≥

( )( )
b

a
z dz∗ = ∫V A  

  نجد فيما يأتي عدداً من الأمثلة على استعمال هذه العلاقة.
   R قطرهاحجم كرة نصف   �

   .2حساب حجم نصف الكرة ثمُّ نضرب الناتج بالعدد  يكفي
  الشكل، لماذا  اشرح باستعمال رموز �

2 2( ) ( )z R zπ= −A ؟  

34 استنتج مجدداً العبارة 2

3
Rπ=V  

   حجم مجسم دوراني  �

المعطى  fع للتاب Cنجد في الشكل المجاور الخط البياني 
,0]على المجال  )بالصيغة  [4 )f x x= عندما يدور .

C  ًدورة كاملة حول محور الفواصل، يولّد مجسماً دورانيا
S.  
ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستوٍ عمودي على  �

)محور الفواصل ويمر بالنقطة  , 0)I x(0 4)x≤   ؟ ≥
)عبّر عن  2 )xA مساحة هذا المقطع، بدلالة ،x.  
  .Sحجم المجسم  Vاستنتج  �

  
2استناداً إلى الشكل، وعملاً بمبرهنة فيثاغورث، يكون نصف قطر القرص  � � 2R z−  فمساحته
2اوي تس 2( ) ( )z R zπ= −A.  

2  وعليه يعطى حجم الكرة 2 2 2 3 31
3 00

4
2 ( ) 2

3

R R
R z dz R z z R

π
π π  = − = − =  ∫V.  

  الحل

 2222 نشاط 

 

 

 

 

 

 
 

R
z

y

x

z

O

 

O

x

y

z

( )zA

a

z

b

a
P

b
P

P

 

   
y x=

y

x

1O

1

2

4I



 

12  

+

+

+

)ومن ثَمّ تعطى مساحتها بالصيغة ، xدائرة نصف قطرها المقطع  � )x xπ=A أمّا حجم المجسّم .
4فيساوي 

0
( ) 8x dx π= =∫V A من الوحدة  2. وندعو القارئ ليقارن نتيجة هذه النشاط بنتيجة النشاط

  الرابعة.
  

            ��	
�� 
	����  
  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً  

1
2 2

3

2

1
32 2 2

2 1 3
, , ( ) 0, , ( ) 1

1 2

2
, ( ) (2 1) 1, , ( )

1
1 1

1,3 , ( ) , , ( )
( 2 3) (1 3 )

I f x I f x
xx x

x
I f x x I f x

x
x

I f x I f x
x x x

   = −∞ = = +∞ = − +     −

 = = − = +∞ =  −
−   = − = = −∞ =    − − −

ℝ




� �

� �

1

  

  

4 2

2

1
2 1 2 3 ln( ) ( )

(
1
(2 1) 2 1

8

1 1

3(1 3 )2( 2 3)

) ( )

( ) ( )

F x F x

F x F

x x x
x

x xx

x F x
xx

F
x

− − + +

− −

−
−− −

= =

= =

= =




� �

� �

1

  

  :Iعلى المجال  fبع للتا Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً  
2

2 2

3 1

1
4, , ( ) , ( ) cos (sin 3 sin )

4
1 2

,4 , ( ) 0, , ( ) 1
4 cos

2 1
1, , ( ) , ( ) 2

1
x

I f x I f x x x x
x

I f x I f x
x x
x

I f x I f x e
x

π

−

 = + = = = −  −

  = −∞ = = = −    −
− = − + = =

∞

∞ =  +

ℝ

ℝ




� �

� �

1

   

  
3 2

3 1

sin ( ) 3 cos (
( ) ln( 4) ( )

( ) ln(4

)

3 2

2 tan( )

2
2 3 ln( 1

) ( )

( ) ( ))
3

x

F x x F x

F x x

x x

x x

x

F x

f x x F ex −

= − =

=

+

−

−

− =

+= =




� �

� �

1

  

  

  الحل

  الحل
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   من الحالات الآتية، هاتِ تابعاً أصلياً  في كلF  للتابعf  ٍعلى مجالI  يحقق يطلب تحديده و
  المعطى. الشرط

2 2

2

2 2 4

2 2

1 2
(0) 0, ( ) (1) 0, ( )

(2 1)

( ) 0, ( ) sin cos ( ) 0, ( ) sin(2 )

1
(0) 0, ( ) (1) 1, ( )

3( 1)

F f x F f x x
x x

F f x x x F f x x

x
F f x F f x

xx

π π π

= = = = +
+

= = ⋅ = = −

−
= = = =

−−




� �

� �

1

  

  
3

3

2

1
2

2

3 4
( )

2 1 2

1 1
cos ( )

, ( ) 0,

, ( ) , ( )

] 1,1[, ( ) 3, ( )
)

2 sin 2 2
3 4 4
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)minنرمز عادة بالرمز    , )a b  إلى أصغر العددينa وb .
المعرّف على المجال  fللتابع  fCتحقّق أنّ الخط البياني 

)2بالصيغة  [0,2] ) min( ,2 )f x x x= الخط المرسوم  ، هو−
2في الشكل المجاور. احسب التكامل 

0
( )f x dx∫،  وقلْ ماذا

    يمثل هذا العدد ؟
2احسب بالمثل  

0
( )g x dx∫ و

1

0
( )h x dx∫ في حالة  

( ) 1 1g x x= − 2و    − 2( ) min( ,( 1) )h x x x= −  
  خطيهما البيانيين على مجال المُكامَلة.بعد رسم 

  
2 المتراجحة لاحظ أنّ  2x x≤ )تكافئ  − 2)( 1) 0x x+ − ]أي  ≥ 2,1]x ∈ من  x. إذن في حالة −

2يكون  [0,2] 2x x≤ 22ويكون  [0,1]على  − x x− x[1,2]في حالة  ≥   ومنه نرى أنّ  ∋
2 : 0 1

( )
2 : 1 2

x x
f x

x x

 ≤ ≤=  − ≤ ≤
  

إذن 
1 22 1 2 3 2

2

0 10 0 1

(2 ) 5
( ) (2 )

3 2 6

x x
f x dx x dx x dx

   −   = + − = + − =   
   

∫ ∫ ∫  

  ومحور الفواصل. fوهو يمثل مساحة السطح المحصور بين الخط البياني للتابع 
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)وبالمثل في حالة  ) 1 1g x x= −   نجد [0,2]على المجال  −
: 0 1

( )
2 : 1 2

x x
g x

x x

 ≤ ≤=  − ≤ ≤
  

  ومنه
1 22 1 2 2 2

0 10 0 1

(2 )
( ) (2 ) 1

2 2

x x
g x dx xdx x dx

   −   = + − = + − =   
   

∫ ∫ ∫  

2في حالة  وكذلك 2( ) min( ,( 1) )h x x x=   نجد [0,1]على المجال  −

2 1
2

2 1
2

: 0
( )

(1 ) : 1

x x
h x

x x

 ≤ ≤=  − ≤ ≤
  

  ومنه

1/2 11 1/2 1 3 3
2 2

0 1/20 0 1/2

(1 ) 1
( ) (1 )

3 3 12

x x
h x dx x dx x dx

   −   = + − = + − =   
   

∫ ∫ ∫  

  احسب التكاملات الآتية:  

2

1 1

2 2

2 2
3 2

2

0 1
2 3

4 4
0 1
1 1

1

0 2
1 2

0 0

( 2)( 4 3) ( 4 3)

1

1

sin( )
2

3

2 1

t

x x

x x

I x x x dx I x x dx

dt
I I t t dt

tt

x
I x dx I dx

x

x
I te dt I dx

x

e e
I dx I x dx

e e

π

π

− −

−
−

−
−

−

= − − + = − +

 = = + −   +

= + =
+

−
= =

−
= = +

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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}\التابع المعرف على  fن ليك  3}D = −R  وفق
24 5 1

( )
3

x x
f x

x

− +
=

+
.  

)التي تحقق  cو bو aجد الأعداد  1 )
3

c
f x a x b

x
= + +

+
  .Dمن  x، أياً يكن 


0احسب  

2
( )J f x dx= ∫.  

  
24 بإجراء قسمة إقليدية للبسط على المقام نجد مباشرة 1 5 1 ( 3) (4 17) 52x x x x− + = + − + 

  ومنه
52

( ) 4 17
3

f x x
x

= − +
+

  


  إذن 
0

2

2

3
2 17 52 ln(3 ) 26 52 ln

5
J x x x

   = − + + = +      
  

D{1}\التابع المعرف على  fليكن   = ℝ  وفق
2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

−
.  

التي تحقق  cو bو aجد الأعداد  �
2

( )
1 ( 1)

b c
f x a

x x
= + +

− −
  .Dمن  x، أياً يكن 


0احسب  

3
( )J f x dx

−
= ∫.  

  
1Xالأسهل هنا أن نضع  1 x=   متحولاً جديداً فيكون −

2 2

2 2 2 2

( 1) 2 1 2 1
( ) 1 1

1( 1) ( 1)

x X
f x

X xx X X x

+
= = = + + = + +

−− −
  


  إذن 
0

3

1 15
2 ln(1 ) 4 ln(2)

1 4
J x x

x −

 
 = + − − = −
 − 

  

  

1أنّ  أثبت 
1

1 1

x

x x

e

e e
= −

+ +
1 قيمة ، واستنتج

0

1

1 x
I dx

e
=

+∫.  

  
  ، ومنه مباشرٌ  قٌ المساواة الأولى تحق إثبات 

1

0

1
ln(1 ) 1 ln

2
x e

I x e
 +   = − + = −      

  

  

  الحل

  الحل

  الحل

  8 

  7 

  6 



 

16  

+

+

+

  

2sinغتي يباستعمال ص   a 2وcos a  بدلالةcos2a، 4 اكتب أو بأية طريقة تراها مناسبةsin x 

cosو  cos2xبدلالة  4x 48، ثمُ احسب

0
sinI x dx

π

= ∫.  

  
)لدينا  )2 1

2
sin 1 cos2x x= )ومنه  − )4 21

4
sin 1 2 cos2 cos 2x x x= −   ، ولكن نعلم أيضاً أنّ +

( )2 1
2

cos 2 1 cos 4x x=   إذن +

    4 3 1 1
sin cos2 cos 4

8 2 8
x x x= − +  ( )∗   

  ومنه نستنتج أنّ 
/8

0

3 1 1 3 1 4 2
sin2 sin 4

8 4 32 64 32
I x x x

π
π  − = − + = +

  
  

) يمكن الوصول إلى :حظةملا   بالاستفادة من علاقة أويلر: ∗(
4

4 2 2 4
4 4 6 4

sin
2 16

2 cos 4 8 cos2 6 3 1 1
cos2 cos 4

16 8 2 8

ix ix ix ix ix ixe e e e e e
x

i

x x
x x

− − − − + − + = =   
− +

= = − +

  

  .احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة  

ln 3
2

ln2 1
2 1

2

1 0

( 1) ( 1)ln

( 2) (2 1)

e
x

t x

I x e dx I x xdx

I t e dt I x e dx−

= − = −

= − = +

∫ ∫
∫ ∫


 �

� �

  

  
2 2 227

4

2 2

1
1 2 ln (2) 3 ln (3) 2 ln( ) ( 3)

4
1 5

3)
4

( 3

e

e e
e

I I

I I

= =− + − −

− − −= =


 �

� �

  

    لنتعلمّ البحث معاً 

  ������ 
	���  
0عددان حقيقيان وأنb  و  aأن  نفترض   a b π≤   ثبت صحة المتراجحةأ. >≥

1
cos cos ( )sin

2
a b b a b− ≥ −.  

  الحل

  الحل
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+

+ +

   نحو الحلّ   ��

الصيغة الآتية  المعرف وفق gثابتاً ونبرهن أن التابع  bقد نفكر في دراسة تابع، كأنْ نفترض    �

,0]موجب على المجال  ]b  :1
( ) cos cos ( )sin

2
g x x b b x b= − − ، ولكن سرعان ما نقتنع −

  لا يؤدي إلى إثبات سهل للمتراجحة فإشارة المشتق الأوّل ليست سهلة التعيين.أنّ هذا الطريق 
cosالمقدار  ولكنّ    � cosa b−  بالتكامليدفعنا إلى التفكير cos cos ( )

a

b
a b f t dt− = حيث  ∫

( ) cos sinf t t t′= = cos أو − cos sin sin
a b

b a
a b tdt tdt− = − =∫ ∫.  

sinx الخط البياني للتابع Cليكن  .1 x֏  على المجال
[0, ]π.  ر كون برsin

b

a
tdt∫  هو مساحة منطقة

 .Aعليك تحديدها. نرمز إلى تلك المساحة بالرمز 
أكبر من مساحة شبه المنحرف  A علل كون
ABCD المبيّن في الشكل.  

1ق أنها أكبر من وتحقّ  ABCDاحسب مساحة شبه المنحرف  .2
( )sin

2
b a b−.  

0aالمتراجحة صحيحة في حالة  تيقّن أنّ  .3 bو  = π=.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
sinنلاحظ أنّ 

b

a
tdt∫  يمثلA  مساحة السطح الذي يعينه الخط البياني للتابعsin  ومحور الفواصل

xلتاهما والمستقيمين الذين معاد a= وx b=  بالترتيب، وهذا السطح يحوي شبه المنحرفABCD 
  . ABCDأكبر أو يساوي مساحة  Aالمبين في الرسم، إذن 

sinADولكن  a= وsinBC b=  والارتفاعAB  يساوي( )b a−  إذن مساحة شبه المنحرف

ABCD  تساويsin sin
( )

2

a b
b a

+
1. وهذا أكبر من −

2
( )sinb a b−  ّلأنsin 0a . نستنتج مما ≤

1سبق أنّ 
2
( )sinb a b−≥A ولكن .  

sin cos cos
b

a
tdt a b= = −∫A  

1 قد أثبتنا صحة المتراجحة  فنكون
2

cos cos ( )sina b b a b− ≥ −.  

0aحظ أنّه في حالة لا 1تصبح المتراجحة  =
2

1 cos sinb b b− فئ وهي تكا ≤
2 2

tan b b≥  التي أثبتنا
bأمّا في حالة  صحتها سابقاً. π=  فتؤول المتراجحة إلى المتراجحة المعروفةcos 1 0a + ≥.  

  الحل
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  ���� ٍ��	�  ! "��#�  
)2وفق  Rعلى   فالمعر   fالتابع ليكن  ) sinxf x e x=.  تابعاً أصلياً عيّنF   للتابعf.  

   نحو الحلّ   ��

 نتعرّف على صيغته بين الصيغ المألوفة لدينا، التابع المدروس مستمر فله تابع أصلي، ولكننا لا   �
2لذلك نسعى لكتابته بالشكل 

0
( ) sin

x
tF x e tdt= ، آملين أن تفيدنا مُكاملة بالتجزئة لأنّ للتابع ∫

   المُكامل شكل جداء ضرب.
  أثبت أنّ   

2 2 2

0 0

1 1
( ) sin sin cos

2 2

x x
t x tF x e tdt e x e tdt= = −∫ ∫  

جيب. البع تاالتكامل في الطرف الأيمن يشبه التكامل المطلوب ولكن استبدل فيه تابع التجيب ب  �
  مجدداً.  Fتأتي فكرة إجراء مُكاملة بالتجزئة ثانية، إذ نتوقّع أن يظهر التابع ومنه 

2أثبت أنّ  .1 2

0

1 1 1
cos cos ( )

2 2 2

x
t xe tdt e x F x= − +∫  

  .Fاستنتج عبارة  .2
fو fونبحث عن علاقة بين  fقد يخطر لنا أن نقحم المشتقات المتتالية للتابع  . ثانيةطريقة   � ′ 

fو ′′ .  
)احسب  .1 )f x′   و( )f x′′.  
)قان اللذين يحقّ  bو  aين جد العددين الحقيقيّ  .2 ) ( ) ( )f x af x bf x′′= ′ +.  
)استنتج عبارة  .3 )F x  حيثF  تابعٌ أصلي للتابعf.  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
2ليكن 

0
( ) sin

x
tF x e tdt=   بإجراء مكاملة بالتجزئة نجد ،∫

2 2
2

00 0

2 2

0

2 2
2

0 0

2 2 2

0

( ) sin sin cos
2 2

1 1
sin cos

2 2

1 1
sin cos ( sin )

2 2 2 2

1 1 1 1
sin cos sin

2 4 4 4

xx x
t t

t

x

x t

x x
t t

x

x

x x t

e e
F x e tdt t tdt

e x e tdt

e e
e x t t dt

e x e x e tdt

 
 = = − 
 

= −

       = − − −        

= − + −

∫ ∫

∫

∫

∫
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+

+ +

  إذن
2 21 1 1 1

( ) sin cos ( )
2 4 4 4

x xF x e x e x F x= − + −  

  ومنه 
21 1

( ) (2 sin cos )
5 5

xF x e x x= − +  

  . نلاحظ أنّ طريقة ثانية
2

2

2

( ) sin

( ) (cos 2 sin )

( ) (4 cos 3 sin )

x

x

x

f x e x

f x e x x

f x e x x

=

′ = +

′′ = +

   

24إذن  ( ) ( ) 5 sin 5 ( )xf x f x e x f x′ ′′− =   ومنه نستنتج أنّ  =
4 1 4 1

5 5 5 5
f f f f f

′ ′ ′′ ′= − = −   
  

  إذن
24 1 1

( ) ( ) (2 sin cos )
5 5 5

xx f x f x e x x′− = −֏  

  .fهو تابع أصلي للتابع  
  

  ���� ٍ��	�  ! "��#�  
2وفق  Rعلى فالمعر   fليكن التابع  3( ) (1 ) xf x x x x e−= + + جد تابع كثير الحدود أيو  .+

P  بحيث يكون: ( ) xF x P x e−֏  تابعاً أصلياً للتابعf  علىℝ؟  

   نحو الحلّ   ��

   هذا. Pوجود كثير الحدودالتحليل: لنفترض    �
 يقتضي أن يكون fتابعاً أصلياً للتابع  Fأنّ كون أثبت  .1

2 3(( ) ) ( ) 1P x P x x x x′ − = + + +∗  
degلماذا يجب أن يكون  .2 3P  ؟=

3بوضع  .3 2( )P x ax bx cx d= + + )عيّن اعتماداً على  +   .dو cو bو aمثال الأ ∗(
يكون له الصيغة التي وجدناها أعلاه. موجوداً فمن الواجب أن  Pإذا كان  هأنّ  أثبتناالتركيب:   �

    .ℝعلى  fللتابع أصلي الذي وجدته تابعٌ  Fلتابع وبالعكس تحقّق أنّ ا
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  12  
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:بحيث يكون  Pلنفترض وجود كثير حدود  ( ) xF x P x e−֏  ًأصلياً للتابع  تابعاf  عندئذ من

F f′ )نستنتج أنّ  = ) 2 3( ) ( ) (1 )x xP x P x e x x x e− −′ − = + +   أي +
2 3( ) ( ) 1P x P x x x x′ − = + + +  

Pولكن درجة  في حين درجة  Pفدرجة الطرف الأيسر تساوي درجة  Pأصغر تماماً من درجة  ′
deg. إذن لا بدّ أن يكون 3الطرف الأيمن تساوي  3P   . هذا يجعلنا تفترض أنّ =

3 2( )P x ax bx cx d= + + +  
)وبالتعويض في    نجد ∗(

3 2 3 2(3 ) (2 ) 1ax a b x b c x c d x x x− + − + − + − = + + +  
)تتحقّق العلاقة    إذا تحققت الشروط ∗(

1,2 1,3 1, 1c d b c a b a− = − = − = = −  
,10 أي 9, 4, 1d c b a= − = − = − = − .  

  وبالعكس، نتيقن مباشرة أنّ 

( )3 2( 4 9 10) ( )xx x x e f x− ′− − − − =.  
:بحيث يكون  Pتابع كثير الحدود يوجد الجواب إذن: نعم  ( ) xF x P x e−֏  تابعاً أصلياً للتابعf 

  .ℝعلى 
  

      إلى الأمام قدُُماً 

 
  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً     

2 3

2 2

2
4

2

2 3

2

1 2
,0 , ( ) cot , ( )

(2 2 1)

1 1
0, , ( ) , ( )

sin(2 ) 2 2

1
, ( ) , ( ) (1 2 )

ln 1
, ( ) , ( ) 2

3 2
1, , ( ) , (

2 1

x

x

x
I f x x I f x

x x

x
I f x I f x

x x x

I f x e I f x x
x

x
I f x I f x e

x

x
I f x I f x

x

π

π

−∗
+

∗ −
+

∗
+

− = − = = =  − +

− = = = =   − +

= = × = = −

−
= = = =

+ = − +∞ = =  +

ℝ

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ




� �

� �

� �

�

1

2

sin cos
)

x x x

x

−
= �
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+

+ +

  
2 2

2

2/
5

3

2

2

1
ln( sin( ))

4(2 2 1)

2

,0 , ( ) , ( )

1
0, , ( ) ln(tan ) , ( )

2

, ( ) , ( )

, ( ) , ( )

1, ,

2

1
(2 1)

2 10

l

(

n 2

3

1) ,

x

x

I f x I F x

I f x x I F x

I f x I F x

I f x I F x

I f x I

x
x x

x x

e
x

x
e

x

x Fx

π

π

∗
+

∗

−

−
+

∗
+

−
− +

−

 = − = = = 

 = = = =  

= = = =

= = = =

 =

− +

−

−

− +∞ =

−

 + =

ℝ

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ




� �

� �

� �

�

1

sin( )
( )x

x

x
= − �

  

  في كل من الحالات الآتية احسب التكامل المعطى. 
2 0

0 2

3 2

4 20 1

2 32 1

21 0

4 5

2 1 1

2 2

( 1) 9

8 4 2 3 4

24 1

x x
I dx I dx

x x

x x
I dx I dx

x x

x x x
I dx I dx

xx

−

−

−
= =

+ −
+

= =
+ −
− − −

= =
−−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫


 �

� �

� �

   

  

( )

( )

7
2

51 8
64 5

9 23
5 3

4 ln(5) 2 ln(3)

ln

1
2 ln 6 ln(2)

2

I I

I I

I I

= =

= =

− −

−

= =− −


 �

� �

� �

  

2مستفيداً من العلاقة  fفي كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع   2sin cos 1x x+ =.  

3 2 3 3( ) sin cos ( ) sin sin ( ) cosf x x x f x x x f x x= ⋅ = + =3 2 1  

  
  هنا 1

( )3 2 31
3

( ) cos (1 sin )sin sin sinf x x x x x x
′′= = − = −  

31إذن 
3

: sin sinF x x x−֏  3هو تابع أصلي للتابع: cosf x x֏.  
  هنا 2

3 2 31
3

( ) sin sin (cos 2)cos ( cos 2 cos )f x x x x x x x ′′= + = − = −  
31إذن 

3
: cos 2 cosF x x x−֏  3هو تابع أصلي للتابع: sin sinf x x x+֏.  
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  هنا 3

3 2 4 2 5 31 1
5 3

( ) sin cos (cos cos )cos ( cos cos )f x x x x x x x x ′′= ⋅ = − = −  
5إذن  31 1

5 3
: cos cosF x x x−֏  3هو تابع أصلي للتابع 2: sin cosf x x x⋅֏.  

)4 وفق Rالتابع المعرف على  fليكن    ) sinf x x=.  

) احسب � )f x′ و( )f x′′.  اكتب و( )f x  بدلالة( )f x′′ وcos 4x.  

  .Rعلى  fللتابع  Fاستنتج تابعاً أصلياً  

  
  لدينا �

4

3

2 2 4

2

( ) sin

( ) 4 sin cos

( ) 12 sin cos 4 sin

1 cos 4
3 sin 2 4 ( ) 3 4 ( )

2

f x x

f x x x

f x x x x

x
x f x f x

=

′ =

′′ = −
−

= − = ⋅ −

  


  نستنتج مما سبق أنّ 
3 3 1 3 3 1

( ) cos 4 ( ) sin 4 ( )
8 8 4 8 32 4

f x x f x x x f x
′ ′′ ′= − − = − −   

  

33إذن  3
8 32

: sin 4 sin cosF x x x x x− :4هو تابع أصلي للتابع  ֏− sinf x x֏.  
  

3وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن    2( ) xf x x e= ، ًجد تابعاً أصلياF  للتابعf  علىR 
)2بالصيغة  ) ( ) xF x P x e= حيث ،P .تابع كثير حدود  

  
3بالصيغة  Fنبحث عن  12باتباع أسلوب التمرين  2 2( ) ( ) xF x ax bx cx d e= + + الشرط  .+

F f′ 2: يُكافئ = 3 2 3(3 2 ) 2( )ax bx c ax bx cx d x+ + + + + +   أو =
3 2(2 1) (2 3 ) 2( ) 2 0a x b a x c b x d c− + + + + + + =  

1ختار وعليه يكفي أن ن 3 3 3
, , ,

2 4 4 8
a b c d= = − = =   . لنجد أنّ −

3 2 21
8

( ) (4 6 6 3) xx F x x x x e= − + −֏  
3تابع أصلي للتابع  2( ) xx f x x e=֏.  
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حساب نريد  
31

20 1

x
I dx

x
=

1. احسب ∫+

20 1

x
J dx

x
=

Iثمُ  ،∫+ J+تنتج ، واسI.  

  
  من جهة أولى

1 1

2

2
00

1 1
ln(1 ) ln2

2 21

x
J dx x

x

 
 = = + =
 +  

∫  

  ومن جهة ثانية
1 13

2 2
0 0
1 13

2
0 0

1 1

1

21

x x
I J dx dx

x x

x x
dx xdx

x

+ = +
+ +

+
= = =

+

∫ ∫

∫ ∫
  

)إذن  )1
2
1 ln2I = −.  

2/نريد حساب   

0

sin2

1 2 sin

x
I dx

x

π

=
2/احسب  .∫+

0

cos

1 2 sin

x
J dx

x

π

=
Iثمُ  ،∫+ J+ ،

  .Iواستنتج 

  
  من جهة أولى

/2 /2

00

cos 1 1
ln(1 2 sin ) ln 3

1 2 sin 2 2

x
J dx x

x

π π 
 = = + =
 +  

∫  

  ومن جهة ثانية
/2 /2

0 0
/2 /2

0 0

sin2 cos

1 2 sin 1 2 sin

2 sin cos cos
cos 1

1 2 sin

x x
I J dx dx

x x

x x x
dx xdx

x

π π

π π

+ = +
+ +

+
= = =

+

∫ ∫

∫ ∫
  

1إذن 
2

1 ln 3I = −.  

  

)2وفق  ℝعلى  المعرف  fتابع الليكن    ) cosxf x e x=.  
)احسب  � )f x′ و( )f x′′.   

)ة ايحققان المساو  bو aن عيّن عددي  ) ( ) ( )f x af x bf x′ ′′=   .xأياً كان  +
  .ℝ على fللتابع  Fاستنتج تابعاً أصلياً  �

  الحل

  الحل

  20  

  19  

  18  



 

24  

+

+

+

  

  
  لدينا  �

2

2

2

( ) cos

( ) (2 cos sin )

( ) (3 cos 4 sin )

x

x

x

f x e x

f x e x x

f x e x x

=

′ = −

′′ = −

  


)من صيغتي  sinxعلينا حذف الحد الذي يحوي   )f x′ و( )f x′′ فنجد  
24 ( ) ( ) (5 cos ) 5 ( )xf x f x e x f x′ ′′− = =  

)نستنتج إذن أنّ  � )4 1
5 5

( ) ( ) ( )f x f x f x ′′=   وهذا يبرهن أنّ  −
( )24 1 1

5 5 5
( ) ( ) ( ) 2 cos sinxx F x f x f x e x x′= − = +֏  

)2للتابع هو تابع أصلي  ) cosxx f x e x=֏  علىℝ.  

 F وG  ّللتابعين  انتابعان أصلي: cos(ln )f x x֏ و: sin(ln )g x x֏ 0 على, +∞ ، 
1xينعدمان عند    من الصيغتينانطلاقاً  .=

1
( ) cos(ln )

x

F x t dt=   و ∫
1

( ) sin(ln )
x

G x t dt= ∫  

� : أثبت باستعمال التكامل بالتجزئة أن  
( ) cos(ln ) 1 ( )F x x x G x= − ) و     + ) sin(ln ) ( )G x x x F x= −.  


)استنتج عبارتي   )F x و( )G x.  

  
  من جهة أولى �

1
1 1

1

1
1 1

1

1
( ) cos(ln ) cos(ln ) ( sin(ln ))

cos(ln ) 1 sin(ln ) cos(ln ) 1 ( )

1
( ) sin(ln ) sin(ln ) (cos(ln ))

sin(ln ) cos(ln ) sin(ln ) ( )

x x
x

x

x x
x

x

F x t dt t t t t dt
t

x x t dt x x G x

G x t dt t t t t dt
t

x x t dt x x F x

 = = − −  

= − + = − +

 = = −  

= − = −

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

  

  إذن
( ) ( ) cos(ln ) 1

( ) ( ) sin(ln )

F x G x x x

F x G x x x

 − = − + =
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  نجدالسابقتين  وبالحل المشترك لجملة المعادلتين 
1
2
1
2

( ) ( cos(ln ) sin(ln ) 1)

( ) ( sin(ln ) cos(ln ) 1)

F x x x x x

G x x x x x

= + −

= − +
  

 ������ 
	���  

0تيقّن أنّه في حالة  � x a< 1 يكون  > 1
1

1 1a x
≤ ≤

+ +
.  


ln(1استنتج أنّ   )
1

a
a

a
a
≤ + ≤

+
0aفي حالة   >.  

  
1xالتابع  � x 1، فيكون ℝ+متزايدٌ على  ֏+

:
1

g x
x+

، وينتج من ذلك ℝ+متناقصاً على  ֏

0أنّه في حالة  x a< )لدينا  > ) ( ) (0)g a g x g≤   وهي المتراجحة المطلوبة. ≥

0aإذن في حالة     لدينا <

0 0 0

1 1

1 1

a a a

dx dx dx
a x

≤ ≤
+ +∫ ∫ ∫  

ln(1 أي )
1

a
a a

a
≤ + ≤

+
.  

، ثمُّ احسب مساحة السطح المحصور بين fالذي يُمثّل التابع  Cفيما يأتي، ارسم الخط البياني  
C  ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهماx a= وx b=.  

( )

2

2

4 4

6
1, 4, ( ) 0, 1, ( ) 2

(2 1)

1, ln2, ( ) ( 1) 0, , ( ) cos 2x

a b f x a b f x x x
x

a b f x x e a b f x xπ π−

= = = = = = + −
+

= − = = + = = = −


 �

� �

  

  

  
ومحور  قطع مكافئ فتحته نحو الأسفل fالبياني للتابع  الخط  �

1تناظره المستقيم الذي معادلته 
2

x يقطع  Cخطه البياني و  ،=
2xمحور الفواصل عند  1xو = =  [0,1]. وعلى المجال −

فوق محور الفواصل. إذن مساحة  fيقع الخط البياني للتابع 
1 يالسطح المطلوب تساو 

2 13
60

(2 )x x dx+ − =∫ .   
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1معرّف على  fهنا التابع  
2

\{ }−ℝ ويحقّق ،lim ( ) 0
x

f x
∞→−

limو = ( ) 0
x

f x
∞→+

فمحور  =

0yالفواصل الذي معادلته  مستقيم مقارب للخط البياني،  =
وكذلك فإنّ 

1/2
lim ( )

x
f x

→−
= ، فالمستقيم الذي معادلته ∞+

1
2

x =   . Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
متناقص تماماً على  fوأخيراً نجد بحساب بسيط للمشتق أنّ 

1كل من المجالين 
2

] , [−∞ 1و −
2

] , [− . وهو موجب على ∞+
كامل مجموعة الدراسة. إذن مساحة السطح المطلوب تساوي 

4

21

6 2

3(1 2 )
dx

x
=

+∫ .   

,0]ي دراسته على المجال دوراً. فتكف πتابع دوري ويقبل العدد  fهنا التابع  � ]π المشتق .
( )

4
( ) 2 sin 2f x x π′ = − ينعدم على مجال الدراسة فقط عند  −

8
x π= 5و

8
x π= وهذا يتيح لنا ،

  وضع جدول التغيرات الآتي:
5

8 8

2 2
2 2

0

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

π π π

′ + − +

−ր ց ր

  

موجبٌ على المجال  fالتابع 
4

[0, ]π.  إذن مساحة السطح

4/المطلوب تساوي 

40

1
cos(2 )

2
x dx

π
π− =∫ .   

lim، ويحقّق ℝمعرّف على  fهنا التابع  � ( )
x

f x
∞→−

= limو ∞− ( ) 0
x

f x
∞→+

فمحور الفواصل  =

0yالذي معادلته    مستقيم مقارب للخط البياني.  =
)أمّا المشتق فيعطى بالصيغة  ) xf x xe−′ = ، وهذا يتيح لنا وضع xفإشارته تعاكس إشارة  −

  رات الآتي:جدول التغي
0

( )

( ) 1 0

x

f x

f x

− +∞
′ +

−∞

∞

−

ր ց

  

يقع فوق محور الفواصل على المجال  fالخط البياني للتابع 
] 1, [−   ، إذن مساحة السطح المطلوب تساوي∞+

ln 2 ln2
ln2

1
2

1
1 1

( 1) ( 1) 1 ln2x x xx e dx x e e dx e− − −

−
− −

 + = − + + = − −  ∫ ∫.  

  

x

y

1

1

O 4

x

y

1

1−

O
4
π

x

y

11− O
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sinxالخطين البيانيين للتابعين سة جملة متجانارسم في    x֏ وsinx x x֏  على المجال
[0, ]π.  0]ما مساحة السطح المحصور بين هذين الخطين على المجال, ]π.  

  
sinxالخط البياني للتابع  x֏  0]على المجال, ]π  .معروف
)ويوافق أية نقطة  , sin )M x x  من هذا الخط توافقها نقطة

( , sin )N x x x  من الخط البياني للتابعsinx x x֏ النقطة .
N  تقع تحتM  0في حالة 1x< وتقع فوقها في حالة  >

1 x π< . هذه الملاحظة تفيد في إعطاء الرسم المبين في >
   الشكل المجاور.

  إذن مساحة السطح المطلوب تساوي

1

0
1

1

0

0

1

0

0
1

0

1
1

1

(1 )sin

(1 )( cos ) c

( 1)sin

( 1

sin sin 1 sin

2 sin(1

)( cos ) cos

s

os

si in )n

x x x dx

x xdx

x x x dx

x

x x

x dx

x x xd

d

x

x

x

x

π

π
π

π

π π

π π

−

 −

= − = −

= +

= +

= − +

−

 − − − − +  

 
 

 

 
   = −

∫ ∫

∫∫

∫ ∫

A

  

  

2xالخط البياني للتابع  P ليكن  x֏  مرسوماً على المجال
[ yالذي معادلته  md. المستقيم −[2,2 m= (0 4)m≤ يقسم  ≥

  منطقتين.  إلى Pجزء القطع المكافئ ل داخ

    تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ mعند أية قيمة للوسيط 

  
)لتكن  )mA  مساحة الجزء من داخل القطع الذي يحدّه المستقيمmd يقطع .md  القطع في النقطتين

  . وعليهmو −mاللتين فاصلتاها 

2 4
( ) ( )

3

m

m

m m x dx m m

−

= − =∫A  

1التي تحقّق  mيتحقّق الشرط المعطى عند قيمة 
2

( ) (4)m =A A 32، وهذا يكافئ 2m =.  
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)وفق  ℝالمعرّف على  fللتابع  الخط البياني f ليكن   ) (2 ) xf x x e= خطّه  C. وليكن −
  البياني في جملة متجانسة.

  .Cوارسم  fادرس تغيرات  �

0xالمحصور بين المستقيمين اللذين معادلتاهما  Cالجزء من الخط البياني  1Cليكن   = 

2xو    . Sومحور الفواصل. احسب مساحة  1Cالسطح المحصور بين  S، وليكن =
   .Vحول محور الفواصل فإنّه يولّد مجسماً دورانياً حجمه  Sعندما يدور السطح  3

.a 2حتّى يكون التابع  cو bو aالأعداد عيّن  3 2: ( ) xG x ax bx c e+ تابعاً أصلياً  ֏+
)2للتابع  ( ))x f x֏.  

.b   .Vاستنتج قيمة  3

  
lim لدينا من جهة أولى � ( )

x
f x

→∞
= lim، ومن جهة ثانية ∞− ( ) 0

x
f x

→−∞
 لأنّ  =

lim 0x

X
Xe−

→∞
)2و= ) Xf x e Xe−=  2حيثX x= 0y. فمحور الفواصل الذي معادلته − هو  =

  .∞−في جوار  fللتابع   Cمستقيم مقارب للخط البياني 
) وكذلك ) (1 ) xf x x e′ =   ومنه جدول التغيرات الآتي: .−

1

( )

( ) 0

x

f x

f x e

− +∞
′ + −

−

∞

∞ր ց

  

ل في يتقاطع مع محور الفواص Cونلاحظ على الخصوص أنّ 
  . ومنه الرسم البياني المرافق.(2,0)


: لدينا 
22 2

2

0 00
( ) (2 ) (2 ) 3x x xx e dx x e e dx e

 = − = − + = −  ∫ ∫A S.  

2يكون  3 2: ( ) xG x ax bx c e+ 2تابعاً أصلياً للتابع  ֏+ 2 2( ( )) ( 4 4) xx f x x x e= − إذا  ֏+
2المساواة:  xياً كانت تحقّق أوفقط إذا  22( ) (2 ) ( 4 4)ax bx c ax b x x+ + + + = −    أو +

2(2 1) 2( 2) 2 4 0a x b a x c b− + + + + + − =  
1 إذن نأخذ 5 13

2 2 4
, ,a b c= = − )، نستنتج أنّ = )2 21 5 13

2 2 4
( ) xx G x x x e= − هو تابع أصلي  ֏+

)2للتابع  ( ))x f x֏ . إذا رمزنا بالرمز( )xA  إلى مساحة مقطع المجسم الدوراني المدروس بالمستوي
)2استنتجنا أنّ  xالعمودي على محور الدوران المار بالنقطة التي فاصلتها  ) ( ( ))x f xπ=A  إذن حجم

  المجسم المدروس يساوي
422

2

0 0

( 13)
( ( )) ( )

4

e
f x dx G x

π
π π

− = = =  ∫V  
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  ��ّ%�� �#&
�  

�    ن يْ في معلم متجانس رسمنا الخطّين البيانيC وΓ  لتابعين
للآخر، لذلك  . نعلم أنّ أحدهما مشتقٌ ℝاشتقاقيين على 

gو gنرمز إليهما  يمكن أن ′.  
  .وأيهما لمشتقه gبيّن مُعلّلاً أي هذين الخطّين هو الخط البياني للتابع  �


  ؟ 0طة التي فاصلتها نقفي ال Cما ميل المماس للخط  

:نتأمّل المعادلة التفاضلية :    � 2(( ) 1) xy y xE e−′ + = +  
2أثبت أنّ  �

0 : ( 2 ) xf x x x e−+֏  للمعادلة التفاضلية هو حل( )E.  


)لتكن   )E 0yالمعادلة التفاضلية  ′ y′ + )حل للمعادلة  f«أثبت أنّ . = )E«  يُكافئ
»0u f f= )ادلة حل للمع − )E )ثمُّ حلّ  .»′ )E )واستنتج صيغة  ′ )f x  عندما يكونf 

)حلاً للمعادلة  )E.  
)للمعادلة  هو حل  �من الجزء  gإذا علمتَ أنّ التابع  � )E فأعط صيغة ،( )g x  بدلالةx.  
)حلّ المعادلة  hعيّن  � )E  0الذي يقبل مماساً أفقياً عندx =.  

)2وفق  ℝالتابع المعرّف على  fليكن    � ) ( 2 2) xf x x x e−= + +.  
  .∞−و ∞+ع وضع جدولاً بتغيراته، مبيّناً نهاياته عند ادرس التاب �


 C′للخط  Tفي معلم متجانس. اكتب معادلة للمماس  fالخط البياني الذي يمثّل  C′ليكن  
  .Tو C′. وارسم −1التي فاصلتها  Ωفي النقطة 

:2حتّى يكون التابع  cو bو aالأعداد عيّن  � ( ) xF x ax bx c e−+ تابعاً أصلياً للتابع  ֏+
f  علىℝ ثمُ احسب .( )αA محور الفواصل و مساحة السطح المحصور بين′C 

0xوالمستقيمين اللذين معادلتاهما  xو = α=.   

  
يبلغ قيمة عظمى محلياً عند نقطة  gلوجدنا  gهو الخط البياني للتابع  Γلو افترضنا جدلاً أنّ  � �

[من المجال  1, ق للمشت  C، ولوجب أن ينعدم مشتقه عندها، أي وجب أن يقطع الخط البياني −]0
الخط  هو Cمحور الفواصل في نقطة من هذا المجال وهذا يناقض الرسم المعطى. إذن لا بد أن يكون 

gهو الخط البياني للتابع  Γ، وgالبياني للتابع  ′.  

(0)يساوي الواحد أي  0في النقطة التي فاصلتها  Cميل المماس للخط نقرأ من الرسم أنّ   1g ′ =.  
 نلاحظ أنّ  � �

2 2
0 0( ) ( ) ( 2 ) (2 2) ( 2 ) 2( 1)x x x xf x f x x x e x e x x e x e− − − −′+ = + + + − + = +  

)للمعادلة التفاضلية  هو حل0f  إذن  )E.  
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  نلاحظ أنّ  

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2( 1) xu x u x f x f x f x f x f x f x x e−′ ′ ′ ′+ = + − − = + − + 

)إذن  ) ( ) 0u x u x′+ )يكافئ  = ) ( ) 2( 1) 0xf x f x x e−′+ − + 0u. أي يكون = f f= حلاً  −
)للمعادلة التفاضلية  )E ) التفاضليةحلاً للمعادلة  fإذا وفقط إذا كان  ′ )E.  ّللمعادلة ولكن لأي حل 

)التفاضلية  )E )الصيغة  ′ ) xu x ke−=  حيثk  2ثابتٌ حقيقي. إذن( ) ( 2 ) xf x x x k e−= + + 
kحيث ∈ ℝ.  
) التفاضليةللمعادلة هو حلّ  gالتابع  � )E 2من الصيغة ، فهو( ) ( 2 ) xg x x x eλ −= + حيث  +

(0)بالشرط  λيتعيّن الثابت  1g 1λومنه  = )2. إذن = ) ( 1) xg x x e−= +.  
) يةالتفاضلللمعادلة هو أيضاً حلّ  gالتابع  � )E 2من الصيغة ، فهو( ) ( 2 ) xh x x x eµ −= + + 

(0)بالشرط  µحيث يتعيّن الثابت  0h ′ ). ولكن من = )E  (0)لدينا (0) 2 0h h ′+ − ، أي =
(0) 2hµ = )2، ومنه = ) ( 2 2) xh x x x e−= + +.  

2limلمّا كان  � � ( 2 2)
x

x x
→−∞

+ + = limإذن  ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= . ومن جهة أخرى، لأنّ ∞+

lim 0n x

x
x e−

→∞
0nأياً كانت  = limا أنّ استنتجن ،≤ ( ) 0

x
f x

→+∞
. فمحور الفواصل الذي معادلته =

0y   ومن جهة أخرى .f للتابع C′هو مستقيم مقارب للخط البياني  =
2( ) (2 2 ) ( )x xf x x e f x x e− −′ = + − = −  

0xولا ينعدم إلا في حالة  ℝوهو موجب على  . ومنه جدول =
  :fالتغيرات الآتي للتابع 

0

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

− +∞
′ − −

+

∞

∞ ց ց

  


) لدينا  1)f e− )و = 1)f e′ − = التي فاصلتها  Ωفي النقطة  C′للخط  Tماس لمامعادلة إذن ، −
yهي  −1 ex= −.  
:2إنّ مشتق  � ( ) xF x ax bx c e−+   إذا وفقط إذا كان  fيساوي  ֏+

2( 1) (2 2 ) 2 0a x b a x c b+ + + − + + − =  
,1هذا يكافئ و ، xأياً كانت قيمة  4, 6a b c= − = − = :2. إذن − ( 4 6) xF x x x e−− − هو  ֏−

  .fتابع أصلي للتابع 

2

0

( ) ( ) ( ) (0) 6 ( 4 6)f x dx F F e

α

αα α α α −= = − = − + +∫A  

limوهي النتيجة المطلوبة. لاحظ بوجه خاص أنّ  ( ) 6
α

α
→+∞

=A.  
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