
 

 عليه الله صلىمع مختارات من أحاديث رسول الله   
 من كتاب الأربعون النووية أجمعين وصحبه آله وعلى 

 
  

  

راغ   ي  الف 
عة  ف   الأ ش 

 أفكار الأشعةب خاصةنوطه 

17/6/1444 

 لطلاب الثالث الثانوي العلمي

      وقَُل رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا      وقَلُ رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا    لمًْاوقَُل رَّبِّ زدِْنيِ عِ      وَقُل رَّبِّ زدِنْيِ علِمًْا    وقَلُ رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا

 القسم الثاني

 حل وتوضيح تدريبات ومسائل الوحدة الثانية

 نور محمد بسيم أشقر م. و      أ.د. برلنت صبري مطيط

 يرجى زيارة الموقع أدناه ثلتحميل القسم الأول والثال 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/ 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/
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  الجداء السلمي في الفراغ
 05(: صفحة 1) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗). 

.�⃗⃗�احسب  �⃗� و�⃗�. �⃗⃗⃗� و�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� :في الحالتين 

�⃗⃗� = 2𝑖 − 3𝑗  و�⃗� =
1

2
𝑖 + 5𝑗 و�⃗⃗⃗� =

1

3
𝑖 − 2𝑗 

 

�⃗⃗�. �⃗� = 𝑥𝑢𝑥𝑣 + 𝑦𝑢𝑦𝑣 = 2(
1

2
) + (−3)(5)

= −14 

�⃗�. �⃗⃗⃗� = 𝑥𝑣𝑥𝑤 + 𝑦𝑣𝑦𝑤 = (
1

2
) (
1

3
) + (5)(−2)

= −
59

6
 

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� = 𝑥𝑢𝑥𝑤 + 𝑦𝑢𝑦𝑤 = 2(
1

3
) + (−3)(−2)

=
20

3
 

�⃗⃗�(2, �⃗�و  (1− (−
1

2
,  .�⃗⃗⃗�(5,2)و  (3

�⃗⃗�. �⃗� = 𝑥𝑢𝑥𝑣 + 𝑦𝑢𝑦𝑣 = 2(−
1

2
) + (−1)(3)

= −4 

�⃗�. �⃗⃗⃗� = 𝑥𝑣𝑥𝑤 + 𝑦𝑣𝑦𝑤 = (−
1

2
) (5) + (3)(2)

=
7

2
 

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� = 𝑥𝑢𝑥𝑤 + 𝑦𝑢𝑦𝑤 = 2(5) + (−1)(2) = 8 

 50(: صفحة 2) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗). 

 𝐴أعط في الحالتين الآتيتين معادلة المستقيم المار بالنقطة 
 : 𝑑والعمودي على المستقيم 

𝐴(5,3)  و𝑑: 2𝑥 + 5𝑦 − 5 = 0 

𝑎𝑥 المستقيم: معادلة + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  الموجه الشعاع ، 0

�⃗⃗�(−𝑏, 𝑎) ، عليه العمودي الناظم وشعاع �⃗⃗�(𝑎, 𝑏)  

𝑑: 2⏟
𝑎

𝑥 + 5⏟
𝑏

𝑦−5⏟
𝑐

= 0 

ويكون هذا الشعاع  �⃗⃗�(−5,2)هو  𝑑الشعاع الموجه للمستقيم 
 بالمطلو ′𝑑هو الشعاع الناظم للمستقيم 

 فمعادلة المستقيم المطلوب تكون من الشكل:

−5𝑥 + 2𝑦 + 𝑐 = 0 

 تحقق معادلة المستقيم 𝐴(5,3)، أي 𝐴والمستقيم يمر بالنقطة 

−5(5) + 2(3) + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑐 = 19 

 وبالتالي

𝑑′ : − 5𝑥 + 2𝑦 + 19 = 0 

𝐴(−1,2)  و𝑑: 𝑥 − 3𝑦 + 2 = 0 

𝑑: 1⏟
𝑎

𝑥 −3⏟
𝑏

𝑦+2⏟
𝑐

= 0 

ويكون هذا الشعاع هو  �⃗⃗�(3,1) هو 𝑑الشعاع الموجه للمستقيم 
 المطلوب ′𝑑الشعاع الناظم للمستقيم 

 فمعادلة المستقيم المطلوب تكون من الشكل:

3𝑥 + 𝑦 + 𝑐 = 0 

 تحقق معادلة المستقيم 𝐴(−1,2)، أي 𝐴والمستقيم يمر بالنقطة 

3(−1) + (2) + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑐 = 1 

 وبالتالي

𝑑′: 3𝑥 + 𝑦 + 1 = 0 

 05(: صفحة 3) تدرب

;𝑂)جانس في معلم مت 𝑖, 𝑗). 

: 𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝐴أثبت في حالة أربع نقاط   من المستوي أنَّ

2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵2 − 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐷𝐴2 

 الخاصة من نستفيد

�⃗⃗�2 − �⃗�2 = (�⃗⃗� − �⃗�)(�⃗⃗� + �⃗�)  

2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    
𝐿1

= 𝐴𝐵2 − 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐷𝐴2⏟                
𝐿2

 

𝐿2 = 𝐴𝐵2 − 𝐵𝐶2⏟      + 𝐶𝐷2 − 𝐷𝐴2⏟      

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

+ (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )⏟      
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+ (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )⏟      
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟      
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

+−(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟      
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

))𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ == (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐿1 

زه  الله  إِن   " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  اوه تِي عهن   لِي تهجه ه  أمُ  طهأ يهانه  الخه الن ِس  ا وه مه رِهُوا وه تكُ  لهي هِ" اس   عه
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 50(: صفحة 4) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗).  

 : 𝑑عن المستقيم  𝐴تين الآتيتين بعد النقطة أعط في الحال

𝐴(−2,4)  و𝑑: 2𝑥 + 𝑦 − 5 = 0 

𝑎𝑥 المستقيم عن 𝐴 النقطة بعد + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

|𝑎𝑥𝐴+𝑏𝑦𝐴+𝑐|

√𝑎2+𝑏2
 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 =
|2(−2) + 4 − 5|

√4 + 1
=
5

√5
= √5 

𝐴(−√2, :𝑑و  (2 √2𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0 

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 =
|√2(−√2) − 3(2) − 1|

√2 + 9
=

9

√11
 

 35(: صفحة 1) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

.�⃗⃗�احسب  �⃗� و�⃗�. �⃗⃗⃗� و�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� :في الحالتين 

�⃗⃗�(1 + √2, √3, �⃗�(1و  (0 − √2, 0, و  (1−

�⃗⃗⃗�(0, −√3, 1). 

�⃗⃗�. �⃗� = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2 

�⃗⃗�. �⃗� = (1 + √2)(1 − √2) + √3(0) + 0(−1)

= 1 − 2 = −1 

�⃗�. �⃗⃗⃗� = (1 − √2)(0) + 0(−√3) + (−1)(1)

= −1 

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� = (0)(1 + √2) + (√3)(−√3) + (0)(1)

= −3 

�⃗⃗� (
2

3
, −

1

6
,
1

2
�⃗�و  ( (

1

2
, −2,

2

3
 �⃗⃗⃗�(1,0,1)و  (

�⃗⃗�. �⃗� = (
2

3
) (
1

2
) + (−

1

6
) (−2) +

1

2
(
2

3
) = 1 

�⃗�. �⃗⃗⃗� = (
1

2
) (1) + (−2)(0) + (

2

3
) (1) =

7

6
 

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� = (1) (
2

3
) + (0) (−

1

6
) + (1) (

1

2
) =

7

6
 

 35(: صفحة 2) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

 وأنَّ  3يساوي  �⃗�ونظيم  5يساوي  �⃗⃗�إذا علمت أنَّ نظيم 

�⃗⃗�. �⃗� = −4 
 فاحسب المقادير الآتية:

�⃗⃗�. (�⃗⃗� + �⃗�) 

�⃗⃗�. �⃗� = ‖�⃗⃗�‖ و 4− = ‖�⃗�‖ و 5 = 3 

�⃗⃗�. (�⃗⃗� + �⃗�) = �⃗⃗�. �⃗⃗� + �⃗⃗�. �⃗� = ‖�⃗⃗�‖2 + �⃗⃗�. �⃗�
= 25 − 4 = 21 

�⃗�. (�⃗⃗� − �⃗�) 

�⃗�. (�⃗⃗� − �⃗�) = �⃗�. �⃗⃗� − �⃗�. �⃗� = �⃗⃗�. �⃗� − ‖�⃗�‖2

= −4 − 9 = −13 

(2�⃗⃗�). (�⃗� − 3�⃗⃗�) 

(2�⃗⃗�). (�⃗� − 3�⃗⃗�) = 2�⃗⃗�. �⃗� − 6�⃗⃗�. �⃗⃗�
= 2(�⃗⃗�. �⃗�) − 6‖�⃗⃗�‖2

= −8 − 6(25) = −8 − 150
= 158 

(�⃗⃗� + �⃗�). (�⃗⃗� − 3�⃗�) 

(�⃗⃗� + �⃗�). (�⃗⃗� − 3�⃗�)
= �⃗⃗�. �⃗⃗� − 3�⃗⃗�. �⃗� + �⃗�. �⃗⃗� − 3�⃗�. �⃗� =
= �⃗⃗�2 − 2�⃗⃗�. �⃗� − 3�⃗�2

= 25 + 8 − 27 = 6 

 35(: صفحة 3) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

 ً 𝑆نتأمل هرما − 𝐴𝐵𝐶𝐷 عدته مربع ورأسه قا𝑆  وطول كل

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗. احسب 𝑎حرف من حروفه وأضلاع قاعدته يساوي  . 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  . 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

 
، فالأوجه 𝑎هرم منتظم، طول كل حرف من أحرفه يساوي 
 الجانبية مثلثات متساوية الأضلاع

 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ cos(𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

𝑎. 𝑎. cos
𝜋

3
=
𝑎2

2
 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ‖𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖. cos(𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

= 𝑎. 𝑎. cos
𝜋

2
= 0 

أنّ الزاوية  𝐴𝑆𝐶و 𝐴𝐵𝐶حيث نلاحظ من تشابه المثلثين 

𝐴𝑆�̂� = 90° 

 

يَ اللهُ عَنْهُمَا قَالَ: أخََذَ رَسُولُ اللهه  ن يها فِي كُن   :"بهمنْكبيَّ فقََال صلى الله عليه وسلم عَنه ابْنه عُمَرَ رَضه هن كه  الدُّ أ رِي ب   كه  عهابرُِ  أهو   غه
بَاحَ، وَإهذاَ أصَْبَحْتَ فلَا تنَْتَ وَكَ  "سهبيِ ل   ره الصَّ يَ اللهُ عَنْهُمَا يقَوُْلُ: إهذَا أمَْسَيْتَ فلَا تنَْتظَه ره انَ ابْنُ عُمَرَ رَضه ظه

نْ حَيَاتهكَ لمَوْتهكَ  كَ، وَمه تهكَ لهمَرَضه حَّ نْ صه  .المَسَاءَ. وَخُذْ مه
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 ومتساوي الساقين، فتكون  𝑆قائم في  𝐴𝑆𝐶المثلث 

𝑆𝐴�̂� = 45° 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗)ومنه  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋 −
𝜋

4
=
3𝜋

4
 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. cos(𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

= 𝑎. 𝑎√2. cos
3𝜋

4

= 𝑎2√2(−
√2

2
) = −𝑎2 

𝐴𝐶2حيث حسب فيثاغورث يكون  = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 =
2𝑎2 

|𝐴𝐶| = √2𝑎 

 طريقة أخرى: يمكن استخدام خاصة المسقط القائم فيكون

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −‖𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

= −
𝑎√2

2
𝑎√2 = −𝑎2 

 35(: صفحة 4) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب طول ضلعه𝑎 فيه ،𝐼  منتصف[𝐸𝐹] ،

𝐽  منتصف[𝐶𝐺] احسب .𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

.𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗و 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐽𝐻⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗⃗. 

 

 يعامد وجه وكل مربعات عن عبارة المكعب أوجه

cos حيثو المجاور الوجه
𝜋

2
= 0 

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

 القائم المسقط خاصة

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ = −(𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)
2

 

= −(
𝑎

2
)
2

= −
𝑎2

4
 

 

𝐽𝐻⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)(𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

= 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟  
0

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⏟  
0

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= −𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
𝑎

2
.
𝑎

2
+ 𝑎. 𝑎 =

3

4
𝑎2 

 56(: صفحة 1) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

متعامدين أو عينّ الوسيط  �⃗�و �⃗⃗�لشعاعان بيّن فيما يأتي إذا كان ا
𝛼 .ليكونا كذلك 

1  �⃗⃗� (
5

4
,−
3

2
,
1

2
) , �⃗� (−

2

5
, 2,3) 

�⃗⃗� و�⃗� نمتعامدي �⃗⃗�. �⃗� = 0 ⟺ 

 

�⃗⃗�. �⃗� = (
5

4
) (−

2

5
) + (−

3

2
) (2) + (

1

2
) (3)

= −
1

2
− 3 +

3

2
= −2 ≠ 0 

 الشعاعان غير متعامدان

2  �⃗⃗�(√2, 1 + √2, 1 − √2), �⃗�(−√2, 1,1) 

�⃗⃗�. �⃗� = (√2)(−√2) + (1 + √2)(1)

+ (1 − √2)(1)

= −2 + 1 + √2 + 1 − √2 = 0 
 الشعاعان متعامدان

3  �⃗⃗� (2, −
1

2
, 5) , �⃗� (−

2

5
, 3, 𝛼) 

�⃗⃗�. �⃗� = 0 

(2) (−
2

5
) + (−

1

2
) (3) + (5)(𝛼) = 0 

−
4

5
−
3

2
+ 5𝛼 = 0 ⇒ 𝛼 =

1

5
.
8 + 15

10
=
23

50
 

4  �⃗⃗� (√3,
1

3
, 2) , �⃗� (𝛼, 2𝛼,

1

2
) 

�⃗⃗�. �⃗� = 0 

√3𝛼 +
2

3
𝛼 + 1 = 0 ⇒ 𝛼 =

−3

3√3 + 2
 

رِو ب نِ  د  عهب دِ اِلل بنِِ عم  م  سُولُ اِلل صلى الل عليه عهن  أهبِي  مُحه : قهاله ره ا قهاله ضِيه اللُ عهن هُمه  :وسلمالعهاصِ ره
مِنُ " دُكُم   لاهيؤُ  ت ى أهحه ا تهبهعها   ههواهُ  يهكُونه  حه  "هِ بِ  جِئ تُ  لِمه
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 56(: صفحة 2) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

المار  𝑑. والمستقيم 𝐵(0,2,6)و 𝐴(2,−5,1)نتأمّل النقطتين 

�⃗⃗�وشعاع توجيهه  𝐶(−2,3,1)بالنقطة  = −4𝑖 + 𝑗 − 3�⃗⃗�. 

 .(𝐴𝐵)عمودي على المستقيم  𝑑 أثبت أنَّ 

.�⃗⃗� انمتعامد (𝐴𝐵)و 𝑑 المستقيمان 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⟺ 

�⃗⃗�(−4,1,−3) , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−2,7,5) 

�⃗⃗�. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (−4)(−2) + 7 + (−3)(5)
= 8 + 7 − 15 = 0 

𝑑فالمستقيمان متعامدان  ⊥ (𝐴𝐵) 

 56(: صفحة 3) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

�⃗⃗�و �⃗�و �⃗⃗�أطوال الأشعة  + �⃗�  أيكون 10و 8و 6هي بالترتيب .
 متعامدين؟ �⃗�و �⃗⃗�الشعاعان 

‖�⃗⃗�‖ = 6 , ‖�⃗�‖ = 8, ‖�⃗⃗� + �⃗�‖ = 10 

�⃗⃗�. �⃗� =
1

2
[‖�⃗⃗� + �⃗�‖2 − ‖�⃗⃗�‖2 − ‖�⃗�‖2]  

=
100 − 36 − 64

2
= 0 

 ن.يمتعامد �⃗�و �⃗⃗�ومنه يكون الشعاعان 

 56(: صفحة 4) تدرب

;𝑂)نس في معلم متجا 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

�⃗⃗�ونفترض أنَّ  �⃗�و �⃗⃗�نتأمل شعاعين  + �⃗� و�⃗⃗� − �⃗�  .متعامدان
 الطول نفسه. �⃗�و �⃗⃗�أثبت أنَّ للشعاعين 

�⃗⃗�الشعاعان  بما أنَّ  + �⃗� و�⃗⃗� − �⃗� فإنَّ نيمتعامد ، 

(�⃗⃗� + �⃗�). (�⃗⃗� − �⃗�) = 0 ⇒ (�⃗⃗�)2 − (�⃗�)2 = 0 

⟹ (�⃗⃗�)2 = (�⃗�)2 

⟹ ‖�⃗⃗�‖2 = ‖�⃗�‖2 ⟹ ‖�⃗⃗�‖ = ‖�⃗�‖ 

 95(: صفحة 1) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

في كلٍّّ من الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي المار بالنقطة 
𝐴  ويقبل الشعاع�⃗⃗� :ًشعاعاً ناظما 

1  �⃗⃗�(1, −1,0), 𝐴(1,0,5) 

,𝐴(𝑥0نقطة معادلة مستوي مار بال 𝑦0, 𝑧0) يقبلو 

�⃗⃗�(𝑎, 𝑏, 𝑐) :ناظماً له 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

1(𝑥 − 1) + (−1)(𝑦 − 0) + (0)(𝑧 − 5) = 0 

𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

2  �⃗⃗�(2, −3,−1), 𝐴(√2,−2,5) 

2(𝑥 − √2) + (−3)(𝑦 + 2) + (−1)(𝑧 − 5) = 0 

2𝑥 − 2√2 − 3𝑦 − 6 − 𝑧 + 5 = 0 

2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 2√2 + 1 

3  �⃗⃗� (
2

3
, 4, −1) , 𝐴 (

1

2
, 3, −1) 

2

3
(𝑥 −

1

2
) + 4(𝑦 − 3) + (−1)(𝑧 + 1) = 0 

2

3
𝑥 −

1

3
+ 4𝑦 − 12 − 𝑧 − 1 = 0 

2

3
𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 =

40

3
 

4  �⃗⃗�(√3, 2,0), 𝐴(0, −3,0) 

√3(𝑥 − 0) + 2(𝑦 + 3) + (0)(𝑧 − 0) = 0 

√3𝑥 + 2𝑦 = −6 

 95(: صفحة 2) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

المار بالنقطة  𝒬الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي في كلٍّّ من 
𝐴  موازياً المستوي𝒫 

1  𝒫: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 4, 𝐴(1,0,1) 

 التوازي حالة في 𝒫 ناظم نفس يكون 𝒬 اظمن

,�⃗⃗�(2هو  𝒬ناظم المستوي  ، فتكون 𝐴، ويمر بالنقطة (1,3−
 المعادلة:

2(𝑥 − 1) − (𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 1) = 0 
2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 5 

2  𝒫: 𝑧 = 2, 𝐴(0,0,0) 

 �⃗⃗�(0,0,1)هو  𝒬ناظم المستوي 
0 + 0 + (𝑧 − 0) = 0 

𝑧 = 0 

3  𝒫: 𝑥 + 𝑦 = 5, 𝐴(0,3,0) 

 �⃗⃗�(1,1,0)هو  𝒬ناظم المستوي 
(𝑥 − 0) + (𝑦 − 3) + (0)(𝑧 − 0) = 0 

𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 

4  𝒫: 5𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 = 8, 𝐴(−1,2, −3) 

,�⃗⃗�(5هو  𝒬ناظم المستوي  −3,4) 
5(𝑥 + 1) − 3(𝑦 − 2) + 4(𝑧 + 3) = 0 
5𝑥 + 5 − 3𝑦 + 6 + 4𝑧 + 12 = 0 

5𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 + 23 = 0 

 95(: صفحة 3) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

 ادرس تعامد كل زوج من المستويات الآتية:

𝒫: 7𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 − 1 = 0 

𝒬: 6𝑥 − 11𝑦 − 9𝑧 − 5 = 0 

ℛ: 2𝑥 − 3𝑦 + 5𝑧 + 4 = 0 

 السلمي الجداء نحسب ثم مستوٍ  كل ناظم حددن

�⃗⃗�𝒫(7,3, −1), �⃗⃗�𝒬(6, −11,−9), �⃗⃗�ℛ(2, −3,5) 

عْتُ رَسُولَ اللهه يقَوُلُ: قاَلَ اللهُ تعَاَلىَ مه  اب نه  ايه " : عَنْ أنََسه بْنه مَالهكٍّ رضي الله عنه قاَلَ: سَمه ا إنِ كه  آهده وتهنيِ   دهعهوتهنيِ   مه جه ره  وه
تُ  ا عهلهى لهكه  غهفهر  لا مِن كه  كهانه  مه ، وه اءِ  عهنهانه  ذنُوُبكُه  بهلهغهت   لهو آهدهمه  اب نه  يها أبُهالِي  تهنيِ   ثمُ   الس مه تُ  استهغ فهر  ، غهفهر  مه  اب نه  يها لهكه  آهده

ابِ  أهتهي تهنيِ   لهو إِن كه  ضِ ا بقِِره طهايها لأهر  ا لأهتهي تكُه  شهي ئها   بيِ   تشُ رِك لاه  لقِي تهنيِ   ثمُ   خه ابهِه ة   بِقِره غفِره  "مه
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�⃗⃗�𝒫 . �⃗⃗�𝒬 = (7)(6) + (3)(−11) + (−1)(−9)

= 42 − 33 + 9 = 18 ≠ 0 

 غير متعامدان 𝒬و 𝒫المستويان 

�⃗⃗�𝒫 . �⃗⃗�ℛ = (7)(2) + (3)(−3) + (−1)(5)
= 14 − 9 − 5 = 0 

 متعامدان ℛو 𝒫المستويان 

�⃗⃗�𝒬. �⃗⃗�ℛ = (6)(2) + (−11)(−3) + (−9)(5)

= 12 + 33 − 45 = 0 

 متعامدان ℛو 𝒬لمستويان ا

 
 59(: صفحة 4) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

 𝒬و 𝒫في كلٍّّ من الحالات الآتية بيّن إذا كان المستويان 
 متقاطعين

1  𝒫: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0, 𝒬: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

 عدم إثبات خلال من متقاطعين مستويين أنَّ  نثبت

 لثانيوا الأول لناظم الخطي الارتباط

�⃗⃗�𝒫(1, −1,1), �⃗⃗�𝒬(1, −1,1) 

أنَّ الشعاعان نلاحظ 
مرتبطان خطياً، 

فالمستويان متوازيان 
وغير منطبقان )لأن 
𝑂(0,0,0) ∈ 𝒫, 

𝑂(0,0,0) ∉ 𝒬 ) 

 

2  𝒫: 2𝑥 + 𝑦 + 5 = 0,
𝒬: 4𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 + 5 = 0 

�⃗⃗�𝒫(2,1,0), �⃗⃗�𝒬(4,2,1) 

أنَّ الشعاعان غير نلاحظ 
ً لعدم  مرتبطين خطيا

 تناسب مركباتهما،

2

4
=
1

2
≠
0

1
 

 فالمستويان متقاطعان.

 

 

 

 59(: صفحة 5) تدرب

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�). 

 عن المستوي  𝐴(5,−3,4)احسب بعد النقطة 

𝒫: 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|2(5) − (−3) + 3(4) − 5|

√4 + 1 + 9

=
20

√14
 

 
 عن المستوي  𝐵(2,2,5)احسب بعد النقطة وكذلك 

𝒬: 𝑦 − 𝑧 = 0 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵, 𝒬) =
|2 − 5|

√1 + 1
=
3

√2
 

 

 

ا " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  الُ  إِن مه ا ، باِلنِ ي اتِ  الأهع مه إن مه رِىء   لِكلُِ   وه ا ام  ى مه ن   ، نهوه تهُُ  كهانهت   فهمه ره سُوله اللِ  إلِى هِج  ره رتُ  وه  هُ فههِج 

سُوُله اللِ  إلى ره ن   ، وه مه تهُُ  كهانهت   وه ره ا لِدُن يها هِج  رأهة   أهو ، يصُِي بهُه ا ام  تهُُ  ، يهن كِحُهه ره ا إلِى فههِج  ره  مه   "إلهي هِ  ههاجه
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 رباعي الوجوه
ٍ

 رباعي الوجوه المنتظم 

 

مجسم له أربعة وجوه كل منها مثلث  هو 
المتقابلان هما حرفان يشتركان  متساوي الأضلاع. الحرفان

 برأس.

 
𝐴𝐵رباعي وجوه منتظم ولنضع  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن  = 𝑎. 

أولاً: نهدف إلى إثبات أنَّ كل حرفين متقابلين متعامدان، وأنَّ 
المستقيم الواصل بين منتصفي حرفين متقابلين عمودي على كل 

 منهما.

a)  احسب𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗. 

أوجه رباعي الوجوه المنتظم مثلثات متساوية الأضلاع، فقياس 

  °60كل زاوية في المثلث 

cosو 
𝜋

3
=
1

2
cosو   (𝜋 −

𝜋

3
) = −

1

2
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑎2

2
, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −

𝑎2

2
,

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑎2

2
 

b)  أثبت تعامد المستقيمين(𝐴𝐵) و(𝐶𝐷). 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بات أنَّ  يجب إث ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
= 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

c)  ماذا تستنتج بشأن المستقيمين(𝐴𝐶) و(𝐵𝐷) 

 .(𝐵𝐶)و (𝐴𝐷)المستقيمين و

 نجد بالمثل 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
= 0 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
= 0 

d)  ليكن𝐼  منتصف[𝐴𝐵] و𝐽  منتصف[𝐶𝐷] ّتيقن أن .

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ج أنَّ المستقيم ، واستنت⃗⃗

(𝐼𝐽) عمودي على كل من المستقيمين(𝐴𝐵) 
 .(𝐶𝐷)و

𝐼𝐽⃗⃗⃗⏟⃗
𝐿1

=
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

⏟            
𝐿2

 

𝐿2 =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
⏟
𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗

+ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
⏟
𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗

= 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⏟        
شال

= 𝐼𝐽⃗⃗⃗⃗

= 𝐿1 

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ? ? 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . (
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

=
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    

𝑎2

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    

−
𝑎2

2

+
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    

0

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
+ 0 = 0 

⟹ 𝐼𝐽⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ? ? 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . (
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

=
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    

0

+ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    

−
𝑎2

2

+
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    

𝑎2

= 0 −
𝑎2

2
+
𝑎2

2
= 0 

⟹ 𝐼𝐽⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

هو  𝐴، الارتفاع النازل من 𝐴𝐵𝐶𝐷ثانياً: في رباعي الوجوه 
 . (𝐵𝐶𝐷)عمودياً على المستوي  𝐴المستقيم المار بالنقطة 

a)  ليكن𝐺  مركز ثقل المثلث𝐵𝐶𝐷 احسب .𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗و . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ َّواستنتج أن ،(𝐴𝐺)  هو الارتفاع النازل
 . 𝐴من 

ده  أهن   الِإس لاهمُ  "  : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُولُ اللهه  هه أهن   اللُ  إلا   إلهه لاه  أهن   تهش  ا   وه ده م  سُولُ  مُحه تقُِي مه  ، الل ره تيِه  ، الص لاهة وه تؤُ  كهاةه  وه  ، الز 

مه  تهصُو  انه  وه ضه مه تهحُج   ، ره تهطهعته  إِنِ  البي ته  وه  ...... "سهبِي لا   إلِي هِ  اسِ 
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𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    
𝑏  ًأولا

+ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

= 0 + 0 = 0 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟    
𝑐  ًأولا

+ 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= 0 + 0 = 0 

⟹ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و   ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

عمودي على مستقيمين متقاطعين في المستوي فهو  (𝐴𝐺)أي 
رتفاع الاهو  (𝐴𝐺)، وبالتالي (𝐵𝐶𝐷)عمودي على المستوي 

 .𝐴النازل من 

b)  عين بقية الارتفاعات في رباعي الوجوه𝐴𝐵𝐶𝐷. 

ركز ثقل م 𝐺1)حيث  (𝐵𝐺1)هو  𝐵ارتفاع الهرم النازل من 

 (. 𝐴𝐶𝐷المثلث 

مركز ثقل  𝐺2)حيث  (𝐶𝐺2)هو  𝐶ارتفاع الهرم النازل من 
 (. 𝐴𝐵𝐷المثلث 

مركز ثقل  𝐺3)حيث  (𝐵𝐺3)هو  𝐷ارتفاع الهرم النازل من 
 (. 𝐴𝐶𝐵المثلث 

 
 𝑂النقطة  𝐴𝐵𝐶𝐷ثالثاً: نسمي مركز رباعي الوجوه المنتظم 

متناسبة لرؤوس رباعي الوجوه وقد أسندنا إليها مركز الأبعاد ال

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗الأمثال ذاتها:  ⃗⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ . 

a)  أثبت أنَّ النقاط𝐴 و𝑂 و𝐺  تقع على استقامة واحدة

 .𝐴𝑂و 𝐴𝐺واحسب 

 𝐺و 𝐴 لـ متناسبة أبعاد مركز 𝑂 أنّ  نثبت

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝐺بما أنَّ 
(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, هي مركز الأبعاد  𝑂، فإنَّ النقطة (1

,𝐴)المتناسبة للنقطتين  1), (𝐺, )حسب الخاصة  (3
 التجميعية(، ويكون 

𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

4
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 .تقع على استقامة واحدة 𝐺و 𝑂و 𝐴النقاط ومنه 

  :𝐴𝑂و 𝐴𝐺ب احسل

 (𝐺)القائم في  𝐴𝐺𝐵من المثلث القائم  𝐴𝐺نحسب 

𝐵𝐺 =
2

3
𝐵𝐽 =

2

3
(
√3

2
𝑎) =

√3

3
𝑎 

𝐴𝐵2 = 𝐵𝐺2 + 𝐴𝐺2 ⇒ 𝐴𝐺2 = 𝑎2 −
1

3
𝑎2

⟹𝐴𝐺 =
√2

√3
𝑎 

𝐴𝑂 =
3

4
𝐴𝐺 ⟹ 𝐴𝑂 =

3

4

√2

√3
𝑎 =

√6

4
𝑎 

b)  َّأثبت أن𝑂  منتصف القطعة المستقيمة[𝐼𝐽]. 

 
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐼بما أنَّ  1), (𝐵,  𝐽، و(1

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1), (𝐷,  𝑂، فإنَّ (1
,𝐼)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  2), (𝐽,  𝑂، فيكون (2

 لتساوي الثقلين. [𝐼𝐽]منتصف 

c) احسب الأطوال 𝑂𝐼 و 𝑂𝐵. 

 𝑂𝐼𝐴و 𝑂𝐺𝐵 المثلثين في فيثاغورث حسب

𝑂𝐺 =
1

4
𝐴𝐺 =

1

4

√2

√3
𝑎 =

𝑎

2√6
 

 

𝑂𝐵2 = 𝑂𝐺2 + 𝐵𝐺2 =
𝑎2

4(6)
+
3𝑎2

9
=
𝑎2

24
+
𝑎2

3
 

=
9𝑎2

24
=
3𝑎2

8
⇒ 𝑂𝐵 =

√3𝑎

2√2
=
√6

4
𝑎  

يْمَان : لِائكهتهِ، باِلله، تؤُمِنه  أهن   " ... الإه مه كُتبُهِِ  وه رُسُلِهِ  ، وه ال يهومِ  ، وه مِنه  ، الآهخِر وه تؤُ  ي   باِلقهدهرِ  وه هِ  رِهِ خه شهر ِ   "وه

حْسَان : هنهكه  الله  تهع بدُه  أهن   " ... الإه اهُ، كهأ اهُ  تهكُن   لم   فهإِن   تهره اكه  فهإِن هُ  تهره   "يهره
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𝑂𝐼2 = 𝐴𝑂2 − 𝐴𝐼2 =
6

16
𝑎2 −

𝑎2

4
=
𝑎2

8
⇒ 

𝑂𝐼 =
𝑎

2√2
 

d)  أثبت أنَّ النقطة𝑂  متساوية البعد عن جميع رؤوس
 رباعي الوجوه.

  رؤوسه تؤدي أدواراً رباعي الوجوه المدروس منتظم، فإنّ  لأنَّ 
 ، وعليه فإنَّ متماثلة

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 =
√6

4
𝑎 

 .𝐴𝑂�̂�رابعاً: نهدف إلى حساب الزاوية الهندسية 

a)  احسب𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ بأسلوبين أحدهما بكتابة  ⃗⃗

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗). (𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗) 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗). (𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗) 

= 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗2⏟
𝑎2

8

+𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⏟  
0

+ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⏟  
0

+ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⏟  

−
𝑎2

4

= −
𝑎2

8
 

 ونعلم أنَّ 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴. 𝑂𝐵. cos 𝐴𝑂�̂� 

 

.𝑂𝐴.𝑂𝐵ومنه  cos 𝐴𝑂�̂� = −
𝑎2

8
 

6𝑎2

16
cos 𝐴𝑂�̂� = −

𝑎2

8
 

cos𝐴𝑂�̂� = −
1

3
 

b)  استنتج قيمة تقريبية للزاوية𝐴𝑂�̂�  بالدرجات. وبيّن

𝐴𝑂�̂�أنَّ  = 𝐵𝑂�̂� = 𝐶𝑂�̂� = 𝐷𝑂�̂� 

𝐴𝑂�̂�القيمة التقريبية للزاوية  ≈ 109.47° 

 

,𝐴𝑂𝐵من تطابق المثلثات  𝐵𝑂𝐶, 𝐶𝑂𝐷, 𝐴𝑂𝐷 حيث ،
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷  و𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 

 تكون:

𝐴𝑂�̂� = 𝐵𝑂�̂� = 𝐶𝑂�̂� = 𝐷𝑂�̂� 

 

 تطبيق في الكيمياء

 

 .62يقرأ من الكتاب صفحة 

 حل الطلب الأول: 
بالاعتماد على ما سبق تكون الزاوية بين رابطتين من النوع 

C − H  هي𝜃 ≈ 109.47°. 

 طلب الثاني:حل ال

Cطول الرابطة  − H  يساوي الطول𝑂𝐴 =
√6

4
𝑎 الذي ،

 حسبناه سابقاً، وتكون

𝑎 =
4

√6
1.09 × 10−10 ≈ 1.78 × 10−10m 

 وهذا يمثل المسافة بين ذرتي هيدروجين.

 
 

 

سوُلُ اللِ  : عهلهى الِإس لامُ  بنُيِه " : صلى الله عليه وسلم قهاله ره س  م  ادهةِ  خه أهن   الل إلِا   إِلههه  لاه  أهن   شههه م   وه ا  مُحه لُ  ده سوُ  إقِهامِ  ،اللِ  ره إِي تهاءِ  الص لاةِ، وه  وه

كهاةِ، ِ  الز  ج  حه مِ  البيِ تِ، وه و  صه انه  وه مهضه   "ره
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  ثلاثي الزوايا القائمةرباعي الوجوه 
، 𝑂ه ثلاثي الزوايا القائمة رأس 𝑂𝐴𝐵𝐶نتأمّل رباعي الوجوه 
متعامدة مثنى  (𝑂𝐶)و (𝑂𝐵)و (𝑂𝐴)أي إنَّ المستقيمات 

𝑂𝐶مثنى. لنفترض إضافة إلى ذلك أنَّ  = 𝑂𝐵و 1 = 2 

𝑂𝐴و = على  𝑂إلى المسقط القائم للنقطة  𝐻. نرمز بالرمز 3
 .(𝐴𝐵𝐶)المستوي 

. 𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝐻: نريد إثبات أنَّ أولا  

ً  لنختر إذاً  ً متجانسا ;𝑂)معلما 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)  بوضع𝑖 =
1

3
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ و          ⃗⃗

𝑗 =
1

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ �⃗⃗�و ⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

a)  احسب احداثيات𝐻. 

 
 لدينا في المعلم المفروض:

𝑂(0,0,0),   𝐴(3,0,0),   𝐵(0,2,0),   𝐶(0,0,1) 

، لذا (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  𝑂المسقط القائم للنقطة  𝐻لدينا 

 حيث النقاط الثلاثة معلومة. (𝐴𝐵𝐶)جد معادلة المستوي لنو

,�⃗⃗�(𝑎بفرض  𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐴𝐵𝐶) فيكون ، 

�⃗⃗�. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0, �⃗⃗�. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−3,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,2,0) �⃗⃗�(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

−3𝑎 + 2𝑏 = 0 

−3𝑎 + 𝑐 = 0 

�⃗⃗�. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⟹ 

�⃗⃗�. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 

,𝑎يل باختيار قيمة لأحد المجاه 𝑏, 𝑐  وتعويضها في المعادلتين
𝑐وليكن من أجل السابقتين نحصل على ناظم المستوي،  = 6 

𝑎فإنّ  = 𝑏و 2 =  ومعادلة المستوي: �⃗⃗�(2,3,6)، ومنه 3

2(𝑥 − 3) + 3𝑦 + 6𝑧 = 0 

2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 = 6 

، (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  𝑂المسقط القائم للنقطة  𝐻ولما كانت 

 تبطين خطياً، ومنهمر �⃗⃗�و 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗كان الشعاعان 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘�⃗⃗�, 𝑘 ∈ ℝ 

𝑘�⃗⃗�(2𝑘, 3𝑘, 6𝑘) 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝑥𝐻, 𝑦𝐻 , 𝑧𝐻) 

𝑥𝐻 = 2𝑘, 𝑦𝐻 = 3𝑘, 𝑧𝐻 = 6𝑘  

,𝐻(2𝑘و 3𝑘, 6𝑘)  نقطة من المستوي أيضاً، فهي تحقق
 معادلته:

2(2𝑘) + 3(3𝑘) + 6(6𝑘) = 6 

⇒ (4 + 9 + 36)𝑘 = 6 ⇒ 𝑘 =
6

49
 

⟹𝐻(
12

49
,
18

49
,
36

49
) 

b)  احسب𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ .𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ واستنتج أنَّ المستقيم  ⃗⃗

(𝐴𝐵)  عمودي على المستوي(𝑂𝐶𝐻). 
 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
12

49
,
18

49
,
36

49
) 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (0,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,2,0) 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
36

49
+
36

49
+ 0 

𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 + 0 + 0 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  

 وبالتالي:

(𝐴𝐵) ⊥ (𝑂𝐶) , (𝐴𝐵) ⊥ (𝑂𝐻) 

 ومنه يكون 

(𝐴𝐵) ⊥ (𝑂𝐶𝐻)    (∗) 

c)  احسب𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗و ⃗⃗ . 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  َّواستنتج أن𝐻  هي

 .𝐴𝐵𝐶نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 
 

𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
12

49
,
18

49
,
−13

49
) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,2,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −
36

49
+
36

49
+ 0 = 0 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
12

49
,
−80

49
,
36

49
) 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−3,0,1) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −
36

49
+ 0 +

36

49
= 0 

 وبالتالي:

(𝐴𝐶) ⊥ (𝐵𝐻) , (𝐴𝐵) ⊥ (𝐶𝐻) 

 .𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝐻أنَّ أي 

على  𝑂و 𝐶( أثبت أنَّ المسقط القائم لكل من النقطتين a: ثانيا  

 .𝐾ذاتها، واحسب احداثيات  𝐾 هو النقطة (𝐴𝐵)المستقيم 

  (∗)لدينا من 

(𝐴𝐵) ⊥ (𝑂𝐶𝐻)  

مع المستقيم  (𝑂𝐶𝐻)نقطة تقاطعها )تقاطع المستوي  𝐾ولتكن 
(𝐴𝐵)  المعامد له(، عندئذٍّ تكون𝐾  هي المسقط القائم لأي نقطة

، وعلى وجه (𝐴𝐵)على المستقيم  (𝑂𝐶𝐻)من نقاط المستوي 
على  𝐶و 𝑂قائم لكل من النقطتين هي المسقط ال 𝐾الخصوص 

 .(𝐴𝐵)المستقيم 

 :بالاستفادة من الخاصتين 𝐾تتعين إحداثيات 

,𝐴,𝐾النقاط  𝐵  تقع على استقامة واحدة أي𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

(𝐴𝐵) ⊥ (𝑂𝐾)  ومنه𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0. 

سُولُ اللِ  كُم   إِن   :"صلى الله عليه وسلم قهاله ره ده عُ  أهحه مه قهُُ  يجُ  ل  هِ  بهط نِ  فِي   خه بهعِي نه  أمُ ِ ا   أهر  مه فهة ، يهو  نُ  ثمُ   نطُ  ، مِث له  عهلهقهة   يهكُو  نُ  ثمُ   ذهلِكه ، مِث له  غهة  مُض   يهكُو   ثمُ   ذهلِكه
سهلُ  لهكُ  إلِهي هِ  يرُ  ، فِي هِ  فهيهنفخُُ  المه حه و  رُ  الرٌّ مه يهؤ  بهعِ  وه ر 

ه : بِأ ات  لِمه قِهِ  بِكهت بِ  كه لِهِ  رِز  أهجه لِهِ  وه عهمه شهقِيٌّ  وه الل سهعِي د . أهو   وه رُهُ  إِلههه  لاه  ال ذِي فهوه ي   إِن   غه
كُم   ده لُ  أهحه لِ  لهيهع مه ن ةِ  لِ أهه   بِعهمه ت ى الجه ا حه نُ  مه ا بهي نههُ  يهكُو  بهي نههه اع   إلا وه بِقُ  ذِره لُ  الكِتهابُ  عهلهي هِ  فهيهس  لِ  فهيهع مه ا، الن ارِ  أهه لِ  بِعهمه خُلهُه إِن   فهيهد  كُم   وه ده  أهحه

لُ  لِ  لهيهع مه ت ى الن ارِ  أهه لِ  بِعهمه ا حه ا بهي نههُ  يهكُونُ  مه بهي نههه اع   إلا وه بِقُ فه  ذِره لُ  الكِتهابُ  عهلهي هِ  يهس  لِ  فهيهع مه ن ةِ  أهه لِ  بِعهمه ا الجه خُلهُه   "فهيهد 
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𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝑥, 𝑦, 0) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,2,0) 

𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(
𝑥
𝑦
0
) = (

3
0
0
) + 𝛼 (

−3
2
0
)   (∗∗) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⏟⃗
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗+𝐴𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . (𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . (𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⏟    
خاصة المسقط القائم

+ 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 

−9 + 𝛼(9 + 4) = 0 ⟹ 𝛼 =
9

13
 

 نجد: (∗∗)بالتعويض في 

(
𝑥
𝑦
0
) = (

3
0
0
) +

(

 
 
−
27

13
18

13
0 )

 
 
=

(

 
 

12

13
18

13
0 )

 
 

 

𝐾 (
12

13
,
18

13
, 0) 

b أعط تقريباً لحساب الزاوية  )𝑂𝐾�̂�. 

 نجد 𝐾𝑂𝐶من المثلث 

tan𝑂𝐾�̂� =
𝑂𝐶

𝑂𝐾
 

𝑂𝐾 = √(
12

13
)
2

+ (
18

13
)
2

=
6

13
√4 + 9 =

6

√13
 

𝑂𝐶 = 1 

tan𝑂𝐾�̂� =
√13

6
 

 باستخدام الآلة الحاسبة نجد:

𝑂𝐾�̂� ≈ 31° 

 

  بعض خواص المكعب

 
هي  𝐻. النقطة 𝑎مكعباً طول حرفه  ′𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴′𝐵′𝐶′𝐷ليكن 

. نريد إثبات أنَّ (′𝐴𝐶)على المستقيم  𝐵المسقط القائم للرأس 
على المستقيم  𝐷و ′𝐴هي أيضاً المسقط القائم لكلٍّّ من  𝐻النقطة 
(𝐴𝐶′). 

;′𝐷)سنستعمل المعلم المتجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) حيث 

𝐷′𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎�⃗⃗�  و  𝐷′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑗  و  𝐷′𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑖 

 اكتب في هذا المعلم إحداثيات رؤوس المكعب. (1

𝐶′(0, 𝑎, 0) 𝐷′(0,0,0) 

𝐶(𝑎, 𝑎, 0) 𝐷(𝑎, 0,0) 

𝐵′(0, 𝑎, 𝑎) 𝐴′(0,0, 𝑎) 

𝐵(𝑎, 𝑎, 𝑎) 𝐴(𝑎, 0, 𝑎) 

,𝐻(𝑥إحداثيات النقطة  لحساب (2 𝑦, 𝑧): 

a)  اكتب بدءاً من المساواة𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = ، علاقة بين 0
𝑥 و𝑦 و𝑧 و𝑎. 

𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝑎, 𝑎, −𝑎) 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝑥 − 𝑎, 𝑦 − 𝑎, 𝑧 − 𝑎) 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

−𝑎(𝑥 − 𝑎) + 𝑎(𝑦 − 𝑎) − 𝑎(𝑧 − 𝑎) = 0 

𝑥 − 𝑎 − 𝑦 + 𝑎 + 𝑧 − 𝑎 = 0 

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 𝑎 = 0      (∗) 

b)  علاقة بين اكتب𝑥 و𝑦 و𝑧 و𝑎 و𝜆  حيث𝜆  فة معرَّ

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗بالعلاقة  = 𝜆𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ثم احداثيات  𝜆. واستنتج قيمة ⃗⃗
𝐻. 

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜆𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

(𝑥 − 𝑎, 𝑦, 𝑧 − 𝑎) = 𝜆(−𝑎, 𝑎, −𝑎) 

𝑥 − 𝑎 = −𝑎𝜆 ⟹ 𝑥 = 𝑎 − 𝑎𝜆 

𝑦 = 𝜆𝑎 

سوُلُ اللِ  ن  " : صلى الله عليه وسلم قهاله ره دهثه  مه رِنها فيِ   أهح  ا ههذها أهم  دٌّ  فههُوه  مِن هُ  لهي سه  مه   "ره
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𝑧 − 𝑎 = −𝑎𝜆 ⟹ 𝑧 = 𝑎 − 𝑎𝜆 

 نجد: (∗)نعوض في 

𝑎 − 𝑎𝜆 − 𝑎𝜆 + 𝑎 − 𝑎𝜆 − 𝑎 = 0 

𝑎 − 3𝑎𝜆 = 0 ⟹ 𝜆 =
1

3
 

 ومنه

𝑥 =
2

3
𝑎, 𝑦 =

1

3
𝑎, 𝑧 =

2

3
𝑎 

𝐻 (
2

3
𝑎,
1

3
𝑎,
2

3
𝑎) 

هي  (′𝐴𝐶)على  ′𝐴لإثبات أنَّ المسقط القائم للنقطة  (3
عمودي  (𝐴′𝐻)ذاتها، يكفي أن نثبت أنَّ  𝐻النقطة 

𝐴′𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗. أثبت تعامد الشعاعين (′𝐴𝐶)على  ⃗⃗′𝐴𝐶و ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗. 

𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝑎, 𝑎, −𝑎) 𝐴′𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
2

3
𝑎,
1

3
𝑎,
−1

3
𝑎) 

𝐴′𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −
2

3
𝑎2 +

1

3
𝑎2 +

1

3
𝑎2 = 0 

 ومنه

𝐴′𝐻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

المسقط هي  𝐻متعامدان، إذن  (′𝐴𝐶)و (𝐴′𝐻)فالمستقيمان 
 .(′𝐴𝐶)على  ′𝐴القائم للنقطة 

هي  (′𝐴𝐶)على  𝐷أثبت أنَّ المسقط القائم للنقطة  (4

 ذاتها. 𝐻النقطة 

𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝑎, 𝑎, −𝑎) 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
−1

3
𝑎,
1

3
𝑎,
2

3
𝑎) 

𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
1

3
𝑎2 +

1

3
𝑎2 −

2

3
𝑎2 = 0 

 ومنه

𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

هي المسقط  𝐻متعامدان، إذن  (′𝐴𝐶)و (𝐷𝐻)يمان فالمستق

 .(′𝐴𝐶)على  𝐷القائم للنقطة 

 .(′𝐴𝐶)على  ′𝐷المسقط القائم للنقطة  𝐾لتكن  (5
a)  ماذا تقول عن الطول𝐶′𝐾؟ 

,𝐴𝐻𝐵من تطابق المثلثين  𝐷′𝐶′𝐾  لتساوي ضلع وزاويتين(
 مجاورتين له(، فإنَّ 

𝐴𝐻 = 𝐾𝐶′ 

b)  حدد موقع𝐾  على المستقيم(𝐴𝐶′). 

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗( لدينا  b) 2من الطلب  =
1

3
𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

 ومنه

𝐾𝐶′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

c) ما هي النقاط الأخرى من المكعب التي مسقطها القائم 
 ذاتها. 𝐾هي النقطة  (′𝐴𝐶)على المستقيم 

 .𝐶و ′𝐵بسبب التناظر في المكعب، النقاط الأخرى هي 

  تمرينات ومسائل الوحدة الثانية
 64: صفحة المسألة الأولى

 نعطي معلماً متجانساً في المستوي. 

 بيّن أزواج الأشعة المتعامدة من بين الأشعة الآتية: (1

�⃗⃗�(2,5) و�⃗�(−2,−5) و�⃗⃗⃗� (−
1

2
,
1

5
𝑡و ( (

1

2
, −

1

5
) 

𝑠و (2,−
4

5
). 

�⃗⃗�. 𝑠 = 0 �⃗⃗�. 𝑡 = 0 �⃗⃗�. �⃗⃗⃗� = 0 

�⃗�. 𝑠 = 0 �⃗�. 𝑡 = 0 �⃗�. �⃗⃗⃗� = 0 

 ومنه تكون أزواج الأشعة المتعامدة:

(�⃗⃗�, 𝑠) (�⃗⃗�, 𝑡) (�⃗⃗�, �⃗⃗⃗�) 

(�⃗�, 𝑠) (�⃗�, 𝑡) (�⃗�, �⃗⃗⃗�) 

في الحالتين الآتيتين اكتب معادلة لمحور القطعة  (2
 :[𝐴𝐵]المستقيمة 

o 𝐵(−1,2), 𝐴(4,1) 

 من المار العمود لمستقيما هو المستقيمة القطعة محور

 القطعة( طرفي عن البعد متساوية )النقاط منتصفها

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ناظم المستقيم المطلوب هو   .[𝐴𝐵]منتصف  𝑁، ويمر من ⃗⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−5,1) 

 ومنه معادلة المحور من الشكل:

−5𝑥 + 𝑦 + 𝑐 = 0 

𝑁 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

) ⇒ 𝑁 (
3

2
,
3

2
) 

 ومنه:

−5
3

2
+
3

2
+ 𝑐 = 0 ⟹ 𝑐 = 6 

 ومنه معادلة المحور:

−5𝑥 + 𝑦 + 6 = 0 

o 𝐵 (−2,
1

3
 ) , 𝐴(−5,3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (3, −
8

3
) 

𝑁 (
−7

2
,
5

3
) 

3 (
−7

2
) −

8

3
(
5

3
) + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑐 =

189 + 80

18
 

𝑐 =
269

18
 

 ومنه معادلة المحور:

3𝑥 −
8

3
𝑦 +

269

18
= 0 

سُولُ اللِ  لاله  إِن   ": صلى الله عليه وسلم قهاله ره إِن   بهي ِن   الحه امه  وه ره اوه  بهي ِن   الحه نههُمه ر   بهي  تهبهِهات أمُُو  ثِي ر   يهع لهمُهُن   لاه  مُش  نِ  الن اس،ِ مِنه  كه  فهقهدِ  الشُّبهُهاتِ  ات قهى فهمه

تهب رأه  ضِه، لِدِي نهِِ  اس  ن   وعِر  مه قهعه  وه قهعه  الشُّبهُهاتِ  فِي وه امِ  فِي وه ره اعِي الحه عهى كهالر  له  يهر  و  ى حه إِن   أهلا .فِي هِ  يهقهعه  أهن   يوُشِكُ  الحِمه لِك   لِكُل ِ  وه  مه

ى   إِن   أهلا . حِمه ى وه ارِمُهُ، اللِ  حِمه حه سهدِ  فِي وإِن   أهلا مه غهة   الجه ت   إذِها مُض  لهحه لهحه  صه سهدُ  صه سهدُ  فهسهده  فهسهدهت وإذها كُلُّهُ  الجه هيه  أهلا كُلُّهُ  الجه  القهل بُ" وه
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 طريقة أخرى لإيجاد محور قطعة مستقيمة:

𝑀(𝑥, 𝑦) قطة من المحور، إذاً بعدها عن ن𝐴  يساوي بعدها عن

𝐵. 

𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 

√(𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = √(𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
1

3
)
2

 

(𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
1

3
)
2

 

 بإصلاح هذه العلاقة نجد:

3𝑥 −
8

3
𝑦 +

269

18
= 0 

 
 𝐶(−3,3)و 𝐵(1,−1)و 𝐴(−5,2)نتأمّل النقاط  (3

𝐸و (−
9

4
, متساوية البعد عن  𝐸. أتكون النقطة (1−

 ؟𝐴𝐵𝐶المستقيمات التي تؤلفّها أضلاع المثلث 

 

 عنه النقطة بعد نحسب ثم المستقيم معادلة نوجد

 ، ميله:(𝐴𝐵)معادلة المستقيم 

𝑚𝐴𝐵 =
𝑦𝐴 − 𝑦𝐵
𝑥𝐴 − 𝑥𝐵

=
3

−6
= −

1

2
 

 𝐵ومار بالنقطة 

𝑦 + 1 = −
1

2
(𝑥 − 1) 

𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0 

 (𝐴𝐵)عن  𝐸بعد 

ℓ1 =
|−
9
4 + 2

(−1) + 1|

√1 + 4
=
13

4√5
 

  ، ميله:(𝐴𝐶)معادلة المستقيم 

𝑚𝐴𝐵 =
𝑦𝐶 − 𝑦𝐴
𝑥𝐶 − 𝑥𝐴

=
1

2
 

 𝐶ومار بالنقطة 

𝑦 − 3 =
1

2
(𝑥 + 3) 

𝑥 − 2𝑦 + 9 = 0 

 (𝐴𝐵)عن  𝐸بعد 

ℓ2 =
|−
9
4 − 2

(−1) + 9|

√1 + 4
=
35

4√5
 

ℓ1نلاحظ أنَّ  ≠ ℓ2 النقطة ف𝐸  غير متساوية البعد عن
,𝐴المستقيمات التي تؤلفّها أزواج النقاط  𝐵, 𝐶. 

 64: صفحة ثانيةالمسألة ال

 𝐴𝐵𝐶𝐷 مربّع .𝐼  منتصف[𝐴𝐵] و𝐽  منتصف[𝐵𝐶] أثبت .
 متعامدان. (𝐶𝐼)و (𝐷𝐽)أنَّ المستقيمين 

 

ً ملعم ذخأن :ىلوأ ةقيرط  ً سناجتم ا ;𝐴) ا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ،

 فتكون إحداثيات النقاط في هذا المعلم:

𝐼 (
1

2
, 0) , 𝐶(1,1)  ⟹ 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗⃗ (

1

2
, 1) 

𝐽 (1,
1

2
) , 𝐷(0,1)  ⟹ 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −

1

2
) 

𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

2
−
1

2
= 0 

 فالشعاعان متعامدان.

  :ةيناث ةقيرط 

𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). (𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗) 

= 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⏟  
متعامدان 0=

+ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟    
متعامدان 0=

+ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

= ‖𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗‖. ‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. cos 0 + ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗‖. cos 𝜋

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
= 0 

 حيث لدينا 

‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 𝑎 طول ضلع المربع 

‖𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗‖ = ‖𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗‖ =
𝑎

2
 نصف طول ضلع المربع 

سُولُ اللِ  يْحَ  ": صلى الله عليه وسلم قهاله ره يْنُ النَّصه يْنَ، الدّه ةه المُسْلهمه ةُ قلُْنَا: لهمَنْ يَا رَسُولَ اللهه؟ قاَلَ: للهه، ولكتابه، ولهرَسُوْلههه، وَلأئَهمَّ
مْ  تههه  " وَعَامَّ
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 64صفحة  :المسألة الثالثة

 نعطي معلماً متجانساً في الفراغ. 

 �⃗�و �⃗⃗�أولاً: بيّن في كلٍّّ من الحالتين الآتيتين إذا كان الشعاعان 
 متعامدين:

1   �⃗� (2, −
3

2
, 1) , �⃗⃗�(1, −2, 5) 

�⃗⃗�. �⃗� = 2 + (−2) (−
3

2
) + 5 = 10 ≠ 0 

 ن.يغير متعامد

2   �⃗�(√2, √3, 1), �⃗⃗�(√2, √3, 0) 

�⃗⃗�. �⃗� = 2 + 3 + 0 = 5 ≠ 0 

 ن.يغير متعامد

,𝐴(4,1ثانياً: نتأمّل النقاط   𝐵(−1,2,4)و (2−

,𝐶(0,2و 𝐷و (5− (1,−2, −
7

2
منتصف  𝑀. ونعرّف (

 . احسب[𝐴𝐵]القطعة المستقيمة 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

𝐵(−1,2,4) 𝐴(4,1, −2) 

𝑀(
4 − 1

2
,
1 + 2

2
,
−2 + 4

2
) 

𝑀(
3

2
,
3

2
, 1) 

𝐷 (1,−2,−
7

2
) 𝐶(0,2, −5) 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (−
5

2
,
1

2
, 3) , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1, −4,

3

2
) 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
5

2
−
4

2
+
9

2
= 0 

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−2,4,
15

2
 ) , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−4,1,−3) 

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8 + 4 −
45

2
= −

21

2
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−5,1,6 ), 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1, −4,
3

2
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −5 − 4 + 9 = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−5,1,6 ), 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−4,1, −3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 20 + 1 − 18 = 3 

 𝒬و 𝒫ثالثاً: بيّن في كلّ من الحالات الآتية إذا كان المستويان 
 متعامدين:

1  𝒬: 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 ,
𝒫: 𝑥 + 2𝑦 − 5𝑧 + 7 = 0 

ً  لناظميهما السلّمي الجداء كان إذا نامتعامد المستويان يكون  معدوما

 

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(1,2,1) 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,2, −5) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 1 + 4 − 5 = 0 

 ومنه المستويان متعامدان.

2  𝒬: 𝑦 − 2𝑧 + 3 = 0 , 𝒫: 𝑥 − 3𝑦 + 2 = 0 

 

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(0,1, −2) 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −3,0) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 − 3 + 0 = −3 ≠ 0 

 فالمستويان غير متعامدين.

عن  𝐴ي كلٍّّ من الحالتين الآتيتين بعُد النقطة رابعاً: احسب ف
 :𝒫المستوي 

1   𝒫: 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 4 = 0, 𝐴(0, √2, 1) 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|(0) + √2 − 2(1) + 4|

√1 + 1 + (−2)2
=
2 + √2

√6
 

2   𝒫: 3𝑥 + 𝑦 −
𝑧

2
+ 7 = 0, 𝐴(5,−2,0) 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|3(5) − 2 − 0 + 7|

√(3)2 + 1 + (−1/2)2
=
40

√41
 

سوُلُ اللِ  تُ  ": صلى الله عليه وسلم قهاله ره ت ى الن اسه  أقُهاتلِه  أهن   أمُِر  أهن   اللُ  إلِا   إلِههه  لاه  أهن   يهش ههدُوا حه ا   وه ده م  لُ  مُحه سُو  ا اللِ  ره يقُِي مُو   الص لاةه  وه
توُا يؤُ  كهاةه  وه مُوا ذهلِكه  فهعهلوُا فهإِذها الز  اءههم   مِن يِ عهصه الههُم   دِمه وه أهم  ق ِ  إلِا   وه حِسهابهُُم   الِإس لامِ  بحِه  تهعهالهى" اللِ  عهلهى وه
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  )مستويات متعامدة( 65: صفحة المسألة الرابعة

ل في المعلم المتجانس   ;𝑂)نتأمَّ 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) :النقطتين الآتيتين ، 

𝐴(1,−1,2) و𝐵(2,0,4)  والمستوي𝒫  الذي معادلته 

𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 4 = 0 

 𝐴ويمر بالنقطتين  𝒫العمودي على  𝒬جد معادلة للمستوي 
 .𝐵و

 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗) أي مستوي ويعامد بنقطتين مار مستو . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0) 

 
 متعامدين، فإنَّ  𝒬و 𝒫المستويان 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −1,3), 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 𝑎 − 𝑏 + 3𝑐 = 0  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1,1,2) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنَّ   ، كانَ 𝒬محتوى في المستوي  ⃗⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 0  

 ادلتين بثلاث مجاهيل، نختار قيمة لأحد المجاهيل ونعوض:مع

𝑐مثلاً من أجل  =  نجد: 2

𝑎 − 𝑏 = −6
𝑎 + 𝑏 = −4

} ⟹ 𝑎 = −5, 𝑏 = 1 

 ومنه

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(−5,1,2) 

𝑛𝒬⃗⃗وناظمه  𝐴معادلة مستوي مار من  ⃗⃗⃗(−5,1,2) : 

−5(𝑥 − 1) + 1(𝑦 + 1) + 2(𝑧 − 2) = 0 

𝒬: − 5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 2 = 0 

  66: صفحة ةخامسالمسألة ال

 )بعُد نقطة عن مستقيم في الفراغ(

;𝑂)في معلم متجانس   𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ،لدينا النقطة 𝐴(3,−1,2) 

  : 𝒬و 𝒫 انوالمستوي

𝒫 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

𝒬 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0 

 𝑑عن المستقيم  𝐴، واحسب بعُد  𝒬و 𝒫أثبت تقاطع المستويين 
 الذي يمثل فصلهما المشترك.

 

 مرتبطين غير ناظميهما أنَّ  نثبت ويينمست تقاطع لإثبات

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2, −1,1), 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(1,1,2) 

 نلاحظ أنَّ مركباتهما غير متناسبة فهما غير مرتبطين خطياً 

2

1
≠ −

1

1
≠
1

2
 

 فالمستويان متقاطعان.

)أي أنها  𝑑لا تقع على المستقيم  𝐴 ةطقنلا نَّ أ لاً وأ دكأتن 
تكون  𝑑على  𝐴ذا وقعت (، حيث إ𝒬أو 𝒫لا تنتمي لـ 

 المسافة بينهما صفر.
𝒫 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

2(3) − (−1) + 2 − 4 =? 0 

5 ≠ 0 ⟹ 𝐴 ∉ 𝒫 

𝒬 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0 

3 − 1 + 2(2) − 5 =? 0 

1 ≠ 0 ⟹ 𝐴 ∉ 𝒬 

 .𝑑على المستقيم  𝐴مسقط النقطة  ′𝐴 نكتل 

 . ′𝐴و 𝐴المطلوب حساب المسافة بين 

𝐴(3,−1,2), 𝐴′(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

  ′𝐴 تايثادحإ نييعت 

[
1  𝐴′ ∈ 𝑑 ⟹ {

𝐴′ ∈ 𝒫
𝐴′ ∈ 𝒬

2  𝐴𝐴′ ⊥ 𝑑 ⟹ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗� = 0, 𝑑 شعاع توجيه �⃗⃗�

 

1  {
𝐴′ ∈ 𝒫 ⇒ 2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 4
𝐴′ ∈ 𝒬 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 5

 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎 − 3, 𝑏 + 1, 𝑐 − 2) 

سُولُ اللِ  ا: صلى الله عليه وسلم قهاله ره ي تكُمُ   "مه تهنبِوُهُ  عهن هُ  نههه ا فهاج  مه ر   وه ا مِن هُ  فأ توُا بهِِ  تكُمُ  أهمه ؛ مه تهطهع تمُ  ا اس  لهكه  فهإِن مه ةُ  قهب لِكمُ   مِن   ال ذِي نه  أهه   كهث ره

سهائلِِهِم   تلِافهُُم   مه اخ   "أهن بيِهائِهِم   عهلهى وه
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 ، فيكون𝑑من  𝐶و 𝐵نختار نقطتين  𝑑شعاع توجيه  �⃗⃗�لتعيين 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  شعاعاً موجهاً لـ𝑑 . 

𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑑 ⇒ {
𝐵 ∈ 𝒫 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0
𝐵 ∈ 𝒬 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0

 

 معادلتين بثلاثة مجاهيل نختار قيمة لأحد المجاهيل ونعوض.

𝑥من أجل  = 0 
−𝑦 + 𝑧 − 4 = 0
𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0

⟹ 𝑧 = 3, 𝑦 = −1 

⟹ 𝐵(0,−1,3) 

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑑 ⇒ {
𝐶 ∈ 𝒫 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0
𝐶 ∈ 𝒬 ∶ 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0

 

𝑥من أجل  = 1 
−𝑦 + 𝑧 − 2 = 0
𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0

⟹ 𝑧 = 2, 𝑦 = 0 

⟹ 𝐶(1,0,2) 

 ومنه

�⃗⃗� = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,1,−1) 

2   𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . �⃗⃗� = 0 ⟹ 𝑎 − 3 + 𝑏 + 1 − 𝑐 + 2 = 0
⟹ 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0 

 حلاً مشتركاً  2و 1 نم ةجتانلا تلاداعملا لحب 

2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 4    (1)

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 5    (2)

𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0       (3)
 

 نجد: (3)و (1)بجمع 

3𝑎 = 4 ⟹ 𝑎 =
4

3
 

 نجد: (2)من  (3)بطرح 

3𝑐 = 5 ⟹ 𝑐 =
5

3
 

 بالتعويض بإحدى المعادلات نجد:

𝑏 =
1

3
 

𝐴(3,−1,2), 𝐴′ (
4

3
,
1

3
,
5

3
) 

𝐴𝐴′ = √(3 −
4

3
)
2

+ (−1 −
1

3
)
2

+ (2 −
5

3
)
2

= √
25

9
+
16

9
+
1

9
=
√42

3
 

  76صفحة  :ةسّادسالمسألة ال

)  )تقاطع مستقيم ومستوٍّ

;𝑂)في معلم متجانس   𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ، نتأمّل نقطتين𝐴(2,−1,0) 

 الذي يقبل معادلة  𝒫. والمستوي 𝐵(−1,3,5)و

2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 

 𝐶وعيّن إحداثيات  𝒫يقطع المستوي  (𝐴𝐵)أثبت أنَّ المستقيم 
 نقطة التقاطع.

 

 المستوي )ناظم التوازي عدم إثبات خلال من التقاطع نثبت

 متعامدين( غير (𝐴𝐵) والمستقيم

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,4,5), 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2, −3,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −6 − 12 + 5 = −13 ≠ 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗لا يعامد  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ومنه   (𝐴𝐵)والمستقيم  𝒫. أي أنَّ المستوي ⃗⃗
 غير متوازيان فهما متقاطعان.

,𝐶(𝑎 نييعت  𝑏, 𝑐) :نقطة التقاطع 

𝐶(𝑎, 𝑏, 𝑐) 𝐵(−1,3,5) 𝐴(2,−1,0) 

1  𝐶 ∈ (𝐴𝐵) ⇒ ,𝐴 على استقامة واحدة 𝐶, 𝐵 ⇒ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(𝑎 − 2, 𝑏 + 1, 𝑐) = (−3𝑘, 4𝑘, 5𝑘) 

{
𝑎 = 2 − 3𝑘
𝑏 = 4𝑘 − 1
𝑐 = 5𝑘

 

2  𝐶 ∈ 𝒫 ⇒ 2𝑎 − 3𝑏 + 𝑐 = 5 ⇒ 

2(2 − 3𝑘) − 3(4𝑘 − 1) + 5𝑘 = 5 

4 − 6𝑘 − 12𝑘 + 3 + 5𝑘 = 5 

سُولُ اللِ  ي ِب   تهعهالهى الله  "إِن  : صلى الله عليه وسلم قهاله ره ي ِبها   إلِا   يهق بهلُ  لاه  طه إِن   طه ره أه  الله  وه مِنِي نه  مه ا المُؤ  ره  بمِه سهلِي نه  بِهِ  أهمه ا )يها : فهقهاله  المُر  سُلُ  أهيُّهه  مِنه  كُلوُا الرُّ
ي ِبهاتِ  لوُا الط  مه اع  الِحا ( وه ا )يها: ، وَقاَلَ )51الآية )المؤمنون: صه نوُا ال ذِينه  أهيُّهه ي ِبهاتِ  مِن   كُلوُا آمه ا طه نهاكُم   مه ق  زه ثمَُّ  (217الآية البقرة: ( )ره

يْلُ السَّفَرَ أشَْعَثَ أغَْبَرَ، يَمُدُّ يَدَيْهه إهلَى السَّمَاء،ه ياَ رَبّه ياَ رَبّه، وَمَطْعَمُهُ حَ  جُلَ يطُه يَ بهالحَرَامه فأَنََّى ذَكَرَ الرَّ رَامٌ ،وَمَشْرَبهُُ حَرَامٌ، وَغُذه
 يسُْتجََابُ لذلك "
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−13𝑘 = −2 ⇒ 𝑘 =
2

13
 

⇒ 𝐶 (
20

13
, −

5

13
,
10

13
) 

  76: صفحة ةسّابعالمسألة ال

)  )مستقيم عمودي على مستوٍّ

;𝑂)في معلم متجانس   𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ، نتأمّل نقطتين𝐴(2,5,3) 

,𝐵(−1,0و −1) ً ,�⃗⃗�(1,1يقبل  𝒫. ومستويا −2) 
,�⃗�(3و −1,  شعاعين موجهين.  (1−

 .𝒫عمودي على المستوي  (𝐴𝐵)أثبت أنَّ المستقيم 

 

 مع (𝐴𝐵) المستقيم تعامد إثبات خلال من التعامد ثبتن

ً  مرتبطين غير شعاعين  المستوي في )متقاطعين( خطيا

,�⃗⃗�(1,1لدينا الشعاعان  ,�⃗�(3و (2− −1, شعاعان غير  (1−
 مرتبطان خطياً لعدم تناسب مركباتهما

3

1
≠
−1

1
≠
−1

−2
 

 فهما متقاطعان في المستوي.

شعاع توجيه  �⃗⃗⃗�على كليهما، ليكن  عمودي (𝐴𝐵)نثبت أنّ 
 للمستقيم،

�⃗⃗⃗� = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−3,−5,−4) 

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗� = −3 − 5 + 8 = 0 ⟹ �⃗⃗⃗� ⊥ �⃗⃗� 

�⃗⃗⃗�. �⃗� = −9 + 5 + 4 = 0 ⟹ �⃗⃗⃗� ⊥ �⃗� 

 .𝒫على المستوي  (𝐴𝐵)ومنه نجد تعامد المستقيم 

  76: صفحة ةثاّمنالمسألة ال

)  )المسقط القائم على مستوٍّ

;𝑂)في معلم متجانس   𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ، نتأمّل النقاط𝐴(1,2,0) 

المسقط القائم  ′𝐷. يطُلب تعيين 𝐶(1,5,5)و 𝐵(0,0,1)و
,𝐷(−11,9للنقطة   . (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  (4−

 

1  (𝐷𝐷′) ⊥ (𝐴𝐵𝐶) ⟹

(𝐴𝐵𝐶)عمودي على كل مستقيم في(𝐷𝐷′) 

𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

2  𝐷′ ∈ (𝐷𝐷′), 𝐷′ ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

1     𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ (𝐷𝐷′) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,3,5) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−1,−2,1) 

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑥 + 11, 𝑦 − 9, 𝑧 + 4) 

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

−𝑥 − 11 − 2𝑦 + 18 + 𝑧 + 4 = 0 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 11      (1) 

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

0 + 3𝑦 − 27 + 5𝑧 + 20 = 0 

3𝑦 + 5𝑧 = 7       (2) 

𝑧نجد:  (1)من  = 𝑥 + 2𝑦 −  (2)نعوض في  11

3𝑦 + 5𝑥 + 10𝑦 − 55 = 7 

𝑦 =
62 − 5𝑥

13
 

⟹ 𝑧 = 𝑥 +
124

13
−
10𝑥

13
− 11 

𝑧 =
3𝑥 − 19

13
 

 هو مجموعة النقاط  (′𝐷𝐷)ومنه المستقيم 

𝑀(𝑥,
62 − 5𝑥

13
,
3𝑥 − 19

13
)        (∗) 

 

دٍّ الحَسَنه بنه عَلهيّ ب بْطه رَسُوله اللهه عَنْ أبَهي مُحَمَّ نْ رَسُوْله  صلى الله عليه وسلم نه أبهي طالبٍّ سه يَ اللهُ عَنْهُمَا قاَلَ: حَفهظْتَ مه وَرَيْحَانتَههه رَضه
ا دهع   " :  صلى الله عليه وسلم اللهه  ا إلِهى يهرِي بكُه  مه " لاه  مه  يهرِي بكُه
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(′𝐷𝐷)بما أنَّ  ⊥ (𝐴𝐵𝐶)  فإنَّ أي شعاع موجه لـ(𝐷𝐷′) 
  .(𝐴𝐵𝐶)سيكون ناظماً للمستوي 

𝑀1نختار نقطة  ∈ (𝐷𝐷
𝐷𝑀1⃗⃗، فيكون (′ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ً لـ  ⃗⃗ شعاعاً موجها

(𝐷𝐷′)  وناظماً لـ(𝐴𝐵𝐶). 

𝑥من أجل  =  نجد (∗)نعوض في  0

𝑀1 (0,
62

13
,
−19

13
) 

�⃗⃗� = 𝐷𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (11,
−55

13
,
33

13
 ) 

 لهناظماً  �⃗⃗�ويقبل  𝐵المار من  (𝐴𝐵𝐶)ومنه معادلة المستوي 

11𝑥 −
55

13
𝑦 +

33

13
𝑧 =

33

13
 

143𝑥 − 55𝑦 + 33𝑧 = 33 

2  𝐷′ ∈ (𝐷𝐷′), 𝐷′ ∈ (𝐴𝐵𝐶) 
 أي

𝐷′ ∈ {𝑀 (𝑥,
62 − 5𝑥

13
,
3𝑥 − 19

13
)} 

𝐷′ ∈ 𝒫: 143𝑥 − 55𝑦 + 33𝑧 = 33 

143𝑥 − 55
62 − 5𝑥

13
+ 33

3𝑥 − 19

13
= 33 

143𝑥 − 55
62

13
+ 55

5𝑥

13
+ 33

3𝑥

13
− 33

19

13
= 33 

143𝑥 + 275
𝑥

13
+ 99

𝑥

13
= 33 +

3410

13
+
627

13
 

2233𝑥 = 4466 ⟹ 𝑥 = 2 

⟹ 𝑦 = 4, 𝑧 = −1 
 أي

𝐷′(2,4, −1) 

  86: صفحة ةتاّسعالمسألة ال

 )قدُُماً إلى الأمام(

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′  متوازي مستطيلات. يتقاطع قطراه

[𝐵𝐷′] و[𝐶𝐴′]  في𝑂 نضع .𝛼 = 𝐶𝑂𝐷′̂ نفترض أنَّ و 
𝐵𝐶 = 𝑎 و𝐶𝐷 = 𝑏 و𝐷𝐷′ = 𝑐 نهدف في هذه المسألة إلى .

cosحساب  𝛼. 

ً معلم نختار ً متجانس ا ;𝐴) ا 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)  بحيث يكون𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  𝑖و ⃗⃗

𝐴𝐷⃗⃗مرتبطين خطياً، و ⃗⃗ ⃗⃗′𝐴𝐴مرتبطين خطياً، وكذلك  𝑗و ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  �⃗⃗�و ⃗⃗
 مرتبطين خطياً.

ي المستطيلات أعط إحداثيات جميع رؤوس متواز (1
 .𝑂وإحداثيات مركزه 

;𝐴)في المعلم المتجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)إحداثيات الرؤوس ، 

𝐷(0, 𝑎, 0) 𝐶(𝑏, 𝑎, 0) 𝐵(𝑏, 0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐷′(0, 𝑎, 𝑐) 𝐶′(𝑏, 𝑎, 𝑐) 𝐵′(𝑏, 0, 𝑐) 𝐴′(0,0, 𝑐) 

 فتكون إحداثياتها: [𝐴′𝐶]منتصف القطر  𝑂النقطة 

𝑂 (
𝑏

2
,
𝑎

2
,
𝑐

2
) 

 

cosأثبت أنَّ  (2 𝛼 =
𝑎2−𝑏2−𝑐2

𝑎2+𝑏2+𝑐2
. ادرس على وجه 

 الخصوص حالة المكعب.

cos 𝛼 = cos 𝐶𝑂𝐷′̂ = cos (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

cos (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑏

2
,
𝑎

2
,−
𝑐

2
) ⃗⃗′𝑂𝐷 و ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−

𝑏

2
,
𝑎

2
,
𝑐

2
) 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −
𝑏2

4
+
𝑎2

4
−
𝑐2

4
=
𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2

4
 

‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √
𝑏2

4
+
𝑎2

4
+
𝑐2

4
 

‖𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √
𝑏2

4
+
𝑎2

4
+
𝑐2

4
 

cos 𝛼 =

𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2

4
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

4

=
𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

 عندما يصبح متوازي المستطيلات مكعباً، يصبح

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

 فيكون

cos 𝛼 = −
1

3
 

  96: صفحة ةعاشرالمسألة ال

 :𝒫عن المستوي  𝐴في الحالتين الآتيتين، احسب بعُد 

1) 𝐴(1,2, :𝒫و (3− 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0. 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|2(1) − 2 − 3 + 1|

√(2)2 + (−1)2 + (1)2
=
2

√6
 

 

ءِ  إِس لامِ  حُس نِ  مِن   " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  ر  كُهُ  المه ا تهر   " يهع نيِ هِ  لاه  مه
 

 

 

 

 

 

 

تم التحميل من موقع علوم للجميع 

https://www.3lom4all.com 

mailto:berlantcommunication@gmail.com


62 

 

berlantcommunication@gmail.com 963943608577+ رأشقرنو     963941114148+ برلنت مطيط  

2) 𝐴(−1,1,1) و𝒫  هو المستوي المار بالنقاط
𝐵(0,1,0) و𝐶(−1,1,0) و𝐷(−1,−2,−3). 

 

,𝐴نتأكد من أنَّ النقاط  𝐵, 𝐶  ليست على استقامة واحدة
)بإثبات عدم الارتباط الخطي لشعاعين(، وبالتالي تشكل 

  المستوي المطلوب.

𝐷(−1,−2,−3) 𝐶(−1,1,0) 𝐵(0,1,0) 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−1,−3, −3) 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,0,0) 

غير مرتبطين خطياً لعدم تناسب  𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ الشّعاعين 
 مركباتهما،

−1

−1
≠
0

−3
 

,𝑀(𝑥بفرض النقطة  𝑦, 𝑧) ∈ 𝒫  عندئذٍّ يوجد عددين حقيقيين

𝛼, 𝛽 :يحققان 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝛼𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ومنه

(𝑥, 𝑦 − 1, 𝑧) = (−𝛼, 0,0) + (−𝛽,−3𝛽,−3𝛽) 

{

𝑥 = −𝛼 − 𝛽     (1)

𝑦 − 1 = −3𝛽  (2)

𝑧 = −3𝛽          (3)
 

 نحصل على معادلة للمستوي: (2)من  (3)بطرح 

𝒫:  𝑦 − 𝑧 − 1 = 0 

𝐴(−1,1,1)لاحظ أنَّ النقطة  ∉ 𝒫 حيث 

1 − 1 − 1 ≠ 0 

,𝛼أو لأنه لا يمكن إيجاد عددين حقيقيين  𝛽 :يحققان 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ومنه

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|1 − 1 − 1|

√(0)2 + (1)2 + (1)2
=
1

√2
 

 (:2طريقة )

,𝐴′(𝑎بفرض النقطة  𝑏, 𝑐)  المسقط العمودي للنقطة𝐴  على

 هو البعد المطلوب حسابه.  ′𝐴𝐴، فيكون (𝐵𝐶𝐷)المستوي 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎 + 1, 𝑏 − 1, 𝑐 − 1) 

{ 𝐴𝐴
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑎 = −1

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑏 = 2 − 𝑐
 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (0, 1 − 𝑐, 𝑐 − 1) 

 ً  ولدينا أيضا

𝐵𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎, 𝑏 − 1, 𝑐) = (−1,1 − 𝑐, 𝑐) 

{𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0 

⇒ (𝑐 − 1)2 + 𝑐(𝑐 − 1) = 0 

(𝑐 − 1)(2𝑐 − 1) = 0 

𝑐إما  =  𝐴فوضة لأنها تعني انطباق النقطة وهي حالة مر 1

⃗⃗′𝐴′ ،𝐴𝐴على  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (0,0, 0). 

𝑐أو  =
1

2
𝑏وبالتالي   =

3

2
 ، ومنه

𝐴′ (−1,
3

2
,
1

2
) ⃗⃗′𝐴𝐴  و ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (0,

1

2
, −
1

2
) 

‖𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

√2
 

  96: صفحة ةحادية عشرالمسألة ال

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  متوازي مستطيلات، فيه𝐴𝐵 = 𝐵𝐶و 2 =
𝐺𝐶 =  . [𝐴𝐵]منتصف  𝐼. لتكن النقطة 1

ً مبدؤه  (1 ً متجانسا ويمكن التعبير عن  𝐴أعط معلما

 إحداثيات رؤوس متوازي المستطيلات فيه ببساطة.

 

;𝐴)لنأخذ المعلم المتجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) حيث ،𝑖 =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و     ⃗⃗

𝑗 = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ �⃗⃗�و ⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

 توازي المستطيلاتتكون عندئذٍّ إحداثيات رؤوس م

𝐷(0,1,0) 𝐶(2,1,0) 𝐵(2,0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐻(0,1,1) 𝐺(2,1,1) 𝐹(2,0,1) 𝐸(0,0,1) 

 .(𝐼𝐹𝐻)اكتب معادلة للمستوي  (2

 [𝐴𝐵]منتصف  𝐼النقطة لدينا 

𝐻(0,1,1) 𝐹(2,0,1) 𝐼(1,0,0) 

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗(−1,1,1) 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗⃗(1,0,1) 

,𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗⃗لاحظ أنَّ الشعاعين  𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗  لعدم تناسب غير ً مرتبطين خطيا

مركباتهما  
1

−1
≠
0

1
≠
1

1
  . 

دُكُم   يؤُمِنُ  لاه  " : صلى الله عليه وسلم الَ رَسُوْلُ اللهه قَ  ت ى أهحه ا لأهخِي هِ  يحُِب   حه  " لِنهف سِهِ  يحُِبُّ  مه
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,𝑀(𝑥بفرض النقطة  𝑦, 𝑧) ∈ (𝐼𝐹𝐻)  عندئذٍّ يوجد عددين
,𝛼حقيقيين  𝛽 :يحققان  

𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗ 

(𝑥 − 1, 𝑦, 𝑧) = (𝛼, 0, 𝛼) + (−𝛽, 𝛽, 𝛽) 

{

𝑥 − 1 = 𝛼 − 𝛽    (1)

𝑦 = 𝛽             (2)

𝑧 = 𝛼 + 𝛽     (3)
 

 نجد: (1)من  (3)بطرح 

𝑥 − 𝑧 − 1 = −2𝛽 

𝑦نعوض  = 𝛽  نجد معادلة المستوي(2)من ، 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 1 = 0  

 
 .(𝐼𝐹𝐻)المستوي  عن 𝐺احسب بعُد  (3

 (𝐼𝐹𝐻)على  𝐺المسقط القائم للنقطة  ′𝐺بفرض النقطة 

𝐺𝐺′ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺, (𝐼𝐹𝐻))

=
|2 + 2(1) − 1 − 1|

√(1)2 + (2)2 + (−1)2
=
2

√6
 

 
، أينتمي المسقط (𝐼𝐻)المستقيم  عن 𝐺احسب بعُد  (4

إلى المستقيم  (𝐼𝐹𝐻)على المستوي  𝐺القائم للنقطة 

(𝐼𝐻)؟ 

,𝐺1(𝑎بفرض النقطة  𝑏, 𝑐)  المسقط القائم للنقطة𝐺  على
(𝐼𝐻) ٍّعندئذ ، 

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗(−1,1,1) 𝐺𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎 − 2, 𝑏 − 1, 𝑐 − 1) 

 {
1   𝐺𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐺𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗ = 0

2    𝐺1 ∈ (𝐼𝐻) ⇒ 𝐼𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑘. 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗
 

1 𝐺𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 2 + 𝑏 − 1 + 𝑐 − 1 = 0

⇒ 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 = 0  

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗(−1,1,1) 𝐼𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑎 − 1, 𝑏, 𝑐) 

2    𝐼𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑘. 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ (𝑎 − 1, 𝑏, 𝑐) = (−𝑘, 𝑘, 𝑘) 

{
𝑎 = 1 − 𝑘
𝑏 = 𝑘
𝑐 = 𝑘

 

 نجد: 1بالتعويض في 

𝑘 + 𝑘 − 1 + 𝑘 = 0 ⟹ 𝑘 =
1

3
 

 ومنه

𝑎 =
2

3
, 𝑏 =

1

3
, 𝑐 =

1

3
⟹ 𝐺1 (

2

3
,
1

3
,
1

3
)  

 وبالتالي:

𝐺𝐺1 = √(2 −
2

3
)
2

+ (1 −
1

3
)
2

+ (1 −
1

3
)
2

= √
16

9
+
4

9
+
4

9
=
√24

3
=
2√6

3

=
4

√6
=
2√2

√3
 

تلك النقطة مسقط نقطة على مستقيم يعطي المسافة الأصغر بين 
 والمستقيم، لاحظ أنَّ 

𝐺𝐺′ =
2

√6
<
4

√6
= 𝐺𝐺1 

 .(𝐼𝐻)حتماً لا تنتمي للمستقيم  ′𝐺وبالتالي فإنَّ 

  96: صفحة ثانية عشرالمسألة ال

;𝑂)في معلمٍّ متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) لدينا النقطة ،𝐴(2,2, −1) ،

 :𝒬و 𝒫والمستويين 

𝒫: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝒬: 3𝑥 + 𝑧 − 1 = 0 

الذي يمُثلّ الفصل المشترك  𝑑عن المستقيم  𝐴احسب بعُد 
 .𝒬و 𝒫للمستويين 

 

رِئ   دهمُ  يهحِلُّ  لا " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  لِم   ام  دهى إلِا   مُس  : بإِح  ، الث ي ِبُ  ثهلاث  انِي  الن ف سُ  الز  الت اركُ  باِلن ف سِ، وه  لِدِي نِهِ  وه
اعهةِ" المُفهارِقُ   للجمه
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,𝐴′(𝑎لتكن النقطة  𝑏, 𝑐)  المسقط القائم للنقطة𝐴  على المستقيم
𝑑 ّعندئذٍّ فإن ،𝐴′ :تحقق  

{
1  𝐴′ ∈ 𝑑 {

𝐴′ ∈ 𝒫 ⇒ 𝑎 − 𝑏+ 𝑐 = 0

𝐴′ ∈ 𝒬 ⇒ 3𝑎 + 𝑐 − 1 = 0

2  𝐴𝐴′
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

⊥ 𝑑 ⇒ 𝐴𝐴′
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

. �⃗⃗⃗� = 0, 𝑑 شعاع موجه لـ �⃗⃗⃗�

 

 ـ �⃗⃗�لتعيين  فيكون  𝑑من  𝐶و 𝐵، نختار نقطتين 𝑑شعاعاً موجهاً ل

�⃗⃗� = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .شعاع التوجيه 

𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑑 {
𝐵 ∈ 𝒫 ⇒ 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0
𝐵 ∈ 𝒬 ⇒ 3𝑥 + 𝑧 − 1 = 0

 

𝑥نختار قيمة لأحد المتغيرات ولتكن من أجل  =  ونعوض 0

{
𝑦 = 𝑧
𝑧 = 1

⟹ 𝑦 = 1, 𝑧 = 1 ⟹ 𝐵(0,1,1)  

,𝐶(𝑥ومن أجل النقطة  𝑦, 𝑧)  نختار𝑥 = 1 

{
𝑦 = 𝑧 + 1
𝑧 = −2

⟹ 𝑦 = −1, 𝑧 = −2

⟹ 𝐶(1,−1,−2)  

 ومنه

�⃗⃗� = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −2,−3) 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎 − 2, 𝑏 − 2, 𝑐 + 1) 

{
1  {

𝐴′ ∈ 𝒫 ⇒ 𝑐 = 𝑏 − 𝑎
𝐴′ ∈ 𝒬 ⇒ 𝑐 = 1 − 3𝑎

2  𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑎 − 2𝑏 − 3𝑐 = 1

 

 1ت حلاً مشتركاً نجد من بحل هذه المعادلا

𝑏 − 𝑎 = 1 − 3𝑎 ⟹ 𝑏 = 1 − 2𝑎 

 2نعوض في 

𝑎 − 2 + 4𝑎 − 3 + 9𝑎 = 1 ⇒ 𝑎 =
3

7
 

⟹ 𝑏 =
1

7
 , 𝑐 = −

2

7
 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−
11

7
,−
13

7
,
5

7
) 𝐴′ (

3

7
,
1

7
, −
2

7
) 

‖𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √
121 + 169 + 25

49
=
√315

7
=
3√35

7
 

  96: صفحة ثالثة عشرالمسألة ال

;𝑂)في معلمٍّ متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) لدينا النقطة ،𝐴(2,1,2) ،

 :𝒬و 𝒫والمستويين 

𝒫: 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0 

𝒬: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

 متعامدان. 𝒬و 𝒫أثبت أنَّ المستويين  (1
𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ نادماعتم امهيمظان نَّ أ نهربن  ⊥ 𝑛𝒬⃗⃗  ، أي⃗⃗⃗

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,1, −2), 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(1,1,1) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 1 + 1 − 2 = 0 

 فالمستويان متعامدان.

 
 .𝒬و 𝒫المستويين  عن كلٍّّ من 𝐴احسب بعُد  (2

𝐴1  مسقط𝐴  على𝒫 

𝐴𝐴1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|2 + 1 − 2(2) − 1|

√(1)2 + (1)2 + (−2)2

=
2

√6
 

𝐴2  مسقط𝐴  على𝒬 

𝐴𝐴2 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒬) =
|2 + 1 + 2|

√(1)2 + (1)2 + (1)2

=
5

√3
 

لمستويين ل عن الفصل المشترك 𝐴استنتج بعُد النقطة  (3

𝒫 و𝒬. 

 
 𝑑هو  𝒬و 𝒫لمستويين ل الفصل المشترك

𝐴𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝒫 ⟹ 𝐴𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑑

𝐴𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝒬 ⟹ 𝐴𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑑
} ⟹ 𝑑 ⊥ (𝐴𝐴1𝐴2) 

ً نقطة ، )وهي 𝑑على المستقيم  𝐴مسقط النقطة  𝐵لتكن  أيضا
 ((𝐴𝐴1𝐴2)مع المستوي  𝑑تقاطع المستقيم 

 )لأنّ فيه ثلاث زوايا قائمة(. 𝐴𝐴1𝐵𝐴2ينتج لدينا المستطيل 

 ومنه حسب فيثاغورث

𝐵𝐴2 = (𝐴𝐴1)
2 + (𝐴𝐴2)

2 =
54

6
= 9 

⟹𝐵𝐴 = 3 

ن   " : صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُوْلُ اللهه  مِ  باِللهِ  يؤُمِنُ  كهانه  مه اليهو  ا   فهل يهقلُ   الآخِرِ  وه ي ره ، أهو خه مُت  ن   لِيهص  مه اليهومِ  باِللهِ  يؤُمِنُ  كهانه  وه  الآخِرِ  وه
رِم   هُ، فهل يكُ  اره ن   جه ي فههُ" رِم  فهل يكُ   الآخِرِ  واليهومِ  باِللهِ  يؤُمِنُ  كهانه  ومه  ضه
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  69: صفحة المسألة الرابعة عشر

والمعادلة  𝐵و 𝐴نعطي نقطتين في كلٍّّ من الحالات الآتية، 
ليس  (𝐴𝐵). تيقّن في كل حالة أنَّ المستقيم 𝒫الديكارتية لمستوٍّ 

 𝒫العمودي على  𝒬. ثمَّ أعط معادلة للمستوي 𝒫عمودياً على 
 .𝐵و 𝐴والمار بالنقطتين 

1   𝐵(0,1,1), 𝐴(1,0,0),
𝒫: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

 𝒫 المستوي مع يتعامد لا (𝐴𝐵) المستقيم أن لإثبات

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ أنّ  نبرهن أن يكفي ً  مرتبطين غير 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗و ⃗⃗  خطيا

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,1,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−1,1,1) 

 واضح أنَّ المركبات غير متناسبة فهما غير مرتبطين خطياً 

−
1

1
≠
1

1
 

 
𝑛𝒬⃗⃗الذي ناظمه  𝒬لإيجاد معادلة المستوي  ⃗⃗⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐)  ومار

,𝐴بالنقطتين  𝐵 

{
𝑛𝒬⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 0

𝑛𝒬⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⇒ −𝑎+ 𝑏 + 𝑐 = 0
 

 معادلتين بثلاث مجاهيل نعطي قيمة لأحد المجاهيل ونعوض،

𝑐وليكن من أجل  = 1، 

𝑎 + 𝑏 = −1 

−𝑎 + 𝑏 = −1 

 بجمع المعادلتين نجد

𝑏 = −1 ⇒ 𝑎 = 0 ⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(0, −1,1) 

 𝒬ومنه معادلة المستوي 

0(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 

𝒬: − 𝑦 + 𝑧 = 0 

2   𝐵(1,0,1), 𝐴(1,2,0), 𝒫: 𝑥 + 𝑧 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (0, −2,1) 

 واضح أنَّ المركبات غير متناسبة فهما غير مرتبطين خطياً 

0

−1
≠
1

1
 

𝑛𝒬⃗⃗الذي ناظمه  𝒬لإيجاد معادلة المستوي  ⃗⃗⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐)  ومار

,𝐴بالنقطتين  𝐵 

 

{
𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⊥ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 0

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ −2𝑏 + 𝑐 = 0
 

 معادلتين بثلاث مجاهيل نعطي قيمة لأحد المجاهيل ونعوض،

𝑐وليكن من أجل  = 1، 

𝑎 = −1 ⇒ 𝑏 =
1

2
⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ (−1,

1

2
, 1) 

 𝒬ومنه معادلة المستوي 

−1(𝑥 − 1) +
1

2
(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 1) = 0 

𝒬: 2𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 0 

3   𝐵(1,1,1), 𝐴(2,3,−1),
𝒫: 2𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−1,−2,2) 

 واضح أنَّ المركبات غير متناسبة فهما غير مرتبطين خطياً 

−
1

2
≠
0

1
 

 
𝑛𝒬⃗⃗الذي ناظمه  𝒬لإيجاد معادلة المستوي  ⃗⃗⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐)  ومار

,𝐴بالنقطتين  𝐵 

{
𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⊥ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 2𝑎 + 𝑐 = 0

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ −𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 = 0
 

𝑐من أجل  = 1 

𝑎 = −
1

2
⇒ 𝑏 =

5

4
⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ (−

1

2
,
5

4
, 1) 

 ومنه

𝒬: −
1

2
𝑥 +

5

4
𝑦 + 𝑧 −

7

4
= 0 

لنَّبيّه  يَ اللهُ عَنْهُ أنََّ رَجُلاً قاَلَ له نهيْ، قَال : صلى الله عليه وسلم عَنْ أبَهي هُرَيْرَةَ رَضه ب   لاه :"  أوَصه  " تهغ ضه
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  70: صفحة المسألة الخامسة عشر

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) المستويين ،𝒫 و𝒬: 

𝒫: 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

𝒬: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

متقاطعين. نرمز بالرمز  𝒬و 𝒫علل كون المستويين  (1

𝑑 صلهما المشترك.إلى ف 

 غير ناظميهما كان إذا متقاطعان المستويان يكون

ً  مرتبطين   خطيا

 

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗(1,1,1) 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −2,3) 

واضح أنَّ المركبات غير متناسبة فالشعاعان غير مرتبطان 
 خطياً 

1

1
≠
−2

1
 

 .𝑑وبالتالي المستويان متقاطعان بفصل مشترك 

قاط              هو مجموعة الن 𝑑أثبت أنَّ  (2

𝑀(−
5

3
𝑧 + 1,

2

3
𝑧 − 2, 𝑧)  عندما تتحول𝑧  في

ℝ. 
 معاً، 𝒬و 𝒫إذا انتمت إلى  𝑑 ىلإ طاقنلا يمتنت 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑑

⟹ {
𝑀 ∈ 𝒫 ⇒ 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0  (1)
𝑀 ∈ 𝒬 ⇒ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0       (2)

 

معادلتين بثلاثة مجاهيل، نستطيع بالحل المشترك كتابة كل من 
𝑥 و𝑦 لة بدلا𝑧. 

 نجد: (1)من  (2)بطرح 

−3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 ⟹ 𝑦 =
2

3
𝑧 − 2 

 (1)نعوض في 

𝑥 = 2 (
2

3
𝑧 − 2) − 3𝑧 + 5 ⟹ 𝑥 =

4

3
𝑧 − 3𝑧 + 1

⟹ 𝑥 = −
5

3
𝑧 + 1 

 هي من الشكل 𝑑ومنه مجموعة النقاط التي تنتمي إلى 

𝑀(−
5

3
𝑧 + 1,

2

3
𝑧 − 2, 𝑧) , 𝑧 ∈ ℝ 

 .𝑑أعطي شعاعاً موجهاً للمستقيم  (3
 هيجوت عاعش نانيعي ميقتسملا نم نيتطقن يأ 

 هو مجموعة النقاط  𝑑وجدنا من الطلب السابق أنَّ 

𝑀(−
5

3
𝑧 + 1,

2

3
𝑧 − 2, 𝑧) , 𝑧 ∈ ℝ 

𝑧باختيار  =  ، نجد النقطة0

𝑀1(1, −2,0) ∈ 𝑑 

𝑧باختيار  =  ، نجد النقطة1

𝑀2 (−
2

3
, −
4

3
, 1) ∈ 𝑑 

𝑀1𝑀2⃗⃗ومنه نجد  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑑شعاع توجيه لـ  ⃗⃗

𝑀1𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−
5

3
,
2

3
, 1) 

 𝒫العمودي على كلٍّ من  ℛاكتب معادلة للمستوي  (4

,𝐴(2,5ويمر بالنقطة  𝒬و −2). 

، فهو عمودي على 𝒬و 𝒫عمودي على  ℛبما أنَّ المستوي 

𝑀1𝑀2⃗⃗وبالتالي شعاع توجيه المستقيم ، 𝑑فصلهما المشترك  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 
 عمودي على المستوي فهو ناظم له،

𝑀1𝑀2⃗⃗معادلة مستوٍّ ناظمه  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝐴(2,5ويمر بالنقطة  ⃗⃗ −2) 

−
5

3
(𝑥 − 2) +

2

3
(𝑦 − 5) + (𝑧 + 2) = 0 

ℛ:  −
5

3
𝑥 +

2

3
𝑦 + 𝑧 + 2 = 0 

 

 

سهانه  كهتهبه  الله  إنِ   " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  . كُل ِ  عهلهى الِإح  سِنوُا قهتهل تمُ   فهإِذها شهيء  هح  إذِها القِت لهةه، فهأ تمُ   وه سِنوُا ذهبهح  هح   فهأ
ةه، ب حه ل يحُِد   الذ ِ دُكُم   وه تههُ، أهحه ل يرُِح   شهف ره تههُ  وه  " ذهبيِ حه
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  70: صفحة المسألة السادسة عشر

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�):النقاط ، 

𝐴(2,1,3) و𝐵(1,0,  𝐷(0,4,0)و 𝐶(4,0,0)و (1−
 .𝐸(1,−1,1)و

ليست واقعة على استقامة  𝐸و 𝐷و 𝐶اط أثبت انَّ النق (1
 واحدة.

 

 نثبت واحدة، استقامة على ليست 𝐸و 𝐷و 𝐶 أنَّ  لإثبات

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ أنَّ   خطياً  مرتبطة غير 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗و ⃗⃗

𝐸(1,−1,1) 𝐷(0,4,0) 𝐶(4,0,0) 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−3,−1,1) 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−4,4,0) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ الشعاعين  دم غير مرتبطين خطياً لع 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗و ⃗⃗
 تناسب مركباتهما

−4

−3
≠
4

−1
≠
0

1
 

 .ليست واقعة على استقامة واحدة 𝐸و 𝐷و 𝐶النقاط وبالتالي 

عمودي على المستوي  (𝐴𝐵)أثبت انَّ المستقيم  (2
(𝐶𝐷𝐸). 

 أنَّه نثبت المستوي على عمودي المستقيم أنَّ  لإثبات

 فيهً  متقاطعين مستقيمين على عمودي

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−3,−1,1) 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−4,4,0) 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1,1,4) 

 يكفي أن نثبت أنَّ 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ,   𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 أي

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  ,   𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −4 + 4 + 0 =  محققة  0

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −3 − 1 + 4 =  محققة  0

 ومنه يكون 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ,   𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 .(𝐶𝐷𝐸)المستوي عمودي على  (𝐴𝐵)المستقيم وبالتالي 

 

  70: صفحة ة عشربعالمسألة السا

;𝑂)نتأمل في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�):النقاط ، 

𝐴(2,4,3) و𝐵(4,−2,3) و𝐶(1,−1,1) و𝐷(3,3, −3). 

ليست واقعة على استقامة  𝐶و 𝐵و 𝐴أثبت انَّ النقاط  (1
 واحدة.

 

𝐶(1,−1,1) 𝐵(4,−2,3) 𝐴(2,4,3) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−5,−2) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (2, −6,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ الشعاعين  غير مرتبطين خطياً لعدم  ⃗⃗
 تناسب مركباتهما

2

−1
≠
−6

−5
≠
0

−2
 

 .ليست واقعة على استقامة واحدة 𝐶و 𝐵و 𝐴النقاط وبالتالي 

على  𝐷للنقطة  ′𝐷عيّهن إحداثيات المسقط القائم  (2
 .(𝐴𝐵𝐶)المستوي 

𝐷′(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

{

1  𝐷′ ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗

2  {𝐷𝐷
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0

𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (2, −6,0) 𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥 − 2, 𝑦 − 4, 𝑧 − 3) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−5, −2) 𝐷𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥 − 3, 𝑦 − 3, 𝑧 + 3) 

1  𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(𝑥 − 2, 𝑦 − 4, 𝑧 − 3)
= 𝛼(2,−6,0) + 𝛽(−1,−5,−2) 

{

𝑥 = 2𝛼 − 𝛽 + 2     (1)

𝑦 = −6𝛼 − 5𝛽 + 4  (2)

𝑧 − 3 = −2𝛽             (3)
 

,𝑥بالحل المشترك للحصول على معادلة تحوي  𝑦, 𝑧  بدون
𝛼, 𝛽 ،)3بـ  (1)نضرب طرفي  )وهي معادلة المستوي 

 ،(2)ونجمعها مع 

3𝑥 + 𝑦 = −8𝛽 + 10 ⇒ 𝛽 =
−3𝑥 − 𝑦 + 10

8
 

ا الله  ات قِ  " : صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  ي ثمُه ، حه ت بِعِ  كُن ته
أه ي ئِهةه  وه سهنهةه  الس  ا، الحه حُهه الِقِ  تهم  خه " بِخُلقُ   الن اسه  وه سهن   حه
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 ،(3)نعوض في 

4𝑧 = 3𝑥 + 𝑦 + 2 ⇒ 3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0  

2  {
𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⇒ 2𝑥 − 6 − 6𝑦 + 18 = 0

𝑥 − 3𝑦 + 6 = 0
 

2  {

𝐷𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒
−𝑥 + 3 − 5𝑦 + 15 − 2𝑧 − 6 = 0

𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 − 12 = 0

 

أصبح لدينا ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل بحلها حلاً مشتركاً 
 نجد المطلوب

3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0  (1′)

𝑥 = 3𝑦 − 6    (2′)

𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 − 12 = 0  (3′)
 

 نجد (′1)في  (′2)نعوض 

10𝑦 − 18 − 4𝑧 + 2 = 0 ⇒
5

2
𝑦 − 𝑧 = 4 

 نجد (′3)في  (′2)نعوض 

8𝑦 + 2𝑧 − 18 = 0 ⇒ 4𝑦 + 𝑧 = 9 

 بجمع العلاقتين الأخيرتين نجد:

𝑦 = 2 ⟹ 𝑧 = 1 ⟹ 𝑥 = 0 

 ومنه

𝐷′(0,2,1) 

  70: صفحة ة عشرثامنالمسألة ال

;𝑂)في معلم متجانس  نتأمل 𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)طتين ، النقΩ(2,−1,3) 

التي مركزها  𝒮. نهدف إلى كتابة معادلة للكرة 𝐴(−1,0,1)و
Ω  وتمر بالنقطة𝐴. 

 .Ω𝐴احسب  (1

 

Ω𝐴 = √(−1 − 2)2 + (0 − 1)2 + (1 − 3)2

= √9 + 1 + 4 = √14 

,𝑀(𝑥لتكن  (2 𝑦, 𝑧)  نقطة من الفراغ احسبΩ𝑀2 
 .𝑧و 𝑦و 𝑥بدلالة 

Ω𝑀2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 3)2 

,𝑀(𝑥أثبت أنَّ "  (3 𝑦, 𝑧)  نقطة من𝒮  إذا وفقط إذا "

Ω𝑀2تحقق الشرط "  = Ω𝐴2  واستنتج معادلة "

 المطلوبة. 𝒮للكرة 

,𝑀(𝑥نعلم أنَّ الكرة هي مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧)  التي تبعد عن

𝑅 ،𝑅مسافة ثابتة  Ωنقطة ثابتة  = Ω𝑀ولكن لدينا ، 

𝑅 = ΩA ⟹ Ω𝑀 = ΩA⟹ Ω𝑀2 = Ω𝐴2 

𝑅ونصف قطرها  Ωومنه معادلة الكرة التي مركزها  = √14 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 3)2 = 14 

  70: صفحة ة عشرتاسعالمسألة ال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)،  اكتب معادلة الكرة التي

 .𝐴وتمر بالنقطة  Ωمركزها 

1   𝐴(1,1,1)  و  Ω(0,0,1) 

(𝑥 − 𝑥Ω)
2 + (𝑦 − 𝑦Ω)

2 + (𝑧 − 𝑧Ω)
2 = Ω𝐴2 

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2 = 2 

 حيث 

𝑅 = Ω𝐴 = √1 + 1 + 0 = √2 

 

2   𝐴(1, ,Ω(0,5  و  (2,3− −1) 

(𝑥 − 𝑥Ω)
2 + (𝑦 − 𝑦Ω)

2 + (𝑧 − 𝑧Ω)
2 = Ω𝐴2 

𝑥2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 1)2 = 66 

 حيث 

𝑅 = Ω𝐴 = √1 + (−7)2 + (4)2 = √66 

 

 

ل ِمُكه  إِن ي غُلاهمُ  يها " : صلى الله عليه وسلم اللهه قاَلَ رَسُوْلُ  ات   أعُه فهظِ  : كهلِمه فهظِ  يهحفهظك، الله  اح  ، تهجِدهُ  الله  اح  اههكه هل ته  إِذهاه  تجُه هلِ  سهأ أ إذِهاه  الله، فهاس   وه
تهعهنته  تهعِن اس  لهم باِلِله، فهاس  اع  ة أهن   وه عهت لو الأمُ  تهمه  وإنِ لهك، اللُ  كهتهبههُ  قهد بِشيء   إلِا فهعوُكه يهن   لهم   بشِيء   يهنفهعوُكه  أن عهلهى اج 

عوا تهمه وكه  أهن   عهلهى اجِ  ، اللُ  كهتهبههُ  قهد بشيء   إلا يهضروك لهم   بِشيء   يهضُرُّ لهي كه ف تِ  الأهق لامُ، رُفعهت عه جه  الصُّحُفُ" وه
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  70: صفحة المسألة العشرون

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) اكتب معادلة الكرة التي ،

 .𝑟ونصف قطرها  Ωمركزها 

1   𝑟 =  Ω(1,2,3)  و  2

(𝑥 − 𝑥Ω)
2 + (𝑦 − 𝑦Ω)

2 + (𝑧 − 𝑧Ω)
2 = 𝑟2 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 3)2 = 4 

 

2   𝑟 = ,Ω(0,5  و  3√ −1) 

𝑥2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 1)2 = 3 

 
  70: صفحة العشرونو الواحدة المسألة

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ، عيّن طبيعة مجموعة النقاط

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) :في الحالات الآتية 

1   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 + 6𝑦 − 2 = 0 

 قياسي شكل إلى المعادلة لرد كامل مربع إلى الاتمام

 معروف

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 + 6𝑦 − 2 = 0 

𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 − 9 + 𝑧2 = 2 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 3)2 + 𝑧2 = 12 

,1)وهي معادلة كرة مركزها   3√2ونصف قطرها  (3,0−

 

2   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 10𝑥 + 2𝑧 + 26 = 0 

𝑥2 − 10𝑥 + 25 − 25 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1 − 1
+ 26 = 0 

(𝑥 − 5)2 + 𝑦2 + (𝑧 + 1)2 = 0 

,5,0)تمثل نقطة وحيدة  −1). 

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧)  5,0)هي النقطة, −1). 

3   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝑥2 + 𝑥 +
1

4
−
1

4
+ 𝑦2 + 𝑦 +

1

4
−
1

4
+ 𝑧2 + 𝑧

+
1

4
−
1

4
= 0 

(𝑥 +
1

2
)
2

+ (𝑦 +
1

2
)
2

+ (𝑧 +
1

2
)
2

=
3

4
 

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط إذاً  𝑦, 𝑧) كرة مركزها  تمثل

(−
1

2
, −

1

2
, −

1

2
ونصف قطرها  (

√3

2
. 

 

4   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 5 = 0 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 4 + 𝑦2 + 𝑧2 + 5 = 0 

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = −1 

النقاط  مجموعة لا توجد نقاط تحقق المعادلة، وتكون
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) .هي المجموعة الخالية 

 --تذكرة بالإتمام إلى مربع كامل--

( )𝟐⏟  

مربع كامل

 

𝟏   𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝟎 

⟶ 𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + (
𝒃

𝟐
)
𝟐

− (
𝒃

𝟐
)
𝟐

+ 𝒄 = 𝟎 

⟶ (𝒙 +
𝒃

𝟐
)
𝟐

− (
𝒃

𝟐
)
𝟐

+ 𝒄 = 𝟎 

𝟐   𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝟎 

⟶ 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 +
(𝒃 𝟐⁄ )𝟐

𝒂
−
(𝒃 𝟐⁄ )𝟐

𝒂
+ 𝒄 = 𝟎

⏟                        
لا نستخدم هذه الطريقة لأنها لا تعطي شكل مألوف

 

 وإنما نعمل التالي

𝒂 (𝒙𝟐 +
𝒃

𝒂
𝒙)

⏟      
𝟏 نتمم إلى مربع كامل كما في 

+ 𝒄 = 𝟎 

هُ  الله  احِفظِ  "وفي رواية أخرى  د  ، تهج  كه امه ف  ته  أهمه خاءِ ال في اللِ  إلى عهر  لهم الش دةِ، في يهعرِف كه  ر  اع  ا أن وه  يهكُن لهم   أهخطأكه  مه
، ا لِيصُيبكه مه ابهكه  وه ، يهكُن لهم   أهصه لهم   لِيخُطِئكه اع  ره  أن   وه عه  الن ص  ب رِ، مه أهن   الص  جه  وه عه  الفهره أهن   الكهربِ، مه عه  وه  " يسُرا   العسُرِ  مه
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  17: صفحة العشرونو الثانية المسألة

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ، َّل النقطة نتأم𝐴(2,−2,2) 

:𝒫والمستوي  𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = . اكتب معادلة للكرة التي 5
 .𝒫وتمس المستوي  𝐴مركزها 

 نصف قطر الكرة المطلوبة هو

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|2 − 4 + 6 − 5|

√1 + 4 + 9
=

1

√14
 

 ومنه معادلة الكرة المطلوبة:

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 2)2 =
1

14
 

 
  71: صفحة المسألة الثالثة والعشرون

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) ل النقطتين  𝐴(2,1,2)، نتأمَّ

 .𝐵(−2,0,2)و

المكونة من النقاط  ℰأعط معادلة للمجموعة  (1

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  التي تحقق𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0. 

 انطلق من العلاقة المعطاة للوصول إلى معادلة مألوفة

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(−2 − 𝑥,−𝑦, 2 − 𝑧) 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(2 − 𝑥, 1 − 𝑦, 2 − 𝑧) 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0 

(2 − 𝑥)(−2 − 𝑥) − 𝑦(1 − 𝑦) + (2 − 𝑧)2 = 0 

−(2 − 𝑥)(2 + 𝑥) − 𝑦 + 𝑦2 + (𝑧 − 2)2 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 + (𝑧 − 2)2 = 4 

 
 ؟ ℰما طبيعة المجموعة  (2

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 + (𝑧 − 2)2 = 4 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 +
1

4
−
1

4
+ (𝑧 − 2)2 = 4 

𝑥2 + (𝑦 −
1

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 =
17

4
 

,0)وهي معادلة كرة مركزها 
1

2
, ونصف قطرها  (2

√17

2
 

 
 71صفحة  المسألة الرابعة والعشرون:

ل نقطتين مختلفتين  𝑟في الفراغ. نضع  𝐵و 𝐴نتأمَّ =
1

2
𝐴𝐵 ،

 .[𝐴𝐵]منتصف  𝐼ونعرّف 

ق من الفراغ تتحقّ  𝑀أثبت أنّه في حالة نقطة ما  (1
 المساواة:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝐼2 − 𝑟2 

ننطلق من الطرف الأول وصولاً إلى الطرف الثاني 

 بالاستفادة من معطيات المسألة

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⏟⃗
𝐼 ندخل

. 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⏟⃗
𝐼 ندخل

= (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗) 

 

= (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗)(𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 − 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗2

= 𝑀𝐼2 − 𝑟2 

أثبت أنَّ مجموعة نقاط الفراغ التي تحققّ  (2

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ونصف  𝐼هي الكرة التي مركزها  0

ً الكرة التي تقبل 𝑟قطرها  قطراً  [𝐴𝐵]، وهي أيضا
 فيها. 

 استفد من الطلب السابق

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0 ⟹ 𝑀𝐼2 − 𝑟2 = 0 ⟹ 𝑀𝐼2 = 𝑟2 

,𝑀(𝑥وهي تمثل مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧) تي مركزها ال𝐼 
 .قطراً فيها [𝐴𝐵]، ويكون وضوحاً 𝑟ونصف قطرها 

 

ا إنِ   " صلى الله عليه وسلم قَالَ رَسُوْلُ اللهه  كه  مِم  ةِ  كهلاهمِ  مِن النهاسُ  أهدره يِ  لهم إذِا الأوُلهى النُّبوُ  نهع   تهستهح  ا فاص   " شِئته  مه
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 71المسألة الخامسة والعشرون: صفحة 

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)  ل  𝐴(1,1,1)نقطتين النتأمَّ

,𝐵(0,−1و −1) . 

المكونة من النقاط  ℰأعط معادلة للمجموعة  (1
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  التي تحقق𝑀𝐴 = 2𝑀𝐵. 

 من العلاقة المعطاة للوصول إلى معادلة مألوفةانطلق 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(−𝑥,−1 − 𝑦,−1 − 𝑧) 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(1 − 𝑥, 1 − 𝑦, 1 − 𝑧) 

𝑀𝐴 = 2𝑀𝐵 

 نربع حتى نتخلص من الجذر

𝑀𝐴2 = 4𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2

= 4𝑥2 + 4(1 + 𝑦)2 + 4(1 + 𝑧)2 

1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2 

= 4𝑥2 + 4 + 8𝑦 + 4𝑦2 + 4 + 8𝑧 + 4𝑧2 

⟹ 

3𝑥2 + 2𝑥 + 3𝑦2 + 10𝑦 + 3𝑧2 + 10𝑧 + 5 = 0 

 
 ؟ℰما طبيعة المجموعة  (2

3𝑥2 + 2𝑥 + 3𝑦2 + 10𝑦 + 3𝑧2 + 10𝑧 + 5 = 0 

 :دجن لماك عبرم ىلإ مامتلإاب 

3 (𝑥2 +
2

3
𝑥 +

1

9
−
1

9
)

+ 3 (𝑦2 +
10

3
𝑦 +

25

9
−
25

9
)

+ 3 (𝑧2 +
10

3
𝑧 +

25

9
−
25

9
) + 5

= 0 

(𝑥 +
1

3
)
2

+ (𝑦 +
5

3
)
2

+ (𝑧 +
5

3
)
2

= −
5

3
+
1

9
+
50

9
 

(𝑥 +
1

3
)
2

+ (𝑦 +
5

3
)
2

+ (𝑧 +
5

3
)
2

= 4 

−)وهي معادلة كرة مركزها 
1

3
, −

5

3
, −

5

3
ونصف قطرها  (

𝑅 = 2 

المكونة من النقاط  𝒫أعط معادلة للمجموعة  (3
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  التي تحقق𝑀𝐴 = 𝑀𝐵. 

𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

 نربع حتى نتخلص من الجذر

𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2

= 𝑥2 + (1 + 𝑦)2 + (1 + 𝑧)2 

1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2 

= 𝑥2 + 1 + 2𝑦 + 𝑦2 + 1 + 2𝑧 + 𝑧2 

⟹ 

2𝑥 + 4𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0 

 
 ؟𝒫ما طبيعة المجموعة  (4

2𝑥 + 4𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0 

,𝑀(𝑥وعة النقاط مجم 𝑦, 𝑧) تمثل .  مستوٍّ

 حيث  [𝐴𝐵]وهو المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 
𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

 71صفحة  ة والعشرون:سادسالمسألة ال

ل نقطتين مختلفتين  وعدداً موجباً غير  في الفراغ. 𝐵و 𝐴نتأمَّ

التي تحقق  𝑀مجموعة نقاط الفراغ  ℰ𝑘نعرّف  .𝑘معدوم 
𝐴𝑀الشّرط  = 𝑘. 𝐵𝑀. 

𝒌حالة  = 𝟏. 

 أثبت أنَّ  [𝐴𝐵]منتصف  𝐼لتكن  (1

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

2
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

=
𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2

2
 

𝐴𝑀 = 𝑘. 𝐵𝑀, 𝑘 = 1 ⟹ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  

 [𝐴𝐵]منتصف  𝐼بما أنّ 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

2
 

 

و، وَقهيْلَ، أبَيْ عمْرَةَ سُفْيَانَ بنه عَبْده اللهه رضي الله عنه قَالَ: قلُْتُ يَا رَسُوْلَ اللهه قلُْ لهيْ  سْلامه عَنه أبَيْ عَمْرٍّ  فهي الإه
ن تُ  قلُ  نْهُ أحََدَاً غَيْرَكَ؟ قاَلَ: " قوَْلاً لاَ أسَْألَُ عَ   " استهقِم   ثمُ   باللهِ  آمه
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𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗).
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

2
=

=
𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2

2
 

المار بمنتصف القطعة  𝒫هي المستوي  ℰ1استنتج أنَّ  (2
. )المستوي (𝐴𝐵)والعمودي على  [𝐴𝐵]المستقيمة 

 .)[𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

:  بما أنَّ

𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 

 ولدينا

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2

2
= 0 

والعمودي على الشعاع  𝐼تنتمي للمستوي المار من  𝑀نَّ أي إ

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .[𝐴𝐵]. فهو إذن المستوي المحوري للقطعة ⃗⃗

𝒌حالة  ≠ 𝟏. 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐼لتكن  (3 1) 
,𝐵)و 𝑘) ولتكن ،𝐽  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

(𝐴,  . أثبت أنَّ (𝐵,−𝑘)و (1

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

1 − 𝑘2
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

=
𝑀𝐴2 − 𝑘2𝑀𝐵2

1 − 𝑘2
 

𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, ,𝐵)و (1 𝑘)أي ، 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗

= (1 + 𝑘)𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗   (1) 

𝐽  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴,  ، أي(𝐵,−𝑘)و (1

𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑘𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗⃗

= (1 − 𝑘)𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗    (2) 

 نجد: (2)و (1)من 

(1 − 𝑘)𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . (1 + 𝑘)𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

1 − 𝑘2
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗). (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

=
𝑀𝐴2 − 𝑘2𝑀𝐵2

1 − 𝑘2
 

التي تقبل القطعة المستقيمة  𝒮هي الكرة  ℰ𝑘استنتج أنَّ  (4
[𝐼𝐽] .قطراً فيها 

 لدينا 

𝐴𝑀 = 𝑘. 𝐵𝑀 

 ومنه

𝐴𝑀2 = 𝑘2. 𝐵𝑀2 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑀𝐴2 − 𝑘2𝑀𝐵2

1 − 𝑘2
= 0 ⟹ 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

تمثل كرة  𝑀وعة النقاط فإنّ مجم 24ومنه استناداً إلى المسألة 

 قطراً فيها. [𝐼𝐽]يكون 

 72صفحة  ة والعشرون:سابعالمسألة ال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) نتأمّل النقاط 

𝐴(4,0,  𝐶(3,−3,−1)و 𝐵(2,2,2)و (3−
,𝐷(0,0و −3). 

للقطعة المستقيمة  𝒫1أعط معادلة للمستوي المحوري  (1
[𝐴𝐵]. 

 عندئذٍّ تكون إحداثياتها [𝐴𝐵]منتصف  𝑀لتكن 

𝑀(
4 + 2

2
,
0 + 2

2
,
−3 + 2

2
) ⇒ 𝑀(3,1, −

1

2
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ويكون  ⃗⃗  ،𝒫1شعاعاً ناظماً للمستوي المحوري  (2,2,5−)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗وناظمه  𝑀المار من  𝒫1ومنه معادلة المستوي  ⃗⃗ 

−2(𝑥 − 3) + 2(𝑦 − 1) + 5 (𝑧 +
1

2
) = 0 

𝒫1 : − 2𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 +
13

2
= 0 

 
للقطعة المستقيمة  𝒫2لمستوي المحوري أعط معادلة ل (2

[𝐵𝐶]. 

 عندئذٍّ تكون إحداثياتها [𝐵𝐶]منتصف  𝑀لتكن 

𝑀(
2 + 3

2
,
2 − 3

2
,
2 − 1

2
) ⇒ 𝑀 (

5

2
,−
1

2
,
1

2
) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ويكون  (1, ً للمستوي المحوري  (3−,5− ً ناظما شعاعا

𝒫2 ومنه معادلة المستوي ،𝒫2  المار من𝑀  وناظمه𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

(𝑥 −
5

2
) − 5 (𝑦 +

1

2
) − 3 (𝑧 −

1

2
) = 0 

𝒫2: 𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −
7

2
= 0 

 

يّه رضي الله عنه أنََّ رَجُلاً سَألََ النبي أهيته فقَاَلَ: "  صلى الله عليه وسلم عَنْ أبَيْ عَبْده اللهه جَابهره بنه عَبْده اللهه الأنَْصَاره ل ي تُ  إذِا أهره  صه
توُبهاتِ، ك  تُ  المه صُم  ، وه مهضانه أهحلهل ره لاهله، تُ وه تُ  الحه م  ر  حه امه، وه ره لهم   الحه ن ة أهدخُل شهيئا   ذهلِكه  عهلى أهزِد   وه  " نهعهم   قهاله: ؟ الجه
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للقطعة المستقيمة  𝒫3أعط معادلة للمستوي المحوري  (3
[𝐶𝐷]. 

 عندئذٍّ تكون إحداثياتها [𝐶𝐷]منتصف  𝑀لتكن 

𝑀(
3

2
, −
3

2
,−2) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ويكون  ⃗⃗ ً للمستوي المحوري  (2−,3,3−) ً ناظما شعاعا

𝒫3ادلة المستوي ، ومنه مع𝒫3  المار من𝑀  وناظمه𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

−3(𝑥 −
3

2
) + 3 (𝑦 +

3

2
) − 2(𝑧 + 2) = 0 

𝒫3 : − 3𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 + 5 = 0 

 
في  𝒫3و 𝒫2و 𝒫1علّل لماذا إذا تقاطعت المستويات  (4

 𝐴مركزاً لكرة تمر بالنقاط  Ω. كانت Ωنقطة واحدة 
 .𝐷و 𝐶و 𝐵و

{
Ω ∈ 𝒫1⟹ Ω𝐴 = Ω𝐵
Ω ∈ 𝒫2⟹ ΩC = Ω𝐵
Ω ∈ 𝒫3 ⟹ΩC = ΩD

 

⇒ Ω𝐴 = Ω𝐵 = ΩC = ΩD  

 .𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝐴هي مركز الكرة المارة بالنقاط  Ωوبالتالي 

بحلّ جملة من ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل أثبت أنَّ  (5

 .Ωتتقاطع في نقطة واحدة  𝒫3و 𝒫2و 𝒫1المستويات 

 بالحل المشترك لمعادلات المستويات نحصل على المطلوب

 

{
 
 

 
 −2𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 +

13

2
= 0     (1)

𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −
7

2
= 0              (2)

−3𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 + 5 = 0        (3)

 

 نجد: (1)وجمعها مع  2بـ  (2)بضرب 

−8𝑦 − 𝑧 −
1

2
= 0 ⟹ 𝑧 = −8𝑦 −

1

2
 

 نجد: (3)وجمعها مع  3بـ  (2)بضرب 

−12𝑦 − 11𝑧 −
11

2
= 0 ⟹ 𝑧 = −

12

11
𝑦 −

1

2
 

 ومنه

−8𝑦 −
1

2
= −

12

11
𝑦 −

1

2
⟹ 𝑦 = 0 ⟹ 𝑧 =

−1

2
 

 نجد: (2)بالتعويض في 

⟹ 𝑥 = 2 

⟹ Ω(2,0, −
1

2
) 

 𝐶و 𝐵و 𝐴المارة بالنقاط  𝒮احسب نصف قطر الكرة  (6
 .𝐷و

ΩD = 𝑅 = √4 + 0 + (−3 +
1

2
)
2

=
√41

2
 

 
المارة برؤوس رباعي الوجوه  𝒮اكتب معادلة للكرة  (7

𝐴𝐵𝐶𝐷. 

 𝑅ونصف قطرها  Ωمعادلة كرة مركزها 

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + (𝑧 +
1

2
)
2

=
41

4
 

 

، والحَمْدُ للهه تمَْلأُ الميزانَ، وسبُْحَانَ اللهه والحَمْدُ للهه تمَْلآنه  " صلى الله عليه وسلم قاَلَ رَسُوْلُ اللهه  يْمَانه يْنَ مَا بَ  -أوَ تمَْلأُ  -الطُّهُورُ شَطْرُ الإه
ةٌ لكََ أوَ عَليَْكَ،  ياَءٌ، وَالقرُْآنُ حُجَّ بْرُ ضه دَقةَُ برُْهَانٌ، وَالصَّ ، وَالصَّلاةُ نوُرٌ، والصَّ كُلُّ النَّاسه يغَْدُو فبَاَئهعٌ السَّمَاءه والأرَْضه

 نفَْسَهُ فمَُعْتهقهَُا أوَ مُوبهقهَُا"
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 القسم الثالث إن شاء اللهنلقاكم في 

 

  

 

ي ِبهاتِ  لوُا الط  مه اع  الِحا ( وه ا يها): ، وَقاَلَ )51الآية المؤمنون:) صه نوُا ال ذِينه  أهيُّهه ي ِبهاتِ  مِن   كُلوُا آمه ا طه نهاكُم   مه ق  زه ثمَُّ  (172الآية البقرة: ( )ره
يْلُ السَّفَرَ أشَْعَثَ  جُلَ يطُه يَ بهالحَ ذَكَرَ الرَّ رَامه فأَنََّى أغَْبَرَ، يَمُدُّ يَدَيْهه إهلَى السَّمَاء،ه ياَ رَبّه ياَ رَبّه، وَمَطْعَمُهُ حَرَامٌ ،وَمَشْرَبهُُ حَرَامٌ، وَغُذه

 " يسُْتجََابُ لذلك

توُا يؤُ  كهاةه  وه اءههم   مِن يِ مُواعهصه  ذهلِكه  فهعهلوُا فهإِذها الز  الههُم   دِمه وه أهم  ق ِ  إلِا   وه حِسهابهُُم   الِإس لامِ  بحِه  "تهعهالهى اللِ  عهلهى وه

 يرجى زيارة الموقع أدناه ثلتحميل القسم الأول والثال 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/ 
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