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م  خصص إلى الطلبة المتكونين بالمعھد الخاص بوزارة التربية ھذا الكتاب

من بالمبادئ الوطنية وإلى كل من يريد ا�لمام  ا2ولية في ا�حصاء وا]حتما]ت

كلمختلف المستويات و الجامعي ا2طوارو  فھو يحتوي على من التعليم الثانوي

أيالضرورية لدراسة ھذه المادة سواء كثير من المعلومات  أكانت نظرية أو تطبيقية

.التطبيقات من جھة أخرى وبين بين الدروس من جھةأنه يحاول الجمع

 المتخصصين في ھذه المادة ذات للباحثينقد رأينا أنه من المفيد أن يكونل

و البرنامج الواسع مرجعا مساعدا في مقرر  الرياضيات وبالضبط في ا�حصاء

و يجدون فيه ھذه المادة ستيعابا يساعدھم على ا]حتما]ت  الكافيةالمعلومات أكثر

أوللتحصيل العلمي الوافي سوا وء كان ذلك من الناحية النظرية ماالتطبيقية  ھو

 ھذا المادة التي تغطي جزءا أساسيا من الفقراتدفعنا إلى تقديم ھذه المجموعة من

 المجھودات المخلصة فة إلى يكون ھذا العمل المتواضع إضاو ا2مل يحدونا في أن

.في ھذا الميدان

و واضحة ذلك فقد تم تزويدو استيعابھاو لترسيخ ا2فكار  بأمثلة مناسبة

و بسيط مراعاة �مكانات  الباحث وأحيانا متبوعة بتمرينات محلولة في قالب سھل



.و ھو في ھذا المستوى

فاج منھا أما  يسمى با�حصاء ھو ما �حصاء الذي تناولناه بشكل واسع

و المعلومات على شكل جداول أو بياناتو ھذا يتمثل في إعطاء الوصفي  المعطيات

و يفسر لنا بعضكما يحدد  التي يمكنرالمعايي لنا النزعات المركزية لھذه البيانات

و التشتتإيجادھا  بھذاو سنحاول ا�حاطة بين الظواھر المختلفة منھا ا]نحراف

عن بشكلوضوع الم ] يفوتنا أن نقدم نبذة و أوسع كما و مناسب  نظرية العينة

و نظرية ا]حتما]ت سنحاول نظرا للعtقة  القواعد تقديم الوطيدة بين ا�حصاء

] ا2ساسية و نحن نقدم ھذا الموضوع التي )ا]حتما]ت(يمكن ا]ستغناء عنھا

probabilité د ما راستناالتي ھي أساسية عند  لuحصاء أو عند قيامنا بتجربة

و خاصة التعدادإلى جانب ذلكو  والذي يتضمن التذكير بموضوع التحليل التوافقي

و التوافيقتعريف التباديل في ھذا الموضوعإلىوقبل التطرق،و التراتيب  فكرنا

.قصيرة عن مفھوم ا�حصاء عبر التاريخإعطاء لمحة

مخ.1  عبر التاريخا�حصاءتصرة عن مفھوم لمحة

و كثير من مؤرخي علم الرياضيات أن مصطلح  يؤكد بعض العلماء

و ذلك عند قيامھم ا�حصاء قد  ظھر منذ ألفي سنة قبل الميtد لدى المصريين

وبإحصاء  بدء الصينيون بدراسة ا2رقام الشعوب في ذلك الوقت وحينما السكان

في ولىا2 لقد ظھرت الصور. الزراعيجھمبمنتوالخاصة  حياة ا�نسان البسيطة

و استخدامه فتمثلت في تعداد القبائل والشعوب القريبة عبر  التاريخ لمفھوم ا�حصاء



في البعض إلى بعضھا  كذلك في تجميع ا2سلحة للقيام بالحروب بين بعضھا البعض

في تلك و كذلك و في .الخ...،ةالتجار ا2زمنة الغابرة

و تسجيل المعلومات  في القرون الوسطى تطور مفھوم ا�حصاء إلى كتابة

 أمر Guillaume 1er le conquérantاصدر 1086سنة دفاتر فمثt في في

و حساب عدد و سجلت تحت العنوان التالي بكتابة :ا2راضي البريطانية

domesdey book.

 اكتشفت نظرية ا]حتما]ت التي)xix(ع عشر لكن انطtقا من القرن التاس

و يعتبر العالم الكبير للعمل المساعدتعتبر إن أحد مؤسسيھا Laplace ا�حصائي

 من طرف العالم 1853 سنة عمل إحصائي قدم بشكل علمي كانأول

Adolphe Quetelet  حصاءuفي المؤتمر ا2ول العالمي ل.

فيو إبتداء من ذلك الوقت و قيمته الكبيرة  بدأ ا�حصاء يبرز كعلم له فوائده

و البحوث و العلمية مختلف المجا]ت و الصناعة  والسياسة بل ا]قتصادكالزراعة

في مستقبلية التنبؤ بقضايافي تعدى ذلك إلى إعطاء حسابات صحيحة يعتمد عليھا

وو لتحل،مختلف الميادين مستندا في ذلك على قوانين علمية  تفسيرھايل المعطيات

و جداول وھذا شكلحيان علىتدرج المعطيات في كثير من ا2  تسھيل2جل بيانات

و على  على أنهضوء ھذا عرف ا�حصاء الوصول إلى النتائج المراد تحقيقھا

منمجموعة و و نكثف المعطيات و نرتب  بين الوسائل الطرق التي من خtلھا نجمع

.الحالي ھو الحاسوب عمل في وقتناالتي سھلت ھذا ال



 ومما سبق يمكن القول أن ا�حصاء ھو ذلك العلم الذي يقوم بجمع

فيالمعلومات مھما ...،الصيدلة، الطب،الصناعة، الزراعة كان مصدرھا سواء

 إلىو. المكتبات ا2ساسية الواسعة التطبيق في مجال علومالعلوم كما انه يعتبر من

و الفائدة لتسيير اكبر الشركات فھو جانب ذلك  يمثل إحدى ا2دوات البالغة ا2ھمية

.الكبير ]تخاذ قرار عند القيام بتجربة أو أي عمل علميو المساعدالخدمات المتعدد

 إن المعطيات التي يتناولھا ا]حصائيون قد تكون عددية أو غير عددية قابلة

ي للقياس أو غير قابلة للقياس و وھو  بياناتعمل على وصفھا وشرحھا ضمن جداول

tو أدوات علمية تجعل عرضھا سھ و مدعمة بنظريات و منظما  نتائجھاو واضحا

و التحليل للدراسة التي ھي بصدد و كاملة من حيث التقييم و أكثر ا�نجازمضبوطة

ا الباحثيتبعھ أما المراحل التي،من ھذا قد يؤدي إلى استنتاجات أعمال مستقبلية

:تجربة في ا�حصاء فھي كالتاليو ھو يقوم بأي

و تجميع المعطيات� تعريف

و ا�حصائيأول عمل يقوم به  ھو جمع المعطيات وإعطاء فكرة عن طبيعتھا

.عددھا

تمثيل المعطيات في جداول�

.المعطيات التي تم جمعھا تعرض في جداول بحيث يمكن أن تفسر بشكل واضح

يل المعطياتتحل�

و و نمثل المعطيات في جداول نلجأ إلى ما يسمى بتحليل المعطيات  بعدما نجمع



و ھذا ما سنشرحه بشكل واسع في دروسنا  التاليةالتي ھي تحديد النزعة المركزية

و النوالالمتوسطو ھي تتضمن تعريف و الوسيط .الخ...، التشتتو الحسابي

مtحظة

 مفھوم التشتت ھو دراسة مدى تبعثر القيم ا�حصائية تسليط الضوء على

أوحول ما متوسطھا و من أسھل الحسابات التي يمكن الرجوع إليھا ھي  مركزھا

و متوسطھا الحسابي الذي غالبا ما نرمز نسميه و ھو الفرق بين القيمة  با]نحراف

ب الو كذxـله ولك نتعرض إلى تعريف و نظرا ...و المعياري ]نحرافا تباين

و نظرية ا]حتما]ت سنحاول تقديم أھم القواعد  للعtقة الوطيدة بين ا�حصاء

و نحن نقدم ھذا الموضوع و2جل ا�لمام ] يمكن ا]ستغناء عنھا  ا2ساسية التي

وال بموضوع ا�حصاء نحتاج في البداية إلى تعريف مفھومين أساسيين ھما  مجتمع

. التي سندرجھا في فقراتنا الtحقة ا2ساسيةالعينة وبعض التعاريف



 ا�حصاء

I
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ا�حصاء لعلم ا�ساسيةالمفاھيم

) population(ا�حصائيتعريف المجتمع♦

كل. ھو مجموعة العناصر التي تشكل ھدف الدراسةا�حصائيلمجتمعا و

 individuفردأو unite statistiqueمن المجتمع يدعى وحدة إحصائية شخص

ماوھو .العنصر ا�ساسي عند القيام بتجربة

مثال

 عند دراسة عدد التAميذ المتفوقين في شھادة التعليم المتوسط في كل القطر

 الشھادة في ھذه ھو عدد تAميذ الجزائر المتفوقينا�حصائي الجزائري فان المجتمع

. إحصائيةوحدة في ھذه الشھادةويعتبر كل تلميذ متفوق

) échantillon(ا�حصائيةتعريف العينة♦

في.ا�حصائية ندعوھا بالعينة ا�حصائيكل مجموعة جزئية من المجتمع

 على عينةأي البحوث على مجوعة جزئية إجراء يفضل دائما ا�حصائيةالدراسات

. منه تلك العينة أخذنا الذي ا�حصائيالمجتمع عمم علىت استخAص النتائجوبعد

مثال

 عة التAميذ الذين تحصلوا على الشھادة مجمو أخذنا إذامن المثال السابق

 اعتبار ھذه المجموعة عينة من المجتمع الذي ھو محل امتياز فيمكنبمAحظ

فالدراسة و يمكن جداإبا�خص و الوصول بواسطتھان عددھا محدود  إلىعدھا
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و صادقة نتائج .دقيقة

مAحظة

بكلمة العينة بالعشوائية نقص ما تتبع كثيرا♦  بفعلذلك أن اختيارنا للعناصر يتمد

.المصادفة

؟♦ منذ عينة بد\اخإلىحصائيونا�يلجأ في الواقع.لماذا يتم اختيار العينة

 أعAه ذكرناھاحل ا�ربعة التي راجع لصعوبة تطبيق المرا المجتمع كله وھذا

.على المجتمع بأكمله

ف ا تكون أكثر دقة واقل تكلفة من تلك التي يقدمھان النتائج التي نحصل عليھإكذلك

.المجتمع

)caractère statistique()الصفة( ا�حصائيةالميزة♦

و .ھي مشتركة لكل وحدات المجتمعھي الصفة التي تميز الفرد في المجتمع

Aفمث

ھيل الصفة التي تسند .تفوقال( لتلميذ في المثال السابق (

لمثا
فإخذنا مثAأذاإ  قوة،ننا قد نصفھا بعدة ميزات كاللونإنتاج السيارات

و، ...، المحرك ماأ ا�حصائيةميزة من ھذا فلل كثرأالخ :يلي نواع نذكر منھا

النوعية ا�حصائيةالميزة♦

.ھي صفة غير قابلة للقياس
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مثال

 في الجزائر اeلي عAما�عند القيام بعملية عد المتحصلين على شھادة

 نطلب معرفة الحالةنأن كذلك يمك) أنثى(أو)ذكر( لى معرفة الجنسإنحتاج

 غير أنھا الصفات نAحظأو فمثل ھذه الميزات) الخ ...، متزوج،أعزب(العائلية

.للقياسقابلة

) caractère  Quantitatif()العددية( الكميةا�حصائيةالميزة♦

.ھي الوحدات التي تكون قابلة للقياس

مAحظة

 كل ھذه الميزات القابلة للقياس، taille القامة، ا�و\د عدد، العمر

.ا�حصائية بالمتغيراتندعوھا

: نوعين إلى تنقسم ا�حصائيةالمتغيرات

 المنقطعا�حصائيالمتغير♦

,0(لة مثل معزوأعدادالمتغير القابل للقياس بواسطة ھو  إذاكذلك) ..… ,1

 عAماتأو، عدد الغرف في سكنأو،ماأسرةطفال عند�ا معرفة عددأردنا

  ...،ا\متحان لتلميذ

 المستمرا�حصائيالمتغير♦

ھو.في مجالالقيم ھذا عندما تكون القيم غير منتھية كما ھو الحال  كما
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، العم،الطول،في دراستنا للوزنالحال    ...ر

مثال

و النوعية(، الميزة، ا�حصائيةالوحدة، عين المجتمع  الوحدة،)الطبيعة

:للمعطيات التالية القياسية

. محيط البيوت البAستيكية �حاطةةحديدي أعمدة 300طول.1

.الرياضة التي يمارسھا التAميذ في القسم.2

.قامة التAميذ.3

.ل مؤسسة ما الراتب الشھري لعما.4

: الجدول التالي كتابةنعرض جل توضيح ذلكأمن

وحدة
الوحدة الميزة الطبيعة النوعية ياسالق

 المجتمع ا�حصائية

cm أعمدة 300 عمود الطول كمي مستمر 

غير كمية مستمر
 نوعيةأو

الرياضة
 التAميذ تلميذ الممارسة

mميذ تلميذ القامة كمية مستمرةAالت 

DA الراتب كميمرمست
 الشھري

الراتب
الشھري 
 للمعلم

 المعلمين
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ا�حصائيةعرض البيانات♦

أن النتائج التي نحصل عليھإ و من خAل مراقبة لظاھرةا عند القيام بتجربة

منأ) كمية(مفرداته عبارة عن قياسات عددية إحصائيھي بيان معينة و و نوعية

: ھي ا�حصائي البيان فھم تساعدنا على بين الطرق التي

جدول التوزيع التكراري♦

علا�حصائين البيانألنفرض و مشاھدةأقياسnى لتجربة ما يحوي

و تنازلياأبھا ھي ترتيب ھذه القياسات تصاعديا التي يجب القياما�ولىفالخطوة

nrنأبحيثاسقيrذا كان لديناإف :و ليكن لدينا القياسات التالية≥

n21 x,.....,x,x

: ھي بالتتاليھان تكراراتأمع العلم

r21 n,.....,n,n

:ھو بالتعريفا�حصائين حجم البيانإف

) حيثix تكرار القيمةinننا نسميأكما )ri :ما النسبةأ=2,1,.....,

n
nf i

i =

.و التواترأفھي تدعى بالتكرار النسبي

r21 n.....nnn +++=
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نتيجة

:نأنستنتج

ھذإ نأا يمكن لى جانب ل التالي الذي ندعوه بجدول فسر ذلك عن طريق الجدون

. النسبيالتوزيع التكراري

rx... 2x1xالقيم ix

rn... 2n1nالتكرار in

rf... 2f1fالتواتر 

ب و مطلوب، عطاء الجدول التكراري فقطإيمكن ا\كتفاء . حسب ما ھو معطى

مثال

بنواع من النباتاتأفيما يلي قياسات عشرة .السنتممن خAل طول الساق

62, 59, 68, 62, 58, 59, 65, 62, 65, 65 

و التكرار النسبي .المطلوب حساب التكرار

:جل ھذا نشكل الجدول التاليأمن

+ + + = + + + =1 2 r
1 2 r

n n nf f .... f ... 1
n n n
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ifالتكراروأالتواتر
 النسبي

ix القيمin التكرار

0,1 158

0,2 259

0,3 362

0,3 365

0,1 168

 المجموع110

مAحظة

و التي مجموعھا يساويأنAحظ ن العمود الثاني يحوي تكرارات القيم

الذي يساوي) التواترات(فيمثل مجموع التكرارات النسبية العمود الثالثعشرة أما
1.
تعريف♦

بixالمجمع عند النقطة التكرار ندعو :ـالعدد الذي نرمز له

بت نقصد بھا المCummulécumن كلمةأحيث( و لھذا نرمز لھا )الرمزھذا جمع

:المعطى بالعAقة التالية

i21i n.........nnn +++=~

:نأمع العلم

iicum nn ~=
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11 nn~ =212 nnn~ +=,........,r1rr nnn~ += −.

تعريف♦

: العدد التاليixجمع عند النقطةتندعو التواتر الم

r21iicum f.........ffff +++==
~

:نأحيث

n
nfi
~~

=

rfماأ
~

.فھو يساوي الواحد

ن التكرار المتجمع الصاعد نحصل عليه بحساب مجموعأالخAصة ھي

eالتكرار من  ما التكرار المتجمع النازلأمجموع التكراراتلىإخر حتى نصل السطر

كلفإننا و نطرح منه التكرار في ح ننطلق من مجموع التكرارات لىإى نصلتمرة

eسنفصل ذلك بالمثال التاليو خر ا:

 التكرار النازل الصاعد التكرار التكرار القيم

5119

631+3=49-1=8

724+2=68-3=5

836+3=95-2=3

0=3-93 المجموع
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مثال

 القيم654321

 التكرار5151925116

التكرار766142176 81
 المتجمع

) التقسيم إلى فئات(مAحظة

 كبيرة العدد كما ھو الحال عند دراستنا ا�حصائي كانت مفردات البيان إذا

 نلجأالمستمر مما يجعل عملية تصنيف القياسات عملية صعبة ا�حصائيللمتغير

: ترتيبھا ضمن فئات من الشكلإلى

[ [ ] [− −∨i 1 i i 1 ie ,e e ,e

و قبل القيام ا�حصائيةھذا التكثيف له فوائده في تبسيط عملية حساب المقاييس

: فيما يليالتي تتمثل الشروط بذلك يجب مراعاة بعض

فيأأي مثنىيجب أن تكون الفئات منفصلة مثنى.1 \ يجب �ي قياس أن يقع  نه

.أكثر من فئة

.القياساتيجب أن تغطي الفئات جميع.2

و ندعو التوزيعات في ھذه محاولة جعل ھذه الفئات ذات أطوال متساوية.3

 ذات لما تكون الفئات حا\تلل ننا سنتعرضأكما الحالة بالتوزيعات المنتظمة
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.طوال مختلفةأ

: التعاريف التاليةلىإ للقيام بھذه المراحل نحتاجو

تعريف المدى♦

وأن ھو الفرق بي بصغر قياسأكبر نإف للفئة بالنسبة أما.Mـ نرمز له

ھوتعريف ما المدى  الحد–الحد ا�على= طول الفئةأوالفئة نسميه بمدى نفسه

.2/)ا�دنى الحد+ا�على الحد=(كما نذكر بتعريف مركز الفئة.ا�دنى

مAحظة

ن عددإفn ھو ا�حصائيالذي يتكون منه البيان ذا كان عدد العناصرإ
:بالعAقةيعطى الفئات

nN =
:و غالبا ما يكون

15N5 ≤≤

:لى تعريف مجال الفئة الذي يعطى بالعAقة التاليةإ ا�شارةنه يجبأكما

N
MK =

مثال

: فئات في كل حالة من الحا\ت التالية إلىوجد التوزيعأ

ھي−ٲ .527,و512, قيمة تتراوح بين32القيم

ھي−ب . 1,90و  1,25 قيمة تتراوح بين50القيم
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)ب(الجزء حل

:لدينا المدى يساوي

= −
=

M 1,90 1, 25
0,65

:فھو يساوي رفة عدد الفئات فحسب ما سبقمعأردنا إذا أما

750N ≅=

: مجال الفئةأما

0,10
7

0,65K ==

: كالتالي فئات إلى نطAقا من ھذا يكون التوزيعا

[ [ [ [
[ [ [ [ [ [

[ [ [ [

→ →

→ → →

→ →

1,25 1,35 ; 1,35 1,45 ;
1,45 1,55 ; 1,55 1,65 ; 1,65 1,75
; 1,75 1,85 ; 1,85 1,95 ︳

1مAحظة

و ھي كما نرى تغطي كل القياسات التي ھنا  لنا أعطيتك سبعة فئات

 الفئة الثانية وھو خارج عن الفئة إلى ينتمي ا�خير ھذا القياسإلى ا�ضافةب

.منفصلتين تكوناأنن كل فئتين يجب�ا�ولى

.أ( يكون حل الجزء ا�سلوببنفس (
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2مAحظة

منأ إلىيجب التنبيه  يختلف جدولأنيمكن واحد إحصائيجل بيانأنه

و ختAف عددإبالتوزيع  من غيرھا أحسن ھنالك جداولأنيمكن القول دائما الفئات

فيا على بيان كل النواحيراجع لقدرتھو ذلك . ا�حصائيالبيان المھمة

تمرين

:سبوعأ36دول التالي يعطينا كمية الزيوت المنتجة خAل الج

16 1211,5 111615,5 18,5 1512 ,5 

23 2016121215161511

15 1827152218181520

12,5 16,8 23,5 2017,1 18182516

:المطلوب

.تصاعدي بشكل رتب ھذه القيم.1

.وجد مراكز ھذه الفئاتأ،3وجد الفئات ذات طول يساويأ.2

الأ.3 و .واتر المتجمعتوجد التواتر

الحل

: نرتب ھذه القيم تصاعديا كما يلي.1
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27255,232322205,1818
1,178,16

165,15155,12125,1111

−−−−−−−
−−

−−−−−−

 القوانينو بتطبيق عAهأ اعتمادا على الشروط المعطاة لى فئاتإالقيم ترتيب.2

فيالسابقة :جدول التالياليكون كما

مAحظة

 ما العددأ  13 ,12 ,11القيم الموجودة داخل الفئة أي المجال ھي ثAثة قيم

و لھذا يكون المجالإينتمي فھو 14 ولى الفئة الثانية  حياناأمفتوحا من اليمين

)1411)ھذه الكتابة نستخدم . بد\ من المجال−

التواتر
 المتجمع

 الفئاتin التكرارicالمركزif التواتر

0,222 0,222 12,5 8[11-14[ 

0,583 0,361 15,5 13[14-17[ 

0,777 0,194 18,5 7[17-20[ 

0,888 0,111 21,5 4[20-23[ 

0,971 0,083 24,5 3[23-26[ 

1≈0,027 27,5 1[26-29[ 

36=مجموع1= المجموع
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:نأمع العلم

التمثيل البياني.3

 ھذاو ا�حصائيةنطرحھا في الجداول الھدف منه ھو تفسير المعطيات التي

و المستمرا�حصائي المتغيرحسب . في الحالتين المنقطع

)ا�عمدةبالمخطط(:المنقطع ا�حصائي المتغير♦

مثال

.العائAت حسب عددا�طفالليكن لدينا الجدول التالي الذي يمثل عدد

ifت عدد العAائinا�طفال عدد ix

0,28 500

0,33 601

0,22 402

0,11 203

0,03 54

0,03 55

1

1

2 1 2

11 14 12,5
2

8 0, 222
36

0,222 0,361 0,587

c

f

n n n

+= =

= =

= + = + =%
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:المطلوب

.ا�عمدةبارسم المخطط

الحل

المخطط با�عمدة

50 60
40

20
5 5

0
20
40
60
80

0 1 2 3 4 5

القيم

ار
كر
الت

التكرارھي ا�عمدة

.ا�طفال يع العائAت حسب عدد الذي يمثل توزا�عمدةبھذا المثال يقدم لنا مخططا

.ذلك بيانيا بواسطة المخطط الدائريعن ويمكن التعبير

.inوالتراتيبix ذات الفواصل ا�عمدة ھو مجموعة كل ا�عمدةبالمخطط

م إحصائيكل متغير من،مثA لعدد تكراراتهنعتبر العمود  الضروري وليس

 عطاءه ميزات غير محددةإعداد بل يمكن جدا� حامA ا�حصائييكون المتغيرنأ

 …,A,B,C,Dمثل
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:مثال

:ليكن لدينا الجدول التالي

DCBAالقيم ix

in التكرار 8248321 549

 ا�عمدةبالمخطط

لمخطط با�عمدة

Série1; A; 321

Série1; B; 48 Série1; C; 82

Série1; D; 549

0

100
200

300

400
500

600

A B C D

Série1

:لى كتابة الجدول التاليإ بالرسم على شكل مخطط دائري نحتاج لتوضيح ذلك

:المخطط الدائري

197,64 29,52 17,28 115,56 o360fi ×

0,549 0,082 0,048 0,321 
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لمخطط با�عم%دة

Série1; A; 321; 
32%

Série1; B; 48; 5%

Série1; C; 82; 8%

Série1; D; 549; 
55%

A

B

C

D

: التكرار الكلي ھو

:و يكون حساب الزوايا كما يلي

115,56
1000
321360 =×

. المتبقية ا�خرىو ھكذا نجد الزوايا

)(-المدرج التكراري- المستمرا�حصائييرغالمت♦ histogramme  

:ھنالك حالتين

ھي�ا اذا كانتإ ولى  بواسطة المدرجاننا نمثلھإفطوال�الفئات متساوية

ال الذيالتكراري و محور التراتيب يعتبر محور الفواصل حامA لمجا\ت  حامAفئات

عنوللتكرار و يساوي طولا عرضھتمستطيA المدرج التكراري عبارة  الفئة

و تكون يساوي عددرتفاعھاا  متAصقة المستطيAت التكرارات الموافقة لتلك الفئة

= + + +
=

n 321 48 82 549
970
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.درجاتمالمدرج لھذا السبب ندعوھا بالتشبه بصورة

مAحظة

ffn%(المستطيلع رتفاا مساوية ا�طوالن في ھذه الحالة لما تكو iii ∨∨(

مثال

:ليكن لدينا الجدول التالي

ix [20-10] [30-20] [40-30] [50-40] [60-50] [70-60] المجموع

65 471022139in

المدرج التك�راري

[10-20[. 9

[20-30[. 13

[30-40[. 22

[40-50[. 10
[50-60[. 7

[60-70[. 4

0

5

10

15

20

25

1

[10-20[

[20-30[

[30-40[

[40-50[

[50-60[

[60-70[

مAحظة

 في حالة،ة المؤلفة من مجموعة المستطيAت المساحالمدرج التكراري ھو
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.النسبية فالمساحة تساوي واحد أي التكراراتالتواتر

و ذلك كثرأر توضيحاخآدراج القياسات في المثال السابق ضمن جدولإيمكن

الا� ضافة عمودين يشملإب و الثاني يشمل على التواتول القيم مركز .راتفئة

ificinix

0,13 159[ [2010 −

0,003 2513[ [3020 −

0,33 3522...

0,15 4510...

0,10 557...

0,06 654[ [7060 −

 المجموع 65

Aحظةم

ب ماأ لمركز الفئةicـنرمز
n
nf i

i .10ول المجال فھو يساويطماأ.=

ھأ نعتبر.ية طوال الفئات تكون غير متساوأعندما لحالة الثانيةا- و صغر طول

و نفضل ا�أ وحدة الطول ل�خذ القاسم المشترك  عمود دائما ننشئ. طوال كبر

بآ :نأ حيثihـ خر نرمز له
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







=∨×=

i
ii

i
ii a

anh
a
afh

aھذا العمود،صغر طولأھو ihت المطلوب رسمھاأ يعطيناAطوال المستطي.

مثال

i
ii a

anh ix الفئاتiainطوال الفئاتأ=

9109[10-20[ 

13 1013[20-30[ 

22 1022[30-40[ 

52010[40-60[ 

5,5 2011[60-80[ 

:راري لھذا التوزيع يكون كما يليالتكالمدرج

و التكراراتإبعد وأدخال القيم  تحديدو  Excelرقةو التواترات المتوفرة لدينا في

 مثAشكال نختار واحدأ يظھر لدينا عدة graphique العناصر الAزمة ننقر على

histogramme و نتابع الخطوات بالنقر  sérieما علىإ أي المدرج التكراري

. الرسم �تمامplage de donnéeوأ
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:يمكن تمثيل ذلك بالشكل التالي

المدرج التك�راري

9

13

22

5 5,5

0

5

10

15

20

25

[10-20[ [20-30[ [30-40[ [40-60[ [60-80[

التكرار

ات
لفئ
ا

Série1

ي مy قارن قيمھذا المدرج التكراري .xمختلفةالفواصلال مقابل خوذةأالتراتيب

مAحظة

ماإ  ذا وصلنا منتصفات القواعد العليا للمستطيAت بخط منكسر نحصل على

و ننھي ھذا المضل بالمضلعنسميه ع عادة على جانبي محور السينات التكراري

و الثانية بعد الفئة ا�ولىقبل الفئة ا�ولىن تكرار كل منھما الصفر فئتيضافةإب

و المضلع التكراري في رسمو ا�خيرة . واحد يمكننا رسم المدرج التكراري

 يضا على ما يدعى بمضلعأ نحصل ا�عمدةبذا وصلنا رؤوس المخططإكذلك

.)التواتراتو مضلعأ(التكرارات

اإاذا رجعنإ بلى ا�ا�عمدةلمثال السابق الذي ھو المخطط  طفال حسب لتوزيع

ف :ي يكون كما يلي التكرارن المضلعإالعائAت
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نصا�عمدة تمثل رؤوس النقاط الزرقاء لىإشرناأ بخط منكسر كماھالو بعد ذلك

.عAهأذلك

Aظةحم

في مضلع التكرارات بالنسبة للمت ننشئا�سلوببنفس  غير المستمر لكن

.منتصفات قاعدة المستطيAت بخط منكسر الحالة نصلھذه

ب ن المدرج التكراري ليس التمثيل الوحيد للمعطيات علىأيمكن تفسير ذلك

بلى ما يسمى بالمضلع التكإتحويله مثA فئات بل يمكنشكل  يصالإراري وذلك

.يمة بخطوط مستق)قاعدة المستطيل( منتصفات الفئات

مAحظة

و المضلع في بعض ا�  حيان يمكن جمع في بيان واحد المدرج التكراري

 وقت واحد فالمثال التالي يوضح لنا من جھة المضلعفي) المجمع(التكراري

و التكراري الذي ھو عبارة عن خط منكسر يصل بين  منتصفات فئات المستطيAت

المض�لع التك�راري

0,28 0,33
0,22

0,11
0,03 0,030

0,1
0,2
0,3
0,4

0 1 2 3 4 5

القيم

تر
وا
الت Série1
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ذوأمن جھة و محورخرى المدرج التكراري  لقيم محورين محور لقيم التكرارات

.التكرارات المجمعة

مثال
ھوھذا المثال يعتبر تركيبة تقليدية و منحني الذي  المضلع لمدرج تكراري

.نفس المحور التكراري المجمع ممثلين على

و مدرج تكراري ممثل بمحورين منحني

6

9
8

9 9

4

13,33%

33,33%

51,11%

71,11%

91,11%
100,00%

0

2

4

6

8

10

[55-60[ [60-65[ [65-70[ [70-75[ [75-80[ [80-85[

الفئات

رار
تك%%%%
ال

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

120,00%

 %
%%%%ع
جم%%
الم
رار
ك%%%%%
الت

Série2

Série1

 كرار المجمعتلا  % التكرار الفئات

[55-60[ 6 13,33 % 

[60-65[ 9 33,33 % 

[65-70[ 8 51,11 % 

[70-75[ 9 71,11 % 

[75-80[ 9 91,11 % 

[80-85[ 4 100,00 % 
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مAحظة

ر  له دور جد مھم لكن ھنالك معايير ا�حصائين عرض البيانأيناألقد

و التفصيل عندھا تستدعي الوقوفأخرى  تضفي على كل ما ذكرناه زيادة في الشرح

ھ بيننمو ا�حصائيالدقة في وصف البيانو  مقاييس النزعةيھذه المعايير

و المكانأ،قاييس التشتتموالمكزية  الموضعن مؤشراتإ.و مؤشرات الموضع

و التي تعبر ... الوسيط المنوال،المتوسط الحسابي يجاد قيمةإ في التي تتمثل

:ي ھا بالتعريف التالأ حولھا القياسات المعطاة لنا نبدتتمركز عن القيمة التي

:حصائيإالمقاييس العددية الوصفية لبيان

 يمكن) المنوال، الوسيط،المتوسط(نزعة المركزية التي ھي مقاييس ال

ھو بواسطة قياسأن تساعد و تفسير ما .نموذج مثالي للمعطيات واحد على فھم

المتوسط الحسابي♦

: نعرف المتوسط الحسابي لمجموعة من القياسات

n21 x,........,x,x

:ينه المقدار المعرف كالتالأعلى

=

+ + +=

=
∑

1 2 n

n

i
i 1

x x ...... xx
n

x

n
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من ونقصد بذلك مجموع) سيقما(لAختصار نستخدم الرمز اليوناني و  القياسات

:يلي خواص ھذا الرمز ما

1-∑∑
==

=
n

1i
i

n

1i
i xααx

2-( ) ∑∑∑
===

+=+
n

1i
i

n

1i
i

n

1i
ii yxyx

.كثر من متغيرينألىإو يمكن تعميم ذلك

:يلي من التعريف السابق للمتوسط الحسابي نستنتج ما
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بعض الخواص

.عددا حقيقيا كيفيαليكن

فإضفنا ھذا العددأذاإ.1 ن المتوسط الحسابي يزداد بقدرإلى كل المعطيات

.αالعدد

فإ.2  يضاأن المتوسط الحسابي يضربإذا ضربنا كل المعطيات بھذا العدد
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.بھذا العدد

الجزئية المتوسطات♦

و التواتر ذا كان لدينا مجموإ 11عتين منفصلتين لھما بالتوالي التكرار n,x

22و n,xفان متوسط المجموعة الكلية ھي:

مثال

).20على( 3,5,7,9,10,11,12,18 لتكن لدينا عAمات ثمانية تAميذ

ھوألمتوسط الحسابيا :و المعدل

فأ و التي تدعى بالقياسات المبوية ن المتوسطإما في حالة القياسات المكررة

:التالية الحسابي يعطى بالعAقة

=
= = + + +∑

r

i i 1 2 r
i 1

1x n x / n n n .... n
n

نتيجة

لم) المعدل(و القياس المتوسطأالمتوسط ھو القيمة  جموعة الذي ينتمي
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221
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و ھو يساوي في  المAحظات قسمة والثانية مجموع قيم ا�ولىالحالتين المعطيات

.عدد المAحظات

مثال

ن المتوسط الحسابيإف   3,3,3,6,9,9,11,11لتكن لدينا القياسات التالية

( )= × + × + × + ×

=

1x 3 3 1 6 2 9 2 11
8
6,87

: ولما كان التواتر

n
nf i

i =

: ننا نكتب المتوسط بالعAقة التاليةإف

i

r

1i
i xfx ∑

=
=

مثال

:دراج القياسات ضمن جدول كما يليإيمكن

 القيم210-1-2

 التكرار45873

 باستخدام العAقة السابقة فنجد المتوسطب المتوسط الحسابي وبعد ذلك نحس

.الحسابي يساوي الصفر
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 المستمرالحسابي في حالة المتغيرالمتوسط♦

∑
=

=
r

1i
iicn

n
1x

.i ھو مركز الفئةicنأحيث

مAحظة

و مستمرأيجب :ن ننتبه خAل حسابنا للمتوسط عندما يكون المتغير منقطع

و ليس2وأ1ن يصيب ھدفأة ما يمكنامثA الھداف في مبار  ھدف 1,5 ھدف

نإمثA يمكننا القول صغرألى وحداتإالمتغيرات المستمرة في حين يمكن تقسيم

و11 عمر سعيد وأ7 سنة منيأ8شھر .12وأ11القول ام بد\

مثال

�إفي  حسن ھداف كرة القدم في العالم خAل عشرة دورات حدى التحقيقات

ا� كان :ھداف كما يليعدد

7, 5, 0, 7, 8, 5, 5, 4, 1, 5, 

:طلوبمال

.ھداف المحسوبة حساب متوسط ا�

الحل
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\ يوجد الم �توسط في ھذا المثال \ يمكن له معنى  ھدف7,4ن نصيبأنه

و ولھذا يطلق عليھا اسم المتغيرات . discrèteحيانا المنفصلةأالمنقطعة

صةAخ

:حصاء ھي الخاصة التالية من بين الخواص المستخدمة كثيرا في ا�

و ليكنإغيرا متyليكن و لنعتبر,baحصائيا  متغيراxعددين حقيقيين
:حصائيا معرفا كما يليإ

bayx +=

: عندئذ يكون لدينا

.الفئة ھي طولa ونعتبر منوالية ھو منتصف الفئة الbخذأن

مثال

iiyn
a

bx
y i

i
−

=inicالفئات 

-33 -31139[38 ;40 [ 

-56 -22841[40 ;42 [ 

( )

7,4
10
47

515587057
10
1x

=

=

++++++++=

byax +=
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-16 -11643[42 ;44 [ 

002545[44 ;46 [ 

15 11547[46 ;48 [ 

10 2549[48 ;50 [ 

 المجموع 100 80-

مAحظة

: الخاصة السابقة لدينا من خAل

2a;45b ==
: منهو

0,80
100
80

yn
n
1y

r

1i
ii

−=

−=

= ∑
=

:و بالتعويض في العAقة السابقة نجد

( )
43,40

450,802
byax

=
+−=

+=

ماردنا التحقق من ذلك أي من استخدام العAقةأذاإ :يلي نجد
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تمرين

�أحدى التحقيقات قام بھاإفي  ربعون مؤسسة تحصل على حد الباحثين

:كما يلي لرواتب العمال قائمة

40 863937435352595832

48 646379365150523051

75 414545442059245382

99 666276475622556190

مAحظة

ا�أ مؤسسة40 مؤلف من ا�حصائين المجتمعأنAحظ يةئحصاما الوحدة

و ھي كما نAحظ كمية عددية تتريتحصلون على عدد العمال الذينفھي وحا راتب

 طبيعياتكرارا الذي ھو بدوره عددا في الواقع كل قيمة تقابلھا،99و20قيمتھا بين

ا\لى توزيعإذا حولناهإنناأ\إ قدا\تانشغمستمر يسھل الكثير من  يتعرض لھا لتي

 جل ذلكو�ضيحات الكثير من التوا�حصائينه يضفي على البيانأالباحث كما

43,40
100
4340

cn
n
1x ii

=

=

= ∑
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 ھذا تكراريا وقبلمستمرا والتمثيل البياني يكون عبارة عن مدرجا التوزيع سيكون

:نستعرض الجدول التالي

i
ii a

anh =ianh i =ix

4208[20, 40[ 

8108[40, 50[ 

12 1012[50, 60[ 

4208[60, 80[ 

2204[80, 100[ 

وأ ھيiaنأحيث  ارتفاعات المستطيAت التي تمثل نھاإفihماأطوال الفئات

 ردناأذاإماأ.و ھي محمولة على محور التراتيب في المدرج التكرارينرسمھا

فحساب المتوسط الحسابي  و\ مراكز ھذه الفئاتأ ننا يجب حسابإلھذه القياسات

:و بعد ذلك نستخدم العAقة

∑
=

=
r

1i
iicnn

1x
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المدرج التكراري

[20, 40[; 8[40, 50[; 8

[50, 60[; 12

[60, 80[; 8

[80, 100; 4

0

2

4

6

8

10

12

14

المج�ت

رار
لتك
ا

مAحظة

اي م خر كماآج التكراري بشكلرلمدمكن تمثيل :بين لنا في الرسم التالي ھو

0

2

4

6

8

10

12

HISTOGRAMMEالمدرج التكراري

[20, 40[
[40, 50[
[50, 60[
[60, 80[
[80, 100

المنوال تعريف♦

ل ا�المنوال  كثر تكرار بالنسبة للقياسات مجموعة من القياسات ھو القياس
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فا�  ذا كان لجميعإماأن يكون وحيداأ من الضرورة فھو ليس ذا وجدإخرى

ف .نه غير موجودأننا نقولإالقياسات نفس التكرار

تعريف♦

نهأذن يمكن تعريف المنوال علىإكبر تكرارأ ھي الفئة ذات الفئة المنوالية

.المنوالية وھذا في حالة المتغير المستمر مركز الفئة

ا� ھي الفئةي المثال السابقفن الفئة المنواليةأنAحظ 12 كبر تكرار أي ذات

. [50,60]وھي بالضبط الفئة

تعريف الوسيط♦

n21نعرف الوسيط لمجموعة من القياسات x,........,x,xنه القياسأب 

أيأبعدما نكون قد رتبناھا بشكل تصاعدي الذي يقع في الوسط اسنه القيأو تنازلي

ھ :والذي رتبته

2
1n +

.القياسات عددا فرديا ذا كان عددإو ھذا

 ابي للقياسيين متوسط الحسالزوجيا فان الوسيط ھو عدد القياسات كانذاإماأ

ھ الذين :ي رتبتيھما

2
n

و
1

2
n +
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ا�أنفھم من ھذا لىإحصائيةن الوسيط ھو القيمة التي تنصف السلسلة

منأمتساويين أي نصفين منن ھنالك عددا  على مساويا للعددا� القياسات

.دنىا�الموجود من

:لتكن لدينا القياسات التالية

18             43              ∆44∆ 46              62

44=الوسيط في ھذه الحالةنأنAحظ.1

)n2/1ذن فھو القيمة ذات الرتبةإ فردي+n.( 

18           43            44      ∆45∆ 46         62          95

 ذن ھو المتوسط الحسابي للقيمتينإ زوجيn(45=سيط في الحالةوال.2

.)4و3التين رتبتيھما ھي

مAحظة

 حصائية المتوسط الحسابي يتغير فيحينإعندما نغير القيم الحدية لسلسلة

\ "حساس لقيمة الحدية"ن المتوسطأيتغير نقول عندئذ الوسيط يبقى ثابتا أي

:نحاول تفسير ذلك بما يلي

8 9 10         11        1

.و الوسيط متساويانطفي ھذه الحالة المتوس
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:ما بالنسبة للسلسلة الجديدة التاليةأ

8 9 10          .           12           .         14

 السلسلة تميل"نإذ ھم من الوسيط نقول عندئأفي ھذه الحالة المتوسط ھو

.10=ما الوسيطأ 12,5=المتوسط".بصورة كبيرة نحو اليمين

مثال

:اوجد الوسيط لمجموعة القياسات التالية

2, 4, 5, 7, 6, 4, 3, 9 

,2:و\أنرتبھا 3, 4, 4, 5, 6, 7, 9 

ھيذنإ )5/2+4(أي5و4 ھو المتوسط الحسابي للقياسين الذين رتبتيھما

ھوإ . 4,5ذن الوسيط

مثال

:نفس السؤال بالنسبة لمجموعة القياسات التالية

3, 4, 8, 9, 10, 16 

أي9و8ن ھذه القياسات مرتبة فالوسيط ھو المتوسط الحسابي للقياسينأنAحظ

 8,5نه يساويأ

Aفمث:

.7و4 يوجد لھا منوالين ھما   7-2-4-8-7-4:المجموعة التالية
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:ياسات المبوية أي المكررة في حالة القالوسيط♦

:حساب الوسيط يتم بالمراحل التالية

2)/1+مجموع القياسات(= مرتبة الوسيط-1

 للحصول على الوسيط نجمع التكرارات المعطاة في عمود التكرار فنجده يقع-2

:عادة بين قياسين كما يلي

.2)/القياس بعد ھذه المرتبة+قبل ھذه المرتبة القياس(=الوسيط

مثال
:ليكن لدينا الجدول التالي

 ضربات التيار عدد987654

 التكرار142021

 مرتبة الوسيط تساوي

























=

=

+=+

5,5
2

11
2

110
2

1n

ا�ل ن نصلألىإعداد المسجلة في عمود التكرار لحصول على الوسيط نجمع

و عادة تقع بين قياسين ففي ھذا المثال فھي محصورة بين الخامسىلإ  ھذه المرتبة

فالسادسو 8و7ن الوسيط ھو متوسط الضربتينإو منه
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:أي
( )7 8 15

2 2
7,5

+
=

=

تمرين

الأ و فسر متوسوجد و المنوال و الوسيط كعط  خر حسبل واحد باAeقة

:المعطيات التالية

210-1-2ix

45873in

6,8 6,7 6,6 6,5 6,4 6,3 ix

4135612in

54321ix

213515in

الحل

و تساوي بالنسبة للجدول ا� و الوسيط ھي متساوية و المنوال  ول المتوسط

.بالتوزيع المتناظر ندعو ھذا التوزيع الصفر

فأ يسإما الجدول الثاني اأ 6,7= الوسيطو  6,6اوين المتوسط .6,7= لمنوالما

منأتوسط ينسحب نحو اليسار فالمفي ھذه الحالة التوزيع ماأالوسيط صغر
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و المنوال فھما متساويان ھوإ الوسيط  حسن قياس للنزعة المركزيةأذن الوسيط

. désaxéesعندما يكون التوزيع غير متوازن

.1=و المنوال1= ما الوسيطأ 1,85= في الجدول الثالث نجد المتوسط

ان التوزيع غير متوازنإيضاأنAحظ  نحو اليمين التوزيع ينسحب لمرةلكن في ھذه

داأفالمتوسط و يبقى الوسيط .حسن قياس للنزعة المركزيةأمائكبر من الوسيط

تمرين

بألنفرض  متر 100ـن الزمن المستغرق لمسابقة رياضة السباق الخاصة

: ھي كما يلي
27,1 -26,6 -26,7 -26,2 -26,0 

ھ-1 ؟و ما  الوسيط

لأجرى مسابقةأن ھذا الAعبأرض نف . 25,7 متر فكانت 100ـخرى

؟-2  ما ھو الوسيط

إرشادات

.26,4=في الحالة الثانية الوسيط. 26,6= نجد الوسيط ا�ولىلةا في الح

تمرين

 مباراة كرة القدم خAل �حدى المسجلة ا�ھدافالجدول التالي يبين لنا
.سنوات عشرة
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.حسب الوسيطأ

إرشادات

= تقسيم اثنانمرتبة مجموع عدد الضربات زائد واحد= انون الوسيطقحسب ال

.)5,5(مرتبة

5لىإللحصول على الوسيط نجمع القيم في عمود عدد الضربات حتى نصل

ن يكون عدد الضربات المتبقية تساويأيضا يجبأ)10عدد الضربات تساوين�(

 فيكون لدينا متوسط8و7ن الوسيط محصور بين الضربتينأو منه يتبين لنا5

�قيمة ليست ممكن كان الوسيط في ھذه المرةإو 8,5القيمتين يساوي \ نه نة

ا�نه مقبول من وجهأ\إ ھدف 8,5يمكن تسجيل و كثيرا ما الدراسات  حصائية

ا�إتقرب و ھي لى القيمة .9قرب

 ا\ھداف العدد

15

26

07

28

49

110

 المجموع 10
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)على شكل فئات(المنوال في حالة المتغير المستمر♦

ف ن فئة الوسيط ھي التي تظھر فيھاإأما إذا كانت المعطيات مرتبة في فئات

ن  تبع التكرارات النسبية المجمعة بصورة عامة لحساب الوسيط من بيانات مبوبة

: الخطوات التالية

i.2 نحسب ترتيب الوسيط العام وذلك بتقسيم مجموعة التكرارات على.

حيث
2
nr . رتبة الوسيط=

ii.ب ن نبحثأنحسب عمود التكرار المتجمع لتحديد ترتيب الفئة الوسيطية وذلك

 القيمة المقابلة للقيمة على
2
nمنأو جلأكبر منھا في حالة عدم وجودھا ونستخدم

:ذلك القانون التالي

k
n
srmml

0
1

++=

:حيث أن

:1mالحد ا�دنى للفئة الوسيطية .

r:ترتيب الوسيط.

0n:ا .الوسيطية فھو مجموع التكرارات قبل الفئةsماألفئة الوسيطية تكرار

∑
=

=
n

i
inn

1
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مAحظة

\إ  يمكن تحديد القيمة ذا كانت المعطيات موزعة على شكل فئات فعندئذ

).أي الفئة الوسيطية(الحقيقية للوسيط

مثال

:ية موزعة على شكل فئات ضمن جدولالمعطيات التال

 الفئات التواتر لتواتر المتجمعا

10% 10% [0-2[ 

48% 38% [2-4[ 

93% 45% [4-6[ 

100% 7%[6-8[ 

نAحظ

منأ بالمئة93و4 من تماما من القيم ھي اصغر48%نإ .6صغر تماما

.6و4ن الفئة الوسيطية تكون بينأيمكننا استنتاج

تمرين

:ليكن التوزيع التالي



______________________________________________ ا�حصاء  

 57

i.اتمم الجدول التالي:

icin~ifالفئات 

0,18 [10-20[ 

0,27 [20-30[ 

0,54 [30-40[ 

0,72 [40-50[ 

1[50-60[ 

ii.المدرج التكراري( مثل بيانيا ھذا الجدول.(

iii.و علق على النتائج احسب مقاييس النزعة المركزية.

الحل

:ول نتمم الجدول المعطى كما يلي في ا�

ii cf ×icin~ifالفئات 

2,7 150,18 0,18 [10-20[ 
6,75 250,45 0,27 [20-30[ 
3,15 350,54 0,09 [30-40[ 
8,1 450,72 0,18 [40-50[ 
15,3 5510,28 [50-60[ 

 36,2= المجموع
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:التمثيل البياني

لمدرج التكراري

0
0,1

0,2
0,3

1

الفئات

تر
توا
ال [10-20[

[20-30[
[30-40[
[40-50[
[50-60[

. نسبي كبر تكرارأتقابل  ]60-50]:الفئة المنوالية ھي

:المتوسط الحسابي

∑ == 2,36iicfx

.  ]40-30]:الفئة الوسيطية ھي

( )0,5 0,45 10
30

0,09
35,55

lm
−

= +

=

.ھي التواتر الخاص بالفئة الوسيطية09,0نأحيث

مقاييس التشتت2

:و السلسلتين من القياسات التاليةأذا \حظنا المجموعتين التاليتينإ
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{
{ 1501251007550

1051031009795
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و نفس الوسيط وھوأننا نAحظإف في 100ن لھما نفس المتوسط الحسابي

ا� نھما يختلفان تماماأننا نرىأينح تبالواحدة عن و خرى من حيث درجة  عثرھما

و فيما يلي بعض المعايير لقياس ھذا  وھيو التشتتأالتبعثر تشتتھما حول المركز

و ھو الفرق بين واكبر قياسأكما سبق وعرفناه المدى و لما كان ھذا صغرھاأتھا

ا خيرا� ا��يعتمد فقط بالقياسين و و ھذا قد يسبب بعض المشاكل كبر  كانتذاإصغر

و ربما تكون أيلجو لھذا،لى بعضھا البعضإالقياسات متقاربة القيمتين شاذتين

.لى حساب ما يسمى بمتوسط ا\نحرافإحصائيون ا\

)سط ا\نحراف متو( تعريف♦

n21لتكن x,,x,x LLLوسطھا مجموعة من القياسات متxمتوسط 

القيم المطلقة \نحرافات القياسات عن نحراف لھذه القياسات بأنه متوسط ا\

ب : ويعطى بالعAقة التاليةDـمتوسطھا ويرمز له

( )i
=

−
′ =

∑
n

i 1
x x

D
n

ف  العAقة السابقة تصبح كمانإأما في حالة القياسات المبوبة أي القياسات المكررة

:يلي
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( )
n

nxx
D

n

1i
i∑

=
×−

=′

مAحظة

 في البرنامج ررةمقغير خرىأ ھذا التعريف ھناك تعريفاتلىإضافة با�

الإضيفھاأنأردتألكنني المطلوب  تزيد في توسيع المعلوماتنھا�قراتفلى ھذه

ا�إيستفيد منھا في ھذا الكتابالمحتواة وأساتذة خواننا  من بنائنا التAميذأو\

 التباين وا\نحراف\ وھيإ فما فوق الثانوي مرحلة التعليممن يات المستومختلف

:المعياري

)تباين مجتمع(تعريف♦

n21قياساnتباين مجتمع يحوي x,,x,x LLLمربعات انحرافات ھو 

بالقياسات عن متو : ويعطى بالعAقة التالية2σـسطھا نرمز له

( )
2N

1i
i

2 μx
N
1σ ∑

=
−=

مAحظة

� متوسط المجتمع ن جميع قياسات المجتمع معلومة في ھذه الحالة نفرضه معلوم

=

= = ∑ i
i 1

1x μ x
N
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)ا\نحراف المعياري(تعريف♦

أيالمجتمع ھو الجزءσا\نحراف المعياري :نأ لتربيعي الموجب للتباين

( )
2N

1i
i μx

N
1σ ∑

=
−=

مAحظة

�لما كانت الدراسة على المجتمع صعبة ال  خذ منال لضخامتھا نرجع دائما

 Aتھا ھي تقديرات لمثين القياسات الموافقة لعينة مفروضةأضعشوائية ونفر عينة

مافي و لھذه بد\ ف نبحث المجتمع نإعن التباين لمجتمع ما nخذ عينة حجمھاأننا

و نحسب تباينھا Aمث.

)تباين عينة(♦

n21تباين عينة من القياسات x,,x,x LLLھو :

( )2n

1i
i

2 xx
1n

1S ∑
=

−
−

=

. ھو متوسط العينةxحيث

.لتربيعي الموجب للتبايناأما ا\نحراف المعياري لعينة من القياسات فھو الجذر

مثال
و ا\نحراف المعياري لمجموعة القياسات التاليةأ :حسب التباين

12,5,7,4,2
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الحل
: المتوسطلدينا أو\

2 4 5 7 12
5

6

x + + + +=

=

:ي ومنه الجدول التال

( )2
xxi −( )xx

i
−ix

16 4-2
42-4
117
11-5
36 612

( ) 58xx
2

i =−∑( )∑
=

−
n

1i
i xx30x

n

1i
i =∑

=

و ا\نحراف المعياري خAل من : كما يلي التعريف نجد التباين

( )∑ ==⇒==−
−

= 3.814.5S14.5
4
58xx

1n
1S 2

i
2

مAحظة

ن ھذه الطريقة لحساب التباين ھي طريق صعبة تنقصھا الدقة وخاصةإ
و لكي نتفاد الخطأ في الحسابات إذا احتوى  المتوسط الحسابي على عدد عشري

: لتعريف التالي نستخدم
تعريف♦

n21إذا كانت x,,x,x LLLف عينة من الق ن التباين يعطىإياسات
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: التاليةةبالعAق
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: والبرھان على ذلك يكون كما يلي
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2

الذاإ و يصبح كما يليرجعنا إلى المثال السابق فإننا نغير ھذه : مرة الجدول

ixالقيم30125742=المجموع

= المجموع
2القيم2549164 144 238

ix

و الجدولأوھي كما نAحظ نفس النتيجة السابقة في حين الحسابات كانت  قل

. مختصر أعطي بشكل

[ ]

 
= − −  

= − ×

=

⇒ =
=

∑
n 22 2

i
i ︶1

1S x n x
n 1
1 238 5 36
4
14.5

S 14.5
3.8
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المنوال، الوسيط، سط الحسابيو خاصة بالمتسلسلة تمارين

ول�االتمرين

فيأتصور ن ا\زدياد السنوي لمجتمع خAل عشرة سنوات كما مسجلة

:التالي الجدول
لى السنواتإا\زدياد بالنسبة

 دد السنواتع السابقة

53377 1

52170 2

67000 3

90332 4

72681 5

65226 6

76777 7

83657 8

77753 9

82892 10

.احسب متوسط ا\زدياد السنوي لھذا المجتمع-

.الوسيط احسب-

.ھل الفرق بين ھذين القياسين له د\لة ؟برر اجابتك-

التمرين الثاني

.نقال ھاتف40ـلفيما يلي عدد المكالمات
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9-10-8-9-6-5-9-4-7-1-2-7-8-5-4-3-10-7-3-7-8-6-9-7-4-2-3-9-4-3-
7-5-2-7-9-7-1

.اكتب جدول التواترات لھذه القيم-

و المنوالأمن خAل الجدول- و الوسيط . وجد المتوسط الحسابي

.فسر ھذه النتائج-

التمرين الثالث

عدد المتفوقين في فئات خاصة بالسن
 الدراسة

3688 [15-20[ 
4031 [20-25[ 
5432 [25-35[ 
4360 [35-45[ 
3162 [45-55[ 
1702 [55-65[ 

.حسب الوسيطأ�

؟�  ما ھو المجال الخاص بالفئة المنوالية

.قارن بين النتائج التي تحصلت عليھا�

.لماذا عدد المتفوقين في الدراسة ينقص بعد الفئة الثالثة�
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التمرين الرابع

�يالجدول التالي :الشركات حدى بن لنا عدد المبيعات خAل سنة

 الفئات التكرار
80 [50-150[ 

160 [150-250[ 

720 [250-350[ 

1650 [350-450[ 

2720 [450-550[ 

1760 [550-650[ 

640 [650-750[ 

160 [750-850[ 

80 [850-900[ 

ا�لما ھو المدى� ؟ھذه السلسلة  حصائية

؟ما ھي الفئة المنوالي� ة

.انشئ مضلع التواترات المتجمعة.انشئ المدرج التكراري�

:مساعدة لحل ھذا التمرين

85050900المدى =−=M

ھيو الفئة المن  ]550-450]الية
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و تذبذب العينات.6 المحاكاه

simulation et fluctuationLa

ھ ا�يعد  ھمية في وقتنا الحالي حيث انتشر ذا الموضوع من المواضيع بالغة

ض  من برامج التدريس في المرحلة الثانوية في كثير من بلدان العالم بشكل واسع

ماأحدىإوھذا لما له من قيمة ليس فقط كونه  دوات ثقافة علم الرياضيات بقدر

و دفعه  لى ما يسمى بالجدل من جھة ومنإھو محرك لذھنية التفكير لدى التلميذ

اأجھة  صبح يزداد توسعاألعلمي الذي خرى يتمكن التلميذ من مواكبة ھذا التطور

.بشكل سريع جدا

ماإ  ننا حين نتناول ھذا الموضوع قد نجد صعوبة في البداية لكننا سرعان

ھيأدوات الظاھرةأممكنة بعد التحكم الجيد في استعمال تصبح و التجربة التي

ا� بصدد و تؤدي في و ساسأكثر وضوحا قائمة علىألى نتائجإخير ا\نجاز  علمي
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.موضوعي

 من بين الكلمات التي نصادفھا عند تناولنا ھذا الموضوع ھي المتغير

ا�ن المتغإفي الواقع)ا�حصائي( و حصاير ھي الكلمة المفتاح في ن استعابإء

ھيأو لظاھرة ليس فقط اعتبارأالمتغير لحدث مفھوم ن النتائج المتحصل عليھا

اموضع و التجربةإعتبارھا في التغير بل يمكن  نھا بالضرورة قابلةأطار المAحظة

 أي ا\نتقال من الحقيقة المؤكدة حيانا غير متوقعة أي تقبل بوجود التذبذبأو للتغير

.توقعات غير منتظرةلىإ

ن ھذا البرنامج يطالبنا بمAحظة التغير في توزيع التواتراتأالخAصة

. العينات التي نحصل عليھا من المحاكاة في دراسة تذبذبلAستئناف

اeإ و ا�ن استخدام الحاسوب اللة الحاسبة من  زمة في ھذا الوقتAدوات

و يعتبر عمالأفحسب بل ھو الجزء المكمل لكل ليس ھذا  نا في مختلف الميادين

اeحدى ھذه المجا\ت الجديرة باستخإحصاء ا� و الحاسوب سواءألة الحاسبة دام

.و التمثيل المعلومات بيانياأفي الحسابات كان ذلك

أ و طAبنا إن و تزويد تAميذنا  ھم الفقرات التي يجب ا\ھتمام بالبحث فيھا

و التطبيقات الخاصة بھا ھي بالكثير :من المعلومات

.محاكاة تجربة.1

.تذبذب العينات.2
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.استقرار التواتر.3

\ھذه العناصر من حيث تقديمھ  تعتمد على دروس نظرية بل على التجاربا

و اختيار نموذج للتجربة التي كثيرا ما نجدھا متبوعة بكلمةو  مثA"حظ"النشاطات

 عندكذلك فان ھنالك كلمات تتكرر كثيرا.حظوظ ميAد بنت تساوي حظوظ ميAد ولد

وأوضوعمتناولنا لھذا ال Aو ھي العشوائية مث  ساعيننحاول Excelخرى مثلأ\

و شرحھا لما يمكنإ ھألى توضيح بعض المفاھيم  الكلمات الجديدةهذن تقدمه لنا

 مفاھيم أساسيةو ھذه الكلمات ھي ثAثة لى مبتغاناإو غيرھا من فائدة للوصول

ا� حصاءا�و جديدة لمقرر :ھي خيرفي بابه

 التغير يعني تغيرا لظاھرةن مفھومألىإ وھنا يجب ا\نتباه ا�حصائيالمتغير

و تغير توزيع التواترات الذي يسمح لناألى مAحظة ما يسمى بالتذبذبإما تؤدي

و المح ل­بالدخول في مفھوم تذبذب العينات  حصاء اكاة التي تعتبر الباب الرئيس

.في منھاج ھذه السنة

.و مثال لتجربة نقوم بھاأي ھو المحاكاة يعني اختيار نموذجذفالعنصر الھام ال

منالبرنامجاللىإن انجاز محاكاة بالنسبةإ  ثانوي يعني تحقيق قائمة

و المحاكاة التي نتناولھابلى عينة من ھذه التجرإننا نرفقھاأالنتائج بحيث ة

. تقتصر على التجارب البسيطة ذات الحظوظ المتساوية في الوقوع

 لى تسليط الضوء علىإو\ يرجعأنة فالحديث ما عن تعريف تذبذب العيأ
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 لتجربة قائمة النتائج التي نحصلnننا ندعو عينة ذات الحجمأالعينة حيث مفھوم

لإيضاأ نقول،بعد انجاز ھذه التجربة عليھا nـن العينة ھي قائمة من النتائج

مإلى ھذه السنة نتطرق فقطإو مستقلة بالنسبة متماثلةتجربة منألى عينات  خوذة

 بحيثلى توزيع التواترإيضاأتجارب ذات عددا محدودا من النتائج الممكنة نتطرق

ماأ و ھذا هنسمين ھذا التوزيع يختلف من عينة تاى تخرى من نفس التجربة

ابالضبط و سنحاول تقديمتذبذب بهلعينة  رمي،النرد رمي حجر(سيط مثل في قالب

 ...)قطعة نقدية

 يولد عندما ندرك معنى وجود ھذا التذبذب ا�حصائين الفكرإفي الواقع

م و يدركأ يستطيع باحث خوذة من تجارب واقعية فالألعينات  نه دائما بينأن يفھم

\أعينتين ذات نفس الحجم ل ولكن يظھر،م  توزيع دائما ما نسميه بالتذبذب

nلى ھذا فان مستوى التذبذب الخاص بالعينات ذات الحجمإضافة التواترات با�

.nيضعف كلما كبر

\  إلىيؤدي فالحدث العشوائي ھو كل حدث عندما يAحظ في ظروف محددة

ھي نقطة ا\نطAق في حساب ا\حتمإن،النتيجةنفس و الحوادث العشوائية  ا\ت

 سحب، رمي حجر النرد، بمفھوم الحظ مثA رمي قطعة نقودالدراسة المتعلقة

\ يكون صحيح إلى...، بطاقة  في ميدانإ\ جانب ھذا احتمال حدث عشوائي

.التجربة
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 قطعة نقود متوازنة فمن خAل التناظر الذي نAحظه إلقاء تجربة أخذناذاإ

 وقوع ھذا احتمالأنأو ھنالك حظ على اثنين للحصول على الصورةإنالطبيعينم

وn كررنا التجربة إذا ھذا يؤديإن 0,5الحدث ھو  كان في كل مرة تظھر إذا مرة

ف إنالصورة
n
kالتكرار النسبي للحدث ظھور الصورةأو الذي ندعوه بالتواتر 

 إليھا احتمال الحدث ھو النھاية التي يسعىأن خAل ھذا نستنتجمن0,5يساوي

.فأكثر أكثر يكبر ا�خير مرة حيث ھذاnالتواتر عندما نكرر التجربة

 القينا إذا\ يعني انه 0,5 ذلك قولنا احتمال ظھور صورة ھو إلىافةضبا�

و 500 مرة نتحصل دائما على 1000النقدية القطعة ي صورة  ھذاإن القول مكننالكن

.500العدد يقترب من

 ا�وجه للحصول على احد6 ھنالك حظ واحد علىأن نتوقع دائما إنناكذلك

 يساويإن للحجر يجب ا�وجه تواتر وقوع احدإن, لحجر النرد الستة
6
 أي يقترب1

.%17 من
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ا�ولىالخطوة

:ھذا بالقيام بھذه المحاو\ت لنتحقق من

م�فإننا رمية لحجر النرد 100 طلبنا من التلميذ انجاز إذا :التالي الجدول نريد بذلك

 الوجه654321 المجموع

 التكرار101321103412 100

 التواتر0,12 0,34 0,210,10 0,13 10,10

ا�ھذه السلسلة لعملية رم .حصاء عينةي حجر النرد تدعى في

 بالمئة فھل17و السؤال ھل ھذه التواترات التي نحصل عليھا تكون قريبة من

؟أنيمكن استنتاج . فرضية ا\نطAق كانت خاطئة

و إذا و في نفس الظروف مع مجموعة من الزمAء  أجرينا قمنا بعمل مشابه

؟ مقارنة بين النتائج المتحصل عليھا فھل نتحصل على نفس التوز  يع للتواترات

؟ .فھل نحصل على ما نسميه بتذبذب العينة

 في الواقع عندما نريد المقارنة بين العينات ذات نفس الحجم فانه بقدر ما

و في ھذه الحالة كان  التذبذب واضحا بقدر ما كانت غير قابلة للتعميم على المجتمع

\ من التواترات . بالمئة17تكون قريبة

 جمعنا كل إذانت العينة ذات الحجم الكبير قابلة للتعميم على المجتمع فانهو لما كا

:النتائج المتحصل عليھا من طرف الزمAء في جدول كالتالي
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 الوجه654321 المجموع
 التكرار

% التواتر

 100×حجم العينة=حيث رميات الحجر

 بالمقارنة العينة الجديدة تكون قابلة للتعميمإنق نAحظ نفس السؤال السابسألنا فإذا

 التجربة مراتعادةإلىإول من اجل ھذا نضطر مع التجربة التي قمنا بھا في ا�

و التحقق كثيرة فيأبنفس العدد من الرميات لحجر النرد  يكون ھذه الحالةن التذبذب

و ھنا يدخل دور الحاسوب الذي من خAل قدرا نأ في الحساب يمكنته العالية ضعيفا

.يعطينا النتائج التي ننتظرھا

فأن ھناك تذبذبأكيد علىأجل الت� \ عندما نقوم بمثل ھذه التجارب  الحاسوبنإم

ا�في ھذه ال  على انجازھمية من حيث انه يساعد حالة يلعب دورا مھما وفي بالغ

. ذلك بسرعة كبيرة مھما كبر حجم العينة

لخطوات المتبعة عند استخدامنا للحاسوبا♦

 ()ALEAالتابع.1

= ()Alea العAقة السابقةثم نكتب  tableurنقوم بفتح المجدول•

.1Aعلى الخلية

:نأحيثx للتثبيت يظھر عندئذ عددا عشوائيا Entréeننقر على اللمسة•

10 <≤ x9 بالنقر على اللمسةF1يظھر محتوى الخليةAعشوائي بشكل.
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:انجاز محاكاة لرمي حجر نرد

 بمراحل متتالية بشكل انه نحصل في1Aنحاول تغيير محتوى الخلية.2

و خير على عدد صحيح بين الواا� .6حد

:جل المراحل التالية�

1Aنكتب العAقة داخل الخلية•

 نتمم العمود الثالث للجدول•

 من اجل التحقق من النتيجة9Fالنقر عدة مرات على اللمسة•

:يمكن تلخيص ما سبق كما يلي

داخل العAقة المكتوبة النتيجة
A1ةالخلي

x10 يمثل عددا عشوائيا <≤ xALEA() 

10حيثx6 يمثل العدد <≤ xALEA()*6 

لىإيمثل عددا عشوائيا ينتمي
[ [71−ALEA()*6+1 

 E²T(ALEA()*6+1) الجزء الصحيح للعدد السابق
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 رمية لحجر النرد 1500محاكاة

 مرة1500 سنحاول كتابة العAقة السابقة-

:1و نكتبعلى نحدد في ا�- 1500A A لتحديد في رمية 

.A للعمود ا�ولى الخAيا 1500واحدة

:نختار
-"EDITIO²/REMPLIR/BAS "ا� 1Aلموجودة في جل كتابة العAقة

 في كل ما تبقى من التحديد

.للتحقق من النتيجة9Fننقر على اللمسة-

:لفھم ذلك نقوم بالتطبيق كما يلي
و نسجل فيه النتائج كما يل :ينحضر الجدول

A B C D E

1 5 Face 
 الوجه

Effectif 
 التكرار

fréquence
 التواتر

2 2 1

3 6 2

4 6 3

5 5 4

6 1 5

7 4 6
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يجاد التكراراتإ

:نستخدم الدالةA في العمود1لكي نحسب تكرار العدد

);(: critereplageSI�B

. رمية 1500توافقplageنأحيث

.1نھا توافقإفcritereماأ

:ندخل العAقة2D في الخلية

²B.SI(A$1:A$1500 ;C2)=

من نحدد "EDITIO²/REMPLIR/BAS"و نختار7Dلىإ2DالخAيا

.6/1500=250لىإن التواترات تؤولأللتحقق من9Fعلى اللمسة ننقر مرة

يجاد التواتراتإ

:ندخل العAقة التالية2Eفي الخلية

1500/2D=

:ذلك بعدو نختار7Eلىإ2Eنحدد الخAيا من

"EDITIO²/REMPLIR/BAS"

منأللتحقيق من9Fننقر على اللمسة منأ 0,17ن التواترات تقترب .6/1ي

5الشكل التالي يبين لنا تذبذب التواترات لكل وجه من وجوه الحجر بمقارنة

.50=عينات ذات نفس الحجم ھنا في ھذا المثال عدد رميات الحجر



______________________________________________ ا�حصاء  

 77

 العينة الخامسة الرابعةالعينة العينة الثالثة العينة الثانية ا�ولىالعينة الوجه

1 0,16 0,22 0,18 0,08 0,2 

2 0,08 0,18 0,12 0,18 0,16 

3 0,14 0,2 0,24 0,2 0,14 

4 0,24 0,08 0,14 0,2 0,18 

5 0,14 0,16 0,16 0,16 0,2 

6 0,2 0,16 0,16 0,18 0,12 

0
0,05
0,1

0,15
0,2

0,25
0,3

0 2 4 6 8

العينة ا�ولى
العينة الثانية
العينة الثالثة
العينة الرابغة
العينة الخامسة

2مثال

: مرة 1500ھاھي ذي بعض النتائج المتحصل عليھا عندما نرمي حجر نرد

 التواتر التكرار الوجه

1 247 0,16 

2 281 0,19 
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3 266 0,18 

4 244 0,16 

5 263 0,18 

6 199 0,13 

eخرىأن عينة ھاھي ا:

 التواتر التكرار الوجه
1 246 0,16 
2 231 0,15 
3 238 0,16 
4 260 0,17 
5 276 0,18 
6 249 0,17 

9Fن التواتر يختلف في كل مرة بعد النقر على اللمسةأمن خAل ھذا نرى

فبالرغم من انه حا فيإفظنا على نفس العدد من الرميات  ذا قام بھذا عدة تAميذ

ف وإالقسم .ندعو ھذا بتذبذب العينة نھم يAحظون ذلك بوضوح

 نا العينات ذات الحجم الواحد فبقدر ما كان التذبذب ضئيA بقدر ما ذا قارإ

 مكان تعميمھا على المجتمع الذي ھو ذه العينات صالحة لAستعمال وبا�ھكانت

.الدراسة ھدف
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مثال

 التواتر التكرار الحجر

1 300 20,00% 

2 400 26,67% 

3 100 6,67% 

4 200 13,33% 

5 100 6,67% 

6 400 26,67% 

 %100,00 1500 المجموع

و يمكن تمثيله بيانيا 1500ن ھذا الجدول خاص برميأنAحظ  مرة لحجر النرد

:يلي كما

المدرج التك�راري

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

1 2 3 4 5 6

Série1
Série2
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مثال

ذو50محاكاة نجازإنريد و حساب عدد المراتأ6 رمية لحجر النرد  وجه

.يظھر فيه الوجه الذي

 عددا50دخالإو) Star Calcورقة حساب(وأ  EXCELفتح ورقة جديدة•

ذو6صحيحا محصورا بين الواحد والعدد وأ10 داخل جدول أيبد عمدةأ5سطر

.10Eلى الخليةإ1Aمن الخلية

ن نصلألىإو ھكذا ...،2العدد2Gفي الخلية،1العدد1Gدخال في الخليةإ•

.6ندخل العدد6Gلى الخليةإ

من• .6Hلىإ1Hنحدد الخAيا

 المكان المسمىفي FREQUE²CE(A1 :E10 ;G1 :G6)= تكتب العAقة•

:ن واحدآفي ات اللمسو نثبت ھذا بالنقر على barre de formuleـب

CRTL,SHIFT,E²TREE 

ا�إ• نأيمكننا التحقق من6Hلىإ1Hواة في الخAياحتعداد المذا جمعنا

.50مجموعھا يساوي

عننشئ• ا� تمثيA بيانيا  المقابلة لحجرعداد لى شكل مدرج تكراري بحيث نحمل

 للتكرارات الموافقةما محور التراتيب نخصصهأعلى محور الفواصل النرد

.وجه النرد�ا
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:ليه في الخطوات السابقة في مجدول كالتاليإيكون التوزيع المشار

2 1 1 1 1 1 30 

1 2 1 1 2 2 20 
1 2 2 1 1 3 0
2 2 2 2 2 4 0
1 2 2 1 2 5 0
2 1 2 1 1 6 0
2 2 1 1 2

2 2 2 2 2
2 1 1 1 1
1 1 1 2 2

Aكان التوزيع باستخدام الطلبية ا�ولى الخمسة ا�عمدةفمث 

=E²T(ALEA()*a+1) 

و ھذا بسحب الفارة10Eلى الخليةإ1Aعداد من الخليةو ذلك بتوزيع ا�

فيا+شارة من ا� ا�إلموجودة  سفل على كل الخAيا حدى زوايا الخلية من

.عAهأليھاإالمشار

ا�ما العمأ .6لىإ1عداد من ود السابع فھو الذي سجلنا فيه

بعلما العمود السابع فھو الذي تحصأ : كتابة العAقةدنا عليه

)=FREQUE²CE(A1 :E10 ;G1 :G6 
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.وبليل البياني المطوالشكل التالي يبن لنا التمث

المدرج التكراري

1 2 3 4 5 6

30
20

0 0 0 0
0

10
20
30
40

1 2 3 4 5 6

قيم اوجه النرد

رار
لتك
ا Série1

Série2

.\نجاز محاكاة جديدة9Fننقر على•

²Bلة من جديد لكن ھذه المرة باستخدام العAقةأنعيد طرح المس .SI() 

:و ندخل العAقة التالية1Hننقر داخل الخلية.1

)=²B.SI($A$1:$E$10;G1:G6 

ا�نكتب ھذه العAقة ا�سفل لكي نحصل في .خرىعلى التكرارات الموافقة للقيم

)كتابة او صورة(انجاز محاكاة لقطعة نقدية

م �في ھذا المثال نحاول انجاز  نرفقجل ذلك حاكاة لرمي قطعة نقدية متوازنة

.1 بينما نرفق للكتابة العدد0 للصورة العدد

.0وأ1 عدد صحيح مساويا للعدد500شكل•

.1 وتكرار العدد0د اوجد تكرار العد•
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.و الكتابة استنتج تواتر الحدثين الصورة•

.قارن مع النتائج المتحصل عليھا بواسطة حساب ا\حتمال•

و قارن بين 1000اعد ھذه المحاكاة مع تشكيل ھذه المرة وا�ولىالنتيجتين عدد

.الثانية المتحصل عليھا في الحالتين

ين حل التمر

:ندخل الطلبية3Aفي الخلية

)2E²T(ALEA()*=

 الموجودة)+(و منه نسحب الفارة من العAمة3Eلى الخليةإبعد ذلك نعمم

 عدادأفنحصل عندئذ على202Eلى الخليةإن نصلألىإسفل ھذه الخليةأ

و الصفررجحأتت  العدد الذي يظھر فيه الصورة أي الصفر يساوي بين الواحد

ب236 :رسال الطلبيةإو يمكننا لحصول عليه

)²B.SI(A3:E102;0=(

اeأ :الطلبية ذلك بواسطة 264ننا نجده يساويإف1 خر أي ظھور العددما الوجه

)1²B.SI(A3:E102;=(

فأ ب0سبة للعدد بالن 0,524نه يساويإما التواتر : رسال الطلبيةإو يتم حسابه

500/3G=

و بنفس الطريقة0 ھو الخلية التي كتب فيھا التكرار الخاص بالعدد3Gنأحيث
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.0,524فنجده يساوي1 نجد التواتر الخاص بالعدد

لأ ف1000ـ ما بالنسبة اإ عدد 1 في حين تكرار العدد 481ھو0لعددن تكرار

. دائما باستعمال نفس الطلبية519فھو يساوي

و يساوي 0,481 ما التواتر فھو يساوأ . بالنسبة للواحد 0,519بالنسبة للصفر

ماأو يمكن استخAص النتيجة و  نجدهن ھناك فرق طفيف بين الذي تحصلنا عليه

. في النظري

مAحظة

 محاكاة لرمي حجري نرد تتم بنفس الطريقة التي تمت فيھا المحاكاة نجازإ

با�ولى .عمودينن نم�أ لكن

ا�إ يمكننا ا�دخال مجموع  ظھارإنبحث عن التواتروأوجه رقام المسجلة على

و ھذا يتم بالمراحل التالية :الضعف

: مرة لحجر النرد100انجاز محاكاة لرمي•

ا� بجعل نتائ .خرآونتائج الحجر الثاني في عمود ول في عمودج الحجر

ا�• .في عمود ثالث عداد المتحصل عليھا لكل حجرنكتب مجموع

:و التواتر للمجاميع التي وقعتأنحسب التكرار•

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.

و علق على النتائج التي تحصلت عليھا• .ارسم مدرج تكراري
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 Excelخصا لما نجده خAل عملنا في ورقة يما يلي ملف

A B C D
 التواتر مجموع الحجرين الحجر2 الحجر1

4 1 5
4 4 8 2 0,05 
6 6 12 3 0,1 
2 1 3 4 0,07 
1 4 5 5 0,07 
3 1 4 6 0,15 
1 1 2 7 0,19 
1 5 6 8 0,12 
2 2 4 9 0,12 
2 1 3 10 0,05 
5 2 7 11 0,05 
3 6 9 12 0,03 
3 2 5
5 2 7
6 1 7
4 2 6
4 2 6
5 6 11  
2 5 7

ا�أنأحيث =E²T(ALEA()*6+1ول ول عدد في العمود
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 سفل الخليةأالموجودة في زاوية (+) العAمة بعد ذلك نسحب بواسطة الفارة

فيا�و بنفس الطريقة العدد عدد100خر خلية تناسبآلىإالموافقة لھذا العدد  ول

.)يضاألى العمود الثانيإبسحب الفارة(العمود الثاني

: العAقة التاليةهالعمود الثالث ندخل في

SOMME(A4;B4)=

ا�ھو العدد ا�4Aحيث بدول في العمود 4Aنا الكتابة انطAقا من الخليةأول أي

.ول من العمود الثاني ھو العدد ا�4Bحيث

}عداد العمود الرابع نخصصه لكتابة ا� }12;11;10;9;8;7;6;5;4;3;2R x =

س فنخصصه لكتابة التواتر ما العمود الخامأ5E الكتابة مثA انطAقا من الخليةأنبد

ب  ²B.SI(plage ;”= ”)=:دخال العAقةإو ذلك

تمرين

 ھذا التمرين نولي اھتمام لظھور العدد المضاعف عندما نرمي حجري في

.Dنرمز له بالرمز النرد

 مرة بكتابة النتائج في عمودين من 100نحاكي رمي حجري نرد.1

.100Bلى الخليةإ1Aالخلية

: العAقة التالية جل ھذا ندخل�.2

SI(A1=B1;"D";"S)                          =
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 ما الرمزأذا كانت الرمية توافق الضعفإDن كتابة الرمزأھذه العAقة تبين

Sنه يكتب في الحالة المعاكسةإف.

 أي التكرارDالمرات الحصول على نحسب عددSI�B.()بواسطة الدالة.3

و ھذا انطAقا من الخليةفالموا .100Cلى الخليةإ1Cق لذلك

و نAحظ النتائج المتحصل عليھا9Fبواسطة اللمسة.4 .نعيد المحاكاة

و نذكر فيأنعود من جديد  طارإن الھدف من طرحنا لمثل ھذه المواضيع

ا�الجديدة البرامج وو بالضبط مادة الرياضيات للصف  ول ثانوي ھو تعلم

 المجدول، داة \نجاز المحاكاةأكTableurاستخدام المجدولةستعاب كيفيا

Excel (Microsftھو  خرىأدواتألى ذلك ھناكإفةضا با�( الذي اختير

اeأيمكن ا\عتماد عليھا ا�\ وھي و نواع \ت الحاسبة التي وھي متعددة

و الم حصائية مثل المتوسطا�باستطاعتھا حساب المؤشرات  ...نوالو الوسيط

او التواترات فنسجلھأما التكراراتأحصائيةإجل ذلك ندخل المعطيات في قائمة�

ا�)ذا وجدتإ( خرىأفي قائمة  حصائية ذات متغير واحد بعد ثم نبعث الحسابات

لÆنأ و القائمة الموجود فيھا التكرارات نبين  لة القائمة الموجود فيھا المعطيات

اeأخير نجدا�التواترات في فين منآلة سجلت  مؤشراتن واحد كل ما نحتاجه

 ...وأو الوسيطأ كالمتوسط حصائيةإ

اeإ بأت الحاسبة يمكن\ن استخدام نأن يتم ماذنواع مختلفة :يلي كر منھا
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 TEXASلةآ.1

 CASIO-GRAPHلةآ.2

 VIEILLE CASIOلةآ.3

HPلةآ.4

 TI-83لةآ.5

eف كل واحدة من ھذه اAستعمال ربما اختAت لھا تقنيات خاصة بھا ل\ 

ا�ن طفيف بي  ففي الكتاب.ى نتائج واحدةلإخير تؤدي بعضھا البعض لكنھا في

اeھالمدرسي .5لة رقم نالك شرح مفصل لكيفية استعمال

اeأ اeما  2CASIO-GRAPH لة رقمن فنعرض كيفية استخدام

:الخطوات المتبعة ھي

:و ننزع محتوى القائماتأيلكي نمح.1

 DEL-Aق على العمود الذي نود نزعه نحدد نضع الزال menu STAT نحدد

.YES بعد ذلك

و التواتراتأو التكرارات1 أي قائمة  LIST1ندخل المعطيات في العمود.2

.2في العمود قائمة

3.Æل و قائمة التكرارات نوضح .لة قامة المعطيات

�أ 1VARXlistجل�1نختار قائمة. SET بعد ذلك CALCنحدد جلي
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بع1القائمة متغير واحد في . أي للتكرارات  21VARfreq ذلك نختار قائمةدو

.CALCلىإللرجوع EXITننقر على اللمسة

ا�.4  ا\نحراف المعياري(، 1VAR:حصائية ذات متغير واحدنبعث الحسابات

)nxσليه بالرمزإفي الفقرات السابقة يرمز ليهإالذي اشرنا

بعض التمارين \نجاز ھذه الكيفية في حساب المؤشرات

تمرين

ا\أعطيات التاليةمبين مع ال و ون المتوسط الحسابي  الوسيطنحراف المعياري

:ھي

2تمرين

:بين انه من اجل المعطيات التالية

18,25,7,9,4,13,12,11,13,15,18,19,7,9,54 

:نجد
7....56,11.....6,14 === Medx σ

  EXCELلى التمثيل البياني بواسطةإھذه الفقرة نخصصھا

:حصائية تمثيل سلسلة من المعطيات ا�

13......64,1.....21,10 ==≈ Medx σ
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:حصائية التالية لتكن لدينا السلسلة ا�

12 1045451321122

:لتمثيل ھذه السلسلة بيانيا نتبع الخطوات التالية

في.1 .عمود على شكل EXCELندخل المعطيات

 نحدد سلسلة المعطيات التي نريد تمثيلھا.2

 نستطيع بعد ذلك اختيار النوع من البيانات.insertion graphiqueنختار.3

 نواع مختلفة نختار المدرج التكراريأالمقدمة لنا ضمن نافذة يوجد فيھا

و ننقر على احد ا� Aنواع المعطاةمث.

و ھذا"  maintenir appuyé pour visionner"ننقر على اللمسة.4

.نشائهإحتى نتمكن من رؤية الشكل في نفس الوقت الذي نحن بصدد

ذ على الشكل كاول نتحصل عندئ.  suivantننقر بعد ذلك على اللمسة.5

.منظور له

 جراء بعضإ نتصل على نافذة من خAلھا يمكننا  suivantننقر على اللمسة.6

الأالوسطاء كالعناوين  ...وأمو القيأتخطيطو

 خيرا على الشكل المطلوبأ للحصول terminerوأ  finننقر على اللمسة.7

:عندئذ نحصل على الشكل التالي



______________________________________________ ا�حصاء  

 91

0

5

10

15

20

25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Série1

:تمثيل سلسلتين من المعطيات

فيأيحدث و ذلكآحيانا جمع التمثيAت البيانية لسلسلتين من المعطيات ن واحد

ل� وإھذا يكفي مكانية المقارنة بينھما  دخال السلسلتين من المعطيات في عمودين

.تباع المراحل المذكورة سابقاإتحديدھما في نفس الوقت قبل

تمثيل المدرج التكراري

نأيمكن في ھذه الحالة وإخذأن  السلسلةحدى السAسل محور للفواصل

في، خرى محور للتراتيبا� ا\أمثA لنعتبر توزيع العAمات :متحانات حد

 العAمات9876543210 10

 التكرار11152154736423

 العAمات131211 191817161514 20

 التكرار1245912322231
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:ن التمثيل البياني لھذه السلسلتين ھو التاليإ

0
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10

15

20

25

1 4 7 10 13 16 19 22

0 1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18
19 20
Série2

:مثل في بيان واحد السلسلتين التاليتين

87654321i

452105432ix

15234561iy

الحل

1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 10 2 5 4 

1 6 5 4 3 2 5 1
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المدرج التكراري للسلسلتين
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xi

yi

و التكرارات في عمودين.1 .ادخل العAمات

 \ختيار نوع البيان Insertion graphiqueحدد التكرار ثم اختر.2

.المفضل لديك

.suivantانقر على.3

  Etiquettes des abscisses ثم  serie يكفي النقر على2في المرحلة.4

. انقر بعد ذلك على الحيز الصغير الذي يمثل الجدول.5

المدرج التك�راري

0
10
20
30
40

0 3 6 9 12 15 18

Série1

eا�ن بانجاز المحاكاة نھتم ا  عداد التي لرمي حجري نرد حيث نسجل مجموع
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.تظھر على وجه الحجر

مح.1 ا� مرة 100اكاة لرمي انجز  ول في لحجري نرد بكتابة نتائج الحجر

و نتائج الحجر الثاني في عمود .خرآعمود

.اكتب في عمود ثالث مجموع النتائج المتحصل عليھا.2

.2,3,4,5,6,78,9,10,11,12للمجاميع احسب التواتر.3

و علق على النت انشئ.4 ا� مدرجا تكراريا .خيرة ائج

المدرج التك�راري

0

0,05

0,1

0,15

0,2

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

مجموع ا�وجه

تر
توا
ال

Série1

بن ھذاإ ا�EXCELرسال مجدولإنتحصل عليه ولأول لكتابة نخصص العمود

 E²T(ALEA()*6+1)=ن يظھر بشكل عشوائي أي ندخل العAقةأعدد يمكن

 100أي نحسب 100لى الخليةإ حتى نصل)+( بعد ذلك نعمم بسحب العAمة

ا�ول كتابة ثم نعيد الكتابأخلية بعد  ما العمودأي سلوب في العمود الثانة بنفس

ا�الثالث فنكتب فيه المجاميع و الثاني التي التي تظھر لنا من رمي الحجر  ول



______________________________________________ ا�حصاء  

 95

ب :دخال العAقة التاليةإنحصل عليھا

=SOMME(A1 ;A2) 

ا�أھوA1نأحيث و ول عدد نحصل عليه في العمود ا�A2ول  ول في ھو العدد

لىإ الخلية F2 عمود رابع مثA انطAقا من العمود الثاني بعد ذلك نكتب المجاميع في

.F12الخلية

:خيرا ندخل العAقةأو

=²B.SI(C2:C100;F2)/100 

:ن العAقةأحيث

C2:C100 

 يشمل العمود الذيو ھو C100لى الخليةإC2ننا نحدد انطAقا من الخليةأ تعني

.على المجاميع

�بعد  ول على الرسم الخاص بالمدرج مكانية الحص ھذا الشرح المقرب

ةھو ذا الجدول المستخلص لفھم المراحل السابقة المتشكلة من ورقھا، التكراري

EXCEL عدد في العمود17للتوضيح فقط أي يشمل فقط على بشكل مختصر 

�ا� و كذلك العمود الثاني  ما العمودأ عدد على الورقة 100 يستحيل كتابةهنول

و ھو كما نAحظ الثالث = فھو مخصص لكتابة المجاميع 10 6+4.
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 المجاميع العمود الثاني العمود ا\ول
6 4 10 
4 1 5
1 3 4
5 1 6
4 2 6
3 4 7
2 6 8
4 5 9
5 4 9
3 1 4
1 1 2
2 4 6
2 5 7
1 5 6
4 3 7
3 5 8
2 4 6
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 التواتر المجاميع
5 0,1 
6 0,08 
7 0,17 
8 0,14 
9 0,13 

10 0,07 
11 0,1 
12 0,03 

 ما العمود الثاني فھو شمل علىأول يمثل المجاميع ما ھذين العمودين فا�أ

ب ھيإالتواترات التي حصلنا عليھا و التي :دخال العAقة السابقة

²B.SI(C2:C100;F2)/100=

طرق العد

و ا\حتما\ت التي يجب ل­حصاءنا في دراستا�ھميةمن بين القواعد بالغة

ھيإليھاالتعرض  ما يسمى بالتحليلأو" طرق العد" قوانينو الوقوف عندھا

. analyse coombinatoireالتوافقي

ساسي للعدا�المبدأ♦

من انطAقا وه تتحقق كبير جدا نتائجھا إمكانات تجربة عدد أمام كنا إذا

 بتجربة ثانية نتيجة متمايزة متبوعة1n بسيطة ذات ولىأتجربة مرتبة معينة من
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 فة الممكنة للتجربة المختلا�مكاناتعندئذ فان عدد الخ ... نتيجة متمايزة2nذات

:الكلية تكون

k21 n.......nnn ×××=

مثال

 نختار أو\د5و بنات7 منھم تلميذ12من ليكن لدينا مجموعة مؤلفة

و يكونأنتلميذين بشكل ؟ الممكنة ا�مكاناتما ھي عدد ولد لدينا بنت  المتاحة لنا

: للعد يكون لدينا ا�ساسي المبدأحسب

1 2

7 5
35

n n n= ×
= ×
=

مثال

و حجر نرد ما ھي عدد النتائج الممكنة  الحصول عليھاالتي يمكن نرمي قطعة نقود

؟  في ھذه التجربة

TH القطعة تحمل وجھينأننAحظ فاأما, ھي أوجه ستة يحملهن حجر النرد

ھيو منه حسب ما سبق عدد النتائج الكلية الممكنة لھذه6,5,4,3,2,1  التجربة

1262 =×.
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) تكراربدون(ةلترتيباتعريف♦

مpـل) بدون تكرار(ندعو ترتيب منأ عنصرا متمايزا  عنصرnخوذا

( )np ل لھذه العناصر مرتبة بدون تكرار متتاليةكل≥ pـو نرمز لعدد التراتيب

ـبnن عنصر من بي
p
nAقة التاليةAو يعطى بالع:

( ) ( )1pn.............1nnAp
n +−−=

:التالية بالمراحل أخذھا ھذه العناصر تتم إن

با�ولاختيار العنصر  طريقةnـ يتم اختياره

ب )ـاختيار العنصر الثاني يتم اختياره )1−nطريقة 

 .................................ھكذاو

بpاختيار العنصر )ـيتم اختياره )1pn . طريقة−+

:ھي للعد فان عدد الطرق الممكنة ا�ساسي المبدأومنه حسب

( ) ( ) ( )!
!1.................1
pn

npnnn
−

=+−−

)مع التكرار(ةتيبتعريف التر♦

:التالية في الحالة عدد التراتيب مع التكرار يعطى بالعAقة
pp

n nα =
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مثال

من8ما ھي عدد الكلمات ذات .uemathématiq الكلمة التي يمكن تشكيلھا

: حسب ما سبق لدينا
12!
8!

12 11 10 9
11880

p
nA =

= × × ×
=

)$PERMUTATIO(ريف التبديلةتع♦

 التير كل متتالية مرتبة لھذه العناصnمن المرتبة ندعو تبديلة بدون تكرار

.nعددھا

n!p n =

ھ الواقع كل تبديلة ھو  عنصر فيnذه المجموعة ذات عبارة عن تقابل

و  ترتيبه تكافئيعنصر ھيn كل تبديلة ذاتإن نعبر عن ذلك بقولناإنيضاأذاتھا

ھيل pn أيnمنمأخوذةعنصرn ترتيبه تكافئيعنصر =.

: عنصر يعطى بالعAقة التاليةnعدد التباديل ذات

n!pn =
مثال

منطبكم 4,3,2,1 التاليةا�رقامنم أرقام أربعةريقة يمكن تشكيل عددا
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الحل

ب p4!244: طريقة أي4!ـيتم ذلك ==

)مع التكرار(تعريف تبديلة♦

 عنصر الذي نبحث عن عدد التباديل الخاصة بهnقد يحدث انه من بين

: حالة عدد التباديل يكون كما يليال عنصر متماثل في ھذهrھنالك يوجد

( )

r!
n!

p
prp

r

n
n

=

=

مAحظة

.ir=1 كانت التكرارات غير موجودة إذا

تعميم

( )
k21

k21n r......rr
n!r....,,.........r,rP

×××
=

:أنحيث

nr..........rr k21 =+++

)combinaison(تعريف التوفيقة♦

مpندعو توفيقة ذات منخأعنصر ) عنصرnوذة )np  كل متتالية غير≥
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و عدد ل مرتبة لھذه العناصر بnعنصر من بينpـالتوفيقات ـنرمز له
p
nCو

:يعطى بالعAقة التالية

( )!pnp!
n!C p

n −
=

مثال

و8لدينا �6رجال .ربعة مناصب شغل نساء يتقدمون للتوظيف

؟ مكانات المختلفة لتوظيفا�ما ھو عدد-  ھذه المجموعة

ا�- وأنناأعلما مكانات المختلفة لتوظيف ھذه المجموعة ما ھي عدد  خذنا رجلين

؟ا  مراتين

الحل

س و غيرلدينا ھنا ا�ذنإ مرتب حب بدون تكرار  لتوظيفةمكانات المختلفعدد

:ھو ھذه المجموعة

:ساسي للعد يكون لديناا�أحسب المبد-1

2 2
8 6

8! 6!
2!6! 2!4!
420

C C× = ×

=

4
14

14!
4!10!
6006

C =

=
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مجموعة تمارين

ول التمرين ا�

من عدادأكم عدد يمكن تشكيله مؤلف من ثAثة ا� مختلفة :عداد التاليةبين

{ }9,.....,2,1
التمرين الثاني

ا�نفس ال }عداد سؤال لكن ھذه المرة مؤخوذة من }9,....,2,1,0.

التمرين الثالث

و8صندوق يحوي من  كرات عشوائيا خمست سوداء نسحباكر4 كرات بيضاء

؟وبيضاوبة كرتانحن يكون لدينا في العينة المسأفما احتمال .يتان
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ا�حتما�ت

ا� Blaise Pascalالعالم بليز بسكال يعتبر  وائل الذين اھتموا احد العلماء

و كان قد اتفق مع العالم بيار دي فارما   Pierre de Fermat بحساب ا�حتمال

و انط>قا من ذلكأن العشوائية يمكنأعلى 1950 سنة ن تكون دراسة علمية

.لمية في ھذا الميدان توسعت البحوث العالوقت

Cوھمألىإشارة لھذا تجدر بنا ا  ا�ت التي نظرية ا�حتمسسأقواعد

و السابقةوماتنا التي ذكرناھا في الفقرات معلباستيعاتساعدنا على  وتنمي فكرنا

قدبتجانحن نقوم و م>حظات في مختلف الميادين التي  تقع تحت ظروف رب

 لما كانت نظرية ا�حتما�ت ھي العلم الذي يدرس الظواھروةمختلفأومتشابھة

و  ننا يجب التذكيرإفاCحصاءفي لى نتائج كما ھو الحالإيقوم بتحليلھا العشوائية

وأ . بمفھوم التجربة شيءكل قبل و�

 القينا في إذا قياس فمث>أو م>حظة إلىفالتجربة ھي كل عملية تؤدي
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وأونحصل على نتيجتين ھما الصورة فإنناد غير مزيفة قطعة نقوالھواء  الكتابة

بنرمز THـلھما ما نطلق على مجموعة النتائج الممكنةو,  فضاء( خ>ل تجربة

ب) ا�حداث ا�بتدائية .Ωو نرمز له

ا�♦ بتدائيتعريف الحدث

 الممكنة للتجربة مجموعة تتكون فقط من إحدى النتائج الحدث ا�بتدائي ھو

فضاء ا�حداث ا�بتدائية♦

.ھو مجموعة كل النتائج التي نحصل عليھا خ>ل التجربة

مثال

 أن فضاء ا�حداث ا�بتدائية التي نحصل عليھا خ>ل رمينا لحجر النرد مرة

:واحدة ھو
{ }6,5,4,3,2,1=Ω

 العشوائيا�بتدائي الحدث♦

و نرمز له بأحرف مثل :ھو كل مجموعة جزئية من فضاء ا�حداث ا�بتدائية

,........,,, CBA.

 العمليات الشھيرة في نظريةأن التعريف العام ل>حتمال نذكر إعطاءقبل

في أيضا صلحت الخ ...،مة المتم،رقالف، التقاطع،المجموعات مثل ا�تحاد

.حدث نقول مجموعة نقولأنمن بد� دراستنا لنظرية ا�حتمال فقط
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BA ھو حدث يقع إذا وقع الحدثان∩BAتقاطع حدثين . معا∧

BAالفرق بين حدثين .Bو لم يقعA ھو حدث يقع إذا وقع−

و نكتب � يمكن وقوعھما معا ∩=Φالحدثان المتنافيان ھما اللذان BA.

 الغير محتواة فيΩمتمم الحدث ھو حدث يحوي سائر ا�حداث ا�بتدائية من

بوAالحدث .A أو′Aنرمز له

التعريف العام ل>حتمال♦

بAفان احتمال وقوع الحدثΩحدثا منAإذا كان لدينا ـالذي نرمز له

( )Apبالع>قة التالية يعطى:

( )
n
mAP =

 الكلية اCمكانات عددnوA الم>ئمة لوقوع الحدث اCمكانات ھو عددmأن

.للتجربة

م>حظة

. فندعوه بالحدث ا�كيدΩبالحدث المستحيل أماΦندعو

الفضاء ا�حتمالي♦

)الفضاء ا�حتمالي ھو ث>ثية )pFA  ا�حداث ھو فضاءΩ حيث,,

 حدث أي أن لكلRو تأخذ قيمھا فيFھو دالة معرفة علىPو ا�بتدائية
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Aـب نرفق عددا حقيقيا نرمز له( )APإنحيثFقد تكون ھي مجموعة 

.A المجموعة أجزاء

ريفتمھيد للتع♦

 ا�بتدائية نرفق عددا موجبا نسميه احتما� ا�حداثلكل حدث من فضاء

 من خ>ل ھذا نصيغ التعريف العام ا�حتما�ت تساوي الواحد مجموع ھذهأنبحيث

 ل>حتمال

ا�حتمال دالة تعريف♦

RF:pاعتمادا على المعطيات السابقة ندعو الدالة ا→  حتمال دالة

:إذا تحققت الشروط التالية

•( ) FA0AP ∈∀≥

•( ) 1=ΩP

من• 1.........,,....., المتنافية ا�حداثإذا كانت لدينا متتالية nAAتحقق:

( ) ( ) ( ) ..................... 121 +++=∪∪∪∪ nn APApAAAp
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التمريناتبعض

و حجر نرد متوازن : التاليةا�رقام ذات ا�وجهل الحامنرمي قطعة نقود متوازنة

1,2,3,4,5,6 

 نتيجة كل رمية ھي تسجيل وجه القطعة النقدية ثم الرقم الظاھر علىأننعتبر

ھيأننفرض حجر النرد . الفرص في الوقوع متساوية النتائج

:المطلوب حساب احتمال كل من الحوادث التالية

•1Aع عد الحدث الدال و زولى وقوع الكتابة للقطعة النقدية .جي لحجر النردد

•2Aظھور العدد الفردي للقطعة النقدية .

•3Aو عدد اكبر تماما .4من ظھور الصورة للقطعة النقدي

الحل

TH القطعة النقدية لھا نتيجتين ھماأننفرض  ھي الصورةHأنحيث,

 النتائج إحدىوT ھي المجموعة المؤلفة من1Aلدينا ھي الكتابة عندئذ يكونTو

و ھي :أن أي 2,4,6التي ظھرت في حجر النرد

( ) ( ) ( ){ },6,,4,,2,1 TTTA =

 يتألففھوΩ ا�بتدائية ا�حداث فضاء أما،ا�ت الم>ئمة ھي ث>ثةذن عدد الحإ

له12من و حجر النرد و حسب6 نتيجة �ن القطعة لھا نتيجتين  المبدأنتائج
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ف ا�ساسي  في ھذه لحالة قد تظھر ومنه12=2×6 يساوين عدد النتائجإللعد

أيأالصورة ھين النتائجأو الكتابة للقطعة النقدية :التي نحصل عليھا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }H,1 , H,3 , H,5 , T,1 , T,3 , T,1 T,5

:و منه

( ) 5,0
12
6

2 ==Ap

:ھي3Aعدد نتائج الحدث

( ) ( ){ }6,,5, TT
:و منه

( ) 16,0
6
1

12
2

3 ===Ap

ھأنبعد ا المثال الذي يساعدنا على كيفية تطبيق تعريف ا�حتمالذ قدمنا

 يمكننا استخ>ص بعض �ت الكليةاالح عدد لعدد الحا�ت الم>ئمة علىالمساوي

:التي ھي المھمة الخواص

RFp كانت إذا .دالة احتمال فان النتائج التالية تكون صحيحة:→

1-( ) 0Φp =
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:في الواقع لدينا

Φ∪Ω=Ω

:ومنه حسب الشرط الثالث أع>ه يكون لدينا

( ) ( ) ( )
( ) 0=Φ⇒

Φ+Ω=Ω
p

ppp

:لدينا∋FAمن اجل أي حدث

:وھذا �نه لديناA ھو المتمم′Aحيث

Ω=′∪∧Φ=′∩ AAAA

و الثالث لديناو :حسب الشرط الثاني

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )APAP

APAp

pAAp

−=′⇒

′+=
=

Ω=′∪

1

1

: فعندئذ⊇BAإذا كان

( ) ( ) ( )APBPABPBA −=−⇒⊆

( ) ( )ApAP −=′ 1



____________________________________________ ا�حتما�ت  

115

:واقع لدينا في ال

( )ABAB −∪=
:و لما كان

( )ABA −∧

:متنافيان فحسب الشرط الثالث يكون لدينا

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )APBP
ABP

ABPAPBP

−=
−⇒

−−=

⊃BA: كان إذا

:فعندئذ

( ) ( )BPAP ≤

و كون  الصفر احتمال أي حدث اكبر أو يساويو ھذا اعتمادا على الخاصة السابقة

:بعبارة أخرى لدينا

( ) ( ) ( )
( ) ( )APBP

APBPABP
≥⇒

≥−=− 0

•( ) FAAP ∈∀≤≤ 10

:و ھذا راجع لكون
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( ) ( ) ( )
( ) 10 ≤≤⇒

Ω≤≤Φ⇒
Ω⊆⊆Φ

AP
PAPP

A

. الخاصة السابقة والخاصة ا�ولى وھذا نم خ>ل

:لديناFو حسب تعريف ا�حتمال من اجل أي حدثين من الصف

( ) ( ) ( ) ( )BApBpApBAp ∩−+=∪

:في الواقع لدينا

)حدثين وھذا �ن ال )BABA مع( ھما متنافيان فحسب الخاصة الثالثة∧−∩

BBAالعلم أن ما)∩⊇ :يلي ينتج لدينا

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )BAPBPAp

BABPApBAP
∩−+=

∩−+=∪

تعريف ا�حتمال الشرطي♦

)إذا كان )pF ,,Ωو كان �Bفضاء احتماليا  يساوي حدثا احتماله

و B علما أن الحدثAحدثا كيفيا إننا نعرف احتمال وقوع الحدثAكان الصفر

ب(فع> قد وقع :بالع>قة التالية)Bا�حتمال المشروط

( )
( )

( ) ( )BABPAP
BAP

BABABA

∩−+=
∪⇒

∩−∪=∪
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( ) ( )
( ) ( ) 0B/p
Bp
BApApB ≠

∩=

) بالرمز أحيانا يرمز ل>حتمال المشروط )BAp /.

م>حظة

 ا�حتمال المشروط أو الشرطي ھو احتمال �نه يحقق الشروط الث>ثة

.للتعريف يترك برھانه كتمرين

مثال

من5صندوق يحوي و كرتين سوداء اللون مرقمة5 إلى1 بيضاء مرقمة

ة بيضاء تكون الكرة المسحوبأننسحب كرة عشوائيا ما ھو احتمال.2 إلى1من

.1 تحمل الرقم أنھاعلما

الحل

"1الحدث سحب كرة مرقمة"Bو" سحب كرة بيضاء"الحدثAليكن

ك∩BAيكون عندئذ ھو1رة بيضاء رقم ھو الحدث سحب و احتمالھا
7
 أما.1

فھو يساويBالحدث احتمال
7
:و منه ا�حتمال المطلوب ھو2

( ) ( )
( )

2
1=

∩=
Bp
BApApB
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مثال

ل :نأبحيثBوAالحدثين دينا ليكن

( )
( )
( ) 2,0

5,0
3,0

=∩
=
=

BAp
Bp
Ap

):احسب ) ( ) ( )BpApBAp AB ....,....,∪

الحل

) المستقلة ا�حداث(تعريف♦

: تحقق ما يلياإذ مستقلين أنھماBوA نقول عن الحدثين

( ) ( ) ( )BpApBAp =∩

:ن التعريف السابق يكافئإف يختلف عن الصفرBا كان احتمالذإ

( ) ( )ApApB =
مثال

.آخر فانه يكون مستقل عن أي حدث0ذا كان احتمال حدث ما يساويإنهأبين

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
3
2.................

5
2

6,0
2,05,03,0

==

=
−+=

∩−+=∪

BpAp

BApBpApBAp

AB
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.آخرانه يكون مستقل عن أي حدثف1 كان احتمال حدث ما يساوي إذانهأبين

)قانون ا�حتمال المركب(قاعدة الضرب في ا�حتما�ت♦

BAليكن )حدثين من الفضاء ا�حتمالي∧ )pF ,,Ωبحيث :

( ) ( ) 00 ≥∧≥ BPAP
:عندئذ

( ) ( ) ( )
( ) ( )A/BpBp

B/ApApBAp
=

=∩

البرھان

ت :عريف ا�حتمال الشرطي لدينامن خ>ل

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2...../

/

1...../

/

ABPAPBAP
AP
BAPABP

BAPBPBAP
BP
BApBAP

=∩⇒

∩=

=∩⇒

∩=

.من خ>ل الع>قتين السابقتين نجد المطلوب

م>حظة

 من اجل ث>ثة أحداث القاعدة يمكن تعميم ذلك إلى أكثر من حدثين مث>

:كما يلي تصبح
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م>حظة

علالحدثينلقد عرفنا :ى أنھما الحدثين الذين يحققان الع>قة التالية المستقلين

) ( ) ( )APBAP =/

نأ قولناو ھذا يكافئB ليس له ع>قة بوقوع الحدثAأي أن وقوع الحدث

( ) ( ) ( )BPAPBAP =∩
نتائج

ما حدث,BA كان إذا :يلي ين مستقلين فعندئذ يكون لدينا

:إذا كان

( ) 0≠AP
:أنفعندئذ نستنتج

( ) ( )BPABP =/

)إذا كان ) 0≠BPنحصل على أيضا :

( ) ( )APBAP =/
:و منه يكون لدينا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPAPBPAPBAP −+=∪

BA يلي حدثين مستقلين فعندئذ يكون لدينا ما,BAإذا كان و حدثين مستقلين′,

( ) ( ) ( ) ( )213121221 A/AAP/AAPAPAAAP ∩=∩∩
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BAكذلك بن الثانيةإثباتنحاول,′′ . ا�ولى نبين ا�سلوبفسو

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )BPAPBP1AP1

AP1BPAP1
BPAPBPAP1
BAPBPAp1

BAP1
BAPBAP

′′=−−=
−−−=

+−−=
∩+−−=

∪−=

′∪=′∩′

م>حظة

و ذلك حسب القاعدة التالية :يمكن تعميم تعريف استق>ل أكثر من حدثين

قاعدة

CBAلتكن )ث>ثة أحداث من الفضاء ا�حتمالي,, )pF ,,Ωنقول عنھا 

:رطين التاليين الش مستقلة إذا تحققأنھا

•CBA .مثنى مستقلة مثنى,,

•( ) ( ) ( ) ( )CPBPAPCBAP =∩∩

: حدث أي أنnو ھذا يبقى صحيح من اجل

( ) ( ) ( ) ( )nn APAPAPAAAp ................. 2121 =∩∩

تجزئة ا�حداث

nDDلتكن  عندئذ نقول عنھاΩ متتالية منتھية من أحداث من1.........,,
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:إذا كانت تحقق الشروط التاليةΩتجزئة للحدث ا�كيد أنھا تشكل

•( ) niDp i ,.....,2,1......0 =∀≥

•Ω=∪∪∪ nDDD .......21

•jiDD ji ≠∀Φ=∩ ....... 

:يلي من خ>ل ھذا التعريف نستنج ما

:يلي فانه يكون لدينا ماΩحدثا منAإذا كان

( )
( ) ( ) ( )n21

n21
DA......DADA

D.....DDAAA
∩∪∪∩∪∩=
∪∪∪∩=Ω∩=

niDAفإذا �حظنا أن ا�حداث i ,....,2,1...  ھي متنافية مثنى مثنى نحصل∩=

:يلي على ما

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn DApDPDAPDPAp /........./ 11 ++=

: أي أن

( ) ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii DApDPAp

1
/

.و ھذا القانون ندعوه بقانون ا�حتمال المركب

) بايز  bays(نظرية

nDDDإذا كانت .,,.........,  حدثا منAو كانΩتجزئة للحدث ا�كيد21

Ωل مادفعندئذ يكون :يلي ينا
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
n,.....,1k/

D/ApDP

D/ApDp
A/DP n

1i
ii

kk
k ==

∑
=

البرھان

:من خ>ل تعريف ا�حتمال الشرطي لدينا

( ) ( )
( )AP
ADpADp k

k

∩=/

:أنو من خ>ل قاعدة الضرب في ا�حتمال نستنتج

( ) ( ) ( ) ( )1....../ kkk DAPDPADP =∩

:كذلك من خ>ل قانون ا�حتمال الكلي لدينا

( ) ( ) ( ) ( )2......./
1

i

n

i
i DAPDPAp ∑

=
=

.من خ>ل الع>قتين السابقتين نحصل على المطلوب
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 في ا�حتما�تريناتمسلسلة

ا�ولالتمرين

: أكتب ا�حداث التالية،Ωث>ثة أحداث من الفضاء ا�حتماليC,B,Aلتكن

.الذي يتحققAالحدث.1

و ليسB,Aالحدثان.2 .Cيتحققان

.على ا�قل أحد ا�حداث يتحقق.3

.� حدث يتحقق.4

.حدثان فقط يتحققان.5

.تتحقق في آن واحدC,B,Aا�حداث.6

التمرين الثاني

أن،Ωحدثان منB,A ليكن : نفرض

( ) ( ) ( )
20
3

3
2

4
1 =∩== BAP,BP,Ap

: التالية ا�حداثاحتمالأحسب

BAتحقق.1 ∨.

.فقط الذي يتحققAالحدث.2

3.�A,�Bيتحقق.
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لثالتمرين الثا

)ليكن )P,F,Ωو ليكن احتماليافضاءاAحيث احتمالياثا حد 

( ) 1=AP)ھو .)Ωھو ليس من الضروري

أن.1 ): أثبت ) 0=− ABP.

أن.2 ): أثبت ) 1=∪ BAP.

3.( ) ( )BPBAP =∩.

التمرين الرابع

و بنون:Aليكن لدينا الحدث .العائلة لھا بنات

. صبي ا�كثرالعائلة لھا على:Bليكن لدينا الحدث

. أطفال3 كانت لدينا عائله لھا إذاحدثين مستقلينB,Aبين أن

عإذاغير مستقليني حدثB,Aبين أن .ائلة لھا طفلين كانت لدينا

التمرين الخامس

 كرات عشوائيا5 كرات سوداء نسحب4و كرات بيضاء8صندوق يحوي

. كرات بيضاء3 أن تكون في العينة احتمالفما

التمرين السادس

:أنثي عشوائيين بح,BA ليكن لدينا حدثين
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( )

( )

( )
5
1

4
1
2
1

=∩

=

=

BAP

BP

AP

)وجدأ )BAP ∪.

.يكونان مستق>ن,BAنفس السؤال عندما

التمرين السابع

:إنثي عشوائيين بح,BAليكن لدينا حدثين

( )

( )

( )
60
23

3
1
4
1

=∪

=

=

BAP

BP

AP

: أحسب

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )BA/BAP,BA/BAP

B/BAP,B/AP,B/AP

∩∪∪∩

∩
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التمرين الثامن

 كي يكون المجموع الذيP ا�حتمالقذف حجري نرد متماثلين أحسبن

أن10عليه أكبر أو يساوي نحصل : علما

.10الحجر ا�ول أعطانا الرقم.1

.5على ا�قل أحد الحجرين أعطانا الرقم.2

التمرين التاسع

BAحدثين مستقلين بحيث,BAليكن ⊆.

)برھن أنه إما- ) 0=APأو ( ) 1=BP.

التمرين العاشر

و الكافي كي يكون  لدينا الع>قة مستقلين ھو أن يكون,BAأثبت أن الشرط ال>زم

:التالية محققة

( ) ( ) ( ) ( )BAPBAPBAPBAP ∩×∩=∩×∩

11ن التمري

 ھوM إصابة شخص بالمرض احتمالكشفنا في إحدى المستشفيات أن

أن.,30  أن يكون للشخص تحلي> سالبا علما أنه غير مصاب احتمالعلمنا

.,90 ھوMبالمرض

.,80 أن يكون له تحلي> موجبا ھو احتمالMرض فإذا أصيب الشخص بالم
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.Mبالمرض أن يصاب احتمالنأخذ شخص بشكل عشوائي له تحلي> موجبا فما ھو

التمرين الثاني عشر

. تعلن اCف>س كل سنة10شركة صغيرة منھا 1000من أجل

. تعلن اCف>س كل سنة2شركة كبيرة منھا 1000أجل من

.لدينا شركة تعلن اCف>س

أن. أن تكون الشركة المفلسة صغيرة احتمالأحسب  شركة أن تعلن احتمال علما

.,70صغيرة باCف>س ھو



____________________________________________ ا�حتما�ت  

129

 التمارينحلول

ا�ولحل التمرين

CBA:ھوهإيجادالحدث المطلوب.1  ھوAبمعنى الحدث.∩∩

و ليس .CوBإذن الذي يتحقق ھوCو ليسBوحده الذي يتحقق

CBAھوهإيجادالحدث المطلوب.2 ∩∩.

CBA:ھوهإيجادالحدث المطلوب.3 ∪∪.

4.( ) ( ) ( )CBCABA ∩∪∩∪∩

5.CBA ∩∩.

6.( ) ( ) ( )CBACBACBA ∩∩∪∩∩∪∩∩.

7.CBA ∩∩.

حل التمرين الثاني

BAھوهإيجادمطلوب الحدث ال : فھو يعطى بالع>قة التالية احتمالهأما.∪

( ) ( ) ( ) ( )

2
1

20
10

20
3

5
2

4
1 ==−+=

∩−+=∪ BAPBPAPBAP

إ ھويالحدث المطلوب BABAجاده بالع>قة فھو يعطىاحتمالهأما.−=∩
:التالية 

( ) ( ) ( )BAPAPBAP ∩−=∩
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:كما يلي التي تحصلنا عليھا

): ينا لد ) ( )BABAA ∩∪∩=

)و لما كان الحدثان ) ( )BABA : ھما متنافيان فإن∩∧∩

( ) ( ) ( )BAPBAPAP ∩+∩=

:نجدو بالتعويضو منه الع>قة أع>ه صحيحة

( ) ( ) ( )

10
1

20
3

4
1 =−=

∩−=∩ BAPAPBAP

BA:ھوهإيجادالحدث المطلوب : يعطى بالع>قة التالية فھواحتمالهأما.∩

( ) ( ) ( )

2
1

2
11

1

=−=

∪−=∪=∩ BAPBAPBAP

.- قانون مورقام- علىاعتمادالكذو

حل التمرين الثالث

:لدينا دائما

( ) ( ) ( ) ( ) 0111 =−=−=≤∩

⊆∩=−

APAP/APABP

AABAB

): نستنتج أن إذن ) ( ) ( )10..........ABPABP ≤∩=−

)2............( أي حدث اكبر أو يساوي الصفراحتمالكما أنه لدينا
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):يكون لدينا)2(و)1(و منه من خ>ل ) 00 ≤−≤ ABP

ھ .ا ھو المطلوب برھانهذو

)و بنفس ا�سلوب نبين أن ) 1=∪BAP،تحادCأي أننا ننطلق من خواص ا 

: بمعنى ل>حتمالج المستخلصة من تعريفنائو النتا

( ) ( )
( ) ( )11 .........BAP

BAPAPBAA
∪≤⇒

∪≤⇒∪⊆

): لدينا دائما كما أنه ) ( )21.......BAP ≤∪

: مما سبق لدينا من خ>ل الع>قتين السابقتين نستنتج أن

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )BAPBP

BAPBP
BAPBP

BAPBPAPBAP

∩=⇒
=∩−⇒

∩−+=
∩−+=∪

0
11

حل التمرين الرابع

792: عدد الحا�ت الكلية
57

125
12 =

×
=

!!
!C

3362: عدد الحا�ت الم>ئمة
4

3
8 =× CC

420: المطلوب ھو مالا�حتومنه
792
336 ,P ==.

حل التمرين الخامس

: لعائلة لھا ث>ثة أطفال ھو ا�بتدائيةفضاء ا�حداث
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{ }GGG,GGF,GFG,GFF,FGG,FGF,FFG,FFF=Ω

.8عدد الحا�ت الكلية يساوي

و بنون ھو الحدث العائلة : حيث يكون بنات

{ }GGF,GFG,GFF,FGG,FGF,FFGA =

): ومنه )
4
3

8
6 ==AP

: الحدث عائلة لھا صبي على ا�كثر فھو أما

{ }FFF,GFF,FGF,FFGB =

):ومنه )
2
1

8
4 ==BP

: ھما مستقلين يجب أن نبين أنB,Aلكي نبين أن الحدثين

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

}:لدينا }GFF,FGF,FFGBA =∩

):ومنه ) ( ) ( )BPAPBAP ×=×==∩
2
1

8
3

8
.و ھو المطلوب برھانه3

 يختلف تماما فيھده الحالة فضاء ما عندما يكون للعائلة طفلين فإن ا�مرأ

: يصبح كما يلي ا�بتدائيةا�حداث

{ }GG,GF,FG,FF=Ω

}:ما الحدثأ }GF,FGA و بنون= .فھو العائلة لھا بنات
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{ }GF,FG,FFB ): يكون لديناذعندئ= ) ( )
4
3

2
1

4
2 === BP,AP

BAما الحدثأ }: فھو معرف كما يلي∩ }GF,FGBA =∩

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ∩≠×⇒==∩
2
1

4
2

.ھما غير مستقلينB,Aو منه الحدثين

ين السادس حل التمر

ھ ھيذلحل و التي :ا التمرين نستخدم مباشرة الع>قة المعروفة

( ) ( ) ( ) ( )

20
11

20
4

20
5

20
10

5
1

4
1

2
1

BAPBPAPBAP

=−+=−+=

∩−+=∪

:ھما مستقلين فإنB,Aأما في حالة الحدثين

( ) ( ) ( ) ( )

8
5

8
124

4
1

2
1

4
1

2
1 =−+=×−+=

∩−+=∪ BAPBPAPBAP

حل التمرين السابع

1.

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
5
1

5
3

=∩

=∪−+=∩=

BAP

BP
BAPBPAP

BP
BAPB/AP
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2.

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

5
3

5
2

==∩=∩

=∩+=∩=

B/AP
BP

BAPB/BAP

BP
BAPBP

BP
BAPB/AP

3.

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )BAP

BABAPBA/BAP
∩

∩∩∪=∩∪

و التقاطع اعتمادالدينا : على خواص اCتحاد

( ) ( ) BABABAABA ∪⊆∩⇒∪⊆⊆∩

:من خ>ل ھذا نستنتج أن

( ) ( )( ) ( )( )
( ) 1

BAP
BAPBA/BAP =

∩
∩=∩∪

: بنفس ا�سلوب السابق لدينا.4

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )BAP

BABAPBA/BAP
∪

∪∩∪=∪∩

( ) ( ) ( ) ( )BABABABABA ∩=∪∩∩⇒∪⊆∩
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( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BAPAP1BAP1BAPBAP

BAPAP1
BAPBP

BAP
BAPBA/BAP

∩+−=∩−=∩=∪

∩+−
∩−

=
∪
∩=∪∩

:و بالتعويض نجد

( ) ( )( )
49
4BA/BAP =∪∩

حل التمرين الثامن

ھي 10≥كي يكون المجموعP ا�حتمال� :من بين النتائج الستة الممكنة

( ) ( ){ }5565 ,,,

:إذن
3
1

6
2 ==P

ھي5أحد الحجرين رقمه إذا كان على ا�قل� : فإن الحا�ت الممكنة

( ) ( ) ( ){ }562515 .11و عددھا,,,,......,,

11
3=Pيكون من بين الحا�ت10 حيث المجموع أكبر أو يساوي ا�حتمال �ن 

)الم>ئمة ) ( ) ( ){ }566555 ,,,,,.

حل التمرين التاسع

B,Aأنحدثي ):ن مستقلين يعني ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩.
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 10
010

=∨=⇒
=−⇒=−×

=×=∩
=∩⇒⊆

BPAP
BPAPAPBpAP

APBpAPBAP
ABABA

حل التمرين العاشر

و لنثبت أن الع>قة التالية محققةB,Aلنفرض أن الحدثين : مستقلين

( ) ( ) ( ) ( )BAPBAPBAPBAP ∩×∩=∩×∩

:لدينا

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩,( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

: وكذلك لدينا

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

. بالتعويض في الع>قة المفروضة نستنتج تساوي الطرفين للع>قة

:إثبات العكس

و نبرھن . أن الحدثين مستقلين أي نفرض أن الع>قة صحيحة
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )BAPBPBAPAP

BAPAPAPBAPAPBAPBP

.....BAPBPAP
BAP

BAPBAP
BAPAPBAPBPBAPBAP

BAPBAPBAPBAP

∩−∩−
∩+=∩−∩−

∩+−−
∩=

∪−×∩
∩−∩−=∪×∩

∩×∩=∩×∩

2

11

1

و أن ا�ختزالبالنشر :نستنتج

( ) ( ) ( )BPAPBAP ×=∩

.و ھذا يعني أن الحدثين مستقلين

حل التمرين الحادي العاشر

أن. ھو الحدث إصابة الشخص بالمرضMليكن )حيث ) 30,MP =

.نتائج التحليل موجبةϑو ليكن

. نتائج التحليل سالبةϑو ليكن

:و حسب المعطيات في نص التمرين لدينا

( )
( ) 8,0M/P

9,0M/P
=
=

ϑ
ϑ

): المطلوب حساب )ϑ/MP؟

:بايز" �جل ھذا نستخدم نظرية "
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( ) ( ) ( )
( )ϑ
ϑ

ϑ
P

M/PMP/MP =

: الشرطي ا�حتمالفي الواقع لدينا حسب تعريف

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )M/PMPMP/

P
MP/MP ϑϑ
ϑ
ϑ

ϑ =∩
∩=

: لدينا الشرطي ا�حتمال على قانون با�عتمادو

( ) ( ) ( ) ( ) ( )M/PMPM/PMPP ϑϑϑ +=

:كذلك يمكننا حساب

( ) ( )
( ) ( )

( ) 1,09,01M/P
1M/PM/P

7,03,01MP1MP

=−=⇒

=+

=−=−=

ϑ

ϑϑ

:و منه بالتعويض نتحصل على

( ) ( ) ( )
( ) 77,0

1,07,08,03,0
8,03,0

P
M/PMP/MP =

×+×
×==

ϑ
ϑ

ϑ

حل التمرين الثاني عشر

.للحدث أن تكون الشركة صغيرةµنرمز بالرمز

.للحدث أن تكون الشركة كبيرةηنرمز بالرمز

.ھو الحدث اCع>ن باCف>سFو ليكن
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:فيكون لدينا

( )
( ) 3,07,01P

7,0P
=−=

=
η
µ

. تكون شركة صغيرة علما أنھا مفلسةنأاحتمالالمطلوب حساب

)دإيجاأي ) =F/p µ؟

) الكلي نحسب ا�حتمال قانون باستخدامكما رأينا في التمرين السابق )FP.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 01,0/FP,002,0/FP
0076,0002,03,001,07,0

/FPP/FpPFP

==
=×+×=

+=

ηµ

µµηη

:بايز" باستخدام نظرية "

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

92,0
002,03,001,07,0

01,07,0
/FPP/FPP

/FPPF/P

=
×=×

×=

+
=

ηηµµ
µµµ
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المتغيرات العشوائية2

)ليكن )p,F,Ωفضاء احتمالي ندعو متغيرا عشوائيا كل تطبيق 

R:X →Ω

:يلي يحق ما

�( ) ( ) ( ){ }ωω Xa//aX =Ω∈∃=Ω

.تكون منتھية أو قابلة للعد

•{ }( ) FaX,Ra 1 ∈∈∀ −

) ندعو )aX لحدثا ووقوع ھذا الحدث يعني وقوع الصورة الع= ـكسية

aX :أي وقوع الحدث=

( ) ( ){ }aX:aX 1 =∧Ω∈=− ωωω

تصنيف المتغيرات العشوائية♦

أومنتھية المتغير العشوائي المنقطع ھو الذي تكون مجموعة قيمه الممكنة-1

.قابلة للعد

 منتھية المتغير العشوائي المستمر ھو الذي تكون مجموعة قيمه الممكنة غير-2

.أي غير المحدودة



____________________________________________ ا�حتما�ت  

141

دالة ا�حتمال لمتغير عشوائي منقطع♦

:نسمي الدالة
( ) ( )ii xXpxf ==

:Xبدالة ا�حتمال للمتغير العشوائي المنقطع

:إذا تحق الشرطان

1-( ) 0xf i ≥

2-( ) 1xf
x

i =∑

و التي ھي :يتم عادة تنظيم قيم المتغير العشوائي

{ },...x,........,x,xR n21x =

:والتي تقابلھا ا�حتما�ت التالية

( ) ( )( ),....xf,.....xf,xf n21

:في جدول ندعوه بجدول التوزيع ا�حتمالي

,........nx..........2x1xx

( ),.........nxf..........( )2xf( )1xf( )xf
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تعريف التوقع♦

فمتغيرا عشوائيا لهXإذا كان  المتوسطأون التوقعإدالة ا�حتمال السابقة

:المقدار التاليھو

( ) ( )∑
=

=
n

1i
ii xfxXE

.µو يرمز له كذلك بالرمز

خواص التوقع الرياضي♦

:عددا ثابتا فانcإذا كان

( ) ccE =

:يعطينا
( ) ( )xcEcxE =

. عدد ثابتcحيث

)لمتغير عشوائي منقطع(تعريف التباين♦

:تباين متغير عشوائي منقطع ھو المقدار

( ) ( )( )
( )
( )∑

≥
−=

−=

−=

1i

2
i

2

2

x

XE

XEXEXVar

µ

µ
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2 يرمز له عادة بالرمز
xσو ل>ختصار نضع( ) µ=XEأما إذا استخدمنا الشكل 

:المختزل فإننا نحصل على الع>قة التالية

( ) ( )
( )∑ −=

−=
2

i
2

i

22

xfx

XEXVar

µ

µ

تعريف ا�نحراف المعياري♦

ر ألتربيعي الموجب ياري لمتغير عشوائي منقطع ھو الجذا�نحراف المع

و .xσيرمز له بالرمز للتباين

مثال

:متغيرا عشوائيا منقطعا له الجدول ا�حتمالي التاليXإذا كان

210x

15
1

15
8

15
6( )xf

:حساب التوقع

( ) ( )

3
2

15
12

15
81

15
60

xxfXEμ
x

=

×+×+×=

== ∑
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:حساب الصيغة المختزلة للتباين

( ) ( ) 22XEXVar µ−=

:لحسب أو�

( ) ( )

15
12

15
12

15
81

15
60

xfxXE

222

x

22

=

++=

= ∑

:و منه نحسب التباين

:ومنه ا�نحراف المعياري

6.0
45
16

x =≈=σ

( ) ( )

45
16

3
2

15
12

XEXVar
2

22

=







−=

−= µ
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) ( fonction de répartitionتعريف دالة التوزيع ا�حتمالي المتجمع♦

:دالة التوزيع ا�حتمالي المتجمع ھي الدالة المعرفة كما يلي

[ ]
( ) ( ) ( ){ }xX/xX/xXpx

1,0R:F
≤Ω∈=≤≤→

→
ωω

: كما يليFنعرف الدالة

1xXإذا كان• ≤

( ) ( ) 0xXpxF =≤=

1JJإذا كان• XXX +<≤

( ) ( ) ∑
=

=≤=
j

1i
ipxXpXF

xX:إذا كان• n ≤

( ) ( ) 1xXpXF =≤=

مثال

و اعتبرنا المتغير  إذا كانت التجربة ھي رمي ث>ثة قطع نقدية متوازنة

: عندئذ يكون لدينا)face( أي الصور ھو الذي يدل على عدد ا�وجهXالعشوائي

{ }3,2,1,0Rx =
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( ) { }( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )

( )

( )
8
13Xp

8
32Xp

8
3T,H,H,H,T,H,H,H,Tp1Xp

8
1H,H,Hp0Xp

==

==

===

===

:و منه فان دالة التوزيع ا�حتمالي المتجمع

0Xمن اجل <:
)الدالة ) 0xF =

1X0من اجل <≤:

( )
8
1xF =

2X1من اجل <≤:

( )
2
1

8
3

8
1xF =+=

3X2من اجل <≤:

( )
8
7

8
3

8
3

8
1xF =++=

X3من اجل ≤:
( ) 1xF =
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المتغيرات العشوائية ذات التوزيع المشترك

:ھيX المنقطعالمتغير العشوائيبفرض أن مجموعة قيم

{ }
{ },.....y,........,yR

,...x,.....,x,xR

21y

n21x

=
=

)و نقول أن الحدث ) ( ), ,i jx y X Y = إذا وقع ك> من الحدثين 

( ) ( )ji yY,xX ب== و نرمز �حتمال وقوع الحدث ) الرمز معا )ji y,xf

:أي أن
( ) [ ]

,...n,.....,1j,...m,.....,1i

yY,xXpy,xf jiji

=∧=∧

===

و ھيY,X وھذه الع>قة تدعى بدالة التوزيع المشترك للمتغيرين العشوائيين

:تحقق الشرطيين التاليين

1-( ) 1j,iy,xf0 ji ≥∀≤

2-( )∑∑
≥ ≥

=
1i 1j

ji 1y,xf

:وزيع المشترك ضمن الجدول التالي ينظم جدول الت
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ny... 2y1yYXO المجموع
( )∑

≥1
1 ,

j
jyxf( )nyxf ,1( )21 , yxf( )11 , yxf1x

( )∑
≥1

2 ,
j

jyxf( )22 , yxf( )yxf ,2
2x

.........

...... ( )1, yxf mmx

( )∑
≥1

2,
i

i yxf( )∑
≥1

1,
i

i yxfالمجموع 

المتغيرات العشوائية المستقلة

:إنھما مستق>ن إذا كانY,Xنقول عن المتغيرين العشوائيين

( ) ( ) ( )yFxFy,xF YX=

)حيث )y,xFھو التوزيع المشترك للمتغيرينY,X.

)أما ) ( )yFxF YX و التوزيع المشترك للمتغيرXالتوزيع المشترك للمتغير∧

Yعلى التتالي.
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م>حظة

و السطر ا�خيرXل التوزيع الھامشي للمتغير العمود ا�خير يدعى بجدو

.Yبجدول التوزيع للمتغير يدعى

التغاير بين متغيرين عشوائيين

 بالرمزو يرمز لهY,Xنعرف التغاير بين متغيرين عشوائيين

( )Y,XCov التالية الع>قةب :

( ) ( )( )[ ] ( ) yxyx XYEYXEY,XCov µµµµ −=−−=

بين متغيرين تعريف ا�رتباط

بY,Xنعرف عامل ا�رتباط بين المتغيرين ) الرمزـو نرمز له )Y,Xρ

:الع>قة التالية

( ) ( )
yx

Y,XCovY,X
σσ

ρ =

 المعياري للمتغير ا�نحرافھوyσوXھو ا�نحراف المعياري للمتغيرxσحيث
Y.

بعض خواص ا�رتباط

•( ) ( )X,YY,X ρρ =

•( ) ( ) 1X,X,1X,X −=−= ρρ
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•( ) ( )Y,XdcY,baX,0c,a ρρ =++≠∀

•( ) 1Y,X1 ≤≤− ρ

تمرين

 ا�بتدائيةلى فضاء ا�حداثعنرمي حجري نرد متماثلين عندئذ نتحصل

:نتيجة مرتبة بالشكل التالي36 مؤلف من

( ) ( ) ( ){ }6,6,......,2,1,1,1S =

 يوافقX حيث أن المتغير العشوائي،Sين من المتغيرين العشوائيY,Xليكن

:القيمة العظمى لمركبتيه أي أن

( ) ( )b,amaxb,aX =

:فإنه يوافق مجموع مركبته أي أنYالمتغير العشوائي أما

( ) bab,aY +=

: لجداءيھما نمثله ضمن الجدول التالي ا�حتمالو منه قانون

المجمو
111098765432X 12ع

Y

1
36

0000000000
1

361

3
36

00000000.
2

36
02

5
36

000000
1

36
2

36
.003
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7
36

0000
1

36
2

36
2

36
2

36
.004

9
36

00
1

36
2

36
2

36
2

36
2

36
0.005

11
36

1
36

2
36

2
36

2
36

2
36

2
36

00.006

1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

.
2

36

1
36

المج
 موع

ªھذا الجدول سنحاول شرح كيفية م.

:مث>

)ن>حظ أن النقطتين ) (  ذاتSھما النقطتين الوحدتين من المجموعة3,2,2,3(

 العمود بھذه الطريقة إم5ªو مجمع المركبتين لھما يساوي3المركبة العظمى ھي

: إذن الرابع

:لدينا
( )

36
25Y,3XP ===

و ھو عدد النقاط يوافق عدد الحا�ت2حيث أن ھو الم>ئمة )و ) ( )3,2,2,3.

 ا�خرىو بنفس ا�سلوب نحصل على العناصر. الحا�ت الكلية فيوافق عدد36أما

. التي ھي في الجدول

و ا­نلنحسب :Y,X للمتغيرين ا�رتباطالتغاير

)ل ذلك لنحسببق )XYEا :لتالية الذي يعطى بالع>قة
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( ) ( )

2,34
36

1232
36
1126.......

36
232

36
121

y,xhyxXYE jiji

==

×++×+××=

= ∑

Y,Xلنحسب µµ:

( )
( ) 47,4

36
161

36
116

36
95

36
7.4

36
5.3

36
3.2

36
1.1xfx

XE

ii

X

==+++++==

=

∑

µ

( )
( )

7
36
112...............

36
67

36
56

36
4.5

36
3.4

36
2.3

36
1.2xfy

YE

jj

Y

=++

+++++==

=

∑

µ

YXأما �جل حساب , σσفإنه يجب أن نحسب ( ) ( )YVar,XVar حيث:

( ) ( )
( )∑ −=

−=
2

i
2

i

22

xfx

XEXVar

µ

µ

)قبل ذلك يجب حساب )2XEالمعطى بالع>قة التالية:

( ) 97,21
36
791

36
11.6.....

36
32

36
1.1XE 2222 ==+++=

:و منه
( )

44,199,1

99,198,1997,21XVar

X ==⇒

=−=

σ
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4,2Yو بنفس ا�سلوب نحسب أيضا =σ.

.و التغاير ا�رتباطمن خ>ل ھذه الع>قات التي تحصلنا عليھا نجد

( ) ( )
( )( ) 9,2747,42,34

XYEY,XCov yx

=−=

=−= µµ

( ) ( )
86,0

4,24,1
9,2Y,XCovY,X

yx
=

×
==

σσ
ρ

 ) loi binomiale(التوزيع الثنائي ذو الحدين

 إذا كانت له دالة)الحداني(يالتوازأن لهXنقول عن المتغير العشوائي

: أي دالة الكثافة ا�حتمالية التالية احتمال

( )

( ) ( )

( )∑ =+=

≥
−

=

−=<<∧===

−

−

−

1

10

11010

nxnxx
n

xnx

xnxx
n

qpqpC

......qp
xnx

n
pq;pn,.....,,x/qpCxXP

م>حظة

و التوزيع ذو الحدين" نيوتن"أما الع>قة ا�خيرة فھي منشور ثنائي حد

و لنعينnفي الحالة العامة يحصل عندما يكون عدد التكرارات المستقلة  اختياريا

n,.....,1,0x الموافقة للقيما�حتما�ت =.
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ا )لحدث بم>حظة أن )xX وxيوافق وقوع= xn نجاحا قق فش> وھذا يتح−

xnxqpباحتمال : كلھا فھو يساوي ا�حتما�تعدد ھذهماأ−

( )!xn!x
!nCx

n −
=

ب كما يرمز أيضا لھذا )التوزيع )p,n;xb.

نظرية

)القيمة ا�كثر احتما� للدالة )p,n;xbلھذا المتغير الثنائي ذو 

)العدد الصحيح المحصور في المجال الحدين ھي )[ ]pn,qnp 1+−.

:التاليةلن القيمة ا�كثر احتما� ھي تلك التي تجعل من دالة ا�حتماإ

( ) ( ) xnxx
n qpCp,n;xbxf −==

:يلي في نھايتھا العظمى �جل ھذه يجب أن يتحقق لدينا ما

( ) ( ) ( ) ( )11 −≥∧+≥ xfxfxfxf

ماق بتبديل كل من ھاتين الع> :يلي تين بما يساويھما نحصل على

( )
( )
( )

( ) 1
q
p

1x
xn

xf
1xf

1
q
p

x
1xn

1xf
xf

≤
+
−=+

≥
+−=

−
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:نجدxھاتين المتراجعتين بالنسبة إلىو بحل

( )p1nxqnp +≤≤−

م>حظة
:ن�1ن طول ھذا المجال يساويأ بما

( ) ( ) 1qpqnp1np =+=−−+

)إذا كان سوى عدد صحيح واحد إذن ف> يوجد داخل ھذا المجال )p1n +

و ھما طرفي المجال .ليس صحيحا أو عددين صحيحين فقط

خواص توزيع ذو الحدين

وXكان إذا•  متغيرا عشوائيا له التوزيع الثنائي الحدين فان كل من التوقع

:التباين يعطى حسب الع>قة التالية

( ) ( ) npqXVarnpXE 2 ==∧== σµ

م>حظة

أي0أما تكونX فقيمةn=1عندما نكرر التجربة مرة واحدة أي في الحالة

:أي1 أو تساويfالنتيجة

:ونكتب عندھاsالنتيجة

( ) ( ) ( ) ( )0Xpqfp1Xppsp ===∧===

: ومنه جدول التوزيع يكون كالتالي
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10x
pq( )xf

 توزيع(ويدعى ھذا التوزيع ا�حتمالي في ھذه الحالة التوزيع الثنائي النقطي أو

ال) برنو لي  توزيع النقطي فھي أما خواص ھذا

( ) ( ) pqXVarpXE 2 ==∧== σµ

مثال

أن7نرمي و نفرض . واحد يوافق نجاحا6أو واحد5 مرات حجر النرد متوازن

:إذن في ھذه الحالة لدينا

{ }( )
3
2

3
11p1qp

3
16,5P,6n =−=−=∧===

أو5احتمال أن يكون لينا• :أي واحد ث>ثة مرات فقط6 واحد

( )
2187
560q

3
1CqpC3xXP3x 4

3
3
7

xnxx
n =






====⇒= −

 يتم فقط في حالة الفشل6أو5احتمال عدم وقوع

2187
128

3
2q

7
7 =






=

أو5و منھا احتمال أن يكون لدينا على ا�قل ھو6 واحد : واحد
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2187
2059q1 7 =−

 )  ( loi de poissonواسونبتعريف قانون

' يواسون' يتوزع حسب توزيع انهXنقول عن المتغير العشوائي

)و نكتب اختصاراλ<0بوسيط )λ;xPإذا كانت له دالة ا�حتمال التالية:

( ) ( ) .......,2,1,0x/
!x

exXP;xP
x

==== − λ
λ λ

� تھذه الدالة ھي احتمال :حقق الشرطين التاليين نھا

•( ) ( ) 0
!x

exXP;xP
x
≥=== − λ

λ λ

( ) 1ee
!x

e
!x

e;xP
0x

xx

0x 0x
==== −

∞

=

−
∞

=

∞

=

− ∑∑ ∑ λλλλ λλ
λ

 أن قانون بوسون له تطبيقات متعددة في مجال المكالمات الھاتفية بالدقيقة

 الصفحات في كتاب ما في البكتريا الموجودة في واحد مليمتر مكعب في في أخطاء

لخوعاء يحوي و على سائل إما بالنسبة  واص قانون يواسون التي ھي المتوسط

و :ا�نحراف المعياري فيمكن جمع ذلك في جدول كما يلي التباين
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) المتوسط ) λµ == XE

λσ التباين =2

ا�نحراف
λσ المعياري =

تقريب التوزيع الثنائي بتوزيع بواسون

)متغيرا عشوائيا يتوزع وفق التوزيع الثنائيnX ليكن )p,n;xb n

:ثابت موجب فانλو العددnp=λ يتغيران بحيثp,nفإذا كان

( ) ( )p;xPp,n;xblim nn =∞→

م>حظة

 ا�حتما�ت التي تعطيھا دالة ا�حتمال البواسونية تساوي بالتقريب

و لكن بشرط أن تكون ا�حتما�ت التي تعطيھا دالة ا�حتمال للتوزيع nالثنائي

و يكون و يكون التقريب مقبو� كبيرة جدا  من اجل الجداء صغير نسبيا

5nq5np <∨<.

مثال

 المكالمات الھاتفية التي يتلقاھا شخص ما بين الساعة متوسط عددليكن

و : المطلوب. في الدقيقة1.8الساعة الحادية عشرة ھو العاشرة

.عدم وجود أي مكالمة ھاتفية•

.مكالمة ھاتفية واحدة•
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.مكالمتان ھاتفيتان•

. ھاتفية على ا�قل ث>ث مكالمات•

الحل

 وتكونλ=8.1ن عدد المكالمات الھاتفية ھو متغير عشوائي يواسوني وسيطهإ

:له دالة ا�حتمال التالية

( ) ( ) ( )
!x

8.1exXP8.1;xP
x

8.1−===

ھواحتمال عدم تلقي : أي مكالمة

( ) ( ) 16529.0
!0
8.1e8.1;0P

0
8.1 == −

ھواحتما�• : تلقي مكالمة واحدة

( ) 29752.0
!1
8.1e8.1;1P

1
8.1 == −

و بنفس ا�سلوب نجد ا�حتمال مناجل مكالمتين ھاتفيتين أما احتمال تلقي ث>ثة

:مكالمات على ا�قل فھو يساوي

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]

27123.0
26776.029752.016529.01

2XP1XP0XP1
2XP13XP

=
++−=

=+=+=−=
≤−=≥
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 ) loi normale, Laplace gauss(قانون التوزيع الطبيعي

و2σوµ التوزيع الطبيعي بوسيطينXنقول أن للمتغير العشوائي

) له اختصارا نرمز )2,³ σµ.

:ا�حتمالية إذا كانت كثافته

( ) +∞<<∞−=






 −

−
x/e

2
1xf

2x
2
1

σ
µ

πσ

:حيث
+∞<<∞−∧< µσ0

)ون>حظ كذلك أن الدالة )xfتبلغ نھايتھا العظمى عندµ=xو قيمة ھذه النھاية

ھي
σπ2

ب1 و لهµ=xالنسبة للمستقيمو المنحني متناظر و له شكل جرس

خواص دالةق كما يمكننا أن نتحقق من أن الدالة تحقoxخط مقارب ھو المحور

.الكثافة ا�حتمالية

( ) σ
πσ

σ
µ

<∈∀≥=






 −

−
0,Rx,0e

2
1xf

2x
2
1

•( ) 1dxe
2

1xf

2x
2
1

==






 −

−∞+

∞−

∞+

∞−
∫∫ σ

µ

πσ

:كما يليو ذلك بإجراء تغيير في المتغير
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dydxyxxy σµσ
σ

µ =⇒+=⇒
−=

و ا�نحراف المعياري في حالة التوزيع و التباين  يمكن تنظيم قيم كل من التوقع

:الطبيعي كما يلي

µ المتوسط
2σ التباين
ا�نحراف
σ المعياري

الطبيعي دالة التوزيع

( ) ( ) dte
2

1dttfxF
x t

2
1x

2

∫∫
∞−







 −

−

∞−

== σ
µ

πσ

 للدالة ا�صليلكن إيجاد التابع

2t
2
1

e






 −

−
σ

µ

 ھي في الغالب صعبة لذلك نلجأ إلى

)استخدام جدول خاص يعطينا قيمة الدالة )xF.

)التوزيع الطبيعي المعياري(تعريف

بXن للمتغير العشوائيإول نق و نرمز له )ـالتوزيع الطبيعي المعياري  إذا1,0³(

:كانت كثافته ا�حتمالية

( ) +∞<<∞−=
−

x/e
2
1xP

2x
2
1

π
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:أي أنه حالة خاصة من التوزيع الطبيعي من اجل

10 2 =∧= σµ

ةم>حظ

بb,aإذا كنا نريد احتمال متغير يقع بين القيمتين  الرمزو الذي نرمز له

( )bxaP :إلى وحدات قياسية مختصرة كما يليb,aنغير قيمة≥≥

( )
σ

µ
σ

µ
σ

µ −=′≤≤′⇒
−=′−=′ xt/btaPbb,aa

) unité centre  réduite( بالمتغير المعياري المركزيtوندعو

مثال

12و74و ا�نحراف المعياري في نتائج ا�متحان ھي بالتتالي المتوسط

:النتائج بالوحدات المعيارية المركزية للطلبة الحاصلين على الع>مات التاليةاحسب

)-1-(65,)-2-(74,)-3-(86

1
12

7486t

0
12

7474t

75.0
12

7465xt

=−=

=−=

−=−=−=
σ

µ
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مثال

و تباين cm170 من السكان يتبع توزيعا طبيعيا متوسطه الحسابيxعند قياس

.36يساوي

) حسبأ )xP <180 .

الحل

170362لدينا =∧= µσو كذلك لدينا:

( ) ( )
( ) ( )

05.09515.01
66.1tP1t66.1P

66.1
6

10
6
170xt/tkP1ktP

=−=
≤−=<

==−=<+=≤

دالة التوزيع الطبيعي المعياري

ب )ھذه الدالة يرمز لھا )zΦوھي بالع>قة التالية :

( ) dxez
z x

2
1 2

∫
∞−

−
=Φ

 و�جل حساب ھذه الدالة اعد جدول يعطينا قيم ھذه الدالة سنلحق في أخر ھذه

 المعياري أما طريقة استخدامه فھي المحاضرات جدول دالة التوزيع الطبيعي

:كالتالي
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و بفاصلإ  بين كل 0.01ن ھذا الجدول يعطي قيم دالة التوزيع من الصفر

و و بفاصلzالقيمة التي تليھا وقد وضعت قيم قيمة  في 0.1 ابتداء من الصفر

اzا�يسر ووضعت المنزلة العشرية الثانية من قيمة العمود و في السطر  لراسي

 ھناك سطر يمكن تسميته بھذه القيمة أما قيم دالة ا�يسرقيمة في العمود مقابل كل

و عمودالتوزيع .الطبيعي المعياري فقد نحصل عليھا عند ملتقى سطر

مثال

)اوجد.متغيرا عشوائيا طبيعيا معيارياZإذا كان )96.1ZP <.

حلال

: ن>حظ أن

( ) ( )96.196.1ZP Φ=<

)قيمةأن في الملح فإننا نجد1إذا عدنا للجدول )ZΦالواقعة عند ملتقى السطر 

. 0.9750 ھي 0.06و العمود 1.9

م>حظة

.يمكن استخدام جدول دالة التوزيع الطبيعي المعياري من الملحق بشكل عكسي

مثال

:بحيث يكون لديناzمتغيرا عشوائيا طبيعيا اوجد قيمةZإذا كان

( ) 9850.0zZP =<
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الحل

و العمود اللذين يلتقيان عند القيمة و سنجد أنھا تقع عند 0.9850نحدد السطر

17.2zة ومنه القيم0.07و العمود 2.1السطر =.

م>حظة
( ) ( )
( ) ( )

( )zZP1
zZP1zZP
ZzP1zZP

<−=
≤−=−<
<−=−<

 الشاقولير وھذا يرجع للتناظر الموجود بالنسبة للمحو

( ) ( )ZzPzZP <=−<

مثال

)يعيا معياريا اوجد متغيرا عشوائيا طبZإذا كان )46.2ZP −<.

الحل

( ) ( )
( )

0069.0
9931.0146.21
46.246.2ZP

=
−=Φ−=
−Φ=−<

مثال

)متغيرا عشوائيا له التوزيعX كان إذا )100,50³.

)أوجد قيمة- )55X42P ≤≤.
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الحل

: التغيير أي نضع بإجراءومقن

σ
µ−= Xt

55x42x يمتينقالمقابلتين للTثم نعين قيمتي 21 =∧=

:أنأي

5.0
10

5055t8.0
10

5042t 21 =−=∧−=−=

:و منه يكون لدينا

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

4796.017881.06915.0
8.015.0

8.05.0
5.0T8.0P55X42P

=−+=
Φ+−Φ=
−Φ−Φ=

≤≤−=≤≤
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