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  :من المعلوم أن المستوي في الفراغ يتعين بـ 
  مستقيمين متقاطعين  -1

  مستويين متوازيين -2

  ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة  -3

  مستقيم ونقطة خارجة عنه  -4

  معادلة مستوٍ يمر من نقطة معلومة ويعامد شعاعاً معلوماً -2-1

),,(لتكن  0000 zyxM ًنقطة معلومة ولنمرر منها مستويا Pيعامد الشعاع  
),,( rqpN أي شعاع عمودي (  ، هذا الشعاع يسمى بالشعاع الناظم على المستوي

rqp ؛ حيث )على مستوٍ ما يسمى ناظم هذا المستوي   أمثال توجيه أو وسطاء ,,
  .ه منحى الناظم توجي

  نختار    P لإيجاد معادلة المستوي 
),,(   مثلنقطة zyxM   متحولة على هذا  

  أوضاع ففي جميع  .)12الشكل  (المستوي
  :المستوي يكون  في هذاMالنقطة 

                            NMM 0  
0.0                : وبالتالي  NMM               12( الشكل(   

نسمي هذه المعادلة بالمعادلة الشعاعية للمستوي الذي يمر من نقطـة معلومـة ويعامـد              
  .شعاع معلوم 

 بما أن :),,( rqpN و ),,( 0000 zzyyxxMM ر عن   فيمكننا أن نعب
  :هذه المعادلة تحليلياً بالشكل 

                       0)()()( 000  zzryyqxxp  
  . Pتسمى بالشكل النموذجي للمستوي  هذه المعادلة
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)(0             :بفك الأقواس نجد  000  rzqypxrzqypx  
 وإذا فرضنا أن:                      )( 000 rzqypxh   

0                                     :يصبح لدينا  hrzqypx  
),,(إذا رمزنا للطرف الأيسر من هذه المعادلة بـ  ZYXP فيمكننا عندئذِ أن 

),,(0                            :نكتب   hrzqypxZYXP  
  .للمستوي الذي يمر من نقطة معلومة ويعامد شعاع معلوم وهي المعادلة العامة 

نلاحظ أن المعادلة العامة للمستوي عبارة عن معادلة خطيـة فـي المتحـولات              
zyx zyxوالعكس صحيح كل معادلة خطية فـي المتحـولات           . ,,  مـن الـشكل     ,,
0 hrzqypxمستوي  هي معادلة .  

0)2,1,1( اكتب معادلة المستوي الذي يمر من النقطة  :1 مثال M ويعامد 
)3,1,0(,)0,2,5(المستقيم المار بالنقطتين  BA.   

 وبالتالي فوسطاء ABإن منحى شعاع الناظم للمستوي معين بالشعاع : الحل 
  :توجيهه هي 

                      3,1,5 121212  zzryyqxxp  
 3,1,5(                   :أي أن(  ABN  

  :ولإيجاد معادلة المستوي المطلوب هناك طريقتان 
  : باستخدام الشكل النموذجي :الطريقة الأولى 

0235
0)2(3)1(1)1(50)()()( 000




zyx
zyxzzryyqxxp  

  : باستخدام الشكل العام :الطريقة الثانية 
                                0350  hzyxhrzqypx  

  .  hبقي علينا إيجاد قيمة الثابت 
0)2,1,1(بما أن المستوي المطلوب يمر من النقطة  Mفهذه النقطة تحقق   

  :أي أن . معادلة المستوي 
                                20)2(3)1()1(5  hh  

0235          :وبالتالي فالمعادلة المطلوبة تصبح بالشكل   zyx  
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  بعض المستويات الخاصة  -2-2

  :لقد رأينا أن المعادلة العامة للمستوي هي 
                    0).,(  hrzqypxZYXP   

  :في هذه المعادلة 
 :المعادلة تصبح بالشكل ف0h إذا كان )1

      0).,(  rzqypxZYXP    
  .وهي معادلة مستوٍ يمر من مبدأ الإحداثيات 

   )1(                   : فالمعادلة تصبح بالشكل 0rإذا كان  )2
       0).,(  hqypxZYXP  

   OZوهي معادلة مستوٍ يوازي المحور 
  وذلك لأنOXY(   يعامد المستوي ( 

),,0(وسطاء توجيه الناظم هي  qpN   
//),,(   :وبالتالي  ZYXPOZOZN                 ) 2 (  

  : فالمعادلة تصبح بالشكل 0qإذا كان  )3    
       0).,(  hrzpxZYXP  

      OYوهي معادلة مستوٍ يوازي المحور 
  وذلك لأنOXZ (  يعامد المستوي ( 

),0,(وسطاء توجيه الناظم هي  rpN   
//),,(   :وبالتالي  ZYXPOYOYN                  )3(   

    : فالمعادلة تصبح بالشكل 0pإذا كان  )4   
       0).,(  hrzqyZYXP  

        OXوهي معادلة مستوٍ يوازي المحور 
  وذلك لأنOYZ(  يعامد المستوي ( 

)0,,(وسطاء توجيه الناظم هي  rqN   
//),,(   :وبالتالي  ZYXPOXOXN                 )4(   
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0إذا كان  )5   qp فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       

r
hzhrzZYXP  0).,(  

   ويبعدOXYوهي معادلة مستوٍ يوازي المستوي 
 بالمقدار الثابت  zعن مبدأ الإحداثيات باتجاه 

r
h

   

)0,0,(بالفعل فوسطاء توجيه الناظم هي  rN                    )5(   
////),,(   :وبالتالي  ZYXPOXYOZN   

0إذا كان  )6   rq فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       

p
hxhpxZYXP  0).,(  

   ويبعدOYZ وهي معادلة مستوٍ يوازي المستوي
 بالمقدار الثابت  xعن مبدأ الإحداثيات باتجاه 

p
h

   

   )6(                    pN),0,0(بالفعل فوسطاء توجيه الناظم هي 
////),,(   :وبالتالي  ZYXPOYZOXN   

0إذا كان  )7   rp فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       

q
hyhqyZYXP  0).,(  

   ويبعدOXZوهي معادلة مستوٍ يوازي المستوي 
 بالمقدار الثابت  xعن مبدأ الإحداثيات باتجاه 

q
h

             )7(   

)0,,0(بالفعل فوسطاء توجيه الناظم هي  qN                      
////),,(   :وبالتالي  ZYXPOXZOYN   

0إذا كان  )8   hp فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       0).,(  rzqyZYXP  

  وهي معادلة مستوٍ يمر من مبدأ الإحداثيات 
   )8(                         . )ينطبق عليه  ( OXويوازي المحور 
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0إذا كان  )9   hq فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       0).,(  rzpxZYXP  

  وهي معادلة مستوٍ يمر من مبدأ الإحداثيات   
   )9(                          .)ينطبق عليه  ( OYويوازي المحور 

0إذا كان  )10 hr فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       0).,(  qypxZYXP  

  وهي معادلة مستوٍ يمر من مبدأ الإحداثيات   
   .)ينطبق عليه  ( OZويوازي المحور 

0إذا كان  )11 hrq 10(        : فالمعادلة تصبح بالشكل(     
       0).,(  pxZYXP  

   0p ؛ حيث 0xأو 
  وهي معادلة مستو ينطبق على المستوي

    أي OZوOYالمشكل من المحورين 
   )OYZ .                                 )11هي معادلة المستوي 

0إذا كان  )12 hrp فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       0).,(  qyZYXP  

   0q ؛ حيث 0yأو 
  وهي معادلة مستوٍ ينطبق على المستوي

    أيOZوOXالمشكل من المحورين 
   )OXZ .                                  )12هي معادلة المستوي 

0إذا كان  )13   hqp فالمعادلة تصبح بالشكل :  
       0).,(  rzZYXP  

   0rيث  ؛ ح0zأو 
    وهي معادلة مستوٍ ينطبق على المستوي

    أيOYوOXالمشكل من المحورين 
   )OXY .                                 )13هي معادلة المستوي 
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  المعادلة الناظمية لمستوٍ  -2-3

  هي المسقط القائم لمبدأ Aكن النقطةلت
   ، ولنفرض أنP  الإحداثيات على المستوي

dOA   وليكن),,( uشعاع الواحدة  
  والموجه  ONعلى شعاع الناظم  المحمول
   .  )13الشكل (  ، OA اهدوماً باتج

  : هي Aإن إحداثيات النقطة 
                           ),,(  dddA                      13( الشكل(   

  : حيث 
                        302010 cos   ,   cos   ,   cos  dzdydx    

),,(إذا كانت  zyxMتحولة في المستوي نقطة مP  فإن  :  
                                                        0.  uAMuAM  

ر عن هذه المعادلة تحليلياً بالشكل الآتي ونعب :  

                               
0)(

0)()()(
222 







dzyx
dzdydx  

                                                        0 dzyx   
  .وهي المعادلة الناظمية للمستوي 

  :تجدر الملاحظة هنا أن المعادلة الناظمية لمستوٍ لها صفتان أساسيتان هما 
  .الحد الأخير الثابت سالب حتماً  -1
 .مجموع مربعات أمثال المجاهيل تساوي الواحد  -2

   ما هي العلاقة بين المعادلة العامة والمعادلة الناظمية للمستوي ؟:والسؤال الآن 
إن الإجابة عن هذا السؤال ينتج من العلاقة بين وسطاء توجيـه منحـى النـاظم         

  :وجيوب تمام توجيهه ، وبالتالي إذا كانت 
                     0).,(  hrzqypxZYXP  

222   :سيم طرفيها على المعادلة العامة لمستوٍ ما ، فإنه بتق rqpN   
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  : نحصل على 
     0

222222222222











 rqp
h

rqp
rz

rqp
qy

rqp
px  

  : ولكن 
            







 222222222
,,

rqp
r

rqp
q

rqp
p  

  :بالتعويض نجد 
                               0

222





rqp
hzyx   

 لكننا نعلم أن:                               )( 000 rzqypxh   
 أي أن :  

                                    
222;

..).(

rqpN

dNOANOANh




  

0                  : فنجد hنعوض عن  dzyx   
 ـ الإحداثيات هو البعد الهندسي لمبدأ      d بما أننا فرضنا أن      :ملاحظة    ن المـستوي ،    ع

لذا وجب علينا عند الانتقـال مـن المعادلـة    .  ليست كذلك hفهو مقدار موجب ، لكن  
  :العامة للمستوي إلى معادلته الناظمية ، التقسيم على 

                         
0;

0;

222

222





hrqpN

hrqpN
  

 N نقسم على    ألناظمي إلى الشكل    للانتقال من الشكل العام لمعادلة مستوٍ     : الخلاصة  
  : فإننا نطبق الدستور P عن المستويالإحداثياتولحساب بعد مبدأ 

                             
222 rqp

hd


  

  :اكتب المعادلة الناظمية للمستوي  : 2 مثال
                        0322).,(  zyxZYXP  
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  :لدينا من المعادلة العامة للمستوي : الحل 
                       3441222  rqpN  

 03:  وبما أنh فنحصل على ، )  3 (، فإننا نقسم على :  

                             1
3
3,

3
2,

3
2,

3
1




 d  

  : مية تأخذ الشكل الآتي والمعادلة الناظ

                                    01
3
2

3
2

3
1

 zyx  

  الزاوية بين مستويين  -2-4

  :ليكن المستويان المتقاطعان 

                   
0),,(

0),,(

22222

11111



hzryqxpZYXP
hzryqxpZYXP  

   ؟ )14الشكل (  ،ولنوجد الزاوية بينهما
),,(إذا كان  1111 rqpNاع ناظم المستوي شع  

),,(الأول ، وكان  2222 rqpN  شعاع ناظم   
   فإن الزاوية بين المستويين ،المستوي الثاني

  .تساوي الزاوية بين ناظميهما 
  :ويكون 

                cos.. 2121 NNNN                     14( الشكل(   

  : ومنه 

          1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

.
cos ; cos 0

. .

N N p p q q r r
N N p q r p q r

 
 

  
   

 

   

 ناظميهما يكونا أيضاً متعامدين ، أي أن وإذا كان المستويان متعامدان فإن:  
                                 0... 212121 NNNNPP  

                                    1 2 1 2 1 2 0p p q q r r    
  .وهو شرط تعامد مستويين 
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  :هما يكونا أيضاً متوازيين ، أي أن أما إذا توازى مستويان فإن ناظمي

                              
2

1

2

1

2

1
2121 .////

r
r

q
q

P
PNNPP  

  :وهو شرط توازي مستويين ، والذي يمكن كتابته بالشكل الآتي 
                                                      212121 ,, rrqqpp    

  .زيين ، ولهما نقطة مشتركة وينطبق المستويان إذا كانا متوا
  : من شروط التوازي يمكن أن نكتب معادلتي المستويين المتوازيين 

                                          
0)(
0)(

22222

12221




hzryqxpP
hzryqxpP   

),,(وبما أن النقطة   zyx         مشتركة بين المستويين فإحداثياتها تحقق معادلتي المستويين  .
)( بـ 2P معادلة بضرب  1 وجمعها مع معادلةP نجد :  

                                                  
2

1
21 0

h
hhh    

  :بالتعويض في شرط التوازي نحصل على شرط انطباق مستويين وهو 

                                                          
2

1

2

1

2

1

2

1

h
h

r
r

q
q

P
P

  

  :  أوجد الزاوية الكائنة بين المستويين  :3مثال 

                                                    
052

013

2

1




zyxP
zyxP    

1)1,1,3(نلاحظ أن ناظم المستوي الأول هو     : الحل   Nالمستوي الثـاني  وناظم 
2)1,2,1(هو N .  لذلك:  

                        
2

0
141.119

123
cos  




  

  .هذا يعني أن المستويان متعامدين 
  :  أثبت أن المستويين  :4 مثال

                                       
01642

0532



zyx
zyx  

  بينهما ؟متوازيان ، ثم أوجد البعد 
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1)3,2,1(بما أن ناظم المستوي الأول هو     : الحل   N     وناظم المـستوي الثـاني

2)6,4,2(هو N .  شرط التوازي محقق ، أي أن فإننا نلاحظ أن: 
6
3

4
2

2
1




  

ك لإيجاد البعد ين المستويين نحسب بعد كل منهما عن مبـدأ الإحـداثيات ، لـذل        
  :  فنحصل على ألناظمينكتب معادلتي المستويين بالشكل 

               

142
1;0

142
1

142
6

142
4

142
2

14
5;0

14
5

14
3

14
2

14
1

2

1





dzyx

dzyx
  

  : وهكذا فالبعد بين المستويين هو 

                       
142

9
142

1
14
5

21  ddd  

 نقطة اختياريـة مـن      نأخذ  حل المثال السابق بطريقة ثانية بأن      بالإمكان كان   :ملاحظة  
  .لمستويين ونحسب بعدها الهندسي عن المستوي الآخر أحد ا

 إذا توازى مستويان ، واختلفت إشارات جيوب تمام توجيه ناظميهمـا ، فـإن   :ملاحظة  
أما إذا توافقت بالإشارة ، فالبعد بينهمـا  . البعد بينهما يساوي مجموع بعديهما عن المبدأ      

  .دأ يساوي القيمة المطلقة للفرق بين بعديهما عن المب

  معادلة مستوٍ يمر من ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة  -2-5

),,(  ,  ),,(  ,  ),,(بفرض   111122223333 zyxMzyxMzyxM     ثلاث نقـط
  . )15الشكل  ( ليست على استقامة واحدة ولنوجد معادلة المستوي المار من هذه النقاط

   نلاحظ أنه يمكن رد هذه الحالة إلى
  معادلة مستوي يمر من نقطة معلومة

  .  شعاعاً معلوماًويعامد 
  النقطة المعلومة ،  1Mفلو فرضنا 

  :إن منحى الناظم يمكن تعيينه بالشعاع 
               3121 MMMMN                         15( الشكل(   

),,(فإذا كانت  zyxM نقطة من المستوي فإن  :  

 



  41

                    
0).(                      

0.

31211

11





MMMMMM

NMMNMM  

31211والعلاقة الأخيرة عبارة عن جداء مختلط للأشعة الثلاثة   ,,  MMMMMM .
  :وبالتالي 

           0)(

131313

121212

111

31211 





zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

MMMMMM  

  .وهي معادلة المستوي المطلوب 
    :أوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقاط : 2ال مث

                   )2,0,1(M , )3,2,2( , )1,2,1( 123  MM  
 وأوجـد جيـوب تمـام        ، ثم احسب طول العمود النازل من نقطة المبدأ على المستوي         

  .توجيه هذا العمود 
  معادلة مستوٍ يمر من ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة         قانون  بتطبيق  : الحل  

0                      :             نجد 
120
521

21


 zyx
   

01228     :بنشر المحدد نحصل على معادلة المستوي وهي   zyx  
   :  بتقسيم طرفيها على  ،نرد هذه المعادلة إلى الشكل ألناظمي

                            13)2()1()8( 222    

0                                  :فنجد 
13
12

13
2

13
1

13
8

 zyx  

 :      هو ل العمودويكون طو
13
12

d   

         :وجيوب تمام التوجيه هي 
13
2,

13
1,

13
8

   

  :  الآتيةالشرط اللازم والكافي كي تقع النقاط الأربعة :نتيجة 
         4 4 4 3 3 3 2 2 2 1 1 1( , , ) , ( , , ) ,  ( , , ) ,  ( , , )x y z x y z x y z x y z   

   :تحقق الشرط الآتي أن يفي مستو واحد هو
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                           0

141414

131313

121212






zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

  

  :نقاط تقاطع مستو مع المحاور الإحداثية  -2-6

0لتكن  hrzqypx معادلة مستوٍ لا يوازي أحد المحاور الإحداثية  .
  .هذا يعني أن المستوي يقطع المحاور الإحداثية 

   A في النقطة OXفهو يقطع المحور 
    B  في النقطةOYالمحور  ويقطع

   ؛ Cالنقطة  في OZالمحور يقطع و
  ) 16الشكل ( 

    )16( الشكل                                                  : حيث 
                 

           






 



















r
hCo

q
hB

p
hA ,0,0  ,  ,,0  ,  0,0,       

0  :عندما يكون OXوذلك لأن المستوي يقطع المحور zy  ،ويقطع المحور 
OY 0 : عندما يكون zx  ،ويقطع المحورOZ 0  : عندما يكون yx .  

  معادلة مستو بدلالة الأجزاء المقطوعة من المحاور الإحداثية  -2-7
cbaمستوي يقطع من المحاور الإحداثية الأجزاء  Pبفرض  عندئذٍ تكون  . ,,

  : نقاط تقاطع هذا المستوي مع هذه المحاور هي 
                       cCobBaA ,0,0  ,  ,,0  ,  0,0,  

لإيجاد معادلة هذا المستوي نكتب معادلة مستوٍ يمر من ثلاث نقط ليـست علـى             
  :استقامة واحدة وهذه المعادلة عبارة عن المحدد 

                                                0
0

0 




ca
ba

zyax
  

  :بنشر هذا المحدد نجد 

                                     
abczabyacxbc
zabyacbcax


 0)(  
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  :معادلة النحصل على ،  abcبتقسيم الطرفين على 

                                            1
c
z

b
y

a
x  

  .والتي تسمى معادلة المستوي بدلالة الأجزاء المقطوعة من المحاور الإحداثية 
0842 :  اكتب معادلة المستوي المعين بالمعادلة  :3ال مث  zyx 

  .بدلالة الأجزاء المقتطعة من المحاور الإحداثية 
  .نفتش أولاً عن نقاط تقاطع هذا المستوي مع المحاور الإحداثية : الحل 

0 عندما OXالمستوي يقطع المحور  zy وبالتالي  :ax  8  
0 عندما OYالمستوي يقطع المحور  zx وبالتالي  :bx  4  
0 عندما OZالمستوي يقطع المحور  yx وبالتالي  :cz  2  

بالتعويض في معادلة مستوٍ بدلالة الأجزاء المقطوعة نحـصل علـى المعادلـة             

1                       :المطلوبة وهي 
248





zyx  

  معادلة مستوٍ يمر من نقطة معلومة ويوازي منحيين معلومين  -2-8

),,(يمر من النقطة   مستويPبفرض 0000 zyxM ويوازي المنحيين المحددين 
),,(  ,  ),,(بالشعاعين  11112222 rqpVrqpV ،  

  .والمطلوب إيجاد معادلة هذا المستوي 
   موازٍ للمنحى0Mإذا رسمنا من 

   2Vوموازياً للمنحى الثاني ،  1V الأول
   منحى ناظم المستوي لهنلاحظ أن فإننا
  :منحى الشعاع  نفس

        21 VVN    
),,(فإذا كانت  zyxMنقطة متحولة    

 16( الشكل                         :  ) 16الشكل ( في المستوي فإن(   
               0).(0. 21000  VVMMNMMNMM  

  .ستوي المطلوب وهي المعادلة الشعاعية للم
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  :  أما المعادلة التحليلية لهذا المستوي فيعبر عنها بالمحدد الآتي

                            0

222

111

000




rqp
rqp
zzyyxx

  

  :  ويعامد المستويين A)0,1,2(أوجد معادلة مستوٍ يمر من النقطة  : 4 مثال

                                      
0533

042



zyx
zyx  

بما أن المستوي المطلوب يتعامد مع المستويين المفروضين فهو يـوازي            :الحل  
  ،  ويـوازي منحيـين     معلومـة  ناظميهما وبالتالي هذه حالة معادلة مستوٍ يمر من نقطة        

  :وبالتالي 

                                    0
313
121

12


 zyx
   

  : دد نجد أن المعادلة المطلوبة هي وبنشر المح
                                    01055  zx  

)3,2,1(,)2,1,4( أوجد معادلة مستوٍ يمر من النقطتين :5مثال  BA ويعامد 
0642                     :المستوي   zyx  

)1,4,2( إن منحى ناظم المستوي هو: الحل  N .   
)1,1,3(فيكون  ABنعين منحى الشعاع     AB .        المستوي المطلوب هـو عبـارة إن

يمكن أخذها بشكل اختيـاري مـن بـين النقطتـين           ( عن مستوٍ يمر من نقطة معلومة       
 . N و   AB ويوازي منحيي الشعاعين     A)3,2,1(ولتكن مثلاً النقطة  ،  ) المفروضتين  

  :وبالتالي فالمعادلة تعطى بالشكل 

                                 0
142
113
321




 zyx

   

092        :   وبنشر المحدد نجد   zyx  
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  بعد نقطة عن مستوٍ معلوم  -2-9

),,(بفرض  0000 zyxM 0 نقطة معلومة و hrzqypxP 
  . ) 17الشكل (  ، Pعن المستوي 0Mمستوٍ معلوم ولنوجد بعد هذه النقطة 

   0M  هي المسقط القائم لـ 1Mإذا كانت النقطة 
   ؛ 01MMعلى المستوي ، وبفرض 

   محمول على شعاع ناظم01MMالشعاع  حيث
   .Nالمستوي 

 فإن :  
   )17( الشكل                                                            

                             NNMMNMM  1... 0101  
  :  ومنه 

         
222

10101001 )()()(.
rqp

zzryyqxxp
N

NMM



  

  : بفك الأقواس نجد 

                         
222

111000 )(
rqp

rzqypxrzqypx



  

 1وبما أنM تقع في المستوي P  أي ، فإحداثياتها تحقق معادلته :  

              )(0 111111 rzqypxhhrzqypx   
  : يمكن أن نكتب بالتعويض في علاقة 

                      
222

000
222

000 ),,(
rqp
zyxP

rqp
hrzqypx







  

 بغض النظر عن P عن المستوي 0Mأما إذا أردنا حساب البعد الهندسي لـ 
  : وضعها بالنسبة له فنكتب 

                               
222

000 ),,(

rqp
zyxP

d
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   :معيناً بالمعادلة الناظمية Pإذا كان المستوي : ملاحظة 
                                      0 dzyx    

),,(فإن دستور بعد النقطة  0000 zyxMبالعلاقة  عن هذا المستوي يعطى :  
                               dzyx  000   

  . بعد مبدأ الإحداثيات عن المستوي  dحيث تمثل
 ، ثم أوجد بعد مبدأ الإحداثيات عن A)8,2,0(أوجد بعد النقطة  : 6 مثال

  المستوي
                     0622  zyx    

  : بتطبيق قانون بعد نقطة عن مستوي نجد : الحل 

                                           6
3

18
9

)8,0,2(


P
d  

  :أما لحساب بعد مبدأ الإحداثيات عن المستوي فنكتب 

                                       2
3
6

222





rqp
h

d  

  لة المستوي المنصف لزاوية مستويين معلومين معاد -2-10

  :ليكن لدينا المستويان 

                               
0),,(

0),,(

22222

11111



hzryqxpZYXP
hzryqxpZYXP  

  .والمطلوب إيجاد معادلة المستوي المنصف لزاوية هذين المستويين 
),,(إذا كانت  zyxMنقطة من المستوي   

 المنصف فإن :  
                   21     
 أي أن:  

    
2

2
2
2

2
2

2

2
1

2
1

2
1

1 ),,(),,(

rqp
zyxP

rqp
zyxP





  

   )18( الشكل                                                    :       أو 
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2

2
2
2

2
2

2
2

1
2
1

2
1

1 ),,(),,(
rqp
zyxP

rqp
zyxP





  

والخارجي لزاوية مستويين المساواة الأخيرة تمثل معادلتا المستويين المنصفين الداخلي 
  . معلومين 

إن هذه الإشارة تعطى للمنصف  . NN.21لتعيين نوع المنصف نحسب إشارة الجداء 
  .الخارجي وعكسها تعطى للمنصف الداخلي 

  :يمكننا أن نلخص ذلك بالحالات الآتية و

.0إذا كان    )1 21 NN،  الإشارة فق المستوي المنصف الخـارجي ،  توا(+)  فإن
  .توافق المستوي المنصف الداخلي ) -(والإشارة 

.0إذا كان    )2 21 NN،   توافق المستوي المنصف الخـارجي ،     ) - (الإشارة فإن
 .توافق المستوي المنصف الداخلي  (+) والإشارة

.0إذا كان  )3 21 NNيمكن التمييز بين المستويين  فالمستويان متعامدان ولا 
  .المنصفين 

أوجد معادلة المستوي المنصف الداخلي والمنصف الخارجي لزاوية :  7 مثال
  :المستويين 

                             
0522

0422

2

1




zyxP
zyxP  

1)2,1,2( إن ناظم المستوي الأول هو    : الحل   N وناظم المستوي الثاني هـو ،  
)1,2,2(2 N .  وبالتالي :  

                    
)522(422

3
522

3
422

),,(),,(
2

2
2
2

2
2

2

2
1

2
1

2
1

1














zyxzyx

zyxzyx
rqp
zyxP

rqp
zyxP

  

 08224            :   وبما أن. 21 NN   
  .تعطى للمنصف الخارجي  ) - ( تعطى للمنصف الداخلي والإشارة ( + ) فالإشارة 
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  : أي أن معادلة المستوي المنصف الداخلي تكون بالشكل 

                            
01334

522422



zyx

zyxzyx  

  :ومعادلة المستوي المنصف الخارجي تكون بالشكل 

                            
09

522422



zy

zyxzyx  

  حزمة مستويات   -2-11

  :ليكن لدينا المستويان 

                        
0),,(

0),,(

22222

11111



hzryqxpZYXP
hzryqxpZYXP  

  مة مستويات بأنها مجموعة المستويات تعرف حز
  المارة من الفصل المشترك للمستويين المتقاطعين

 12 ,PPيسميان قاعدة الحزمة  ، هذان المستويان.  
  إن الشكل العام لمعادلة حزمة مستويات

12قاعدتها المستويان  ,PP  ، هو :  
                0)( 21  PPP   

  . وسيط متحول حيث 
   )19( الشكل                                  :هذه المعادلة تكتب بالشكل 

               0)( 22221111  hzryqxphzryqxp   
12إن كل نقطة من نقاط الفصل المشترك للمستويين          ,PP       تقـع فـي المـستوي 

)(P،       0,0 لأنها تحقق في آن واحد 12  PP    0 فهي تحقق)( P .   إذاً هذا
  .المستوي يمر من هذا الفصل المشترك وبالتالي يكون من مستويات الحزمة 

12ينـة بــ   من حزمة المستويات المع Pوبالعكس سنبرهن أن كل مستوٍ     ,PP  يمكـن 
  : كتابته بالشكل

                                     0)( 21  PPP   
0                 :بالفعل ، ليكن  hrzqypxP   
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PPP بما أن   . أحد مستويات هذه الحزمة      ,,  فـإن   تشترك بنفس الفصل المـشترك  12
NNNنواظمها   ,, 12  كلاً منها يعامد هـذا الفـصل              يجب أن تقع في مستوٍ واحد لأن 
  :  نكتب وبالتالي يمكن أن. المشترك 

                                     2211 NNN    
  : أي 

           221122112211 ,, rrrqqqppp    
21حيث  , إذاً يمكن كتابة .  كميتان سلميتانP بالشكل الآتي :  

           0)()( 22221111  hzryqxpzryqxpP    
),,(وبما أن أي نقطة من الفصل المشترك ولتكن  0000 zyxM يجب أن تحقق في آن 

PPPواحد معادلات  ,, 2211         : لذلك يجب أن يكون 12 hhh     
02211        : تكتب على الشكل Pوبالتالي فإن معادلة   ppP   

;0وبوضع  1
1

2  

  ، تصبح المعادلة:  

                                       021  PPP   
01أما إذا كان   المستوي فإن P 2 يكون منطبقاً علىP ًويمكن أن نعتبره مقابلا 

)(0 لأن المعادلة للقيمة  21  PPP   ، تكتب أيضاً بالشكل :  

                                  01)( 21  PPP


  

  :لدينا المستويان المتقاطعان  : 8 مثال

                                      
0322

01

2

1




zyxP
zyxP  

12 اكتب معادلة حزمة المستويات التي قاعدتها المستويان -1: والمطلوب  ,PP.   
0152:  عين من هذه الحزمة مستوياً يعامد المستوي - 2  zyxQ  
   .A)0,1,1( عين من هذه الحزمة مستوياً يمر من النقطة - 3

  : إن معادلة الحزمة تكتب بالشكل : الحل 

                   
031)21()1()21(

0)( 21







zyx
PPP  
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  :إن أمثال توجيه ناظم مستوي الحزمة هي 
                            21,1,21:)( N  

            
5
4         0)21(5)1(2)21(1

0)(.)()(







 QNNQP
  

  :  هو Q بمعادلة الحزمة فنجد أن المستوي الذي يعامد المستوي نعوض قيمة 
                          017313  zyx  

   Aعوض إحداثيات النقطةفإننا ن،  Aأما لإيجاد المستوي الذي يمر بالنقطة

بمعادلة الحزمة على اعتبار أنها تحقق معادلة الحزمة فنجد أن :  
6
1

   

03874:   والمستوي المطلوب الذي يمر من هذه النقطة هو   zyx.   
 المستويين  المشترك لتقاطعأوجد معادلة المستوي الذي يمر من الفصل  :9 مثال

  :الآتيين 

                              
022
0532

2

1




zyxP
zyxP  

kjiA       : والموازي للشعاع  22   
إن المستوي المطلوب هو أحد مستويات الحزمة التي قاعدتها المستويين : الحل 

12 ,PP . نكتب معادلة الحزمة:   

               
025)3()21()2(

0)( 21







zyx
PPP  

 يعامد N)(فإن ناظم الحزمة ،  Aبما أن المستوي المطلوب يوازي الشعاع 
).(0                  :أي Aالشعاع  AN   
                  :حيث   )2,1,2(,3,21,2:)(  AN   

2
10)3(2)21(1)2(20).(   AN  

  :  بمعادلة الحزمة فنجد أن المستوي المطلوب هو نعوض قيمة 

                                         0855
2
1







 zxP  
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  شروط تقاطع ثلاث مستويات في مستقيم واحد  -2-12
  :ثة لتكن المستويات الثلا

                          0),,(
0),,(

0),,(

33333

22222

11111





hzryqxpZYXP
hzryqxpZYXP
hzryqxpZYXP

  

12إن معادلة حزمة المستويات التي قاعدتها المستويان  ,PP هي :  

0)()()()(
0)(

21212121

21




hhzrryqqxppP
PPP


  

12يمر من الفصل المشترك للمستويان 3Pإذا كان المستوي الثالث ف ,PP فهو واحد من 
لذلك . أي أنه ينطبق على واحد من مستويات هذه الحزمة P)(مستويات الحزمة 

  :نطبق شرط التطابق 

                            3

21

3

21

3

21

3

21

h
hh

r
rr

q
qq

p
pp  








   

إحدى هذه المعادلات  . وهي عبارة عن ثلاث معادلات خطية بالنسبة للمجهول 
 وهذه القيمة يجب أن تحقق المعادلتين الباقيتين حتى تتلاقى تكفي لتعيين قيمة 

  .المستويات الثلاثة في خط مستقيم واحد 
123 المستويات الثلاثة    ع تتقاط :ملاحظة   ,, PPP     في نقطة واحدة عندما يكون محـدد
  : يساوي الصفر أي أن  الأمثال لا

                                          0

333

222

111


rqp
rqp
rqp

  

ba عين قيمة كل من الثابتين        :10مثال   حتى تتلاقى المستويات الثلاثة الآتية      ,
  :في مستقيم واحد 

                                  
02

053
032

3

2

1






bzyaxP
yxP

zyxP
  

12نوجد معادلة حزمة المستويات التي قاعدتها المستويين : الحل  ,PP:   
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053)1()31()2()(
0)( 21







zyxP
PPP  

12وحتى يمر المستوي الثالث بالفصل المشترك لتقاطع المستويين  ,PP يجب أن يتحقق 
  : شرط التطابق ، أي يجب أن تتحقق النسب 

                                   
ba
 53

2
1

1
312 









  

  :من النسبتين الثانية والثالثة نجد 

                                              
6
1

2
131    

  :ومن النسبتين الأولى والثالثة نجد 

                                             
3

13
2
12


 a
a
   

  :ومن النسبتين الثالثة والرابعة نجد 
 

                                         
3
23

2
153


 b
b
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  تمارين محلولة

  :اكتب المعادلة الناظمية لكلٍ من المستويات الآتية  )1

                                       
0632)
0622)




zyxB
zyxA  

06:  بما أن: الحل  h  ، فإننا نقسم على في المعادلة الأولى:   
                    3441222  rqpN  
  : وبالتالي 

                                             02
3
2

3
2

3
1

 zyx  

06  :وبما أن h  نقسم علىفي المعادلة الثانية ، فإننا:   
               14194222  rqpN  

   : وبالتالي

                           0
14
6

14
1

14
3

14
2

 zyx  

  : أوجد الزاوية الكائنة بين المستويين ) 2     
                                  

05
042




zx
zyx  

وناظم المـستوي الثـاني   1N)2,1,1(نلاحظ أن ناظم المستوي الأول هو    : الحل  
2)1,0,1(هو N .  لذلك:  

                     
2
3

2.2.3
3

101.411
21

cos 



  

                                                      
62

3cos   arc  

a, عين قيمة الثابتين) 3      b حتى يتوازى المستويان  :  

                                     
01532

0266

2

1




zbyxP
zyaxP  

  :لدينا من شرط توازي مستويين أن : الحل 
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3
66

2






b

a  

  :وبالتالي 

                                        
3

3
66

4
3
6

2








b
b

aa

  

    :أوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقاط )4

                )6,0,4(M , )4,3,2( , )2,3,1( 123  MM   
 وأوجـد جيـوب تمـام        ، ثم احسب طول العمود النازل من نقطة المبدأ على المستوي         

  . توجيه هذا العمود 
  : احدة نجد بتطبيق معادلة مستوٍ يمر من ثلاث نقط ليست على استقامة و: الحل 

                       0
433
603
231




 zyx

   

06326     :بنشر المحدد نحصل على معادلة المستوي وهي   zyx  
   )7(:  بتقسيم طرفيها على ألناظمينرد هذه المعادلة إلى الشكل 

0                                         : فنجد 
7
6

7
3

7
2

7
6

 zyx  

  :ويكون طول العمود
7
6

d   

             :وجيوب تمام التوجيه هي 
7
3,

7
2,

7
8

   

)1,1,2(احسب بعد النقطة ) 5       أوجد بعد مبدأ الإحداثيات ، عن المستوي ثم ، :  
                     0432  zyx    

  : بتطبيق قانون بعد نقطة عن مستوي نجد : الحل 

                                           
14

11
14

4322



d  

  :ولو أردنا حساب بعد مبدأ الإحداثيات عن المستوي لوجدنا 
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14
4

222





rqp

h
d  

 ويعامـد   3,2,1(A( , B)2,1,4( : المستوي الذي يمر بـالنقطتين       أوجد معادلة ) 6     
  :المستوي 

                                 0642  zyxP  
B)1,1,3(واضح أن : الحل  A 1,4,2(ومنحى ناظم المستوي هو( N . 

 . )3,2,1( ويمر من النقطة BA و N وبالتالي فالمستوي المطلوب يوازي الشعاعين
  :ومعادلته تعطى بالعلاقة 

                                0
142
113
321




 zyx

  

092     :بنشر المحدد نجد المطلوب وهو   zyx  
)3,1,2( , B)2,1,3( :وي الذي يمر بـالنقطتين    أوجد معادلة المست  ) 7      A  ويـوازي 

)4,1,3( :الشعاع  V؟   
B)1,2,1(لدينا: الحل  A ، والشعاع الناظم للمستوي المطلوب يحسب بالشكل:  

                    kji
kji

VABN 777
413
121 


  

ستوٍ يمر من نقطة معلومـة ويعامـد شـعاع          وبالتالي تؤول المسألة إلى إيجاد معادلة م      
  :أي أن . معلوم 

                                0)3(7)1(7)2(7  zyx  
0   :ومعادلة المستوي المطلوب هي  zyx.   

)3,2,1( , B)2,1,2(,)1,3,3(أثبت أن النقاط) 8      CA ، ليست على استقامة واحدة 
   المستوي المعين بهذه النقاط ؟ثم اكتب معادلة

)2,1,2(لدينا : الحل  AC 1,1,1( و( AB.   
   غير متناسبة ، وبالتالي فإن الشعاعين AB  وACنلاحظ أن أمثال توجيه الشعاعين 
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CAوهذا يعني أن النقاط     . غير متوازيين    ,B ,    ليست على استقامة واحـدة ، وهـي 
  :تعين مستوٍ وحيد تعطى معادلته بالعلاقة 

                                       0
212
111
321




 zyx

  

04  :والتي تأخذ الشكل النهائي   zx.   

  : الوضع النسبي للمستويين الآتيين  هوما) 9     

                                       
0522
0722

2

1




zyxP
zyxP  

  ثم أوجد البعد بينهما ؟
21نلاحظ أن المستويين : الحل  ,PP متوازيان ، لأن :  

                                                1
2

1

2

1

2

1 
r
r

q
q

p
p  

 :سب بعد مبدأ الإحداثيات عن المستوي الأول فنجد لحساب البعد بينهما ، نح
3
7

1 d  

 :ونحسب بعد مبدأ الإحداثيات عن المستوي الثاني فنجد 
3
5

2


d.   

  :والمستويان يقعان بجهتين مختلفتين بالنسبة لمبدأ الإحداثيات ، لذلك فالبعد بينهما هو 

                         4
3
5

3
7

21  ddd  

 هناك طريقة أخرى لحساب البعد بين المستويين بـأن نختـار نقطـة مـن     :ملاحظـة   
       0,0المستوي الأول ، وذلك بفرض أن  xz   7 فنجدy    0,7,0( والنقطـة( ،

  .لناتج ذاته ونحسب بعد هذه النقطة عن المستوي الثاني فنجد ا

  :عين أوضاع المستويات الآتية ) 10    

                                  
2 4 5 21 0

1) 3 18 0
6 30 0

x y z
x z
x y z
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2 3 0

2) 3 6 9 10 0
2 4 6 1 0

x y z
x y z
x y z

  
    
    

  

  :تحقق  ) 1( إن المستويات الثلاثة في : الحل 

             077)176(
1916
001
142

116
301

542






  

  .لة حل مشترك وبالتالي المستويات الثلاثة متقاطعة في نقطة واحدة وللجم
  :فهي متوازية فيما بينها ، لأنها تحقق  ) 2( أما المستويات الثلاثة في 

                          
10
0

9
3

6
2

3
1,

1
0

6
3

4
2

2
1












  

  :ادرس الأوضاع النسبية لأزواج المستويات الآتية ) 11   

                                           






















02222
01

)3

05
01

)2

0635433
0152

)1

zyx
zyx

zyx
zyx

zyx
zyx

  

    :متقاطعان لأن  ) 1( المستويان في : الحل 
4
2

33
1 
  

         :متوازيان لأن  ) 2( المستويان في 
5
1

1
1

1
1

1
1








  

      :متطابقان لأن  ) 3( المستويان في 
2
1

2
1

2
1

2
1








  

  :عين الزوايا التي يصنعها العمود النازل من مبدأ الإحداثيات على المستوي ) 12    
012  zyxمع المحاور الإحداثية ؟   

إن العمود النازل من مبدأ الإحداثيات على المستوي لـه منحـى نـاظم              : الحل  
)1,2,1(المستوي والذي يتعين بالشعاع  N . جيوب تمام توجيهه هي وبالتالي :  
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6

1,
6
2,

6
1

141
1







   

123 :فإذا كانت  ,,     هي الزوايا التي يصنعها العمود النازل من المبدأ علـى هـذا 
 المستوي ، فإن:  

    
6

1cos,
6
2cos,

6
1cos 321 


   

  :ن أوجد معادلة المستوي المنصف الداخلي لزاوية المستويي) 13    

                                            
054
0123

2

1




zyxP
zyxP  

1)1,2,3(: لدينا : الحل  N 2)4,1,1( و N.   
.03423                        : نحسب الجداء  21 NN   

  : تي وبالتالي تعطى معادلة المستوي المنصف الداخلي بالشكل الآ

                             
06532

14
54

14
123









zyx

zyxzyx
  

  :أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين ) 14   

                                           
0942
0532

2

1




zyxP
zyxP  

   .A)2,1,1(ويمر بالنقطة 
21تويات التي تمر بالمستويين  نكتب معادلة حزمة المس: الحل  , PP ،  أي :  

      
095)41()23()2()(

0)( 21







zyxP
PPP  

. فهذه النقطة تحقق معادلة الحزمـة        A)2,1,1(بما أن مستوي الحزمة يمر بالنقطة         
 أي أن:  

   3095)41(2)23()2(    
  :وبالتالي فالمعادلة المطلوبة هي 

                                     032119)3(  zyxP  
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  :أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين ) 15   
                                                 

032
012

2

1




zyxP
zyxP  

   .1Pويعامد المستوي 
21 المستويات التي تمر بالمستويين  نكتب معادلة حزمة: الحل  , PP ،  أي :  

              
031)1()22()1()(

0)( 21







zyxP
PPP  

  :إن ناظم الحزمة معين بالشعاع       1,22,1:)(N   ،   1وناظم المستويP 
  :وبالتالي  . 1N)1,2,1( معين بالشعاع

                 
2
301441

0).()()( 111







 NNNNPP
  

  :نعوض في معادلة الحزمة فنحصل على معادلة المستوي المطلوبة 
                                        01125

2
3







 zyxP  

  :أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين ) 16   
                                          

0434
06523

2

1




zyxP
zyxP  

  :ويوازي المستقيم
3
1

2
5

3
1








 zyx )  3,2,3(يوازي الشعاع( V( ؟   

المستوي المطلوب هو أحد مستويات الحزمة التـي قاعـدتها المـستويان            :الحل  
21 , PP.   لذلك نكتب معادلة الحزمة:  

             046)36()42()3()(   zyxP  
  :إن ناظم الحزمة معين بالشعاع      35,42,3:)( N    ولـدينا الـشعاع 

)3,2,3( V  ، وبالتالي:  

                    
10)35(3)42(2)3(3

0).()(





 VNVN  

  :نعوض في معادلة الحزمة فنحصل على معادلة المستوي المطلوبة 
                                           0108641  zyxP  
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  تمارين غير محلولة

  :   الشعاعينزي ويوا، A)6,4,1( أوجد معادلة مستوٍ يمر من النقطة )1
                               )3,2,0(,)1,1,3( ba   

05695: الجواب   zyx  
 ويعامد  ،2,2,2(A( , B)1,1,1( :النقطتين أوجد معادلة المستوي الذي يمر ب )2
  :المستوي 

                                            0 zyx  
0 :الجواب  yx  
)2,1,1( , B)1,1,3( :أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالنقطتين ) 3 A  ،

  :ويعامد المستوي 
                                     0532  zyx  

0924 :الجواب   zyx  
 ؛ 21MM ويعامد الشعاع 1Mأوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقطة ) 4

)1,2,4(,)2,1,3(حيث  12  MM.  
023: الجواب   zyx  
)3,1,2( , B)2,1,3( :معادلة المستوي الذي يمر بالنقطتين أوجد ) 5 A،  

)4,1,3(:ويوازي الشعاع  a؟   
0 :الجواب  zyx  
)1,1,1(أوجد معادلة مستوٍ يمر من النقطة ) 6 A ، ويعامد المستويين :  

                                     
012

01



zyx
zyx  

032: الجواب   zyx  
  :أوجد معادلة مستوٍ يمر من مبدأ الإحداثيات ويعامد المستويين ) 7

                   02,0132  zyxzyx  
057: الجواب   zyx  
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  :ويان يتعامد المست حتى،  عين قيمة الوسيط ) 8

                                                  
03

022



zyx
zyx


  

  عن الفصل المشترك لهما ؟ A)1,1,1(ثم احسب بعد النقطة 
 ، 1: الجواب 

3
4

.   

014,0523  : ليكن المستويان )9 21  zyxPzyxP  
  أوجد الزاوية بين هذين المستويين ؟) آ: والمطلوب 

أوجد معادلة المستوي الذي يمر من مبدأ الإحداثيات والعمود على الفصل المشترك ) ب
  لهذين المستويين ؟

أوجد معادلة المستوي الذي يمر من مبدأ الإحداثيات وامن الفصل المشترك لهذين ) ج
  المستويين؟

) آ: الجواب 
7

2arccos 05)  ، ب  zyx03114)  ، ج  zyx  

  :أوجد معادلة المستوي الذي يمر من النقاط ) 10

                                       
)2,0,2(),1,1,4(),2,1,3()

)0,0,2( , )0,3,0( , )4,0,0()



B
A   

AzyxBzyx: الجواب  (012346,(0833    
  : أوجد الزاوية الكائنة بين المستويين )11

                          
8532,4523)

0132,01)
05,042)






zyxzyxC
zyxzyxB

zxzyxA
  

ABC: الجواب  (
6

,(72,(5.48      

  : حدد أي من أزواج المعادلات الآتية تحدد مستويين متوازيين )12

                   
0762,023)

0122,05424)
03532,07532)





zxzxC
zyxzyxB
zyxzyxA

  

   .C و A :الجواب 
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  : من أزواج المعادلات الآتية تحدد مستويين متوازيين  حدد أي)13

                     
032,052)

05,0332)
0239,0523)





zxzyxC
zyxzyxB
zyxzyxA

  

   .B و A:الجواب 
  : التي تحدد عندها أزواج المعادلات الآتية مستويات متوازية ,lm عين قيم)14

                  
052,0123)

0322,093)
0266,0532)





lzyxzymxC
zmyxlzyxB
zymxzlyxA

  

(3,4:الجواب   lmA 3 و,
3
2)  lmB و 

3
13,

5
11)  lmC  

  : التي تحدد عندها أزواج المعادلات الآتية ، مستويات متعامدة l عين قيمة)15

                   
013,027)

0132,0335)
0523,0353)





zylxzyxC
zlyxzyxB
zyxlzyxA

  

(6:الجواب  lA 19 و) lB و 
7
1) lC  

  : أوجد معادلة المستوي الذي يمر من مبدأ الإحداثيات ويوازي المستوي )16
                                  03235  zyx  

0235: الجواب   zyx  
)7,2,3( معادلة المستوي الذ يمر بالنقطة  أوجد)17  ويوازي المستوي :   

                              0532  zx  
02732: الجواب   zx  

  : أوجد معادلة المستوي الذي يمر )18
)3,3,2(بالنقطة )      آ  موازياً للمستوي OXY؟   
)4,2,1(بالنقطة )     ب  موازياً للمستوي OXZ؟   
)1,2,5(بالنقطة )     ج  موازياً للمستوي OYZ؟   

03) آ: الجواب  z02)  ، ب y05)  ، ج x   
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  : أوجد معادلة المستوي الذي يمر )19
)4,6,5(,)3,2,7(بالنقطتين )      آ  موازياً للمحور OX؟   
)2,1,3(,)1,1,2(بالنقطتين )     ب  موازياً للمحور OY؟   
)1,3,2,()5,2,3(بالنقطتين )     ج  موازياً للمحور OZ؟   

0104) آ: الجواب   zy01)  ، ب zx0135)  ، ج  yx  
)2,1,1( احسب البعد بين النقطة )20   ، والمستوي الذي يمر بالنقاط الثلاثة

)1,1,1(,)3,1,2(,)2,5,4(:الآتية   .  4: الجواب  
  :  أوجد معادلة المستوي المنصف الداخلي لزاوية المستويين )21

              0522,0122 21  zyxPzyxP  
04343: الجواب   zyx  

  :  اكتب معادلة المستوي الذي ينتمي إلى حزمة المستويات )22
                    0)152()3673(  zyxzyx   

   ؟Cm3ن مبدأ الإحداثيات مسافة ويبعد ع
021623,05914828189: الجواب   zyxzyx  

  : حدد من حزمة المستويات )23
                          0)123(332  zyxzyx   

)3,1,1(يمر من النقطة ) آ: ذلك المستوي الذي  Aيوازي المحور )  ؟ بOX؟   
077152) آ: الجواب   zyx0539)  ، ب  zy  

  : أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين )24

                                                 
032

0

2

1



zyxP

zyxP  

zyxويوازي المستقيم  32  ) 2,3,6(لشعاع يوازي ا(V(   
018267: الجواب   zyx  

  : أوجد معادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين )25
                       0532,022  zyxzyx  

)2,1,2(ويوازي الشعاع  V0855: الجواب    ؟  zx  
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  :عادلة المستوي الذي يمر بالفصل المشترك للمستويين  أوجد م)26
                                 0323,02  zyxzx  

052  :ويعامد لمستوي  zyx؟   
0315211: الجواب   zyx  

  : تحقق من أن للمستويات الثلاثة )27
   01123,022,072  zyxzyxzyx   

   ؟إحداثياتهاة مشتركة ، ثم احسب نقطة واحد
)2,2,1(: الجواب     

  :  أثبت أن المستويات الثلاثة )28
  0132,022,01747  zyxzyxzyx  

  تمر بمستقيم واحد ؟
ab عين قيم )29   :بحيث تكون المستويات  ؛ ,

0106,02,0132  zayxbzyxzyx  
متقاطعة في ) 3مارة بمستقيم واحد ، ) 2نقطة واحدة فقط ، متقاطعة في ) 1: عندها 

  .ثلاثة مستقيمات مختلفة متوازية 
7a ، 2 (7,3) 1: الجواب   ab ، 3 (7,3  ab  

  
  انتهى الفصل الثاني
  من القسم الثاني

  


