
 

 

 

 

 
 

معايير دراسة  –الإجبات بالتدريج  –خص بتعريف المتتالية يتضمن الملف أ هم أ فكار بحث المتتاليات و التي تتل

لى -المتتاليات الحسابيّة و الهندس يّة  –اطّراد متتالية  ّّ المسالّ مع مجاميع شهيرة بالإضافة اإ  ماحظاات تييد ي  ل

 مثال تطبيقي مقتبس من أ لد الدورات السابقة .

 

عداد و تنس يق : أ . عبد الله منافيخي و أ . عبد   الملك خير اللهاإ

 ‏0202/‏66/‏61‏
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 تعطى المتتالٌة بطرٌقتٌن :

 

 

 

 
     
 :تذكر

     مجهول ٌنتمً إلى الأعداد الطبٌعٌة  ٌدلّ على  الرمز 
ٌ   {         }  حٌث  { }  المجموعة على  دل  ٌل    الرمز  ستخدَمو  {       } . 

   

 بالتدرٌج ؟ علاقةنبرهن صحة كيف 

 ☺(علٌها جزئٌن بالسلم كثٌر من الطلاب ٌغفل عنها بالرغم من أنّ )        نكتب القضٌة الواجب إثباتها  (1

    نثبت صحة العلاقة من أجل حد البدء (2

 .       و نبرىن صحة      نفترض صحة  (3
 التطبيقات عمى الاستقراء الرياضي :و من أىم  

 إثبات مساواة  

 )و يندرج تحتيا دراسة اطّراد متتالية معرّفة بالتدريج(إثبات صحة متراجحة   

 يقبل القسمة على عدد طبيعيّ . Aأنّ مقداراً طبيعيّاً إثبات   

 

 أثبت من أجل كل عددمثال : 

 : أن      طبيعي  

       

 
    . 

 

      ىنا  الحل :
      بحيث :  Eالقضيّة  نتأمل

      

 
    

      محققة لأنّ          

 
     

      أي نفرض أنّ      نفرض صحّة 

 
    حيث    

 :       نبرىن صحّة 
          

 
 

             

 
 

      

 
     

          
 لقضيّة صحيحة و قد أثبتنا ذلك بالتدريج .فا

𝒖𝒏 𝟏بتعريف تدريجي من الشكل   𝒇 𝒖𝒏  

 في ىذه الحالة يكتب كل حد بدلالة حدود سبقتو.
معرّفة تدريجيّاّ وفق:   ≤𝑢𝑛 𝑛 مثال : المتتالية 

 
𝑢   

𝑢𝑛    𝑢𝑛    
 

𝒖𝒏 لنمطبتعريف صريح من ا  𝒇 𝒏  
 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عطى تحٌث 
 𝑛  𝑛      𝑢𝑛 =مثال:
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 نمي ز الحالات الآتية :  

 .     أي  كانت حدود المتتالٌة موجبة تماما  إذا و فقط  إذا ٌجوز استخدام معٌار النسبة - :اتملاحظ  

لا تكون غير مطّ ردة إذا حقّ تكون المتتالية مطّ -              ردة.قت أحد الشروط السابقة وا 

 كيف ندرس جهة اط راد متتالية معر فة بالتدريج ؟

 و ٌمكن الاستعانة بتابع مساعد . )الاستقراء الرٌاضً(طرٌقة  لدراسة اطراد متتالٌة معطاة بعلاقة تدرٌجٌة نستخدم

 : مثال

    :  المعرفة وفق   ≤     المتتالٌة  ادرس جهة اطراد
    

       
  

 الحل :

     نلاحظ أن 
 ثابتة .   لذلك تبدو المتتالٌة      و كذلك     

 نتأمل القضٌة :

               

        محققة لأن      

        أي نفترض أن      نفرض صحة 

       و نبرهن صحة 

 من الفرض :

        

                                                  ع :          نربّ 
    

  

          

    محققة مهما تكن       محققة و منه         

 راد هذا النوع من المتتالٌاتفً بعض الحالات ٌمكن الاستغناء عن البرهان بالتدرٌج فً دراسة اطّ  ملاحظة :

 .              لأنّ  متزاٌدة           المتتالٌة  مثال :

        دراسة اطّراد التابع الذي يحقق معيار النسبة معيار الفرق جية اطراد المتتالية

        
 المتتالية ثابتة

              

  
           

        
 المتتالية متزايدة

              

  
           

        
 المتتالية متزايدة تماماً 

              

  
           

        
 المتتالية متناقصة

              

  
           

        
 تماماً  المتتالية متناقصة

              

  
           

 طريق ال لف ميّ يبدأ  بخطوة

 ♥يبدأ  من هنا  600و طريق ال 
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‏المتتالية‏الهندسية‏ةالمتتالية‏الحسابي‏‏

   حقٌقً عدد بإضافة سابقه عن ٌنتج حد كل
          

  حقٌقً عددب ضربهب سابقه عن ٌنتج حد كل
         

   الهندسٌة المتتالٌة أساس   الحسابٌة المتتالٌة أساس

                 
  

                    
    

هددددو الوسددددط   حدددددود متعاقبددددة عندئددددذ        

   و   الحسابً ل 

  
   

 
 

هددددو الوسددددط   حدددددود متعاقبددددة عندئددددذ        

   و   الهندسً ل 
      

 حسابية ؟   س: كيف نثبت أن  متتالية ما 
 .  عدد حقٌقً ثابت لا ٌتعلق بالمتغٌر   حٌث           ٌجب تحقق الشرط : 

‏هندسية‏؟‏  س:‏كيف‏نثبت‏أن‏متتالية‏ما‏

ٌجب تحقق الشرط : 
    

  
 .  عدد حقٌقً ثابت لا ٌتعلق بالمتغٌر   حٌث    

 

 

‏مجموع‏حدود‏متعاقبة‏من‏متتالية‏هندسية‏مجموع‏حدود‏متعاقبة‏من‏متتالية‏حسابية

               ∑  

 

   

 

  
 

 
      

 الحد الأول      
 الحد الأخٌر      

        عدد الحدود )   
   

 
  ) 

               ∑  

 

   

 

    
    

   
 

 لالأوّ  الحدّ      

 أساس المتتالٌة الهندسٌة  
 (       عدد الحدود )  

 : مثال

        
 

 
      

 مثال :

          
    

   
 

 مربع مجموع تلك الأعداد ٌساوي  حتى   بات من مجموع المكعّ ◄

                      أي 

∑  

 

   

             
 

 
        

        

 
 

 :  حتى   عات من مجموع المربّ  ◄

∑  
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 : السلاسل العدديةبعض الحالات عن ز نميّ     
 . أن يكون آخر حد من حدودها فقط بدلالة   -1

                     مثال:    
 المتتالية بحسب تغير الدليل حد من بالتالي عند تغيير دليميا نجري التعديل عمى آخر     
 (نتباهيمعب دوراً في تحديد عدد الحدود لذلك يجب الا  )ىنا      
 عمى المثال السابق نجد :بالتطبيق      

                             
                         

 
 . أن يكون جميع حدودها بدلالة  -2
                  مثال:  

 

   
 

 

   
   

 

  
 

 ليا مع آخرىاوبالتالي عند تغيير دليميا نجري تعديل عمييا بمراعاة تغير أو     
 (نتباهيمعب دوراً في تحديد عدد الحدود لذلك يجب الا  تحذف الحدود الأولى  )ىنا  بحسب تغير الدليل, وغالباً     
 بالتطبيق عمى المثال السابق نجد:    

     
 

   
 

 

   
   

 

  
 

 

    
 

 

      
 

      

 
 رادىاد جية اطّ راد المتتالية التدريجية نوجد الحدود الأولى منيا ثم نحدّ لدراسة اطّ   -1

 .من ذلك و لا بد   بالاستقراء الرياضي منا إليهما توص   نثبتثم ردة إذا كانت مطّ     
 مضاعفات الأعداد :  -2

 مضاعفاتو العدد
 مضاعف لكل الأعداد 0
 أن يكون آحاد العدد زوجي 2
 3مضاعف  العدد مجموع أرقام إذا كان 3
 5أو  0أن يكون آحاد العدد  5
 9مضاعف  العدد أن يكون مجموع أرقام 9

 من تمرينات ومسائل : 9من فكرة التمرين رقم   -3
 :            متتالية المعرّفة تدريجيّاً وفق لم  إيجاد الحد العام بدلالة      

 .  أساسيا سية فالمتتالية ىند    و   b = 0* إذا كان 
 . bأساسيا  فالمتتالية حسابية    و      إذا كان *
 فالمتتالية ثابتة .        عندئذٍ    b = 0و     و في حالة  *
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 * أما في باقي الحالات :      
 )يستمزم ذلك ذكر مجموعة تعريف التابع(           ق يحقالذي تابع العبارة  وجدن (1

  وليكن        لة نوجد حل المعاد (2

  ≤     المتتالية  نبرىن أنّ  (3
 .  العام بدلالة  ىندسية ونوجد حدّىا         المعرّفة وفق : 

 .  بدلالة      من ذلك عبارة نستنتج (4
 

 

 حذف عنصر أو إضافتو في متراجحة:  -4

 تكبير الكبير: 
    جحة دون تغيير جيتيا بشرط اف الكبير من أي متر إلى الطر    مقدار يمكننا إضافة 

    أي متراجحة دون تغيير جيتيا بشرط  في    ( بمقدارالكبيرالراجح ) الطرف يمكننا ضرب 
 تصغير الصغير : 
    من الطرف الصغير من أي متراجحة دون تغيير جيتيا بشرط     طرح مقداريمكننا  

 .    من أي متراجحة دون تغيير جيتيا بشرط    ى مقدار عم الطرف الصغير قسمةيمكننا  
 

  تطبيقات 
 , و المطموب :     و فييا     متتالية ىندسيّة أساسيا   ≤     الثانية ( :  2012) دورة 
 .             ثمّ احسب المجموع    احسب 
 الحل : 

      
           

 حساب المجموع : 

    
    

   
 

 :          ,         حيث 

   
    

   
  

    

  
           

 
   المعرّفة وفق :   ≤     ادرس اطّراد المتتالية 

 

  
 

 

  
   

 

  
 

 الحل : 
     

 

  
 

 

  
   

 

  ⏟          
 

 

      
 

                                                                         
 

      
           

 

      
   
 متزايدة تماماً .  ≤     المتتالية 

 

 _تّم بحمد الله_


