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 حل النموذج الوزا ي الأول

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

 ℝمعرف على  𝑓نجد جانباً الخط البياني لتابع  السؤال الأول:

 والمطلوب:

  ما عدد حلول المعادلة𝑓(𝑥) = 5 

 ما مجموعة حلول المتراجحة 

𝑓(𝑥) ≥ 5 

  هل𝑓(1)  قيمة محلية كبرى أو 

 صغرى للتابع. علل ذلك؟

  ما عدد القيم الحدية للتابع𝑓؟ 

  ما قيمة المشتق في النقطة التي فاصلتها𝑥 =  ؟2

  أيكون التابع𝑓  اشتقاقياً عند𝑥 =  ؟1

 الحل:
  حل وحيد لأن المستقيم𝑦 = بنقطة  𝑓يقطع الخط البياني للتابع  5

 واحدة فقط.

  مجموعة حلول المتراجحة هي مجموعة قيم𝑥  التي تحقق𝑓(𝑥) ≥ 5 

 ، 

,4]فنلاحظ حسب الرسم أنها  +∞[. 

  :1نعم ، لأن ∈ 𝐼 = 𝐼و  ]0,2[ ∩ ℝ = 𝐼  فالشرط 

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2)  (محقق) 

  4عدد القيم هو. 

  بما أن المماس عند𝑥 = 𝑓′(2)أفقي عندئذ  2 = 0. 

  لا ، لأنه غير مستمر )منقطع( عند𝑥 =  فهو غير اشتقاقي. 1

متحول عشوائي يمثل عدد النجاحات في تجربة  𝑋ليكن   السؤال الثرني:

 برنولية

 .𝑋الجدول المجاور غير المكتمل هو القانون الاحتمالي لـ 

 

 

 ما عدد الاختبارات في التجربة؟ 

 .أكمل الجدول المجاور 

  احسب التوقع الرياضي وتباين المتحول العشوائي𝑋؟ 

 الحل:
  عدد الاختبارات هو𝑛 = 4. 

  :كون التجربة برنولية فمن الجدول نجد أن 

𝑃(𝑋 = 4) =
16

81
= (

4
4
) (
2

3
)
4

⇒ 𝑝 =
2

3
   &  𝑞 =

1

3
 

 ومنه

            𝑃(𝑋 = 0) = 𝑞4 = (
1

3
)
4

=
1

81
 

𝑃(𝑋 = 1) = (
4
1
) 𝑝1. 𝑞3 = 4(

2

3
) (
1

3
)
3

=
8

81
 

𝑃(𝑋 = 2) = (
4
2
) 𝑝2𝑞2 = 6(

2

3
)
2

(
1

3
)
2

=
24

81
 

𝑃(𝑋 = 3) = (
4
3
) 𝑝3𝑞 = 4(

2

3
)
3

(
1

3
) =

32

81
 

 

 

للتحقق:  
𝑃(𝑋 =

0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) + 𝑃(𝑋 = 4) = 1 

 :حساب التوقع الرياضي: بما أن التجربة برنولية عندئذ 

𝐸(𝑋) = 𝑛. 𝑝 = 4 ×
2

3
=
8

3
 

𝑉(𝑋) = 𝑛. 𝑝(1 − 𝑝) = 4 

و  [𝐸𝐹]منتصفات  𝐽و  𝐼في الشكل المجاور مكعب.  السؤال الثرلث:

[𝐵𝐶] 

  2أثبت أن(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

  أثبت أن الأشعة𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗, 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .ًمرتبطة خطيا  

  الحل:

  2(𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗      

𝑙1 = 2(
1

2
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑙2 = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⇒ 𝑙1 = 𝑙2 

 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗ ⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗                            

𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

1

2
(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝐽𝐼⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

1

2
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐽𝐼⃗⃗⃗ ⃗ = 0⃗⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗فالأشعة  ⃗, 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .ًمرتبطة خطيا 

4𝑥حل المعادلة  السؤال الرابع: = 5𝑥+1. 

4 3 2 1 0 𝑘 

16

81
 

32

81
 

24

81
 

8

81
 

1

81
 𝑃(𝑋 = 𝑘) 

 تذكرة بالتجربة البرنولية

𝑃(𝑋 = 𝑘) = (
𝑛
𝑘
)𝑝𝑘 . 𝑞𝑛−𝑘 

𝑞حيث  = 1 − 𝑝 

𝐹 

𝐸 𝐻 

𝐺 

𝐴 

𝐵      𝐽         𝐶 

𝐷 

𝐼 
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  الحل:

ln(4𝑥) نأخذ لوغاريتم لطرفي المعادلة فنجد  = ln(5𝑥+1) 

 (𝑙𝑛 خواص)         𝑥. ln 4 = (𝑥 + 1) ln 5 

             𝑥. ln 4 − 𝑥. ln 5 = ln 5 

               𝑥(ln 4 − ln 5) = ln 5      

 𝑥 =
ln 5

ln 4 − ln 5
 

لكل  °60)        حل التمارين الأربعة الآتية:   ثرنيرا  

 تمرين(

 البمرين الأول:
  ليكن𝑔  التابع المعرف على𝐼 =  العلاقة وفق  ]∞+,1−[

𝑔(𝑥) = ln(√𝑥 + 1) 

 واستنتج  𝑔′(1)و  𝑔′(𝑥)و  𝑔(1)احسب كلاً من 

lim
𝑥→1

ln(√𝑥 + 1) − ln√2

𝑥 − 1
 

 𝑔′(1)و  𝑔′(𝑥)و  𝑔(1) حساب الحل:

𝑔(1) = ln(√1 + 1) = ln√2                        

 .𝐼معرف واشتقاقي على  𝑔إن 

𝑔′(𝑥) =
(√𝑥 + 1)

′

√𝑥 + 1
=

1

2√𝑥 + 1

√𝑥 + 1
=

1

2(𝑥 + 1)
 

          𝑔′(1) =
1

2(1 + 1)
=
1

4
 

 استنتاج النهاية:

lim
𝑥→1

ln(√𝑥 + 1) − ln√2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1

𝑔(𝑥) − 𝑔(1)

𝑥 − 1
= 𝑔′(1) =

1

4
 

  احسب نهاية التابع𝑓  المعرفةℝ\{2}  وفق 

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + sin𝑥

𝑥 − 2
 

 .∞+عند 

1−نعلم أن              الحل: ≤ sin𝑥 ≤ 1 

2𝑥 − 1 ≤ 2𝑥 + sin 𝑥 ≤ 2𝑥 + 1 

𝑥نقسم على  − 2 >  ∞+في جوار  0

2𝑥 − 1

𝑥 − 2
≤
2𝑥 + sin 𝑥

𝑥 − 2
≤
2𝑥 + 1

𝑥 − 2
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

= } حسب مبرهنة الإحاطة نجد 2
lim

𝑥→+∞

2𝑥 − 1

𝑥 − 2
= 2

lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1

𝑥 − 2
= 2

 

𝑥0المتتالية المعطاة وفق  𝑛≥0(𝑥𝑛)لتكن  البمرين الثرني: = و  4

𝑥𝑛+1 =
3

4
𝑥𝑛 + 𝑛في حالة  2 ≥ 0. 

𝑦𝑛بالعلاقة  𝑛≥0(𝑦𝑛)نعرّف المتتالية   = 𝑥𝑛 − 8. 

. واحسب 𝑛بدلالة  𝑦𝑛متتالية هندسية. واكتب  𝑛≥0(𝑦𝑛)أثبت أن 

lim
𝑥→+∞

𝑦𝑛 

𝑦𝑛+1إثبات أن المتتالية هندسية   الحل: =   𝑥𝑛+1 − 8 

𝑦𝑛+1 = (
3

4
𝑥𝑛 + 2) − 8 

               𝑦𝑛+1 =
3

4
𝑥𝑛 − 6 =

3

4
𝑥𝑛 −

24

4
   

𝑦𝑛+1 =
3

4
(𝑥𝑛 − 8) 

𝑦𝑛+1 =
3

4
𝑦𝑛             

متتالية هندسية أساسها  𝑦𝑛ومنه فالمتتالية 
3

4
 وحدها الأول: 

𝑦0 = 𝑥0 − 8 = 4 − 8 = −4 

𝑦𝑛 = (−4)(
3

4
)
𝑛

 حدها العام بدلالة 𝑛 هو  

lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→+∞

(−4) (
3

4
)
𝑛

= 0   (|
3

4
| <  (لأن  1

في المستوي ننشئ على ضلعيه  𝐴𝐵𝐶ليكن المثلث  البمرين الثرلث:

[𝐴𝐶]  و[𝐵𝐶]  وخارجه المربعين𝐴𝐶𝐸𝐴′  و𝐶𝐵𝐵′𝐷  كما في الشكل

 المجاور.

,𝑎تمثل الأعداد العقدية  𝑏, 𝑐, 𝑎′, 𝑏′  النقاط𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴′, 𝐵′. 

 𝐵′  هي صورة𝐶  وفق دوران مركزه𝐵  عينّه واكتب الصيغة ،

 العقدية 

,𝑏بدلالة  ′𝑏للعدد  𝑐. 

  َّأثبت أن𝑎′ = 𝑖(𝑐 − 𝑎) + 𝑎. 

  عينّ العدد العقدي𝑚  الممثل للنقطة𝑀  منتصف[𝐴′𝐵′]. 

  كيف تتغير النقطة𝑀  عندما تتحول𝐶 في المستوي؟ 

 الحل:

 𝑏′ − 𝑏 = 𝑒−
𝜋

2
𝑖(𝑐 − 𝑏)                   

𝑏′ − 𝑏 = −𝑖(𝑐 − 𝑏) 

𝐴 
𝐵 

𝐶 

𝐷 
𝐸 

𝐴′ 
𝐵′ 

𝑀 
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𝑏′ = 𝑏 − 𝑖(𝑐 − 𝑏)  

  إن𝐴′  هي صورة𝐶  وفق دوران مركزه𝐴  وزاويته
𝜋

2
 ، ومنه 

𝑎′ − 𝑎 = 𝑒
𝜋
2
𝑖(𝑐 − 𝑎) 

𝑎′ = 𝑖(𝑐 − 𝑎) + 𝑎  

  بما أن𝑀  منتصف[𝐴′𝐵′] :عندئذ 

𝑚 =
𝑎′ + 𝑏′

2
 

𝑚 =
𝑖(𝑐 − 𝑎) + 𝑎 + 𝑏 − 𝑖(𝑐 − 𝑏)

2
 

𝑚 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑖(𝑏 − 𝑎)

2
 

  لا تتغير النقطة𝑀  عندما تتحول𝐶  في المستوي ، لأن𝑚  غير

,𝑎)حسب الطلب الثالث( وأيضاً  𝑐مرتبطة بـ  𝑏  غير مرتبطتان بـ𝑐. 

 أثبت صحة المساواة البمرين الرابع:

cos2 𝑥 . sin2 𝑥 =
1

8
−
1

8
cos(4𝑥) 

. ∫ cos2 𝑥 . sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 ثم احسب   

 إثبات صحة المساواة:  الحل:

cos2 𝑥 . sin2 𝑥 = (
1 + cos2𝑥

2
) . (

1 − cos 2𝑥

2
) 

       =
1

4
[1 − cos2(2𝑥)] 

            =
1

4
[1 −

1 + cos(4𝑥)

2
] =

1

8
−
1

8
cos(4𝑥) 

 حساب التكامل:

∫ cos2 𝑥 . sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫ (
1

8
−
1

8
cos(4𝑥))𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

=
1

8
∫ 𝑑𝑥

𝜋
2

0

−
1

8
∫ cos(4𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

        

=
1

8
[𝑥]0

𝜋
2 −

1

8
[
1

4
sin(4𝑥)]

0

𝜋
2
              

=
1

8
(
𝜋

2
− 0) −

1

8
[
1

4
. 0 −

1

4
. 0]       

∫ cos2 𝑥 . sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
𝜋

16
 

 لكل مسألة °100   حل المسألتين الآتيتين  ثرلثرا  

 المسألة الأولى:

𝑓(𝑥)بالصيغة  ℝالمعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  =

𝑥𝑒−𝑥 

  احسب نهاية التابع𝑓  احسب  ∞−وعند  ∞+عند ،𝑓′(𝑥)  ،

ونظم جدولاً بتغيراته وعينّ قيمته الحدية ، ثم  𝑓ادرس اطراد التابع 

 .𝐶ارسم 

  احسب مساحة السطح المحصور بين𝐶  والمستقيمين اللذين

𝑥معادلتهما  = 𝑥و  0 = 1. 

  بينّ أنه في حالة عدد حقيقي𝑚  0[من المجال, 𝑒−1[  تقبل المعادلة

𝑓(𝑥) = 𝑚 .حلينّ مختلفين 

  لتكن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0 تدريجياً كما يأتي:  المعرفة 

𝑢0 = 𝑢𝑛+1       و      1 = 𝑢𝑛𝑒
−𝑢𝑛 

  (𝑎  0أثبت أن < 𝑢𝑛 ≤  .𝑛وذلك مهما كان الدليل  1

  (𝑏  أثبت أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0 متناقصة. ثمّ بيّن تقاربها واحسب نهايتها 

  الحل:

 :حساب النهايات 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥. 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑒𝑥
= 0 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥. 𝑒−𝑥 = −∞ 

 ℝمعرف واشتقاقي على  𝑓إن التابع 

𝑓′(𝑥) = 1. 𝑒−𝑥 + (−𝑒−𝑥. 𝑥) = (1 − 𝑥)𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑥)نعدم المشتق ، أي:         = 0 

(1 − 𝑥)𝑒−𝑥 = 0 

𝑥 = 1 ⇒ 𝑓(1) =
1

𝑒
 

𝑥 −∞                         1                         +∞ 

𝑓′(𝑥) +              0             − 

𝑓(𝑥) −∞         ↗                  
1

𝑒
                ↘              0 

,∞−[متزايد على المجال  𝑓التابع  ومتناقص على المجال  ]1

]1, +∞[. 

1

𝑒
= 𝑓(1) القيمة الحدية هي 

 

 

 

 

1

𝑒
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𝑆 = ∫ 𝑥. 𝑒−𝑥𝑑𝑥

1

0

                                     

نحسب التكامل بطريقة التجزئة فنفرض 
𝑢 = 𝑥 𝑣′ = 𝑒−𝑥

𝑢′ = 1       𝑣 = −𝑒−𝑥
 

𝑆 = [−𝑥𝑒−𝑥]0
1 −∫ −𝑒−𝑥𝑑𝑥

1

0

= [−𝑒−1 − 0] − [𝑒−𝑥]0
1 

𝑆 = −
1

𝑒
− (

1

𝑒
− 1) = 1 −

2

𝑒
 

𝑆 = 1 −
2

𝑒
 

  بملاحظة أن𝑓(0) = 0  

𝑓(]0,1[) = ]0, 𝑒−1[  والتابع𝑓  مستمر ومتزايد تماماً على]0,1[ 

𝑓(]1,∞[) = ]0, 𝑒−1[  والتابع𝑓 ومتزايد تماماً على  مستمر

]1,∞[ 
𝑚 إذاً: لكل ∈ ]0, 𝑒−1[  كان للمعادلة𝑓(𝑥) = 𝑚  حلين 

𝑥1 ∈ 𝑥2و    ]0,1[ ∈ ]1,∞[ 

 (𝑎)  :لنبرهن بالتدريج أن𝐸(𝑛): 0 < 𝑢𝑛 ≤  .𝑛أياًّ كان   1

 𝐸(0)لنثبت صحة العلاقة من أجل 

𝑢0لدينا فرضاً  =  صحيحة. 𝐸(0)فالعلاقة  1

0أي:  𝐸(𝑘)لنفرض صحة العلاقة  < 𝑢𝑘 ≤  صحيحة. 1

𝐸(𝑘ولنثبت صحة العلاقة  +  كما يلي: (1

0 < 𝑢𝑘 ≤ 1                            

𝑓(0) < 𝑓(𝑢𝑘) ≤ 𝑓(1)   ([0,1] متزايد على المجال 𝑓) 

0 < 𝑢𝑘+1 ≤
1

𝑒
< 1                      

0 < 𝑢𝑘+1 ≤ 1                             

(𝑏)  لنبرهن أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  متناقصة وذلك بالتدريج 

:𝐸(𝑛)أي لنثبت صحة العلاقة    𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛. 

  𝐸(0)لنثبت صحة العلاقة 

𝑢0 = 1

𝑢1 =
1

𝑒

} ⇒ 1 ≥
1

𝑒
⇒ 𝑢1 ≤ 𝑢0 (صحيحة) 

𝑢𝑘+1…(∗)أي:  𝐸(𝑘)لنفرض صحة العلاقة  ≤ 𝑢𝑘 .صحيحة 

𝐸(𝑘لنثبت صحة العلاقة  + 𝑢𝑘+2أي:  (1 ≤ 𝑢𝑘+1 :كما يلي 

                        𝑢𝑘+1 ≤ 𝑢𝑘          (∗                         ( حسب

𝑓(𝑢𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑢𝑘)    ([0,1] متزايد على المجال 𝑓) 

𝑢𝑘+2 ≤ 𝑢𝑘+1                    

  متناقصة. 𝑛≥0(𝑢𝑛)فالمتتالية 

متقاربة لأنها متناقصة ومحدودة من الأدنى فهي  𝑛≥0(𝑢𝑛)المتتالية 

𝑙متقاربة من  = 𝑓(𝑥)حل المعادلة  0 = 𝑥 ومنه 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

 𝐾و  𝐽و  𝐼. لتكن 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻نتأمل مكعبّاً  سألة الثرنية:الم

 بالترتيب.  [𝐷𝐻]و  [𝐻𝐺]و  [𝐷𝐶]منتصفات أضلاعه 

;𝐴)نتخذ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  معلماً  (

 متجانساً في الفراغ.

  أوجد إحداثيات النقاط𝐴, 𝐼, 𝐸. 

  اكتب معادلة المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸). 

  احسب بعد𝐾  عن المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸)  وحجم الهرم𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸. 

 اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم𝑑  العمودي على المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸) 

 والمار 

 .𝐾النقطة    

  احسب إحداثيات𝑁  نقطة تقاطع المستقيم𝑑  مع المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸). 

  ّأثبت أن𝑁 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  هي

(𝐴, 𝛼), (𝐼, 𝛽), (𝐸, 𝛾)  

 هي أثقال يطلب تعيينها. 𝛾و  𝛽و  𝛼حيث     

  الحل:

 :نلاحظ حسب الرسم أن 

𝐸(0,1,0), 𝐼 (
1

2
, 0,1) , 𝐴(0,0,0) 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐸 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐸 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴) 

       = (0 − 0,1 − 0,0 − 0) = (0,1,0) 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐼 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐼 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐼 − 𝑧𝐴) 

      = (
1

2
− 0,0 − 0,1 − 0) = (

1

2
, 0,1) 

  نفرض شعاع ناظم�⃗⃗�(𝑎, 𝑏, 𝑐)  للمستوي𝐴𝐼𝐽𝐸  

�⃗⃗� ⊥ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗�. 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑏 = 0 

�⃗⃗� ⊥ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗�. 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒
1

2
𝑎 + 𝑐 = 0 

𝑐نفرض  =  لأن للمستوي أكثر من ناظم 1

1

2
𝑎 + 1 = 0 ⇒ 𝑎 = −2 

 .�⃗⃗�(−2,01)وبالتالي يكون 

 (𝐴𝐼𝐽𝐸)معادلة المستوي 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

−2(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 

𝐸 

𝐻 𝐽 𝐺 

𝐶 

𝐹 

𝐵 

𝐼 

𝐾 

𝐷 

𝐴 
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−2𝑥 + 𝑧 = 0 

  بعد𝐾  عن المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸) نلاحظ حسب الرسم أن :𝐾 (0,
1
2
, 1) 

ℎ = dist(𝐾, 𝐴𝐼𝐽𝐸) =
|(−2)(0) + 0 + 1|

√4 + 1
=

1

√5
 

 𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸حجم الهرم 

 𝐴𝐼𝐽𝐸وهي  𝐾𝐴𝐼𝐽𝐸لذا لنحسب مساحة قاعدة الهرم 

𝑆(𝐴𝐼𝐽𝐸) = 𝐼𝐽 × 𝐴𝐼 = 1 ×
√5

2
=
√5

2
 

𝑉 =
1

3
𝑆(𝐴𝐼𝐽𝐸). ℎ =

1

3
×
√5

2
×

1

√5
=
1

6
 

  المستقيم بما أن𝑑  العمودي على المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸) 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑛(𝐴𝐼𝐽𝐸)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (−2,0,1) 

𝑑: {

𝑥 = −2𝑡 + 0

𝑦 = 0 +
1

2
𝑧 = 𝑡 + 1

; 𝑡 ∈ ℝ ⇒ 𝑑: {

𝑥 = −2𝑡

𝑦 =
1

2
𝑧 = 𝑡 + 1

; 𝑡 ∈ ℝ  

  لحساب إحداثيات𝑁  نقطة تقاطع المستقيم𝑑  مع المستوي(𝐴𝐼𝐽𝐸) 

 𝑑والمستقيم  (𝐴𝐼𝐽𝐸)نوجد الحل المشترك لمعادلة المستوي 

−2(−2𝑡) + 0 (
1

2
) + 𝑡 + 1 = 0 

4𝑡 + 𝑡 + 1 = 0 ⇒ 𝑡 = −
1

5
 

𝑁 (
2

5
,
1

2
,
4

5
)  ومنه إحداثيات 𝑁  هي  

 
 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑦𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(
2

5
,
1

2
,
4

5
) = 𝑥 (

1

2
, 0,1) + 𝑦(0,1,0) 

(
2

5
,
1

2
,
4

5
) = (

1

2
𝑥, 𝑦, 𝑥) ⇒

1

2
𝑥 =

2

5

𝑦 =
1

2

𝑥 =
4

5 }
 
 

 
 

⇒
𝑥 =

4

5

𝑦 =
1

2

 

⇒ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
4

5
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⇒ 10𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⇒ 10𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

⇒ 3𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

⇒ −3𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 8𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 5𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

,(𝐴,−3)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑁إذاً  (𝐼, 8), (𝐸, 5). 
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 حل النموذج الوزا ي الثرني

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

  الأول:السؤال 

  1نجد جانباً مكعباً طول ضلعه 

 مزوداً بمعلم متجانس

 (𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )  

  .[𝐷𝐻]منتصف  𝐼حيث 

 حداثيات النقاط أعط إ𝐼  و𝐸  و𝐴. 

 جِدْ إحداثيات 𝑂  مركز ثقل المثلث𝐴𝐸𝐼. 

  أين تقع النقطة𝑀  3التي تحقق𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

  احسب𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗. 

 الحل:

𝐴(0,0,0), 𝐸(0,1,0), 𝐼 (0,
1

2
, 1)                 

𝑂 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐸 + 𝑥𝐼

3
,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐸 + 𝑦𝐼

3
,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐸 + 𝑧𝐼

3
) 

= (
0 + 0 + 0

3
,
0 + 1 +

1
2

3
,
0 + 0 + 1

3
) = (0,

1

2
,
1

3
) 

  

3𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

3𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐹𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ =
1

3
𝐹𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

  [𝐹𝑂]تقع على  𝑀إذا النقطة 

  

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐴 − 𝑥𝐼 , 𝑦𝐴 − 𝑦𝐼 , 𝑧𝐴 − 𝑧𝐼) = (0, −
1

2
,−1) 

𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐸 − 𝑥𝐼 , 𝑦𝐸 − 𝑦𝐼 , 𝑧𝐸 − 𝑧𝐼) = (0,
1

2
,−1) 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 + (−
1

2
) (
1

2
) + (−1)(−1) =

3

4
 

 

 

𝐷التابع المعرف على  𝑓ليكن  السؤال الثرني: = ℝ\{−1} وفق 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 5𝑥 + 1

𝑥 + 1
 

  جد الأعداد𝑎  و𝑏  و𝑐 التي تحقق 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
   

 .𝐷من  𝑥أياً يكن    

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0

       احسب   

 الحل:

  بالقسمة الإقليدية نجد 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 6 +
7

𝑥 + 3
 

𝑎 ومنه  = 1, 𝑏 = −6, 𝑐 = 7 

  

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0

= ∫ (𝑥 − 6 +
7

𝑥 + 1
)𝑑𝑥

2

0

 

    = [
𝑥2

2
− 6𝑥 + 7 ln(𝑥 + 1)]

0

2

 

    = (
22

2
− 6(2) + 7 ln 3) − (0 − 0 + 7 ln 1) 

⇒ 𝐼 = 7 ln(3) − 10  

عدداً عقدياً طويلته  𝑤عدداً عقدياً ما ، وليكن  𝑧ليكن  السؤال الثرلث:

تساوي الواحد وهو محتلف عن الواحد. أثبت أن 
𝑤𝑧−𝑧

𝑖𝑤−𝑖
 تخيلي بحت 

 الحل:

𝑧يكون تخيلي بحت إذا حقق:  𝑧نعلم أن العدد العقدي  = −𝑧 ومنه 

(
𝑤. 𝑧 − 𝑧

𝑖. 𝑤 − 𝑖
) =

𝑤𝑧 − 𝑧

𝑖𝑤 − 𝑖
 

  =
𝑤𝑧 − 𝑧

−𝑖. 𝑤 + 𝑖
.
𝑤

𝑤
=

𝑤.𝑤𝑧 − 𝑧.𝑤

−𝑖. 𝑤.𝑤 + 𝑖𝑤
 

=
|𝑤|𝑧 − 𝑧.𝑤

−𝑖. |𝑤| + 𝑖𝑤
=
𝑧 − 𝑧.𝑤

−𝑖 + 𝑖𝑤
= −

𝑤. 𝑧 − 𝑧

𝑖𝑤 − 𝑖
      

)   وهو المطلوب.
𝑤. 𝑧 − 𝑧

𝑖. 𝑤 − 𝑖
) = −

𝑤. 𝑧 − 𝑧

𝑖𝑤 − 𝑖
 ومنه 

 

 وفق ℝالمعرف على  𝑓احسب مشتق التابع  السؤال الرابع:

𝑓(𝑥) = 𝑒1−sin𝑥 

  𝑥 − 6 

  𝑥2 − 5𝑥 + 1 

∓𝑥2 ∓ 𝑥      

−6𝑥 + 1 

±6𝑥 ± 6 

+7        

 

𝑥 + 1 

𝐺 

𝐶 

𝐹 

𝐵 𝐴 

𝐸 

𝐷 

𝐼 

𝐻 
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 الحل:
𝑓′(𝑥) = (1 − sin𝑥)′. 𝑒1−sin𝑥 = −cos 𝑥 . 𝑒1−sin𝑥 

لكل  °60        حل التمارين الأربعة الآتية:   ثرنيرا  

 تمرين

 البمرين الأول:

𝑓(𝑥)وفق  ℝالتابع المعرف على  𝑓ليكن  =
𝑥2+|𝑥|

𝑥2+1
 

  ما نهاية التابع𝑓  عند−∞. 

  ادرس قابلية اشتقاق𝑓  ًعند الصفر من اليمين ، ثمَّ اكتب معادلة

 .𝐴(0,0)في النقطة  𝐶𝑓لنصف المماس من اليمين لخطه البياني 

 الحل:

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + |𝑥|

𝑥2 + 1
=

{
 

 
𝑥2 + 𝑥

𝑥2 + 1
    ; 𝑥 ≥ 0

𝑥2 − 𝑥

𝑥2 + 1
    ; 𝑥 < 0

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 − 𝑥

𝑥2 + 1
= 1                   

𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

𝑥2 + |𝑥|

𝑥(𝑥2 + 1)
                        

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥2 + |𝑥|

𝑥(𝑥2 + 1)
= lim

𝑥→0+

𝑥2 + 𝑥

𝑥(𝑥2 + 1)
 

= lim
𝑥→0+

𝑥 + 1

𝑥2 + 1
= 1       

𝑓(0)حيث أن  = 𝑚و  0 = 𝑓′(0+) = 1 

:𝑇وبالتالي  𝑦 = 1(𝑥 − 0) + :𝑇أي  0 𝑦 = 𝑥. 

 البمرين الثرني:
 المتتالية المعرفة وفق العلاقة 𝑛≥0(𝑥𝑛)لتكن 

𝑥𝑛+1 =
6

5
𝑥𝑛 +

4

5
𝑥0    و       = 5 

  احسب𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 .ثم ادرس اطراد المتتالية 

  نعرّف(𝑦𝑛)𝑛≥0  بالعلاقة𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 +  𝑛≥0(𝑦𝑛). أثبت أن 4

 متتالية هندسية.

  اكتب𝑦𝑛  بدلالة𝑛 ثم احسب .𝑦2 + 𝑦3 +⋯+ 𝑦10  بدلالة قوة

للعدد 
6

5
. 

  الحل:

𝑥1 =
6

5
. 5 +

4

5
=
34

5
           

𝑥2 =
6

5
(6 +

4

5
) +

4

5
=
224

25
 

𝑥3 =
6

5
(
224

25
) +

4

5
=
1444

125
 

 متزايدة وسنثبت ذلك بالتدريج أي:  𝑥𝑛نلاحظ أن المتتالية 

𝐸(𝑛): 𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1 

 𝐸(0)لنثبت صحة القضية 

𝑥0 = 5

𝑥1 =
34

5

} ⇒ 𝑥0 ≤ 𝑥1 

𝑥𝑛…(∗)، أي:  𝐸(𝑛)لنفرض صحة القضية  ≤ 𝑥𝑛+1 

𝐸(𝑛ولنثبت صحة القضية  + 𝑥𝑛+1أي:  (1 < 𝑥𝑛+2 :كما يلي 

𝑥𝑛                    حسب  (∗) ≤ 𝑥𝑛+1 

6

5
        نضرب الطرفين بـ 

6

5
𝑥𝑛 ≤

6

5
𝑥𝑛+1 

4

5
           نجمع للطرفين 

6

5
𝑥𝑛 +

4

5
≤
6

5
𝑥𝑛+1 +

4

5
 

                              𝑥𝑛+1 ≤ 𝑥𝑛+2 

𝑥𝑛إذن فحسب البرهان بالتدريج فإن  < 𝑥𝑛+1  أياً كان العدد الطبيعي

𝑛  فالمتتالية(𝑥𝑛)𝑛≥0 .متزايدة 

  

𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛+1 + 4 =
6

5
𝑥𝑛 +

4

5
+ 4 

        =
6

5
𝑥𝑛 +

24

5
=
6

5
(𝑥𝑛 + 4) 

⇒ 𝑦𝑛+1 =
6

5
𝑦𝑛 

أساسها  هندسية 𝑦𝑛فالمتتالية 
6

5
 وحدها الأول 

𝑦0 = 𝑥0 + 4 = 5 + 4 = 9 

 

   كتابة𝑦𝑛  بدلالة𝑛 :𝑦𝑛 = 9(
6
5
)
𝑛

 

𝑦2 = 9(
6

5
)
2

= 9 ×
36

25
 

𝑦2 + 𝑦3 +⋯+ 𝑦10 = 9 ×
36

25
 
1 − (

6
5
)
9

1 −
6
5

 

   =
324

25
 
1 − (

6
5
)
9

−
1
5

= −
324

5
(1 − (

6

5
)
9

) 
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;𝑂)في معلم متجانس  البمرين الثرلث: 𝒾, 𝒿, �⃗⃗�)  لدينا نقطتين ،

𝐴(2,−1,0)  و𝐵(−1,3,5) والمستوي .𝒫 يقبل معادلة      الذي

2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 5 = 0. 

  أثبت أن المستقيم(𝐴𝐵)  يقطع المستوي𝒫  في نقطة𝐶  يطلب تعيين

 إحداثياتها.

  اكتب معادلة للمستوي𝒬  العمودي على𝒫  ويمر بالنقطتين𝐴  و𝐵. 

 الحل:

  إن𝒫: 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 5 = 0  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗يقبل شعاع التوجيه  (𝐴𝐵)كما أن المستقيم  ⃗⃗ = نكتب  (3,4,5−)

 بالشكل الوسيطي (𝐴𝐵)معادلة المستقيم 

(𝐴𝐵): {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

; 𝑡 ∈ ℝ 

⇒ (𝐴𝐵): {
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 4𝑡 − 1
𝑧 = 5𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 

 فنجد: 𝒫و معادلة المستوي  (𝐴𝐵)بالحل المشترك لمعادلة المستقيم 

2(−3𝑡 + 2) − 3(4𝑡 − 1) + (5𝑡) − 5 = 0 

13𝑡−بالإصلاح نجد أن:  + 2 = 𝑡ومنه  0 =
2
13

إذن يتقاطعان في  

 𝐶النقطة 

𝑥 = −3(
2

13
) + 2 =

20

13

𝑦 = 4(
2

13
) − 1 = −

5

13

𝑧 = 5(
2

13
) =

10

13 }
 
 

 
 

⇒ 𝐶 (
20

13
,−

5

13
,
10

13
) 

 

  نفرض𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐)  شعاع ناظم لـ𝑄. 

𝒬 ⊥ 𝒫 ⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ⊥ 𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 − 3𝑏 + 𝑐 = 0…(1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⇒ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗⃗. 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⇒ −3𝑎 + 4𝑏 + 5𝑐 = 0…(2) 

 عندئذ 2بـ  (2)والمعادلة  3بـ  (1)نضرب المعادلة 

−𝑏 + 13𝑐 = نجمع فنجد 0 {
6𝑎 − 9𝑏 + 6𝑐 = 0

−6𝑎 + 8𝑏 + 10𝑐 = 0  
 

𝑐وبما أن للمستوي أكثر من ناظم نفرض  = 𝑏عندئذ:  1 = 13  

𝑎فنجد  (1)نعوض في  = 19 

𝑛𝑄⃗⃗ومنه  ⃗⃗  إذا: (19,13,1)⃗

𝒬: 𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0 

19(𝑥 − 2) + 13(𝑦 + 1) + 1(𝑧 − 0) = 0 

⇒ 𝒬: 19𝑥 + 13𝑦 + 𝑧 − 25 = 0  

يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاء ، وثلاث  البمرين الرابع:

من  ثلاث كراتوواحدة بيضاء. نسحب عشوائياً معاً خضراء كرات 

المتحول العشوائي الذي يمثل عدد الألوان المختلفة  𝑋الصندوق.  ليكن 

 بين الكرات المسحوبة.

  ما هي مجموعة القيم التي يأخذها𝑋؟ 

  احسب كلاً من𝑃(𝑋 = 1)P(X=2) ,   ثم استنتج قيمة

𝑃(𝑋 = 3). 

  ّاحسب توقع𝑋 .وانحرافه المعياري 

 الحل:

  ليكن𝑋  المتحول العشوائي الذي يمثل عدد الألوان المختلفة بين

 .{1,3,2}الكرات المسحوبة فتكون مجموعة القيم التي يأخذها هي 

𝑝(𝑥 = 1) =
(4
3
) + (3

3
)

(8
3
)

=
4 + 1

56
=

5

56
 

𝑝(𝑋 = 3) =
(4
1
) (3

1
) (1

1
)

(8
3
)

=
12

56
 

𝑃(𝑋 = 2) = 1 − (
5

56
+
12

56
) =

39

56
 

𝐸(𝑋) =
1

56
(1 × 5 + 3 × 12 + 2 × 39) =

119

56
=
17

8
 

𝐸(𝑋2) =
1

56
(12 × 5 + 32 × 12 + 22 × 39) =

269

56
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=
269

56
−
289

64
=
129

448
 

  

 لكل مسألة °100   حل المسألتين الآتيتين  ثرلثرا 

 المسألة الأولى:
منتصف  𝑀مباشر التوجيه كيفياً. لتكن  𝐴𝐵𝐶نتأمل في المستوي مثلثاً 

[𝐴𝐶]  ولكين ،𝐴𝐸𝐵  و𝐴𝐶𝐷  مثلثين قائمين في𝐴  متساويي الساقين

 𝑐و  𝑏.ونرمز بالرمزين 𝐴مباشرين. نختار معلماً مباشراً مبدأه النقطة 

 .𝐶و  𝐵إلى العددين العقديين اللذين يمثلان النقطتين 

  احسب بدلالة𝑏  و𝑐  الأعداد 

 الممثلة  𝑚و  𝑑و  𝑒العقدية 

 بالترتيب. 𝑀و  𝐶و  𝐸للنقاط 

  احسب
𝑑−𝑒

𝑚−𝑎
  (𝐴𝑀)ثم استنتج أن  

𝐸𝐷وأنّ  𝐴𝐸𝐷هو ارتفاع في المثلث  = 2𝐴𝑀. 

  نفترض أن𝐴  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة 

(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐸, 3), (𝐷, 2) 

احسب  -
𝑐

𝑏
 .𝐵𝐴𝐶. ثم استنتج قياس الزاوية  

 
𝐶 

𝑀 

𝐵 

𝐸 

𝐴 

𝐷 
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 الحل:

  نلاحظ أولاً أن𝑎 =  هي مبدأ المعلم. 𝐴لأن  0

𝑚عندئذ:  [𝐵𝐶]منتصف  𝑀بما أن  =
𝑏+𝑐
2

 

 𝐶ناتجة عن دوران  𝐷قائم ومتساوي الساقين فإن   𝐴𝐶𝐷بما أن المثلث 

+بزاوية  𝐴حول 
𝜋
2 

𝑑 − 𝑎 = 𝑒
𝜋
2
𝑖(𝑐 − 𝑎) ⇒ 𝑑 = 𝑖(𝑐 − 𝑎) + 𝑎

𝑎=0  لكن  
⇒     𝑑 = 𝑖𝑐  

 

  𝐵ناتجة عن دوران  𝐸قائم ومتساوي الساقين فإن  𝐴𝐸𝐷بما أن المثلث 

−بزاوية  𝐴حول 
𝜋
2 

𝑒 − 𝑎 = 𝑒−
𝜋
2
𝑖(𝑏 − 𝑎) ⇒ 𝑒 = −𝑖(𝑏 − 𝑎) + 𝑎

𝑎=0  لكن  
⇒     𝑒 = −𝑖𝑏  

 

  

𝑑 − 𝑒

𝑚 − 𝑎
=
𝑖𝑐 − (−𝑖𝑏)

𝑚 − 0
=
𝑖(𝑐 + 𝑏)

𝑚
=
2𝑖𝑚

𝑚
= 2𝑖 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أي إثبات  𝐴𝐸𝐷هو ارتفاع في المثلث  (𝐴𝑀)أن  إثبات ⊥ 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = arg (
𝑑 − 𝑒

𝑚 − 𝑎
) = arg(2𝑖) =

𝜋

2
 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗إذن:  ⊥ 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

|
𝑑 − 𝑒

𝑚 − 𝑎
| = |2𝑖| ⇒

|𝑑 − 𝑒|

|𝑚 − 𝑎|
= 2 ⇒

𝐸𝐷

𝐴𝑀
= 2 ⇒ 𝐸𝐷 = 2𝐴𝑀  

  بما أن𝐴 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐸, 3), (𝐷, 2) 

𝑎 =
1. 𝑏 + 1. 𝑐 + 2. 𝑑 + 3. 𝑒

1 + 1 + 3 + 2
 

𝑎ولكن  = 𝑑و  0 = 𝑖𝑐  و𝑒 = −𝑖𝑏 عندئذ 

0 =
𝑏 + 𝑐 + 2𝑖𝑐 − 3𝑖𝑏

7
 

⇒ −𝑏(3𝑖 − 1) + 𝑐(1 + 2𝑖) = 0 

⇒ 𝑐(1 + 2𝑖) = 𝑏(3𝑖 − 1) 

⇒
𝑐

𝑏
=
3𝑖 − 1

1 + 2𝑖
.
1 − 2𝑖

1 − 2𝑖
=
5 + 5𝑖

5
 

⇒
𝑐

𝑏
= 1 + 𝑖  

 𝐵𝐴𝐶 حساب قياس الزاوية

𝑐

𝑏
=
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
= 1 + 𝑖 

⇒ arg (
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) = arg(1 + 𝑖) 

⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
𝜋

4
 

 المسألة الثرنية:
]2−,∞−[المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  ∪ ]0,+∞[ 

 بالعلاقة

𝑓(𝑥) = ln (
𝑥 + 2

𝑥
) 

  احسب نهاية𝑓  عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه𝐷𝑓. 

  أوجد𝑓′(𝑥)  ثم ادرس إشارة المشتق ثم نظّم جدولاً بتغيرات التابع

𝑓. 

  ارسم الخط𝐶 .في معلمٍ متجانس 

  لتكن(𝑢𝑛)𝑛≥0  متتالية معرفة علىℕ
∗

𝑢𝑛وفق   = 𝑓(𝑛)  نضع 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯⋯⋯+ 𝑢𝑛 

. 𝑆𝑛 = ln (
(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)

2
)  أثبت أنَّ   

 الحل:

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0       ,       lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0            

lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) = −∞       ,       lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = +∞ 

   إن𝑓  2−,∞−[معرف واشتقاقي على[ ∪ ]0,+∞[  

𝑓′(𝑥) =
(
𝑥 + 2
𝑥

)
′

𝑥 + 2
𝑥

=
𝑥 − 𝑥 − 2

𝑥2
.

𝑥

𝑥 + 2
=

−2

𝑥(𝑥 + 2)
< 0 

𝑥 −∞                      −2    0                         +∞ 

𝑓′ −  − 

𝑓 0             ↘         −∞  +∞         ↘            0 

 

  
 𝑓رسم التابع 

 

 

 

 

 

 

 

 

−2 
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  :نلاحظ أن 

𝑢𝑛 = ln (
𝑛 + 2

𝑛
) = ln(𝑛 + 2) − ln𝑛 

:𝐸(𝑛)نبرهن العلاقة  𝑆𝑛 = ln (
(𝑛+2)(𝑛+1)

2
 بالتدريج (

  𝐸(1)من أجل 

𝑆1 = ln (
3 × 2

2
) = ln 3 = 𝑢1 

 صحيحة. 𝐸(1)إذاً 

𝑆𝑛أي:  𝐸(𝑛)نفرض صحة  = ln [
(𝑛+2)(𝑛+1)

2
 صحيحة. [

𝐸(𝑛ولنبرهن صحة  + 𝑆𝑛+1أي:  ، (1 = ln [
(𝑛+3)(𝑛+2)

2
]  

𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + 𝑢𝑛+1 = ln (
(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)

2
) + ln (

𝑛 + 3

𝑛 + 1
) 

= ln [
(𝑛 + 3)(𝑛 + 1)

2
.
𝑛 + 3

𝑛 + 1
] 

= ln [
(𝑛 + 3)(𝑛 + 2)

2
] 

𝑛صحيحة أياًّ يكن  𝑆𝑛+1فالقضية صحيحة وحسب البرهان بالتدريج فإن  ∈

ℕ
∗
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 حل النموذج الوزا ي الثرلث

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

ً  السؤال الأول:  والمطلوب: 𝑓جدول التغيرات التابع  نجد جانبا

𝑥 0                        1                            +∞ 

𝑓′(𝑥)  +            0                 − 

𝑓(𝑥)  −∞    ↗             1                  ↘                 0 

  ما عدد حلول المعادلة𝑓(𝑥) = 0. 

 .ًّما عدد القيم الحدية محليا 

  اكتب معادلة مماس منحن التابع عند نقطة فاصلتها𝑥 = 1. 

 الحل:
  عدد حلول المعادلة𝑓(𝑥) =  هو واحد فقط لأن: 0

𝑓 0و  [0,1[متزايد على المجال مستمر و ∈ ]−∞, 1] = 𝑓(]0,1])  فيوجد

𝑓(𝑥)للمعادلة  =  (حسب مبرهنة القيمة الوسطى) [0,1[حل وحيد في المجال  0

  عددها واحد وهي𝑓(1) = 1. 

  نلاحظ أن𝑓(1) = 𝑥قيمة حدية عندئذ المماس أفقي عند  1 = 1 

:𝑇وهو  𝑦 = 1 

𝑍2المعادلة  ℂحل في  السؤال الثرني: = 1 + 𝑖2√2. 

1|نلاحظ أن:  الحل: + 𝑖2√2| = √1 + 8 = 3 

𝑍نفرض  = 𝑎 + 𝑖𝑏 :عندئذ 

2𝑎𝑏 = 2√2  … (1) 

𝑎2 − 𝑏2 = 1  … (2) 

𝑎2 + 𝑏2 = 3  … (3) 

2𝑎2نجد:  (3)مع  (2)نجمع  = 𝑎2ومنه  4 = 2  

⇒ {
𝑎  إما = +√2 ⇒ 𝑏 = +1 ⇒ 𝑍 = √2 + 𝑖   

𝑎   أو = −√2 ⇒ 𝑏 = −1 ⇒ 𝑍 = −√2 − 𝑖
 

,1[المعرف على  𝑓ليكن التابع  السؤال الثرلث:  وفق ]∞+

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

limأوجد 
𝑥→∞

𝑓(𝑥)  ثم عين𝑥 > 𝐴  ليكون𝑓(𝑥)  1.95,2.05[من المجال[ 

 الحل:

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

2𝑥 + 1

𝑥 − 1
= 2 

𝑓(𝑥) ∈ ]1.95,2.05[                

𝑓(𝑥) ∈ ]2 − 0.05,2 + 0.05[ 

|𝑓(𝑥) − 2| < 0.05 

|
2𝑥 + 1

𝑥 − 1
− 2| <

5

100
       

                  |
2𝑥 + 1 − 2(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
| <

1

20
 

|
3

𝑥 − 1
| <

1

20
 

|
𝑥 − 1

3
| > 20 

|𝑥 − 1| > 60 

    𝑥 − 1 >  ∞+             في جوار  𝑥كون    60

          𝑥 > 61 

𝑥إذا عندما  >  .]1.95,2.05[من المجال  𝑓(𝑥)فإن  61

يدل  𝑊في المخطط الشجري المرسوم جانباً ، الرمز  السؤال الرابع:

على الكرات الحمراء حيث يتم اختيار  𝑅على الكرات البيضاء والرمز 

 كرة واحدة

 .ما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة حمراء 

  إذا كانت الكرة المسحوبة حمراء 

 فما احتمال أن تكون من الصندوق الأول.

 الحل:
 

𝑃(𝑅) =
1

3
.
3

8
+
1

3
.
2

3
+
1

3
.
2

5
=
173

360
 

𝑃(𝐼|𝑅) =

1
3 .
3
8

173
360

=
45

173
 

 
 

 

لكل  °60)     حل التمارين الأربعة الآتية:   ثرنيرا  

 تمرين(

 البمرين الأول: 

 وفق ℝ\{−3}المعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ليكن 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 2𝑥 − 2

𝑥 + 3
 

1

3
     𝑊 

2

3
     𝑅 

 

1

3
 

1

3
 

1

3
 

5

8
     𝑊 

3

8
     𝑅 

3

5
     𝑊 

2

5
     𝑅 
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  اكتب𝑓(𝑥)  بالشكل𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
1

𝑥+3
قيمة كلاً  وعين 

,𝑎من  𝑏  ثم أثبت أن المستقيم𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏  مقارب مائل في جوار

+∞. 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0

      احسب  

 الحل:
  

 ومنه                         

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 +
1

𝑥 + 3
 

 

 

lim
𝑥→∞

(𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)) = lim
𝑥→∞

(
1

𝑥 + 3
) = 0 

:∆إذا  𝑦 = 𝑥 −  . ∞+مقارب مائل في جوار  1

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0

= ∫ (𝑥 − 1 +
1

𝑥 + 3
)𝑑𝑥

2

0

 

                     = [
𝑥2

2
− 𝑥 + ln(𝑥 + 3)]

0

2

 

                     = (2 − 2 + ln5) − (0 − 0 + ln 3) = ln (
5

3
) 

𝑢0لتكن المتتالية  البمرين الثرني: = 𝑒3, 𝑢𝑛+1 = 𝑒√𝑢𝑛  و𝑣𝑛 

𝑣𝑛متتالية معرفة بالشكل  = ln(𝑢𝑛) −  والمطلوب: 2

  أثبت أن𝑣𝑛  هندسية وعين𝑣0. 𝑞. 

  اكتب𝑣𝑛  بدلالة𝑛  ثم استنتج𝑢𝑛  بدلالة𝑛. 

  أثبت أنlim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑒2 

  الحل:
 

     𝑣𝑛+1 = ln(𝑢𝑛+1) − 2 = ln(𝑒√𝑢𝑛) − 2 

            = ln 𝑒 + ln(√𝑢𝑛) − 2 = 1 +
1

2
ln(𝑢𝑛) − 2     

            =
1

2
ln(𝑢𝑛) − 1 =

1

2
(ln(𝑢𝑛) − 2)     

⇒ 𝑣𝑛+1 =
1

2
𝑣𝑛  

متتالية هندسية أساسها  𝑛≥0(𝑣𝑛)أي 
1

2
 وحدها الأول  

𝑣0 = ln(𝑢0) − 2 = ln(𝑒3) − 2 = ln(𝑒3) − 2 

      = 3 ln 𝑒 − 2 = 3 − 2 = 1 

𝑣𝑛 = (
1

2
)
𝑛

 

(
1

2
)
𝑛

= ln(𝑢𝑛) − 2 

ln(𝑢𝑛) = (
1

2
)
𝑛

+ 2 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒
(
1
2
)
𝑛
+2

 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑒
(
1
2
)
𝑛
+2

= 𝑒0+2 = 𝑒2 

lim
𝑛→∞

(
1

2
)
𝑛

=  حيث  0

 البمرين الثرلث:

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب حيث𝐾  نقطة من𝐶𝐷  تحقق𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1
4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝐽والنقطة  ∈ 𝐵𝐶  بحيث𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ =
3
4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ :والمطلوب 

  جد إحداثيات النقط𝐻, 𝐸, 𝐽, 𝐾, 𝐺  في المعلم(𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

  أثبت أن الشعاعين𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .ًغير مرتبطين خطيا 

  أثبت أن الاشعة𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .ًمرتبطة خطيا 

  أثبت أن المستقيم𝐻𝐾  يوازي(𝐸𝐺𝐽).  

 الحل:
  نرسم الشكل 

 لسهولة إيجاد

 إحداثيات النقط

 فنلاحظ حسب الرسم

𝐺(1,1,1), 𝐾 (
1

4
, 0,1) , 𝐽 (1,0,

3

4
) , 𝐸(0,1,0),𝐻(0,1,1) 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐺 − 𝑥𝐸 , 𝑦𝐺 − 𝑦𝐸 , 𝑧𝐺 − 𝑧𝐸) = (1,0,1) 

𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐽 − 𝑥𝐸 , 𝑦𝐽 − 𝑦𝐸 , 𝑧𝐽 − 𝑧𝐸) = (1,−1,
3

4
) 

  نلاحظ أن
1

1
≠

0

−1
≠

1
3

4

المركبات المتقابلة غير متناسبة  

 فالشعاعان غير مرتبطان خطياً.

  لكي تكون الأشعة مرتبطة خطياً يجب أن تحقق𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

𝛽𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗  

(
1

4
,−1,0) = 𝛼(1,0,1) + 𝛽 (1,−1,

3

4
) 

(
1

4
,−1,0) = (𝛼 + 𝛽,−𝛽, 𝛼 +

3

4
𝛽) 

  𝑥 − 1 

  𝑥2 + 2𝑥 − 2 

∓𝑥2 ∓ 3𝑥      

−𝑥 − 2 

±𝑥 ± 3 

+1        

 

𝑥 + 3 

 

 

 

𝐺 

𝐶 

𝐹 

𝐵 𝐴 

𝐸 

𝐷 
𝐾 

𝐻 
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𝛼 + 𝛽 =
1

4
    … (1)

−𝛽 = −1      … (2)

𝛼 +
3

4
𝛽 = 0…(3)

 

𝛽نجد  (2)من  = 𝛼فنجد  (3)نعوض في  1 = −
3
4

 (1)نتحقق من  

1فنجد  −
3
4
=
1
4

  ً  محقق ، إذا فالأشعة مرتبطة خطيا

𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −
3

4
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

  بما أن الاشعة مرتبطة خطياً فتقع في مستويات متوازية لأنها لا تشترك

وهو  𝐸𝐽و  𝐸𝐺يوازي المستوي الحاوي على  (𝐻𝐾)بنقطة ومنه 

(𝐸𝐺𝐽). 

في منشور ذي  الحدين  𝑥أوجد الحد المستقل عن  البمرين الرابع:

(𝑥 +
1
𝑥
)
8

 

 الحل:

𝑇𝑟 = (
8
𝑟
) 𝑥8−𝑟. (

1

𝑥
)
𝑟

= (
8
𝑟
) 𝑥8−𝑟. 𝑥−𝑟 = (

8
𝑟
) 𝑥8−2𝑟 

𝑟ومنه  𝑥0هو  𝑥د المستقل عن فالح = 4 ⇐ 8 − 2𝑟 = 0. 

𝑇0 = (
8
4
) 𝑥0 =

8 × 7 × 6 × 5

4 × 3 × 2 × 1
= 70 

لكل  °100)      حل المسائل التالية  ثرلثرا  

 مسألة(

 المسألة الأولى:

𝑔(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑔أولاً: ليكن التابع  = 𝑒𝑥 + 2 − 𝑥 

𝑔(𝑥)واستنتج مجموعة حلول المتراجحة  𝑔ادرس اطراد التابع  > 0. 

 وفق ℝالمعرف على  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶ثانياً: ليكن 

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑥 − 1

𝑒𝑥
 

  أثبت أن𝑓′(𝑥) =
1
𝑒𝑥
𝑔(𝑥). 

  بين أن للمعادلة𝑓(𝑥) = 0تقبل حلاً وحيداً  0 < 𝛼 <
1
2

 

  أثبت أن المستقيم∆: 𝑦 = 𝑥  مقارب مائل في جوار+∞  

 وادرس الوضع النسبي.    

  وارسم  ∆ارسم𝐶  واحسب مساحة السطح المحصور بين𝐶  

𝑥والمستقيمين  ∆والمستقيم      = 𝑥و  0 = 1. 

 الحل:
 : 𝑔أولاً: دراسة إطراد التابع 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

 لإزالتها نكتب ∞−∞لدينا حالة عدم تعيين من الشكل  ∞+في جوار 

𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 (1 +
2

𝑒𝑥
−

𝑥

𝑒𝑥
) 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞(1 + 0 − 0) = +∞ 

 عندئذ: ℝ واشتقاقي على معرف 𝑔إن 

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑔′(𝑥)، نعدم المشتق ، أي:  1 =  ومنه 0

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ ln 𝑒𝑥 = ln1 ⇒ 𝑥 = 0  

𝑔(0) = 3 

𝑥 −∞                              0                         +∞ 

𝑔′ −                      0                + 

𝑔 +∞          ↘                 3              ↗         +∞ 

,∞−[متناقص على المجال  𝑔إذاً:  متزايد على المجال  𝑔و  ]0

]0, +∞[  

𝑔(𝑥)حلول المتراجحة  >  .]∞+,∞−[: حسب الجدول 0

 ثانياً: 

  إن𝑓  معرف واشتقاقي علىℝ :عندئذ 

𝑓′(𝑥) = 1 +
𝑒𝑥 − (𝑥 − 1)𝑒𝑥

(𝑒𝑥)2
= 1 +

1 − 𝑥 + 1

𝑒𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑥 + 2

𝑒𝑥
=

1

𝑒𝑥
(𝑒𝑥 − 𝑥 + 2) 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑒𝑥
𝑔(𝑥) 

 :نلاحظ أن 

𝑓(0) = 0 − 𝑒0 = −1 < 0                   

𝑓 (
1

2
) =

1

2
−
1

2
𝑒−

1
2 =

1

2
(1 − 𝑒−

1
2) > 0

} ⇒ 𝑓(0). 𝑓 (
1

2
) < 0 

𝛼فحسب مبرهنة القيمة الوسطى فيوجد  ∈ ]0,
1
2
 وهو وحيد لأن ]

𝑓′(𝑥) =
1

𝑒𝑥
𝑔(𝑥) > 0 

  :نلاحظ أن 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 = 𝑥 +
𝑥 − 1

𝑒𝑥
− 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑒𝑥
=

𝑥

𝑒𝑥
−

1

𝑒𝑥
 

lim
𝑥→∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→∞

(
𝑥

𝑒𝑥
−
1

𝑒𝑥
) = 0 

 .    دراسة الوضع النسبي∞+مقارب مائل في جوار  ∆إذا 

−∞                     1                    +∞ 𝑥 

−          0         + 𝑓(𝑥) − 𝑦∆ 

 الوضع النسبي 𝐶 فوق ∆             𝐶 تحت ∆           
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𝑆 = ∫ (𝑥 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
1

0

= ∫ −(𝑥 − 1)𝑒−𝑥𝑑𝑥
1

0

 

نحسب التكامل بطريقة التجزئة فنفرض 
𝑢 = 𝑥 − 1 𝑣′ = −𝑒−𝑥

𝑢′ = 1       𝑣 = 𝑒−𝑥
 

𝑆 = [−(𝑥 − 1)𝑒−𝑥]0
1 −∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

1

0

 

𝑆 = (0 + 1) − [−𝑒−𝑥]0
1 

𝑆 = 1 − (−𝑒−1 + 1) = 1 +
1

𝑒
− 1 =

1

𝑒
 

;𝑂)في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس  المسألة الثرنية: 𝒾, 𝒿, �⃗⃗�) 

و  𝐶(3,1,−2)و  𝐵(2,2,3)و  𝐴(1,0,−1)لدينا النقاط 

𝐷(−4,2,1)  

  أثبت أن المثلث𝐴𝐵𝐶 .قائم واحسب مساحته 

  أثبت أن الشعاع�⃗⃗�(2,−3,1)  ناظم على المستوي𝐴𝐵𝐶  واستنتج

 .(𝐴𝐵𝐶)معادلة المستوي 

  احسب بعد النقطة𝐷  عن المستوي𝐴𝐵𝐶  ثم احسب حجم رباعي

,𝐷)الوجوه  𝐴𝐵𝐶). 

 الحل:

  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (1,2,4) 

⇒ 𝐴𝐵 = √12 + 22 + 42 = √21 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐶 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) = (2,1, −1) 

⇒ 𝐴𝐶 = √22 + 12 + (−1)2 = √6 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐶 − 𝑥𝐵, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐵 , 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) = (1,−1,5) 

⇒ 𝐵𝐶 = √12 + (−1)2 + 52 = √27 

𝐵𝐶2نلاحظ أن  = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2  فحسب عكس فيثاغورث فالمثلث

𝐴𝐵𝐶 .قائم 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵. 𝐴𝐶

2
=
√21 × √6

2
=
√126

2
 

     �⃗⃗� ⊥ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗�. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 − 5𝑐 = 0 

�⃗⃗� ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗�. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0 

3𝑎نجمع المعادلتين فنجد   − 6𝑐 = 0 

𝑐ولكن بما أن للمستوي أكثر من ناظم نفرض  = 𝑎عندئذ  1 = 2 

𝑏ومنه  =  (𝐴𝐵𝐶). فمعادلة المستوي �⃗⃗�(2,−3,1)، إذا  3−

(𝐴𝐵𝐶): 𝑎(𝑥 − 𝑥𝑎) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0 

2(𝑥 − 1) − 3(𝑦 − 0) + 1(𝑧 + 1) = 0 

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  

 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐷, 𝐴𝐵𝐶) =
|−8 − 6 + 1 − 1|

√4 + 9 + 1
= √14 

𝑉 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 . ℎ =

1

3
×
√126

2
× √14 = 7 
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 حل النموذج الوزا ي الرابع

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

 ℝالمعرف على  𝑓نجد جانباً الخط البياني للتابع  السؤال الأول:

 والمطلوب:

  أوجد عدد حلول المعادلة𝑓(𝑥) = 2. 

 .احسب قيمة المشتق للتابع عند الصفر 

  احسب𝑓([−2,2]). 

 .كم قيمة كبرى وصغرى محليًّا 

  اكتب جدول تغيرات التابع𝑓. 

 الحل:
  أربع حلول لأن المستقيم𝑦 =  في اربع نقاط 𝐶يقطع الخط  2

  نلاحظ أن المستقيم المماس في النقطة𝑥 = 𝑓′(0)عندئذ  أفقي 0 =

0 

  𝑓([−2,2]) = [0,4] 

  ثلاث قيم وهي𝑓(−2) = 𝑓(2)و  0 = 𝑓(0)و  0 = 4. 

  جدول تغيرات التابع𝑓 

𝑥 −∞          −2         0            2            +∞ 

𝑓′ −   +      0    − +    
𝑓 +∞ ↘          0  ↗      4    ↘      0        ↗   + ∞ 

 المعادلة الآتية: ℝحل في  السؤال الثرني:

− ln(𝑥 + 1) + ln 𝑥 = ln(𝑥 − 1) 

𝑥شرط الحل:  الحل: > 1 
ln 𝑥 = ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥 + 1) 

ln 𝑥 = ln(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)          

ln 𝑥 = ln(𝑥2 − 1)                      

𝑥 = 𝑥2 − 1                          

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0                                                      

𝑥1 =
1 + √5

2
> 𝑥2    ,    مقبول    1 =

1 − √5

2
<  مرفوض   1

  السؤال الثرلث:

حيث  [𝐴𝐵]اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 

𝐴(2,−1,3)  و𝐵(4,3,−1)  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إن المستوي المحوري يقبل شعاع ناظم الحل:   حيث ⃗⃗

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (2,4,−4) 

 𝑃وتنتمي للمستوي المحوري  [𝐴𝐵]منتصف  𝐼ولتكن 

𝐼 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵

2
,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
) = (3,1,1) 

𝑃: 2(𝑥 − 3) + 4(𝑦 − 1) − 4(𝑧 − 1) = 0 

2𝑥 + 4𝑦 − 4𝑧 − 6 = 0 

⇒ 𝑃: 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 − 3 = 0  

)في منشور  𝑥2𝑦ما هي أمثال الحد  السؤال الرابع:
𝑦2

𝑥
+
𝑥
𝑦
)
8

 ؟

 الحل:

                𝑇𝑟 = (
8
𝑟
)(

𝑦2

𝑥
) 8−𝑟. (

𝑥

𝑦
)
𝑟

 

                     = (
8
𝑟
) (𝑦2𝑥−1)8−𝑟. (𝑥𝑦−1)𝑟 

                       = (
8
𝑟
) 𝑦16−2𝑟𝑥−8+𝑟𝑥𝑟𝑦−𝑟 = (

8
𝑟
) 𝑦16−3𝑟𝑥2𝑟−8 

 عندما  𝑥2𝑦نحصل على 

16 − 3𝑟 = 1 ⇒ 𝑟 = 5
2𝑟 − 8 = 2 ⇒ 𝑟 = 5

} ⇒ 𝑟 = 5  

𝑇5 = (
8
5
) 𝑥2𝑦 =

8 × 7 × 6 × 5 × 4

5 × 4 × 3 × 2 × 1
= 56 

 لكل تمرين( °60)  حل التمرينات الأربعة الآتية:  ثرنيرا  

𝑓(𝑥)إذا كان  البمرين الأول: =
cos𝑥−1

𝑥2
+
1
2

ℝمن  𝑥أياً يكن  
∗

 

 عند الصفر. 𝑓أوجد نهاية التابع 

 الحل:

𝑓(𝑥) =
cos 𝑥 − 1

𝑥2
+
1

2
=
−2 sin2 (

𝑥
2
)

𝑥2
+
1

2
 

=
−2 sin2 (

𝑥
2
)

4 (
𝑥
2
)
2 +

1

2
= −

1

2
(
sin (

𝑥
2
)

𝑥
2

)

2

+
1

2
 

lim
𝑥→0+

(−
1

2
(
sin (

𝑥
2
)

𝑥
2

)

2

+
1

2
) = −

1

2
× 1 +

1

2
= 0 

lim
𝑥→0+

(
sin (

𝑥
2
)

𝑥
2

) =  حيث   1

بالعلاقة  المعرّفة 𝑛≥0(𝑢𝑛)لتكن المتتالية  البمرين الثرني:

 التدريجية:

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2 − 𝑢𝑛
𝑢0    و     =

1

2
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  ّ0أثبت أن < 𝑢𝑛 <  .ℕمن  𝑛أياً كانت  1

  نعرّف(𝑣𝑛)𝑛≥0  حيث𝑣𝑛 =
1
𝑢𝑛

−  𝑛≥0(𝑣𝑛). أثبت أن 1

 .𝑛بدلالة  𝑣𝑛متتالية هندسية واستنتج 

  اكتب𝑢𝑛  بدلالة𝑛  واحسب ،lim
n→∞

𝑢𝑛. 

 الحل:

  َّ0سنبرهن بالتدريج أن < 𝑢𝑛 <  كما يلي:  ℕمن  𝑛أياً كانت  1

 𝐸(0)لنثبت صحة القضية 

𝑢0 =
1

2
⇒ 0 < 𝑢0 =

1

2
<  صحيحة  1

0…(∗)أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة القضية  < 𝑢𝑛 < 1 

𝐸(𝑛ولنثبت صحة القضية  +  كما يلي: (1

0    ( حسب (∗) ) < 𝑢𝑛 < 1 

𝑓(0)  (𝑓 متزايد) < 𝑓(𝑢𝑛) < 𝑓(1) 

             0 < 1 <
𝑢𝑛

2 − 𝑢𝑛
< 2    

⇒ 0 < 𝑢𝑛+1 < 2  

0إذا فحسب التدريج فإن  < 𝑢𝑛 <  .ℕمن  𝑛أياً كانت  1

  

𝑣𝑛+1 =
1

𝑢𝑛+1
− 1 =

1
𝑢𝑛

2 − 𝑢𝑛

− 1 =
2 − 𝑢𝑛
𝑢𝑛

− 1 

=
2 − 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛

𝑢𝑛
=
2(1 − 𝑢𝑛)

𝑢𝑛
= 2(

1

𝑢𝑛
− 1) 

⇒ 𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛  

 وحدها الأول 2متتالية هندسية أساسها  𝑣𝑛إذا 

𝑣0 =
1

𝑢0
− 1 =

1

1
2

− 1 = 2 − 1 = 1 

⇒ 𝑣𝑛 = 2𝑛  

𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛
− 1 ⇒ 2𝑛 + 1 =

1

𝑢𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

1

2𝑛 + 1
 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

1

2𝑛 + 1
= 0 

lim
𝑛→∞

2𝑛 =  حيث   ∞

هي بالترتيب  𝐾و  𝐽و  𝐼مكعب.  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 البمرين الثرلث:

 .[𝐹𝐺]و  [𝐵𝐶]و  [𝐴𝐷]منتصفات 

  باختيار معلم متجانس 

(𝐷; 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)  

𝐴𝐾⃗⃗احسب مركبات كل من الأشعة  ⃗⃗  .𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗و  𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗

  أوجد  عددين حقيقيين𝑎  و𝑏  يحققان المساواة𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴𝐾⃗⃗استنتج أنّ الأشعة ثم  ⃗⃗  مرتبطة خطياًّ. 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗و  𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗

  الحل:

𝐴(1,0,0), 𝐾 (
1

2
, 1,1) , 𝐻(0,0,1), 𝐼 (

1

2
, 0,0) , 𝐽 (

1

2
, 1,0) 

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝑘 − 𝑥𝐴, 𝑦𝑘 − 𝑦𝐴, 𝑧𝑘 − 𝑧𝐴) = (−
1

2
, 1,1) 

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐼 − 𝑥𝐻 , 𝑦𝐼 − 𝑦𝐻 , 𝑧𝐼 − 𝑧𝐻) = (
1

2
, 0, −1) 

𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐽 − 𝑥𝐻 , 𝑦𝐽 − 𝑦𝐻 , 𝑧𝐽 − 𝑧𝐻) = (
1

2
, 1, −1) 

  إيجاد العددين المحققين لـ𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

(−
1

2
, 1,1) = 𝑎 (

1

2
, 0, −1) + 𝑏 (

1

2
, 1, −1) 

(−
1

2
, 1,1) = (

1

2
𝑎 +

1

2
𝑏, 𝑏, −𝑎 − 𝑏) 

𝑏 = }من(2) نجد 1

1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 = −

1

2
…(1)

                  𝑏 = 1… (2)

       −𝑎 − 𝑏 = 1…(3)

 

𝑎 =  نعوض في (1) و (3) فنجد 2−

𝐴𝐾⃗⃗ومنه  ⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗  فالأشعة𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطياًّ. 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗⃗و  𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗

 حيث 𝑧2و  𝑧1عينّ العددين  البمرين الرابع:

2𝑧1 − 𝑧2 = −3               

2𝑧1 + 𝑧2 = −3+ 𝑖2√3
 

 مرافق المعادلة الأولى ثم نجمع المعادلتين كما يلي: نأخذالحل:
2𝑧1 − 𝑧2 = −3               

2𝑧1 + 𝑧2 = −3 + 𝑖2√3
} ⇒ 4𝑧1 = −6 + 𝑖2√3 

⇒ 𝑧1 = −
3

2
+
√3

2
𝑖 ⇒ 𝑧1 = −

3

2
−
√3

2
𝑖  

⇒ 𝑧2 = −𝑖√3  

 °110للأولى و  °90حل المسألتين الآتيتين:               )  ثرلثرا  

 للثانية(

 

 

𝐴 
𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐸 𝐹 

𝐺 

𝐽 

𝐾 

𝐻 

 

𝑓(𝑥)التابع  =
𝑥

2−𝑥
 متزايد لأن: 

𝑓′(𝑥) =
2

(2 − 𝑥)2
> 0 
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 المسألة الأولى:
صندوق يحتوي على ثلاث كرات حمراء وأربع كرات سوداء. نسحب 

الحصول  𝐴عشوائياً من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً ولكين الحدث 

الحصول على كرتين سوداوين  𝐵على كرة حمراء على الأقل والحدث 

 على الأقل. 

 احسب الاحتمالات التالية:

 𝐴|𝐵 , 𝐵 , 𝐴. 

  إذا كان𝑋 ئي يدل على عدد الكرات الحمراء المسحوبة متحول عشوا

 اكتب جدول قانونه الاحتمالي واحسب توقعه وتباينه.

 الحل:
  

𝑃(𝐴) =
(
3
1
) (
4
2
) + (

3
2
) (
4
1
) + (

3
3
)

(
7
3
)

=
31

35
 

𝑃(𝐵) =
(
4
2
) (
3
1
) + (

4
3
)

(
7
3
)

=
22

35
 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
(
4
2
) (
3
1
)

22
35

=
18

22
 

  مجموعة قيم المتحول𝑋  {0,1,2,3}هي 

𝑃(𝑋 = 0) =
(
4
3
)

(
7
3
)
=

4

35
 

𝑃(𝑋 = 1) =
(
3
1
)(
4
2
)

(
7
3
)

=
18

35
 

𝑃(𝑋 = 2) =
(
3
2
)(
4
1
)

(
7
3
)

=
12

35
 

𝑃(𝑋 = 3) =
(
3
3
)

(
7
3
)
=

1

35
 

𝑋 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑘) 
4

35
 

18

35
 

12

35
 

1

35
 

𝐸(𝑋) = 0 ×
4

35
+ 1 ×

18

35
+ 2 ×

12

35
+ 3 ×

1

35
=
9

7
 

𝐸(𝑋2) = 02 ×
4

35
+ 12 ×

18

35
+ 22 ×

12

35
+ 32 ×

1

35
=
15

7
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=
15

7
− (

9

7
)
2

=
24

49
 

 المسألة الثرنية:

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرّف على  𝑓ليكن التابع  = 2𝑒−𝑥 + 𝑥 − خطه  2

 .𝐶البياني 

  أوجد معادلة المقارب المائل وادرس الوضع النسبي للخط𝐶  بالنسبة

 إلى مقاربه.

  ادرس تغيرات𝑓  ونظم جدولاً بها. وبين أنّه يبلغ قيمة حدية محلية

 عينّها وبيّن نوعها.

  استنتج أن للمعادلة𝑓(𝑥) = جذرين أحدهما يساوي الصفر  0

1أثبت أن  𝛼الآخر نرمزه بالرمز  < 𝛼 < 2. 

  ارسم المقارب المائل ثم ارسم𝐶  واحسب السطح المحصور بين ،𝐶 

 والمستقيمات التي معادلتها

𝑥 = ln 3 , 𝑥 = ln 2 , 𝑦 = 𝑥 − 2 

 الحل:
  نلاحظ أن∆: 𝑦 = 𝑥 −  لأن: 𝐶لـ  ∞+مقارب مائل في جوار  2

lim
𝑥→∞

(𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2)) = lim
𝑥→∞

2𝑒−𝑥 = 0 

𝑓(𝑥)بما أن  − (𝑥 − 2) = 2𝑒−𝑥 >   ∆فوق  𝐶عندئذ  0

 lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = ∞                         

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥(2 + 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥) = ∞(2 + 0 − 0) = ∞ 

 

 ومنه ℝمعرف واشتقاقي على  𝑓إن 

𝑓′(𝑥) = −2𝑒−𝑥 + 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 0 

𝑒−𝑥 =
1

2
⇒ −𝑥 = ln (

1

2
) 

⇒ 𝑥 = ln2 ⇒ 𝑓(ln 2) = −1 + ln 2      

𝑥 −∞                              ln 2                      +∞ 

𝑓′ −                        0                + 

𝑓 +∞          ↘           −1+ ln2        ↗        +∞ 

 𝑓  مستمر ومتناقص على المجال]−∞, ln  و ]2

0 ∈ ]−∞,−1 + ln 2[ = 𝑓(]−∞, ln 2[) 

𝑓(𝑥)مبرهنة القيمة الوسطى  فيوجد للمعادلة فحسب  = حل وحيد  0

,∞−[في المجال  ln 𝑥وهو  ]2 = 𝑓(0)حيث  0 = 0. 

𝑓  مستمر ومتزايد على المجال]ln 2 ,  و ]∞+

0 ∈ ]−1 + ln2 ,+∞[ = 𝑓(]ln 2 ,+∞[) 

𝑓(𝑥)مبرهنة القيمة الوسطى  فيوجد للمعادلة فحسب  = حل وحيد  0

ln[في المجال  2 , +∞[. 

 .ℝمما سبق للمعادلة جذران مختلفان في 
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𝑓(1) = 2𝑒−1 − 1 < 0

𝑓(2) = 2𝑒−2 > 0
} ⇒ 𝑓(1). 𝑓(2) < 0 

𝛼فحسب مبرهنة القيمة الوسطى فيوجد  ∈ 𝑓(𝛼)بحيث  ]1,2[ = 0. 

  

𝑆 = ∫ (𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2))𝑑𝑥
ln 3

ln2

 

    = ∫ (2𝑒−𝑥 + 𝑥 − 2 − (𝑥 − 2))𝑑𝑥
ln 3

ln2

 

     = ∫ 2𝑒−𝑥𝑑𝑥
ln 3

ln2

 

     = [−2𝑒−𝑥]ln2
ln3 

      = [−
2

3
− (−

2

2
)] = −

2

3
+ 1 =

1

3
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 حل النموذج الوزا ي الخرمس

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

𝑢𝑛لتكن  السؤال الأول: = 4𝑛 + أثبت أن المتتالية حسابية عين  1

𝑢0أساسها واحسب  + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢10. 

 الحل:
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 4(𝑛 + 1) + 1 − (4𝑛 + 1) 

                     = 4𝑛 + 5 − 4𝑛 − 1 = 4 

𝑟حسابية أساسها  𝑛≥0(𝑢𝑛)فالمتتالية  = 𝑢0وحدها الأول  4 = 1 

𝑢10 = 𝑢0 + 10𝑟 = 1 + 10 × 4 = 41 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢10 = (10 − 0 + 1)
1 + 41

2
= 231 

𝑧اكتب بالشكل المثلثي العدد العقدي  السؤال الثرني: =
1−𝑖√3
1+𝑖

  

 الحل:
1الشكل المثلثي للعدد  + 𝑖 هو 

𝑟 = |1 + 𝑖| = √2        

cos 𝜃 =
1

√2

sin 𝜃 =
1

√2
 
}
 

 

⇒ 𝜃 =
𝜋

4

}
 
 

 
 

⇒ 1 + 𝑖 = √2(cos
𝜋

4
+ 𝑖. sin

𝜋

4
) 

1الشكل المثلثي للعدد  − 𝑖√3 هو 

𝑟 = |1 − 𝑖√3| = 2        

cos 𝜃 =
1

2

sin𝜃 =
−√3

2
 }
 

 
⇒ 𝜃 = −

𝜋

3
}
 
 

 
 

⇒ 1 − 𝑖√3 = 2 (cos(−
𝜋

3
) + 𝑖. sin (−

𝜋

3
)) 

1 − 𝑖√3

1 + 𝑖
=
2 (cos (−

𝜋
3) + 𝑖. sin (−

𝜋
3))

√2 (cos
𝜋
4 + 𝑖. sin

𝜋
4)

 

               = √2 [cos (−
𝜋

3
−
𝜋

4
) + 𝑖. sin (−

𝜋

3
−
𝜋

4
)] 

⇒
1− 𝑖√3

1 + 𝑖
= √2 [cos (−

7𝜋

12
) + 𝑖. sin (−

7𝜋

12
)]  

  السؤال الثرلث:

 𝐵وأربعة للمؤلف  𝐴كتب لمؤلفين ثلاثة كبت للمؤلف  7رف يحوي 

  بكم طريقة يمكن ترتيب الكتب على الرف إذا كانت الكتب الثلاثة

 𝐵الأولى للمؤلف 

  ًبكم طريقة ترتيب الكتب على الرف إذا اشترطنا أن يكون كتاباً معيّنا

 في البداية. 𝐵للمؤلف 

 الحل:

  للمؤلف( عدد طرق ترتيب الكتب الثلاثة الأولى𝐵 يساوي ) 𝑃4
3 

كتاب للمؤلف  و 𝐴متبقية )ثلاث كتب للمؤلف عدد طرق ترتيب الكتب ال

𝐵 4( يساوي! 

فحسب المبدأ الأساسي في العدد فإن عدد طرق ترتيب الكتب وفق شرط 

 هو

𝑃4
3 × 4! 

  ًعدد طريقة ترتيب الكتب على الرف بشرط أن يكون كتاباً معينّا

× 1في البداية هو   𝐵للمؤلف   6! = 6! 

 أوجد الحل المشترك لجملة المعادلتين السؤال الرابع:

{ 𝑒𝑥 −
1

𝑒
𝑒𝑦 = 1

2𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 = 4 + 𝑒

 

 الحل:
𝑋نفرض  = 𝑒𝑥  و𝑌 = 𝑒𝑦 :عندئذ 

}   نضرب المعادلة (1) بـ (2−) ونجمع
𝑋 −

1

𝑒
𝑌 = 1       … (1)

2𝑋 + 𝑌 = 4 + 𝑒… (2)
 

𝑌 = 𝑒 ⇐ (
2

𝑒
+ 1)𝑌 = 2 + 𝑒 

  نجمع  
⇐   {−2𝑋 +

2

𝑒
𝑌 = −2

2𝑋 + 𝑌 = 4 + 𝑒

 

𝑋 = 2 ⇐ 𝑋 −
1

𝑒
𝑒 =  ومنه 1

إذا 
𝑦 = 1 ⇐ 𝑒𝑦 = 𝑒

𝑥 = ln 2 ⇐ 𝑒𝑥 = 2
 

 
لكل  °60        حل التمارين الأربعة الآتية:   ثرنيرا  

 تمرين

𝑔(𝑥)ليكن  البمرين الأول: = tan 𝑥 :والمطلوب 

  احسب𝑔′ (
𝜋
4
) , 𝑔′(𝑥), 𝑔 (

𝜋
4
limثم استنتج  (

𝑥→
𝜋
4

tan𝑥−1

𝑥−𝜋4
. 

  احسب مشتق التابع𝑓(𝑥) = 𝑥. 𝑒
1
𝑥  علىℝ\{0}. 

  الحل:

𝑔 (
𝜋

4
) = tan (

𝜋

4
) = 1                              

𝑔′(𝑥) = tan2 𝑥 + 1 

𝑔′ (
𝜋

4
) = tan2 (

𝜋

4
) + 1 = 1 + 1 = 2   
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 الاستنتاج:

lim
𝑥→

𝜋
4

tan 𝑥 − 1

𝑥 −
𝜋
4

= lim
𝑥→

𝜋
4

𝑔(𝑥) − 𝑔 (
𝜋
4
)

𝑥 −
𝜋
4

= 𝑔′ (
𝜋

4
) = 2 

 

𝑓′(𝑥) = 1. 𝑒
1
𝑥 + 𝑥 (−

1

𝑥2
) 𝑒

1
𝑥 = 𝑒

1
𝑥 −

1

𝑥
𝑒
1
𝑥 = (1 −

1

𝑥
) 𝑒

1
𝑥 

,𝑛≥0(𝑥𝑛)لتكن المتتاليتين  البمرين الثرني: (𝑦𝑛)𝑛≥0 المعرفتين 

 وفق

𝑥𝑛 =
4𝑛 + 5

𝑛 + 1
   ,    𝑦𝑛 =

4𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

 برهن أنهما متجاورتين.

 𝑛≥0(𝑥𝑛)دراسة إطراد المتتالية  ⋆الحل: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =
4(𝑛 + 1) + 5

(𝑛 + 1) + 1
−
4𝑛 + 5

𝑛 + 1
 

                     =
4𝑛 + 9

𝑛 + 2
−
4𝑛 + 5

𝑛 + 1
 

                     =
4𝑛2 + 13𝑛 + 9 − (4𝑛2 + 13𝑛 + 10)

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)
 

                     =
−1

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)
< 0 

 متناقصة. 𝑛≥0(𝑥𝑛)فالمتتالية 

 𝑛≥0(𝑦𝑛)دراسة إطراد المتتالية  ⋆⋆        

𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 =
4(𝑛 + 1) + 1

(𝑛 + 1) + 2
−
4𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

                    =
4𝑛 + 5

𝑛 + 3
−
4𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

                    =
4𝑛2 + 13𝑛 + 10 − (4𝑛2 + 13𝑛 + 3)

(𝑛 + 3)(𝑛 + 2)
 

                   =
7

(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)
> 0 

 متزايدة. 𝑛≥0(𝑦𝑛)فالمتتالية 

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 =
4𝑛 + 5

𝑛 + 1
−
4𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

                =
(4𝑛 + 5)(𝑛 + 2) − (4𝑛 + 1)(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

                =
4𝑛2 + 8𝑛 + 5𝑛 + 10 − (4𝑛2 + 4𝑛 + 𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 =
8𝑛 + 9

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

8𝑛 + 9

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 0 

,𝑛≥0(𝑥𝑛)إذاً المتتاليتان  (𝑦𝑛)𝑛≥0 .متجاورتان 

𝑃(𝑧)ليكن كثير الحدود  البمرين الثرلث: = 𝑧4 + 5𝑧3 + 10𝑧2 + 10𝑧 + 4 

  عين عددين𝑎, 𝑏  يحققان𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑎)(𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑎) 

  حل فيℂ  المعادلة𝑃(𝑧) = 0. 

 الحل:
                   𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑎)(𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑎) 

= 𝑧4 + (𝑎 + 𝑏)𝑧3 + (2𝑎 + 𝑎𝑏)𝑧2 + (𝑎2 + 𝑎𝑏)𝑧 + 𝑎2 

𝑃(𝑧)لكن  = 𝑧4 + 5𝑧3 + 10𝑧2 + 10𝑧 +  نجد أن: 4

𝑎 + 𝑏 = 5
2𝑎 + 𝑎𝑏 = 10
𝑎2 + 𝑎𝑏 = 10

𝑎2 = 4

} ⇒
𝑎 = 2   ⇒ 𝑏 = مقبول    3

𝑎 = −2 ⇒ 𝑏 = مرفوض   7
 

𝑃(𝑧)عندئذ  = (𝑧2 + 2𝑧 + 2)(𝑧2 + 3𝑧 + 2). 

  𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 2𝑧 + 2)(𝑧2 + 3𝑧 + 2) =  ومنه 0

𝑧 = −1
𝑧 = −2

} ⇐ (𝑧 + 2)(𝑧 + 1) = 0 ⇐ 𝑧2 + 3𝑧 + 2 =  إما  0

𝑧2 + 2𝑧 + 2 = =∆نحل  أو  0 22 − 4(1)(2) = −4 

𝑧1 =
−2 + 2𝑖

2
= −1 + 𝑖     ,    𝑧2 =

−2 − 2𝑖

2
= −1 − 𝑖 

𝑃(𝑧)فمجموعة حلول  = 1−,2−,1−}هي  0 + 𝑖, −1 − 𝑖}. 

مصباح من  400يشتري محل للأدوات الكهربائية  البمرين الرابع:

 .𝐵مصباح من المصنع  200و  𝐴المصنع 

 4%هي  𝐴المصنع إذا علمت أن نسبة المصابيح المعطوبة في انتاج 

 . نسحب عشوائياً مصباحاً.10%هي  𝐵وفي انتاج 

 .ًما احتمال أن يكون المصباح معطوبا 

  من إذا علمت أن المصباح معطوب ما احتمال أن يكون𝐵. 

  الحل:
  لنفرض أن𝑀 الحدث سحب مصباح معطوب 

 𝐴الحدث سحب مصباح من المعمل  𝐴و 

 𝐵الحدث سحب مصباح من المعمل  𝐵و 

 

𝑃(𝐴) =
400

600
=
2

3
      𝑃(𝐵) =

200

600
=
1

3
 

𝑃(𝑀𝐴) =
4

100
            𝑃(𝑀𝐵) =

10

100
        

𝑃(𝑀) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑀) + 𝑃(𝐵 ∩𝑀) 

         = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑀). 𝑃(𝑀|𝐴) + 𝑃(𝐵). 𝑃(𝑀|𝐵) 

 

96/100  

4/100 
2/3 

1/3 
10/100 

𝐴 

𝐵 
𝑀 

𝑀′ 

𝑀 

𝑀′ 

90/100 
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            =
2

3
.
4

100
+
1

3
.
10

100
=

18

300
 

𝑃(𝑀𝐵|𝑀) =
𝑃(𝐵 ∩𝑀)

𝑃(𝑀)
=

1
3
.
10
100
18
300

=
10

18
=
5

9
 

 لكل مسألة °100   حل المسألتين الآتيتين  ثرلثرا  

 المسألة الأولى:

𝑓(𝑥)الخط البياني للتابع  𝐶ليكن  =
𝑥+2

(𝑥+1)
المعرف على  2

ℝ\{−1}  

  ادرس نهايات التابع عند اطراف مجموعة التعريف وبين إذا كانت له

𝑥نهاية حقيقية عند  = −1. 

  أوجد معادلة مقارب أفقي للخط𝐶  وادرس الوضع النسبي لهذا

 .𝐶المقارب مع 

  احسب𝑓′(𝑥)  ونظم جدولاً بتغيرات𝑓  وعين ماله من قيم حدية

 محلية

  أوجد معادلة المماس في النقطة من𝐶  التي فاصلتها𝑥 = −2. 

  ارسم𝐶  واحسب مساحة السطح المحصور بين محوري الإحداثيات

𝑥والمستقيم  𝐶والمنحني  = 3. 

 الحل:

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) =
1

∞
= 0                   lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) =

1

∞
= 0   

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) =
1

0+
= +∞         lim

𝑥→−1−
𝑓(𝑥) =

1

0+
= +∞ 

  ∆: 𝑦 =  لأن:  ∞−و  ∞+في جوار  𝑓مقارب أفقي للتابع  0

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim    و     0
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 

 دراسة الوضع النسبي:

𝑥  -∞               -2                 -1          +∞        

𝑓(𝑥) − 0       -             0         +          ||      + 

الوضع 

 النسبي

           C فوق المقارب            | C تحت المقارب

  حساب𝑓′(𝑥) 

𝑓′(𝑥) =
1. (𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)4
=
𝑥 + 1 − 2𝑥 − 4

(𝑥 + 1)3
 

⇒ 𝑓′(𝑥) =
−𝑥 − 3

(𝑥 + 1)3
 

 𝑓دراسة تغيرات التابع 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −3 ⇒ 𝑓 (−
1

3
) = −

1

4
 

 

 

𝑥 −∞                − 3              − 1                  + ∞ 

𝑓′(𝑥) −           0    + − 

𝑓(𝑥) 0          ↘      −
1

4
    ↗  +∞ +∞     ↘         0 

𝑓(−3)القيمة الحدية )صغرى( هي  = −
1
4

. 

 𝑚 = 𝑓′(−2) = 𝑓(−2)و  1+ = 0  

𝑇: 𝑦 = 𝑚(𝑥 − (−2)) + 𝑓(−2) = +1(𝑥 + 2) + 0 

⇒ 𝑇: 𝑦 = 𝑥 + 2  

   

𝑆 = ∫
𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
𝑑𝑥

3

0

= ∫ (
𝑥 + 1

(𝑥 + 1)2
+

1

(𝑥 + 1)2
)𝑑𝑥

3

0

 

    = ∫ (
1

𝑥 + 1
+ (𝑥 + 1)−2)𝑑𝑥

3

0

 

= [ln(𝑥 + 1) +
(𝑥 + 1)−1

−1
]
0

3

= [ln(𝑥 + 1) −
1

𝑥 + 1
]
0

3

 

    = (ln(4) −
1

4
) − (ln(1) − 1) 

⇒ 𝑆 = ln(4) +
3

4
 

 𝑓للتابع  𝐶رسم الخط البياني 

 

 

 

 

 

 

في  3مكعب طول ضلعه يساوي  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 المسألة الثرنية:

 المعلم 

(𝐴;
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,

1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,

1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

  عين إحداثيات النقاط𝐷,𝐵, 𝐸, 𝐺.  

  ًللمستقيم اعط تمثيلاً وسيطيا(𝐴𝐺). 

  أثبت أن المستقيم(𝐴𝐺)  

 .(𝐸𝐷𝐵)ناظم مع للمستوي 

  المستقيم(𝐴𝐺)  يتقاطع مع المستوي(𝐸𝐷𝐵)  في𝐽 عين إحداثياتها 

  أثبت أن𝐽  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث𝐸𝐷𝐵 .ومركز ثقله 

  احسب حجم رباعي الوجوه𝐴𝐸𝐷𝐵. 

𝐺 𝐸 

𝐻 

𝐽 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝐷 

𝐹 
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  الحل:
 𝐷(0,3,0), 𝐵(3,0,0), 𝐸(0,0,3), 𝐺(3,3,3) 

  إن المستقيم(𝐴𝐺)  يقبل شعاع توجيه 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝐺 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐺 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐺 − 𝑧𝐴) = (3,3,3) 

(𝐴𝐺): {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

; 𝑡 ∈ ℝ ⇒ (𝐴𝐺): {
𝑥 = 3𝑡
𝑦 = 3𝑡
𝑧 = 3𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ 

𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐸 , 𝑦𝐵 − 𝑦𝐸 , 𝑧𝐵 − 𝑧𝐸) = (3,0,−3)     

𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝐷 − 𝑥𝐸 , 𝑦𝐷 − 𝑦𝐸 , 𝑧𝐷 − 𝑧𝐸) = (0,3,−3) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −3(3) + 0(3) + 3(3) = 0 ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0(3) + (−3)(3) + 3(3) = 0 ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗وبما أن الشعاعان  𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ و  (𝐴𝐺)غير مرتبطان خطياً عندئذ  ⃗⃗ ⊥

(𝐸𝐷𝐵) 

  نوجد معادلة المستوي(𝐸𝐷𝐵)  

(𝐴𝐺)وجدنا أن  ⊥ (𝐸𝐷𝐵)  عندئذ�⃗⃗� = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (3,3,3) 

(𝐸𝐷𝐵): 𝑎(𝑥 − 𝑥𝐸) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐸) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐸) = 0 

3(𝑥 − 0) + 3(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 3) = 0 

3𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧 − 9 = 0 

⇒ (𝐸𝐷𝐵): 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0  

 بالحل المشترك نجد أن:

3𝑡 + 3𝑡 + 3𝑡 − 3 = 0 ⇒ 9𝑡 = 3 ⇒ 𝑡 =
1

3
 

 لأن: 𝐽(1,1,1)ومنه احداثيات نقطة التقاطع 

𝑥 = 3(
1

3
) = 1, 𝑦 = 3 (

1

3
) = 1, 𝑧 = 3 (

1

3
) = 1 

  إن المثلث𝐸𝐷𝐵  مثلث متساوي الأضلاع لأن𝐸𝐵,𝐷𝐵, 𝐸𝐷  هي

𝐸𝐵أقطار لمربعات متطابقة فهي متساوية أي  = 𝐷𝐵 = 𝐸𝐷 

مركز ثقل  𝑘الارتفاعات في مركز ثقل المثلث ومنه إذن نقطة تلاقي 

  𝐸𝐷𝐵المثلث 

𝐾 = (
𝑥𝐸 + 𝑥𝐷 + 𝑥𝐵

3
,
𝑦𝐸 + 𝑦𝐷 + 𝑦𝐵

3
,
𝑧𝐸 + 𝑧𝐷 + 𝑧𝐵

3
) 

= (
0 + 0 + 3

3
,
0 + 3 + 0

3
,
3 + 0 + 0

3
) = (1,1,1) = 𝐽 

 ونقطة تلاقي ارتفاعه.  𝐸𝐷𝐵هي مركز ثقل المثلث  𝐽إذن 

𝑆𝐸𝐷𝐵 و ℎ عندئذ لنحسب 𝑉𝐴𝐹𝐷𝐵 =
1

3
𝑆𝐸𝐷𝐵. ℎ     نعلم أن       

𝑆𝐸𝐷𝐵 =
√3

4
𝑎2 

=
√3

4
(√18)

2
=
9√3

2
 

ℎ = 𝐴𝐽 = √(1 − 0)2 + (1 − 0)2 + (1 − 0)2 = √3 

𝑉 =
1

3
×
9√3

2
× √3 =

9

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎  حيث         = 𝐸𝐷 

= √9 + 0 + 9

= √18 
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 حل النموذج الوزا ي السردس

 لكل سؤال °40  أجب عن الأسئلة الأربعة الآتية:   أولاا  

والذي خطه  𝑓نجد فيما يأتي جدول تغيرات التابع  السؤال الأول:

  𝐶البياني 

−∞             −1                     1              +∞ 𝑥 

− − + 𝑓′(𝑥) 

+∞  ↘      3 +∞  ↘    −∞  3      ↗   +∞ 𝑓(𝑥) 

  اكتب معادلة كل مقارب شاقولي أو أفقي للخط البياني𝐶. 

  هل يوجد مقاربات مائلة للخط البياني𝐶؟ 

  هل يوجد للخط𝐶 مماسات أفقية؟ 

  أثبت أن للمعادلة𝑓(𝑥) =  .]1,1−[حل وحيد في المجال  0

 الحل:
  المستقيم𝑦 =  .∞−و  ∞+مقارب افقي في جوار  3

𝑥والمستقيم  =  مقارب شاقولي 1

𝑥والمستقيم  =  مقارب شاقولي 1−

  لا يوجد لأنlim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) ≠ limو  ∞
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ≠ ∞ 

 .لا لأن المشتق لا ينعدم 

  إن𝑓  0و  ]1,1−[متناقص على المجال ∈ ]−∞,∞[ = 𝑓(]−1,1[) 

𝑓(𝑥)فللمعادلة  =  .]1,1−[حل وحيد في المجال  0

 اكتب العدد العقدي  السؤال الثرني:

𝑍  بالشكل الأسي = (1 − √2) (cos
𝜋

3
+ 𝑖. sin

𝜋

3
) 

 الحل:

𝑍 = (1 − √2) (cos
𝜋

3
+ 𝑖. sin

𝜋

3
) 

    = −(√2 − 1)𝑒
𝜋
3
𝑖 = 𝑒𝜋𝑖(√2 − 1)𝑒

𝜋
3
𝑖
 

⇒ 𝑍 = (√2 − 1)𝑒
4𝜋
3
𝑖

 

مركز ثقل المثلث  𝐺رباعي وجوه و  𝐴𝐵𝐶𝐷 السؤال الثرلث:

𝐷𝐵𝐶:جد مجموعة نقاط الفراغ التي تحقق . 

‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

 الحل:
مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺عندئذ  𝐷𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺بما أن 

,𝐵)للنقاط  ,𝐶)و  (1 ,𝐷)و  (1 1)  

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ ⇒ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

⇒ ‖3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − (𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)‖ 

‖3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

‖3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖                

‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖                

 .𝐺𝐴ونصف قطرها  𝐺تشكل كرة مركزها  𝑀فمجموعة النقاط 

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓ليكن التابع  السؤال الرابع: = 𝑒𝑥 .

𝑓(lnاحسب  𝑓′(lnو  (2 limثم استنتج  (2
𝑥→ln2

𝑒𝑥−2
𝑥−ln2

. 

 الحل:
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑓(ln 2) = 𝑒ln 2 = 2 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑓′(ln2) = 𝑒ln 2 = 2 

lim
𝑥→ln2

𝑒𝑥 − 2

𝑥 − ln2
= lim

𝑥→ln2

𝑓(𝑥) − 𝑓(ln 2)

𝑥 − ln 2
= 𝑓′(ln 2) = 2 

لكل  °60        حل التمارين الأربعة الآتية:   ثرنيرا 

 تمرين

 المعرفة كما يأتي: 𝑛≥0(𝑢𝑛)لتكن المتتالية  البمرين الأول:

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 2
    ,    𝑢0 = 0 

  ّ0أثبت أن ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1. 

  ّأثبت أن(𝑢𝑛)𝑛≥0 .متزايدة 

  علّل تقارب المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0 .واحسب نهايتها 

 الحل:
  0سنثبت صحة العلاقة ≤ 𝑢𝑛 ≤  بالتدريج  1

𝑢0كما يلي:  𝐸(0)لنثبت صحة القضية  = 0 ⇒ 0 ≤ 𝑢0 = 0 ≤

 صحيحة. 𝐸(0)فالعلاقة  1

0…(∗)أي:  𝐸(𝑛)لنفرض صحة العلاقة  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 

𝐸(𝑛ولنثبت صحة العلاقة  +  كما يلي: (1

       0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1           ( ∗             (حسب

𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(1)   ( متزايد 𝑓 لأن )    

0 ≤
1

2
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

         0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

 

  لنثبت أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  متزايدة أي لنثبت أن𝐸(𝑛): 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1 

 بالتدريج 

 متزايد لأن 𝑓نلاحظ أن 

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥 + 2
 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥 + 4 − 2𝑥 − 1

(𝑥 + 2)2
 

       =
3

(𝑥 + 2)2
> 0 
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𝑢0 = 0

𝑢1 =
1

2

} ⇒ 𝑢1 > 𝑢0  ∶  إن العلاقة 𝐸(0) صحيحة لأن

𝑢𝑛+1 …(∗)أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة العلاقة  > 𝑢𝑛 

𝐸(𝑛لنثبت صحة العلاقة  + 1)  

𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛         ( ∗  (حسب

 𝑓(𝑢𝑛+1) > 𝑓(𝑢𝑛)      ( متزايد 𝑓 لأن ) 

       𝑢𝑛+2 > 𝑢𝑛+1                                

  متزايدة. 𝑛≥0(𝑢𝑛)إذن فالمتتالية 

  بما أن المتتالية(𝑢𝑛)𝑛≥0  متزايدة 

 ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة 

𝑙من  = 𝑓(𝑥)المعادلة  حل 1 = 𝑥 

limإذاً:  
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 1. 

صندوق يحوي خمس كرات حمراء وخمس كرات البمرين الثرني: 

خضراء. نسحب عشوائياً من الصندوق ثلاث كرات معاً. نتأمل المتحول 

إذا كانت نتيجة السحب ثلاث كرات  5الذي يأخذ القيمة  𝑋العشوائي 

إذا كانت نتيجة السحب كرتان حمراوان وكرة  3حمراء ويأخذ القيمة 

خضراء والقيمة صفر في غير ذلك. عينّ القانون الاحتمالي للمتحول 

 واحسب توقعه وتباينه 𝑋العشوائي 

 الحل:
  {0,3,5}هي  𝑋مجموعة قيم المتحول العشوائي 

𝑃(𝑋 = 5) =
(
5
3
)

(
10
3
)
=

10

120
=

1

12
 

   𝑃(𝑋 = 3) =
(
5
2
) (
5
1
)

(
10
3
)

=
50

120
=

5

12
 

𝑃(𝑋 = 0) =
(
5
1
) (
5
2
) + (

5
3
)

(
10
3
)

=
60

120
=

6

12
     

𝑟 0 3 5 

𝑃(𝑋 = 𝑟) 6

12
 

5

12
 

1

12
 

𝐸(𝑋) = 0.
6

12
+ 3.

5

12
+ 5.

1

12
=
5

3
 

𝐸(𝑋2) = 02.
6

12
+ 32.

5

12
+ 52.

1

12
=
35

6
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=
35

6
− (

5

3
) =

55

18
 

في منشور ذي الحدين  𝑥أوجد الحد المستقل عن البمرين الثرلث: 

(𝑥2 +
1
𝑥
)
6

 

 الحل:

𝑇𝑟 = (
6
𝑟
) (𝑥2)6−𝑟. (

1

𝑥
)
𝑟

= (
6
𝑟
)𝑥12−2𝑟. 𝑥−𝑟 

= (
6
𝑟
)𝑥12−3𝑟 

𝑟ومنه  𝑥0هو  𝑥د المستقل عن فالح = 4 ⇐ 12 − 3𝑟 = 0. 

𝑇0 = (
6
4
) 𝑥0 =

6 × 5 × 4 × 3

4 × 3 × 2 × 1
= 15 

𝑓(𝑥)عين مجموعة تعريف التابع  الرابع: البمرين =
sin𝑥

√1+𝑥−1
 

 واحسب نهايته عند الصفر.

 الحل:
1الجذر معرف عندما  + 𝑥 ≥  ]∞+,1−[أي  0

 عدا القيم التي تعدم المقام  ]∞+,1−[هي  𝑓مجموعة تعريف التابع 

1√أي عدا حلول المعادلة  + 𝑥 − 1 =  عندئذ 0

√1 + 𝑥 − 1 = 0 ⇒ √1 + 𝑥 = 1 

نربع الطرفين ⇒ 1+ 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝐷𝑓ومنه  = ]−1,+∞[\{0}. 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

√1 + 𝑥 − 1
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

√1 + 𝑥 − 1
.
√1 + 𝑥 + 1

√1 + 𝑥 + 1
 

                               = lim
𝑥→0

sin 𝑥 (√1 + 𝑥 + 1)

1 + 𝑥 − 1
 

                               = lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
(√1 + 𝑥 + 1) 

                               = 1(√1 + 0 + 1) = 2 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=  حيث  1

 لكل مسألة °100   حل المسألتين الآتيتين  ثرلثرا  

𝑓(𝑥)وفق  ℝالمعرف على  𝑓ليكن التابع  المسألة الأولى: =
𝑥2

𝑒𝑥
  

 .أوجد نهايات التابع عند أطراف مجموعة التعريف 

 .ادرس اطراد التابع ونظم جدولاً بها 

  بينّ القيم الحدية المحلية للتابع𝑓.وارسم خطه البياني . 

  استنتج عدد حلول المعادلة𝑥2𝑒−𝑥 = 1. 

  احسب مساحة السطح المحصور بين𝐶  ومحور الفواصل والمستقيم

𝑥 = 1 

𝑓(𝑥) = 𝑥 

2𝑥 + 1

𝑥 + 2
= 𝑥 

2𝑥 + 1 = 𝑥2 + 𝑥 

𝑥2 = 1 

𝑥 =  مقبول  1

𝑥 =  مرفوض 1−
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 الحل:
      lim

𝑥→∞
𝑓(𝑥) = 0      ,      lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = ∞  

  إن𝑓  معرف واشتقاقي علىℝ  :عندئذ𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥 = 𝑥(2 − 𝑥)𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥(2 − 𝑥)𝑒−𝑥 = 0 ⇒ {
𝑥 = 0
𝑥 = 2

⇒ {
𝑓(0) = 0

𝑓(2) = 4𝑒−2
 

𝑥 −∞                    0                 2                +∞ 

𝑓′     −           0        +        0         − 

𝑓 +∞         ↘            0       ↗      4𝑒−2       ↘         0 

 : نلاحظ حسب الجدول أن:𝑓اطراد التابع 

  𝑓  [0,2]متزايد على المجال 

,∞−[متناقص على المجالين  𝑓و  ,2[و]0 +∞[ 

  القيم الحدية هي𝑓(0) =  وهي قيمة حدية صغرى 0

      𝑓(2) = 4𝑒−2  وهي قيمة حدية كبرى 

 𝑓رسم التابع 

 

 

 

 

 

 

  عدد حلول المعادلة𝑥2𝑒−𝑥 = 𝑓(𝑥)هو نفس عدد حلول المعادلة  1 =

1 

 فنلاحظ حسب الجدول أن: 

𝑓  مستمر ومتناقص على المجال]−∞,  و ]0

1 ∈ ]0,+∞[ = 𝑓(]−∞, 0[) 

𝑓(𝑥)فللمعادلة  = ,∞−[حل وحيد في المجال  1 0[. 

1بما أن  ∉ [0,4𝑒−2] = 𝑓([0,2]) 

𝑓(𝑥)فلمعادلة  =  .[0,2]مستحيلة المجال  1

1بما أن   ∉ ]0,4𝑒−2[ = 𝑓(]0, +∞[) 

𝑓(𝑥)فلمعادلة  = ,0[حل وحيد في المجال  1 +∞[. 

𝑓(𝑥)مما سبق نجد أن للمعادلة  =  .ℝحل وحيد في  1

 :حسب الرسم نجد أن 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥
1

0

 

 

 

𝐼 = [−𝑥2𝑒−𝑥]0
1 −∫ −2𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥

1

0

= −𝑒−1 + 2∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥
1

0

 

 

 

𝐼 = −𝑒−1 + 2[−𝑥𝑒−𝑥]0
1 − 2∫ −𝑒−𝑥𝑑𝑥

1

0

 

 = −𝑒−1 + 2(−𝑒−1 + 0) + 2[−𝑒−𝑥]0
1 = 2 −

5

𝑒
      

 المسألة الثرنية: 
في الفراغ المنسوب إلى معلم  𝐵(3,2,0)و  𝐴(1,1,1)نتأمل النقطتين 

;𝑂)متجانس  𝒾, 𝒿, �⃗⃗�) ليكن .𝑃 المار بالنقطة  المستوي𝐵  ويقبل𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑥المستوي الذي معادلته  𝑄شعاعاً ناظماً ، وليكن  − 𝑦 + 2𝑧 + 4 = 0 

 .𝐴𝐵ونصف قطرها  𝐴الكرة مركزها  𝑆وأخيراً لتكن 

  ّ2أثبت أن𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 8 =  .𝑃هي معادلة للمستوي  0

  جِد معادلة الكرة𝑆. 

  أثبت أن المستوي𝑄  مستوي مماس للكرة𝑆. 

  أثبت أنّ النقطة𝐶(0,2,−1)  هي مسقط النقطة𝐴  على المستوي𝑄 

  ليكن𝑑 :ًالمستقيم الذي يقبل تمثيلاً وسيطيا 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 12 − 5𝑡
𝑧 = 4 − 3𝑡

  ; 𝑡 ∈ ℝ 

(𝑎)  أثبت أن المستقيم𝑑  هو الفصل المشترك للمستويين𝑃  و𝑄. 

(𝑏)  أثبت أن المستقيم𝑑 في المستوي المحوري للقطة  محتوي

 .[𝐵𝐶]المستقيمة 

 الحل:
 𝑃: 𝑎(𝑥 − 𝑥𝐵) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐵) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐵) = 0       

2(𝑥 − 3) + 1(𝑦 − 2) − 1(𝑧 − 0) = 0 

⇒ 𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 8 = 0  

  الكرة التي مركزها𝐴 ونصف قطرها 

𝑅2 = 𝐴𝐵2 = 22 + 12 + (−1)2 = 6 

𝑆: (𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 + (𝑧 − 𝑧𝐴)
2 = 𝑅2 

𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1) + (𝑧 − 1)2 = 6 

  

نطبق التجزئة 

 فنفرض

𝑣′ = 𝑒−𝑥 𝑢 = 𝑥2 

𝑣 = −𝑒−𝑥 𝑢′ = 2𝑥 

نطبق التجزئة مرة 

 ثانية فنفرض

𝑣′ = 𝑒−𝑥 𝑢 = 𝑥 

𝑣 = −𝑒−𝑥 𝑢′ = 1 
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𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) =
|1 − 1 + 2(1) + 4|

√1 + 1 + 4
=

6

√6
= √6 

⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) = 6 = 𝐴𝐵 = 𝑅 

 .𝑆يمس الكرة  𝑄إذن المستوي 

 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−1,1,−2), 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (1,−1,2) 

𝑛𝑄⃗⃗نلاحظ أن  ⃗⃗ ⃗ = −𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ومنه𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑄 

𝑐لنثبت أن  ∈ 𝑄  لذا نعوض𝑐  في معادلة المستوي𝑄  

0 − 2 − 2 + 4 = 0 ⇒ 0 = 0 

𝐶إذا  ∈ 𝑄  و𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑄  عندئذ𝐶  المسقط القائم للنقطة𝐶  على𝑄. 

 (𝑎)  إثبات أن المستقيم𝑑  هو الفصل المشترك للمستويين𝑃  و𝑄 

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 4 = 0
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 8 = 0

}
  بالجمع
⇒    3𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 

⇒ 𝑧 = 4 − 3𝑥 

𝑥نفرض  = 𝑡  :عندئذ𝑧 = 4 − 3𝑡  و 

𝑦 = 𝑥 + 2𝑧 + 4 = 𝑡 + 2(4 − 3𝑡) + 4 ⇒ 𝑦 = 12 − 5𝑡  

 هي: 𝑄و  𝑃وبالتالي فمعادلة الفصل المشترك للمستويين 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡            
𝑦 = 12 − 5𝑡
𝑧 = 4 − 3𝑡   

  ; 𝑡 ∈ ℝ 

(𝑏)  نفرض𝑅  المستوي المحوري للقطعة𝐵𝐶  

 [𝐵𝐶]منتصف  𝐼نوجد إحداثيات النقطة 

𝐼 = (
𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

2
,
𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

2
,
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
) = (

3

2
, 2, −

1

2
) 

𝑅:−3 (𝑥 −
3

2
) + 0 + 1 (𝑧 +

1

2
) = 0 

𝑅:−3𝑥 − 𝑧 + 4 = 0  

يجب أن  [𝐵𝐶]محتوى في المستوي المحوري للقطعة  𝑑حتى يكون 

 يحقق معادلة المستوي

−3𝑡 − (4 − 3𝑡) + 4 = −3𝑡 − 4 + 3𝑡 + 4 = 0 

 .[𝐵𝐶]محتوى في المستوي المحوري للقطعة  𝑑إذاً: 
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي               9102السابع  وزاريالنموذج ال

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 الصفحة الأولى

 درجة لكل سؤال( 40) الآتية: الأربعةأولًا : أجب عن الأسئلة   
  d2و  d1و المستقيمين   fالخط البياني لمتابع  Cإذا كان  السؤال الأول:
  المطموب :  Cمماس لمخط  Tو المستقيم  Cمقاربين لمخط 

 . lim  f (x) وlim  f (x)  احسب  -1
                                                             

 . d2و  d1اكتب معادلة كل مقارب من المقاربين  -2

 المرسوم في الشكل يمسّ المنحني  (T)إذا عممت أن المستقيم المائل  -3

,0)في النقطة 
  

 
) ' fاحسب  (

  

 
 . T المستقيم  ثم اكتب معادلة (

 (      )  (      )  (     ) نتأمل النقاط ل الثاني: السؤا
 . -  , المستقيمة ات منتصف القطعةاحسب إحداثيّ  -0

⃗⃗⃗⃗  ة بات الأشعّ احسب مركّ  -9  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 

 متوازي أضلاع .     بحيث يكون الرباعي   ات النقطة ن إحداثيّ عيّ  -3

 

 : السؤال الثالث
 . f (0) = 1ق الشرط الذي يحقّ          عين حل المعادلة التفاضمية  -0

     النيايةاحسب  -9
   

 
  (      )

 
   

 +           * Sمجموعة لتكن ال السؤال الرابع:
 ؟ Sالمجموعة  ثلاث منازل يمكن تشكيمو من عناصرفاً من كم عدداً زوجياً مؤلّ  -0

 ؟ Sالمجموعة  عناصر عنصرين من كم عدد المجموعات الجزئيّة المكوّنة من -9
 

 درجة لكل تمرين( 60)  الأربعة الآتية:ثانياً: حل التمارين 
 التمرين الأول :

( ) وفق :  + *  ف عمى المعرّ  fالخط البياني لمتابع  Cليكن   
        

   
 و المطموب : 

     احسب  -0
    

 
 ( )

 
     ثم احسب  

    
 ( ( )    ) 

 . ∆و مقاربو  Cمخط البياني ثم ادرس الوضع النسبي ل   في جوار  ∆استنتج معادلة المقارب المائل  -9

 

  و المطموب : zA= √ +i   ,zB= 2iالمتان يمثميما العددان العقديان :  Bو  Aلتكن النقطتان  التمرين الثاني :
 . ABCالتي تجعل المبدأ مركز ثقل المثمث  Cالممثل لمنقطة  zCثمُّ جد العدد العقدي  ,بالشكل الأسّي zAاكتب  -1

  =zC – zA أثبت أنَّ  -2
 

 (zB – zA)    ثم استنتج طبيعة المثمثABC . 
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي               9102النموذج الوزاري السابع  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 ثانيةالصفحة ال

 
 وفق :    يحقق    عند كل عدد طبيعيالمعرفة     (  )لتكن المتتالية  التمرين الثالث :

   
 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

  
 

 أثبت أن  -0

(   ) 
 

 

  
 . 

 متقاربة .   و استنتج أن المتتالية      أثبت أن  -9

 و المطموب: 3 , 0بأحد العددين                   ئيّاً كل خانة من الخانات الأربعنملأ عشواالتمرين الرابع :  
 << 6يساوي >> مجموع الأعداد التي كتبت في الخانات  Aليكن الحدث  -0

 . P(B/A)ثم  P(A)عدم ظيور العدد ذاتو في خانتين متجاورتين << احسب  >> Bوليكن الحدث 
 , 3المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة لمتجربة عدد الخانات التي كتب فييا العدد  Xنسمّي  -9

 . تباينوالرياضي و  و احسب توقّعو Xل العشوائي لممتحوّ  القانون الاحتماليّ  عيّن

 درجة لكل مسألة(  100) الآتيتين :ثالثاً : حل المسألتين 
 :المسألة الأولى

 الذي  Pو المستوي  A(1 , – 1 ,2 )  ,B( 2 , 0 , 4 )النقطتين  (  ⃗           )ل في معمم متجانس نتأمّ 
 و المطموب :     –    – معادلتو : 

 . A,Bيمر بالنقطتين و   Pعمودي عمى المستويال Qجد معادلة المستوي  -0

  . P و يعامد المستوي Aالمار من النقطة  dجد تمثيلًا وسيطياً لممستقيم  -9

 .  Pعمى المستوي    Aالمسقط القائم لمنقطة  'Aإحداثيّات النقطة ن عيّ  -3

⃗⃗⃗⃗  التي تحقق  M( x , y , z )المكوّنة من النقاط  𝜀أعط معادلة لممجموعة  -4 ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝜀ة المجموعة مبيّناً طبيع    
 :الثانيةالمسألة 

,      -المعرف عمى المجال  fالخط البياني لمتابع  Cليكن  ( ) وفق :  ,     -     .
   

   
/ 

 و المطموب : ,     -عمى المجال  fمقصور التابع  gالخط البياني لمتابع  'Cو ليكن 
 . Cتابع فردي و استنتج الصفة التناظرية لمخط  f أثبت أنّ  -0

 . 'Cو نظّم جدولًا بيا و اكتب معادلة كل مقارب لمخط  gادرس تغيّرات التابع  -9

 . Cثم استنتج رسم  'Cارسم كل مقارب وجدتو و ارسم  -3

 . x = 3و   x = 2و محور الفواصل و المستقيمين المذين معادلتيما   'Cاحسب مساحة السطح المحصور بين  -4

 
 

   2112النموذج الوزاري السابع أسئلة انتهت 
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي               9191النموذج الوزاري الثامن  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 الصفحة الأولى

 درجة لكل سؤال( 45) الأسئلة الثلاثة الآتية:أولًا : أجب عن سؤالين من بين   
 المرسوم جانباً    fالخط البياني لمتابع  Cليكن السؤال الأول: 

 . lim f (f (x)) ,lim f (x)   ,lim f (x)  ,lim f (x)  احسب  -1
                                                                                          

 ؟ 2اشتقاقي عند  fىل  -2

 . 3. و جد معادلة المماس عند  f '(3)  ,f (3)جد  -3

 ؟ fما عدد القيم الحدّية لمتابع  -4

    المعرفتين وفق العلاقتين :     (  )و     (  )لتكن المتتاليتين ل الثاني: السؤا
 

 
   و  

 

√    
 . 

 .    (  )و     (  )ادرس اطّراد كل من  -0

 متجاورتان .    (  )و     (  )أثبت أنّ المتتاليتين  -9
 

(    )حل المعادلة  السؤال الثالث : .   
 

 
/ (    )ثم حل المتراجحة     .   

 

 
/    

 درجة لكل سؤال( 45) ثانياً : أجب عن سؤالين من بين الأسئلة الثلاثة الآتية:  

 [.CD ]منتصف  I. فيو  4رباعي وجوه منتظم طول حرفو  ABCDليكن السؤال الأول: 
⃗⃗⃗⃗   المحقّقة لمعلاقة : Mوضّع النقطة  -0 ⃗⃗  

 

 
  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  . 

⃗⃗⃗⃗  احسب العدد  -9  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 

 السؤال الثاني:
 . بدلالة               جد المجموع  -0

 .                أثبت أنّ  ⁄       ليكن  -9

 متتابع .يريد طالب أن يدرس مواده السبعة بشكل السؤال الثالث: 
 بكم طريقة يمكن لمطالب أن يرتّب المواد لدراستيا ؟ -0

 بكم طريقة يمكن أن يرتّب المواد إذا كانت المادة الأولى ىي الرياضيات و الأخيرة ىي الفيزياء ؟ -9

 (درجة لمثالث  80لمثاني ,  درجة70 درجة للأول , 70)  الآتية: ثلاثةاً: حل التمارين اللثثا
 التمرين الأول :

( ) :  و المعطى بالعلاقة ,    ,المعرّف عمى  fليكن التابع   و المطموب : (   )   √ 
 . ' fثم استنتج مجموعة تعريف  0اشتقاقي عند  fأثبت أن التابع  -0

 . ,    ,عمى  f  '(x)جد  -9

  1ف عمى المجال المعرّ  gاستنتج مشتق التابع  -3
 

 
( ) وفق  0  √      (      ) . 
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي          9191النموذج الوزاري الثامن  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 ثانيةالصفحة ال

 و المطموب : A(1 , – 1 ,2 )  ,B( 2 , 1 , 0 )  ,C( 2 , 3 , – 1 )  ,D( 0 , 0 , 2 )لتكن النقاط التمرين الثاني : 
 . (D,1)و  (C,2)و  (B,2)و  (A,1)مركز الأبعاد المتناسبة لمنقاط المثقمة  Gعين إحداثيات  -0

⃗⃗⃗⃗  ‖ من الفراغ التي تحقق : Mمجموعة النقاط  Sحدّد  -9 ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖    . 

  . Sجد معادلة لممجموعة  -3
 . ننشئ Aمثمّثاً متساوي الساقين , رأسو  ABCليكن  التمرين الثالث :

 . لتكن الأعداد  ACFو  ABJقائمين و متساويَي الساقين خارجو مثمثين 
 بالترتيب . A , B , C , J , Fالممثّمة لمنقاط  a , b, c, j , fالعقديّة  

 . fو  jالعددين  bو   cجد بدلالة  -0

   اكتب العدد  -9

   
 بالشكل الجبري . 

 متعامدان . (BF)و  (CJ)و أنّ المستقيمين  JC=BFأثبت أن  -3

 احسب  (J,2),(F,3) ,(C,1),(B,1)مركز الأبعاد المتناسبة لمنقاط المثقمة  Aنفترض أن  -4

 
 . 

 درجة لكل مسألة(  100) رابعاً : حل المسألتين الآتيتين :
⃗⃗⃗⃗  تحقّق   [AB]نقطة من  T, و  1طول حرفو  ABCDEFGHليكن لدينا المكعب  المسألة الأولى:  ⃗  

 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ,

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و تحقّق  [AD]نقطة من  Nو 
 

 
  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ . 

⃗⃗⃗⃗     )في المعمم المتجانس  -0  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  اتجد إحداثيّ   ( ⃗ 

  .  H , F , N , T النقاط  

⃗⃗  جد الشعاعين  -9 ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  و  ⃗   . (HNT)ثم جد معادلة المستوي   ⃗⃗
 . (EF)لممستقيم  جد تمثيلًا وسيطياً  -3

 . (HNT)مع المستوي  (EF)استنتج نقطة تقاطع المستقيم  -4

 . ما طبيعتو ؟ (HNT)اذكر مقطع المكعّب بالمستوي  -5
  المسألة الثانية:

,      -المعرّف عمى المجال  التابع fليكن  ( ) وفق :  ,     -     .
 

   
    (  ). لتكن  /

 . ,     ,على المجال  fمقصىر التابع  gحيث  ( )    وفق :    متتالية معرفة عمى 

 و نظّم جدولًا بيا و اكتب معادلة كل مقارب . ,     -عمى المجال  fادرس تغيّرات  -0

 . ,     -عمى المجال  Cارسم الخط  -9

 ) أثبت أنَّ النقطة  -3
 

 
 . f, ثم استنتج رسم الخط البياني لمتابع  Cىي مركز تناظر لمخط  (  

 (   )      أثبت أنَّ               نضع  -4

 ؟    (  ), و ما نياية     (  )جد نياية المتتالية  -5
 

  2121النموذج الوزاري الثامن  أسئلةانتهت 
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  ........دورة عامة ة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي             9191النموذج الوزاري التاسع  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 الصفحة الأولى

 درجة لكل سؤال( 45) أولًا : أجب عن سؤالين من بين الأسئلة الثلاثة الآتية:  

  و المطلوب :  {2}\المعرّف عمى  fالخط البياني لمتابع  Cfفي الشكل المرسوم جانباً , ليكن السؤال الأول: 

 . lim f (x)   ,lim f (x)جد   -0
                                                  

 دل عمى القيم الحدّية لمتابع و بيّن نوعيا . -9

 ؟ f (x) = 0ما عدد حمول المعادلة  -3

 اكتب معادلة المقارب المائل . -4

 . Cfمركز تناظر الخط البياني  Iاذكر إحداثيات النقطة  -5

( ) وفق :   التابع المعرّف عمى  fليكن السؤال الثاني:        

) جد  -0
 

 
)  و  ( )  و  (

 

 
) . 

   استنتج قيمة النياية   -9
  

 

 

 
  

     
 

 

  
 

 

  

 .          حل المتراجحة ل الثالث: السؤا

 درجة لكل سؤال( 45) الأسئلة الثلاثة الآتية:ثانياً : أجب عن سؤالين من بين   

 المعرّفين كما يأتي : 'dو  dادرس وضع المستقيمين السؤال الأول: 

  {

      
     

   
 

 
   

}   و                             
     

   
      

               

𝜔جد الجذرين التربيعيين لمعدد العقدي  السؤال الثاني:       . 
    في المعادلة الآتية :  nعيّن قيمة السؤال الثالث: 

        
  . 

 (درجة لمثالث  70لمثاني ,  درجة70 درجة للأول , 80)  الآتية: ثلاثةاً: حل التمارين اللثثا

⃗⃗⃗⃗  )ىي القياسات الأساسيّة لمزوايا الموجّية  و  و  في الشكل المجاور التمرين الأول :  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  )و  (⃗   ⃗   ⃗⃗⃗⃗ و  (⃗ 
(  ⃗⃗⃗⃗  بالترتيب , والمطموب : ( ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗ 

اكتب كلّاً من الأعداد العقديّة الآتية بالشكل الجبري ثمّ بالشكل -0

⃗⃗   الأسّي :   ⃗⃗  ⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ,   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .
⃗⃗   اكتب العدد العقدي  -9 ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ثمّ  بالشكل الجبري  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

بالشكل الأسّي .

 .   استنتج المجموع -3
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي             9191النموذج الوزاري التاسع  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 ثانيةالصفحة ال

( ) وفق :  ]2,2-[ف عمى المعرّ   fالخط البياني لمتابع  Cfليكن التمرين الثاني :     .
   

   
 , و المطموب : /

 . ]0,2]ىو تابع فرديّ , ثمّ ادرس تغيّرات التابع عمى المجال  fأثبت أنّ التابع  -0

 . x = 0فاصمتيا منو في نقطة  Cfلمخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  -9

 . Tو   Cfادرس الوضع النسبيّ بين  -3
 

( ) وفق :   المعرّف عمى  fالخط البياني لمتابع  Cfليكن  التمرين الثالث :  , و المطموب :     √    
 ونظّم جدولًا بيا . fادرس تغيّرات  -0

 ثم جد ىذا الحل جبريّاً .,  ]1,2[يقع في المجال  تقبل حلّاً وحيداً  f (x) = 0أثبت أنّ المعادلة  -9

( )  وفق :  المعرّف عمى  gاستنتج مشتق التابع  -3        √        . 

 درجة لكل مسألة(  100) رابعاً : حل المسألتين الآتيتين :

( ) وفق :  ,    -المعرّف عمى  fالخط البياني لمتابع  Cfليكن المسألة الأولى:   
 

 
(  

 

 
 و المطموب : (

 و نظّم جدولًا بيا .  fادرس تغيّرات  -0

  الذي معادلتو  dأثبت أنّ المستقيم  -9
 

 
 . dو مقاربو  Cfبين , ثمّ ادرس الوضع النسبي  Cfمقارب مائل لمخط    

 . f (x) = xحلّ المعادلة  -3

 , و المطموب :    عند كل  (  )      و      متتالية معرّفة تدريجيّاً بالشكل :     (  )لتكن  -4

a-  و    احسب   . 

b-  استنتج من تزايد التابعf  من أجل            ( ) صحّة الخاصة  ,    ,عمى المجال    . 

c-  متقاربة , و احسب نيايتيا .    (  )استنتج أنّ المتتالية 

d-  ارسم مقارباتCf  و المستقيمy = x  ثمّ ارسم ,Cf   على الرسم نفسه .    (  )و مثلّ الحدود الأولى للمتتالية 

 المسألة الثانية:
تحقّق العلاقة    Jو النقطة  [AB]منتصف  I, و لتكن النقطة  4مكعّباً طول حرفو يساوي  ABCDEFGH ليكن 

   ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗    )نتأمّل المعمم المتجانس ,  ⃗ 
 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

 
  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

 

 
  ⃗⃗⃗⃗  , و المطموب :  ( ⃗ 

 . J و  I جد إحداثيّات رؤوس المكعّب و النقطتين  -0
 .               ىي (EIJ)أثبت أنّ معادلة المستوي  -9

 و عموديّاً عمى المستوي Aالمار من  dاكتب التمثيل الوسيطي لممستقيم  -3

 (EIJ)  , ثمّ جد إحداثيّات النقطةK  نقطة تقاطعd   مع(EIJ) . 

 . I-AEJثمّ استنتج حجم رباعي الوجوه  AEJاحسب مساحة المثمّث  -4

 . EIJو استنتج مساحة المثمّث  (EIJ)عن المستوي  Aاحسب بعد النقطة  -5

 
  2121النموذج الوزاري التاسع  أسئلةانتهت 
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي             9191النموذج الوزاري العاشر  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 ولىالصفحة الأ 

 درجة لكل سؤال( 45) أولًا : أجب عن سؤالين من بين الأسئلة الثلاثة الآتية:

 :  المعرّف عمى  fنجد جانباً جدول تغيّرات التابع السؤال الأول: 

 . lim f (x)   ,lim f (x)جد   -1
                                                  

 اذكر قيمة حدّية لمتابع و بيّن نوعيا . -2

 قيمة حدّية لمتابع ؟  f (5)=4ىل  -3

 اكتب معادلة كل مقارب أفقي لمخط البياني لمتابع . -4

 .g (x) = ln ( f (x) ) حيث gاكتب مجموعة تعريف التابع  -5

( ) وفق :  [0,3]المجال التابع المعرّف عمى  fليكن السؤال الثاني:     جد   (   ) √(   ) 
   

 
 ( )  ( )

   
   ,

  . x = 3و استنتج أنهّ اشتقاقً عند 

  K و Aو  Gأثبت أنّ النقاط  BCDمركز ثقل الوجو  K, فيو  Gرباعي وجوه , مركز ثقمو  ABCDل الثالث: السؤا
 . [AK]عمى القطعة المستقيمة  G النقطة , وعيّن موضعتقع عمى استقامة واحدة 

 درجة لكل سؤال( 45) ثانياً : أجب عن سؤالين من بين الأسئلة الثلاثة الآتية:
 التي تحقق إحداثياتيا العلاقات : M ( x , y , z )صف مجموعة النقاط السؤال الأول: 

 .      و                
 .         (   )    المعادلة  ℂحل في  السؤال الثاني:

 و المطموب : +         *  لتكن المجموعة السؤال الثالث: 

 ؟ Sفاً من ثلاث منازل يمكن تشكيمو من عناصر كم عدداً مختمف الأرقام و مؤلّ  -0

 ؟ Sفاً من ثلاث منازل يمكن تشكيمو من عناصر و مؤلّ  5كم عدداً من مضاعفات العدد  -9

 (درجة لمثالث  80لمثاني ,  درجة70 درجة للأول , 70)  الآتية: ثلاثةاً: حل التمارين اللثثا

 Aكلٌّ منهما قائمٌ فً  'ACCو  'ABBالمثمّثان في الشكل المجاور التمرين الأول : 

 , و المطلىب : (    ⃗   ) و متساوي الساقين , تأمّل المعلم المتجانس و المباشر  
 . zCبدلالة   'zC, و  zBبدلالة  'zBاكتب  -0

       احسب  -9

     
 . 

 . 'BC=B'Cو  ('B'C) (BC)استنتج أنّ  -3
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  ........ة دورة عامة العام  امتحان شهادة الدراسة الثانوي             9191النموذج الوزاري العاشر  

 )الفرع العممي(                                                    الرياضيات:
 ثانيةالصفحة ال

     و      وفق :  متتالية معرّفة تدريجيّاً     (  )لتكن التمرين الثاني : 
  

     
 .    عند كل  

 . nأيّاً كان العدد الطبيعي      أثبت بالتدريج أنّ  -0

   المعرّفة بالعلاقة     (  )أثبت أنّ المتتالية  -9
 

  
, ثمّ استنتج  nبدلالة    متتالية حسابيّة , ثمّ اكتب عبارة  

 . nبدلالة    عبارة 

   و استنتج  nبدلالة    اكتب               المجموع المعرّف بالشكل :    ليكن  -3
    

    . 
( ) وفق :  ,     -المعرّف عمى  fليكن التابع  التمرين الثالث :  

    

   
 , و المطموب : 

   احسب  -0
    

   و استنتج  ( )  
    

  ( ( )) . 

 . ]2.01 , 1.99[في المجال  f (x), كان     يحقّق الشرط : إذا كان  Aجد عدداً حقيقيّاً  -9

 g (x)حيث إنّ :  g'(x)ثمّ استنتج   f '(x)جد  -3
       

      
 . 

 درجة لكل مسألة(  100) رابعاً : حل المسألتين الآتيتين :

,     -المعرّف عمى  fالخط البياني لمتابع  Cfليكن المسألة الأولى:  ( )  وفق : ,    -          .
   

   
/ 

 و في  ∞+في جوار  Cfمقارب مائل لمخط البياني         الذي معادلتو  dأثبت أنّ المستقيم  -0

 . dبالنسبة لممقارب  Cf, و ادرس الوضع النسبي لمخط ∞− جوار 

 . Cfو نظّم جدولًا بيا , و اكتب معادلات المقاربات الشاقوليّة لمخط   fادرس تغيّرات التابع  -9

 . I (0,−1)متناظر بالنسبة لمنقطة   Cfاستنتج أنّ  -f (x) + f (−x) = −2          .4  أثبت أنّ  -3

 . Cfارسم  مقاربات ثمّ ارسم ما وجدتو من  -5

.g (x) = −2x + 1 – lnالمعرّف وفق :  gلمتابع   Cgاستنتج رسم  -6
   

   
/  . 

 المسألة الثانية:
  [AD]منتصف  I, و لتكن النقطة  AE = 1و   AD = 4و   AB = 2متوازي مستطيلات فيو  ABCDEFGH ليكن 

  ⃗⃗⃗⃗  تحقّق العلاقة    Jو النقطة 
 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 

   )نتأمّل المعمم المتجانس  
 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

 
  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗   , و المطموب :  ( ⃗ 

 . J و  Iجد إحداثيّات رؤوس متوازي المستطيلات و النقطتين  -0
 .            ىي (EIB)أثبت أنّ معادلة المستوي  -9

 احسب مساحتو . , ثمّ  EIBبيّن نوع المثمّث  -3

 . G- EIB, و استنتج حجم رباعي الوجوه  (EIB)عن المستوي  Gاحسب بعد  -4

 .  (EIB)و عموديّاً عمى المستوي   Jالمار من  dاكتب التمثيل الوسيطي لممستقيم  -5

 . [BI]تقع عمى القطعة المستقيمة  (EIB)عمى المستوي  Jاستنتج أنّ المسقط القائم لمنقطة  -6

 
   2121النموذج الوزاري العاشر  أسئلةانتهت 
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