


 الصفحة  العنوان الصفحة  العنوان

 9 مجموع حدود متتالية هندسية 1 تعريف المتتالية 

 10) ستقراء الرياضيلا)االبرهان بالتدريج  1 طرق كتابة متتالية 

 15 قضايا المضاعف 2 اطراد متتالية 

 24التخمين  4 تعريف المتتالية الحسابية 

 5 الحسابيةمبرهنات وملاحظات للمتتالية  

 6 مجموع حدود متتالية حسابية 

 7 تعريف المتتالية الهندسية 

 7 مبرهنات وملاحظات للمتتالية الهندسية

 المحتويات 

! هام جداً: 

وإنَّما هو عرض للمعلومات بشكل مبسَّط وزارة التربية السورية يُعد بديلًا عن الكتاب الرسمي المقدم من لا هذا الكتاب 

كتاب الرياضيات )الجزء الثاني( لمساعدة الطالب على فهم المنهاج بشكل أفضل. وعليه فإنَّ المصدر الأساسي للدراسة هو 

 عن عدم الالتزام بمصدر الدراسة الأساسي شاكرين حُسن تفهمكم.غير مسؤولين المقدَّم من وزارة التربية السورية ونحن 

تعود ملكية هذا العمل لكاتبيه الأساسيين من أعضاء فريق بكسل التعليمي وليس لأي جهة أُخرى من أفراد أو فرق أو  

مكاتب أو مطابع أو أي كيان اخر وهو حصيلة ساعات من العمل الجاد من تجميع وكتابة وتنسيق وتدقيق للمعلومات حتى 

بيعه أو تداوله أو طباعته أو تصويره أو مسحه أو نسخه لأي غرض من الأغراض.اً  يُمنع منعاً بات  وصلت إلى هيئتها الحالية، لذلك 

كجهة مالكة لهذا العمل اتخاذ الإجراءات القانونية التي نراها مناسبة يحق لنا  وفي حال مخالفة الشروط المذكورة أعلاه 

 هذا العمل واستخدامه لأغراضه الشخصية.بحق المخالف. ونذكِّر بيوم الحساب عند الله تعالى لكل من استباح سرقة 

Pixel 

شرح مادة التحليل ليصلك كل جديد من تابع قناة اليوتيوب  

https://www.youtube.com/@PIXEL-8LEG
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المتتالية تعريف

المتتالية العددية هي تابع من الشكل 

𝑈 ∶ 𝐼𝑁 → 𝐼𝑅 ∶ 𝑛 → 𝑈𝑛 

𝑛≥0(𝑈𝑛)نرمز للمتتالية بـ  

ملاحظة

الية أو  تالحد العام للمت 𝑼𝒏 نسمي    -1

 .𝒏الحد ذي الدليل  

التمثيل البياني للمتتالية هو عبارة عن -2

مجموعة نقاط منفصلة. 

طرق كتابة متتالية

الشكل الصريح 1

المعرفة وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)لتكن المتتالية  

𝐔𝐧 = 𝟑𝐧 − 𝟓 

, أوجد  -1 𝐔𝟎 𝐔𝟑 , 𝐔𝟐 , 𝐔𝟏 

𝐔𝐧+𝟏احسب   -2 − 𝐔𝐧

يمكن التعبير عن المتتالية من خلال حدها  

 العام 

>  𝑈𝑛   بدلالة   𝑛< 

𝑼𝟎 =  𝟑(𝟎) –  𝟓 =  −𝟓 

𝑼𝟏 =  𝟑(𝟏) –  𝟓 =  −𝟐 

𝑼𝟐 =  𝟑(𝟐) –  𝟓 =  𝟏 

𝑼𝟑 =  𝟑(𝟑) –  𝟓 =  𝟒

1

2

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  (𝟑𝒏 +  𝟑 − 𝟓 )– (𝟑𝒏 − 𝟓) 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  𝟑𝒏 − 𝟐 −  𝟑𝒏 + 𝟓 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  𝟑 

التدريجي الشكل 2

يمكن التعبير عن المتتالية بعلاقة تدريجية 

المعرفة وفق  𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)لتكن المتتالية  

{ 
𝑼𝟎 = 𝟏

𝑼𝒏+𝟏 = 𝟐 𝑼𝒏
𝟐 − 𝟏

,𝑼𝟏     أوجد    𝑼𝟐, 𝑼𝟑

𝑼𝟏 =  𝟐( 𝑼𝟎)𝟐 − 𝟏 =  𝟏
𝑼𝟐 = 𝟐(𝑼𝟏)𝟐   − 𝟏 =  𝟏

𝑼𝟑 = 𝟐(𝑼𝟐)𝟐 − 𝟏 =  𝟏

1

https://www.youtube.com/watch?v=Ip_Rm7aBAPY&list=PLWZEx5QgI3_kA3BH6LjGjzCN5Jw9eHQuH
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  فالمتتالية 
ً
 تكن  متناقصة تماما

ً
𝑛أيا ≥ 1

 

راد متتالية 
ّ
اط

هي متتالية متزايدة أوالمتتالية المطردة :  

 .متناقصة أو ثابتة

معايير دراسة اطراد متتالية

  𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏شارة الفرقإندرس 1

نحول المتتالية لتابع وندرس اطراده2

وعندئذ اطراد التابع يؤدي الى  

اطراد المتتالية على ان تكون  

المتتالية معرفة من خلال حدها  

العام 
نقارن النسبة  

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
أن  𝟏مع العدد   

تكون جميع حدود المتتالية موجبة  

 من حد معين
ً
 بدءا

ً
 تماما

3

1 𝑼𝒏 =
𝟑

𝒏𝟐

طريقة أولى 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝟑

(𝒏 + 𝟏)𝟐
–

𝟑

𝒏𝟐

(𝒏 + 𝟏)𝟐 >  𝒏𝟐 بما أن 

 
 
 فإن

→  
𝟑

(𝒏 + 𝟏)𝟐
<

𝟑

𝒏𝟐

→  𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 <  𝟎

طريقة ثانية 

,𝟏]المعرف على   𝒇ليكن التابع   وفق: ]∞+

𝒇(𝒙) =
𝟑

𝒙𝟐

 
ّ
 :    𝒇راد التابع  ندرس إط

  𝒇     𝟏]اشتقاقي على, +∞[

𝒇’ (𝒙) =  −
𝟔𝒙

𝒙𝟒 =  −
𝟔

𝒙𝟑 <  𝟎

 على المجال   𝒇  فالتابع
ً
,𝟏]متناقص تماما +∞[

  
 
𝑼𝒏وبما أن =  𝒇(𝒏) 

  فالمتتالية 
َ
 تكن  متناقصة تماما

ً
𝒏أيا ≥ 𝟏

طريقة ثالثة

 
 
𝑼𝒏 بما أن > فعندئذ جميع حدود المتتالية   𝟎 

 يكن  
ً
 أيا

ً
𝒏موجبة تماما ≥ 𝟏 

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝟑
(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟑
𝒏𝟐

=
𝒏𝟐

(𝒏 + 𝟏)𝟐

=  (
𝒏

𝒏 + 𝟏
)

𝟐

<  𝟏 

𝒏  لأن + 𝟏 > 𝒏 

  متناقصةية لفالمتتا
ً
 يكن    تماما

ً
≤ 𝒏أيا  𝟏

2 𝑼𝒏 = √𝟑𝒏 + 𝟏

,𝟎]المعرف على   𝒇ليكن التابع   وفق :   ] ∞+

𝒇(𝒙)  =  √𝟑𝒙 + 𝟏  
: 𝒇ندرس اطراد التابع  

𝒇   𝟎]   اشتقاقي  على, +∞ [ 

𝒇’(𝒙) =
𝟑

𝟐√ 𝟑𝒙 + 𝟏
>  𝟎

 على المجال    𝒇فالتابع  
ً
,𝟎]متزايد تماما +∞ [   

  
 
𝑼𝒏 و بما أن =  𝒇(𝒏)    متزايدةفالمتتالية  

ً
أيا

𝒏تكن   ≥ 𝟎 

𝑛 ≥ 1 
𝑛 ≥ 0 

18صفحة  4 تمرين

 الحل

ادرس اطراد كل من المتتاليات الآتية : 

2

https://www.youtube.com/watch?v=Ip_Rm7aBAPY&list=PLWZEx5QgI3_kA3BH6LjGjzCN5Jw9eHQuH
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 يكن  متناقصة ومنه المتتالية 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

 

3

4

𝑼𝒏 =
𝟐𝒏 − 𝟏

𝒏 + 𝟒

,𝟎]المعرف على    fليكن التابع  وفق :   ] ∞+

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟒
 :   f ندرس إطراد التابع 

f    𝟎]اشتقاقي على, +∞ [ 

𝒇’(𝒙) =
𝟐(𝒙 + 𝟒) − 𝟐𝒙 + 𝟏

(𝒙 + 𝟒)𝟐

=
𝟗

(𝒙 + 𝟒)𝟐
>  𝟎

f  على المجال 
َ
,0]متزايد تماما +∞ [    

 
وبما أن

𝑼𝒏 =  𝒇(𝒏)    فالمتتالية𝑼𝒏   متزايدة 

 يكن   
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎 

𝑼𝒏 =
𝟏

𝒏𝟐 + 𝟏

 تكن 
ً
 أيا

ً
جميع حدود المتتالية موجبة تماما

𝒏 ≥ 𝟎 

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
 =  (

𝟏
(𝒏 + 𝟏)𝟐 + 𝟏

𝟏
𝒏𝟐 + 𝟏

)

=
𝒏𝟐 + 𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐 + 𝟏
<  𝟏 

 يكن  متناقصة ومنه المتتالية 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐 + 𝟏
−

𝟏

𝒏𝟐 + 𝟏

𝒏)بما أن   + 𝟏)𝟐 + 𝟏 > 𝒏𝟐 + 𝟏 

فإن 
𝟏

(𝒏+𝟏)𝟐+𝟏
<

𝟏

𝒏𝟐+𝟏

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏ه    و من  <  𝟎  

𝑛 ≥ 0 

𝑛 ≥ 0 

طريقة أولى 

طريقة ثانية 

 𝑼𝒏 =
𝟑𝒏 + 𝟏

𝒏 − 𝟐

المعرف على المجال     𝒇ليكن التابع  

[𝟑, وفق:  ]∞ +

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟐
:  𝒇ندرس إطراد التابع  

f  𝟑] اشتقاقي على, +∞ [

𝒇’(𝒙) =
𝟑(𝒙 − 𝟐)–  𝟑𝒙 − 𝟏 

(𝒙 − 𝟐)𝟐

=
𝟑𝒙 –  𝟔 − 𝟑𝒙 − 𝟏

(𝒙 − 𝟐)𝟐

=  −
𝟕

(𝒙 − 𝟐)𝟐
< 𝟎 

,𝟑]متناقص على المجال    𝒇ومنه التابع   +∞ [ 

 
ّ
𝑼𝒏 وبما أن =  𝒇(𝒏)ََ   متناقصة فالمتتالية  

ً
أيا

≤ 𝒏يكن   3

6 𝑼𝒏 =
𝒏

𝟏𝟎𝒏

 يكن  
ً
𝒏جميع حدود المتتالية موجبة أيا ≥ 𝟏

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝒏 + 𝟏
𝟏𝟎𝒏+𝟏

𝒏
𝟏𝟎𝒏

=  (
𝒏 + 𝟏

𝟏𝟎𝒏+𝟏
) (

𝟏𝟎𝒏

𝒏
)

=
𝒏 + 𝟏

𝟏𝟎𝒏

  𝒏 + 𝟏 < 𝟏𝟎𝒏 يكن 
ً
≤ 𝑛  أيا و منه  1

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
< 𝟏 

 يكن  متناقصة ومنه المتتالية 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟏

𝑛 ≥ 3 

𝑛 ≥ 0 

3

https://www.youtube.com/watch?v=Ip_Rm7aBAPY&list=PLWZEx5QgI3_kA3BH6LjGjzCN5Jw9eHQuH
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7 𝐔𝐧 : {
𝑼𝟎 = 𝟐

𝑼𝒏+𝟏 = 𝑼𝒏 − 𝟑

𝑼𝒏+𝟏 =  𝑼𝒏 − 𝟑  →  𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  −𝟑 <  𝟎 

 يكن  متناقصة ومنه المتتالية 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎  

8 𝑼𝒏 : {

𝑼𝟎 = 𝟏

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝑼𝒏

 
ً
 يكن   جميع حدود المتتالية موجبة تماما

ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝟏

𝟐
 <  𝟏 

 يكن  متناقصة منه المتتالية  و 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

9

 
ً
 يكن   جميع حدود المتتالية موجبة تماما

ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=  𝟐 > 𝟏 

 يكن  متزايدة المتتالية ف
ً
𝒏أيا ≥ 𝟎 

𝑼𝒏 : {
𝑼𝟎 = 𝟏

𝑼𝒏+𝟏 = 𝟐 𝑼𝒏

10 𝑼𝒏 =  𝟐𝒏

 
ً
 يكن  جميع حدود المتتالية موجبة تماما

ً
𝒏أيا ≥ 𝟎

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝟐𝒏+𝟏

𝟐𝒏
=  𝟐 >  𝟏 

 تكن   متزايدة فالمتتالية 
ً
𝒏 أيا ≥ 𝟎

11 𝑼𝒏 =  (−
𝟏

𝒏
)

𝒏

𝑼𝒏تكون  زوجي  𝒏عندما  > 𝟎

𝑼𝒏تكون فردي   𝒏عندما  < 𝟎

غير مطردة فالمتتاية متناوبة فهي 

12 𝑼𝒏 =
𝒏𝟐

𝒏!

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

(𝒏 + 𝟏)𝟐

(𝒏 + 𝟏)!

𝒏𝟐

𝒏!

=
(𝒏 + 𝟏)𝟐

(𝒏 + 𝟏)!
×

𝒏!

𝒏𝟐

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝒏 + 𝟏

𝒏𝟐

𝒏𝟐 >  𝒏 +  تكن  أ   𝟏
ً
𝒏يا ≥ 𝟐

و منه   
𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
<  تكن   𝟏 

ً
𝒏أيا ≥ 𝟐

 يكن  متناقصة فالمتتالية 
ً
𝒏أيا ≥ 𝟐

13

𝑼𝒏+𝟏 =  𝑼𝒏 +
𝟏

𝟐𝒏+𝟏

→  𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏+𝟏
>  𝟎

 يكن   متزايدة فالمتتالية 
ً
≤ 𝒏أيا  𝟎

𝑼𝒏 =  𝟏 +
𝟏

𝟐
+ … +

𝟏

𝟐𝒏

14 𝑼𝒏 =  𝟏 +
𝟏

𝟐𝟐
+

𝟏

𝟑𝟐
+  … +

𝟏

𝒏𝟐

 جميع حدود المتتالية 
ً
 يكنموجبة تماما

ً
𝒏  أيا ≥ 𝟏

ملاحظة

لدراسة اطراد متتالية المجاميع نستخدم معيار  

 
ً
 الفرق حصرا

𝑼𝒏+𝟏 =  𝑼𝒏 +
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
>  𝟎

 تكنمتزايدة فالمتتالية 
ً
𝒏   أيا ≥ 𝟏

ً
ا

الحسابية  تعريف المتتالية

هي متتالية ينتج فيهاالمتتالية الحسابية :  

. الحد عن إضافة عدد ثابت الى الحد الذي قبله

𝑼𝒏+𝟏 = 𝑼𝒏 + 𝒓 

أو

𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 = 𝒓 

𝒏≥𝟎(𝑼𝒏)  المتتالية 

متتالية حسابية  

𝒓  أساسها ∈ 𝑹

4

https://www.youtube.com/watch?v=Ip_Rm7aBAPY&list=PLWZEx5QgI3_kA3BH6LjGjzCN5Jw9eHQuH
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 مثال

 الحل

 
 
 تية حسابية:المتتالية الآ أثبت أن

𝑼𝒏 =  𝟓𝒏 −  𝟒 

 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  (𝟓𝒏 +  𝟏)– (𝟓𝒏 –  𝟒) 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =  𝟓𝒏 + 𝟏 − 𝟓𝒏 + 𝟒 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 = 𝟓 = 𝒓 

= 𝒓   فالمتتالية حسابية أساسها  𝟓 

 

 1 مبرهنة

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + 𝒏𝒓 

 العامالحد 

(𝑼𝒏)𝒏≥𝟎 

متتالية حسابية 

 𝑼𝟎حدها الأول 

 وأساسها 

𝒓 

 2 مبرهنة

(𝑼𝒏)𝒏≥𝟎   متتتالية حسابية أساسها𝒓    
ً
عندئذٍ أيا

 فإن :    𝒏و      𝒎كان العددان الطبيعيان  

𝑼𝒏 − 𝑼𝒎 = (𝒏 − 𝒎)𝒓 

 

 3 مبرهنة

,𝒂ذا كانت  إ 𝒃, 𝒄   حدود متعاقبة من متتالية

𝒃    حسابية فإن =
𝒂+𝒄

𝟐
 وسط حسابي 

 حسابية المتتالية ال مبرهنات

 ملاحظة

1 

2 

بمعرفة أي حدين من حدود المتتالية  

ثم إيجاد جميع    𝒓الحسابية يمكن إيجاد  

 حدود المتتالية. 

𝒎من أجل   =  يكون : 𝟎

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + 𝒏𝒓 

𝒎من أجل   =  يكون : 𝟏

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + (𝒏 − 𝟏)𝒓 

𝒎من أجل   =  يكون : 𝟐

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + (𝒏 − 𝟐)𝒓 

 

 18صفحة  تمرين

 الحل

(𝐔𝐧)𝐧≥𝟎  متتالية حسابية فيها 

𝑼𝟐 =  𝟒𝟏   ,   𝑼𝟓  =  −𝟏𝟑 

 𝑼𝟐𝟎احسب  

𝑼𝒏– 𝑼𝒎 =  (𝒏 − 𝒎)𝒓 

𝑼𝟓– 𝑼𝟐 =  (𝟓 − 𝟐)𝒓 

−𝟏𝟑 –  𝟒𝟏 =  𝟑𝒓 

−𝟓𝟒 =  𝟑𝒓  →  𝒓 =  −𝟏𝟖 

𝑼𝟐𝟎– 𝑼𝟓 =  (𝟐𝟎 –  𝟓 )𝒓 

𝑼𝟐𝟎 +  𝟏𝟑 =  𝟏𝟓 (−𝟏𝟖) 

𝑼𝟐𝟎 +  𝟏𝟑 =  − 𝟐𝟕𝟎 

𝑼𝟐𝟎 =  −𝟐𝟖𝟑  
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 مجموع حدود متتالية حسابية 

𝑺 =
𝒏

𝟐
(𝒂 + 𝒍) 

𝒏  عدد حدود المجموع : 

𝒂  الحد الأول بالمجموع : 

𝒍  الحد الأخير بالمجموع : 

 

 الهندسية  تعريف المتتالية

 18صفحة  سؤال

 الحل

𝑼𝒏 =  𝑼𝟏 + (𝒏 − 𝟏)𝒓 

𝑼𝒏 =  −𝟐 + (𝒏 − 𝟏)(𝟑) 

𝑼𝒏 =  −𝟐 +  𝟑𝒏 − 𝟑 

𝑼𝒏 =  𝟑𝒏 − 𝟓 

 

𝑺𝟏 =  𝑼𝟏 + 𝑼𝟐 + … + 𝑼𝟐𝟎 

𝑺𝟏 =
𝒏

𝟐
(𝑼𝟏 + 𝑼𝟐𝟎) 

𝒏 =  𝟐𝟎 , 𝑼𝟏 =  −𝟐 , 𝑼𝟐𝟎 =  𝟓𝟓 

𝑺𝟏 =
𝟐𝟎

𝟐
(−𝟐 +  𝟓𝟓) 

𝑺𝟏 =  𝟓𝟑𝟎 

 

𝑺𝟐 =  𝑼𝟑𝟎 + 𝑼𝟑𝟏 + 𝑼𝟑𝟐 

𝑺𝟐 =
𝒏

𝟐
(𝑼𝟑𝟎 +  𝑼𝟑𝟐) 

𝒏 =  𝟑 , 𝑼𝟑𝟎 =  𝟖𝟓 , 𝑼𝟑𝟐 =  𝟗𝟏 

𝑺𝟐 =
𝟑

𝟐
(𝟖𝟓 +  𝟗𝟏) =  𝟐𝟔𝟒 

 

(𝐔𝐧)𝐧≥𝟎   وفيها  3متتالية حسابية أساسها 

𝑼𝟏 =  −𝟐 

 واستنتج قيم المجموعين  𝒏بدلالة   𝑼𝒏احسب  

𝑺𝟏 = 𝑼𝟏 + 𝑼𝟐 + ⋯ + 𝑼𝟐𝟎 

𝑺𝟐 = 𝑼𝟑𝟎 + 𝑼𝟑𝟏 + 𝑼𝟑𝟐 

 

 

 مثال

 الحل

 :  احسب

𝑺 =
𝟏

𝟐
+ 𝟏 +

𝟑

𝟐
+ 𝟐 +

𝟓

𝟐
+ 𝟑 … +  𝟏𝟎 

𝑼𝟎 =
𝟏

𝟐
  , 𝑼𝒎 =  𝟏𝟎  , 𝒓 =

𝟏

𝟐
 

𝑼𝒎– 𝑼𝟎 =  𝒎𝒓 

𝟏𝟎 =
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝒎 

𝟐𝟎 = 𝟏 + 𝒎 

  𝒎 = 𝟏𝟗  الحد الأخير𝑼𝟏𝟗  

𝑺   حسابية  متتاليةحد من   𝟐𝟎 يمثل مجموع

أساسها  
𝟏

𝟐
  

 ملاحظة

𝑼𝟏أخذ    يمكن = 𝒎عندها يصبح   𝟐𝟎 = 𝟐𝟎   

𝒏ولكن يبقى عدد الحدود ثابت  = 𝟐𝟎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

𝑺 =
𝒏

𝟐
× (𝒂 + 𝒍) 

𝑺 =
𝟐𝟎

𝟐
× (

𝟏

𝟐
+ 𝟏𝟎) 

𝑺 = 𝟏𝟎 (
𝟐𝟏

𝟐
) 

𝑺 = 𝟏𝟎𝟓 

 

 

 

 

 

 

 

 تدريب

 الحل

 :  احسب

𝑺 =
𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟐
+

𝟑

𝟒
+  … +  𝟒𝟎 
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𝑼𝟎 =
𝟏

𝟒
  , 𝑼𝒎 =  𝟒𝟎  , 𝒓 =

𝟏

𝟒
 

𝑼𝒎– 𝑼𝟎 =  𝒎𝒓 

𝟒𝟎 –
𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
𝒎 

𝟏𝟓𝟗

𝟒
=

𝟏

𝟒
𝒎 

  𝒎 = 𝟏𝟓𝟗   الحد الأخير𝑼𝟏𝟓𝟗   

𝑺   حسابية  حد من متتالية 𝟏𝟔𝟎 يمثل مجموع

أساسها ) 
𝟏

𝟒
) 

𝑺 =
𝟏𝟔𝟎

𝟐
(

𝟏

𝟒
+  𝟒𝟎) =  𝟑𝟐𝟐𝟎 

 

 الهندسية تعريف المتتالية

هي متتالية ينتج فيها  :  الهندسيةالمتتالية 

 . الذي قبله  بالحدعدد ثابت   ضرب الحد عن 

𝑼𝒏+𝟏 = 𝒒𝑼𝒏 

 أو

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
= 𝒒 

 

 المتتالية

(𝑼𝒏)𝒏≥𝟎 

 هندسيةمتتالية 

 أساسها

𝒒

 18صفحة  مثال

 الحل

 المتتالية الأتية هندسية وحدد أساسها : 
 
 أثبت أن

𝑼𝒏 =
𝟐𝒏

𝟑𝒏+𝟏
 

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝟐𝒏+𝟏

𝟑𝒏+𝟐
×

𝟑𝒏+𝟏

𝟐𝟐
 

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝟐𝒏 ×  𝟐

𝟑𝒏+𝟏 ×  𝟑
×

𝟑𝒏+𝟏

𝟐𝒏
=

𝟐

𝟑
=  𝒒 

= 𝒒فالمتتالية هندسية أساسها   
𝟐

𝟑
ويمكن    

حساب الاطراد لأن جميع الحدود موجبة  

 يكن  
ً
 أيا

ً
𝒏تماما ≥ يمكن معرفة اطرادها  ) 𝟎

باستخدام معيار النسبة لأن جميع حدودها  

𝟏:    موجبة >
𝟐

𝟑
 ( متناقصة  :  

 1 مبرهنة

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎. 𝒒𝒏 

 الحد العام

(𝑼𝒏)𝒏≥𝟎 

 هندسيةمتتالية 

 𝑼𝟎حدها الأول 

 وأساسها 

𝒒 

 الهندسية متتالية ال مبرهنات

 2 مبرهنة

(𝑼𝒏)𝒏≥𝟎  أساسها   هندسية متتتالية𝒒    ٍعندئذ

 كان العددان الطبيعيان 
ً
 فإن :    𝒏   و    𝒎أيا

𝑼𝒏

𝑼𝒎
= 𝒒𝒏−𝒎 

 

 3 مبرهنة

,𝒂ذا كانت  إ 𝒃, 𝒄   حدود متعاقبة من متتالية

𝒃𝟐    حسابية فإن = 𝒂. 𝒄 وسط حسابي 
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 مثال

 الحل

 ملاحظة

بمعرفة أي حدين من حدود المتتالية   1

ثم إيجاد    𝒒يمكن إيجاد   الهندسية

 جميع حدود المتتالية. 

𝒎من أجل   2 =  يكون : 𝟎

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎. 𝒒𝒏 

𝒎من أجل   =  يكون : 𝟏

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎. 𝒒𝒏−𝟏 

𝒎من أجل   =  يكون : 𝟐

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎. 𝒒𝒏−𝟐 

 

 مثال

 الحل

(𝐔𝐧)𝐧≥𝟎  متتالية هندسية فيها 

𝑼𝟐 =  𝟐    ,   𝑼𝟓  =  𝟑𝟐  

 𝑼𝟏𝟎  احسب

𝑼𝒏

𝑼𝒎
=  𝒒𝒏−𝒎 

𝑼𝟓

𝑼𝟐
= 𝒒𝟓−𝟐 

𝟑𝟐

𝟒
=  𝒒𝟑 

𝒒𝟑  =  𝟖 

𝒒 =  𝟐 

𝑼𝟏𝟎

𝑼𝟓
=  𝒒𝟓 

→
𝑼𝟏𝟎

𝟑𝟐
=  𝟐   

→   𝑼𝟏𝟎 =  𝟏𝟎𝟐𝟒 

 

a    ,b    ,c   ثلاثة حدود متوالية من متتالية

:
 
 أن

ً
 هندسية اسحبها علما

1) 𝒂 + 𝒃 + 𝒄 = 𝟐𝟏  

2)  𝒂 . 𝒃 . 𝒄 =  𝟐𝟏𝟔 
 

 طريقة أولى

  
 
حدود متعاقبة من متتالية    𝒂    ,𝒃    ,𝒄بما أن

 
 
   :  هندسية فإن

3) 𝒃𝟐 =  𝒂 . 𝒄 

 فنجد  2في  3نعوض 

𝒃𝟑 =  𝟐𝟏𝟔  →    𝒃 =  𝟔 

 فنجد  2في  1نعوض 

𝒂 +  𝒄 =  𝟏𝟓 

𝒂 . 𝒄 =  𝟑𝟔 

 بالحل المشترك نجد أنه 

  𝒂 =  𝟏𝟐    ,    𝒄 =    إما    𝟑 

   𝒄 =  𝟏𝟐    ,   𝒂 =    أو    𝟑 

I.  ملاحظة 

𝒂إذا كانت متتالية متزايدة نختار   = 𝟑  

𝒃و  = 𝒄و   𝟔 = 𝟏𝟐 

 طريقة ثانية

:   1من   

𝒄 = 𝟏𝟓 − 𝒂 

:    2نعوض في   

𝒂(𝟏𝟓 − 𝒂) = 𝟑𝟔 

𝟏𝟓𝒂 − 𝒂𝟐 = 𝟑𝟔 

𝒂𝟐 − 𝟏𝟓𝒂 + 𝟑𝟔 = 𝟎 
(𝒂 − 𝟏𝟐)(𝒂 − 𝟑) = 𝟎 
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  𝒂 =    إما  𝟏𝟐 

𝒂 =    أو    𝟑 

 ومنه :  

  𝒂 =  𝟏𝟐    ,    𝒄 =    عندما     𝟑 

    𝒂 =  𝟑   ,    𝒄 =    عندما     𝟏𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 22صفحة  6سؤال 

 الحل

 𝒂   , 𝒃   ,𝒄     , ثلاثة أعداد حقيقية𝒂 ≠ 𝟎    

  
 
حدود متعاقبة من    𝒂     ,𝒃     ,𝒄نعلم أن

 𝑞متتالية هندسية نرمز الى أساسها بالرمز  

  
 
هي حدود    𝟑𝒂     ,𝟐𝒃    ,𝒄كما نعلم أن

   .متوالية من متتالية حسابية

 𝑞أوجد 

 

  
 
حدود متعاقبة من متتالية    𝒂    ,𝒃    ,𝒄بما أن

 : 
 
 هندسية فإن

𝒃 =  𝒒 . 𝒂                    

𝒄 =  𝒒 . 𝒃 =  𝒒𝟐. 𝒂   

  
 
ثلاثة حدود متوالية من    𝟑𝒂    ,𝟐𝒃    ,𝒄بما أن

 : 
 
 متتالية حسابية فإن

𝟐𝒃 =
𝟑𝒂 +  𝒄 

𝟐
    

نعوض العلاقتين الأولى والثانية في العلاقة  

 : الثالثة 

𝟒(𝒒𝒂) =  𝟑𝒂 + 𝒒𝟐. 𝒂 

𝒒𝟐𝒂 +  𝟑𝒂 =  𝟒𝒒𝒂 

≠ 𝒂نقسم على   𝟎 

𝒒𝟐 +  𝟑 =  𝟒𝒒  

𝒒𝟐–  𝟒𝒒 +  𝟑 =  𝟎 
(𝒒 –  𝟑)(𝒒 –  𝟏) =  𝟎 

= 𝒒إما    𝟏  

= 𝒒   أو  𝟑 

 

 ملاحظة

𝒒إذا كانت المتتالية غير ثابتة, نرفض الحل   = 𝟏 

 مجموع حدود متتالية هندسية 

𝑺 =  𝒂 ×
𝟏 − 𝒒𝒏

𝟏 − 𝒒
∶  𝒒 ≠  𝟏 

𝒏  : عدد حدود المجموع 

𝒂   : الحد الأول بالمجموع 

𝒒   : أساس المتتالية 

 
 ملاحظة

= 𝒒إذا كانت   تكون المتتالية ثابتة  𝟏 

= 𝑺  ومنه :  𝒂 . 𝒏 

 الحد الثابت   𝒂حيث  

 

 مثال

 الحل

   متتالية  هندسية  𝒏≥𝟎(𝑼𝒏)فيها 

𝑼𝟎 =  𝟏    ,   𝒒 =  𝟐 

= 𝑺حسب   ا  𝑼𝟑 + 𝑼𝟒 + … + 𝑼𝟏𝟎 

 

 𝑼𝒏

𝑼𝒎
=  𝒒𝒏−𝒎  

→   𝑼𝒏 =  𝑼𝟎. 𝒒𝒏 

→  𝑼𝒏 =  𝟐𝒏 

𝑼𝟑 =  𝟐𝟑 =  𝟖 

𝑺 =  𝑼𝟑.
𝟏 − 𝒒𝒏

𝟏 − 𝒒
 ∶   𝒏 = 𝟖  , 𝒒 =  𝟐 

𝑺 =  𝟖 .
𝟏 − 𝟐𝟖

𝟏 − 𝟐
  

=  −𝟖 (𝟏 − 𝟐𝟖) =  𝟐𝟎𝟒𝟎 
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 18صفحة  4سؤال 

 الحل

(𝐔𝐧)𝐧≥𝟎  متتالية هندسية فيها 

𝑼𝟏 = − 𝟐    ,   𝒒 =  𝟑  

 واستنتج قيمة المجموعين   𝒏 بدلالة  𝐔𝐧  احسب  

𝑺𝟏 =  𝑼𝟏 +  𝑼𝟐 + … + 𝑼𝟕 

𝑺𝟐 =  𝑼𝟐 +  𝑼𝟒 + 𝑼𝟔 + … +  𝑼𝟐𝒏 

 

 هام 

𝑼𝒏 =  𝑼𝟏. 𝒒𝒏−𝟏 

𝑼𝒏 =  −𝟐 . 𝟑𝒏−𝟏 = −𝟐. 𝟑−𝟏. 𝟑𝒏 

𝑼𝒏 =  −
𝟐

𝟑
. 𝟑𝒏 

 

𝑺𝟏 =  𝑼𝟏.
𝟏 − 𝒒𝒏

𝟏 − 𝒒
 

𝑺𝟏 =  −𝟐 .
𝟏 – 𝟑𝟕

𝟏 − 𝟑
 

𝑺𝟏 =  𝟏 – 𝟑𝟕 

𝑺𝟏 =  − 𝟐𝟏𝟖𝟔 

𝑺𝟐 =  𝑼𝟐 + 𝑼𝟒 + 𝑼𝟔 + … + 𝑼𝟐𝒏 

𝑺𝟐 =  𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + 𝑽𝟑 + … + 𝑽𝒏 

𝑽𝒏 =  𝑼𝟐𝒏 

𝑽𝒏 =  −
𝟐

𝟑
. (𝟑)𝟐𝒏 

𝑽𝒏 =  −
𝟐

𝟑
. 𝟗𝒏 

القفزات منتظمة و الحدود غير متعاقبة نلاحظ أن 

 نفرض متتالية مساعدةلذلك 

𝑽𝒏+𝟏

𝑽𝒏
=

−
𝟐
𝟑

. 𝟗𝒏+𝟏

−
𝟐
𝟑

. 𝟗𝒏
=  𝟗  

 هي متتالية هندسية أساسها  𝐧≥𝟎(𝐕𝐧)المتتالية  

  𝒒𝟏 =  𝟗  
ّ
  : لأن

𝑺𝟐 =  𝑽𝟏 ×
𝟏 − (𝒒𝟏)𝒏

𝟏 − 𝒒𝟏
= − 𝟔 ×

 𝟏 − 𝟗𝒏

𝟏 − 𝟗
 

𝑺𝟐 =
𝟑

𝟒
× (𝟏 − 𝟗𝒏) 

 

 مثال

 الحل

(𝐔𝐧)𝐧≥𝟎  متتالية هندسية فيها 

𝑼𝟏 =  −𝟒    ,   𝒒 =  𝟐 

ثم استنتج  𝒏  بدلالة  𝑼𝒏احسب  

 المجموع  

𝑺 =  𝑼𝟒 + 𝑼𝟖 +  𝑼𝟏𝟐 +  … + 𝑼𝟒𝒏 

 

 
𝑼𝒏 =  𝑼𝟏. 𝒒𝒏−𝟏 

𝑼𝒏 =  −𝟒 . 𝟐𝒏−𝟏 

𝑼𝒏 =  −𝟒 . 𝟐𝒏. 𝟐−𝟏 

𝑼𝒏 =  −𝟐 (𝟐)𝒏 

𝑺 =  𝑼𝒏 + 𝑼𝟖 + … + 𝑼𝒏 

𝑺 =  𝑽𝟏 + 𝑽𝟐 + … + 𝑽𝒏 

𝑽𝒏 =  𝑼𝟒𝒏 

𝑽𝒏 =  −𝟐 (𝟐)𝟒𝒏 

𝑽𝒏 =  −𝟐 (𝟏𝟔)𝒏 

𝑽(𝒏+𝟏)

𝑽𝒏
=

−𝟐 ×  (𝟏𝟔)𝒏+𝟏

−𝟐 × (𝟏𝟔)𝒏
=  𝟏𝟔 

 هي متتالية هندسية أساسها  𝑽𝒏المتتالية  

  𝒒𝟏 =  𝟏𝟔   

𝑺 =  𝑽𝟏 ×
𝟏 – 𝒒𝒏

𝟏 –  𝒒
=  −𝟑𝟐 ×

𝟏 –  𝟏𝟔𝒏

𝟏 − 𝟏𝟔
 

𝒔 =
𝟑𝟐

𝟏𝟓
×  (𝟏 –  𝟏𝟔𝒏) 

 

 (بالتدريج )الاستقراء الرياضي البرهان 

تتعلق بالعدد   𝑬(𝒏)لبرهان صحة القضية  

𝒏الطبيعي   ≥ 𝟎  : 

= 𝑬(𝒏 نبرهن صحة القضية   (1  𝟎) 

 𝑬(𝒏)نفرض صحة القضية   (2

𝑬(𝒏نبرهن صحة القضية   (3 + 𝟏) 

 

 :   حيث
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𝑬(𝒏أي القضية   + ومنه القضية   صحيحة  (𝟏

𝑬(𝒏)  تكنصحيحة 
ً
𝒏 أيا ≥ والمتتالية متزايدة   𝟎

 
ً
 .تماما

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة

لدراسة إطراد متتالية معرفة بعلاقة تدريجية  

 البرهان بالتدريجنستخدم 

 

 مثال

 الحل

المعرفة   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)ادرس إطراد المتتالية  

   :   وفق 

{ 

𝑼𝟎 = 𝟐

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝑼𝒏 + 𝟐

 

 

𝑼𝟏 =
𝟑

𝟒
𝑼𝟎 + 𝟐 =

𝟑

𝟐
+ 𝟐 =

𝟕

𝟐
 

𝑼𝟐 =
𝟑

𝟒
𝑼𝟏 +  𝟐 =

𝟐𝟏

𝟖
+  𝟐 =

𝟑𝟕

𝟖
 

. على 
ً
 مايبدو أن المتتالية متزايدة تماما

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)   : 
 
 صحيحة لأن

  𝑼𝟏 >  𝑼𝟎    
𝟕

𝟐
>    محققة   𝟐 

II.  نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

III.  نبرهن صحة القضية  :   

𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏 
𝟑

𝟒
𝑼𝒏+𝟏 + 𝟐 >

𝟑

𝟒
𝑼𝒏+𝟐 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏 
𝟑

𝟒
𝑼𝒏+𝟏 >

𝟑

𝟒
𝑼𝒏 

𝟑

𝟒
𝑼𝒏+𝟏 + 𝟐 >

𝟑

𝟒
𝑼𝒏 + 𝟐 

𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏 

 

 مثال

 الحل

المعرفة    𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)ادرس اطراد المتتالية  

 وفق 

{

𝑼𝟎 = 𝟖

 𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝑼𝒏 + 𝟐

 

 

 
𝑼𝟏 =

𝟑

𝟒
𝑼𝟎 + 𝟐  =  𝟖  

𝑼𝟐 =
𝟑

𝟒
𝑼𝟏 +  𝟐 =  𝟖 

 المتتالية ثابتة
 
 على مايبدو أن

 لنبرهن بالتدريج صحة القضية : 

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏 =  𝟖   ∶  𝒏 ≥  𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
                            صحيحة لأن

𝑼𝟎 =  𝟖     𝟖 =  محققة   𝟖

II.  نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏):  𝑼𝒏 = 𝟖 ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

III.  نبرهن صحة القضية:  

𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟏 = 𝟖 
𝟑

𝟒
𝑼𝒏+𝟐 = 𝟖 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝑼𝒏 +  𝟐 

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝟖 +  𝟐 

𝑼𝒏+𝟏 =  𝟔 + 𝟐 =  𝟖 

𝑬(𝒏أي القضية   +   𝑬(𝒏) القضيةومنه  (𝟏

 تكن 
ً
𝒏 صحيحة أيا ≥  . (مطردة) ثابتة والمتتالية𝟎
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 25صفحة  15سؤال 

 الحل

   معرفة وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)المتتالية  

{ 
𝑼𝟎 = 𝟏

𝑼𝒏+𝟏 = √𝑼𝒏 + 𝟐
 

1)   
 
𝟎أثبت أن ≤  𝑼𝒏 ≤  𝟒  

ً
أيا

 𝒏كان العدد الطبيعي  

  𝑼𝒏أثبت أن المتتالية   (2
ً
 متزايدة تماما

 

 

 لنبرهن بالتدريج صحة القضية : 

𝑬(𝒏): 𝟎 ≤  𝐔𝐧 ≤  𝟒  ∶  𝒏 ≥  𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
 :  صحيحة لأن

  𝟎 ≤  𝐔𝟎 = 𝟏 ≤  محققة      𝟒 

II.   : نفرض صحة القضية 

𝑬(𝒏): 𝟎 ≤  𝐔𝐧 ≤  𝟒  ∶  𝒏 ≥  𝟎   

III.                       : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏): 𝟎 ≤  𝑼𝒏+! ≤  𝟒    

𝟎 ≤  √𝟐 + 𝐔𝐧 ≤  𝟒    

 الإثبات : 

: 𝟎 ≤  𝐔𝐧 ≤  𝟒    
𝟐 ≤ 𝑼𝒏 + 𝟐 ≤ 𝟔 

𝟎 ≤ √𝟐 ≤ √𝟐 + 𝑼𝒏 ≤ √𝟔 ≤ 𝟒 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏)القضية  ومنه 𝟎
ً
    صحيحة أيا

𝒏 ≥  . العلاقة محققةو  𝟎

 

 لنبرهن بالتدريج صحة القضية :  

𝑯(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥  𝟎 

III.   القضية𝑯(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

𝟑√ محققة      > 𝟏   𝑼𝟏 > 𝑼𝟎  

 

 

 

1 

2 

I.   نفرض صحة القضية  : 

𝑯(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

II.  نبرهن صحة القضية  : 

𝑯(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏 

√𝟐 + 𝑼𝒏+𝟏 >  √𝟐 + 𝑼𝒏 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏 

𝟐 + 𝑼𝒏+𝟏 >  𝟐 + 𝑼𝒏 

√𝟐 + 𝑼𝒏+𝟏  >  √𝟐 +  𝑼𝒏 

𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏 

𝑯(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑯(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  فالمتتالية 𝟎
ً
 متزايدة تماما

 

 

 

 مثال

 الحل

المعرفة   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)ادرس إطراد المتتالية  

 :   وفق 

{  

𝑼𝟎 = 𝟐

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟐
𝑼𝒏 − 𝟐

 

 

 
𝑼𝟏 =

𝟑

𝟐
𝑼𝟎 − 𝟐 =

𝟑

𝟐
(𝟐)  − 𝟐 =  𝟏 

𝑼𝟐 =
𝟑

𝟐
𝑼𝟏–  𝟐 =

𝟑

𝟐
(𝟏) − 𝟐 =  −

𝟏

𝟐
 

 المتتالية متناقصة 
 
 على ما يبدو أن

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 <  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

𝑼𝟏 <  𝑼𝟎    𝟏 >    محققة   𝟐 

II.   : نفرض صحة القضية 

𝑬(𝒏):  𝑼𝒏 = 𝟖 ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

III.  نبرهن صحة القضية : 

𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟐 <  𝑼𝒏+𝟏 
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𝟑

𝟐
𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 <  

𝟑

𝟐
𝑼𝒏 − 𝟐 

 :  من الفرض  الإثبات 

𝑼𝒏+𝟏 <  𝑼𝒏 
𝟑

𝟐
𝑼𝒏+𝟏 <

𝟑

𝟐
𝑼𝒏 

𝟑

𝟐
𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐 <

𝟑

𝟐
𝑼𝒏 − 𝟐  

𝑼𝒏+𝟐 <  𝑼𝒏+𝟏 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  والمتتالية  𝟎
ً
 .متناقصة تماما

 

 

 مثال

 الحل

   معرفة وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)المتتالية  

{

𝑼𝟎 = 𝟏

𝑼𝒏+𝟏 =
𝟑𝑼𝒏 + 𝟐

𝟐𝑼𝒏 + 𝟔

 

 التابع   (1
 
𝒙أثبت أن →  

𝟑𝒙 + 𝟐 

𝟐𝒙 + 𝟔 
متزايد   

  
 
 واستنتج أن

ً
تماما

𝟏

𝟐
<  𝑼𝒏 ≤  𝟏    

ً
أيا

≤ 𝒏كان العدد    𝟎 

 المتتالية   (2
 
متناقصة   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)أثبت أن

 
ً
 تماما

 

𝒇   معرف واشتقاقي على𝑹/{−𝟑} 

𝒇’(𝒙) =
𝟑(𝟐𝒙 + 𝟔) − 𝟐(𝟑𝒙 + 𝟐)

(𝟐𝒙 + 𝟔)𝟐

=
𝟏𝟒

(𝟐𝒙 + 𝟔)𝟐
>  𝟎 

 بالتدريج:لنبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏):  
𝟏

𝟐
 <  𝑼𝒏 ≤  𝟏 ∶  𝒏 ≥  𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

𝟏

𝟐
< 𝑼𝟎 ≤    محققة  𝟏

 

 

II.   نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏) =
𝟏

𝟐
< 𝑼𝒏 ≤ 𝟏: 𝒏 ≥ 𝟎   

III.   نبرهن صحة القضية : 

𝑬(𝒏 + 𝟏) =
𝟏

𝟐
< 𝑼𝒏+𝟏 ≤ 𝟏 

 :  الإثبات      

𝟏

𝟐
 <  𝑼𝒏 ≤  𝟏 

𝒇 (
𝟏

𝟐
) <  𝒇(𝑼𝒏) ≤  𝒇(𝟏) 

 على المجال   𝑓لأن 
ً
]متزايد تماما

1

2
, 1] 

𝟏

𝟐
 <  𝑼𝒏+𝟏 ≤

𝟓

𝟖
≤  𝟏 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن  𝑬(𝒏)القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎 

 

 

 

 

1 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 <  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

𝟓

𝟖
< 𝟏 →  𝑼𝟏 <  𝑼𝟎  محققة 

II.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 <  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

III.  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟐 <  𝑼𝒏+𝟏 

 :  الإثبات      

𝑼𝒏+𝟏 <  𝑼𝒏 

→ 𝒇(𝑼𝒏+𝟏) <  𝒇(𝑼𝒏) 

𝑼𝒏+𝟐 <  𝑼𝒏+𝟏 

𝑬(𝒏أي القضية   + القضية  ومنه صحيحة  (𝟏

𝑬(𝒏)  تكن 
ً
𝒏 صحيحة أيا ≥ متناقصة  والمتتالية 𝟎

 
ً
 . تماما

 

 

2 
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 ملاحظة

 نقوم   𝒇(𝒙)عندما يكون التابع  
ً
متزايد تماما

أثناء اثبات صحة    𝑬(𝒏)بتصوير القضية  

𝑬(𝒏العلاقة   + 𝟏)  . 

 )الجزء الثاني( 207صفحة  2تمرين 

 الحل

 معرفة وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)أثبت تزايد المتتالية  

{
𝑼𝟎 = 𝟎

𝑼𝒏+𝟏 = √𝟏 + 𝑼𝒏
𝟐

 

 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

IV.   القضية𝑬(𝟎)  
 
 : صحيحة لأن

𝟏√محققة    + 𝑼𝟎
𝟐 > 𝟎   𝑼𝟏 > 𝑼𝟎 

V.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏): 𝑼𝒏+𝟏 > 𝑼𝒏  ∶  𝒏 ≥ 𝟎 

VI.  نبرهن صحة القضية  : 

𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏  

𝑬(𝒏 + 𝟏): √𝟏 + (𝑼𝒏+𝟏)𝟐 >  √𝟏 + (𝑼𝒏)𝟐 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 >  𝑼𝒏 

(𝑼𝒏+𝟏)𝟐 >  (𝑼𝒏)𝟐 

𝟏 + (𝑼𝒏+𝟏)𝟐 >  𝟏 + (𝑼𝒏)𝟐 

√𝟏 + (𝑼𝒏+𝟏)𝟐 >  √𝟏 + (𝑼𝒏)𝟐 

𝑼𝒏+𝟐 >  𝑼𝒏+𝟏 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن  𝑬(𝒏)القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  والمتتالية  𝟎
ً
 . متزايدة تماما

 

 

 

 

 25صفحة  12سؤال 

 الحل

 إلى القضية 𝑬(𝒏)نرمز بالرمز  

  𝟑𝒏 ≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐 

,    𝑬(𝟎)    ,𝑬(𝟏)أتكون القضايا   (1

𝑬(𝟑)    ,𝑬(𝟒)  صحيحة ؟ 

 القضية   (2
 
أثبت بالتدريج أن

𝑬(𝒏)   كانت 
ً
𝒏صحيحة أيا ≥ 𝟑  . 

 

𝑬(𝟎): 𝟑𝟎 ≥  𝟐𝟐 →  𝟏 ≥  𝟒 

 غير صحيحة

𝑬(𝟏): 𝟑𝟏 ≥  𝟑𝟐 →  𝟑 ≥  𝟗 

 غير صحيحة

𝑬(𝟑): 𝟑𝟑 ≥  𝟓𝟐 → 𝟐𝟕 ≥  𝟐𝟓 
 صحيحة

𝑬(𝟒): 𝟑𝟒 ≥  𝟔𝟐 → 𝟖𝟏 ≥  𝟑𝟔 
 صحيحة

 
𝑬(𝒏) ∶   𝟑𝒏 ≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐  ∶  𝒏 ≥ 𝟑 

I.   القضية𝑬(𝟑)  : 
ّ
 صحيحة لأن

𝟐𝟕  محققة     > 𝟐𝟓   𝟑𝟑 > 𝟓𝟐 

II.   نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏) ∶   𝟑𝒏 ≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐  ∶  𝒏 ≥ 𝟑 

III.  نبرهن صحة القضية : 

𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶   𝟑𝒏+𝟏 ≥  (𝒏 + 𝟑)𝟐 

 الإثبات : 

𝟑𝒏 ≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐 

𝟑𝒏+𝟏 ≥  𝟑(𝒏 + 𝟐)𝟐 ≥  (𝒏 + 𝟑)𝟐 

 
 
 لأن

𝟑(𝒏 + 𝟐)𝟐– (𝒏 + 𝟑)𝟐 

= 𝟑𝒏𝟐 +  𝟏𝟐𝒏 +  𝟏𝟐 – 𝒏𝟐–  𝟔𝒏 − 𝟗 

=  𝟐𝒏𝟐 +  𝟔𝒏 +  𝟑 ≥  𝟎 
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𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟑
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟑 

 26صفحة  11سؤال  

 الحل

 كان العدد الطبيعي  
ً
𝒏أثبت أنه أيا ≥ 𝟐  

 
 
 فإن

  𝟑𝒏𝟐 ≥  (𝒏 + 𝟏)𝟐 

 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝟑𝒏𝟐 > (𝒏 + 𝟏)𝟐  ∶  𝒏 ≥ 𝟐 

I.   القضية𝑬(𝟐)  :
 
 صحيحة لأن

  𝟏𝟐 ≥  محققة   𝟗 

II.   نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏): 𝟑𝒏𝟐 > (𝒏 + 𝟏)𝟐  ∶  𝒏 ≥ 𝟐 

III.  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝟑(𝒏 + 𝟏)𝟐 > (𝒏 + 𝟐)𝟐 

 الإثبات : 

𝟑𝒏𝟐 ≥  (𝒏 + 𝟏)𝟐 

𝟑𝒏𝟐 +  𝟔𝒏 +  𝟑 ≥  (𝒏 + 𝟏)𝟐 +  𝟔𝒏 +  𝟑  

𝟑𝒏𝟐 +  𝟔𝒏 +  𝟑 

≥  𝒏𝟐 +  𝟐𝒏 +  𝟏 +  𝟔𝒏 +  𝟑 

≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐 

 
 
 لأن

(𝒏 + 𝟏)𝟐 +  𝟔𝒏 + 𝟑 – (𝒏 + 𝟐)𝟐 

=  𝒏𝟐 +  𝟐𝒏 +  𝟏 +  𝟔𝒏 +  𝟑 – 𝒏𝟐–  𝟒𝒏 –  𝟒  

=  𝟒𝒏 ≥  𝟎 

 ومنه

𝟑(𝒏 + 𝟏)𝟐 ≥  (𝒏 + 𝟐)𝟐 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن صحيحة 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟐
ً
 أيا

  𝒏 ≥ 𝟐 

 

1 𝟒𝒏 +  𝟑  مضاعف للعدد  𝟓 

 

 25صفحة  13سؤال 

 الحل

أثبت بالتدريج صحة كل من الخواص الأتية  

 كان العدد الطبيعي  
ً
 𝒏أيا

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):  𝟒𝒏 + 𝟓 = 𝟑𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
 : صحيحة لأن

  𝟒𝟎 + 𝟓 = 𝟔 = 𝟑 ×  محققة    𝟐

II.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏):  𝟒𝒏 + 𝟓 = 𝟑𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵 

𝟒𝒏 = 𝟑𝒌 − 𝟓 

III.  نبرهن صحة القضية  : 

𝑬(𝒏):  𝟒𝒏+𝟏 + 𝟓 = 𝟑𝒌′   ∶   𝒌 ∈ 𝑵 

𝟒𝒏+𝟏 +  𝟓 =  𝟒 . 𝟒𝒏 +  𝟓 

=  𝟒 (𝟑𝒌 –  𝟓) +  𝟓 

=  𝟏𝟐𝒌 –  𝟏𝟓  

=  𝟑(𝟒𝒌 − 𝟓) 

=  𝟑𝒌’ 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟒𝒏أي   𝟎 +  𝟑  مضاعف للعدد   𝟓 

 

 قضايا المضاعف

 ملاحظة

 كان العدد الطبيعي  
ً
𝒏)= ابدأ من الـ 𝒏أيا = 𝟎) 

 

 عدد طبيعي 
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2 𝟐𝟑𝒏–     𝟕مضاعف للعدد    𝟏 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):  𝟐𝟑𝒏–  𝟏 = 𝟕𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

I.   القضية𝑬(𝟎)  :
 
 صحيحة لأن

  𝟐𝟎 − 𝟏 = 𝟎 = 𝟕 × 𝟎 ∶   𝒌 =  محققة     𝟎

II.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏):  𝟐𝟑𝒏–  𝟏 = 𝟕𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

𝟐𝟑𝒏 = 𝟕𝒌 + 𝟏 

III.  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏 + 𝟏):  𝟐𝟑𝒏+𝟑–  𝟏 = 𝟕𝒌′:  𝒌′ ∈ 𝑵     

𝟐𝟑(𝒏+𝟏)–  𝟏  

=  𝟐𝟑. 𝟐𝟑𝒏–  𝟏 =  𝟖 (𝟕𝒌 + 𝟏 ) –  𝟏 

 =  𝟓𝟔𝒌 +  𝟕 

 =  𝟕 (𝟖𝒌 + 𝟏 ) 

=  𝟕𝒌’ 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن صحيحة (𝟏
ً
 أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟐𝟑𝒏أي   𝟎 −  𝟕  مضاعف للعدد   𝟏

 

 عدد طبيعي 

3 𝒏𝟑 + 𝟐𝒏   𝟑مضاعف للعدد  

 بالتدريج:لنبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏):  𝒏𝟑 + 𝟐𝒏 = 𝟑𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

I.   القضية𝑬(𝟎)  :
 
 صحيحة لأن

𝟎𝟑 + 𝟐(𝟎) = 𝟎 = 𝟑 × 𝟎 ∶ 𝒌 = 𝟎      
 محققة 

II.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏):  𝒏𝟑 + 𝟐𝒏 = 𝟑𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

𝒏𝟑 = 𝟑𝒌 − 𝟐𝒏 

III.  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏):  (𝒏 + 𝟏)𝟑 + 𝟐(𝒏 + 𝟏)  = 𝟑𝒌′

∶   𝒌′ ∈ 𝑵  

 

 الإثبات : 

(𝒏 + 𝟏)𝟑 +  𝟐(𝒏 + 𝟏)  

=  𝒏𝟑 +  𝟑𝒏𝟐 +  𝟑𝒏 +  𝟏 +  𝟐𝒏 +  𝟐 

=  𝟑𝒌 –  𝟐𝒏 +  𝟑𝒏𝟐 +  𝟓𝒏 +  𝟑 

=  𝟑𝒌 + 𝟑𝒏𝟐 +  𝟑𝒏 +  𝟑 

=  𝟑(𝒌 + 𝒏𝟐 + 𝒏 + 𝟏) =  𝟑𝒌’ 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝒏𝟑أي   𝟎 + 𝟐𝒏   𝟑  مضاعف للعدد 

 

4 𝟑𝟐𝒏+𝟏 +  𝟐𝒏+𝟐 𝟕 مضاعف للعدد 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج: 

𝑬(𝒏):  𝟑𝟐𝒏+𝟏 + 𝟐𝒏+𝟐  = 𝟕𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

II .   القضية𝑬(𝟎) :
 
               صحيحة لأن

𝟐𝟎 − 𝟏 = 𝟎 = 𝟕 × 𝟎 ∶   𝒌 = 𝟎    
 محققة 

III.   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏):  𝟑𝟐𝒏+𝟏 + 𝟐𝒏+𝟐  = 𝟕𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  
𝟑𝟐𝒏+𝟏  = 𝟕𝒌 − 𝟐𝒏+𝟐 

IV .  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏):  𝟑𝟐𝒏+𝟒 + 𝟐𝒏+𝟑  = 𝟕𝒌′   ∶   𝒌′ ∈ 𝑵  
 الإثبات : 

𝟑𝟐𝒏+𝟑 + 𝟐𝒏+𝟑 =  𝟑𝟐. 𝟑𝟐𝒏+𝟏 + 𝟐𝟏. 𝟐𝒏+𝟐

=  𝟔𝟑𝒌 –  𝟗 . 𝟐𝒏+𝟐 +  𝟐 . 𝟐𝒏+𝟐

=  𝟔𝟑𝒌 –  𝟕 . 𝟐𝒏+𝟐

=  𝟕 (𝟗𝒌 – 𝟐𝒏+𝟐) 

= 𝟕𝒌’ 

𝑬(𝒏أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟑𝟐𝒏+𝟏أي   𝟎 + 𝟐𝒏+𝟐   𝟕  مضاعف للعدد 

 

 طبيعي عدد  
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 ملاحظة

1 
2 

في حالة اثبات مساواة نبدأ من الطرف  

 الأول.

لكي   الفرضنفصل بما يتناسب مع 

 نعوض

 تمرين

 الحل

 كان العدد الطبيعي  
ً
 العدد   𝒏أثبت أنه أيا

 
فإن

𝟏𝟎𝒏يقسم العدد   𝟗 +  𝟖 

 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):  𝟏𝟎𝒏 +  𝟖 = 𝟗𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  

V.   القضية𝑬(𝟎) :
 
               صحيحة لأن

𝟏𝟎𝟎 + 𝟖 = 𝟗 = 𝟗 × 𝟏 ∶   𝒌 = 𝟏    
 محققة 

VI .   نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏):  𝟏𝟎𝒏 +  𝟖 = 𝟗𝒌   ∶   𝒌 ∈ 𝑵  
𝟏𝟎𝒏  = 𝟗𝒌 − 𝟗 

VII .  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏 + 𝟏):  𝟏𝟎𝒏+𝟏 +  𝟖 = 𝟗𝒌   ∶   𝒌′ ∈ 𝑵  
 الإثبات : 

𝟏𝟎𝒏+𝟏 +  𝟖 =  𝟏𝟎 . 𝟏𝟎𝒏 +  𝟖 

=  𝟏𝟎 (𝟗𝒌 –  𝟖 ) +  𝟖 

=  𝟗𝟎𝒌 − 𝟖𝟎 +  𝟖 

=  𝟗𝟎𝒌 − 𝟕𝟐  

=  𝟗 (𝟏𝟎𝒌 –  𝟖) 

=  𝟗𝒌’ 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎  
 
 يقسم العدد  𝟗العدد   أي أن

  𝟏𝟎𝒏 +  𝟖 

 

 عدد طبيعي 

 21صفحة  1سؤال 

 الحل

𝒏 نعرف في حالة عدد طبيعي   ≥  المقدار   𝟏

𝑺𝒏 =  𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 + … + 𝒏𝟐 

ثم أحسب   𝑺𝟏  ,𝑺𝟐   ,𝑺𝟑   ,𝑺𝟒احسب   (1

 𝒏و   𝑺𝒏بدلالة  𝑺𝒏+𝟏المقدار  

أثبت بالتدريج أنه في حالة أية عدد طبيعي   (2

𝒏 ≥  : لدينا  𝟏

𝑺𝒏 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔
 

 

𝑺𝟏 =  𝟏𝟐 =  𝟏  

 

𝑺𝟐 =  𝟏𝟐 +  𝟐𝟐 =  𝟓 

 

𝑺𝟑 =  𝟏𝟐 +  𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 =  𝟓 + 𝟗 =  𝟏𝟒 

 

𝑺𝟒 =  𝟏𝟐 +  𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 + 𝟒𝟐 =  𝟏𝟒 +  𝟏𝟔 

=  𝟑𝟎 

 

𝑺(𝒏 + 𝟏) =  𝟏𝟐 +  𝟐𝟐 +  … +  𝒏𝟐 + (𝒏 + 𝟏)𝟐 

𝑺(𝒏 + 𝟏) =  𝑺𝒏 + (𝒏 + 𝟏)𝟐 

 

1 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔
 

   ∶   𝒏 ≥ 𝟏  

II.   القضية𝑬(𝟏)  
 
 :   صحيحة لأن

𝑳𝟏 = 𝑺𝟏 = 𝟏 

𝑳𝟐 =
(𝟐)(𝟑)

𝟔
 

𝑳𝟏 = 𝑳𝟐   محققة 
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II.   نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔
   ∶   𝒏 ≥ 𝟏  

III.  : نبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 =
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝟐𝒏 + 𝟑)

𝟔
    

 الإثبات : 

𝑺𝒏+𝟏 =  𝑺𝒏 + (𝒏 + 𝟏)𝟐 

𝑺𝒏+𝟏 =  
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟔
+ (𝒏 + 𝟏)𝟐 

=
(𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏) + 𝟔 (𝒏 + 𝟏)𝟐)

𝟔
 

𝑺𝒏+𝟏 =
(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏𝟐 + 𝟕𝒏 + 𝟔)

𝟔
 

 

 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝒂(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟐) 

𝟐𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 + 𝟔 = 𝟎 

𝒙𝟏 =
−𝟕 + 𝟏

𝟒
= −

𝟑

𝟐
 

𝒙𝟐 =
−𝟕 − 𝟏

𝟒
= −𝟐 

 نطبق القانون : 

𝟐 (𝒙 +
𝟑

𝟐
) (𝒙 + 𝟐) 

 
 يمكن نشر المقدار   للتأكد :

(𝒙 + 𝟐)(𝟐𝒙 + 𝟑) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 + 𝟔 

𝑺𝒏+𝟏 =
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)(𝟐𝒏 + 𝟑)

𝟔
 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟏 

 

 20صفحة  مثال

 الحل

  
ً
 كان العدد الطبيعي الموجب تماما

ً
أثبت أنه أيا

𝒏    كان 

𝟏𝟑 +  𝟐𝟑 + 𝟑𝟑 + … +  𝒏𝟑 =
𝒏𝟐(𝒏+𝟏)𝟐

𝟒
∶  𝒏 ≥  𝟏  

 

𝑺𝒏بفرض  =  𝟏𝟑 + 𝟐𝟑 + 𝟑𝟑 + … + 𝒏𝟑  

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 =
𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟒
∶  𝒏 ≥  𝟏 

𝟏الحد الأول للمجموع هو :   = 𝟏𝟑 

I.   القضية𝑬(𝟏)  : 
 
 صحيحة لأن

  𝑳𝟐 = 𝑺𝟏 = 𝟏 = 𝟏𝟑 =
𝟏(𝟐𝟐)

𝟒
= 𝑳𝟏 

II.  نفرض صحة القضية   : 

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 =
𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟒
∶  𝒏 ≥  𝟏 

III.  : نبرهن صحة القضية 

   𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶ 𝑺𝒏+𝟏 =
(𝒏+𝟏)𝟐(𝒏+𝟐)𝟐

𝟒
 

 الإثبات : 

𝑺𝒏+𝟏 =  𝑺𝒏 + (𝒏 + 𝟏)𝟑 

𝑺𝒏+𝟏 =
𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟒
+ (𝒏 + 𝟏)𝟑 

𝑺𝒏+𝟏 =
𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐 +  𝟒(𝒏 + 𝟏)𝟑

𝟒

=
(𝒏 + 𝟏)𝟐(𝒏𝟐 +  𝟒𝒏 +  𝟒)

𝟒
 

𝑺𝒏+𝟏 =
(𝒏 + 𝟏)𝟐(𝒏 + 𝟐)𝟐

𝟒
 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟏 
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 22صفحة  4سؤال 

الحل

أثبت بالتدريج صحة الخاصتين الأتيتين : 

1. 𝟏 +  𝟐 × 𝟐!  +  𝟑 × 𝟑!  + … +
 𝒏 × 𝒏!  =  (𝒏 + 𝟏)! –  𝟏 

2. 𝒏!  ≥  𝟐𝒏−𝟏

𝑺𝒏بفرض  =  𝟏 +  𝟐 . 𝟐!  + ⋯ +  𝒏 . 𝒏! 

لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 = (𝒏 + 𝟏)! − 𝟏 ∶  𝒏 ≥  𝟏  

I.   القضية𝑬(𝟏)  : 
 
صحيحة لأن

  𝑳𝟐 = 𝟏 = 𝟐! − 𝟏 = 𝟏 = 𝑳𝟏 

II.   نفرض صحة القضية :

𝑬(𝒏): 𝑺𝒏 = (𝒏 + 𝟏)! − 𝟏 ∶  𝒏 ≥  𝟏 

III.   نبرهن صحة القضية :

   𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶ 𝑺𝒏+𝟏 = (𝒏 + 𝟐)! − 𝟏

الإثبات : 

𝑺𝒏+𝟏 =  𝑺𝒏 + (𝒏 + 𝟏). (𝒏 + 𝟏)! 

𝑺𝒏+𝟏 =  (𝒏 + 𝟏)! –  𝟏 + (𝒏 + 𝟏). (𝒏 + 𝟏)! 

𝑺𝒏+𝟏 =  (𝒏 + 𝟏)! (𝒏 + 𝟏 + 𝟏)–  𝟏 

𝑺𝒏+𝟏 =  (𝒏 + 𝟏)! (𝒏 + 𝟐)–  𝟏 

𝑺𝒏+𝟏 =  (𝒏 + 𝟐)!  − 𝟏 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟏
ً
صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟏 

 

1

لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 𝒏! ≥ 𝟐𝒏−𝟏 ∶  𝒏 ≥  𝟏  

I.القضية𝑬(𝟏) : 
 
لأن صحيحة

𝑳𝟐 = 𝟏! = 𝟏 ≥ 𝟐𝟎 = 𝟏 = 𝑳𝟏

II.القضيةنفرض صحة :

𝑬(𝒏): 𝒏! ≥ 𝟐𝒏−𝟏 ∶ 𝒏 ≥ 𝟏 

III.: نبرهن صحة القضية

𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶ (𝒏 + 𝟏)! ≥ 𝟐𝒏

2

:  من الفرض  الإثبات 

𝒏!  ≥  𝟐𝒏−𝟏 

(𝒏 + 𝟏)𝒏!  ≥  𝟐𝒏−𝟏(𝒏 + 𝟏) 

(𝒏 + 𝟏)!  ≥  𝟐𝒏. 𝟐−𝟏(𝒏 + 𝟏) 

(𝒏 + 𝟏)!  ≥  𝟐𝒏 (
𝒏 + 𝟏

𝟐
) ≥  𝟐𝒏 ∶ 𝒏 ≥ 𝟏 

𝒏 + 𝟏

𝟐
≥ 𝟏 

(𝒏 + 𝟏)!  ≥  𝟐𝒏 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟏
ً
صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟏 

طريقة أولى

طريقة ثانية

:  من الفرض  الإثبات 

(𝒏 + 𝟏)!  ≥  (𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏−𝟏  ≥  𝟐𝒏 

𝒏 ≥  𝟏 

𝒏 + 𝟏 ≥  𝟐 

(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏−𝟏  ≥  𝟐. 𝟐𝒏−𝟏 

(𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏−𝟏  ≥  𝟐𝒏 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟏
ً
صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟏 

ملاحظة

𝟑! × 𝟒 = 𝟑 × 𝟐 × 𝟏 × 𝟒 = 𝟔 

𝟒! = 𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏 = 𝟔 

 
 
و منه

𝒏! (𝒏 + 𝟏) = (𝒏 + 𝟏)! 
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 22صفحة  5سؤال 

 الحل

𝑼𝟐𝒏 =  𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ … +

𝟏

𝒏
+

𝟏

𝒏 + 𝟏

+
𝟏

𝒏 + 𝟐
+

𝟏

𝒏 + 𝟑
+ … +

𝟏

𝟐𝒏
 

𝑽𝒏 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
+

𝟏

𝒏 + 𝟐
+ … +

𝟏

𝟐𝒏
 

𝑽𝒏+𝟏 =
𝟏

𝒏 + 𝟐
+

𝟏

𝒏 + 𝟑
+ … +

𝟏

𝟐𝒏

+
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
+

𝟏

𝟐𝒏 + 𝟐
 

𝑽𝒏+𝟏– 𝑽𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟐
+

𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
–

𝟏

𝒏 + 𝟏

=
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
–

𝟏

𝟐𝒏 + 𝟐
 

 

𝑽𝒏+𝟏– 𝑽𝒏 =
𝟐𝒏 + 𝟐 –  𝟐𝒏 − 𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟐)(𝟐𝒏 + 𝟏)

=
𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟐)(𝟐𝒏 + 𝟏)
>  𝟎 

 

  𝑉𝑛  ة فالمتتالي
ً
 . متزايدة تماما

 

 18صفحة  3سؤال 

 الحل

(𝐕𝐧)𝐧≥𝟎    : وفق 
ً
 متتالية معرفة تدريجيا

{

𝑽𝟎 = 𝟏

 𝑽(𝒏+𝟏) =
𝑽𝒏

𝟏 + 𝑽𝒏

 

1)   
 
𝑽𝒏تحقق أن >  كان العدد    𝟎 

ً
أيا

 𝒏الطبيعي  

 المتتالية   (2
 
المعرفة  𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)  أثبت أن

𝑼𝒏بالعلاقة   =
𝟏

𝑽𝒏
 متتالية حسابية 

 𝒏بدلالة   𝑽𝒏   استنتج عبارة (3

 

≤ 𝒏في حالة عدد طبيعي    ليكن   𝟏 

𝑼𝒏  =  𝟏 +
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
+ … +

𝟏

𝒏
 

𝑽𝒏 =  𝑼𝟐𝒏– 𝑼𝒏 

  𝑽𝒏أثبت أن المتتالية  
ً
 متزايدة تماما

 بالتدريج:لنبرهن صحة القضية 

𝑬(𝒏):   𝑽𝒏 > 𝟎 ∶  𝒏 ≥  𝟎  

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

  𝟏 > 𝟎   𝑽𝟎 >  محققة  𝟎

II.   نفرض صحة القضية : 

𝑬(𝒏):   𝑽𝒏 > 𝟎 ∶  𝒏 ≥  𝟎 

III.  : نبرهن صحة القضية 

   𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶ 𝑽(𝒏+𝟏) > 𝟎 

𝑽𝒏

𝑽𝒏 + 𝟏
> 𝟎 

 : من الفرض الإثبات 

𝑽𝒏 >  ( البسط ) 𝟎

𝟏 + 𝑽𝒏 > 𝟏 >  ( المقام ) 𝟎

𝑬(𝒏أي القضية   + ومنه   صحيحة (𝟏

𝑬(𝒏القضية  +  يكن   (𝟏
ً
𝒏صحيحة أيا ≥ 𝟎 

 

𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝟏

𝑽𝒏+𝟏
–

𝟏

𝑽𝒏
 

 

 

 

1 

𝑽𝒏+𝟏 =
𝑽𝒏

𝟏 + 𝑽𝒏
 

2 
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𝑼𝒏+𝟏– 𝑼𝒏 =
𝑽𝒏

𝑽𝒏
=  𝟏 =  𝒓 

= 𝒓حسابية أساسها   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)فالمتتالية    𝟏

𝑼𝒏 =  𝑼𝟎 +  𝒏𝒓 =  𝟏 +  𝒏 

𝑽𝒏 =
𝟏

𝑼𝒏

𝑽𝒏 =
𝟏

𝟏 + 𝒏

3

21صفحة  2سؤال 

الحل

< 𝒙ليكن   نرمز   𝒏في حالة عدد طبيعي   𝟏− 

𝑬(𝒏) إلى صحة المتراجة   : 

(𝟏 +  𝒙)𝒏 ≥  𝟏 + 𝒏𝒙 

  
 
 كان العدد الطبيعي   𝑬(𝒏) أثبت أن

ً
محققة أيا

𝒏  . 

القضية بالتدريج:لنبرهن صحة 

𝑬(𝒏):  (𝟏 +  𝒙)𝒏 ≥   𝟏 + 𝒏𝒙 

 ∶  𝒏 ≥  𝟎  

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
:  صحيحة لأن

  (𝟏 + 𝒙)𝟎 ≥ 𝟏 ➔ 𝟏 ≥ محققة  𝟏

II.   : نفرض صحة القضية

𝑬(𝒏):  (𝟏 +  𝒙)𝒏 ≥  𝟏 + 𝒏𝒙 ∶  𝒏 ≥  𝟎 

III.  : نبرهن صحة القضية

𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶  (𝟏 +  𝒙)𝒏+𝟏 ≥  𝟏 + (𝒏 + 𝟏 )𝒙

: من الفرض الإثبات 

(𝟏 + 𝒙)𝒏 ≥ 𝟏 + 𝒏𝒙 

(𝟏 + 𝒙)𝒏+𝟏 ≥  (𝟏 + 𝒏𝒙)(𝟏 + 𝒙 ) 

(𝟏 + 𝒙)𝒏+𝟏 ≥ 𝟏 + 𝒙 + 𝒏𝒙 + 𝒏𝒙𝟐

≥ 𝟏 + 𝒙 + 𝒏𝒙 

(𝟏 + 𝒙)𝒏+𝟏 ≥ 𝟏 +  (𝒏 + 𝟏)𝒙 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎 

24صفحة  10سؤال 

الحل

معرفة بالتدريج وفق    𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)نتأمل متتالية  

{ 

𝑼𝟎 = 𝟏 
𝑼𝟏 = 𝟒

𝑼(𝒏+𝟏) = 𝟓𝑼𝒏 − 𝟔 𝑼𝒏−𝟏

: المتتالية المعرفة وفق 𝐧≥𝟎(𝐕𝐧)لتكن    (1

𝑽𝒏 =  𝑼𝒏+𝟏–  𝟐𝑼𝒏 

  
 
. 𝟑هندسية أساسها    𝐧≥𝟎(𝐕𝐧)أثبت أن

المتتالية المعرفة وفق  𝐧≥𝟎(𝐖𝐧)لتكن   (2

𝑾𝒏 =  𝑽𝒏+𝟏–  𝟑𝑽𝒏 

   
 
𝟐هندسية أساسها    𝐧≥𝟎(𝐖𝐧)أثبت أن

واستنتج عبارة 𝒏بدلالة   𝑾𝒏و   𝑽𝒏عبر عن   (3

𝑼𝒏  بدلالة𝒏 

لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏): 
𝑽𝒏+𝟏

𝑽𝒏
= 𝟑 ∶  𝒏 ≥  𝟎  

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
:  صحيحة لأن

  
𝑽𝟏

𝑽𝟎
=

𝑼𝟐−𝟐𝑼𝟏

𝑼𝟏−𝟐𝑼𝟎
=

𝟏𝟒−𝟐(𝟒)

𝟒−𝟐(𝟏)
= 𝟑

II.   نفرض صحة القضية :

𝑬(𝒏): 
𝑽𝒏+𝟏

𝑽𝒏
= 𝟑 ∶  𝒏 ≥  𝟎 

III.  نبرهن صحة القضية  :

 𝑬(𝒏 + 𝟏):
𝑽𝒏+𝟐

𝑽𝒏+𝟏
= 𝟑 ∶ 𝒏 ≥  𝟎

:  الإثبات 

𝑼𝒏+𝟑–  𝟐 𝑼𝒏+𝟐

=  𝟓𝑼𝒏+𝟐–  𝟔𝑼𝒏+𝟏–  𝟐𝑼𝒏+𝟐

=  𝟑𝑼𝒏+𝟐–  𝟔𝑼𝒏+𝟏

=  𝟑(𝑼𝒏+𝟐–  𝟐𝑼𝒏+𝟏) 

1

محققة 
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𝑽𝒏+𝟐 =  𝟑𝑽𝒏+𝟏 
𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏

ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  3هندسية وأساسها  𝑽𝒏  والممتالية 𝟎

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  3هندسية وأساسها  𝑽𝒏  والممتالية 𝟎

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 طريقة ثانية

   
𝑽𝒏+𝟏

𝑽𝒏
=

𝑼𝒏+𝟐 − 𝟐𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐𝑼𝒏

=
𝟓𝑼𝒏+𝟏 − 𝟑𝑼𝒏 − 𝟐𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐𝑼𝒏

=
𝟑𝑼𝒏+𝟏 − 𝟔𝑼𝒏

𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐𝑼𝒏
 

 
𝑽𝒏+𝟏

𝑽𝒏
=

𝟑(𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐𝑼𝒏)

𝑼𝒏+𝟏 − 𝟐𝑼𝒏
= 𝟑 = 𝒒 

 

𝑾𝒏+𝟏

𝑾𝒏
=

𝑼𝒏+𝟐–  𝟑𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏
 

=
𝟓𝑼𝒏+𝟏–  𝟔𝑼𝒏–  𝟑𝑼(𝒏+𝟏)

𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏

=
𝟐𝑼𝒏+𝟏–  𝟔𝑼𝒏

𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏
 

𝑾𝒏+𝟏

𝑾𝒏
=

𝟐 (𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏)

𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏
=  𝟐 =  𝒒 

= 𝒒فالمتتالية هندسية أساسها    𝟐 

 

𝑽𝒏 =  𝑽𝟎𝒒𝒏 

𝑽𝟎 =  𝑼𝟏–  𝟐𝑼𝟎 =  𝟒 − 𝟐 =  𝟐 

→  𝑽𝒏 =  𝟐(𝟑)𝒏 

𝑾𝒏 =  𝑾𝟎𝒒𝒏 

𝑾𝟎 =  𝑼𝟏–  𝟑𝑼𝟎 =  𝟒 –  𝟑 =  𝟏 

𝑾𝒏 =  𝟐𝒏 

 

2 

3 

 الاستنتاج : 

𝑽𝒏 =  𝑼𝒏+𝟏–  𝟐𝑼𝒏 
𝑾𝒏 =  𝑼𝒏+𝟏–  𝟑𝑼𝒏 

 :   نطرح المعادلتين 

𝑽𝒏– 𝑾𝒏 =  𝑼𝒏 

→ 𝑼𝒏 =  𝟐(𝟑)𝒏– 𝟐𝒏 

 
 26صفحة  7سؤال 

 الحل

 المجال عدد حقيقي من   Θليكن 

  ] 𝟎,
𝝅

𝟐
 وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)ثم نعرف المتتالية    ]

{
𝑼𝟎 = 𝟐𝒄𝒐𝒔(Θ)

𝑼(𝒏+𝟏) = √𝟐 + 𝑼𝒏

 

,  𝑼𝟎احسب    (1   𝑼𝟏 

2)  
ّ
𝑼𝒏ََ   أثبت بالتدريج أن = 𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝜣

𝟐𝒏 

 

𝑼𝟏 =  √𝟐 + 𝑼𝟎 = √ 𝟐 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 Θ 

     =  √𝟐(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 Θ) 

     = √ 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝜣

𝟐
=  𝟐 𝐜𝐨𝐬

Θ

2
 

𝑼𝟐 =  √𝟐 + 𝑼𝟏 =  √𝟐 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬
Θ

2

=  √𝟐(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬
Θ

2
)

= √ 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝜣

𝟒
=  𝟐 𝐜𝐨𝐬

Θ

4
 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):  𝑼𝒏 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝜣

𝟐𝒏  ∶  𝒏 ≥  𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  : 
 
 صحيحة لأن

  𝑼𝟎 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (
Θ

20) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔(Θ)    

 

1 

 محققة 

2 
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I.  القضية  نفرض صحة : 

𝑬(𝒏):  𝑼𝒏 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝜣

𝟐𝒏  ∶  𝒏 ≥  𝟎 

II.  : نبرهن صحة القضية 

   𝑬(𝒏 + 𝟏) ∶  𝑼𝒏+𝟏 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝜣

𝟐𝒏+𝟏 

 الإثبات من الفرض : 

𝐔𝐧+𝟏 =  √𝟐 + 𝐔𝐧

=  √𝟐 +  𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝚯

𝟐𝐧   

=  √𝟐 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬
𝚯

𝟐𝐧  )

=  √𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝚯

𝟐 . 𝟐𝐧

= 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝚯

𝟐𝐧+𝟏
 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎 

 

 24صفحة  9سؤال 

 الحل

عطى عددين حقيقيين  
ُ
   𝒃و   𝒂ن

 
ونفترض أن

𝒂 ≠  التي تحقق    𝐧≥𝟎(𝐕𝐧)ونتأمل المتتالية   𝟏 

𝑽𝒏+𝟏 =  𝒂𝑽𝒏 +  𝒃 

 كان العدد الطبيعي  
ً
 .   𝒏أيا

1)   
ً
𝑽𝒏+𝟏يحقق    𝒇عين تابعا =  𝒇(𝑽𝒏)  

ً
أيا

 𝒏كان العدد الطبيعي  

𝒇 (𝒙)حل المعادلة   𝒍أحسب   (2  =  𝒙 

 المعرفة وفق    𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)نعرف المتتالية   (3

𝑼𝒏 =  𝑽𝒏 −  𝒍 

  
 
  𝑼𝒏هندسية و أستنتج  𝑼𝒏أثبت أن

 𝑽𝒏. ثم أستنتج  𝑽𝟎و   𝒏و   𝒃  و 𝒂بدلالة 

عاملات. 
ُ
 بدلالة هذه الم

 

𝒇(𝒙)  =  𝒂𝒙 +  𝒃   تابع معرف على𝑹 

 

𝒇 (𝒙) =  𝒙 ↔  𝒂𝒙 +  𝒃 =  𝒙  
↔ 𝒂𝒍 +  𝒃 =  𝒍 
↔ 𝒂𝒍 –  𝒍 =  − 𝒃 
↔ 𝒍(𝒂 –  𝟏 ) =  −𝒃 

↔ 𝒍 =  −
𝒃

𝒂 − 𝟏
 

 

𝑼𝒏 =  𝑽𝒏–  𝒍  

→
𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝑽𝒏+𝟏–  𝒍

𝑽𝒏–  𝒍 
 

𝑼𝒏+𝟏

𝑼𝒏
=

𝒂𝑽𝒏 +  𝒃 –  𝒍

𝑽𝒏–  𝒍

=
𝒂𝑽𝒏 −  𝒂𝒍 +  𝒍 –  𝒍 

𝑽𝒏–  𝒍

=
𝒂(𝑽𝒏–  𝒍)

𝑽𝒏–  𝒍 
=  𝒂 =  𝒒 

= 𝒒 هندسية أساسها    𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)فالمتتالية    𝒂 

 

 

1 

2 

3 

23

https://www.youtube.com/watch?v=Ip_Rm7aBAPY&list=PLWZEx5QgI3_kA3BH6LjGjzCN5Jw9eHQuH


 غير مخصصة للطباعة

نسخة مجانية

 

 

 المتتاليات 

 

ب
يو
وت
الي
ة 
قنا
ى 

عل
ح 
شر

 ال
عة

تاب
م
ل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑼𝒏 =  𝑼𝟎𝒒𝒏  ,   𝑼𝟎 =  𝑽𝟎–  𝒍 

  𝑼𝟎 =  𝑽𝟎 +
𝒃

𝒂 − 𝟏
 

𝑼𝒏 =  (𝑽𝟎 +
𝒃

𝒂 − 𝟏
) 𝒂𝒏 

𝑽𝒏 =  𝑼𝒏 +  𝒍  

             𝑽𝒏  =  (𝑽𝟎 +
𝒃

𝒂 − 𝟏
) 𝒂𝒏 − 

𝒃

𝒂 − 𝟏
 

 

 ملاحظات

  𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)لتخمين الحد العام لمتتالية  (1
 معرفة بعلاقة تدريجية من الشكل  

𝑼𝒏+𝟏 =  𝒂𝑼𝒏 +  𝒃  

 المسودة ويمكن الاستفادة من القانون على 

𝑼𝒏  =  (𝑼𝟎 +
𝒃

𝒂 − 𝟏
) 𝒂𝒏 − 

𝒃

𝒂 − 𝟏
 

عند تخمين الحد العام لمتتالية يجب أن   (2

  البرهان نبرهن صحة التخمين عن طريق  

 .   بالتدريج

 
 23صفحة  7سؤال 

 الحل

 وفق   𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)نتأمل المتتالية  
ُ
 المعرفة تدريجيا

{ 
𝑼𝟎 = 𝟕

𝑼(𝒏+𝟏) = 𝟏𝟎𝑼𝒏 − 𝟏𝟖  

ثم أثبت صحة   𝒏بدلالة  𝑼𝒏خمن عبارة  

 التخمين. 

 
𝑼𝟏 =  𝟓𝟐 =  𝟓 ×   𝟏𝟎𝟏 +  𝟐 

𝑼𝟐 =  𝟓𝟎𝟐 =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝟐 + 𝟐 

𝑼𝟑 =  𝟓𝟎𝟎𝟐 =  𝟓 ×   𝟏𝟎𝟑 +  𝟐 

𝑼𝟒 =  𝟓𝟎𝟎𝟎𝟐 =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝟒 + 𝟐 

 نلاحظ نمط وهو : 

𝑼𝒏 =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏 + 𝟐 

 

𝒂 =  𝟏𝟎  , 𝒃 =  −𝟏𝟖  , 𝑼𝟎 =  𝟕 

𝑼𝒏 =  (𝑼𝟎 +
𝒃

𝒂 − 𝟏
) 𝒂𝒏–

𝒃

𝒂 − 𝟏

=  (𝟕 –
𝟏𝟖

𝟗
) 𝟏𝟎𝒏 +

𝟏𝟖

𝟗
 

𝑼𝒏 =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏 +  𝟐 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):   𝑼𝒏 =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏 +  𝟐 

: 𝒏 ≥  𝟎 

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
 صحيحة لأن

  𝑼𝟎 = 𝟓 × 𝟏𝟎𝟎 + 𝟐 =  محققة   𝟕

II.  القضية نفرض صحة 

  𝑬(𝒏) =  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏 + 𝟐 

III.  نبرهن صحة القضية 

   𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟏 = 𝟓 × 𝟏𝟎𝒏+𝟏 + 𝟐 ∶ 𝒏 ≥  𝟎 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 =  𝟏𝟎𝑼𝒏–  𝟏𝟖 

=  𝟏𝟎(𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏 +  𝟐)–  𝟏𝟖 

=  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏+𝟏 + 𝟐𝟎 − 𝟏𝟖  

=  𝟓 ×  𝟏𝟎𝒏+𝟏 +  𝟐 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎 

 

 طريقة ثانية على المسودة

 21صفحة  3سؤال 

 الحل

 معرفة وفق    𝐧≥𝟎(𝐔𝐧)المتتالية  

{
𝑼𝟎 = 𝟑

𝑼(𝒏+𝟏) = −𝑼𝒏 + 𝟒  

و   𝑼𝟐و   𝑼𝟏. احسب   𝒏في حالة عدد طبيعي  

𝑼𝟑   و𝑼𝟒   و𝑼𝟓   ن عبارة
ّ
ثم   𝒏بدلالة  𝑼𝒏وخم

 .  𝒏بدلالة   𝑼𝒏حدد  
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𝑼𝟏 =  𝟏 , 𝑼𝟐 =  𝟑 , 𝑼𝟑  =  𝟏 ,

𝑼𝟒 =  𝟑 , 𝑼𝟓 =  𝟏 

  بالتخمين نجد: 

𝑼𝒏 =  (−𝟏)𝒏 +  𝟐 

 لنبرهن صحة القضية بالتدريج:

𝑬(𝒏):   𝑼𝒏 = (−𝟏)𝒏 +  𝟐 

 ∶  𝒏 ≥  𝟎  

I.   القضية𝑬(𝟎)  
 
 صحيحة لأن

  𝑼𝟎 = (−𝟏)𝟎 + 𝟐 =  محققة   𝟑

II.  نفرض صحة القضية 

  𝑬(𝒏) = (−𝟏)𝒏 + 𝟐 ∶ 𝒏 ≥ 𝟎 

III.  نبرهن صحة القضية 

   𝑬(𝒏 + 𝟏): 𝑼𝒏+𝟏 = (−𝟏)𝒏+𝟏 + 𝟐 ∶ 𝒏 ≥  𝟎 

 الإثبات : 

𝑼𝒏+𝟏 =  −𝑼𝒏 +  𝟒 

=  −𝟏((−𝟏)𝒏 +  𝟐) +  𝟒 

=  (−𝟏)𝒏+𝟏 − 𝟐 +  𝟒  

=  (−𝟏)𝒏+𝟏 +  𝟐 

𝑬(𝒏 أي القضية   +  تكن (𝟏
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥  تكن 𝑬(𝒏) القضية  ومنه 𝟎
ً
 صحيحة أيا

  𝒏 ≥ 𝟎 
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