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 
 

  
   الإحداثيات الديكارتية -1-1

OXXOYYOZZبفرض '''  ثلاث محاور غير واقعة في مـستوٍ واحـد و            ,  , 
تدعى هـذه  . أ الإحداثيات أو نقطة الأصل      ، هذه النقطة نسميها مبد     Oمتلاقية في نقطة    

المحاور بالمحاور الإحداثية الديكارتية ؛ حيث يسمى المحور الأول ونرمز له اختصاراً            
OX  بمحور الفواصل والثاني OY محور التراتيب والثالث OZ   محـور الـرواقم  .

حــاور تعــين ثلاثــة مــستويات مختلفــة تــدعى بالمــستويات الإحداثيــة هــذه الم
OXYOYZOZX  ,  ,  .  

ونقـول   . 3Rإن الفراغ الذي رسمنا فيه هذه المحاور نسميه فراغاً إحداثياً ثلاثي البعد             
  إن مجموعة المحاور السابقة تشكل جملة إحداثية

   .OXYZديكارتية رمزها
  ، إذا  )قائمة( تكون الجملة متعامدة 

  الإحداثية وكذلك المستويات المحاور كانت
  ، ) 1الشكل ( متعامدة مثنى مثنى  الإحداثية

  وهي الحالة وخلاف ذلك تكون الجملة مائلة ،
   )1( الشكل                                                         .العامة 
                       OX الجملة مباشرة إذا دار المحورتكون
 ، باتجاه يخالف اتجـاه      OY لينطبق على المحور    OXYفي المستوي    Oالنقطة حول

   .OZلموجب للمحوردوران عقارب الساعة بالنسبة لراصد واقف وفق الاتجاه ا

كـل  :  إن كل محورين إحداثيين يعينان مستوياً إحداثياً ، والعكـس صـحيح           :ملاحظة  
  :مستويين إحداثيين يعينان محوراً إحداثياً 

OZOZXOYZOYOYZOXYOXOXYOZX   ,  ,   
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   تعيين نقطة في الفراغ -1-2
. راغ المنسوب إلى جملة المحـاور الإحداثيـة          نقطة اختيارية في الف    Mلتكن  
OXYOZXOZY ثلاثة مستويات توازي     Mلنرسم من     فتقطع المحاور الإحداثية    ,,

123في   ,, MMM      التي تسمى مساقط النقطة M       على المحاور الثلاثة ، وتتعيين هذه 
  :ط على المحاور الإحداثية بفواصلها الجبرية على المحاور ويكون المساق

                             xOMyOMzOM  123   ,    ,    
 فاصـلة   xنـسمي العـدد      . Mنسمي هذه الأعداد الجبرية بإحداثيات النقطة       

  . راقم النقطة z ترتيب النقطة والعدد yالنقطة والعدد 
في الفراغ بوساطة ثلاثـة مقـادير سـلمية حقيقيـة      Mتتعين نقطة مثل: وبالتالي 

xyz ),,( ونكتب   M تدعى الإحداثيات الديكارتية للنقطة      ,, zyxM .   وبالعكس كل
),,(3ثلاثية مرتبة    Rxyz  يقابلها نقطة واحدة في الفراغ مثل M.   

   تعيين شعاع في الفراغ -1-3
kjiأشعة الواحدة     - أ OXOYOZ هي أشعة محمولة على المحـاور         : ,  ,  ,, 

  .طول أطوالها واحدة ال
 : O تعيين شعاع في الفراغ مبدأه النقطة   - ب

   O فيصبح لدينا شعاع مبدأه OMإذا وصلنا 
   ) 2الشكل ( . Mونهايته 

نلاحظ أنOMالمستطيلات  قطر في متوازي  
  :لك يمكن أن نكتب لذ

               
kzjyixMOM

kzjyix

OMOMOMOM







        
321

   )2( الشكل                   

 َالجداء الداخلي لشعاع في نفسه يساوي مربع طول هذا الشعاع فإن وبما أن:  

                                  222 zyxMOM   
  .وهو دستور بعد نقطة ما عن المبدأ 
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  :تعيين شعاع في الفراغ مبدأه ليس في مبدأ الإحداثيات  -جـ
),,(   ,   ),,(بفرض   111222 zyxAzyxB    إحداثيات مبدأ ونهاية الشعاع AB  ، 

من أجل ذلك نسقط بدايتـه ونهايتـه فنجـد أن           . ولنوجد مسقطه على المحاور الثلاثة      
  :   هي ABمركبات الشعاع 

                121212   ,    ,  xxXyyYzzZ    
  :وبالتالي 

                                              
222 ZYXAB

kZjYiXAB




  

             2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxABd   

  .وهو دستور البعد بين نقطتين 
)3,2,1(   ,   )1,0,2(احسب البعد بين النقطتين  : 1مثال  AB ؟   
  :بيق دستور البعد بين نقطتين نجد بتط: الحل 

   17449)13()02()21( 222  ABd  

   إحداثيات نقطة تقسم قطعة مستقيمة معلومة -1-4
   :  نقطة تقسم القطعة المستقيمة المعينة بالنقطتينp لتكن

 2 2 2 1 1 1( , , ), ( , , )B x y z A x y z  
   :   ، أي أنrبالنسبة المعلومة 

               r
pB
Ap

       

  . p والمطلوب تعيين إحداثيات النقطة 
OpOAOB  إذا رسمنا الأشعة ,,   

   : نكتب نستطيع أن  فإننا،  )3الشكل ( 
                                          )3( الشكل                                                                       

                              ;   Ap

( ) ( )   

Op OA Ap r pB

Op OA r pB OA r OB Op

  

     

    

       
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                  (1 )
1

OA rOBOp r OA rOB Op
r


    



    
  

OXOYOZبإسقاط هذه العلاقة على المحاور الإحداثية      بالترتيـب نحـصل   ,,
  : على إحداثيات النقطة القاسمة 

                    
r
rzzz

r
ryyy

r
rxxx













1

   ,   
1

   ,   
1

212121  

 واقعة داخل القطعة المـستقيمة ، والنـسبة   p، كانت النقطة   ) 3( في الشكل    :ملاحظة  
0r .     أما إذا كانت النقطةp     0 واقعة خارج القطعة المستقيمة ، فتكونr   وذلـك

   .1rبشرط 

  الإحداثيات الاسطوانية  -1-5

),,( في الفراغ تتعين بالثلاثية      Mرأينا سابقاً أن النقطة      zyx     والتـي تـدعى 
لة غيـر   والسؤال الآن هل يمكن تعيين نقطة في الفراغ في جم         . بالإحداثيات الديكارتية   

  الجملة الديكارتية ؟  
  للإجابة عن هذا السؤال نلاحظ من

   يتعين  M أن وضع النقطة  )4الشكل (
   مسقطها على M'النقطة  بمعرفة وضع

  وبمعرفة راقمها ،  XOY  المستوي
 OcMM '.   

   ، z هو Ocفرضنا أن القياس الجبري فإذا 
 وفرضنا أن    )4( الشكل                      حداثيان القطبيان لإ هما ا ,

'),(: ، أي أنXOY  في المستويM'لـ M                  
، والتـي تـسمى بالإحـداثيات        z,, قد تعينت بالثلاثيـة      Mفإننا نجد أن النقطة   

),,(الاسطوانية ، ونكتب     zM           ؛ حيث يدل المسقط الأول على طول نصف القطر 
 ويدل المسقط الثاني على الزاويـة القطبيـة التـي           OM')  ألمتجهي(ألشعاعي  

، أما   ) OXوهنا اصطلاحاً هو    (  مع المحور القطبي     OM'يصنعها شعاع الموضع    
   .Mالمسقط الثالث فهو راقم النقطة 
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حتى يتحقق  :  جميع نقاط الفراغ مرة واحدة فقط ، بمعنى          Mحتى تمسح النقطة  
),,(التقابل بين مجموعة جميع الثلاثيات من الشكل       z      ، وجميع نقاط الفراغ الثلاثي 

يتحقق ما يلي يجب أن  :  
                         0 , , 0 2z          

طبعـاً  (  تمسح كافة نقاط الفراغ مرة واحـدة فقـط           Mهذه الشروط تعني أن النقطة      
  ) . غير معينة  والتي لا تكون من أجلها OZباستثناء نقاط المحور الشاقولي 

تيـة  ما هي العلاقة بين الإحداثيات الاسطوانية والإحداثيات الديكار    : السؤال الآن   
  لنقطة ما ؟

وإحـداثياتها   M نلاحظ أن العلاقة بين الإحداثيات الديكارتية للنقطة ، ) 4 الشكل( من 
  : الاسطوانية تعطى بالعلاقات الآتية 

                         cos , sin ,x y z z       
. لة إحداثياتها الاسـطوانية     هذه العلاقات تعطينا الإحداثيات الديكارتية لنقطة بدلا      
  :إحداثياتها الديكارتية فهي أما العلاقات التي تعطينا الإحداثيات الاسطوانية لنقطة بدلالة

                    2 2 , arctan ,yx y z z
x

      

  الإحداثيات الكروية  -1-6

),,(اثيات الديكارتيـة   في الفراغ تتعين بالإحـد   M رأينا سابقاً أن النقطة    zyx 
),,(وكذلك بالإحداثيات الاسطوانية     z .        والسؤال الآن هل يمكن أيضاً تعيين نقطـة

  في الفراغ في جملة غير ذلك ؟  
  للإجابة عن هذا السؤال نلاحظ من 

  OZ والمحورMأن النقطة ،  )5الشكل ( 
  .Pعينان مستوياً ي

  يتعين بمعرفة  Mإن وضع النقطة 
   ، Pوضع هذه النقطة بالنسبة للمستوي 

   )5( الشكل                                .ووضع المستوي بالنسبة للفراغ 
   مسقط M' ؛ حيث OM' الكائنة بين توي يتعين في الفراغ بالزاوية إن وضع المس
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 يتعين  Mكما أن وضع النقطة      . OX ، والمحور    XOY على المستوي    Mالنقطة  
ين  ت القطبي ا بإحداثيتيه Pفي المستوي     الزاوية القطبية في المـستوي       ؛ حيث    ,

P       وهي الزاوية الكائنة بين المحور OZ   و OM    و ، 'OM    نصف القطـر 

 قد تعينت بالثلاثية       Mفي هذه الحالة نقول إن النقطة     ) . ألمتجهي(ألشعاعي   ,, ،
),,(والتي تسمى الإحداثيات الكروية أو القطبية الفراغية ، ونكتب  M.   

حتى يتحقق  :  جميع نقاط الفراغ مرة واحدة فقط ، بمعنى          Mى تمسح النقطة  حت
),,(التقابل بين مجموعة جميع الثلاثيات من الشكل             ، وجميع نقاط الفراغ الثلاثي 

يتحقق ما يلي يجب أن  :  
                               0 , 0 2 , 0          

طبعاً (  تمسح كافة نقاط الفراغ مرة واحدة فقط         Mهذه الشروط تعني أن النقطة    
   ) .OZباستثناء نقاط المحور الشاقولي 

والسؤال الآن ما هي العلاقة بين الإحداثيات الكرويـة والإحـداثيات الديكارتيـة        
  لنقطة ما ؟
 M نلاحظ أن العلاقة بين الإحداثيات الديكارتيـة للنقطـة   ، ) 5 الشكل( من 

  : وإحداثياتها الكروية تعطى بالعلاقات الآتية 
             sin cos , sin sin , cosx y z           

. هذه العلاقات تعطينا الإحداثيات الديكارتية لنقطة ما بدلالة إحداثياتها الكرويـة            
  :لتي تعطينا الإحداثيات الكروية لنقطة ما بدلالة إحداثياتها الديكارتية فهي أما العلاقات ا

       
2 2

2 2 2 , arctan , arctan
x yyx y z

x z
  


      

 أوجد الإحداثيات الاسطوانية والكرويـة للنقطـة المعينـة بإحـداثياتها       :2مثال  
310,35,5                     :الديكارتية   zyx  

),,(حداثيات الاسطوانية نوجد أولاً الإ: الحل  z للنقطة المعطاة :  
  : لدينا 

                                  2 2 75 25 100 10x y        
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                                              arctan arctan 3
3

10 3

y
x

z z

   

 

  

: وبالتالي فالإحداثيات الاسطوانية لهذه النقطة هي 





 310,

3
,10 .   

),,(نوجد ثانياً الإحداثيات الكروية   للنقطة المعطاة :  
  :لدينا 

             

63
1arctan

310
10arctanarctan

3
3arctanarctan

204003007525

22

222
















z
yx

x
y

zyx

  

,20: ية لهذه النقطة هي لكرووبالتالي فالإحداثيات ا ,
3 6
  

 
 

.   

  وسطاء توجيه وجيوب تمام توجيه -1-7
),,(ليكن   rqpV       ن في الفراغ منحـى ،   .  شعاعاً ما في الفراغهذا الشعاع يعي

   .Vهو منحى جميع المستقيمات والمحاور والأشعة التي توازي الشعاع 
),,(نقول بالتعريف عن المقادير السلمية       rqp )      نأي مركبات الشعاع الذي يعي

  .ها وسطاء توجيه المنحى ، أو الوسطاء الموجهة لهذا المنحى ، إن) منحى 
واضح ، من هذا التعريف ، أن الشعاعين المتوازيين يعينان منحى واحد ، فـإذا كـان                 

),,(,),,( '''' rqpVrqpV    مرتبطين خطياً   (  شعاعين متوازيين (    فإنه يمكننـا أن ، 
  :نكتب 

                                      0;.// ''  VVVV  
نكتب وبالتالي يمكننا أن :         ''' ,, rrqqpp    

 من هذه العلاقة نستنتج أن :  

                                                    ''' r
r

q
q

p
p

  

  .وهو الشرط اللازم والكافي لتوازي شعاعين في الفراغ 
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 ، فإن المركبة المقابلـة  0q ، مثلاً Vنعدمت إحدى مركبات الشعاع    إذا ا  :ملاحظة  
V'للشعاع


'0 يتنعدم أيضاُ ، أ  q ويكون الشعاعين عموديان على المحور OY.   

  لإحداثيات شعاع إذا رسمنا من مبدأ ا
),,(   الذي مركباته u  الواحدة    

),,(والذي يوازي الشعاع  rqpV .   
321 نافرضو لو ,,   الزوايا التيهي  

  مع المحاور الإحداثية  u  يصنعها الشعاع
   .  )6 لشكلا(الثلاثة 

  مساقط هذا الشعاع عند ذلك تعطى
    )6( الشكل                                  :على المحاور الإحداثية بالشكل 

              

333

222

111

coscos

1;coscos

coscos













uOM

uuOM

uOM

  

),,(نسمي المركبات      لشعاع الواحدة   u    جيوب  على المحاور الإحداثية ب
  . تمام التوجيه لهذا الشعاع 

 ؟ وما  لشعاعما هي العلاقة التي تربط بين جيوب تمام التوجيه: السؤال الآن 
  هي العلاقة التي تربط بين وسطاء توجيه وجيوب تمام توجيه شعاع ؟

وبالتـالي فجيـوب تمـام      ،   1u  : هذا السؤال ننطلق مـن أن      للإجابة على 
1222      :ترتبط فيما بينها بالعلاقة الآتية لشعاع يه التوج    

  : أيضاً لدينا 
                                 

V
VuuVV  .  

  : بإسقاط هذه العلاقة على المحاور الإحداثية نحصل على 

     
222222222

,,
rqp

r
rqp

q
rqp

p








   
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),,(,),,(ان   إذا كان لدينا النقطت    :ملاحظة   222111 zyxBzyxA       في الفـراغ ، فـإن 
   :ABهاتين النقطتين تعينان منحى في الفراغ وسطاء توجيهه هي مركبات الشعاع 

                        121212 ,, zzryyqxxp   
  : أوجد وسطاء توجيه وجيوب تمام توجيه الشعاع المعين بالنقطتين  :3مثال 

                                    )1,3,4(,)0,1,2( BA  
  : لدينا : الحل 
      1,2,2 121212  zzzyyyxxx  

  AB)1,2,2( هي ABوبالتالي فوسطاء توجيه الشعاع 
  :  فتعطى بالشكل ABأما جيوب تمام التوجيه للشعاع 

              
3
1,

3
2

222222








rqp
r

rqp
p   

  الزاوية بين منحيين  -1-8
),,(إذا كان لدينا منحيـين الأول معـين بالـشعاع      1111 rqpV   نوالثـاني معـي 

),,(بالشعاع 2222 rqpV   ،  وكانت      بين الـشعاعين    (  الزاوية الكائنة بين المنحيين (
فإن:   

                          
21

21
2121

.

.coscos..
VV
VVVVVV    

  :وبالتالي 

                              
2

2
2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

.
cos

rqprqp
rrqqpp




  

 زاوية حادة ، فإن الطرف الأيمن يكون ذا قيمة جبريـة            نلاحظ أنه إذا كانت     
 زاوية منفرجة ، فإن الطرف الأيمن يكون ذا قيمـة جبريـة    بينما إذا كانت    . موجبة  
  .هذا الأمر مرتبط بجهة كلٍ من الشعاعين . سالبة 

  : إذا اصطلحنا أن الزاوية الكائنة بين منحيين هي زاوية حادة ، عندئذٍ يكون 

                       
2

2
2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

.
cos

rqprqp

rrqqpp




    



  12

  :ن  يكو ،في حالة تعامد المنحيين

                                                      0cos
2

  
                                                         0212121  rrqqpp  

  .وهو شرط تعامد منحيين 
 ـ     :ملاحظة   ا تتعـين   إذا كان المنحيان معينان بجيوب تمام التوجيه فـإن الزاويـة بينهم
  :بالعلاقة 

                                              212121cos    
  :ويتعين شرط التعامد بالعلاقة 

                                           0212121    
  تغيير جملة المحاور الإحداثية -1-9

  :ة انسحاب جملة المحاور الإحداثي) أ 
kjiجملة محاور إحداثية ؛ حيثOXYZبفرض  أشعة الواحدة المحمولة على ,,

  .هذه المحاور الإحداثية 
),,(    ؛ حيـث oOلنطبق على هذه الجملة انسحاباً معرفاً بالشعاع    000 zyxO 

 ، التـي حـصلنا عليهـا        OXYZ الجملة الجديدة    إحداثياتأ  مبد،   ) 7 انظر الشكل ( 
  ) .أي أن المحاور الإحداثية في الجملتين متوازية  (oxyzبانسحاب الجملة القديمة 

  :في هذه الحالة يكون 
KkJjIi  ,,  

   نقطة من الفراغ Mلتكن 
  المنسوب إلى الجملتين الإحداثيتين 

),,(القديمة والجديدة ، عندها  zyxM   
),,(منسوبة للجملة القديمة و ZYXM  
  .منسوبة للجملة الجديدة 

  ولنفتش عن العلاقة بين الإحداثيات
   )7( الشكل                              .القديمة والإحداثيات الجديدة 
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  :لدينا  ) 7 (من الشكل 
                                         OMoOoM   

   :بالانسحاببالإسقاط على المحاور نحصل على دساتير نقل المحاور الإحداثية 
                            ZzzYyyXxx  000 ,,  

)1,2,1( ، إذا علمـت أنM        أوجد الإحداثيات الجديدة للنقطة       :4 مثال M 
  :نقطة في الفراغ منسوبة للجملة القديمة ، وأجرينا على الجملة انسحاباً معرفاً بالشعاع 

                               kjioO 22   
)2,2,1(إن المركز الجديد للجملة هو: الحل  O نجدالانسحاب، بتطبيق دساتير  :  

                    )1,0,2(
121
022

211














M
ZZ
YY
XX

  

  :دوران جملة المحاور الإحداثية حول أحد المحاور ) ب 
 مباشرة ، ولنفرض أننا طبقنـا علـى هـذه          إحداثية جملة محاور    oxyzبفرض  

 فحـصلنا علـى الجملـة الجديـدة          بزاوية   ozالجملة دوراناً مباشراً حول المحور      
OXYZ  ) 8انظر الشكل. (   

KJIلتكن     أشعة الواحدة على ,,
  .المحاور الجديدة 

  إحداثياتها نقطة في الفراغ Mولتكن 
),,(يمة هي بالنسبة للجملة القد zyx  

),,(وللجملة الجديدة هي  ZYX.   
  : نلاحظ  ) 8 (من الشكل 

       KZJYIXOM                          8( الشكل(   
  :ولكن 

                   

kK

jijiJ

jiI









 







cossincos
2

cos

sincos
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  : بالتعويض نجد 

      
KZjYXiYXOM

KZjiYjiXOM





)cossin()sincos(

)cossin()sin(cos



  

kzjyixOM                                        :ولكن    
 بالمقارنة بين العلاقتين نجد أن :  

                                        
Zz

YXy
YXx








cossin
sincos

  

   .0 بزاوية ozتدعى هذه العلاقات بدساتير الدوران حول المحور 
 فإن دساتير الـدوران تأخـذ       0 بزاوية   oxوإذا تم الدوران حول المحور      

  :الشكل الآتي 

                                       



cossin
sincos

ZYz
ZYy

Xx





  

  : ، فدساتير الدوران تأخذ الشكل الآتي oyوإذا تم الدوران حول المحور 

                                      




sincos

cossin

XZz
Yy

XZx





  

 المنسوبة إلى جملة المحاور الإحداثية      M)2,4,2( عين إحداثيات النقطة    :5 مثال
oxyz   ،     نتج عن الجملة القديمة بـدورانها حـول        بالنسبة لجملة محاور إحداثية جديدة ت

 بزاوية   ozالمحور  
6
      اكتـب المعادلـة 0.322 :  ؟ ثـم 22  yxzx 

  منسوبة للجملة الجديدة ؟
  :  ، نجد أنoz بتطبيق دساتير الدوران حول المحور : الحل 

                       ZYXYX  2,
2
3

2
4,

22
32  

XYبحل جملة المعادلتين في    :  نحصل على ,
                          ZYX  2,321,23  
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 ض من دساتير الدوران في المعادلة المعطاة ، نجد أنلحل الطلب الثاني نعو:  

                 0
2
3

2
32

22
32 2

2


















 YXZYX  

03        :بفك الأقواس والإصلاح نجد  222  ZYX  

  :الحالة العامة ) جـ
kji جملة محاور إحداثية ؛ حيث       oxyzبفرض    أشعة الواحـدة المحمولـة      ,,

زهـا الجديـد     جملـة جديـدة معينـة بمرك       OXYZولـتكن   . على هـذه المحـاور      
),,( 000 zyxO    وبأشعة الواحدة KJI  المعين كل منها بمركباتـه الثلاثـة علـى          ,,

  .المحاور القديمة 
111213فإذا كانت    ,, aaa    مركبات الشعاع I    على المحاور oxoyoz  علـى   ,,

  : ذٍ يكون الترتيب ، عندئ
                                   kajaiaI 131211   

  : وبالمثل نجد 
                              kajaiaJ 232221   
                              kajaiaK 333231   

kzjyixoO                            :ولدينا  000   
  نقطة من الفراغ ، إحداثياتها Mا كانت فإذ

),,( zyxو بالنسبة للجملة القديمة  ),,( ZYX   
 إحداثياتها بالنسبة للجملة الجديدة ، أي أن :  

             
kZjYiXOM

kzjyixoM



  

  لنوجد العلاقات التي تربط الإحداثيات
   ؟Mديدة بالإحداثيات القديمة للنقطة الج

   )9( الشكل                               : ، نلاحظ أن )  9 (من الشكل 

    KZJYIXoOoMOMoOoM    
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  : مما سبق ، نجد والاستفادةبإسقاط العلاقة الأخيرة على الجملة القديمة ، 

                           
ZaYaXazz
ZaYaXayy
ZaYaXaxx

3323130

3222120

3121110





  

),3,2,1(حيث الأمثال jiaijتساوي الصفر معاً   لا.  
 الانسحابالعلاقات الأخيرة تعين دساتير التحويل العامة في الفراغ ، وهي تجمع            

  .والدوران معاً 

  )الجداء السلمي ( الجداء الداخلي لشعاعين  -1-10

BAليكن   يعرف الجداء الداخلي لهذين الشعاعين ، ونرمز له بـ          .  شعاعين ,
BA. ف بالعلاقة ) مقدار سلمي (  ، بأنه عددمعر :  

                                0;cos.. BABA  
BA الزاوية بين الشعاعين حيث  ,.   

للجداء الداخلي لشعاعين بعض الخواص ، نذكر منها ما يلي إن  :  
1-  الجداء الداخلي تبديلي ، أي أن:                       ABBA ..   
BAيكون الشعاعان  -2 .0 متعامدين إذا كان  , BA أي أن ، : 

                                         0.0cos
2

 BABA   

  :  ، فإن الاتجاهإذا كان الشعاعان محمولين على حامل واحد ومن نفس  -3
                                                       BABA ..1cos0    

.2  :   يكون ،BAوإذا كان  AAA   
  :الة أشعة الواحدة يكون وفي ح

                                          
0...

1)()()( 222





ikkjji

kji  

   :الجداء الداخلي لشعاعين بدلالة المركبات -4
                 kzjyixBkzjyixA 222111 ,   
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  :هو 

                          
212121

222111

.

))((.

zzyyxxBA

kzjyixkzjyixBA




  

  )الجداء الشعاعي ( الجداء الخارجي لشعاعين  -1-11
BAليكن   يعرف الجداء الخارجي لهذين الشعاعين ، ونرمز لـه         .  شعاعين   ,

  :  ، بأنه شعاع معرف بالعلاقة BAبـ 
                                                        NBABA .sin.   

BA الزاوية بين الشعاعين     حيث   شعاع الواحدة العمود علـى كـلٍ مـن          N و   ,
BAالشعاعين  NBA ، والمتجه بحيث تكون الثلاثية ,   . موجبة ,,

  :  منها ما يلي إن للجداء الخارجي لشعاعين بعض الخواص ، نذكر
1-  الجداء الخارجي ليس تبديلياً ، أي أن : ABBA   وذلك لأن ، :  

                                        sin)sin(   
BAيكون الشعاعان    -2  . 0BA، إذا كان       ) 0أي ( متوازيين   ,

0كذلك  AA .  
  :أما بالنسبة لأشعة الواحدة على المحاور الإحداثية الثلاثية فإنه يكون 

                                                     

jkiik

ijkkj

kijji

kkjjii







 0

  

   :الجداء الخارجي لشعاعين بدلالة المركبات -3

                    kzjyixBkzjyixA 222111 ,   
  :هو 

   
kxyyxjzxxziyzzyBA

kzjyixkzjyixBA

)()()(

)()(

211121212121

222111




  

  :العلاقة الأخيرة يعبر عنها بالمحدد الآتي 
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222

111

zyx
zyx
kji

BA   

   )10( الشكل                  )مساحة (  بسطح BAيعبر عن : هندسياً 

BAعلى الشعاعين  نشأالأضلاع الم متوازي    . )10الشكل (  ,
  :  أوجد شعاع الواحدة العمود على كلٍ من الشعاعين  :6 مثال

                                                 kjiBkjiA  ,2  
  :لدينا : الحل 

                           
BA
BANNBABA




 ..  

   : ومنه

                                         kji
kji

BA 

 32

111
112  

                                                    14194  BA  

)32(                        :وبالتالي 
14
1 kji

BA
BAN 




  

   :رؤوسه أوجد مساحة المثلث الذي  :7 مثال
                                                  )4,6,3(,)1,2,4(,)5,3,2( CBA   

kjiACkjiAB              :لدينا : الحل   3,62  

ACABS                   :ومساحة المثلث هي  
2
1  

                                 kji
kji

ACAB 7419
131
612 


  
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                             426)7()4()19( 222  ACAB  

426                                   :وبالتالي 
2
1

2
1

 ACABS  

  الجداء المختلط لثلاثة أشعة -1-12

CBAليكن   يعرف الجداء المختلط لهذه الأشعة ، ونرمز له        .  ثلاثة أشعة    ,,
).(بـأحد الرمزين الآتيين     CBA          بأنه عدد يساوي الجداء الداخلي للشعاعين ، A 

CBو  .   
   ) .11الشكل (  لهذا الجداء المعنى الهندسيلنوجد الآن 

   نعلم أنCB       هو شعاع عمودي على مستوي الشعاعين  CB,    وأن ، BA  هو 
).(أما الجداء الداخلي    . على هذين الشعاعين     متوازي الأضلاع المنشأ  سطح   CBA  

   Aفهو كمية عددية تساوي جداء مركبة 
CBعلى    بسطح متوازي الأضلاع  

).( ، أي أن السابق CBA  يساوي    
  حجم متوازي السطوح الذي أحرفه

CBAالأشعة    إذا +  وتكون الإشارة ,,
CB و Aكانت الزاوية بين الشعاعين   11( الشكل             . حادة(   

CBAالذي حروفه الأشعة  يعطى حجم الهرم الثلاثي ، :ملاحظـة     بدلالـة الجـداء   ,,
  : المختلط لهذه الأشعة ، بالعلاقة الآتية 

                                    ).(
6
1

6
1' CBAVV   

  : إن للجداء المختلط لثلاثة أشعة بعض الخواص ، نذكر منها ما يلي 
  : جه متوازي السطوح قاعدة له ، فإن بما أنه يمكننا اعتبار أي وجه من أو - 1
).().().( BACACBCBA   

CBAوذلك على أن تؤخذ الأشعة    . بترتيب دوري ,,
 : بما أن الجداء الداخلي تبديلي ، يكون  - 2
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                   BACACBCBA ).().().(  
  :لحجم تتغير وإذا تغير الترتيب الدوري للأشعة ، فإن إشارة ا

                                         ).().( BCACBA   
CBAإذا كانت الأشعة     - 3  مستوية ، فإن حجم متـوازي الـسطوح يـساوي           ,,

).(0: يكون  وبالتالي. الصفر  CBA  

  : إذاً 
CBAنقول عن ثلاث أشعة      إذا وفقط  ) تقع في مستوٍ واحد     ( إنها مستوية    ,,

  .إذا كان جداؤها المختلط يساوي الصفر 

 :الجداء المختلط لثلاث أشعة بدلالة المركبات  - 4

kzjyixCkzjyixBkzjyixA 333222111 ,,   
  :هو 

                                 

333

222

111

333

222111 .)().(

zyx
zyx
zyx

zyx
zyx
kji

kzjyixCBA





  

   
  :  أثبت أن النقاط الأربعة الآتية  :7 مثال

                     )1,1,0(,)1,5,4(C , )4,4,4(B , )4,9,3(  DA     
  تقع في مستوٍ واحد ؟

إن الشرط اللازم والكافي حتى تقع النقاط الأربعة في مستوٍ واحد ، هـو              : الحل  
ADACABأن تكون الأشعة    . في مستوٍ واحد ، أي جداؤها المختلط معدوم ,,

  :لذلك 
        7 5 , 4 3 , 3 10 5AB i j AC i j k AD i j k         

             



  21

                                  0
5103
341

057
).( 





CBA  

  أي أن النقاط الأربعة تقع في مستوٍ واحد

  :  أوجد حجم الهرم الثلاثي ، الذي رؤوسه النقاط الآتية  :8 مثال

                             )2,7,3(,)3,2,6(C , )5,3,2(B , )1,0,0( DA  
  :لدينا : الحل 

              ( 2, 3, 4) , (1,4, 3) , (4, 1, 2)BA BD BC     
  

  
  :وبالتالي 

                      20)683022(
6
1

214
341
432

6
1' 





V  

  
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  تمارين محلولة

أوجد الإحداثيات الديكارتية والإحداثيات الكروية للنقطة المعينـة بإحـداثياتها          ) 1
                    : الاسطوانية الآتية






 32,

4
,2 M  

  :أولاً الإحداثيات الديكارتية للنقطة المعطاة نوجد : الحل 
  :  لدينا 

                                 

32

2
2
22

4
sin2sin

2
2
22

4
cos2cos







zz

y

x






  

وبالتالي فالإحداثيات الديكارتية لهذه النقطة هي  32,2,2.   
),,(نوجد ثانياً الإحداثيات الكروية   للنقطة المعطاة :  

  :لدينا 

          

63
1arctan

32
2arctanarctan

4
1arctanarctan

41222

22

222
















z
yx

x
y

zyx

  

: وبالتالي فالإحداثيات الكروية هي 







6
,

4
,4 M  

أوجد الإحداثيات الاسطوانية والإحداثيات الكروية للنقطة المعينة بإحـداثياتها         ) 2
                     : الديكارتية الآتية 3,32,2M  

  :أولاً الإحداثيات الاسطوانية للنقطة المعطاة نوجد : الحل 
  :  لدينا 

                            

3
32

32arctanarctan

412422







z
x
y

yx




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),,(نوجد ثانياً الإحداثيات الكروية   للنقطة المعطاة :  
  :لدينا 

                                      

3
4arctanarctan

4
3arctanarctan

5

22

222










z
yx

x
y

zyx







  

 المعادلة الديكارتية للسطح الممثل بالمعادلة الآتية المعطاة بالإحـداثيات          اكتب) 3
                         :الكروية  coscos2  

               :نعلم أن : الحل 
x
yzyx   tan,2222  

2                         :ومنه 

22

2

2
2

2 1tan1
cos

1
x
yx

x
y 

 


  

22                         :وبالتالي 

2
2cos

yx
x


  

                                      :لدينا 
222

cos
zyx

zz





  

 222                                           :أي أن

2
2cos

zyx
z


  

   :لنربع معادلة السطح المطلوب فنجد 

                            


















 222

2

22

2
222 4

zyx
z

yx
xzyx  

                      : ومنه     04 22222222  zxyxzyx  
kjiA            :أوجد جيوب تمام توجيه الشعاع ) 4 32    

14941                              :لدينا : الحل  A  
  :  تعطى بالشكل Aوبالتالي فجيوب تمام التوجيه للشعاع 

                 
14
3,

14
2,

14
1

222



 

rqp
p  
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 ويعامـد المنحـى     OXYأوجد جيوب تمام توجيه المنحى الذي يوازي المـستوي          ) 5
)1,1,2(المعين بالشعاع  V.   

),,(نفرض وسطاء التوجيه للمنحى المطلوب هي       : الحل   rqp    ولكن المنحى ، 
),,0( ، أي أن وسطاء التوجيه هي 0r وبالتالي OZيعامد المحور  qp.   

)1,1,2(وبما أن المنحى المطلوب يعامد المنحى        V      لذلك نكتب شرط التعامد ، 
  :فيكون 

                                                pqqp 202   
   .)0,2,1(: وتكون وسطاء التوجيه هي 
  :أما جيوب تمام التوجيه فهي 

                             0,,
2222







 
qp

q
qp

p  

                           : فنجد qنعوض عن 
22

2
qp

p


  

                   :أي  2  

          :ولكن 
5

1141 22222    

,0                                              :وبالتالي 
5

2
   

ــة ) 6 nmعــين قيم ــشعاع , ــد ال ــث يتعام )2,,( بحي nmV ــشعاعين ــع ال  م
)1,3,3(,)2,4,1( 21  VV؟   

.0,.0          :من شرط تعامد شعاعين نجد : الحل  21  VVVV  
036,0242                             :ومنه   nmnm  

3,1    :بحل جملة المعادلتين نجد   nm  
   :العمود على كلٍ من الشعاعين عين شعاع الواحدة ) 7

                                         kjiBkjiA  34,362  
   ؟,BAواحسب الزاوية الحاصلة بين 

  : لدينا : الحل 
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                                 kji
kji

BA 301015
134
362 


  

                                  35)30()10()15( 222  BA  
  :وبالتالي 

               kjikji
BA
BAN

7
6

7
2

7
3

35
30

35
10

35
15





  

 ولحساب الزاوية بين الشعاعين ، نعلم أن:  

                 

267
35arcsin

267
35

.
sin

.
sinsin.















BA

BA

BA

BA
BABA

  

)4,2,3(,)6,4,5(,)10,8,9(: أثبت أن النقاط الثلاثة الآتية ) 8  CBA  
  تقع على استقامة واحدة ؟

ن النقاط الثلاثة تقع على استقامة واحدة ، نحسب الزاوية بين لإثبات أ: الحل 
ACAB ,.   
),,()2,2,2(                :لدينا   ABzzyyxxAB ababab  

)6,6,6(       :وبالمثل نجد  AC  

1                     : وبالتالي 
363636444

6.26.26.2cos 



  

ACABلكائنة بين هذا يعني أن الزاوية ا تساوي الصفر ، وبالتالي فالنقاط الأربعة ,
  .تقع على استقامة واحدة 

 ؛ بحيث تنعدم الحدود الخطية من المعادلة oxyzعين الإنسحاب المناسب للجملة ) 9
  :الآتية 

                             012.2  yxyxx  
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),,(نفرض أن مركز الجملة الجديدة هو النقطة : لحل ا 000 zyxO .  بتطبيق
  : في المعادلة المعطاة نجد الانسحابدساتير 

          01)()(2)).(()( 0000
2

0  YyXxYyXxXx  
  :نفك الأقواس ونرتب الحدود فنحصل على 

012.)1()22(. 0000
2
0000

2  yxyxxYxXyxYXX
. ل الحدود من الدرجة الأولى معدومة وحتى تنعدم الحدود الخطية يجب أن تكون أمثا

 أي أن:  
                            01,022 000  xyx  
1,0               :بحل هاتين المعادلتين نجد  00  xy  
   .O)0,0,1(: ويكون المركز الجديد هو 

  :احسب سطح المثلث المنشأ على الشعاعين ) 10
                                  kjiVkjiU 1243,22   

  ثم احسب الزاوية الكائنة بينهما ؟

VUS:  من المعلوم أن سطح المثلث يعطى بالعلاقة :الحل  
2
1  

kji                     :لدينا 
kji

VU 142128
1243
122 


  

)28()21()14(297           :وبالتالي  222 VU  

29                   :ومنه 
2
7

2
1

 VUS   

VUلحساب الزاوية بين الشعاعين    : ، نكتب ,
                     3,13;sin.  VUVUVU   
  :وبالتالي 

                         









39
297arcsin

39
297sin    
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)2,1,1(,)4,3,2(,)2,3,4(النقاط احسب مساحة المثلث الذي رؤوسه ) 11 CBA؟   
kjiACkjiABنكتب الشعاعين : الحل   23,32  

kji                      :لذلك 
kji

ACAB 484
123
321   

    :وبالتالي 

                      24166416
2
1

2
1

 ACABS  

حتى ينعدم الحد المستطيلي من معادلة  OZ حول المحور عين زاوية الدوران ) 12
0132           :السطح الآتية  222  xxyzyx  

   ثم اكتب المعادلة الناتجة ؟
 في معادلة OZنعوض دساتير تغيير الإحداثيات بالدوران حول المحور: الحل 

  :السطح ، فنجد 

01sincos)cossin.(
).sincos(32)cossin()sincos( 222







YXYX
YXZYXYX

  : بفك الأقواس والاختصار نجد 

01sincos)sin(cos3
2)cos.sin31()sin.cos31(

22

222









YXXY
ZYX  

  :والحد المستطيلي ينعدم عندما 
                                     0sincos 22    

   :أو 

                  
42

202cos    

  :  في المعادلة ، نجد نعوض قيمة 
                      022245 222  YXZYX  

وهي المعادلة الناتجة بعد إجراء الدوران بزاوية 
4
 .  
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  تمارين غير محلولة

  :عين وسطاء توجيه وجيوب تمام توجيه الشعاع المعين بالنقطتين ) 1
                                          )0,4,0(,)3,2,1( BA  

)1,2,1(لتكن ) 2 Aنقطة في الفراغ منسوبة للجملة  oxyz فإذا أجرينا على ، 
kjioO                 :الجملة انسحاباً معرفاً بالشعاع  22   

   ؟Aفأوجد الإحداثيات الجديدة للنقطة 
   .A)1,0,2(: الجواب 

123إذا كانت) 3 ,,  الزوايا التي يصنعها مستقيم مع المحاور الإحداثية ، أثبت أن  :
                                       2sinsinsin 3

2
2

2
1

2    
 OXYأوجد وسطاء توجيه وجيوب تمام التوجيه للمنحى الذي يوازي المستوي ) 4

kjiV: ويعامد المنحى المعين بالشعاع      ؟2

 ، )0,2,1( : جوابال






 0,
5

2,
5

1.   

)0,3,6(,)2,7,1(,)2,4,4(:لتكن الأشعة الآتية ) 5 CBA ن :  ، والمطلوبعي
BAالشعاع الذي يعامد كلاً من الشعاعين  .6:  ويحقق أيضاً العلاقة , CX؟   

)39,12,6(: الجواب  X.   
  :   بإحداثياتها الاسطوانية الآتيةأوجد الإحداثيات الديكارتية والكروية للنقطة المعينة ) 6







 1,

4
,2 M؟   

  :   بإحداثياتها الكروية الآتيةنة  للنقطة المعيوالاسطوانيةأوجد الإحداثيات الديكارتية ) 7
  105,30,3M؟   

 معينـة   A  ، إذا علمت أن النقطـة         ABأوجد إحداثيات منتصف القطعة المستقيمة    ) 8
  :   الاسطوانية الآتيةبالإحداثيات 







 2,

3
4,1 A،  والنقطة B نةلآتية  الكروية اتبالإحداثيا معي :








6
,

4
,32 B  
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 اكتب المعادلات الديكارتية للسطح الممثَّل بالمعادلة المعطاة بالإحداثيات الاسطوانية) 9
   z :الآتية 

222: الجواب  yxz   
ية لكروات ااكتب المعادلات الديكارتية للسطح الممثَّل بالمعادلة المعطاة بالإحداثي) 10

   :الآتية 
                             cos.cos2  

)()(04: الجواب  22222222  zxyxzyx  
) المستقيمة (  كي نحذف الحدود الخطية oxyz المناسب للجملة الانسحابعين ) 11

  :من المعادلة الآتية 
                       02242222  zyxzyx  

  واكتب الشكل الجديد للمعادلة ؟
)1,2,1(المبدأ الجديد : الجواب   ، 04222  zyx  

ثابتين عين قيمة ال) 12   :  حتى تقع النقاط الثلاثة الآتية ,
                                   ),,1(,)3,0,1(,)1,1,2( CBA   

  لى استقامة واحدة ؟ع

: الجواب 
3
5,

3
2

 .   

  :  للمثلث الذي رؤوسه هي النقاط Bعين الزاوية الداخلية عند الرأس ) 13
                               )1,2,3(,)0,2,4(,)4,2,1(  CBA  

   .45: الجواب 
  :أثبت أن المثلث الذي رؤوسه النقاط ) 14

                                   )1,2,3(,)2,4,0(,)2,1,3(  CBA  
  هو مثلث متساوي الساقين ؟ 

  : أثبت أن المثلث الذي رؤوسه النقاط ) 15
                                 )2,3,1(,)2,7,1(,)6,1,3(  CBA  

  هو مثلث قائم الزاوية ؟ 
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  : أثبت أن الزوايا الداخلية للمثلث الذي رؤوسه ) 16
                                )3,1,2(,)1,1,5(,)5,2,3(  CBA  

  هي زوايا حادة ؟ 
BDACأثبت أن القطرين ) 17    : رؤوسه الذي  ،في الشكل الرباعي,

                  )3,5,5(,)1,1,4(,)0,4,1(,)2,2,1(  DCBA   
  متعامدان ؟

20,11,5قق الشروط  الذي يحXعين الشعاع ) 18  XcXbXa  
   : وذلك إذا كانت الأشعة 

            kjickjibkjia 423,23,32   
kjiX: الجواب  232 .   

  :احسب مساحة المثلث الذي رؤوسه النقاط ) 19
                                    )6,2,5(,)3,0,3(,)0,2,1( CBA    

  . وحدة مربعة 14: الجواب 
  : احسب حجم رباعي السطوح الذي تقع رؤوسه في النقاط ) 20

                    )3,1,4(,)1,2,3(,)4,5,5(,)1,1,2( DCBA   
  . وحدة مكعبة 3: الجواب 

  
  انتهى الفصل الأول
  من القسم الثاني


