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  لتكن النقطتان𝐵 و 𝐴  من المستوي أو الفراغ نسمي الانسحاب 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بالشعاع   𝐵إلى  𝐴الذي ينقل    وعناصره: ⃗ 

 (𝐴𝐵)هو منحى المستقيم المنحى:  

 𝐵إلى   𝐴من الجهة: 

 أي أن [𝐴𝐵]وهو طول القطعة المستقيمة  الطول )النظيم(: 

∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 𝐴𝐵 
  .نقول عن شعاعين أنهما متساوين إذا كان لهما نفس المنحى والجهة والطول 

   وهو شعاع له نفس البداية والنهاية     ( 0⃗)الشعاع الصفري𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

  الشعاعان المتعاكسان: هما شعاعان لهما نفس المنحى والطول وبجهتين

 مجموع شعاعين متعاكسين هو الشعاع الصفري متعاكستين.  

 

 :طريقة شال 

 نستخدم طريقة شال عندما تكون نهاية الشعاع الأول هي بداية الشعاع الثاني 

 يمكن الاستفادة من علاقة شال عن طريق الزرع مثل:

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
  :طريقة متوازي الأضلاع 

 نستخدم طريقة متوازي الأضلاع عندما

 يكون للشعاعين نفس البداية 

 ويكون مجموعهما هو قطر متوازي الأضلاع

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
  إذا كانت𝐷 , 𝐶 , 𝐵 , 𝐴 أربعة نقاط ليست ع استقامة واحدة 

𝐴𝐵𝐷𝐶 ⇔ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  متوازي أضلاع  ⃗ 
 
 

 لجمع شعاعين نطبق الخطوات بالترتيب:

 لبداية.نبحث إذا كان الشعاعيين متعاقبين أو لهما نفس ا 

 نبدل الشعاع بشعاع يساويه. 

 نزرع نقطة تساعدنا ع الجمع. 

     

 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

 .𝐼تنطبق على النقطة  𝑀وبالتالي  
 

𝑙1 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟       
 = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑙2 

 
 
 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀 تنطبق على النقطة𝐹. 

     
 

01



 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

 

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀 تنطبق على النقطة𝐺. 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀 تنطبق على النقطة𝐸. 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= −(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 متوازي أضلاع 𝐴𝐺𝐶𝐾نقطة تجعل الرباعي  𝐾حيث 

 لا تقع على أحد رؤوس المكعب.  𝑀ومنه 

=
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      

0⃗⃗ 

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝑀 تنطبق على النقطة𝐵. 

  

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 𝑁 تنطبق على النقطة𝐽. 

  

= 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 𝑁 تنطبق على النقطة𝐽. 

  
𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟          

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⏟        
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

 𝑁 تنطبق على النقطة𝐼. 
 

   
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗  

   
𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   
= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

= 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ ⏟    
0⃗⃗ 

= 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

   
1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ =

1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 =
1

2
(𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 
 
 
 
 

   
𝑙1 = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ = 𝑙2 

   
𝑙1 = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ = 𝑙2 

   
𝑙1 = 𝐶𝐻⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

   
𝑙1 = 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑙2 
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𝑙2 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑃 = 𝑂1 

 .𝐵𝐶𝐺𝐹 مركز الرباعي 𝑂1حيث 

   

𝑙2 =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

=
1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑄 = 𝑂2 

 .𝐸𝐻𝐺𝐹 مركز الرباعي 𝑂2حيث 

   

𝑙2 =
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐷𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑅 = 𝑂3 
 .𝐴𝐷𝐻𝐸 مركز الرباعي 𝑂3حيث 

 

         

, 𝑢⃗نقول عن شعاعين       𝑣    أنهما مرتبطان خطياً إذا وفقط إذا نتج أحدهما

= 𝑢⃗عن الآخر بضربه بعدد حقيقي أي   𝑘𝑣        أو𝑣 = 𝑘𝑢⃗ . 

, 𝑢⃗نقول عن شعاعين       𝑣  أنهما مرتبطان خطياً إذا كان لهما نفس المنحى. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نقول عن شعاعين        ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  أنهما مرتبطين خطياً إذا كان ⃗ 

 متوازيان.  𝐶𝐷و   𝐴𝐵المستقيمين  

 على استقامة واحدة إذا وفقط إذا   𝐶و  𝐵و  𝐴تكون النقاط      

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗كان الشعاعان  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ و ⃗   مرتبطين خطياً. ⃗ 

 نستخدم الارتباط الخطي لـــ     

 .إثبات توازي مستقيمين أو نفي توازيهما 

 وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة تإثبا. 

 

     

𝐷𝐺⃗⃗لنثبت أن الشعاعين  ⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  خطياً. مرتبطين  

 فإن  𝐵𝐼𝐾مركز ثقل المثلث  𝐺بما أن  

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 باستخدام علاقة شال: 

𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

                    3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
 

 باستخدام علاقة شال: 

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗  + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

       3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗  ⏟    + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
 

 3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
 ومنه نجد 

3𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 3𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  
تقع على استقامة واحدة.  𝐷 و 𝐺 و 𝐽ومنه النقاط 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
= 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .ًفالشعاعان مرتبطان خطيا 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  فالشعاعان مرتبطان خطياً. ⃗ 
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 𝐶, 𝐵, 𝐴 نقاط ليست واقعة على استقامة واحدة عندئذٍ  لاثةث

 التي تحقق العلاقة  𝑀هو مجموعة النقاط  𝐴𝐵𝐶المستوي 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ونسمي  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   (𝐴𝐵𝐶)شعاعي توجيه المستوي   ⃗ 

𝑤⃗⃗ , 𝑣 , 𝑢⃗   وبفرض ثلاثة أشعة𝑢⃗ , 𝑣  ًنقول عن الأشعة  ،غير مرتبطين خطيا 

𝑤⃗⃗ , 𝑣 , 𝑢⃗   أنها مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا وجد عددان حقيقيان𝑎   و𝑏 يحققان 

𝑤⃗⃗ = 𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣  

 نستخدم الارتباط الخطي لثلاثة أشعة لبرهان وقع أربع نقاط في مستوٍ واحد.

     

 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗ أولاً لنختار شعاعين غير مرتبطين خطياً  ⃗, 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ( متعامدان)لإنهما  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗تكون الأشعة   , 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً إذا وجد عددان حقيقيان ⃗ 

 𝑎 و𝑏   يحققان𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝑎𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐼𝐽⃗⃗⃗باستخدام علاقة شال على الشعاع    

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗       …

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗      …
 

 بجمع المعادلتين نجد: 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ ⏟    
0⃗⃗ 

+ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
0⃗⃗ 

 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐼𝐽⃗⃗⃗  =
1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ومنه الأشعة مرتبطة خطياً.

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗باستخدام علاقة شال         ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ومنه الأشعة   ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً. ⃗ 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 4𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ ,𝐵ومنه النقاط   ⃗  𝐸, 𝐶  تقع على استقامة 

 (𝐴𝐵𝐶)تقع في المستوي   𝐸واحدة. وبالتالي النقطة 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ ,𝐴ومنه النقاط   ⃗  𝐹, 𝐸  تقع على استقامة 

 (𝐴𝐵𝐶)أي   (𝐴𝐵𝐸)تقع في المستوي   𝐸واحدة. وبالتالي النقطة 

,𝐴ومنه النقاط  𝐵, 𝐶, 𝐸, 𝐹  .تقع في مستوٍ واحد 

 العمودي على المستوي  [𝐹𝐺]تقع على الحرف  𝐽بما أن النقطة   

 (𝐴𝐵𝐼),  فإن النقطة𝐽   لاتنتمي إلى المستوي(𝐴𝐵𝐼). 

 وبالتالي  (𝐴𝐵𝐼)لاتنتمي إلى المستوي   𝐽وجدنا أن النقطة 

,𝐵النقاط   𝐼, 𝐴, 𝐽 مستوٍ واحد. لا تقع في  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الأشعة وبالتالي   ⃗, 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  .لا تقع في مستوٍ واحد 
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𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗إن الأشعة   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗و   ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و  ⃗  تنتمي   𝑀مرتبطة خطياً، وبالتالي النقطة   ⃗ 

 (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي 

 
𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗باستخدام علاقة شال على الشعاع   نجد ⃗ 

𝑀𝑁 = 𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

=
1

3
𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
(𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

3
(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

 
  𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
(𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

= 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أن  −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  وبالتالي  ⃗ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

2

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 ومنه الأشعة مرتبطة خطياً.

 (𝐴𝐸𝐵)متوسط في المثلث   𝐸𝐼نلاحظ من الشكل أن  

 ولدينا  

3𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
2

3
𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  

2تقسم هذا المتوسط بنسبة  𝑀أي أن النقطة  ∶  وبالتالي  1

 𝑀 هي نقطة تلاقي المتوسطات في المثلث(𝐴𝐸𝐵). 

 . (𝐴𝐸𝐵)مركز ثقل المثلث  𝑀ومنه 

 

 ومنه:  (𝐴𝐸𝐵)متوسط في المثلث  𝐵𝐿إن 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐿𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
(𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

=
1

3
(𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

1

3
𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 لتالي:وبا

, 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗الأشعة   𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ , 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .ًمرتبطة خطيا 

 ويمكن كتابة العلاقة السابقة بالشكل 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 0. 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗  
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, 𝚤بفرض       𝚥 , 𝑘⃗    ثلاثة أشعة غير مرتبطة خطياً و𝑂 نقطة من الفراغ 

:0)عندئذٍ ندعو   𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ ) .معلماً في الفراغ 

:0)أي نقطة من الفراغ المنسوب إلى المعلم        𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ ) تملك ثلاثية 

 (𝑥, 𝑦, 𝑧) وحيدة تحقق𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥𝚤 + 𝑦𝚥 + 𝑧𝑘⃗  

,𝑥)ونسمي الثلاثية  𝑦, 𝑧)   إحداثيات النقطة𝑀. 

:0)المعلم   نقول عن      𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ )  :أنه متجانس إذا كان 

, 𝚤)الأشعة   - 𝚥 , 𝑘⃗ ) .متعامدة مثنى مثنى 

- ∥ 𝚤 ∥=∥ 𝚥 ∥=∥ 𝑘⃗ ∥= 1. 

               

 
 
 

𝐴:𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ليكن المعلم   ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  إحداثيات رؤوسهعندئذٍ تكون  ⃗ 

 .1ا كان طول حرف المكعب يساوي وذلك إذ

{

𝐴(0,0,0)    𝐵(1,0,0)
𝐶(1,1,0)    𝐷(0,1,0)
𝐸(0,0,1)    𝐻(0,1,1)
𝐹(1,0,1)    𝐺(1,1,1)

 

:ቀ𝐴ليكن المعلم 
1

𝑎
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

𝑎
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

𝑎
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ቁ  عندئذٍ تكون إحداثيات

 .1وذلك إذا كان طول حرف المكعب يساوي  رؤوسه

{

𝐴(0,0,0)    𝐵(𝑎, 0,0)
𝐶(𝑎, 𝑎, 0)    𝐷(0, 𝑎, 0)
𝐸(0,0, 𝑎)    𝐻(0, 𝑎, 𝑎)
𝐹(𝑎, 0, 𝑎)    𝐺(𝑎, 𝑎, 𝑎)

 

 في حال كان الشكل متوازي مستطيلات

:𝐴)وأخذنا المعلم   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  تبقى الإحداثيات كما هي.  (⃗ 

 
 

     

{

𝐴(0,0,0)    𝐵(2,0,0)
𝐶(2,2,0)    𝐷(0,2,0)
𝐸(0,0,2)    𝐻(0,2,2)
𝐹(2,0,2)    𝐺(2,2,2)

 

 

{

𝐷(0,0,0)    𝐴(2,0,0)
𝐶(0,2,0)    𝐻(0,0,2)
𝐵(2,2,0)    𝐸(2,0,2)
𝐺(0,2,2)    𝐹(2,2,2)

 

 

{

𝐵(0,0,0)    𝐴(2,0,0)
𝐶(0,2,0)    𝐹(0,0,2)
𝐷(2,2,0)    𝐸(2,0,2)
𝐺(0,2,2)    𝐻(2,2,2)

 

{

𝐶(0,0,0)    𝐵(2,0,0)
𝐷(0,2,0)    𝐺(0,0,2)
𝐴(2,2,0)    𝐹(2,0,2)
𝐻(0,2,2)    𝐸(2,2,2)
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:0)في معلم من الفراغ   𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ )  ليكن لدينا الشعاعان𝑢⃗ (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 

 𝑣 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   والنقاط𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵), 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 

 𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶):ٍعندئذ 
      𝑘𝑢⃗ (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧); ∀𝑘 ∈ 𝑅 

      𝑢⃗ + 𝑣 = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2, 𝑧1 + 𝑧2) 

      𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)  مركبات  شعاع 

 𝐼وليكن  [𝐴𝐵]منتصف القطعة المستقيمة 

      𝐼 ቀ
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
,
𝑧𝐴+𝑧𝐵

2
ቁ 

 𝐺وليكن  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث 

      𝐺 ቀ
𝑥𝐴+𝑥𝐵+𝑥𝐶

3
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵+𝑦𝐶

3
,
𝑧𝐴+𝑧𝐵+𝑧𝐶

3
ቁ 

      𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐴𝐵𝐶𝐷 ي اضلاعزمتوا  

     

,𝐷(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧)  حتى يكون𝐴𝐵𝐶𝐷  متوازي أضلاع يجب أن يكون 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

[
4 − 𝑥
−1 − 𝑦
2 − 𝑧

] = [
−2
1
6
] ⇒ {

4 − 𝑥 = −2 ⇒ 𝑥 = 6
−1 − 𝑦 = 1 ⇒ 𝑦 = −2
2 − 𝑧 = 6 ⇒ 𝑧 = −4

                                𝐷(6, −2,−4)

 

 𝐴𝐶هو منتصف قطره   𝐼مركز متوازي الأضلاع  

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐶
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐶
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

)

𝐼 (
1 + 4

2
,
2 − 1

2
,
−3 + 2

2
) ⇒ 𝐼 (

5

2
,
1

2
,−
1

2
)

 

 

 [𝐴𝐵]منتصف   𝐼لتكن 

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

)             

𝐼 (
3 + 2

2
,
5 − 1

2
,
2 + 3

2
) ⇒ 𝐼 (

5

2
, 2,
5

2
)

 

 [𝐶𝐷]منتصف   𝐽لتكن 

𝐽 (
0 − 2

2
,
−2 + 5

2
,
2 + 1

2
) ⇒ 𝐽 (−1,

3

2
,
3

2
) 

 [𝐸𝐹]منتصف   𝑁لتكن 

𝑁(
3 + 8

2
,
9 + 13

2
,
2 + 3

2
) ⇒ 𝑁 (

11

2
, 11,

5

2
) 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−6,1)

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,7, −1)

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(5,4,1)

 

𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗متوازي أضلاع يجب أن يكون  𝐴𝐵𝐶𝐾حتى يكون   ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝑘(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧) 

[
−𝑥

−2 − 𝑦
𝑧 − 𝑧

] = [
−1
−6
1
] ⇒ {

−𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = 1
−2 − 𝑦 = −6 ⇒ 𝑦 = 4
2 − 𝑧 = 1 ⇒ 𝑧 = 1

 

𝐾(1,4,1) 
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                           𝑢⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3(
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1
) + 2(

−2
7
−1
) = (
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3
) + (

−4
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) = (

−7
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1
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𝑣 = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

2(
−1
−6
1
) −

1

2
(
−2
7
−1
) + 3(

5
4
1
) =

(

 
 

14

−
7

2
11

2 )

 
  

 𝐷 نقطة تجعل الرباعي𝐴𝐵𝐶𝐷  متوازي أضلاع 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

[
−1
2
0
] = [

−3 − 𝑥
2 − 𝑦
−𝑧

] ⇒ {
𝑥 = −2
𝑦 = 0
𝑧 = 0

⇒ 𝐷(−2,0,0)
 

 𝐹 نقطة تجعل الرباعي𝐴𝐵𝐹𝐸  متوازي أضلاع 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

[
1
−2
4
] = [

𝑥 − 1
𝑦 − 3
𝑧 + 1

] ⇒ {
𝑥 = 2
𝑦 = 1
𝑧 = 3

⇒ 𝐹(2,1,3)
 

 من الشكل نجد أن 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗

[
1
−2
4
] = [

𝑥 + 3
𝑦 − 2
𝑧
] ⇒ {

𝑥 = −2
𝑦 = 0
𝑧 = 4

⇒ 𝐺(−2,0,4)
 

 من الشكل نجد أن 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

[
−4
−1
1
] = [

𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 3

] ⇒ {
𝑥 = −1
𝑦 = −2
𝑧 = 4

⇒ 𝐻(−1,−2,4)
 

 

𝐼 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

) = (
1

2
,
3

2
,
1

2
) 

 

,𝐷(𝑥النقطة  𝑦, 𝑧)  نظيرة𝐼   بالنسبة إلى𝐶  أي أن النقطة𝐶   منتصف[𝐼𝐷] 

(1,2,−2) = (
𝑥𝐷 + 𝑥𝐼
2

,
𝑦𝐷 + 𝑦𝐼
2

,
𝑧𝐷 + 𝑧𝐼
2

)

1
2
+ 𝑥𝐷

2
= 1 ⇒ 2 =

1

2
+ 𝑥𝐷 ⇒ 𝑥𝐷 =

3

2
3

2
+ 𝑦𝐷 = 2 ⇒

3

2
+ 𝑦𝐷 = 4 ⇒ 𝑦𝐷 =

5

2

2 ⇒
1

2
+ 𝑧𝐷 = −4 ⇒ 𝑧𝐷 =

−9

2

 

𝐷وبالتالي   ቀ
3

2
,
5

2
,
−9

2
ቁ 

,𝑀(𝑥 نفرض  𝑦, 𝑧) 
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

[
𝑥 + 2
𝑦 − 3
𝑧 − 2

] = [
−5
3
3

] + 3 [
−2
2
−1
] = [

−5
3
3

] + [
−6
6
−3
] = [

11
9
0
]

⇒ {
𝑥 = −13
𝑦 = 12    
𝑧 = 2      

⇒ 𝑀(−13,12,2)

 

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

[
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

] = 2 [
3
−4
2
] = [

6
−8
4
] ⇒ {

𝑥 = −4
𝑦 = 11
𝑧 = −6

𝑁(−4,11,−6)
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[
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

] = 2 [
3
−4
2
] = [

6
−8
4
] ⇒ {

𝑥 = −4
𝑦 = 11
𝑧 = −6

 

 𝑀(−4,11,−6)وبالتالي  

[
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

] = [
5 − 𝑥
−1 − 𝑦
−𝑧

] 

⇒

{
 
 

 
 2 − 𝑥 = 5 − 𝑥 ⇒ 2 = مرفوض         5

3 − 𝑦 = −1 − 𝑦 ⇒ 3 = مرفوض  1−

−2− 𝑧 = −𝑧 ⇒ −2 = مرفوض        0

 

 المحققة للمساواة. 𝑀تعيين النقطة  نالي لا يمكوبالت

3 [
−3
4
−2
] + [

5 − 𝑥
−1 − 𝑦
−𝑧

] = [
0
0
0
] ⇒ [

−9
12
−6
] + [

5 − 𝑥
−1 − 9
−𝑧

] = [
0
0
0
] 

⇒ [
−4 − 𝑥
11 − 𝑦
−6 − 𝑧

] = [
0
0
0
] ⇒ {

𝑥 = −4
𝑦 = 11
𝑧 = −6

⇒ 𝑀(−4,11,−6) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 المحققة للمساواة. 𝑀تعيين النقطة  نتناقض وبالتالي لا يمك

 لكي تقع النقاط على استقامة واحدة يجب أن يكون الشعاعان  

 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطان خطياً.  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎 − 2, 𝑏 − 3,2), 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,1) 
 وبالتالي مركباتهما متناسبة

𝑎 − 2

1
=
𝑏 − 3

−1
=
2

1
{

𝑎 − 2

1
= 2

𝑏 − 3

−1
= 2

}
𝑎 = 4
𝑏 = 1

 

لكي يكون الشعاعان مرتبطان خطياً يحب أن تكون مركباتهما  

 متناسبة

2

1
=
𝑎

−2
=
5

𝑎
⇒ 𝑎2 =  مستحيلة    10−

 .𝑎تعيين  نوبالتالي لا يمك

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,3,2)  ,   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −2,−7)
−3

2
≠
3

−2
≠
2

−7

 

 المركبات غير متناسبة فالنقاط ليست على استقامة واحدة.

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,2)  ,   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1,2)
2

2
=
−1

−1
=
2

2
= 1

 

 المركبات متناسبة فالنقاط تقع على استقامة واحدة.

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,4)   ,   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0, −7)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
4

7
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

 شعاع نتج عن الآخر بضربه بعدد حقيقي وبالتالي 

 . دةالنقاط تقع على استقامة واح
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;0)في معلم متجانس      𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ )   ليكن لدينا النقطتين 
𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵)         𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 

 [𝐴𝐵]طول القطعة المستقيمة أو  𝐴 و 𝐵بين البعد عطى قانون عندئذٍ يُ
𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)

2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)
2 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)

2  
;0)في معلم متجانس      𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ )   ليكن لدينا الشعاع𝑢⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

 بالعلاقة   𝑢⃗عندئذٍ يعطى نظيم الشعاع 

∥ 𝑢⃗ ∥= √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  
     

𝑢⃗ = 3𝚤 − 2𝚥 + 𝑘⃗  
∥ 𝑢⃗ ∥= √32 + (−2)2 + 12 = √14 

𝐴𝐵 = √(2 − 4)2 + (3 + 1)2 + (−2 − 3)2 = √45 
     

𝐴𝐵 = √(−2 − 2)2 + (−1 − 3)2 + (2 − 2)2 = 4√2

𝐴𝐶 = √(−2 − 2)2 + (3 − 3)2 + (−2 − 2)2 = 4√2

𝐴𝐷 = √(
1

3
− 2)

2

+ (
2

3
− 3)

2

+ (
−1

3
− 2)

2

=
√123

3

𝐵𝐶 = √(−2 + 2)2 + (3 + 1)2 + (−2 − 2)2 = 4√2

𝐵𝐷 = √(
1

3
+ 2)

2

+ (
2

3
+ 1)

2

+ (
−1

3
− 2)

2

=
√123

3

𝐶𝐷 = √(
1

3
+ 2)

2

+ (
2

3
− 3)

2

+ (
−1

3
+ 2)

2

=
√123

3

 

 
 
 
 
 

 𝐴𝐵𝐶 مثلث متساوي الأضلاع لأن𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 4√2 

 𝐷𝐵𝐶 مثلث متساوي الساقين لأن𝐶𝐷 = 𝐷𝐵 =
√123

3
 

𝐴𝐵𝐷  مثلث متساوي الساقين لأن𝐴𝐷 = 𝐷𝐵 =
√123

3
 

𝐴𝐷𝐶  مثلث متساوي الساقين لأن𝐴𝐷 = 𝐷𝐶 =
√123

3
 

 
⃗⃗ ⇒∥ 𝑢⃗ ∥= √(2)2 + (−2)2 + (3)2 = √17

⃗⃗ ⇒∥ 𝑣 ∥= √(4)2 + (−4)2 + (−2)2 = 6

⃗⃗⃗  ⇒∥ 𝑤⃗⃗ ∥= √(4)2 + (1)2 + (−2)2 = √21

 

 
𝑢⃗ = 2𝚤 − 3𝚥 ⇒∥ 𝑢⃗ ∥= √4 + 9 + 0 = √13

   ⃗ ⇒∥ 𝑣 ∥= √1 + 0 + 25 = √26

⃗⃗ √  √   ⃗ ⇒∥ 𝑤⃗⃗ ∥= √2 + 3 + 1 = √6

 

𝐴𝐵 = √(3 − 1)2 + (6 − 3)2 + (−2 + 1)2 = √14

𝐴𝐶 = √(0 − 1)2 + (4 − 3)2 + (0 + 1)2 = √3

𝐵𝐶 = √(0 − 3)2 + (4 − 6)2 + (0 + 2)2 = √17

 

𝐵𝐶2حسب عكس مبرهنة فيثاغورث نجد   = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 

 فالمثلث قائم ولكن غير متساوي الساقين.

𝐴𝐵 = √(2 − 1)2 + (−1 − 3)2 + (0 + 2)2 = √21

𝐴𝐶 = √(6 − 1)2 + (−3 − 3)2 + (−1 + 2)2 = √62

𝐵𝐶 = √(6 − 2)2 + (−3 + 1)2 + (−1 − 0)2 = √21

 

𝐴𝐵المثلث متساوي الساقين لأن  = 𝐵𝐶. 
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 𝐶(−1,−1,−√2)بالنسبة إلى المبدأ فإن         𝐴نظيرة  𝐶بما أن  

𝐶𝐴 = √(1 + 1)2 + (1 + 1)2 + (2√2)2 = √16 = 4 

𝐶𝐵 = √(√2 + 1)2 + (−√2 + 1)2 + (0 + √2)2 

= √2 + 2√2 + 1 + 2 − 2√2 + 1 + 2 = √8 

𝐵𝐴 = √(1 − √2)2 + (1 + √2)2 + (√2 − 0)2 

= √1 − 2√2 + 2 + 1 + 2√2 + 2 + 2 = √8 

𝐶𝐵المثلث متساوي الساقين لأن  = 𝐵𝐴  وقائم في𝐵 حسب عكس 

 فيثاغورث لأن 

𝐶𝐵2 + 𝐵𝐴2 = 𝐶𝐴2  
 

           

 

 لنحسب مركبات الأشعة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 − 2,−2,1 − 1) = (−1,−2,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(5 − 2,5 − 0,0 − 1) = (3,5, −1)

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−3 − 2,−5 − 0,6 − 1) = (−5,−5,5)

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(3 − 2,1 − 0,2 − 1) = (1,1,1)

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن  ⃗ 

ቀمركباتهما غير متناسبة  
−1

3
≠
−2

5
ቁ 

,𝐷لكي تقع النقاط  𝐶, 𝐵, 𝐴  في مستوٍ واحد يجب أن يتحقق 

 بحيث تتحقق العلاقة  𝑎 و 𝑏يوجد عددان 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

[
−5
−5
5
] = 𝛼 [

−1
−2
0
] + 𝛽 [

3
5
−1
] 

[
−5
−5
5
] = [

𝛼
−2𝛼
0
] + [

3𝛽
5𝛽
−𝛽
] 

⇒ [
−5
−5
5
] = [

−𝛼 + 3𝛽
−2𝛼 + 5𝛽
−𝛽

] ⇒ {

−𝛼 + 3𝛽 = −5
−2𝛼 + 5𝛽 = −5

−𝛽 = 5
 

 بالحل المشترك نجد
 من المعادلة
⇒    𝛽 = −5

  نعوض  في المعادلة
⇒        𝛼 = −10 

 للتحقق  نعوض في المعادلة  

−(−10) + 3(−5) = −5 ⇒ −5 =  محققة 5−

𝐴𝐷⃗⃗فالأشعة مرتبطة خطياً   ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐷ومنه النقاط  𝐶, 𝐵, 𝐴 د. تقع في مستوٍ واح 

 يجب أن يتحقق  𝑃إلى المستوي  𝐸لكي تنتمي النقطة  

 بحيث يكون  𝑎 و 𝑏يوجد عددان حقيقيان 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

[
1
1
1
] = [

−𝛼 + 3𝛽
−2𝛼 + 5𝛽
−𝛽

] ⇒ {

−𝛼 + 3𝛽 = 1
−2𝛼 + 5𝛽 = 1

−𝛽 = 1
 

 بالحل المشترك نجد
  من المعادلة
⇒     𝛽 = −1

  نعوض  في المعادلة
⇒        𝛼 = −3 

 للتحقق  نعوض في المعادلة  

(−3) + 3(−1) = 1 ⇒ 0 ≠ .محققة    1  غ

  يلا تنتم 𝐸وبالتالي النقطة  

36ص   

 .𝑃 إلى المستوي
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 (𝐻𝐼)لإثبات أن المستقيم  

 (𝐸𝐺𝐽)يوازي المستوي  

, 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗يجب إثبات أن الأشعة  𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐻𝐼⃗⃗  تقع في مستوٍ واحد.  ⃗⃗

, 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗أي إثبات أن الأشعة  𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐻𝐼⃗⃗  مرتبطة خطياً.  ⃗⃗

;𝐴)لنأخذ المعلم  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  معلم في الفراغ وبالتالي  (⃗ 

,𝐺إحداثيات النقاط   𝐸, 𝐽, 𝐼, 𝐻  :هي 
𝐺(1,1,1)  ,   𝐸(0,0,1)    ,   𝐻(0,1,1) 

𝐼 (
1

4
, 1,0)      𝐽 (1,

3

4
, 0) 

,𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ቀ1نلاحظ أن الشعاعين  
3

4
, −1ቁ , 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  غير  (1,1,0)⃗ 

ቀ مركباتهما غير متناسبة مرتبطين خطياً لأن
1

1
≠

0

−1
ቁ . 

 

 يحققان  𝛼 و 𝛽لنثبت وجود عددين حقيقيين  

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  

[

1

4
0
−1

] = 𝛼 [
1
1
0
] + 𝛽 [

1
3

4
−1

] = [
𝛼
𝛼
0
] + [

𝛽
3

4
𝛽

−𝛽

] 

[

1

4
0
−1

] = [

𝛼 + 𝛽

𝛼 +
3

4
𝛽

−𝛽

] ⇒

{
 
 

 
 𝛼 + 𝛽 =

1

4
      

𝛼 +
3

4
𝛽 = 0   

−𝛽 = −1        

 

 نجد و  بالحل المشترك للمعادلتين 
  من المعادلة
⇒     𝛽 = 1

  نعوض  في المعادلة
⇒        𝛼 =

−3

4
 

 

 للتحقق  نعوض في المعادلة 
−3

4
+ 1 =

1

4
⇒
1

4
=
1

4
 

= 𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ومنه 
−3

4
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗   ًمرتبطة خطيا 

 .(𝐸𝐺𝐽)يوازي المستوي   (𝐻𝐼)ومنه المستقيم 

     

 ...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  

 ...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  

 ...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  

...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................     
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3𝐴𝐷⃗⃗لدينا    ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ تقع على استقامة  𝐴 و 𝐵 و 𝐷أي أن النقاط  ⃗ 

𝐴𝐵𝐶من المستقيم   𝐷واحدة، أي أن النقطة  ⊇ 𝐴𝐵 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 3𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗ تقع على استقامة واحدة،  𝐴 و 𝐸 و 𝐶أي أن النقاط   ⃗ 

𝐴𝐵𝐶من المستقيم   𝐸أي أن النقطة  ⊇ 𝐴𝐶 

,𝐸وبالتالي النقاط   𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 .تقع في مستوٍ واحد 
 [𝐶𝐷]منتصف   𝐼بما أن    

2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

2

3
(2𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

 تقع على استقامة واحدة. 𝐴 و 𝐼 و 𝐽وبالتالي النقاط  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ن من الشكل نجد أ

 𝐴𝐵𝐸𝐶 متوازي أضلاع لأن قطراه[𝐴𝐸], [𝐵𝐶] متناصفان 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗وبالتالي     ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐷𝐹𝐶  متوازي أضلاع لأن قطراه[𝐴𝐹], [𝐷𝐶] متناصفان 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗وبالتالي    ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗
} ⇒ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,[𝐹𝐵]متوازي أضلاع وبالتالي قطراه  𝐷𝐵𝐸𝐹ومنه الرباعي   [𝐷𝐸] 

 لهما المنتصف نفسه. يمتناصفان، أ

 𝐴𝐵𝐺𝐷 متوازي أضلاع لأن قطراه[𝐴𝐺], [𝐵𝐷] متناصفان 

𝐴𝐷⃗⃗وبالتالي   ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ولكن  ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  متوازي أضلاع ومنه  𝐴𝐷𝐹𝐶لأن   ⃗ 

𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  
,[𝐶𝐺]متوازي أضلاع ومنه قطراه  𝐶𝐹𝐺𝐵وبالتالي   ∣ 𝐵𝐹] متناصفان. 

,(𝐶𝐺)وبالتالي   (𝐷𝐸), (𝐵𝐹)  تتلاقى في نقطة واحدة ولتكن𝐼 . 

41 ص  41 ص      
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𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 

 
 من الطلب السابق لدينا 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

0⃗⃗ 

+ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 بما أن  

 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأنهما حرفان من رباعي الوجوه ⃗ 

𝐷𝐺⃗⃗ولدينا   ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  وبالتالي  ⃗ 

𝐷𝐺⃗⃗الأشعة   ⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً  ⃗ 

,𝐺,𝐷فالنقاط  𝐶, 𝐵  .تقع في مستوٍ واحد 
 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0, −1)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1,−3)
) ⇒ (

0

−1
≠
−1

−3
) 

 الشعاعان غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة وبالتالي

,𝐶النقاط   𝐵, 𝐴 .ليست على استقامة واحدة 
 

 يجب أن تكون الأشعة  (𝐴𝐵𝐶)إلى المستوي  𝑀لكي تنتمي النقطة  

 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗مرتبطة خطياً، وبما أن    ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  غ مرتبطين خطياً ⃗ 

,𝛽يوجد عددين حقيقيين  يأ  𝛼 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗                       يحققان ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

[
𝑚 − 3
−1
2
] = 𝛼 [

−2
0
−1
] + 𝛽 [

2
−1
−2
] 

[
𝑚 − 3
−1
2
] = [

−2𝛼
0
−𝛼

] + [

2𝛽
−𝛽
−2𝛽

] 

[
𝑚 − 3
−1
2
] = [

−2𝛼 + 2𝛽
−𝛽

−𝛼 − 2𝛽
] ⇒ {

−2𝛼 + 2𝛽 = 𝑚 − 3

−𝛽 = −1   

−𝛼 − 2𝛽 = 2        
 

 نجد و  بالحل المشترك للمعادلتين 
  من المعادلة
⇒     𝛽 = 1

  نعوض  في المعادلة
⇒        𝛼 = −4 

 : نعوض في المعادلة 
−2(−4) + 2(1) = 𝑚 − 3 ⇒ 𝑚 = 13 
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,𝐷حتى تقع النقاط   𝐶, 𝐵, 𝐴 في مستوٍ واحد يجب أن يوجد عددين 

,𝛽حقيقيين  𝛼  يحققان                𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

[
𝑥 − 3
𝑦 − 2
2
] = [

−2𝛼 + 2𝛽
−𝛽

−𝛼 − 2𝛽
] 

⇒ {

𝑥 − 3 = −2𝛼 + 2𝛽     
𝑦 − 2 = −𝛽                  

−𝛼 − 2𝛽 = 2               
 

 نجد و  بالحل المشترك للمعادلتين 
  من المعادلة
⇒     𝛽 = 2 − 𝑦 

  نعوض  في المعادلة
⇒        −𝛼 − 2(2 − 𝑦) = 2 ⇒ 𝛼 = 2𝑦 − 6 

 : نعوض في المعادلة 
𝑥 − 3 = −2(2𝑦 − 6) + 2(2 − 𝑦)
𝑥 − 3 = −4𝑦 + 12 + 4 − 2𝑦
𝑥 + 6𝑦 − 19 = 0

 

 

 ا محققة. ط في المعادلة نجد أنهبتعويض النقا

,𝐶وبالتالي النقاط   𝐵, 𝐴   تنتمي إلى المجموعةℰ 

 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,−1,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−5,−1,1)
) ⇒ (

−2

−5
≠
−1

−1
) 

 الشعاعان غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة وبالتالي

,𝐶النقاط   𝐵, 𝐴 فهي تحدد مستوياً  ليست على استقامة واحدة𝒫. 
 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) {
𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥 − 5, 𝑦, 𝑧)

𝑥 − 5 = 2𝑦 − 3𝑧
}𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1,0) ⇒ 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(2𝑦, 𝑦, 0)

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,0,1) ⇒ 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3𝑧, 0, 𝑧)
 

𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
,𝐵نستنتج أن النقاط   𝐶,𝑀, 𝐴 .تقع في مستوٍ واحد 

 

,𝑀(𝑥نفرض   𝑦, 𝑧)  تنتمي إلى المستوي𝒫   وبالتالي 

,𝛼يوجد عددين حقيقيين   𝛽 يحققان 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

[
𝑥 − 7
𝑦 − 1
𝑧
] = 𝛼 [

−2
−1
0
] + 𝛽 [

−5
−1
1
]

[
𝑥 − 7
𝑦 − 1
𝑧
] = [

−2𝛼
−𝛼
0
] + [

−5𝛽
−𝛽
𝛽
]

 

[
𝑥 − 7
𝑦 − 1
𝑧
] = [

−2𝛼 − 5𝛽
−𝛼 − 𝛽
𝛽

] 

⇒ {

𝑥 − 7 = −2𝛼 − 5𝛽          
𝑦 − 1 = −𝛼 − 𝛽              

        𝑧 = 𝛽                         
 

 فنجد  في  نعوض 
𝑦 − 1 = −𝛼 − 𝑧 ⇒ 𝛼 = 1 − 𝑦 − 𝑧 

 نعوض في 
𝑥 − 7 = −2(1 − 𝑦 − 𝑧) − 5𝑧 
⇒ 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

 𝒫إلى المستوي  𝑀وبالتالي تنتمي النقطة 

 .𝒫هي نفسها   ℰومجموعة النقاط 

41 ص    
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,𝐶(𝑥تقع على محور الفواصل فإن احداثياتها   𝐶بما أن النقطة   0,0) 
𝐴𝐶 = 𝐵𝐶
𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2

(𝑥 − 2)2 + 1 + 9 = 𝑥2 + 25 + 1

𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 𝑥2 − 16 = 0
−4𝑥 − 12 = 0 ⇒ 𝑥 = −3

 

 𝐶(−3,0,0)وبالتالي النقطة  

 𝐴𝐵𝐶نحسب اطوال اضلاع المثلث  

𝐴𝐵 = √16 + 16 + 0 = 4√2

𝐶𝐵 = √0 + 16 + (𝛼 + 3)2 = √16 + (𝛼 + 3)2

𝐶𝐴 = √16 + 0 + (𝛼 + 3)2 = √16 + (𝛼 + 3)2

 

𝐶𝐵ومنه نجد  = 𝐶𝐴   فالمثلث𝐴𝐵𝐶  متساوي الساقين أياً كان𝛼 

 متساوي الأضلاع يجب أن يكون  𝐴𝐵𝐶حتى يكون المثلث  

𝐶𝐴 = 𝐴𝐵 
√16 + (𝛼 + 3)2 = 4√2 
16 + (𝛼 + 3)2 = 32 

(𝛼 + 3)2 = 16{
𝛼 اما + 3 = 4 ⇒ 𝛼 = 1

𝛼 او  + 3 = −4 ⇒ 𝛼 = −7
 

 
 

 

 
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−2,4, −2)

𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,4,4)
⇒ {(

−2

−2
=
4

4
≠
−2

4
) 

 المركبات غير متناسبة فالشعاعين غير مرتبطين خطياً.

 (𝐴𝐵)لا تقع على المستقيم  𝑀النقطة   وبالتالي
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فالشعاعان  𝐴𝐵نقطة من المستقيم   𝐾بما أن    ⃗, 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطان خطياً أي  ⃗ 

𝐴𝑘⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑡 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗         ; 𝑡 ∈ 𝑅
(𝑥 − 2, 𝑦 − 3, 𝑧) = 𝑡 ⋅ (0,0,6)

 

[
𝑥 − 2
𝑦 − 3
𝑧
] = [

0
0
6𝑡
] ⇒

𝑥 = 2
𝑦 = 3
𝑧 = 6𝑡

 

 
𝑀𝑘2 = (2 − 4)2 + (3 + 1)2 + (𝑧 − 2)2

= 20 + (𝑧 − 2)2
 

 

𝑧عندما   نأصغر ما يمك 𝑀𝐾يكون   = 2 

𝑀𝑘2 = 20

𝑀𝑘 = √20 = 2√5
 

 
 

42 ص    42 ص    

42 ص    

16



 

 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

0937375251  

             

العبارات المختلفة للجداء السلمي

 هو العدد الحقيقي  𝑣و    𝑢⃗الجداء السلمي الشعاعين  

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 =
1

2
(∥ 𝑢⃗ + 𝑣 ∥2 −∥ 𝑢⃗ ∥2 −∥ 𝑣 ∥2) 

 غير معدومين كان    𝑣و   𝑢⃗إذا كان الشعاعين  
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 =∥ 𝑢⃗ ∥⋅∥ 𝑣 ∥ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 في معلم متجانس هي   𝑣و   𝑢⃗إذا كانت مركبات الشعاعين  

 (𝑥′, 𝑦 ,𝑥) و (′ 𝑦)  بالترتيب كان 
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ 

التعامد والمسافة

 أنهما متعامدين إذا كان جداؤهما السلمي معدوم  𝑣و   𝑢⃗نقول عن الشعاعين  
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 0 

 وهذا يكافئ 
𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ = 0 

خواص الجداء السلمي
 (𝑢⃗ + 𝑣 ) ⋅ 𝑤⃗⃗ = 𝑢⃗ ⋅ 𝑤⃗⃗ + 𝑣 ⋅ 𝑤⃗⃗  
 𝑢⃗ ⋅ (𝑣 + 𝑤⃗⃗ ) = 𝑢⃗ ⋅ 𝑣 + 𝑢⃗ ⋅ 𝑤⃗⃗  
 𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 𝑣 ⋅ 𝑢⃗  

استخدامات الجداء السلمي

  علاقة كاشي في المثلث:      

cos 𝜃 =
𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
  

 مبرهنة المتوسط:      

𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑚2 +
𝑎2

2
  

 في متوازي الأضلاع:      

مجموع مربعات أطوال أضلاع متوازي الأضلاع يُساوي مجموع مربعي طولا 

 قطريه. 

 إيجاد الزاوية بين شعاعين:      

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 

∥ 𝑢⃗ ∥∥ 𝑣 ∥
 

 

   نسمي الشعاع𝑛⃗ (𝑎, 𝑏)  الشعاع الناظم على𝑑   وهو كل شعاع ،

 . 𝑑عمودي على المستقيم 

   نسمي الشعاع𝑢⃗ (−𝑏, 𝑎)   الشعاع الموجه ل𝑑  وهو كل شعاع ، 

 .𝑑موازي أو منطبق على المستقيم 

                    

 ليكن لدينا المستقيمين

𝑑′ ∶ 𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′ = 0   ,   𝑑 ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

𝑑 و 𝑑′   متوازيان ⇒ {𝑛⃗ = 𝑛⃗ 
′

𝑢⃗ = 𝑢⃗ ′
 

𝑑 و 𝑑′   متعامدان ⇒ {𝑢⃗ = 𝑛⃗ 
′

𝑛⃗ = 𝑢⃗ ′
 

بعد نُقطة عن مستقيم

,𝐴(𝛼في معلم متجانس، بُعد النقطة   𝛽)   عن المستقيم𝑑 الذي معادلته 

 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  يساوي 0

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑑) =
|𝑎𝛼 + 𝑏𝛽 + 𝑐|

√𝑎2 + 𝑏2
 

محور قطعة مستقيمة

 محور القطعة المستقيمة هو المستقيم العمود على القطعة في منتصفها.

 وهو مجموعة نقاط المستوي المتساوية البعد عن طرفي القطعة المستقيمة. 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

عند تفكيري بك أغفو عن العالم لفترة 
    وأبتسم لرؤيتك في مخيلتي  
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𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (2) (
1

2
) + (−3)(5) = −14

𝑣 ⋅ 𝑤⃗⃗ = (
1

2
) (
1

3
) + (5)(−2) =

−59

6

𝑤⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = (
1

3
) (2) + (−2)(−3) =

20

3

 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (2) (−
1

2
) + (−1)(3) = −4

𝑣 ⋅ 𝑤⃗⃗ = (−
1

2
) (5) + (3)(2) =

7

2
𝑤⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = (5)(2) + (2)(−1) = 8

 

 معادلة المستقيم المطلوب من الشكل: 

Δ ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 
𝑑 ⊥ Δ ⇔ 𝑛𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢Δ⃗⃗ ⃗⃗   
𝑛𝑑⃗⃗ ⃗⃗  (𝑎, 𝑏) = 𝑢Δ⃗⃗ ⃗⃗  (2,5) 

𝑎بالمطابقة نجد               = 𝑏   و   5 = −2 

Δ ∶ 5𝑥 − 2𝑦 + 𝑐 = 0 
𝐴(5,3) ∈ Δ ⇒ 5(5) − 2(3) + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −19 

 وبالتالي معادلة المستقيم 

Δ ∶ 5𝑥 − 2𝑦 − 19 = 0 
 

 

 معادلة المستقيم المطلوب من الشكل: 

Δ ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 
𝑑 ⊥ Δ ⇔ 𝑛𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢Δ⃗⃗ ⃗⃗   
𝑛𝑑⃗⃗ ⃗⃗  (𝑎, 𝑏) = 𝑢Δ⃗⃗ ⃗⃗  (1,−3) 

𝑎بالمطابقة نجد               = 𝑏   و   3− = −1 

Δ ∶ −3𝑥 − 𝑦 + 𝑐 = 0 
𝐴(−1,2) ∈ Δ ⇒ −3(−1) − (2) + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −1 

 وبالتالي معادلة المستقيم 

Δ ∶ −3𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

𝐿2 = 𝐴𝐵
2 − 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐷𝐴2  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐶𝐷2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗2  
= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⋅ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗
 

= (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗[𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗]

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗[𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − (𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗)]

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗[𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ] = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗[𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ]

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐿1

 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑑) =
|𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐|

√𝑎2 + 𝑏2
 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑑) =
|2(−2) + 4 − 5|

√4 + 1
=
5

√5
= √5 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑑) =
|√2(−√2) − 3(2) − 1|

√2 + 9
=

9

√11
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0937375251  

             

العبارات المختلفة للجداء السلمي

 هو العدد الحقيقي  𝑣و    𝑢⃗الجداء السلمي الشعاعين  

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 =
1

2
(∥ 𝑢⃗ + 𝑣 ∥2 −∥ 𝑢⃗ ∥2 −∥ 𝑣 ∥2) 

 غير معدومين كان    𝑣و   𝑢⃗إذا كان الشعاعين  
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 =∥ 𝑢⃗ ∥⋅∥ 𝑣 ∥ cos 𝜃 

 في معلم متجانس هي   𝑣و   𝑢⃗إذا كانت مركبات الشعاعين  

 𝑣 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′), 𝑢⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧)  بالترتيب كان 
𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ + 𝑧𝑧′ 

 𝐶للنقطة  𝑝هي المسقط القائم في المستوي  𝐻إذا كانت  

 فإن:  (𝐴𝐵)على المستقيم 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗    
 

     

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅ cos (𝐶𝐴̂𝐵)

= (𝑎)(𝑎)cos 60 = 𝑎2 (
1

2
) =

𝑎2

2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅∥ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∥⋅ cos (𝐷𝐴̂𝐵)

= (𝑎)(𝑎)cos 60 = 𝑎2 (
1

2
) =

𝑎2

2

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

=
𝑎2

2
−
𝑎2

2
= 0

 

 

     

 
 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸2 = 𝑎2 
 𝐴𝐸على المستقيم  𝐹هي المسقط القائم للنقطة  𝐸حيث أن 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸2 = 𝑎2 
 𝐴𝐸على المستقيم  𝐵هي المسقط القائم للنقطة  𝐴حيث أن 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸2 = 𝑎2 
 (𝐴𝐷𝐻𝐸)على المستوي   𝐺هي المسقط القائم للنقطة  𝐻حيث 

 (𝐴𝐸)على المستقيم  𝐻هي المسقط القائم للنقطة  𝐸و 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    

قطرا  المربع  متعامدان

= 0 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (1 + √2) ⋅ (1 − √2) + (√3) ⋅ (0) + (0) ⋅ (−1)
= 1 − 2 = −1

𝑣 ⋅ 𝑤⃗⃗ = (1 − √2) ⋅ (0) + (0) ⋅ (1) + (−1) ⋅ (1) = −1

𝑤⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = (0)(1 + √2) + (−√3)(√3) + (1)(0) = −3

 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣  = (
2

3
) ⋅ (

1

2
) + (−

1

6
) ⋅ (−2) + (

1

2
) ⋅ (

2

3
) = 1

𝑣 ⋅ 𝑤⃗⃗ = (
1

2
) (1) + (−2)(0) + (

2

3
) =

7

6

𝑤⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = (1) (
2

3
) + (0) (−

1

6
) + (1) (

1

2
) =

7

6
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= 𝑢⃗ 2 + 𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 25 − 4 = 21 

= 𝑣 ⋅ 𝑢⃗ − 𝑣 2 = −4 − 9 = −13 

= 2𝑢⃗ ⋅ 𝑣 − 6𝑢⃗ 2 = 2(−4) − 6(25) = −158 

= 𝑢⃗ 2 − 2𝑢⃗ ⋅ 𝑣 − 3𝑣 2 = 25 − 2(−4) − 3(9) = 6 

 بما أن أطوال أحرف الهرم وأطوال قاعدته متساوية

 فكل وجه جانبي فيه مثلث   𝑎وطولها يساوي 

 (∘60)متساوي الأضلاع وقياس كل زاوية من الأوجه الجانبية 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =∥ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅∥ 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅ cos (𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= (𝑎) ⋅ (𝑎)cos (60∘) = (𝑎2) (
1

2
) =

𝑎2

2

 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ =∥ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅∥ 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ∥ cos (𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ) 
   )حسب فيثاغورث(  2𝑎√قطر المربع فطوله يساوي   [𝐴𝐶]بما أن  

 𝑆قائم في  𝑆𝐴𝐶وحسب عكس فيثاغورث المثلث 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑎) ⋅ (𝑎)cos ቀ
𝜋

2
ቁ = 0 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= −∥ 𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ cos (𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= −(𝑎) ⋅ (𝑎√2)cos ቀ
𝜋

4
ቁ

= −𝑎2√2(
√2

2
) = −𝑎2

 

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =∥ 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ∥⋅∥ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅ cos ቀ
𝜋

2
ቁ = 0

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =∥ 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ∥⋅∥ 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅ cos ቀ
𝜋

2
ቁ = 0

𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ =∥ 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ∥⋅∥ 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ ∥⋅ cos ቀ
𝜋

2
ቁ = 0

 

𝐸𝑙⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ = −𝐸𝐼2 = −
𝑎2

4
 

𝐽𝐻⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = (𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ⋅ (𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗)

= 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    

متعامدان 

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ ⏟    

متعامدان 

+ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ + 0 + 0 + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= −𝐽𝐺2 + 𝐺𝐻2 = −
𝑎2

4
+ 𝑎2 =

3𝑎2

4

 

 

        

        

  يتعامد شعاعان𝑣  و 𝑢⃗   إذا كان𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 0 

  في معلم متجانس إذا كان𝑣 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′), 𝑢⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧)  :فإن 

⇔ 𝑣 و  𝑢⃗  متعامدين 𝑥 ⋅ 𝑥′ + 𝑦 ⋅ 𝑦′ + 𝑧 ⋅ 𝑧′ = 0 

        

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نقول عن الشعاع غير الصفري    أنه شعاع ناظم  ⃗ 

  (𝐴𝐵)إذا كان المستقيم  𝒫على المستوي  

 𝒫عمودي على المستوي  
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 𝒫أنه عمودي على مستوٍ  𝑑ل عن مستقيم قون

 إذا كان عمودياً على مستقيمين متقاطعين فيه. 

𝑑 ⊥ 𝒫 ⇐ {
, 𝑢⃗  غير  مرتبطين خطياً 𝑣  الشعاعين

𝑑 ⊥ 𝑣 
𝑑 ⊥ 𝑢⃗ 

 

        

 نقول عن مستقيمين أنهما متعامدين إذا كان شعاع توجيه المستقيم الأول

 عمودي على شعاع توجيه المستقيم الثاني. 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (
5

4
) (−

2

5
) + (−

3

2
) (2) + (

1

2
) (3)

= −
1

2
− 3 +

3

2
= −2 ≠ 0

 

 فالشعاعان غير متعامدان. 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (√2)(−√2) + (1 + √2)(1) + (1 − √2)(1) 
= −2 + 1 + √2 + 1 − √2 = 0 

 فالشعاعان متعامدان. 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (2) (−
2

5
) + (−

1

2
) (3) + (5)(𝛼)

= −
4

5
−
3

2
+ 5𝛼 = −

23

10
+ 5𝛼

 

 متعامدان يجب أن يتحقق لكي يكون الشعاعان 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 0 ⇒ −
23

10
+ 5𝛼 = 0 ⇒ 𝛼 =

23

50
 

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = (√3)(𝛼) + (
1

3
) (2𝛼) + (2) (

1

2
)

= √3𝛼 +
2

3
𝛼 + 1 = (√3 +

2

3
)𝛼 + 1

 

 ب أن يتحقق لكي يكون الشعاعان متعامدان يج

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 = 0 ⇒ (√3 +
2

3
)𝛼 + 1 = 0 ⇒ 𝛼 =

−1

√3 +
2
3

 

 𝑢⃗ (−4,1,−3)          ,𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,7,5) 

𝑢⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4)(−2) + (1)(7) + (−3)(5) 
= 8 + 7 − 15 = 0 

 متعامدان. (𝐴𝐵)و  𝑑وبالتالي  

𝑢⃗ ⋅ 𝑣 =
1

2
[∥ 𝑢⃗ + 𝑣 ∥2 −∥ 𝑢⃗ ∥2 −∥ 𝑣 ∥2]

=
1

2
[(10)2 − (6)2 − (8)2]

=
1

2
[100 − 36 − 64] = 0

 

 متعامدان.    𝑢⃗ و  𝑣وبالتالي  

− 𝑢⃗)بما أن   𝑣 ) و (𝑢⃗ + 𝑣 )  :متعامدان فإن 

(𝑢⃗ + 𝑣 )(𝑢⃗ − 𝑣 ) = 0 ⇒ 𝑢⃗ 2 − 𝑣 2 = 0 
⇒ 𝑢⃗ 2 = 𝑣 2 ⇒∥ 𝑢⃗ ∥2=∥ 𝑣 ∥2⇒∥ 𝑢⃗ ∥=∥ 𝑣 ∥ 
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, 𝑢⃗)                                  غير متعامدان 𝑣 ):−4 − 25 = −29 ≠ 0 

, 𝑢⃗)                                                                       متعامدان 𝑤⃗⃗ ): −1 + 1 = 0 

, 𝑢⃗)                                                                                متعامدان 𝑡 ): 1 − 1 = 0 

, 𝑢⃗)                                                  غير متعامدان 𝑠 ): 4 −
24

5
=
−4

5
≠ 0 

, 𝑣)                                                                             متعامدان 𝑤⃗⃗ ): 1 − 1 = 0 

, 𝑣)                                                                         متعامدان 𝑡 ):−1 = 1 = 0 

, 𝑣)                                                                               متعامدان 𝑠 ): 4 − 4 = 0 

, 𝑤⃗⃗)                                غير متعامدان 𝑡 ): −
1

4
−

1

25
= −

29

100
≠ 0 

, 𝑤⃗⃗)                                   غير متعامدان 𝑠 ):−1 −
4

25
= −

29

25
≠ 0 

, 𝑡)                                                  غير متعامدان 𝑠 ): 1 +
4

25
=
29

25
≠ 0  

,𝑀(𝑥بفرض  𝑦)   نقطة من محور القطعة[𝐴𝐵]  :فيكون 
𝐴𝑀 = 𝐵𝑀

√(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 1)2 = √(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 1)2 = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2
 

𝑥2 − 8𝑥 + 16 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 
𝑑 ∶ −10𝑥 + 2𝑦 + 12 = 0 

,𝑀(𝑥بفرض  𝑦)   نقطة من محور القطعة[𝐴𝐵]  :فيكون 
𝐴𝑀 = 𝐵𝑀

√(𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = √(𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
1

3
)
2

(𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
1

3
)
2

 

𝑥2 + 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 −
2

3
𝑦 +

1

9
 

 𝑑 : 6𝑥 −
16

3
𝑦 +

269

9
= 0 

64  ص   
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 (𝐴𝐵)نوجد معادلة المستقيم  

𝑚𝐴𝐵 =
−3

6
= −

1

2
 

(𝐴𝐵): (𝑦 + 1) = −
1

2
(𝑥 − 1) ⇒ 𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0 

 (𝐴𝐵)عن المستقيم   𝐸نوجد بعد النقطة 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐸, 𝐴𝐵) =
|−
9
4
− 2 + 1|

√1 + 4
=
13

4√5
 

 (𝐴𝐶)نوجد معادلة المستقيم  

𝑚𝐴𝐶 =
1

2
 

(𝐴𝐶): (𝑦 − 3) =
1

2
(𝑥 + 3) ⇒ 𝑥 − 2𝑦 + 9 = 0 

 (𝐴𝐶)عن المستقيم   𝐸نوجد بعد النقطة 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐸, 𝐴𝐶) =
|−
9
4
+ 2 + 9|

√1 + 4
=
35

4√5
 

 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐸, 𝐴𝐵) ≠ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐸, 𝐴𝐶)  فالنقطة𝐸   غير متساوية

 .𝐴𝐵𝐶البعد عن المستقيمات التي تؤلفها أضلاع المثلث  

 

,𝐴)نختار معلم متجانس  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
𝐵(1,0)   ,   𝐴(0,0)   ,   𝐷(0,1) 
𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ (

−1

2
, −1)     ,    𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ (1, −

1

2
) 

𝐶𝑙⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ = (
−1

2
) (1) + (−1) (−

1

2
) = 0 

 متعامدان فالمستقيمين    𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ و  𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗وبالتالي الشعاعان 

 (𝐷𝐽)   و(𝐶𝐼) .متعامدين 

 

𝑢⃗ (1,1, −2)    

𝑣 (3, −1, −1)
} ⇒ (

1

3
≠
  1

−1
≠
−2

−1
) 

 المركبات غير متناسبة فالشعاعين غير مرتبطين خطياً 

 يجب أن يكون  𝒫عمودي على المستوي   (𝐴𝐵)حتى يكون المستقيم 

 عمودياً على شعاعين غير مرتبطين خطياً فيه.

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−5,−4) 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑢⃗ = (−3)(1) + (−5)(1) + (−4)(−2) = 0

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑣 = (−3)(3) + (−5)(−1) + (−4)(−1) = 0
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ومنه  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗متعامدان و    𝑢⃗ و ⃗   متعامدان  𝑣 و ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗وبالتالي   .𝒫عمودي على المستوي  ⃗ 

 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0)    

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−1,1)
} ⇒ (

−4

−3
≠
  4

−1
≠
0

1
) 

 المركبات غير متناسبة فالشعاعين غير مرتبطين خطياً 

,𝐸,𝐷فالنقاط   𝐶  .ليست على استقامة واحدة 

 يجب أن يكون عمودي  (𝐶𝐷𝐸)عمودي على المستوي   (𝐴𝐵)ليكن 

 على مستقيمين متقاطعين فيه.

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−1, −4)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐶𝐷 = (−1)(−4) + (−1)(4) + (−4)(0) = 0    

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1)(−3) + (−1)(−1) + (−4)(1) = 0

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗وبالتالي  𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗عمودي على   ⃗  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ و ⃗   (𝐶𝐷𝐸)فهو عمودي على المستوي   ⃗ 

64  ص   
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  𝐴(0,0,0), 𝐵(𝑏, 0,0), 𝐶(𝑏, 𝑎, 0), 𝐷(0, 𝑎, 0)

𝐴′(0,0, 𝑐), 𝐵′(𝑏, 0, 𝑐), 𝐶′(𝑏, 𝑎, 𝑐), 𝐷′(0, 𝑎, 𝑐)
 

 

  𝛼 هي الزاوية بين𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐷′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  وبالتالي ⃗ 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝑏

2
,
𝑎

2
,
−𝑐

2
) , 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

−𝑏

2
,
𝑎

2
,
𝑐

2
) 

∥ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √
𝑏2

4
+
𝑎2

4
+
𝑐2

4
, ∥ 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥= √

𝑏2

4
+
𝑎2

4
+
𝑐2

4
 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
𝑏

2
) (
−𝑏

2
) + ቀ

𝑎

2
ቁ ቀ
𝑎

2
ቁ + ቀ

−𝑐

2
ቁ ቀ
𝑐

2
ቁ 

=
1

4
(𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2) 

𝑐𝑜𝑠 𝑎 =
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑂𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

∥ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥⋅ ∥∥𝑂𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∥∥
=

−𝑏2 + 𝑎2 − 𝑐2

4
𝑏2 + 𝑎2 + 𝑐2

4

 

=
𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

𝑎عندما يصبح متوازي المستطيلات مكعب فإن   = 𝑏 = 𝑐  ومنه 

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑎2 − 𝑎2 − 𝑎2

𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2
=
−𝑎2

3𝑎2
=
−1

3
 

💥💥 

        

,𝑛⃗ (𝑎بفرض لدينا الشعاع   𝑏, 𝑐) فإن معادلة المستوي في الفراغ تعُطى 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
,𝑛⃗ (𝑎ويدعى الشعاع  𝑏, 𝑐)  .الشعاع الناظم على المستوي 

 حالات تعيين معادلة مستوي        

       

,𝐴(𝑥0 بفرض  𝑦0, 𝑧0)             و𝑛⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 
 بنشر المعادلة نحصل على معادلة المستوي. 

 

 ستوي من الشكل نعلم أن معادلة الم

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
,𝑛⃗ (𝑎لدينا الناظم   𝑏, 𝑐)  وبتعويض إحداثيات ،𝐴   نحصل على قيمة𝑑. 

     

2(𝑥 − 2) + (𝑦 − 1) + (𝑧 + 1) = 0 

2𝑥 − 4 + 𝑦 − 1 + 𝑧 + 1 = 0 
⇒ 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 
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1(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 0) + 0(𝑧 − 5) = 0 

⇒ 𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

2(𝑥 − √2) − 3(𝑦 + 2) − 1(𝑧 − 5) = 0 

⇒ 2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 − 2√2 − 1 = 0 

2

3
(𝑥 −

1

2
) + 4(𝑦 − 3) − 1(𝑧 + 1) = 0 

⇒
2

3
𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 −

40

3
= 0 

√3(𝑥 − 0) + 2(𝑦 + 3) + 0(𝑧 − 0) = 0 

⇒ √3𝑥 + 2𝑦 + 6 = 0 

       

 الناظم نفسه.للمستوين المتوازيين 

 لدينا الناظم ولدينا منقطة معلومة، نعود إلى الحالة الأولى.  أصبح

     

 

 . فيكون لهما نفس الناظم 𝑄يوازي المستوي   𝒫بما أن المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,−2,1) 
⇒ 𝒫 ∶ 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ 𝒫 ⇒ −2 − 2 + 3 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1 
⇒ 𝒫: 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (2,−1,3) 

2(𝑥 − 1) − 1(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 1) = 0 

⇒ 𝑄 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (0,0,1) 

0(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 0) = 0 

⇒ 𝑄 ∶ 𝑧 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (1,1,0) 

1(𝑥 − 0) + 1(𝑦 − 3) + 0(𝑧 − 0) = 0 

⇒ 𝑄 ∶ 𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = (5,−3,4) 

5(𝑥 + 1) − 3(𝑦 − 2) + 4(𝑧 + 3) = 0 

⇒ 𝑄 ∶ 5𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 + 23 = 0 

            

................................................. ..................
...................................................................  
 ................................................................... 
 ...................................................................
...................................................................  
 ................................................................... 

..................................................... ..............
 ................................................................... 
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 𝐴 و 𝐵 و 𝐶بفرض لدينا النقاط  

   نثبت أن النقاط𝐶 و 𝐵 و 𝐴  ٍتشكل مستو 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗أي يجب أن يكون الشعاعان   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين خطياً. ⃗ 

   نفرض𝑛⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) .ناظم المستوي 

  نعلم أن الناظم عمودي على المستوي فهو عمودي على أي مستقيم في 

 . هذا المستوي

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0             … 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0             … 

   نحصل على معادلتين بثلاث مجاهيل هي𝑐 و 𝑏 و 𝑎. 

   نفرض قيمة لـــ𝑐 . 

   نعوض في المعادلتين ونحسب𝑏 و 𝑎. 

 أصبح لدينا الناظم، نعود إلى الحالة الأولى . 

     

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,5, −1)
} ⇒ (

−1

  3
≠
−2

−1
≠
0

−1
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة ⃗ 

 تشكل مستوٍ.  𝐴 و 𝐵 و 𝐶وبالتالي النقاط  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐴𝐵𝐶) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 2𝑏 = 0           …

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 3𝑎 + 5𝑏 − 𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 1 

{
−𝑎 − 2𝑏 = 0           …
3𝑎 + 5𝑏 − 1 = 0    …

 

𝑎 = −2𝑏  نعوض في  

 من
⇒ 𝑎 = −2𝑏

 نعوض  في
⇒     −6𝑏 + 5𝑏 − 1 = 0 

⇒ 𝑏 = −1 ⇒ 𝑎 = 2 
 𝑛⃗ (2,−1,1)ومنه ناظم المستوي 

⇒ (𝐴𝐵𝐶) ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 4 − 0 + 1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −5 

⇒ (𝐴𝐵𝐶) ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 

      . 

   نأخذ𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي𝑄 
𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0            … 

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0            … 
   نحصل على معادلتين بثلاث مجاهيل هي𝑐 و 𝑏 و 𝑎. 

   نفرض قيمة لـــ𝑐 . 

   نعوض في المعادلتين ونحسب𝑏 و 𝑎. 

 أصبح لدينا الناظم، نعود إلى الحالة الأولى . 

     

𝑛𝑄⃗⃗نفرض   ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐)  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولدينا      ⃗(−1,2,1)    𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) 
 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 = 0               …

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 1 
 من
⇒ 𝑎 = 𝑏

 نعوض  في
⇒     −𝑏 + 2𝑏 + 1 = 0 

⇒ 𝑏 = −1 ⇒ 𝑎 = −1 
 𝑛⃗ (−1,−1,1)ومنه ناظم المستوي 

⇒ 𝑄 ∶ −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ 𝒫 ⇒ −1 + 1 + 1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1 

⇒ 𝑄 ∶ −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 
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𝑛𝑄⃗⃗ نفرض  ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولدينا      ⃗(1,1,2)    𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−1,3) 

 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 + 3𝑐 = 0     …

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 2 

{
𝑎 − 𝑏 + 6 = 0       …
𝑎 + 𝑏 + 4 = 0      …

 

 و    بجمع المعادلتين  

⇒ 2𝑎 = −10 ⇒ 𝑎 = −5 ⇒ 𝑏 = 1 

𝑛𝑄⃗⃗ومنه ناظم المستوي  ⃗⃗  (−5,1,2) 
⇒ 𝑄 ∶ −5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ 𝑄 ⇒ −5 − 1 + 4 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 2 
⇒ 𝑄 ∶ −5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 2 = 0 

 

                    

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,1)

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1)
} ⇒ (

−1

1
≠
1

1
=
1

1
) 

 ليس عمودياً على المستوي.  (𝐴𝐵)المركبات غير متناسبة فالمستقيم 

𝑛𝑄⃗⃗ نفرض  ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولدينا      ⃗(−1,1,1)    𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1) 
 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0        …

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 1 

{
𝑎 + 𝑏 + 1 = 0          …
−𝑎 + 𝑏 + 1 = 0      …

 

 و  بجمع المعادلتين  
⇒ 2𝑏 = −2 ⇒ 𝑏 = −1 ⇒ 𝑎 = 0 

𝑛𝑄⃗⃗ومنه ناظم المستوي  ⃗⃗  (0, −1,1) 
⇒ 𝑄 ∶ −𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ 𝑄 ⇒ −0 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 0 
⇒ 𝑄 ∶ −𝑦 + 𝑧 = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,−2,1)

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,0,1)
} ⇒ (

0

1
≠
1

1
) 

 ليس عمودياً على المستوي.  (𝐴𝐵)المركبات غير متناسبة فالمستقيم 

𝑛𝑄⃗⃗ نفرض  ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولدينا      ⃗(0,−2,1)   𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,0,1) 

 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 0          …

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −2𝑏 + 𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 2 

 من
⇒ 𝑎 = −2

من
⇒ −2𝑏 + 2 = 0 ⇒ 𝑏 = 1 

𝑛𝑄⃗⃗ومنه ناظم المستوي  ⃗⃗  (−2,1,2) 

⇒ 𝑄 ∶ −2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ 𝑄 ⇒ −2 + 2 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 0 

⇒ 𝑄 ∶ −2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0 
 

 

65  ص   

69  ص   
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,2)

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,1)
} ⇒ (

  2

−1
≠
  0

−2
≠
1

2
) 

 ليس عمودياً على المستوي.  (𝐴𝐵)المركبات غير متناسبة فالمستقيم 

𝑛𝑄⃗⃗ نفرض  ⃗⃗  (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولدينا      ⃗(−1,−2,2)    𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,1) 

 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑐 = 0                   …

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 4 

{
2𝑎 + 4 = 0       …
−𝑎 − 2𝑏 + 8 = 0      …

 

 من
⇒ 𝑎 = −2

 نعوض  في
⇒     2 − 2𝑏 + 8 = 0 ⇒ 𝑏 = 5 

𝑛𝑄⃗⃗ومنه ناظم المستوي  ⃗⃗  (−2,54) 

⇒ 𝑄 ∶ −2𝑥 + 5𝑦 + 4𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐵 ∈ 𝑄 ⇒ −2 + 5 + 4 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −7 

⇒ 𝑄 ∶ −2𝑥 + 5𝑦 + 4𝑧 − 7 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       

   نفرض𝑛𝑝⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) .ناظم المستوي 

  ه في  شعاعنعلم أن الناظم عمودي على المستوي فهو عمودي على أي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 0             … 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑣 = 0             … 

   نحصل على معادلتين بثلاث مجاهيل هي𝑐 و 𝑏 و 𝑎. 

   نفرض قيمة لـــ𝑐 . 

   نعوض في المعادلتين ونحسب𝑏 و 𝑎. 

 أصبح لدينا الناظم، نعود إلى الحالة الأولى . 

     

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗نفرض    ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي 
𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 = 0                  …

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑣 = 0 ⇒ −3𝑎 + 𝑏 + 4𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 5 

{
  2𝑎 + 𝑏 = 0           …
−3𝑎 + 𝑏 + 20 = 0    …

 

𝑏 = −2𝑎  نعوض في  
 من
⇒ 𝑏 = −2𝑎

 نعوض  في
⇒     −3𝑎 − 2𝑎 + 20 = 0 

⇒ −5𝑎 = −20 ⇒ 𝑎 = 4 ⇒ 𝑏 = −8 
𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ومنه ناظم المستوي   ⃗(4,−8,5) 

⇒ 𝒫 ∶ 4𝑥 − 8𝑦 + 5𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ 𝒫 ⇒ 4 + 8 + 25 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −37 

⇒ 𝒫 ∶ 4𝑥 − 8𝑦 + 5𝑧 − 37 = 0 
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   نفرض𝑛𝑝⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) .ناظم المستوي 

  ه في  شعاعنعلم أن الناظم عمودي على المستوي فهو عمودي على أي 

𝑛⃗ ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0             … 

𝑛⃗ ⋅ 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  = 0             … 

   نحصل على معادلتين بثلاث مجاهيل هي𝑐 و 𝑏 و 𝑎. 

   نفرض قيمة لـــ𝑐 . 

   نعوض في المعادلتين ونحسب𝑏 و 𝑎. 

 أصبح لدينا الناظم، نعود إلى الحالة الأولى . 

     

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗(2,−2,−1), 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (−1,2,1) 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗نفرض    ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 − 2𝑏 − 𝑐 = 0       …

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0      …
 

𝑐بفرض   = 2  

{
  2𝑎 − 2𝑏 − 2 = 0            …
−𝑎 + 2𝑏 + 2 = 0           …

 

 بجمع المعادلتين نجد 

⇒𝑎 = 0
 نعوض  في
⇒     2𝑏 + 2 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗ومنه ناظم المستوي   ⃗(0,−1,2) 

⇒ 𝒬 ∶ −𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ 𝒬 ⇒ 1 + 2 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −3 

⇒ 𝒬 ∶ −𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0 
 

       

,𝑀(𝑥بفرض   𝑦, 𝑧)  .تنتمي إلى المستوي المطلوب 

∥ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∥ 
 بالتربيع والاختزال نحصل على المعادلة المطلوبة. 

  نوجد إحداثيات الشعاع𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ويكون  ،  ⃗   ناظم المستوي المطلوب  ⃗ 

   نحسب إحداثيات النقطة𝑀  منتصف[𝐴𝐵] 

 الحالة الأولى.عود إلى ن 

     

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,2)         ,       𝑀 ቀ2,
3

2
, −1ቁ       

 وبالتالي معادلة المستوي

𝒫 ∶  2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 

𝑀 ∈ 𝒫 ⇒ 4 −
3

2
− 2 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −

1

2
 

𝒫 ∶ 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 −
1

2
= 0 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥 − 1, 𝑦 − 2, 𝑧 + 2) 
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥 − 3, 𝑦 − 1, 𝑧) 

∥ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∥⇒∥ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥2=∥ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∥2 
(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 2)2 = (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 
𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 + 4𝑧 + 4

= 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 
⇒ 4𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0 
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 ...................................................................
...................................................................  
 ................................................................... 

........ ...........................................................
...................................................................  
 ................................................................... 

...................................................................  
 ...................................................................
...................................................................  
 ...................................................................

 ............................................... ....................
 ................................................................... 

 
 .𝐴 و 𝐵وهي متساوية البعد عن   [𝐴𝐵]منتصف   𝐼لتكن 

𝐼 (
2 − 1

2
,
1 + 4

2
,
0 + 2

2
) ⇒ 𝐼 (

1

2
,
5

2
, 1) 

 
,𝐶(1,1بفرض   𝜆)   متساوية البعد عن𝐵 و 𝐴 :وبالتالي 

𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 ⇒ 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 
(1 − 2)2 + (1 − 1)2 + (0 − 𝜆)2

= (1 + 1)2 + (4 − 1)2 + (2 − 𝜆)2 
1 + 𝜆2 = 4 + 9 + 4 − 4𝜆 + 𝜆2  
1 = 17 − 4𝜆 ⇒ 4𝜆 = 16 ⇒ 𝜆 = 4 

 
تكون متساوية البعد   [𝐴𝐵]للقطعة المستقيمة   المحوريأي نقطة من المستوي 

 ة، والعكس صحيح.عن طرفي هذه القطع
𝐵𝑀 = 𝐴𝑀 ⇒ 𝐵𝑀2 = 𝐴𝑀2 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 2)2

= (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 
𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 + 𝑧2 − 4𝑧 + 4

= 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 
6𝑥 − 6𝑦 − 4𝑧 + 16 = 0 

⇒
÷2
3𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0 

 𝑀 ⇔ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  تنتمي للمستوي المحوري للقطعة   وهو 

3𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0 

 الذي معادلته    𝒫في معلم متجانس ليكن لدينا المستوي  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
,𝐴(𝑥0والنقطة  𝑦0, 𝑧0) ,  عندئذٍ يعطى بعد النقطة𝐴  عن المستوي𝒫 

 بالعلاقة: 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝒫) =
ห𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑ห

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

     

𝑑𝑖𝑠 𝑡(𝐴, 𝒫) =
|1 + 3 − 1 − 1|

√1 + 9 + 1
=

2

√11
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𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑃) =
|2(5) − 1(−3) + 3(4) − 5|

√4 + 1 + 9
=
20

√14
 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐵, 𝑄) = |0(2) + 1(2) − 1(5) + 0|
√0 + 1 + 1

=
3

√2
 

           

 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝑃) =
|2(1) − 1(2) + 1(−3) + 1|

√4 + 1 + 1
=
2

√6
 

 
 

 أولا نقوم بإيجاد معادلة المستوي

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,0)

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−3,−3)
} ⇒ (

−1

−1
≠
0

−3
=
0

−3
) 

, 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗الشعاعان   𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة ⃗ 

 تشكل مستوٍ.  𝐷 و 𝐶 و 𝐵وبالتالي النقاط  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐵𝐶𝐷) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 = 0                         …

𝑛⃗ ⋅ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 3𝑏 − 3𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 1 

{
                  −𝑎 = 0            …
−𝑎 − 3𝑏 − 3 = 0            …

 

 من
⇒ 𝑎 = 0

 نعوض  في
⇒     −3𝑏 − 3 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

 𝑛⃗ (0,−1,1)ومنه ناظم المستوي 
⇒ (𝐵𝐶𝐷) ∶ −𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ −1 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1 
⇒ (𝐵𝐶𝐷) ∶ −𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 (𝐵𝐶𝐷)عن المستوي  𝐴وبالتالي بعدُ النقطة  

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝐵𝐶𝐷) =
|0(−1) − 1(1) + 1(1) + 1|

√0 + 1 + 1
=
1

√2
 

 
 

 
;𝐴)نأخذ المعلم المتجانس   𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ )  حيث 

𝑘⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝚥 = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝚤 = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 وبالتالي إحداثيات رؤوس متوازي المستطيلات
𝐴(0,0,0),𝐵(2,0,0), 𝐶(2,1,0), 𝐷(0,1,0)
𝐸(0,0,1), 𝐹(2,0,1), 𝐺(2,1,1),𝐻(0,1,1)

 𝐼(1,0,0) 
 

𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ (1,0,1)

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ (−1,1,1)
} ⇒ (

1

−1
≠
0

1
≠
1

1
) 

, 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗الشعاعان   𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة 

 تشكل مستوٍ.  𝐻 و 𝐹 و 𝐼وبالتالي النقاط  
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,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐼𝐹𝐻) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 0                         …

𝑛⃗ ⋅ 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 1 

{
𝑎 + 1 = 0           …
−𝑎 + 𝑏 + 1 = 0    …

 
 من
⇒ 𝑎 = −1

 نعوض  في
⇒     𝑏 + 2 = 0 ⇒ 𝑏 = −2 

 𝑛⃗ (−1,−2,1)ومنه ناظم المستوي 
⇒ (𝐼𝐹𝐻) ∶ −𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐼 ∈ (𝐼𝐹𝐻) ⇒ −1 − 0 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1 
⇒ (𝐼𝐹𝐻) ∶ −𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 
⇒ (𝐼𝐹𝐻) ∶ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 1 = 0 

 
𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐺, (𝐼𝐹𝐻)) =

|1(2) + 2(1) − 1(1) − 1|

√1 + 4 + 1
=
2

√6
 

 
 ومنه  (𝐼𝐻) على المستقيم  𝐺هي المسقط القائم للنقطة  ′𝐺بفرض النقطة 

𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗  
 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ (1,1,1)و   𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ (−1,1,1)لدينا  

(−1)(1) + (1)(1) + (1)(1) =∥ 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ∥⋅∥ 𝐼𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∥ cos 0 

⇒∥ 𝐼𝐺′⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥=
1

√3
 

 :𝐼𝐺′𝐺وحسب نظرية فيثاغورث في المثلث القائم  

∥ 𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∥2=∥ 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ ∥2 −∥ 𝐼𝐺′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥2= (√3)2 − (
1

√3
)
2

 

⇒∥ 𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥=
2√2

√3
⇒∥ 𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥=

2√6

3
 

,𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐺نلاحظ أن  (𝐼𝐻)) ≠ 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐺, (𝐼𝐹𝐻)) 

 لا ينتمي إلى المستقيم  (𝐼𝐹𝐻)على المستوي   𝐺إذاً المسقط القائم للنقطة  

 (𝐼𝐻) 
 

 

 

 

 

            

 تعريف الكرة       

 هي مجموعة نقاط الفراغ التي تبعد عن نقطة ثابتة بعدُاً ثابتاً. 

 معادلتها       

,Ω(𝑥0معادلة الكرة التي مركزها  𝑦0, 𝑧0)   ونصف قطرها𝑟 

𝑆 ∶ (𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑟2 

      

,𝑀(𝑥أياً كانت  𝑦, 𝑧) ٍنقطة من الكرة عندئذ 
(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = 25 

𝑆 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 25 

 فإن 𝐴وتمر بالنقطة   𝑂الكرة مركزها 
𝑟2 = 𝑂𝐴2 = (1 − 0)2 + (2 − 0)2 + (−4 − 0)2

= 1 + 4 + 16 = 21
 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = 21 
𝑆′: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 21 

,𝐸حتى تقع النقاط   𝐷, 𝐶, 𝐵  :على كرة واحدة يجب أن يتحقق 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 
𝐴𝐵 = √0 + 25 + 0 = 5   𝐴𝐷 = √9 + 0 + 16 = 5

𝐴𝐶 = √25 + 0 + 0 = 5   𝐴𝐸 = √9 + 0 + 16 = 5
 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 = 5 = 𝑅 

,𝐸فالنقاط  𝐷, 𝐶, 𝐵  تقع على كرة واحدة مركزها𝐴 . 

     
 

عملتني الرياضيات 
أن الانتقال من جهة لأخرى سيغير من قيمتي 

وأنه متى ما كبر المقام صغر كل شي~ 
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𝑓(𝑀) = 𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 
= (2 − 𝑥)2 + (−1 − 𝑦)2 + (2 − 𝑧)2 + (−2 − 𝑥)2

+ (1 − 𝑦)2 + (−2 − 𝑧)2 
= 4 − 4𝑥 + 𝑥2 + 1 + 2𝑦 + 𝑦2 + 4 − 4𝑧 + 𝑧2 + 4 + 4𝑥

+ 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 4 + 4𝑧 + 𝑧2 
𝑓(𝑀) = 2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 

 
𝑓(𝑀) = 18 

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 18 
2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 0 
 (0,0,0)من نقطة وحيدة هي  ومنه مجموعة النقاط مؤلفة 

 

𝑓(𝑀) = 30 
2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 30

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 = 12

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6

 

𝑟ونصف قطرها  0كرة مركزها ومنه مجموعة النقاط مؤلفة من  = √6 

 

𝑓(𝑀) = 𝑘 
2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 + 18 = 𝑘

2𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑧2 = 𝑘 − 18

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =
1

2
(𝑘 − 18)

 

1ندرس إشارة المقدار  

2
(𝑘 − 18) 

1

2
(𝑘 − 18) = 0 ⇒ 𝑘 = 18 

              +∞ 18 −∞  𝑘 

+ 0 − 
1

2
(𝑘 − 18) 

   كرة مركزها 

 0ونصف قطرها 

√
1

2
(𝑘 − 18) 

نقطة وحيدة هي 
(0,0,0) 

تمثله المجموعة  ما مجموعة خالية   

 

𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 3)2 = 4 

𝑆 ∶ 𝑥2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 1)2 = 3 

𝑅 = Ω𝐴 = √1 + 1 + 0 = √2

    (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 1)2 = (√2)2

              𝑆 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2 = 2

 

𝑅 = Ω𝐴 = √1 + 49 + 16 = √66
𝑆 ∶ 𝑥2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 1)2 = 66

 

43  ص   
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 بالإتمام إلى مربع كامل

𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 + 6𝑦 + 𝑧2 − 2 = 0 
𝑥2 − 2𝑥 + 1⏟        − 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9⏟        − 9 + 𝑧2 − 2 = 0 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 3)2 + 𝑧2 = 12 
𝑟ونصف قطرها   Ω(1,−3,0)تمثل معادلة كرة مركزها  = √12 

𝑥2 − 10𝑥 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑧 + 26 = 0 
𝑥2 − 10𝑥 + 25⏟        − 25 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1⏟        − 1 + 26 = 0 

(𝑥 − 5)2 + 𝑦2 + (𝑧 + 1)2 = 0 
 .Ω(5,0,−1)تمثل نقطة وحيدة إحداثياتها  

𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2 + 𝑦 + 𝑧2 + 𝑧 = 0 
𝑥2 + 𝑥 +

1

4⏟      
−
1

4
+ 𝑦2 + 𝑦 +

1

4⏟      
−
1

4
+ 𝑧2 + 𝑧 +

1

4⏟      
−
1

4
= 0 

(𝑥 +
1

2
)
2

+ (𝑦 +
1

2
)
2

+ (𝑧 +
1

2
)
2

=
3

4
 

−Ωቀتمثل معادلة كرة مركزها 
1

2
, −

1

2
, −

1

2
ቁ   ونصف قطرها

𝑟 =
√3

2
 

𝑥2 − 4𝑥 + 4⏟        − 4 + 𝑦2 + 𝑧2 + 5 = 0 
(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = −1 < 0 

 من النقاط.  تمثل مجموعة خالية

𝑟فإن  𝒫الكرة تمس المستوي بما أن  = 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝒫) 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐴, 𝒫) =
|1(2) + 2(−2) + 3(2) − 5|

√1 + 4 + 9
=

1

√14
 

𝑆 ∶ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 2)2 =
1

14
 

            

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ................................................................... 
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...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ................................................................... 

            

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................  

 ................................................................... 

 
Ω𝐴 = √9 + 1 + 4 = √14 

 

Ω𝑀2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 3)2 

 

Ω𝐴فإن   𝐴وتمر بالنقطة   Ωالكرة مركزها  = 𝑅 

𝑀و  ∈ 𝑆  فإنΩ𝑀 = 𝑅 = Ω𝐴   وهذا يكافئ الشرط 

 Ω𝐴2 = Ω𝑀2  ومنه معادلة الكرة 
𝑆 ∶ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 3)2 = 14 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

70  ص   
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𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (2 − 𝑥, 1 − 𝑦, 2 − 𝑧) 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (−2 − 𝑥,−𝑦, 2 − 𝑧) 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 
(2 − 𝑥)(−2 − 𝑥) + (1 − 𝑦)(−𝑦) + (2 − 𝑧)(2 − 𝑧) = 0 

−4 − 2𝑥 + 2𝑥 + 𝑥2 − 𝑦 + 𝑦2 + (2 − 𝑧)2 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦 +
1

4⏟      
−
1

4
+ (𝑧 − 2)2 − 4 = 0 

𝑥2 + (𝑦 −
1

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 =
17

4
 

 

,Ωቀ0المجموعة تمثل كرة مركزها  
1

2
, 2ቁ   ونصف قطرها𝑟 =

√17

2
 

 

𝐿1 = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) ⋅ (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ )

= (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) ⋅ (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ )          ∶ 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 

= (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) ⋅ (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ )

= 𝑀𝐼2 − 𝐼𝐴2                                ∶ 𝐼𝐴2 = 𝑟2

 

= 𝑀𝐼2 − 𝑟2 = 𝐿2 
 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗من الفرض لدينا                   ⃗⃗ ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

⇒ 𝑀𝐼2 − 𝑟2 = 0 ⇒ 𝑀𝐼2 = 𝑟2 

ونصف قطرها   𝐼هي الكرة التي مركزها  𝑀ومنه مجموعة النقاط 
𝑀𝐼 

 . قطراً فيها [𝐴𝐵]ويكون  

      

...................................................................  
...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
...... .............................................................

 ................................................................... 
...................................................................  

 ...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  
...................................................................  

 ...................................................................  
 ...................................................................
 ................................................................... 
...................................................................  

 ...................................................................   
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عملتني الرياضيات 
أن الانتقال من جهة لأخرى سيغير من قيمتي 

وأنه متى ما كبر المقام صغر كل شي~ 
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𝑀𝐴 = 2𝑀𝐵 ⇒ 𝑀𝐴2 = 4𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2

= 4[(−𝑥)2 + (−1 − 𝑦)2 + (−1 − 𝑧)2] 
(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2

= 4[𝑥2 + (1 + 𝑦)2 + (1 + 𝑧)2] 
1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2

= 4𝑥2 + 4 + 8𝑦 + 4𝑦2 + 4 + 8𝑧 + 4𝑧2 
3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 + 2𝑥 + 10𝑦 + 10𝑧 + 5 = 0 
3𝑥2 + 2𝑥 + 3𝑦2 + 10𝑦 + 3𝑧2 + 10𝑧 + 5 = 0 

𝑥2 +
2

3
𝑥 + 𝑦2 +

10

3
𝑦 + 𝑧2 +

10

3
𝑧 +

5

3
= 0 

𝑥2 +
2

3
𝑥 +

1

9⏟        
−
1

9
+ 𝑦2 +

10

3
𝑦 +

25

9⏟          
−
25

9

+ 𝑧2 +
10

3
𝑧 +

25

9⏟          
−
25

9
+
5

3
= 0 

(𝑥 +
1

3
)
2

+ (𝑦 +
5

3
)
2

+ (𝑧 +
5

3
)
2

= 4 

 

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط  𝑦, 𝑧)  تمثل معادلة كرة مركزها

Ωቀ
−1

3
,
−5

3
,
−5

3
ቁ   ونصف قطرها𝑟 = 2. 

 
𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 ⇒ 𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

(1 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2

= 𝑥2 + (−1 − 𝑦)2 + (−1 − 𝑧)2 
1 − 2𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 1 − 2𝑧 + 𝑧2

= 𝑥2 + 1 + 2𝑦 + 𝑦2 + 1 + 2𝑧 + 𝑧2 
⇒ −2𝑥 − 4𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0 

 

 .[𝐴𝐵]ل معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  تمث 𝒫المجموعة 
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,𝐴(𝑥0مستقيم معرف بنقطة  𝑑بفرض   𝑦0, 𝑧0)   وبشعاع موجه 

 𝑢⃗ (𝑎, 𝑏, 𝑐) , تنتمي النقطة𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  إلى𝑑 إذا وفقط إذا وجد 

 بحيث:  𝑡عدد حقيقي  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡 ⋅ 𝑢⃗          ; 𝑡 ∈ 𝑅

[

𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0
𝑧 − 𝑧0

] = 𝑡 ⋅ [
𝑎
𝑏
𝑐
] = [

𝑎𝑡
𝑏𝑡
𝑐𝑡
] ; 𝑡 ∈ 𝑅

 

𝑥   أي أن − 𝑥0 = 𝑎𝑡 , 𝑦 − 𝑦0 = 𝑏𝑡 , 𝑧 − 𝑧0 = 𝑐𝑡 

⇒ 𝑑 ∶ {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

     ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 𝐴المار بالنقطة   𝑑نسمي المعادلات السابقة المعادلات الوسيطية للمستقيم  

 . 𝑢⃗والموجه بالشعاع 

      

𝑑 ∶ {
𝑥 = 2𝑡 + 2
𝑦 = −3𝑡 − 1
𝑧 = 𝑡 + 3

           ; 𝑡 ∈ 𝑅 

      

 𝑑  يمر بالنقطتين𝐵 و 𝐴   ًفهو يقبل شعاعاً موجها𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,0,1) 

 فيكون التمثيل الوسيطي  𝐴ونختار النقطة 

𝑑 ∶ {
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 1
𝑧 = 𝑡 + 1

      ; 𝑡 ∈ 𝑅 

      

 

= 𝑢⃗    بما أن المستقيمان متوازيان فإن 𝑢′⃗⃗  ⃗(1,1, −2) 

 𝑑وبالتالي يكون تمثيل المستقيم  

𝑑 ∶ {
𝑥 = 𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡 + 2
𝑧 = −2𝑡 + 1

   ; 𝑡 ∈ 𝑅 

       

,𝐵(𝑥1بفرض   𝑦1, 𝑧1), 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) من الفراغ نقطتين 

= 𝑢⃗ولنضع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

[𝐴𝐵] ∶ {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

    ; 𝑡 ∈ [0,1] 

[𝐴𝐵): {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

     ; 𝑡 ∈ [0,+∞[ 

      

[𝐴𝐵]: {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

     ; 𝑡 ∈ [0,1] 
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𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (1−,1,1)⃗ 

[𝐴𝐵]: {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

              ; 𝑡 ∈ [0,+∞[ 

𝑢⃗ ′ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (1,1−,1−)⃗ 

[𝐴𝐵]: {
𝑥 = −𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

              ; 𝑡 ∈ [0,+∞[ 

𝑑: {
𝑥 = −1
𝑦 = 𝑡 + 2                 ; 𝑡 ∈ 𝑅
𝑧 = −𝑡

 

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,  .𝐴ويمر من   (2,2−

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = −2𝑡 + 1
𝑧 = 2𝑡 − 1

          ; 𝑡 ∈ 𝑅 

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (4,2,1)⃗ 

(𝐴𝐵): {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

: 𝑡 ∈ 𝑅 

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (4,2,1)⃗ 

[𝐴𝐵]: {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

: 𝑡 ∈ [0,1] 

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (4,2,1)⃗ 

[𝐴𝐵): {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

              ; 𝑡 ∈ [0,+∞[ 

𝑢⃗ ′ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  .𝐴ويمر من   (1−,2−,4−)⃗ 

[𝐵𝐴): {
𝑥 = −4𝑡 − 2
𝑦 = −2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

         ; 𝑡 ∈ [0,+∞[ 

            

 الوضع النسبي لمستقيمين:      

 𝑢⃗ 2شعاع توجيهه  𝑑2و  𝑢⃗ 1شعاع توجيهه  𝑑1ليكن لدينا المستقيمين 

 نقول عن المستقيمين أنهما: 

 اً. مرتبطين خطي 𝑢⃗ 2و  𝑢⃗ 1إذا كان 

غير مرتبطين خطياً. والمستقيمان يقعان في مستوٍ  𝑢⃗ 2و  𝑢⃗ 1إذا كان 

 واحد.

 ساواة الإحداثيات بين المعادلتين فنحصل على ثلاث بم لإيجاد نقطة التقاطع نقوم 

ونعوض  𝑠 و 𝑡.نأخذ معادلتين ونحسب قيمتي  𝑠 و 𝑡معادلات بمجهولين هما 

 𝑡متقاطعان بتعويض قيمة   تحققت يكون المستقيمين اإذ في المعادلة الثالثة،

 في التمثيل الوسيطي نحصل على نقطة التقاطع.

يقعان في مستوٍ لا غير مرتبطين خطياً. والمستقيمان  𝑢⃗ 2و  𝑢⃗ 1إذا كان 

 واحد.

 .المعادلة الثالثة عند الحل المشترك يكون المستقيمين متخالفين إذا لم تتحقق 

.𝑢⃗ 1متعامدين أي أن          𝑢⃗ 2و  𝑢⃗ 1إذا كان  𝑢⃗ 2 = 0 
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 𝐴(1,0,1)المار بالنقطة   𝑑يل الوسيطي للمستقيم التمث (𝒮)يمثل 

,𝑢⃗ (3,4والموجه بالشعاع  −1) 

 𝐵(4,4,0)المار بالنقطة   𝑑التمثيل الوسيطي للمستقيم  (′𝒮)يمثل 

 𝑢⃗ ′(−9,−12,3)والموجه بالشعاع 
𝑢⃗ (3,4, −1)

𝑢⃗ ′(−9,−12,3)
} ⇒ (

3

−9
=

4

−12
=
−1

3
) = −

1

3
 

 خطياًالمركبات متناسبة ومنه الشعاعان مرتبطان 

 متوازيين.  ′𝑑و   𝑑وبالتالي المستقيمان 

      

,𝑢⃗ (1,2موجه بالشعاع   𝑑المستقيم   𝐴(1,−3,2)ويمر بالنقطة  (1−

,𝑢⃗ ′(3موجه بالشعاع   ′𝑑المستقيم  ,𝐵(2ويمر بالنقطة  (1,1− −1,1) 

𝑢⃗ (1,2, −1)

𝑢⃗ ′(3,−1,1)
} ⇒ (

1

3
≠
2

−1
≠
−1

   1
) 

 المركبات غير متناسبة ومنه الشعاعان غير مرتبطان خطياً.

 ؟المستوي أو لالندرس إذا كان المستقيمان في نفس 

 ′𝑑أولاً نغير الوسيط لإحدى المستقيمين وليكن  

 (𝑑) {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 2𝑡 − 3 ; 𝑡 ∈ ℝ
𝑧 = −𝑡 + 2

   ,(𝑑′) {
𝑥 = 3𝑠 + 2
𝑦 = −𝑠− 1 ; 𝑠 ∈ ℝ
𝑧 = 𝑠 + 1

 

⇒ {
      𝑡 + 1 = 3𝑠 + 2           
    2𝑡 − 3 = −𝑠 − 1         
     −𝑡 + 2 = 𝑠 + 1              

 

 نجد: و  بجمع المعادلتين  

3 = 4𝑠 + 3 ⇒ 𝑠 = 0
 نعوض  في
⇒     𝑡 = 1 

 للتحقق:  في المعادلة  𝑠 و 𝑡نعوض قيمتي  
𝑙1 = 2 × 1 − 3 = −1
𝑙2 = −0 − 1 = −1

} ⇒ 𝑙1 = 𝑙2   محققة 

𝑠لإيجاد نقطة التقاطع نعوض  =  (′𝑑)في تمثيل  0
𝑥 = 2, 𝑦 = −1, 𝑧 = 1 ⇒ 𝐼(2,−1,1) 

      

,𝑢⃗ (1موجه بالشعاع   𝑑المستقيم   𝐴(1,2,3)ويمر بالنقطة  (3−,3−

,𝑢⃗ ′(1موجه بالشعاع   ′𝑑المستقيم  −3, ,𝐵(0ويمر بالنقطة  (1− −3,1) 
𝑢⃗ (1, −3, −3)

𝑢⃗ ′(1, −3, −1)
} ⇒ (

1

1
=
−3

−3
≠
−3

  −1
) 

 مرتبطان خطياً.المركبات غير متناسبة ومنه الشعاعان غير 

 ؟لندرس إذا كان المستقيمان في نفس المستوي أو لا

⇒ {
     𝑡 + 1 = 𝑠                      

    −3𝑡 + 2 = −3𝑠 − 3             
−3𝑡 + 3 = −𝑠 + 1            

 

  من  المعادلة
⇒    𝑠 = 𝑡 + 1

 نعوض في
⇒    −3𝑡 + 3 = −(𝑡 + 1) + 1 

⇒ −3𝑡 + 3 = −𝑡 ⇒ 𝑡 =
3

2

 نعوض في
⇒    𝑠 =

5

2
 

 للتحقق:  في المعادلة  𝑠 و 𝑡نعوض قيمتي  

−3(
3

2
) + 2

?

=
− 3 (

5

2
) − 3 ⇒

−5

2
≠
−21

2
.محققة    غ
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:نوجد إحداثيات النقاط  𝐹, 𝐽, 𝐼, 𝐾 

𝐹(1,0,1), 𝐽 (
1

2
, 1,0) , 𝐼 (1,

1

2
, 0) , 𝐾 (0,

1

2
, 1) 

 (𝐼𝐾)التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑢⃗ = 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1) 

(𝐼𝐾): {

𝑥 = −𝑡

𝑦 =
1

2
𝑧 = 𝑡 + 1

              ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 (𝐹𝐽)التمثيل الوسيطي للمستقيم 

𝑢′⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ (
1

2
, 1,−1) 

(𝐹𝐽): {
𝑥 = −

1

2
𝑠 + 1

𝑦 = 𝑠
𝑧 = −𝑠 + 1

     ; 𝑠 ∈ 𝑅 

 
𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,1)

𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  (
1

2
, 1,−1)

} ⇒ (
−2

1
≠
0

1
≠
1

−1
) 

 نفالمستقيما المركبات غير متناسبة ومنه الشعاعان غير مرتبطان خطياً.

 غير متوازيين 

 

 المعادلتين نجد: بالحل المشترك لجملة 

⇒

{
 
 

 
 −

1

2
𝑠 + 1 = −𝑡          

   𝑠 =
1

2
                        

−𝑠 + 1 = 𝑡 + 1           

 

  من  المعادلة
⇒    𝑠 =

1

2

 نعوض في
⇒    −

1

2
+ 1 = 𝑡 + 1 ⇒ 𝑡 = −

1

2
 

 للتحقق:     في المعادلة 𝑠 و 𝑡نعوض قيمتي  

𝐿1 = −
1

2
(
1

2
) + 1 =

3

4

𝐿2 = −(
−1

2
) =

1

2
        

} ⇒ 𝐿1 ≠ 𝐿2    محققة.  غ

 وليسا متقاطعين. وبالتالي المستقيمين 

,𝐹وبالتالي النقاط الأربعة   𝐽, 𝐼, 𝐾 .لا تقع في مستوٍ واحد 

           

 ...................................................................  
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 ...................................................................
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 ................................................................... 
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,𝑢⃗ (1,0موجه بالشعاع   𝑑المستقيم   𝐴(3,−1,1)ويمر بالنقطة  (2−

,𝑣 (2,1موجه بالشعاع   ′𝑑المستقيم  ,𝐵(3,−3ويمر بالنقطة  (3− −1) 
𝑢⃗ (1,0, −2)

𝑣 (2,1, −3)
} ⇒ (

1

2
≠
0

1
≠
−2

  −3
) 

 المركبات غير متناسبة ومنه الشعاعان غير مرتبطان خطياً.

 𝑑 و′𝑑  الوسيطي للمستقيمين لنوجد التمثي

(𝑑) {
𝑥 = 𝑡 + 3      
𝑦 = −1          
𝑧 = −2𝑡 + 1

  ; 𝑡 ∈ ℝ   ,(𝑑′) {
  𝑥 = 2𝑠 + 3     
𝑦 = 𝑠 − 3      
𝑧 = −3𝑠 − 1

; 𝑠 ∈ ℝ 

 ؟لندرس إذا كان المستقيمان في نفس المستوي أو لا

⇒ {
𝑡 + 3 = 2𝑠 + 3       
−1 = 𝑠 − 3      

−2𝑡 + 1 = −3𝑠 − 1          
 

  من  المعادلة
⇒    𝑠 = 2

 نعوض في
⇒    𝑡 = 4 

 للتحقق:   في المعادلة  𝑠 و 𝑡نعوض قيمتي  

−2(4) + 1
?

=
− 3(2) − 1 ⇒ −7 =  محققة     7−

𝑠لإيجاد نقطة التقاطع نعوض  =  (′𝑑)ثيل في تم  2
𝑥 = 7, 𝑦 = −1, 𝑧 = −7 ⇒ 𝐼(7,−1,7) 

,𝑢⃗ (2,5موجه بالشعاع   𝑑المستقيم   𝐴(2,0,5)ويمر بالنقطة  (1−

,𝐵(2,2ويمر بالنقطة  𝑣 (1,2,1)موجه بالشعاع   ′𝑑المستقيم  −1) 
𝑢⃗ (2,5, −1)

𝑣 (1,2,1)
} ⇒ (

2

1
≠
5

2
≠
−1

  1
) 

 متناسبة ومنه الشعاعان غير مرتبطان خطياً.المركبات غير 

 𝑑 و′𝑑  الوسيطي للمستقيمين لنوجد التمثي

(𝑑) {
𝑥 = 2𝑡 + 2 
𝑦 = 5𝑡         
𝑧 = −𝑡 + 5

  ; 𝑡 ∈ ℝ   ,(𝑑′) {
𝑥 = 𝑠 + 2
𝑦 = 2𝑠 + 2
𝑧 = 𝑠 − 1

  ; 𝑠 ∈ ℝ 

 ؟لندرس إذا كان المستقيمان في نفس المستوي أو لا

⇒ {
 2𝑡 + 2 = 𝑠 + 2          
         5𝑡 = 2𝑠 + 2       
−𝑡 + 5 = 𝑠 − 1           

 

  من   نطرح
⇒      3𝑡 − 3 = 3 ⇒ 𝑡 = 2

 نعوض في
⇒    𝑠 = 4 

 للتحقق:   في المعادلة  𝑠 و 𝑡نعوض قيمتي  

5(2)
?

=
4(2) + 2 ⇒ 10 =  محققة     10

𝑠لإيجاد نقطة التقاطع نعوض  =  (′𝑑)ثيل في تم  4
𝑥 = 6, 𝑦 = 10, 𝑧 = 3 ⇒ 𝐼(6,10,3) 

 
 
 

  

37  ص  42  ص    
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 :لمستويينالوضع النسبي       

 المستويينليكن لدينا 

{
 
 

 
 𝒫1: 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0

𝑛𝒫1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)

𝒫2: 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0

𝑛𝒫2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)

 

 أنهما:  المستوييننقول عن 

𝑛𝒫1⃗⃗ إذا كان  ⃗⃗ 𝑛𝒫2⃗⃗و     ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطين خطياً و  ⃗⃗

(
𝑎1
𝑎2
=
𝑏1
𝑏2
=
𝑐1
𝑐2
=
𝑑1
𝑑2
) 

𝑛𝒫1⃗⃗ إذا كان  ⃗⃗ 𝑛𝒫2⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطين خطياً و   ⃗⃗

(
𝑎1
𝑎2
=
𝑏1
𝑏2
=
𝑐1
𝑐2
≠
𝑑1
𝑑2
) 

𝑛𝒫1⃗⃗ إذا كان  ⃗⃗ 𝑛𝒫2⃗⃗و     ⃗⃗ ⃗⃗  غير مرتبطين خطياً   ⃗⃗

بحل معادلتي  ميتقاطع مستويين بفصل مشترك لإيجاد تمثيله الوسيطي، نقو

فنحصل   𝑡المستويين حلاً مشتركاً، نوجد مجهولين بدلالة الثالث ونفرضه  

 . على التمثيل الوسيطي

𝑛𝒫1⃗⃗إذا كان  ⃗⃗ 𝑛𝒫2⃗⃗و   ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑛𝒫1متعامدين أي أن           ⃗⃗ . 𝑛𝒫2 = 0 

      

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−4,0)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (1,2, −1)
} ⇒ (

1

1
≠
−4

2
≠
0

−1
) 

  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  مركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطياً  

 متقاطعان. 𝒫 و 𝒬وبالتالي المستويان 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −2,3)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (2,−4,6)
} ⇒ (

1

2
=
−2

−4
=
3

6
=
1

2
) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗  مرتبطين خطياً.   

 . متوازيان ومختلفان 𝒬,𝒫وبالتالي المستويان 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2,4)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (2,1,−1)
 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  = 1(2) + 2(1) + 4(−1) = 0 
 متعامدان. 𝒬,𝒫وبالتالي المستويان 

      

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,−1)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (1,2,−1)
} ⇒ (

2

1
≠
−1

2
≠
−1

−1
) 

  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  مركباتهما غير متناسبة. اً لأنغير مرتبطين خطي  

 متقاطعان. 𝒬,𝒫وبالتالي المستويان 

 إيجاد التمثيل الوسيطي للفصل المشترك

{
2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0        

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0       
 

  من  المعادلة
⇒    𝑥 = −2𝑦 + 𝑧 − 1       

 نعوض في
⇒    2(−2𝑦 + 𝑧 − 1)− 𝑦− 𝑧 + 2 = 0 

⇒ −4𝑦 + 2𝑧 − 2 − 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0 ⇒ 𝑧 = 5𝑦 
    المعادلة في 𝑧نعوض قيمة  

⇒ 𝑥 = 3𝑦 − 1 

𝑑 ∶ {
𝑥 = 3𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

   ; 𝑡 ∈ 𝑅 
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𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−3,5) , 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (6, −11,−9) , 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(7,3, −1) 
𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  = (7)(6) + (3)(−11) + (−1)(−9)

= 42 − 33 + 9 = 18 ≠ 0    
 

 ليسا متعامدين.  𝒬و   𝒫المستويان  

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (7)(2) + (3)(−3) + (−1)(5)
= 14 − 9 − 5 = 0

 

 متعامدين. ℛو   𝒫المستويان  

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (6)(2) + (−11)(−3) + (−9)(5)

= 12 + 33 − 45 = 0
 

 متعامدين. ℛو   𝒬المستويان  

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−1,1)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (1, −1,1)
} ⇒ (

1

1
=
−1

−1
=
1

1
≠
 0

−3
) 

  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  مركباتهما متناسبة. نلأ ،مرتبطين خطياً  

  𝒫 و 𝒬وبالتالي المستويان 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1,0)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (4,2,1)
} ⇒ (

2

4
=
1

2
≠
0

1
) 

  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  مركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطياً  

 متقاطعان. 𝒫 و 𝒬وبالتالي المستويان 

 
 
 

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1,1,0)

𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,0,1)
} ⇒ (

1

1
≠
0

1
) 

  𝑛1⃗⃗⃗⃗  و  𝑛2⃗⃗⃗⃗  ًمركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطيا 

,𝒫2وبالتالي المستويان  𝒫1 .متقاطعان 

{
𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 𝑧 = 1

⇒ {
𝑦 = 2 − 𝑥
𝑧 = 1 − 𝑥

 

𝑑 ∶ {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = −𝑡 + 1

   ; 𝑡 ∈ 𝑅 

𝑛⃗ 1(−1,1,1)

𝑛2⃗⃗⃗⃗ (2,−1,2)
} ⇒ (

−1

2
≠
1

2
≠
0

1
) 

  𝑛1⃗⃗⃗⃗    و𝑛2⃗⃗⃗⃗  ًمركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطيا 

,𝒫2وبالتالي المستويان  𝒫1 .متقاطعان 

{
−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3          

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1       
 

 بجمع المعادلتين نجد  

𝑥 = 4 − 3𝑧
 نعوض في
⇒    −4 + 3𝑧 + 𝑦 + 𝑧 = 3 
⇒ 𝑦 = 7 − 4𝑧 

𝑑 ∶ {
𝑥 = −3𝑡 + 4
𝑦 = −4𝑡 + 7
𝑧 = 𝑡

     ; 𝑡 ∈ 𝑅 
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𝑛1⃗⃗⃗⃗ (3,−1,−2)

𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,−1,−1)
} ⇒ (

3

1
≠
−1

−1
≠
−2

−1
) 

  𝑛1⃗⃗⃗⃗    و𝑛2⃗⃗⃗⃗  ًمركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطيا 

 ′𝑑متقاطعان بفصل مشترك  وبالتالي المستويان

{
3𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 1          

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0           
 

 : نجدمن    بطرح المعادلة

2𝑥 − 𝑧 = 1 ⇒ 𝑧 = 2𝑥 − 1 
 نعوض في
⇒    𝑥 − 𝑦 − 2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑦 = −𝑥+ 1 

𝑑′ ∶ {
𝑥 = 𝑠
𝑦 = −𝑠 + 1
𝑧 = 2𝑠 − 1

     ; 𝑠 ∈ 𝑅 

 وبالتالي أصبح لدينا 

 𝑢⃗ (1,−1,2)  شعاع توجيه المستقيم𝑑 

𝑢′⃗⃗  ′𝑑شعاع توجيه المستقيم  (1,2−,1)⃗ 

𝑢⃗ = 𝑢′⃗⃗  ⃗ 
 ومنه الشعاعان مرتبطان خطياً وبالتالي المستقيمان متوازيان. 

 منطبقان 𝑑 و′𝑑لنبحث فيما إذا كان المستقيمان  

 بالحل المشترك لجملتي المعادلات 

{
𝑠 = 𝑡                              
−𝑠 + 1 = −𝑡               
2𝑠 − 1 = 2𝑡 − 1         

 

 في  نعوض 

⇒ −𝑠 + 1 = −𝑠 ⇒ 1 =  مستحيلة     0

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1,1,−2)

𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,−1,−2)
} ⇒ (

1

1
≠
1

−1
≠
−2

−2
) 

  𝑛1⃗⃗⃗⃗    و𝑛2⃗⃗⃗⃗  ًمركباتهما غير متناسبة.  نلأ ،غير مرتبطين خطيا 

 ′𝑑متقاطعان بفصل مشترك  وبالتالي المستويان

{
𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 3          

𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 5        
 

 نجد:  المعادلتينبجمع 

2𝑥 = 8 + 4𝑧 ⇒ 𝑥 = 4 + 2𝑧 
 نعوض في
⇒    4 + 2𝑧 + 𝑦 = 3 + 2𝑧 ⇒ 𝑦 = 1 

𝑑′ ∶ {
𝑥 = 2𝑠 + 4
𝑦 = −1
𝑧 = 𝑠

     ; 𝑠 ∈ 𝑅 

 وبالتالي أصبح لدينا 

 𝑢⃗ (2,0,1)  شعاع توجيه المستقيم𝑑 

𝑢′⃗⃗  ′𝑑شعاع توجيه المستقيم  (2,0,1)⃗ 

𝑢⃗ = 𝑢′⃗⃗  ⃗ 
 ومنه الشعاعان مرتبطان خطياً وبالتالي المستقيمان متوازيان. 

 منطبقان 𝑑 و′𝑑لنبحث فيما إذا كان المستقيمان  

 بالحل المشترك لجملتي المعادلات 

{
2𝑠 + 4 = 2𝑡 − 1       
−1 = 2                
𝑠 = 𝑡 + 1        

 

1−أن  نلاحظ من المعادلة   =  وهذا تناقض 2

 
 
 
 

أنت وحدك في هذا الطريق المملوء بأحلامك 
وآمالك... 

فأحسن السير ولا تميل 
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𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−2,3)

𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,1)
} ⇒ (

1

1
≠
−2

1
≠
3

1
) 

  𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗ 𝑛𝒬⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  متناسبة.  مركباتهما غير نلأ ،غير مرتبطين خطياً  

 .𝑑متقاطعان بفصل مشترك   وبالتالي المستويان
 

 𝑑  هو الفصل المشترك للمستويين𝒬 و 𝒫 

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0                 

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0           
 

 : نجدمن  بطرح المعادلة 

3𝑦 − 2𝑧 + 6 = 0 ⇒ 𝑦 =
2

3
𝑧 − 2 

 نعوض في
⇒    𝑥 +

2

3
𝑧 − 2 + 𝑧 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −

5

3
𝑧 + 1 

−𝑀ቀهو مجموعة النقاط  𝑑أي أن 
5

3
𝑧 + 1,

2

3
𝑧 − 2, 𝑧ቁ 

 .ℝفي  𝑧عندما تتحول 

 

 

 نحتاج إلى نقطتين 𝑑لإيجاد شعاعاً موجهاً للمستقيم  

 فنجد:  𝑧نختار قيمتين للعدد 

𝑧 = 0 ⇒ 𝐴(1,−2,0)  
𝑧 = 3 ⇒ 𝐵(−4,0,3)  

𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(5,−2,−3) 
 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗لدينا   𝑛𝒬⃗⃗   و (2,3−,1)⃗  ⃗⃗  (1,1,1) 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗نفرض    ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑎 − 2𝑏 + 3𝑐 = 0       …

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0      …
 

𝑐بفرض   = 3  

{
  𝑎 − 2𝑏 + 9 = 0            …
   𝑎 + 𝑏 + 3 = 0           …

 

 : نجدمن    بطرح المعادلة

⇒−3𝑏 + 6 = 0 ⇒ 𝑏 = 2
 نعوض في
⇒    𝑎 = −5 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗ومنه ناظم المستوي   ⃗(−5,2,3) 

⇒ ℛ ∶ −5𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ ℛ ⇒ −10 + 10 − 6 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 6 

⇒ ℛ ∶ −5𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 6 = 0 

فهو عمودي على فصلهما  𝒫 و 𝒬عمودي على المستويين  ℛبما أن المستوي 

 𝑑المشترك 

𝑛ℛ⃗⃗⃗⃗وبالتالي فإن    ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ومنه تكون معادلة المستوي  ⃗ 
⇒ ℛ ∶ 5𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ ℛ ⇒ 10 − 10 + 6 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −6 
⇒ ℛ ∶ 5𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 − 6 = 0 
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 لمستقيم ومستوي:الوضع النسبي       

 المستويليكن لدينا 

𝒫 ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 
 تمثيله الوسيطي  𝑑والمستقيم 

𝑑: {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

      ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 إما المستقيم يوازي المستوي 

 أو المستقيم محتوى في المستوي 

 ونعتمد في ذلك على تعويض المعادلات الوسيطية في معادلة المستوي 

{
𝑙1 = 𝑙2   ⇒ المستقيم محتوى  في المستوي 

𝑙1 ≠ 𝑙2   ⇒ المستقيم يوازي  المستوي      
 

 فنقول إن المستقيم والمستوي متقاطعان. 

  نعوض احداثيات نقطة التقاطع  ديتقاطع مستقيم ومستوي بنقطة واحدة، لإيجا

،  𝑡معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي فنحصل على قيمة ل  

 نعوضها في التمثيل فتكون إحداثيات نقطة التقاطع. 

 متعامدان. فنقول إن المستقيم والمستوي

 

 

 

 

      

= 𝑢⃗              ستقيم    شعاع توجيه الم 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,1,3) 

𝑛𝒫⃗⃗                     شعاع ناظم المستوي ⃗⃗ = (2,−1,1) 

 نلاحظ أن 

𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = −4 ≠ 0 
𝑛𝒫⃗⃗فالشعاعان   غير متعامدين   𝑢⃗و    ⃗⃗

 متقاطعين.  𝒫والمستوي  (𝐴𝐵)وبالتالي المستقيم  

 تعيين إحداثيات نقطة التقاطع:

,𝑥)هي الثلاثية  𝐼نقطة التقاطع  𝑦, 𝑧)  :حل الجملة الآتية 

{

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 3𝑡 − 2

 

 نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي 

2(−3𝑡 + 2) − (𝑡 + 1) + (3𝑡 − 2) − 2 = 0 
⇒ −6𝑡 + 4 − 𝑡 − 1 + 3𝑡 − 2 − 2 = 0 

⇒ −4𝑡 = 1 ⇒ 𝑡 = −
1

4
 

 في التمثيل الوسيطي:  𝑡نعوض قيمة  

{
 
 

 
 𝑥 =

11

4

𝑦 =
3

4

𝑧 = −
11

4

  ⇒ 𝐼 (
11

4
,
3

4
,−
11

4
)  
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  𝑑نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم  

= 𝑢⃗الموجه بالشعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  𝐴ويمر بالنقطة  (4−,2,0)⃗ 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 2
𝑧 = −4𝑡 + 3

       ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 أن:  وبالتالي نلاحظ     𝑛⃗ 𝒫(1,1,1)ناظم المستوي   
𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 2 + 0 − 4 = −2 ≠ 0 

𝑛𝒫⃗⃗فالشعاعان   غير متعامدين   𝑢⃗و    ⃗⃗
 متقاطعين.  𝒫والمستوي  (𝐴𝐵)وبالتالي المستقيم  

 تعيين إحداثيات نقطة التقاطع:

 نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي 

2𝑡 − 1 + 2 − 4𝑡 + 3 = 1 ⇒ 𝑡 =
3

2
 

 في التمثيل الوسيطي:  𝑡نعوض قيمة  

{
 
 

 
 𝑥 = 2(

3

2
) − 1 = 2

𝑦 = 2

𝑧 = −4(
3

2
) + 3 = −3

  ⇒ 𝐼(2,2, −3)  

  𝑑نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم  

= 𝑢⃗الموجه بالشعاع   𝐴ويمر بالنقطة  (2,0−,1)

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = −2𝑡 − 1
𝑧 = 0

       ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 : 6ب   𝒫للسهولة نضرب معادلة المستوي 
𝒫 ∶ 3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 6 

 أن:  وبالتالي نلاحظ     𝑛⃗ 𝒫(3,2,−1)ناظم المستوي   

𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 3 − 4 + 0 = −1 ≠ 0 
𝑛𝒫⃗⃗فالشعاعان   غير متعامدين   𝑢⃗و    ⃗⃗

 متقاطعين.  𝒫والمستوي  (𝐴𝐵)وبالتالي المستقيم  
 تعيين إحداثيات نقطة التقاطع:

 نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي 
3(𝑡 + 2) + 2(−2𝑡 − 1) − 0 = 6 
3𝑡 + 6 − 4𝑡 − 2 = 6 ⇒ 𝑡 = −2 

 في التمثيل الوسيطي:  𝑡نعوض قيمة  

{
𝑥 = −2 + 2 = 0
𝑦 = 4 − 1 = 3
𝑧 = 0

     ⇒ 𝐼(0,3,0)  

𝑛⃗ 𝒫(1,−1,1)     ,    𝑢⃗ 𝑑(2,1,−3) 
𝑛⃗ 𝒫 ⋅ 𝑢⃗ = 2 − 1 − 3 = −2 ≠ 0 

𝑛𝒫⃗⃗ن فالشعاعا  غير متعامدين   𝑢⃗و    ⃗⃗
 متقاطعين.  𝒫والمستوي  𝑑وبالتالي المستقيم  

 تعيين إحداثيات نقطة التقاطع:

 نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي 

2𝑡 − 1 − 𝑡 + 1 − 3𝑡 = 1 ⇒ 𝑡 = −
1

2
 

{
 
 

 
 𝑥 = 2(

−1

2
) − 1 = −2

𝑦 = −
1

2

𝑧 = 1 − 3(
−1

2
) =

5

2

  ⇒ 𝐼 (−2,−
1

2
,
5

2
) 

𝑛⃗ 𝒫(2,3, −1)     ,     𝑢⃗ 𝑑(1,2,8) 
𝑛⃗ 𝒫 ⋅ 𝑢⃗ = 2 + 6 − 8 = 0 

 إما المستقيم يوازي المستوي أو محتوى فيه وبالتالي 
 المستوي نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة 

2𝑠 + 2 + 6𝑠 + 3 − 8𝑠 + 3 = 0 ⇒ 8 =  مستحيلة 0

 وبالتالي المستقيم والمستوي متوازيان ولا يوجد بينهما نقاط مشتركة.
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 الموجه بالشعاع  (𝐴𝐵)نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم  

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  𝐴ويمر بالنقطة   (3,4,5−)⃗ 

(𝐴𝐵): {
𝑥 = −3𝑡 + 2
𝑦 = 4𝑡 − 1
𝑧 = 5𝑡

      ; 𝑡 ∈ 𝑅 

= 𝑢⃗               شعاع توجيه المستقيم      𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,4,5) 

𝑛𝒫⃗⃗                      شعاع ناظم المستوي ⃗⃗ = (2,−3,1) 

 نلاحظ أن 

𝑛𝒫⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = −6 − 12 + 5 = −13 ≠ 0 
𝑛𝒫⃗⃗فالشعاعان   غير متعامدين   𝑢⃗و    ⃗⃗

 متقاطعين.  𝒫والمستوي  (𝐴𝐵)وبالتالي المستقيم  

 تعيين إحداثيات نقطة التقاطع:

 نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة المستوي 
2(−3𝑡 + 2) − 3(4𝑡 − 1) + 5𝑡 − 5 = 0 
⇒ −6𝑡 + 4 − 12𝑡 + 3 + 5𝑡 − 5 = 0 

−13𝑡 = −2 ⇒ 𝑡 =
2

13
 

{
 
 
 

 
 
 𝑥 = −3(

2
13
)+2

𝑦 = 4(
2
13
)−1

𝑧 = 5(
2
13
)

  ⇒ 𝐼 (
20

13
, −
5

13
,
10

13
) 

 لثلاث مستويات:الوضع النسبي       

 ℛو   𝑄و  𝒫ليكن لدينا ثلاث مستويات  

{

 𝒫 ∶ 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1
𝑄 ∶ 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2 
ℛ ∶ 𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧 = 𝑑3

 

 

 النواظم مرتبطة خطياً مثنى مثنى.

 نقاط مشتركة(  دجملة المعادلات الثلاث مستحيلة الحل )لا توج

 

 النواظم مرتبطة خطياً مثنى مثنى.

 جملة المعادلات الثلاث لها عدد غير منتهي من الحلول. 

 

 إما بنقطة وحيدة:

 النواظم غير مرتبطة خطياً مثنى مثنى. 

,𝐼(𝑥حل وحيد المعادلات يوجد لجملة  𝑦, 𝑧) 

 أو بفصل مشترك )مستقيم( 

 النواظم غير مرتبطة خطياً مثنى مثنى. 

 المعادلات عدد غير منتهي من الحلول. يوجد لجملة 

 في حالة ثلاث مستويات اثنان منها متوازيان تكون الجملة مستحيلة الحل 

 مشتركة بين المستويات الثلاثة معاً. أي لا يوجد نقاط 
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من إحدى المعادلات ونعوضه في المعادلتين الباقيتين   نحسب قيمة أحد المجاهيل
 فنحصل على معادلتين بمجهولين نحلها حلاً مشتركاً 

 الجملة مستحيلة الحل: عندها تكون المستويات متوازية.  
 الجملة لها عدد غير منتهي من الحلول: عندها تكون المستويات متقاطعة   

 بفصل مشترك )مستقيم( 
 تكون المستويات متقاطعة بنقطة وحيدة. االجملة لها حل وحيد: عنده 
    

 ليكن لدينا جملة المعادلات الآتية: 

{

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1    𝐿1
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2    𝐿2
𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧 = 𝑑3    𝐿3

 

 )يمكن التبديل بين المعادلات( 1±يساوي  𝑎1العنصر الرائد  يجب أن يكون 
 التحويلاتوذلك باستخدام  𝐿3و  𝐿2من المعادلتين   𝑥نحذف 

𝑎2
𝑎1
𝐿1 + 𝐿2     و     

𝑎3
𝑎1
𝐿1 + 𝐿3 

 فنحصل على الجملة 

{

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1    𝐿1
        +𝑏′2𝑦 + 𝑐′2𝑧 = 𝑑′2    𝐿′2
        +𝑏′3𝑦 + 𝑐′3𝑧 = 𝑑′3    𝐿′3

 

 التحويل وذلك باستخدام  𝐿′3من المعادلة   𝑦نحذف 
𝑏′3
𝑏′2
𝐿′2 + 𝐿′3 

 فنحصل على الجملة 

{

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1    𝐿1
        +𝑏′2𝑦 + 𝑐′2𝑧 = 𝑑′2    𝐿′2
                     +𝑐′′3𝑧 = 𝑑′′3    𝐿′′3

 

𝑧إذا كانت   =  فيكون للجملة حل وحيد.  عدد
𝑙1وكان  𝑧إذا حذفت   = 𝑙2  .للجملة عدد غير منتهي من الحلول 
𝑙1وكان  𝑧إذا حذفت   ≠ 𝑙2  .تكون الجملة مستحيلة الحل 
 
 

      

 نجري التحويلات

2𝐿1 + 𝐿3                  3و𝐿1 + 𝐿2 

{

−𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 𝐿1
5𝑦 + 5𝑧 − 10 = 0 𝐿′2
7𝑦 + 4𝑧 − 8 = 0 𝐿′3

 

 التحويل نجري 

−
7

5
𝐿′2 + 𝐿′3 

{

 −𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 𝐿1
            5𝑦 + 5𝑧 − 10 = 0 𝐿′2
                    −3𝑧 + 6 = 0 𝐿′′3

 

 نجد  𝐿′′3من المعادلة 

−3𝑧 + 6 = 0 ⇒ 𝑧 = 2 
 .وبالتالي للجملة حل وحيد والمستويات تتقاطع في نقطة وحيدة

 :إيجاد إحداثيات نقطة التقاطع

𝑧نعوض  =  𝐿′2في المعادلة  2

⇒ 5𝑦 + 10 − 10 = 0 ⇒ 𝑦 = 0 
𝑧 نعوض  = 𝑦و 2 =  𝐿1في  0

⇒ −𝑥 + 0 + 6 − 5 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 
 نقطة التقاطع

𝐼(1,0,2) 
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 نبدل بين المعادلة الأولى والثالثة 

𝑆 {

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1                       (𝐿1)

2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1         (𝐿2)

5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −5                (𝐿3)
 

5𝐿1       نجري التحويلات + 𝐿3    &       2𝐿1 + 𝐿2 

𝑆 {

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1                     (𝐿1)

   15𝑦 − 9𝑧 = −3               (𝐿2
′ )

     6𝑦 − 4𝑧 = −10             (𝐿3
′ )

 

6التحويل                      نجري 

15
𝐿2
′ + 𝐿3

′ 

𝑆 {

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1                (𝐿1)

15𝑦 − 9𝑧 = −3            (𝐿2)
−6

15
𝑧 =

−132

15
      (𝐿3

′′)

 

 نجد  𝐿′′3من المعادلة 

−
6

15
𝑍 = −

132

15
⇒ 𝑍 =

132

6
= 22 ⇒ 𝑍 = 22 

 وبالتالي للجملة حل وحيد والمستويات تتقاطع في نقطة وحيدة.

 :إيجاد إحداثيات نقطة التقاطع

𝑧نعوض  =  𝐿′2في المعادلة  22

15𝑦 − 9(22) = −3 ⇒ 15𝑦 = 195 ⇒ 𝑦 = 13 
𝑧 نعوض  = 𝑦و 22 =  𝐿1في  13

𝑥 − 13 + 22 = 1 ⇒ (𝑥 = −8) 
 𝐼(−8,13,22)   نقطة التقاطع

S{

𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 = 3       (𝐿1)

2𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 = 7       (𝐿2)

3𝑥 − 3𝑦 − 5𝑧 = 8       (𝐿3)
 

3𝐿1       نجري التحويلات + 𝐿3    &       2𝐿1 + 𝐿2 

S {

𝑏𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 = 3           (𝐿1)

          3𝑦 + 2𝑧 = 1            (𝐿′2)

        3𝑦 + 4𝑧 = −1         (𝐿′3)
 

6التحويل                      نجري 

15
𝐿2
′ + 𝐿3

′ 

𝑆 {

𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 = 3        (𝐿1)

3𝑦 + 2𝑧 = 1        (𝐿2
′ )

2𝑧 = −2        (𝐿3
′′ )

 

𝑍     نجد 𝐿′′3من المعادلة  = −1 

 وبالتالي للجملة حل وحيد والمستويات تتقاطع في نقطة وحيدة.

 :إيجاد إحداثيات نقطة التقاطع

𝑧نعوض  =        𝐿′2في المعادلة  1−

3𝑦 − 2 = 1 ⇒ 𝑦 = 1 

𝑧   نعوض  = 𝑦و 1− =  𝐿1في   1

𝑥 = 2 
    نقطة التقاطع

𝐼(2, 𝐿, 6 − 1) 

 الثانيةنبدل بين المعادلة الأولى 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0    ⋯(𝐿1)

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 0    ⋯(𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 0    …(𝐿3)
 

3𝐿1       ري التحويلاتنج + 𝐿3    &       2𝐿1 + 𝐿2 
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𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

−10𝑦 + 2𝑧 = 0        (𝐿′3)
 

2𝐿2التحويل                      نجري 
′ + 𝐿3

′ 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

              0 = 0            (𝐿′′3)
 

 أن للجملة عدد غير منتهي من الحلول وبالتالي نجد 𝐿′′3من المعادلة 

 المستويات تتقاطع بفصل مشترك )مستقيم(.

 الفصل المشترك:  التمثيل الوسيطي إيجاد
 نجد   𝐿′2من المعادلة  

𝑍 = 5𝑦 
 𝐿1نعوض في  

𝑥 + 2𝑦 + 5𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = −7𝑦 
𝑦نفرض   = 𝑡 

𝑑 {
𝑥 = −7𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

       ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 الثانيةنبدل بين المعادلة الأولى 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 2     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 3     (𝐿3)
 

3𝐿1       نجري التحويلات + 𝐿3    &       2𝐿1 + 𝐿2 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

−10𝑦 + 2𝑧 = 0        (𝐿′3)
 

2𝐿2         التحويل                نجري 
′ + 𝐿3

′ 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

              0 = 0            (𝐿′′3)
 

 أن للجملة عدد غير منتهي من الحلول وبالتالي نجد 𝐿′′3من المعادلة 

 المستويات تتقاطع بفصل مشترك )مستقيم(.

 

 الفصل المشترك:  التمثيل الوسيطي إيجاد

 نجد   𝐿′2من المعادلة 
𝑍 = 5𝑦 

 𝐿1نعوض في 
𝑥 + 2𝑦 + 5𝑦 = 1 ⇒ 𝑥 = −7𝑦 + 1 

𝑦نفرض   = 𝑡 

𝑑 {
𝑥 = −7𝑡 + 1
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

       ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 نبدل بين المعادلة الأولى الثانية

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 2     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 1     (𝐿3)
 

3𝐿1       نجري التحويلات + 𝐿3    &       2𝐿1 + 𝐿2 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

−10𝑦 + 2𝑧 = 1        (𝐿′3)
 

2𝐿2         التحويل                نجري 
′ + 𝐿3

′ 

𝑆 {

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1         (𝐿1)

−5𝑦 + 𝑧 = 0             (𝐿′2)

              0 = 1            (𝐿′′3)
 

0أن   نجد 𝐿′′3من المعادلة  ≠  وهذا تناقض 1

 وبالتالي الجملة مستحيلة الحل فالمستويات متوازية. 

𝑆 {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)

𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 = −1     (𝐿3)
 

3𝐿1       نجري التحويلات + 𝐿3    &       𝐿1 + 𝐿2 

𝑆 {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)

  −3𝑦 + 0 = 0     (𝐿2)

  −7𝑦 + 0 = −4     (𝐿3)
 

 تناقض وبالتالي الجملة مستحيلة الحل.  (𝐿3)و  (𝐿2)نلاحظ من المعادلتين  
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  المار من النقطة المطلوبة  منوجد التمثيل الوسيطي للمستقي 

 توجيه له. والذي يقبل ناظم المستوي شعاع 

  نعوض في معادلة المستوي فنحصل على قيمة الوسيط𝑡 

   نعوض قيمة𝑡  .في التمثيل الوسيطي فنحصل على نقطة التقاطع 

           

 (𝐴𝐵𝐶)أولاً: نوجد معادلة المستوي  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,1)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,3,5)
} (
−2

3
≠
1

5
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  .غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة ⃗ 

 تشكل مستوٍ.  𝐴 و 𝐵 و 𝐶وبالتالي النقاط  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐴𝐵𝐶) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0           …

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 3𝑏 + 5𝑐 = 0                   …
 

𝑐بفرض   = 3 

{
−𝑎 − 2𝑏 + 3 = 0           …
         3𝑏 + 15 = 0           …

 

  من
⇒ 3𝑏 + 15 = 0 ⇒ 𝑏 = −5

 نعوض في
⇒    𝑎 = 13 

 𝑛⃗ (13,−5,3)ومنه ناظم المستوي 

⇒ (𝐴𝐵𝐶) ∶ 13𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 0 − 0 + 3 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −3 

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 13𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 3 = 0 
 ′𝐷𝐷نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم : ثانياً

 عمودي على المستوي فإن  ′𝐷𝐷بما أن المستقيم  

𝑛⃗ 𝐴𝐵𝐶 = 𝑢⃗ 𝐷𝐷′  

 𝐷𝐷′  المستقيم الموجه بالشعاع𝑢⃗ 𝐷𝐷′  والمار بالنقطة𝐷 

𝑑: {
𝑥 = 13𝑡 − 11
𝑦 = −5𝑡 + 9
𝑧 = 3𝑡 − 4

     ; 𝑡 ∈ ℝ 

 :تعيين إحداثيات نقطة التقاطع

 المستوي نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة 
169𝑡 − 143 + 25𝑡 − 45 + 9𝑡 − 12 − 3 = 0 

⇒ 203𝑡 = 203 ⇒ 𝑡 = 1 
 في التمثيل الوسيطي:  𝑡نعوض قيمة  

{

𝑥 = 13(1)−11 = 2
𝑦 = −5(1)+9 = 4
𝑧 = 3(1)−4 = −1

  ⇒ 𝐷′(2,4, −1)  

 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−6,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−5,−2)
} (
2

−1
≠
−6

−5
≠
0

−2
) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  .خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة غير مرتبطان ⃗ 

 ليست على استقامة واحدة فهي تشكل مستوٍ.  𝐴 و 𝐵 و 𝐶وبالتالي النقاط  
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 (𝐴𝐵𝐶)أولاً: نوجد معادلة المستوي  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐴𝐵𝐶) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2𝑎 − 6𝑏 = 0 = 0           …

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −𝑎 − 5𝑏 − 2𝑐 = 0    …
 

𝑏بفرض   = 1 

{
2𝑎 − 6 = 0           …
−𝑎 − 2𝑐 − 5 = 0    …

 

  من
⇒ 2𝑎 − 6 = 0⇒ 𝑎 = 3

 نعوض في
⇒    𝑐 = −4 

,𝑛⃗ (3,1ومنه ناظم المستوي  −4) 

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 6 + 4 − 12 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 2 

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0 
 ′𝐷𝐷نوجد التمثيل الوسيطي للمستقيم : ثانياً

 عمودي على المستوي فإن  ′𝐷𝐷بما أن المستقيم  

𝑛⃗ 𝐴𝐵𝐶 = 𝑢⃗ 𝐷𝐷′  

 𝐷𝐷′  المستقيم الموجه بالشعاع𝑢⃗ 𝐷𝐷′  والمار بالنقطة𝐷 

𝑑: {
𝑥 = 3𝑡 + 3
𝑦 = 𝑡 + 3
𝑧 = −4𝑡 − 3

     ; 𝑡 ∈ ℝ 

 :تعيين إحداثيات نقطة التقاطع

 المستوي نعوض معادلات التمثيل الوسيطي في معادلة 
9𝑡 + 9 + 𝑡 + 3 + 16𝑡 + 12 + 2 = 0 

⇒ 26𝑡 = −26 ⇒ 𝑡 = −1 
 في التمثيل الوسيطي:  𝑡نعوض قيمة  

{

𝑥 = 3(−1)+3 = 0
𝑦 = 1(−1)+3 = 2
𝑧 = −4(−1)−3 = 1

  ⇒ 𝐷′(0,2,1)  

 
 
 
 

             

            

 
 

 

 

  منوجد التمثيل الوسيطي للمستقي 𝑑 

   بفرض𝐴′(𝑥, 𝑦, 𝑧)  هي المسقط القائم للنقطة𝐴  على المستقيم𝑑 

 .𝑑تحقق التمثيل الوسيطي للمستقيم ′𝐴وبالتالي النقطة  

    نوجد إحداثيات الشعاع𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  .𝑡بدلالة   

    نعلم أن𝑑 ⊥ 𝐴𝐴′  وبالتالي   𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 0. 

   نحصل على معادلة بالمجهول𝑡  نحسب قيمة ،𝑡    ثم نعوضها في𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 

   نوجد طويلة𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  والتي تمثل بُعد النقطة عن المستقيم.  

       

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,2)

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,1)
} ⇒ (

1

2
≠
  1

−1
≠
2

1
) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة.  

 𝑑وبالتالي المستويين متقاطعين بفصل مشترك )مستقيم( وليكن 
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{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0        

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0       
 

 بجمع المعادلتين نجد  

3𝑥 = 9 − 3𝑧 ⇒ 𝑥 = 3 − 𝑧 

 نعوض في
⇒    3 − 𝑧 + 𝑦+ 2𝑧 − 5 = 0 

⇒ 𝑦 = 2 − 𝑧 
𝑧نفرض   = 𝑡    فيكون التمثيل الوسيطي للفصل المشترك𝑑 

𝑑 ∶ {
𝑥 = −𝑡 + 3
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡

     ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 .𝑑تحقق التمثيل الوسيطي للمستقيم ′𝐴الي النقطة  وبالت
𝐴′(−𝑡 + 3,−𝑡 + 2, 𝑡) 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−𝑡, −𝑡 + 3, 𝑡 − 2) 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑡 + 𝑡 − 3 + 𝑡 − 2 = 0 

⇒ 3𝑡 = 5 ⇒ 𝑡 =
5

3
 

⇒ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
−5

3
,
4

3
,
−1

3
) 

∥ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥= √
25

9
+
16

9
+
1

9
= √

42

9
=
√42

3
 

 
 

 

 

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,2)

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,−1,1)
} ⇒ (

1

2
≠
  1

−1
≠
2

1
) 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗الشعاعان    ⃗, 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة.  

 𝑑وبالتالي المستويين متقاطعين بفصل مشترك )مستقيم( وليكن 

{
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0        
3𝑥 + 𝑧 − 1 = 0       

 
  من  المعادلة
⇒    𝑧 = −3𝑥+ 1

 نعوض في
⇒    𝑥 − 𝑦 − 3𝑥 + 1 = 0 

⇒ 𝑦 = −2𝑥 + 1 

𝑥نفرض   = 𝑡    فيكون التمثيل الوسيطي للفصل المشترك𝑑 

𝑑 ∶ {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = −2𝑡 + 1
𝑧 = −3𝑡 + 1

     ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 .𝑑تحقق التمثيل الوسيطي للمستقيم ′𝐴وبالتالي النقطة  
𝐴′(𝑡, −2𝑡 + 1,−3𝑡 + 1) 

𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑡 − 2,−2𝑡 − 1,−3𝑡 + 2) 
𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑡 − 2 + 4𝑡 + 2 + 9𝑡 − 6 = 0 

⇒ 14𝑡 = 6 ⇒ 𝑡 =
3

7
 

⇒ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
−11

7
,
−13

7
,
5

7
) 

∥ 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥= √
121

49
+
169

49
+
25

49
= √

315

49
= √

45

7
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   نحسب بُعد النقطة عن المستوي الأول وليكن𝑙1. 

   نحسب بُعد النقطة عن المستوي الثاني وليكن𝑙2. 

  يكون بُعد النقطة عن الفصل المشترك حسب فيثاغورث 

𝑙 = √𝑙1 + 𝑙2 
    

 

𝑛⃗ 𝒫(1,1, −2), 𝑛⃗ 𝑄(1,1,1) 
𝑛⃗ 𝒫 ⋅ 𝑛⃗ 𝑄 = 1 + 1 − 2 = 0 

 وبالتالي المستويين متعامدين.

𝑙1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|1(2) + 1(1) − 2(2) − 1|

√1 + 1 + 4
=
2

√6

𝑙2 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) =
|1(2) + 1(1) + 1(2)|

√1 + 1 + 1
=
5

√3
         

 

 

= √(
2

√6
)
2

+ (
3

√3
)
2

= √
4

6
+
9

3
 

= √
54

6
= √9 = 3 
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 ............................................... ....................

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ................................... ................................
 ...................................................................
...................................................................  
 ...................................................................

...................... .............................................
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

.......... .........................................................
...................................................................  
 ...................................................................

 ................................................................ ...
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 .................................................... ...............
 ...................................................................
 ................................................................... 

69  ص   

62



 

 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

0937375251  

            

 .... ...............................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ........................................................... ........
...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................  

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

................................ ...................................
...................................................................  
 ...................................................................
 ................................................................... 

 

 ................. ..................................................
 ...................................................................
...................................................................  
 ...................................................................

 .... ...............................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ........................................................... ........
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

.................................. .................................
...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  
...................................................................  

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ....... ............................................................
...................................................................  
 ...................................................................

............................................................. ......
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

 ................................................ ...................
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 .................................... ...............................
 ................................................................... 

63



 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

 

            

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................... .............................
...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................  

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ........... ........................................................
...................................................................  
 ...................................................................

...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

................................................... ................
 ................................................................... 

 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................... .............................
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

............. ......................................................
...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................

..................................................... ..............
 ...................................................................
...................................................................  
 ...................................................................

 ........................................ ...........................
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

........................... ........................................
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

............... ....................................................
...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

 ...................................................... .............
 ................................................................... 

64



 

 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

0937375251  

            

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

.................... ...............................................
...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ...................................................................

..................................................... ..............
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

 ........................................ ...........................
...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................

...................................................................  
 ...................................................................

 ...................................................................
 ................................................................... 

............. ......................................................
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

. ..................................................................
 ...................................................................
...................................................................  

 ....................................................... ............
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................................................  
 ..................................................................  

...................................................................  

...................................................................  
 ............................ .......................................

 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

... ................................................................
...................................................................  
 ...................................................................

 ......................................................... ..........
 ...................................................................
 ...................................................................
 ...................................................................

 ...................................................................  
 ...................................................................
 ...................................................................
...................................................................   

65



 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

 

              

 
,𝐶(0,0,1)بما أن   𝐵(0,1,0), 𝐴(1,0,0)   فتكون إحداثيات𝐺 

𝐺 (
1 + 0 + 0

3
,
0 + 1 + 0

3
,
0 + 0 + 1

3
) = (

1

3
,
1

3
,
1

3
) 

 يجب أن يكون  ( 𝐴𝐵𝐶)عمودي على المستوي  ( 𝑂𝐺)حتى يكون 

 عمودي على مستقيمين متقاطعين فيه: 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

3
,
1

3
,
1

3
) , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0), 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,1) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
1

3
) ⋅ (−1) + (

1

3
) ⋅ (0) + (

1

3
) (1) = 0

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
1

3
) ⋅ (−1) + (

1

3
) ⋅ (1) + (

1

3
) (0) = 0

 

 . ( 𝐴𝐵𝐶) عمودي على المستوي  ( 𝑂𝐺)ومنه 

 
𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,2,0)

𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,0,3)
} ⇒ (

−2

 −2
≠
0

3
) 

⃗⃗′𝐴′𝐶الشعاعان   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ة.غير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما غير متناسب  

 تشكل مستوٍ.  ′𝐴 و ′𝐵 و ′𝐶وبالتالي النقاط  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐴𝐵𝐶) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −2𝑎 + 2𝑏 = 0           …

𝑛⃗ ⋅ 𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ −2𝑎 + 3𝑐 = 0    …
 

𝑐بفرض   = 2 

{
−2𝑎 + 2𝑏 = 0           …
−2𝑎 + 6 = 0             …

 

 من
⇒ 𝑎 = 3

 نعوض  في
⇒     𝑏 = 3 

 𝑛⃗ (3,3,2)ومنه ناظم المستوي 

 ⇒ (𝐴′𝐵′𝐶′): 3𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐴′ ∈ (𝐴′𝐵′𝐶′) ⇒ 6 + 0 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −6 
⇒ (𝐴′𝐵′𝐶′): 3𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 

 

 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  الذي يمر بالنقطة (𝐴𝐶)شعاع موجهاً للمستقيم   (1,0,1−)⃗ 

 𝐴(1,0,0)  وبالتالي : 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑘𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

{
𝑥 − 1 = −𝑘
𝑦 − 0 = 0
𝑧 − 0 = 𝑘

  ; 𝑘 ∈ 𝑅 ⇒ {
𝑥 = 1 − 𝑘
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑘

   ; 𝑘 ∈ 𝑅 

 

 (′𝐴′𝐵′𝐶)في معادلة المستوي  (𝐴𝐶)نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم  

1 − 𝑘 + 0 +
2

3
𝑘 − 2 = 0 ⇒ 𝑘 = −3 

 (𝐴𝐶)في  𝑘نعوض قيمة  

{
𝑥 = 1 − (−3)
𝑦 = 0
𝑧 = −3

⇒ {
𝑥 = 4
𝑦 = 0
𝑧 = −3

 ; 𝑘(4,0,−3) 
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 (𝐵𝐶)ل الوسيطي للمستقيم  نوجد التمثي

 𝑢⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,  𝐵ونختار النقطة  (1,1−

(𝐵𝐶): {
𝑥 = 0
𝑦 = −𝑡 + 1      ; 𝑡 ∈ 𝑅
𝑧 = 𝑡

 

  𝐿إيجاد إحداثيات النقطة  

 (′𝐴′𝐵′𝐶)في معادلة المستوي  (𝐵𝐶)نعوض التمثيل الوسيطي للمستقيم  

0 − 𝑡 + 1 +
2

3
𝑡 − 2 = 0 ⇒ 𝑡 = −3 

{
𝑥 = 0
𝑦 = 3 + 1 = 4
𝑧 = −3

⇒ 𝐿(0,4,−3) 

 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0), 𝐴′𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,2,0), 𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0)

{𝐾𝐿
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴′𝐵′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
⇒
(𝐾𝐿) ∖∖ (𝐴𝐵)      

(𝐾𝐿) ∖∖ (𝐴′𝐵′)

 

,(𝐴𝐵)وبالتالي المستقيمات   (𝐴′𝐵′), (𝐾𝐿)  .متوازية 

 

𝑘 ∈ (𝐴𝐶) ⊂ (𝐴𝐵𝐶)
𝐿 ∈ (𝐵𝐶) ⊂ (𝐴𝐵𝐶)
(𝐾𝐿) ⊂ (𝐴𝐵𝐶)

            

𝑘 ∈ (𝐴𝐶) ⊂ (𝐴′𝐵′𝐶′)

𝐿 ∈ (𝐵𝐶) ⊂ (𝐴′𝐵′𝐶′)

(𝐾𝐿) ⊂ (𝐴′𝐵′𝐶′)

 

⏞                              

 

 يتقاطعان   (′𝐴′𝐵′𝐶)و   (𝐴𝐵𝐶)وبالتالي المستويان 

 .(𝐾𝐿)بالفصل المشترك 

 

 

 

 

 

 

 

,𝐷نوجد إحداثيات النقاط  𝐼, 𝐽 

𝐽 (2,1,
1

2
)    ,   𝐷(0,1,0)    ,   𝐼(1,0,0) 

  𝐼𝐽⃗⃗⃗  ቀ1,1,
1

2
ቁ         𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ ቀ2,0,

1

2
ቁ 

𝐼𝐽 = √1 + 1 +
1

4
= √

9

4
=
3

2

𝐷𝐽 = √4 + 0 +
1

4
= √

17

4
=
√17

2

 

 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  (1,1,
1

2
)     ,     𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ (−1,1,0) 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  ⋅ 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = −1 + 1 + 0 = 0 
,(𝐷𝐼)وبالتالي   (𝐼𝐽)  .متعامدان 
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𝐽𝐼⃗⃗⃗  (−1,−1,
−1

2
)   ,   𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ (−2,0,−

1

2
) 

𝐽𝐼⃗⃗⃗  . 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ =∥ 𝐽𝐼⃗⃗⃗  ∥⋅∥ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ∥⋅ 𝑐𝑜𝑠 (𝐼𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )  

⇒ 𝑐𝑜𝑠(𝐼𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝐽𝐼⃗⃗⃗  . 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ 

∥ 𝐽𝐼⃗⃗⃗  ∥⋅∥ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ∥
 

𝑐𝑜𝑠(𝐼𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
2 + 0 +

1
4

3
2
⋅
√17
2

=

9
4

3√17
4

=
3

√17
 

 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐷𝐼𝐽) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 = 0             …

𝑛⃗ ⋅ 𝐽𝐼⃗⃗⃗  = 0 ⇒ −𝑎 − 𝑏 −
1

2
𝑐 = 0   …

 

𝑏بفرض   = 1 

{
−𝑎 + 1 = 0           …

−𝑎 − 1 −
1

2
𝑐 = 0             …

 

  من
⇒  𝑎 = 1

  نعوض  في
⇒     𝑐 = −4 

,𝑛⃗ (1,1ومنه ناظم المستوي  −4) 

 ⇒ (𝐷𝐼𝐽): 𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 𝑑 = 0 
𝐷 ∈ (𝐷𝐼𝐽) ⇒ 0 + 1 + 0 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −1 

⇒ (𝐷𝐼𝐽): 𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 − 1 = 0 
 

𝐻(0,1,1) 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐻, (𝐷𝐼𝐽)) =
|0 + 1 − 4 − 1|

√1 + 1 + 16
=

4

√18
=

4

3√2
 

 

𝑣(𝐻𝐷𝐼𝐽) =
1

3
⋅ 𝒮 ⋅ ℎ 

𝒮(𝐷𝐼𝐽) =
[𝐼𝐽] × [𝐼𝐷]

2
=

3
2
× √2

2
=
3√2

4
 

𝑣(𝐻𝐷𝐼𝐽) =
1

3
⋅
3√2

4
⋅
4

3√2
=
1

3
 

 
  (𝐻𝐷𝐼)أولاً نوجد معادلة المستوي 

𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,0,−1), 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ (−1,1,0) 
, 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗الشعاعان   𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗   ًغير مرتبطان خطيا 

 تشكل مستوٍ.  𝐻 و 𝐷 و 𝐼وبالتالي النقاط  

,𝑛⃗ (𝑎نفرض   𝑏, 𝑐)  ناظم المستوي(𝐻𝐷𝐼) 

𝑛⃗ ⋅ 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑐 = 0               …

 𝑛⃗ ⋅ 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 = 0      …
 

𝑏بفرض   = 1 

{
−𝑐 = 0           …
−𝑎 + 1 = 0    …

 
⇒ 𝑐 = 0 ⇒ 𝑎 = 1 

 𝑛⃗ (1,1,0)ومنه ناظم المستوي 
⇒ (𝐻𝐷𝐼) ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑑 = 0 

𝐷 ∈ (𝐻𝐷𝐼) ⇒ 0 + 1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −1 
⇒ (𝐻𝐷𝐼) ∶ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 

 فإن (𝐻𝐷𝐼)عمودي على المستوي  𝑑بما أن المستقيم  

 𝑑ناظم المستوي هو شعاع توجيه للمستقيم 

= 𝑢⃗شعاع توجيهه  𝑑المستقيم  𝑛⃗ (1,1,0)  ومار بالنقطة𝐽 ቀ2,1,
1

2
ቁ 

𝑑 ∶ {

𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 + 1      ; 𝑡 ∈ 𝑅

𝑧 =
1

2

 

 
 (𝐻𝐷𝐼)في معادلة المستوي  𝑑نعوض المعادلات الوسيطية للمستقيم 

𝑡 + 2 + 𝑡 + 1 − 1 = 0 ⇒ 𝑡 = −1 
 فنجد 𝑑في التمثيل الوسيطي للمستقيم  𝑡نعوض قيمة  

𝐽′ (1,0,
1

2
) 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐽, (𝐻𝐷𝐼)) =
|2 + 1 − 1|

√1 + 1 + 0
=
2

√2
= √2 

 ′𝐽في النقطة   ويقطعه (𝐻𝐷𝐼)يعامد المستوي  𝑑بما أن المستقيم  

,𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐻                                                           فإن (𝐷𝐼𝐽)) = 𝐽𝐽′ 

= √(2 − 1)2 + (1 − 0)2 + (
1

2
−
1

2
)
2

= √2 
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{
𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2
 

{
𝑥2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2
 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2
 

      

{
𝑦2 + 𝑧2 = 6
3 ≤ 𝑥 ≤ 6

 

{
𝑥2 + 𝑧2 = 6
2 ≤ 𝑦 ≤ 7

 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 6
0 ≤ 𝑧 ≤ 5

 

 
 

{𝑦
2 + 𝑧2 −

𝑟2

𝑎2
𝑥2 = 0

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

 

{𝑥
2 + 𝑧2 −

𝑟2

𝑎2
𝑦2 = 0

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎
 

{𝑥
2 + 𝑦2 −

𝑟2

𝑎2
𝑧2 = 0

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎

 

      

{𝑦
2 + 𝑧2 −

9

25
𝑥2 = 0

0 ≤ 𝑥 ≤ 5
 

{
𝑥2 + 𝑧2 −

9

16
𝑦2 = 0

0 ≤ 𝑦 ≤ 4
 

{𝑥
2 + 𝑦2 −

4

9
𝑧2 = 0

0 ≤ 𝑧 ≤ 3
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;𝐵)نختار المعلم   𝚤 , 𝚥 , 𝑘⃗ ) عندئذٍ تكون إحداثيات النقاط 

𝐴(4,0,0)    𝐸(0,0,4√2)     𝐵(0,0,0) 

𝐷(4,4,0)    𝐶(0,4,0) 
,𝑀(𝑥نفرض   𝑦, 𝑧)              3ولدينا𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

3 [
𝑥 − 4
𝑦 − 4
𝑧
] = [

−4
−4

4√2
] ⇒ [

3𝑥 − 12
3𝑦 − 12
3𝑧

] = [
−4
−4

4√2
] 

3𝑥 − 12 = −4
3𝑦 − 12 = −4

3𝑧 = 4√2

}

𝑥 =
8

3

𝑧 =
8

3

𝑧 =
4

3}
 
 

 
 

𝑀(
8

3
,
8

3
,
4√2

3
) 

𝑃 (
8

3
,
8

3
, 0) 

𝐻 (
8

3
, 0,0) 

 وبالتالي 

𝑀𝐻 = √0 +
64

9
+
32

9
= √

96

9
= √

16 × 6

9
=
4√6

3
 

 

 حيث  𝐴قائم في   𝑀𝐴𝑁المثلث  

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,−6, 𝑛 − 𝑚) ⇒ 𝑀𝑁2 = 36 + (𝑚 − 𝑛)2 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−√3, 3,𝑚) ⇒ 𝐴𝑀2 = 𝑚2 + 12 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−√3,−3, 𝑛) ⇒ 𝐴𝑁2 = 𝑛2 + 12 
 حسب فيثاغورث في المثلث القائم

𝑀𝑁2 = 𝐴𝑀2 + 𝐴𝑁2

0 + 36 + (𝑛 − 𝑚)2 = 3 + 9 +𝑚2 + 3 + 9 + 𝑛2

36 + 𝑛2 − 2𝑛𝑚 +𝑚2 − 24 − 𝑚2 − 𝑛2 = 0

 

−2𝑛 ⋅ 𝑚 = −12 ⇒ 𝑛 ⋅ 𝑚 = 6  … 
 القاعدة شبه منحرف قائم

𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁 = (
𝑀𝐵 + 𝑁𝑂

2
)𝐵𝑂 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (0,0, −𝑚) ⇒ 𝑀𝐵 = 𝑚 

𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,0, −𝑛) ⇒ 𝑁𝑂 = 𝑛 

𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(0,−6,0) ⇒ 𝐵𝑂 = 6 

⇒ 𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁 = (
𝑚 + 𝑛

2
) (6) = 3(𝑚 + 𝑛) 

 :𝑂𝐵𝑀𝑁عن  𝐴ارتفاع المجسم هو بعد النقطة  

ℎ = 𝐴𝐴′ = √3              ; 𝐴′(0,3,0) 

𝑉𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁 =
1

3
⋅ 𝑆𝑂𝐵𝑀𝑁 ⋅ ℎ 

 ⇒ 5√3 =
1

3
⋅ 3(𝑚 + 𝑛) ⋅ √3 

⇒ 5 = 𝑚 + 𝑛         … 

 و  بالحل المشترك للمعادلتين 
𝑚. 𝑛 = 6
𝑚 + 𝑛 = 5

} ⇒ 𝑛 = 3  &  𝑚 = 2 

39  ص   
42  ص   
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 𝑀1  منتصف[𝐴𝐵]                 إحداثياتها𝑀1 ቀ3,1, −
1

2
ቁ 

𝑛𝒫1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2,5) 

−2(𝑥 − 3) + 2(𝑦 − 1) + 5 (𝑧 +
1

2
) = 0 

𝒫1 ∶  −2𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 +
13

2
= 0 

𝑀2  منتصف[𝐵𝐶]                   إحداثياتها𝑀2 ቀ
5

2
, −

1

2
,
1

2
ቁ 

𝑛𝒫2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐵𝐶
⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,−5,−3) 

1 (𝑥 −
5

2
) − 5 (𝑦 +

1

2
) − 3 (𝑧 −

1

2
) = 0 

𝒫2 ∶  𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −
7

2
= 0 

𝑀3  منتصف[𝐴𝐵]                  إحداثياتها𝑀3 ቀ
3

2
, −

3

2
, −2ቁ 

𝑛𝒫3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐶𝐷
⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,3,−2) 

−3(𝑥 −
3

2
) + 3 (𝑦 +

3

2
) − 2(𝑧 + 2) = 0 

𝒫3 ∶  −3𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 + 5 = 0 

,𝒫3إذا تقاطعت المستويات   𝒫2, 𝒫1  في نقطةΩ  فهي تُحقق 

Ω𝐴 = Ω𝐵 = Ω𝐶 = Ω𝐷 
,𝐷مركو الكرة المارة بالنقاط  Ωإذاً  𝐶, 𝐵, 𝐴. 

{
 
 

 
 𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −

7

2
= 0 𝐿1

  −2𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 +
13

2
= 0 𝐿2

−3𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 + 5 = 0 𝐿3

 

 نجري التحويلات

3𝐿1 + 𝐿3                  2و𝐿1 + 𝐿2 

{
 
 

 
 𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −

7

2
= 0 𝐿1

−8𝑦 − 𝑧 −
1

2
= 0 𝐿′2

−12𝑦 − 11𝑧 −
11

2
= 0 𝐿′3

 

 التحويل نجري 

−
12

8
𝐿′2 + 𝐿′3 

{
 
 

 
  𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 −

7

2
= 0 𝐿1

          −8𝑦 − 𝑧 −
1

2
= 0 𝐿′2

           −
19

2
𝑧 −

19

4
= 0 𝐿′′3

 

 نجد  𝐿′′3من المعادلة 

−
19

2
𝑧−
19

4
= 0 ⇒ −

19

2
𝑧 =

19

4
⇒ 𝑧 = −

1

2
 

 نقطة وحيدة.وبالتالي للجملة حل وحيد والمستويات تتقاطع في 

 إيجاد إحداثيات نقطة التقاطع 

𝑧نعوض  = −
1

2
 𝐿′2في المعادلة  

72 ص    
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⇒ −8𝑦 +
1

2
−
1

2
= 0 ⇒ 𝑦 = 0 

𝑧 نعوض  = −
1

2
𝑦و  =  𝐿1في  0

⇒ 𝑥 − 5(0) − 3(−
1

2
) −
7

2
= 0 ⇒ 𝑥 = 2 

 نقطة التقاطع

Ω(2,0,−
1

2
) 

𝑅 = ΩD 

𝑅 = √4 + 0 + (−3 +
1

2
)
2

= √
41

4
 

𝑆: (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + (𝑧 +
1

2
)
2

=
41

4
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

75



 نور أبو سرور إعداد الأستاذ:                                                              الأشعة في الفراغ                                                                                                                                           للثالث الثانوي   الرياضيات 

 

💥💥 

      

,𝐴)ليكن لدينا النقطتان المثقلتان  𝛼), (𝐵, 𝛽)  حيث𝛼 + 𝛽 ≠ 0 

 تُحقق: 𝐺عندئذٍ توجد نقطة وحيدة 

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺نسمي  𝛼), (𝐵, 𝛽) . 

   أياً كانت النقطة𝑀  :من الفراغ فإن 

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝛼 + 𝛽)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
 نستفيد من هذه المبرهنة في سؤال ماذا تمثل مجموعة النقاط.

,𝐴)لإنشاء مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝛼), (𝐵, 𝛽) نُطبق 

{
 

 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛼

𝛼 + 𝛽
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

  إذا كان𝛼 + 𝛽 =  عندئذٍ مركز الأبعاد غير موجود.  0

  إذا كان𝛼 = 𝛽  عندئذٍ مركز الأبعاد𝐺  هو منتصف[𝐴𝐵] . 

  المستقيم(𝐴𝐵) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

 (𝐵, 𝑡), (𝐴, 1 − 𝑡)  عندما𝑡 ∈ ℛ. 

 للنقطتين الباقيتين.يكفي إثبات أن إحدى النقاط مركز أبعاد متناسبة 

{
  
 

  
 𝑥𝐺 =

𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵
𝛼 + 𝛽

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵
𝛼 + 𝛽

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵
𝛼 + 𝛽

 

     

2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3[𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗] = 0⃗  

−3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
,(𝐵,−1)ومنه  (𝐴, 𝛽  حيث (3 = −1, 𝛼 = 3 

     

 

 من الشكل نجد

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
6

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

1
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 بالمقارنة مع علاقة الإنشاء

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛾

𝛽 + 𝛾
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 نجد: 
𝛾 = 3    &   𝛽 = −2 

 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
4

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 6𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
⇒ 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 وبالتالي 
𝛾 = 3    &   𝛽 = −2 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
−2

4
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 4𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
 وبالتالي 

𝛼 = 1    &   𝛽 = 2 
 

𝐴 𝐶 𝐵 
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,𝐶) النقاط المثقلةليكن لدينا  𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼)  حيث 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠  تُحقق:  𝐺عندئذٍ توجد نقطة وحيدة   0

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
   أياً كانت النقطة𝑀  :من الفراغ فإن 

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

,𝐶)للنقاط  𝐺مركز الأبعاد  لإنشاء  𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  إذا كان𝛼 = 𝛽 = 𝛾 ≠   لنقاطل  𝐺عندئذٍ مركز الأبعاد  0

 (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  هو مركز ثقل المثلث𝐴𝐵𝐶. 

 .يفيد في إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة 

  إن انتماء𝐺  إلى المستوي المعرف بشعاعي𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  والمحدد بالعلاقة ⃗ 

 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ ,𝑦يكافئ وجود عددين  ⃗  𝑥  بحيث 

 𝐺 المتناسبة للنقاطمركز الأبعاد 
(𝐴, 1 − 𝑥 − 𝑦), (𝐵, 𝑥)(𝐶, 𝑦) 

  :الخاصة التجميعية 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺إذا كان 
(𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐻وكان   𝛽), (𝐴, 𝛼) 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺عندئذٍ  𝛾), (𝐻, 𝛼 + 𝛽) 

{
  
 

  
 𝑥𝐺 =

𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 

     

 

(𝐴, 1 − 2 − 1), (𝐵, 2), (𝐶, 1) 

(𝐴, −2), (𝐵, 2), (𝐶, 1) 
 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) + (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
 𝐴𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
⇒ 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
⇒ −2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

 ة لمركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثق 𝑀وبالتالي  

(𝐴, −2), (𝐵, 2), (𝐶, 1) 

(𝐴, 2), (𝐶,−1), (𝐵, 1 − 2 + 1) 
(𝐴, 2), (𝐶, −1), (𝐵, 0) 

     

   

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐻ننشئ  4), (𝐵, 2) 

2)حيث  + 4 ≠ = 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗فيكون   (0
4

6
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺ننشئ  1), (𝐻, 6) 

6)حيث  + 1 ≠ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗فيكون   (0  ⃗ =
6

7
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺حسب الخاصة التجميعية يكون  

(𝐵, 2), (𝐶, 4), (𝐴, 1) 
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,(𝐷,𝛿) النقاط المثقلةليكن لدينا  (𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼)  حيث 

(𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 ≠  تُحقق:  𝐺ذٍ توجد نقطة وحيدة  عندئ (0

𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛿𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
   أياً كانت النقطة𝑀  :من الفراغ فإن 

𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛿𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

  إذا كان𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 ≠  𝐺عندئذٍ مركز الأبعاد  0

,(𝐷,𝛿) للنقاط (𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼)  ثقل  هو مركز 

 .𝐴𝐵𝐶𝐷  الوجوهرباعي 

  في مستوٍ واحد.نقاط  أربعيفيد في إثبات وقوع 

  :الخاصة التجميعية 

 𝐺مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
(𝐷, 𝛿), (𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

 𝐻 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

,𝐻) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 𝐺عندئذٍ  𝛼 + 𝛽 + 𝛾), (𝐷,𝛿) 

{
  
 

  
 𝑥𝐺 =

𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶 + 𝛿𝑥𝐷
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿

𝑦𝐺 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶 + 𝛿𝑦𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿

𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶 + 𝛿𝑧𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿

 

     

 

 
 
 
 

 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ′𝐺ليكن 
(𝐴, 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1) 

 ( 𝐴𝐵𝐶)مركز ثقل المثلث  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  ′𝐺ومنه 

𝐺  مركزالأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐷, 1), (𝐺′,  وبالتالي   (3

𝐺′𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

4
𝐺′𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

وهي تقع على القطعة  𝐴𝐵𝐶𝐷مركز ثقل رباعي الوجوه  𝐺ونسمي 

 .[𝐺′𝐷]المستقيمة  

     

 فهي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  [𝐴𝐷]منتصف   𝐼بما أن  

(𝐷, 1), (𝐴, 1) 
 فهي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  [𝐵𝐶]منتصف   𝐽بما أن  

(𝐵, 1), (𝐶, 1) 
مركز الأبعاد   𝐺فإن   𝐴𝐵𝐶𝐷مركز ثقل رباعي الوجوه  𝐺بما أن  

,𝐴)للنقاط  المتناسبة 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺فإن  

(1,2), (1,2) 
,𝐺وبالتالي النقاط   𝐽, 𝐼 .تقع على استقامة واحدة 
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𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ =
1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  وبالتالي   ⃗ 

 𝐿 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 2), (𝐷, ,𝐿)ومنه  (1 3) 

= 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗لدينا  
2

3
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  وبالتالي   ⃗ 

 𝐽 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐶, 1), (𝐵, ,𝐽)ومنه  (2 3) 

 مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  𝐺فإن  [𝐽𝐿]منتصف   𝐺بما أن  

(𝐽, 3), (𝐿, 3) 

 𝐺  مركز أبعاد متناسبة للنقاط 

(𝐷, 1), (𝐶, 1), (𝐵, 2), (𝐴, 2) 
 مركز أبعاد متناسبة للنقطتين   𝐼فإن  [𝐴𝐵]منتصف   𝐼بما أن  

(𝐵, 2), (𝐴, 2) 
 مركز أبعاد متناسبة للنقطتين   𝐾فإن  [𝐶𝐷]منتصف   𝐾بما أن  

(𝐷, 1), (𝐶, 1) 

,𝐼)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺تكون   4), (𝐾, 2) 

 تقع على استقامة واحدة. 𝐺 و 𝐼 و 𝐾وبالتالي النقاط  

 
 

     

 

 وبالتالي  [𝐴𝐵]منتصف  𝐼لدينا  

 𝐼 مركز أبعاد متناسبة للنقطتين(𝐵, ,𝐴) و (1 1) 

 وبالتالي  [𝐵𝐶]منتصف  𝐽لدينا  

 𝐽 مركز أبعاد متناسبة للنقطتين(𝐵, ,𝐶) و (1 1) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾بما أن  

(𝐻, ,𝐶) و (1 ,𝐵) و (1 ,𝐴) و (2 1) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾أي أن 

(𝐻, ,𝐶) و (1 ,𝐵) و (1 ,𝐵) و (1 ,𝐴) و (1 1) 

 𝐾مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐻, ,𝐽) و (1 ,𝐼) و (2 2) 

,𝐻,𝐾وبالتالي النقاط   𝐽, 𝐼 .تقع في مستوٍ واحد 
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 من الشكل نجد:

2𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 1𝐾𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

𝑎𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑑𝐾𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
} ⇒

𝑎 = 2
𝑑 = 1

} ⇒ (𝐾, 3) 

 من الشكل نجد:  

{1𝐼𝐵
⃗⃗⃗⃗ + 1𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

𝑏𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
} ⇒

𝑏 = 1
𝑐 = 1

} ⇒ (𝐼, 2) 

𝐺 عاد المتناسبة للنقطتين بمركز الأ(𝐾, 2), (𝐼, 3) 

 فيكون  6نضرب المثقلات ب  

𝐺 عاد المتناسبة للنقاط بمركز الأ 
(𝐶, 9), (𝐵, 9), (𝐷, 4), (𝐴, 8) 

 

{
 
 

 
 𝑥𝐺 =

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶
3

= 0

𝑦𝐺 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
= 1

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
= −1}

 
 

 
 

⇒ 𝐺(0,1, −1) 

 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة   𝑀من العلاقة نلاحظ أن 
(𝐶,−1), (𝐵, 1), (𝐴, 1) 

 هي نقطة وحيدة.  𝑀وبالتالي  

 من العلاقة السابقة:

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
,𝐴,𝑀وبالتالي النقاط   𝐶, 𝐵 .تقع على استقامة واحدة 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗بما أن    ⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ على استقامة واحدة فإن  علا تق 𝐴 و 𝐵 و 𝐶والنفاط   ⃗⃗

 متوازي أضلاع.  𝐴𝐶𝐵𝑀الرباعي 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = −𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑘(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐿𝐶⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑘𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐼𝐽⃗⃗⃗وبالتالي    = 𝑘𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗ 𝐼𝐽⃗⃗⃗أي أن  ⃗   = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐿فالشعاعان مرتبطان خطياً ومنه النقاط  𝐾, 𝐽, 𝐼  .تقع في مستوٍ واحد 

𝐼𝐽⃗⃗⃗بما أن    = 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  متوازي أضلاع.  𝐼𝐽𝐾𝐿فالرباعي   ⃗ 
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𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

−1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −1 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

⇒ 𝑡 = −1

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

⇒ 𝑡 =
3

5

 

𝛽 = 2
𝛼 + 𝛽 = 7

} ⇒
𝛽 = 2
𝛼 = 5

 

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
−1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = −1
𝛼 + 𝛽 = 2

} ⇒
𝛽 = −1
𝛼 = 3

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
⇒ −𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝛽 = −3
𝛼 + 𝛽 = 1

} ⇒
𝛽 = −3
𝛼 = 4

 

 
 

 𝐴 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
3

5
⇒ 5𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 𝐴وبالتالي   −3), (𝐵, 5) 

𝐵  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐶, 𝛾), (𝐴, 𝛼) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
−3

2
⇒ 2𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐵وبالتالي   3), (𝐴, 2) 

𝐶  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
5

2
⇒ 2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 5𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,(𝐵,−5)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐶وبالتالي   (𝐴, 2) 
 

 

𝐴 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐶, 𝛾), (𝐵, 𝛽) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
2

−4
⇒ 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 𝐴وبالتالي   1), (𝐵, 2) 

𝐵  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐶, 𝛾), (𝐴, 𝛼) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
2

6
⇒ 3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐵وبالتالي   −1), (𝐴, 3) 

𝐶  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
=
4

6
⇒ 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,(𝐵,−2)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐶وبالتالي   (𝐴, 3) 
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𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

1
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

1
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 1 ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑥 = 1          , 𝑦 = 1

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

6
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

6
⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑥 =
1

6
         , 𝑦 =

1

3

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) − (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

0𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

0𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
 

(𝐴, 0), (𝐵, 2), (𝐶,−1) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
−𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

    𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 
 

(𝐴, 1), (𝐵, 1), (𝐶,−1) 

   𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 2(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) 
𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
    4𝐶𝑀
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ 

−4𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ 
 

(𝐴, 3), (𝐵, 2), (𝐶,−4) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +
1

2
(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +
1

2
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +

1

2
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

−
1

2
𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +

1

2
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

1

2
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +

1

2
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

(𝐴,
1

2
) , (𝐵, 1), (𝐶,

1

2
) 

 𝐵′ منتصف[𝐴𝐶]   وبالتالي 

𝐵′  مركز أبعاد متناسبة للنقطتين(𝐶, 1), (𝐴, ,′𝐵)ومنه  (1 2) 

𝐼  منتصف[𝐵𝐵′]   وبالتالي 

𝐼  مركز أبعاد متناسبة للنقطتين(𝐵′, 2), (𝐵, ,𝐼)ومنه  (2 4) 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐼وبالتالي   1), (𝐵, 2), (𝐴, 1) 

 𝐺فإن    (𝐴𝐵)و  (𝐶𝐼)هي نقطة تقاطع المستقيمين   𝐺بما أن  

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  2), (𝐴,  عندئذٍ (1

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 
} ⇒ 𝜆 = 2 
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 𝐼 منتصف[𝐵𝐶]   وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

  (𝐶, 1), (𝐵, ,𝐼)  ومنه (1 2) . 

 𝐽 منتصف[𝐷𝐼]   وبالتالي𝐽  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

  (𝐼, 2), (𝐷, ,𝐽)  ومنه (2 4) . 

𝐾  منتصف[𝐴𝐽]   وبالتالي𝐾   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

  (𝐽, 4), (𝐴, ,𝐾)  ومنه (4 8) . 

 𝐾   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐷, 2), (𝐶, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 4) 

 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐼لتكن  1), (𝐵, 1), (𝐴, 1) 

,𝐼)ومنه  𝐴𝐵𝐶وهي مركز ثقل المثلث   3) 

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺ليكن  3), (𝐼, 3) 

 [𝐷𝐼]وهو منتصف  

   

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺يكون  
(𝐷, 3), (𝐶, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 1) 

 
,𝐶)للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة  𝐼لتكن  −1), (𝐴,−1) 

,𝐼)ومنه  [𝐴𝐶]وهي منتصف   −2) 

,𝐼)للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة  𝐽لتكن  −2), (𝐷,−2) 

,𝐽)ومنه  [𝐷𝐼]وهي منتصف   −4) 

,𝐽)للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺لتكن  −4), (𝐵, 2) 

 (𝐺,−2)ومنه 

   

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺يكون  
(𝐷,−2), (𝐶,−1), (𝐵, 2), (𝐴, −1) 

 ويحقق 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
−4

−2
𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗  
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𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 𝑎𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐹وبالتالي   ⃗ 

,𝐶)للنقطتين  𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎)   وتكون(𝐹, 1). 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 𝑎𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐸وبالتالي   ⃗ 

,𝐷)للنقطتين  𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎)   وتكون(𝐸, 1). 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 𝐻فإن  [𝐸𝐹]منتصف   𝐻بما أن  
(𝐹, 1), (𝐸, 1) 

 𝐻   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
(𝐶, 𝑎), (𝐷, 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) 

𝐼  منتصف[𝐴𝐵]   وبالتالي𝐼   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

 (𝐵, 1 − 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎)  ومنه(𝐼, 2 − 2𝑎). 

 𝐽 منتصف[𝐶𝐷]   وبالتالي𝐽  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

 (𝐷, 𝑎), (𝐶, 𝑎)  ومنه(𝐽, 2𝑎). 

,𝐷مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐻بما أن   𝐶, 𝐵, 𝐴 

 عاد المتناسبة للنقطتين بمركز الأ 𝐻فإن  
(𝐼, 2 − 2𝑎), (𝐽, 2𝑎) 

,𝐽ومنه النفاط  𝐼, 𝐻 .تقع على استقامة واحدة 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗دينا  ل   ⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐸وبالتالي   ⃗ 

,𝐶)للنقطتين  1), (𝐵, ,𝐸)وتكون   (3 4). 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ =
2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐹وبالتالي   ⃗ 

,𝐷)للنقطتين  2), (𝐴, ,𝐹)وتكون   (1 3). 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺بما أن  

(𝐷, 2), (𝐶, 1), (𝐵, 3), (𝐴, 1) 
 

,𝐹)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐺فإن   3), (𝐸, 4) 

 [𝐸𝐹]فهي إذاً تقع على القطعة المستقيمة  

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

7
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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 𝐼 منتصف[𝐴𝐸], وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐸, 1), (𝐴, 1) 
𝐽  منتصف[𝐵𝐺], وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐺, 1), (𝐵, 1) 
 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀وبما أن  

(𝐸, 1), (𝐺, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 1) 

𝑀  (1,2)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين, 𝑀إذاً   (1,2) ∈ [𝐼𝐽] 

 .[𝐼𝐽]منتصف  𝑀لهما نفس التثقيل فإن  𝐼 و 𝐽وبما أن  
 
𝑘  منتصف[𝐸𝐺], وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐺, 1), (𝐸, 1) 
𝐿   منتصف[𝐴𝐵],  وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐵, 1), (𝐴, 1) 
 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀وبما أن  

(𝐸, 1), (𝐺, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 1) 

𝑀 بعاد المتناسبة للنقطتين مركز الأ(𝑘, 2), (𝐿, 𝑀إذاً   (2 ∈ [𝑘𝐿] 

 .[𝑘𝐿]منتصف  𝑀لهما نفس التثقيل فإن  𝐾 و 𝐿وبما أن  

 

 
,(𝐼𝐽)هي نقطة تقاطع المستقيمين  𝑀إن النقطة  (𝑘𝐿)  فإن المستقيمين 

,𝐿ط فالنقا يعينان مستوٍ. 𝑘, 𝐽, 𝐼 .تقع في مستوٍ واحد 

 

 
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
⇒ −𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
 ⇒ 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝛼𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⇒ (1 − 𝛼)𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐸وبالتالي   1 − 𝛼), (𝐷, 𝛼) 

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼(𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
⇒ −𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 ⇒ 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝛼𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
⇒ (1 − 𝛼)𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐹وبالتالي   1 − 𝛼), (𝐶, 𝛼) 

 

44 ص    

𝐼𝐿𝐽𝐾 متوازي أضلاع لأن قطراه متناصفان.  والشكل الرباعي 
ͻ4 ص     
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 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐻وبالتالي  ,[𝐸𝐹]منتصف   𝐻بما أن  

(𝐹, 1), (𝐸, 1) 
 لدينا  قمما سب

𝐸  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 1 − 𝛼), (𝐷, 𝛼) 

𝐹  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 1 − 𝛼), (𝐶, 𝛼) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐻يكون  
(𝐵, 1 − 𝛼), (𝐶, 𝛼), (𝐷, 𝛼), (𝐴, 1 − 𝛼) 

 
 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐻لدينا  

(𝐵, 1 − 𝛼), (𝐶, 𝛼), (𝐷, 𝛼), (𝐴, 1 − 𝛼) 
𝐼  منتصف[𝐴𝐵],  وبالتالي𝐼   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐴, 1 − 𝛼), (𝐵, 1 − 𝛼) 
𝐽  منتصف[𝐶𝐷], وبالتالي𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 

(𝐷, 𝛼), (𝐶, 𝛼) 

,𝐽)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐻يكون   2𝛼), (𝐼, 2 − 2𝛼) 

 تقع على استقامة واحدة. 𝐼 و 𝐽 و 𝐻ومنه النقاط 

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀ومنه  1), (𝐶, 1), (𝐵, 1) 

,𝐷وبالتالي النقاط   𝐶, 𝐵,𝑀 .تقع في مستوٍ واحد 

 .𝐵𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝑀ونكون  

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

,𝐷)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀ومنه  1), (𝐶, 1), (𝐵, 1) 

,𝐷وبالتالي النقاط   𝐶, 𝐵,𝑀 .تقع في مستوٍ واحد 

 .𝐵𝐶𝐷في المثلث  𝐷في منتصف المتوسط المرسوم من الرأس   𝑀وتكون  

 
𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 𝛼), (𝐴, 1 − 𝛼) 

,𝑀(𝑥أياً كانت  𝑦, 𝑧)  :من الفراغ فإن       𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 1
𝑦
𝑧
) = 𝛼 (

3
3
−3
) ⇔ {

𝑥 = 3𝛼 + 1
𝑦 = 3𝛼
𝑧 = −3𝛼

;𝛼 ∈ 𝑅 

 𝐴المعادلات تمثل جملة المعادلات الوسيطية للمستقيم المار من النقطة 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗والموجه بالشعاع   ⃗(3,3,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ولكن   ⃗ = 3(𝚤 + 𝚥 − 𝑘⃗ ) 

+ 𝚤والموجه بالشعاع  𝐴أي أنه هو نفسه المستقيم المار بالنقطة  𝚥 − 𝑘⃗  
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 𝑀 0)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط, 𝑦), (𝐵, 𝑥), (𝐴, 1 − 𝑥 − 𝑦) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗            الإنشاء وبالتالي حسب علاقة  ⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

والموجه بالشعاعين  𝑂المعادلة السابقة تمثل معادلة المستوي المار بالنقطة  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝑂⃗⃗ و ⃗  ⃗⃗ 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ونلاحظ أن  ⃗   ⃗ = −(𝚤 ) و 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3(𝚤 + 𝚥 − 𝑘⃗ ) 

 ويقبل 𝑂وبالتالي المستوي السابق هو نفسه المستوي المار بالنقطة 

𝚤 + 𝚥 − 𝑘⃗  و 𝚤   .شعاعي توجيه 

فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐵𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝐼بما أن  

(𝐷, 1), (𝐶, 1), (𝐵, ,𝐼)وعندها يكون   (1 3) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 𝐽فإن  [𝐴𝐼]منتصف    𝐽بما أن  
(𝐴, 3), (𝐼, 3) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐽يكون  
(𝐷, 1), (𝐶, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 3) 

 𝐾 نظيرة𝐴   بالنسبة لــ𝐼 وبالتالي 

𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 2𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇐ 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗  
,𝐼)بما أن   3−نضرب طرفي العلاقة بــ   (3

2
 ومنه  

−3

2
𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

,ቀ𝐴مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾وبالتالي  
−3

2
ቁ , (𝐼, 3) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾يكون  

(𝐷, 1), (𝐶, 1), (𝐵, 1), (𝐴,
−3

2
) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐼فإن  𝐴𝐻𝐶مركز ثقل المثلث  𝐼بما أن  
 (𝐴, 1), (𝐻, 1), (𝐶, 1) 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

3𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
3𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  

, 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗شعاع نتج عن الآخر بضربه بعدد حقيقي وبالتالي الشعاعان  𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

,𝐼مرتبطان خطياً وبالتالي النقاط  𝐷, 𝐹 .تقع على استقامة واحدة 

𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 𝑥𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑅وبالتالي   ⃗ 

(𝐶, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥)   ويكون(𝑅, 1) 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑃وبالتالي   ⃗ 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥)   ويكون(𝑃, 1) 

,𝐷)بما أن النقاط  𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥), (𝐴, 1 − 𝑥) 
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 𝐺لها مركز أبعاد وحيد وليكن  د مجموع تثقيلاتها غير معدوم فإنه يوج

 𝐺   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝑃, 1), (𝑅,  [𝑃𝑅]وهي منتصف   (1

𝐶𝑆⃗⃗لدينا   ⃗⃗ = 𝑥𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑆وبالتالي   ⃗ 

(𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥)   ويكون(𝑆, 1) 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗لدينا    ⃗ = 𝑥𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑄وبالتالي   ⃗ 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥)   ويكون(𝑄, 1) 

,𝐷)بما أن النقاط  𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥), (𝐴, 1 − 𝑥) 

 𝐺مجموع تثقيلاتها غير معدوم فإنه يوجد نقطة لها مركز أبعاد وحيد وليكن 

𝐺   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝑆, 1), (𝑄,  [𝑄𝑆]وهي منتصف   (1

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐼وبالتالي   [AC]منتصف  𝐼لدينا  

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥)   ويكون(𝐼, 2 − 2𝑥) 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐽وبالتالي   [𝐵𝐷]منتصف  𝐽لدينا  

(𝐷, 𝑥), (𝐵, 𝑥)   ويكون(𝐽, 2𝑥) 

,𝐷)بما أن النقاط  𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥), (𝐴, 1 − 𝑥) 

 𝐺مجموع تثقيلاتها غير معدوم فإنه يوجد نقطة لها مركز أبعاد وحيد وليكن 

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(1,2𝑥), (1,2 − 2𝑥)  

,[𝐽𝐼]وبالتالي نستنتج أن المستقيمات   [𝑄𝑆], [𝑃𝑅] تتقاطع في نقطة 

 .𝐺واحدة هي  

 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐼وبالتالي   [𝐴𝐷]منتصف   𝐼ن  بما أ

(𝐷, 2), (𝐴, ,𝐼)ويكون   (2 4). 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐼وبالتالي   [𝐵𝐶]منتصف   𝐽بما أن  

(𝐶, 1), (𝐵, ,𝐽)ويكون   (1 2). 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺وبما أن  

(𝐷, 2), (𝐶, 1), (𝐵, 1), (𝐴, 2) 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺يكون  

(𝐼, 4), (𝐽,  وبالتالي النقاط تقع على استقامة واحدة. (2

 

𝐴𝐾⃗⃗لدينا   ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐾وبالتالي   ⃗ 

(𝐴, 2), (𝐵, ,𝐾)ويكون   (1 3) 

𝐶𝐿⃗⃗لدينا   ⃗⃗ =
2

3
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐿وبالتالي   ⃗ 

(𝐶, 1), (𝐷, ,𝐿)ويكون   (2 3) 

بعاد المتناسبة للنقطتين مركز الأ 𝐺يكون  

(𝐿, 3), (𝐾,  وبالتالي النقاط تقع على استقامة واحدة. (3

 

,[𝐼𝐽]مما سبق نجد أن المستقيمان  [𝐿𝐾]   يتقاطعان في نقطة واحدة𝐺  فهما

 . ديعينان مستوٍ وحي

 في مستوٍ واحد 𝐼 و 𝐽 و 𝐾 و 𝐿ومنه النقاط 
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 ∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥= 𝐵   تُمثل كرة مركزها𝐴  ونصف قطرها𝑘 . 

 ∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝐴𝐵ونصف قطرها  𝐴تُمثل كرة مركزها   ∥

 ∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  [𝐴𝐵]تُمثل المستوي المحوري للقطعة المستقيمة   ∥ 

 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⋅𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝐴𝐵 وقطرها [𝐴𝐵] منتصف  مركزها كرةمثل تُ 0

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝑨مستوٍ مار من  مثلتُ 0  .شعاع ناظم له ⃗ 

𝐼)أي أن  𝐽منطبقة على   𝐼لنفرض جدلاً أن    = 𝐽)  وبالتالي 

𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗   و  𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

 بطرح العلاقتين نجد 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ − 2𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗  

⇒ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ ) ⇒ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗ومنه الشعاعان  ,[𝐶𝐴]مرتبطان خطياً أي أن   𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و ⃗  [𝐷𝐵]  حرفان

 𝐽لا تنطبق على   𝐼ومنه   ،متوازيان في رباعي الوجوه وهذه تناقض

= 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗لدينا   2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗   ومنه𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ − 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

,𝐴)  و  (𝐵,−2)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐼وبالتالي   1) 

 من الفراغ فإن:  𝑀أياً كانت النقطة  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗لدينا   2𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗   ومنه𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ − 2𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

,𝐶)  و  (𝐷,−2)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐽وبالتالي   1) 

 من الفراغ فإن:  𝑀أياً كانت النقطة  

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

 من الفراغ 𝑀ه أياً كانت النقطة  فإن 𝐵𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝐺لتكن 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

−𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 
 

 نعوض في العلاقة فنجد 

∥ 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥ 
3 ∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥= 3 ∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥ 
∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 

 .𝐺𝐴ونصف قطرها   𝐺تمثل كرة مركزها  𝑀ومنه مجموعة النقاط 
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𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗فإن  𝐴𝐵منتصف  𝐼بما أن     ⃗ = ቀ
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
ቁ 

𝐿1 = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) (
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

2
) 

=
1

2
(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝐿2 

=
𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2

2
= 𝐿3 

 
 𝑀 ∈ 𝜀1 يكافئ الشرط𝑀𝐴 = 𝑀𝐵   ومنه فإن𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗العمودي على الشعاع  𝐼تنتمي إلى المستوي المار بالنقطة  𝑀ومنه   ⃗ 

 .[𝐴𝐵]المستوي المحوري للقطعة المستقيمة   اًفهو إذ
 

 𝐼 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵, 𝑘) و (𝐴,  فإن:  (1

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
 من الفراغ فإن:  𝑀  أياً كانت النقطة

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (1 + 𝑘)𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
1)نقسم الطرفين على  + 𝑘) ≠ 0 

⇒
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑘 ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

1 + 𝑘
= 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗     … 

𝐽  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐵,−𝑘) و (𝐴,  فإن:  (1

𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ − 𝑘𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  
 من الفراغ فإن:  𝑀أياً كانت النقطة  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝑘)𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
1)نقسم الطرفين على  − 𝑘) ≠ 0 

⇒
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑘 ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

1 − 𝑘
= 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗     … 

 نجد: و  بضرب العلاقتين 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑘 ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

1 + 𝑘
] [
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑘 ⋅ 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

1 − 𝑘
] 

=
𝑀𝐴2 − 𝑘2 ⋅ 𝑀𝐵2

1 − 𝑘2
= 𝐿2  

𝐴𝑀لدينا   = 𝑘 ⋅ 𝐵𝑀 و 𝑀 ∈ Σ𝑘  ومنه فإن  𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 .[𝐼𝐽]تنتمي إلى كرة قطرها   𝑀وبالتالي  

 
𝐺𝑘  م.أ.م للنقاط(𝐶, −𝑘), (𝐵, 𝑘) g (𝐴, 𝑘2 + 1)   

𝑘عندما   = 1 

2𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺1𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐺1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
2𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ −2𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

𝑘عندما   = −1 

2𝐺−1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺−1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝐺−1𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  
2𝐺−1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ −2𝐴𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝐴𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  
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𝐺𝑘   إلى م.أ.م للنقاط(𝐶, −𝑘), (𝐵, 𝑘) g (𝐴, 𝑘2 + 1)  

 
(𝑘2 + 1) ⋅ 𝐺𝑘𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑘(𝐺𝑘𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐺𝑘𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

(𝑘2 + 1) ⋅ 𝐺𝑘𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑘 ⋅ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
(1 + 𝑘2)𝐺𝑘𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑘 ⋅ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐺𝑘𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
−𝑘

1 + 𝑘2
⋅ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐺𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

−𝑘

1 + 𝑘2
⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 [1,1−]معرف ومستمر واشتقاقي على  𝑓التابع 

𝑓(−1) =
1

2
      ,     𝑓(1) =

−1

2
 

𝑓′(𝑥) =
−1(1 + 𝑥2) − 2𝑥(−𝑥)

(1 + 𝑥2)2
 

=
−1 − 𝑥2 + 2𝑥2

(1 + 𝑥2)2
=

𝑥2 − 1

(1 + 𝑥2)2
 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥2 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = ±1 

𝑓(−1) =
1

2
      ,     𝑓(1) =

−1

2
 

 
𝑥ومنه أياً كانت  ∈ 𝑓(𝑥)عندئذٍ  [1,1−] ∈ [−

1

2
,
1

2
] 

𝐴𝐺𝑘⃗⃗من جدول التغيرات ومن العلاقة  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
−𝑘

1+𝑘2
⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  نستنتج أن ⃗ 

𝑘عندما   𝐺𝑘النقاط   ∈  [𝐺−1𝐺1]تمثل القطعة المستقيمة  [1,1−]

 .[𝐵𝐶]والموازية ل   𝐴المارة من النقطة  
 

 𝐺1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐶, −1) ، (𝐵, 1) ، (𝐴, 2) 

𝐺−1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐶, 1) ، (𝐵,−1) ، (𝐴, 2) 

∥ 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥=∥ 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ 
∥∥2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ = ∥∥2𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∥∥ ⇒ ∥∥𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ = ∥∥𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∥∥ 

 [𝐺1𝐺−1]هي المستوي المحوري للقطعة   ℰوبالتالي مجموعة النفاط 

 

 

 
∥ 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥=∥ 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ 
∥∥2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ =∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥

∥∥2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ =∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥

∥∥2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ =∥ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥

∥∥2𝑀𝐺1∥∥ =∥ 2𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ∥⇒ ∥∥𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥∥ =∥ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ∥

 

 [𝐼𝐴]ونصف قطرها   𝐺1هي الكرة التي مركزها  ℱمجموعة النقاط 
 

 (𝐵𝐶𝐷)ويوازي   𝑀المستوي المطلوب المار من النقطة  

 (𝑀1𝑀)وليكن  (𝐵𝐶)بفصل مشترك يوازي  (𝐴𝐵𝐶)يقطع المستوي  

 (𝑀𝑀2)وليكن  (𝐶𝐷)بفصل مشترك يوازي  (𝐴𝐷𝐶)يقطع المستوي  

 (𝑀1𝑀2)وليكن  (𝐵𝐷)بفصل مشترك يوازي  (𝐴𝐵𝐷)يقطع المستوي  

 .(𝑀𝑀1𝑀2)وبالتالي مقطع رباعي الوجوه هو المستوي  
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(𝐼𝐽) ∈ (𝐴𝐷𝐶) ⟸ {
𝐼 ∈ (𝐴𝐷)
𝐽 ∈ (𝐷𝐶)

 

 𝐴𝐶𝐷مع المستوي  𝐴𝐶𝐷هو الفصل المشترك للمستوي   (𝐼𝐽)وبالتالي  

 𝑁1في   𝐴𝐶يقطع  (𝐼𝐽)والمستقيم 

(𝑘𝑁1) ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇐ {
𝑘 ∈ (𝐵𝐶)
𝑁1 ∈ (𝐴𝐶)

 

 (𝐼𝐽𝑘)مع المستوي  𝐴𝐵𝐶هو الفصل المشترك للمستوي   (𝑘𝑁1)وبالتالي  

 𝑁2في   𝐴𝐵يقطع  (𝑘𝑁1)والمستقيم 

 .(𝐼𝑁1𝑁2)هو المستوي   𝐴𝐵𝐶𝐷وبالتالي مقطع رباعي الوجوه 

 
 

,(𝐽𝑘)نقطة تقاطع المستقيمين  𝑆لتكن  (𝐵𝐷)   من المستوي(𝐵𝐶𝐷) 

𝑆 ∈ (𝐿𝐽𝑘) ⇐ {
(𝐽𝑘) ⊂ (𝐿𝐽𝑘)
𝑆 ∈ (𝐽𝑘)

 

𝑆 ∈ (𝐴𝐵𝐷) ⟸ {
𝑆 ∈ (𝐵𝐷)

(𝐵𝐷) ⊂ (𝐴𝐵𝐷)
 

 ولدينا  

 (𝑆𝐿) ⟸ {
𝐿 ∈ (𝐿𝐽𝑘)
𝐿 ∈ (𝐴𝐵𝐷)

  هو الفصل المشترك للمستويين
(𝐴𝐵𝐷), (𝐿𝐽𝑘) 

,(𝐴𝐷)يقطع  (𝑆𝐿)المستقيم  (𝐴𝐵)   في نقطتين𝑉,𝑈  على الترتيب 

 𝑊في   (𝐴𝐶)يقطع  (𝑘𝑈)والمستقيم 

 . (𝑉𝑈𝑊)وبالتالي المستوي المطلوب هو 
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