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المتجانس   المعلم  لدينا  ,𝑶)ليكن  𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)   فيه

 النقاط: 

𝑨(−𝟏, 𝟏, 𝟏), 𝑩(𝟏, 𝟎, 𝟎), 𝑪(𝟎,−𝟏, 𝟏) 

𝑫(𝟎, 𝟏, 𝟐), 𝑬(𝟐, 𝟐, 𝟏), 𝑭(𝟒,−𝟐,−𝟑) 

𝑳(𝟑, 𝟏,−𝟑), 𝑰(−𝟏, 𝟓,−𝟑), 𝑷(𝟏, 𝟏, √𝟐) 

𝑹(−𝟏,−𝟏 − √𝟐),𝑸(√𝟐,−√𝟐, 𝟎) 

 𝑬𝑭منتصف    𝑴جد  (1

ة   𝑵جد  (2  𝑫بالنسبة لــ  𝑴نظير

ة     𝑲جد إحداثيات   (3  بالنسبة للمبدأ   𝑵نظير

للقطعة   𝑨هل   (4 المحوري  المستوى  إلى 

    [𝑵𝑲]المستقيمة 

اتيب إحداثيات   (5    𝑽جد على محور الير

   𝑬,𝑫متساوية البعد عن 

𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗تحقق    𝑯جد إحداثيات   (6 = 𝟐𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ −

𝑴𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

متوازي    𝑨𝑻𝑴𝑵كي يكون    𝑻جد إحداثيات   (7

 أضلاع

ن   (8    𝝀عير
ً
ن مرتبطان خطيا  حتر يكون الشعاعير

�⃗⃗⃗�(−𝟏, 𝟏, 𝝀 − 𝟐), �⃗⃗⃗�(−𝟐, 𝟐,−𝟐) 

ن  (9 ن  𝒕عير ي تجعل الشعاعير
 متعامدان  التر

𝒘𝟏⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟏, 𝝀 − 𝟐),𝒘𝟐⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝟐, 𝟐, −𝟐) 

المثلث  (10 أن  ن  الأضلاع    𝑨𝑰𝑳  بير متساوي 

 واحسب مساحته 

ن أن   (11 ن   (𝑷𝑸𝑹)بير  قائم ومتساوي الساقير

 الأفكار

 منتصف قطعة مستقيمة   (1

 نظير نقطة إلى نقطة والمبدأ  (2

 انتماء نقطة إلى مستوي محوري (3

ن  (4  نقطة متساوية البعد عن نقطتير

 احداثيات نقطة من علاقة شعاعية  (5

 احداثيات نقطة من رؤوس متوازي أضلاع  (6

 مستطيلات (7

ن ارتبا (8  ط خطي لشعاعير

ن  (9  تعامد شعاعير

 تبيان نوع المثلث + حساب المساحة (10
 

 الحل:
1)  

𝑴[
𝟐 + 𝟒

𝟐
,
𝟐 − 𝟐

𝟐
,
𝟏 − 𝟑

𝟐
] 

𝑴[𝟑, 𝟎, −𝟏]  

 

ي الحل  (2
ن

 نرسم للمساعدة ف

 

 

النقطة   تكون  ن  شعاعير ن  بير مساواة  نشكل 

,𝑵(𝒙المطلوبة أخر نقطة  𝒚, 𝒛)  

(∗) 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑫𝑵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ → (
−𝟑
𝟏
𝟑
)

= (
𝒙 − 𝟎
𝒚 − 𝟏
𝒛 − 𝟐

) 

{
𝒙 = −𝟑
𝒚 = 𝟐
𝒛 = 𝟓

→ 𝑵(−𝟑, 𝟐, 𝟓)  

 

المبدأ    (∗) (3 إلى  بالنسبة  ,𝒐(𝟎تناظر  𝟎, 𝟎)  

 نفس الإحداثيات عكس الإشارات 

𝑵(−𝟑, 𝟐, 𝟓)  
ة  نظير
→   𝑲(𝟑,−𝟐,−𝟓)  

 

من المستوي المحوري يجب  𝑨حتر تكون   (4

 أن يتحقق: 

[𝑵𝑨] = [𝑲𝑨] 

[𝑵𝑨] = √𝟒 + 𝟏 + 𝟏𝟔 = √𝟐𝟏 

[𝑲𝑨] = √𝟏𝟔 + 𝟗 + 𝟑𝟔 = √𝟔𝟏 

𝑵𝑨 ≠ 𝑲𝑨 

 
ً
لا تنتمي إلى المستوى المحوري لـــ  𝑨 إذا

 [𝑵𝑲]القطعة  
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5) 𝑽  اتيب أي  [𝒐𝒚]محور تقع على محور الير

 نفرض  
ً
,𝒗(𝟎إذا 𝒚, 𝟎)  : ي

متساوية البعد تعتن

[𝑽𝑬] = [𝑽𝑫] 

√𝟒 + (𝒚 − 𝟐)𝟐 + 𝟏 = √𝟎 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 + 𝟒 
 نربــع ثم نفك الأقواس 

𝟓 + (𝒚 − 𝟐)𝟐 = (𝒚 − 𝟏)𝟐 + 𝟒 

−𝟒𝒀 + 𝟒 = −𝟐𝒚 → 𝒚 = 𝟐 

𝑽(𝟎, 𝟐, 𝟎)  

 

,𝑯(𝒙نفرض   (6 𝒚, 𝒛)   ي العلاقة
ن

 نعوض ف

𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟐𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑴𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

(
𝒙 + 𝟑
𝒚 − 𝟐
𝒛 − 𝟓

) = 𝟐(
𝟐
−𝟏
−𝟏
) − [

𝒙 − 𝟑
𝒚 − 𝟎
𝒛 + 𝟏

] 

𝒙 + 𝟑 = 𝟒 − 𝒙 + 𝟑 ⟶ 𝒙 = 𝟐 

𝒚 − 𝟐 = −𝟐 − 𝒚 ⟶ 𝒚 = 𝟎 

𝒛 − 𝟓 = −𝟐 − 𝒛 − 𝟏 ⟶ 𝒛 = 𝟏 

𝑯(𝟐, 𝟎, 𝟏)  

 

ي الحل نرسم متوازي الأضلاع  (7
ن

 للسهولة ف

 

 

 

 

 

 

 

ي المساواة 
ن

 نضع نقطة مطلوبة أخر نقطة ف

𝑵𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑻⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ → [
𝟔
−𝟐
−𝟔
] = [

𝒙 + 𝟏
𝒚 − 𝟏
𝒛 − 𝟏

] 

𝒙 = 𝟓, 𝒚 = −𝟏, 𝒛 = −𝟓 

𝑻(𝟓,−𝟏,−𝟓)  

 

 فإن:  (8
ً
ن مرتبطان خطيا  بما أن الشعاعير

∀𝒙 ∈ ℝ → �⃗⃗⃗� = 𝜶�⃗⃗⃗� 

[
−𝟏
𝟏

𝝀 − 𝟐
] = 𝜶 [

−𝟐
𝟐
−𝟐
]

→
−𝟏 = (𝜶)(−𝟐)

𝟏 = (𝜶)(𝟐)
𝝀 − 𝟐 = −𝟐𝜶

 

𝜶 =
𝟏

𝟐
→ 𝝀 − 𝟐 = −𝟐(

𝟏

𝟐
) 

𝝀 = 𝟏  

 

ن متعامدان جدائهما =  (9  أي  0شعاعير

�⃗⃗⃗⃗�𝟏. �⃗⃗⃗⃗�𝟐 = 𝟎 
(−𝟏)(−𝟐) + (𝟏)(𝟐) + (𝝀 − 𝟐)(−𝟐) = 𝟎 

𝟐 + 𝟐 − 𝟐𝝀 + 𝟒 = 𝟎 → 𝝀 = 𝟒  

 

 نحسب أطوال الأضلاع:  (10

𝑨𝑰 = 𝑨𝑳 = 𝑳𝑰 = 𝟒√𝟐 

 متساوي الأضلاع تعط مساحته بالعلاقة 
ً
 إذا

𝑺 =
√𝟑

𝟒
𝒂𝟐 =

√𝟑

𝟒
(𝟒√𝟐)

𝟐
= 𝟖√𝟑  

 

 

 نحسب طول الأضلاع  (11

[𝑷𝑸] = √(𝟏 − √𝟐)
𝟐
+ (𝟏 + √𝟐)

𝟐
+ 𝟐 = √𝟖 

[𝑹𝑸] = √(√𝟐 + 𝟏)
𝟐
+ (𝟏 + √𝟐)

𝟐
+ 𝟐 = √𝟖 

[𝑹𝑷] = √𝟒 + 𝟒 + 𝟖 = √𝟏𝟔 

 نطبق عكس فيثاغورس نجد

[𝑷𝑸]𝟐 + [𝑹𝑸]𝟐 = [𝑹𝑷]𝟐 

𝟖 + 𝟖 = 𝟏𝟔 

𝟏𝟔 = 𝟏𝟔 

ي  
ن

 مثلث قائم ف
ً
ن  𝑸إذا  ومتساوي الساقير
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المتجانس   المعلم  لدينا  ,𝑶)ليكن  𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)   فيه

 النقاط  

𝑨(−𝟑, 𝟐,+𝟏), 𝑩(−𝟓, 𝟒,−𝟏), 𝑪(𝟏,−𝟑, 𝟑) 

𝑫(−𝟓, 𝟑,−𝟑), 𝑬(+𝟏, 𝟓,−𝟏) 

,𝑨,𝑩أثبت أن  (1 𝑪 ن مستوي  ثلاث نقاط تعير

,𝒃أوجد   (2 𝒂  ي تحقق العلاقة
 التر

𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

تنتمي إلى المستوي  𝑫ثم استنتج أن 

(𝑨𝑩𝑪) 

,𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أثبت أن الأشعة الثلاث  (3 �⃗⃗⃗�, 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  مرتبطة

 حيث  
ً
,�⃗⃗⃗�(𝟔خطيا −𝟔, 𝟔) 

:  (𝑨𝑩𝑪)أثبت أن معادلة المستوي  (4  هي

𝒑: 𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 + 𝟔 = 𝟎 

 (𝑨𝑩𝑪)عن المستوي  𝑬احسب بعد النقطة  (5

وتمس   𝑬مركزها   𝑺ثم اكتب معادلة الكرة  

 (𝑨𝑩𝑪)المستوي 

 الأفكار

 اثبات ان ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة   (1

 ارتباط خطي لثلاث أشعة (2

 طمعادلة مستوي مار من ثلاث نقا (3

 بعد نقطة عن مستوي (4

 كرة تمس مستوي (5

علاقة الارتباط الخطي لثلاث  من  مركز أبعاد متناسبة (6

 أشعة

 الحل:
1)   

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟐, 𝟐,−𝟐) 

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝟒, −𝟓, 𝟐) 

𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟐, 𝟏,−𝟒) 

ن   𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ندرس ارتباط خطي لـــ الشعاعير ⃗⃗ , 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
−𝟐

𝟒
≠
𝟐

−𝟓
 

 النقاط ليست 
ً
 إذا

ً
ن غير مرتبطان خطيا شعاعير

ن مستوي  على استقامة واحدة وتعيير

2)  

𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(
−𝟐
𝟏
−𝟒
) = 𝒂(

−𝟐
𝟐
−𝟐
) + 𝒃(

𝟒
−𝟓
𝟐
) 

−𝟐𝒂 + 𝟒𝒃 = −𝟐        (𝟏) 

𝟐𝒂 − 𝟓𝒃 = 𝟏       (𝟐) 

−𝟐𝒂 + 𝟐𝒃 = −𝟒      (𝟑) 

𝒃−( وبالجمع: 2( و )1من ) = −𝟏 

 𝒃 = ي ) 𝟏
ن

 (1نعوض ف

−𝟐 + 𝟒 = −𝟐⟶ 𝒂 = 𝟑  

ي )
ن

 ( للتحقق: 3نعوض ف

−𝟐(𝟑) + 𝟐(𝟏) = −𝟒 

−𝟒 = −𝟒  

 الأشعة الثلاث مرتبطة خطيا وتحقق 
ً
 إذا

𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 

 النقاط  
ً
 إذا

ً
بما أن الأشعة الثلاث مرتبطة خطيا

,𝑨,𝑩الأربعة   𝑪, 𝑫  توي واحد س تقع ضمن م

    (𝑨𝑩𝑪)هو المستوي 
ً
𝑫إذا ∈ (𝑨𝑩𝑪) 

 

ن    (3 للشعاعير خطي  ارتباط  ندرس   
ً
,�⃗⃗⃗�أولا 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 نلاحظ  
−𝟐

𝟔
=
𝟐

−𝟔
=
−𝟐

𝟔
= −

𝟏

𝟐
 

 
ً
ن مرتبطان خطيا  شعاعير

ن  ,�⃗⃗⃗�بما أن الشعاعير 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  كان 
ً
عندئذ أيا

فإن الأشعة مرتبطة   𝑨𝑫الشعاع الثالث 

 
ً
 خطيا

 

,𝑪نعوض النقاط    (4 𝑩,𝑨  ي المعادلة المعطاة
ن

 ف

(𝑨𝑩𝑪): 𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 + 𝟔 = 𝟎 

→ 𝟑(−𝟑) + 𝟐(𝟐) − (𝟏) + 𝟔 = 𝟎 

−𝟗 + 𝟒 − 𝟏 + 𝟔 = 𝟎 → 𝟎 = 𝟎 

𝑨 ∈ (𝑨𝑩𝑪) 

→ 𝟑(−𝟓) + 𝟐(𝟒) − (−𝟏) + 𝟔 = 𝟎 

−𝟏𝟓 + 𝟖 + 𝟏 + 𝟔 = 𝟎 → 𝟎 = 𝟎 

𝑩 ∈ (𝑨𝑩𝑪) 
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→ 𝟑(𝟏) + 𝟐(−𝟑) − (𝟑) + 𝟔 = 𝟎 

𝟑 − 𝟔 − 𝟑 + 𝟔 = 𝟎 → 𝟎 = 𝟎 

𝑪 ∈ (𝑨𝑩𝑪) 

 معادلة المستوي تحقق النقاط 
ً
 إذا

(𝑨𝑩𝑪): 𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 + 𝟔 = 𝟎  

 

5)   

𝒅[𝑬: (𝑨𝑩𝑪)] =
|𝟑(𝟏) + 𝟐(𝟓) − (−𝟏) + 𝟔|

√𝟗 + 𝟒 + 𝟏
 

=
𝟐𝟎

√𝟏𝟒
 

 

كرة  ∶ 𝑺

                                             ⏞              

مركز  نصف  قطر                      

𝑬(𝟏, 𝟓,−𝟏)                         
 

𝒓 = 𝒅[𝑬: (𝑨𝑩𝑪)]

 

 

قطر  نصف   
ً
إذا المستوي  تمس  الكرة  أن  بما 

 الكرة يساوي بعد مركز الكرة عن المستوي  
𝑺: (𝒙 − 𝒙𝟎)

𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟎)
𝟐 + (𝒛 − 𝒛𝟎)

𝟐 = 𝒓𝟐 

𝑺: (𝒙 − 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝟓)𝟐 + (𝒛 + 𝟏)𝟐 =
𝟒𝟎𝟎

𝟏𝟒
  

 

ي  (6
ن

 طلب إضاف

أن   للنقاط     𝑫أثبت  ,𝑪م.أ.م  𝑩,𝑨    بأثقال

 يطلب تعيينها 

 

العلاقة   𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗من  = 𝟑𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ أن   ⃗⃗ نجد 

(𝑫,  م.أ.م لــ (𝟏

(𝑩, 𝟑), (𝑪, 𝟏), (𝑨, 𝟏 − 𝟑 − 𝟏) = (𝑨,−𝟑)  

 

 

 

 

 

 

 

 )جداء سلمي + مركز أبعاد متناسبة( 
حرفه     𝑨𝑩𝑪𝑫ليكن   طول  منتظم  وجوه  رباعي 

 فيه (𝟒)

𝑰  منتصف𝑨𝑩 

𝑳  منصف𝑫𝑪 

𝑮′  .م ثم.𝑩𝑫𝑪 

𝑮  تحقق أن𝑨𝑮 =
𝟑

𝟒
𝑨𝑮′ 

 𝑫𝑪يعامد  𝑨𝑩أثبت أن  (1

 𝑰𝑳يعامد  𝑨𝑩أثبت أن 

لــ    𝑮أن    أثبت (2 ,𝑫,𝑪,𝑩م.أ.م  𝑨   بأثقال

 يطلب تعيينها

,𝑳أثبت أن النقاط   (3 𝑰, 𝑮   تقع على استقامة

 واحدة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الأفكار

 جداء سلمي واثبات تعامد مستقيمان  (1

ن مركز أبعاد متناسبة لرباعي وجوه (2  تعيير
 اثبات أن ثلاث نقاط على استقامة واحدة  (3
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 الحل:
 نحسب الجداء  (1

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗[𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ] 

= 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= −𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= −‖𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖. ‖𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖𝑪𝒐𝒔 (
𝝅

𝟑
) + ‖𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖. ‖𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝑪𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) 

= −𝟒. 𝟒.
𝟏

𝟐
+ 𝟒. 𝟒.

𝟏

𝟐
= 𝟎  

 
ً
 إذا

(𝑨𝑩) ⊥ (𝑫𝑪) 

 

 (𝑰𝑳)مع  (𝑨𝑩)إثبات تعامد  

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑰𝑳⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗[𝑰𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑪𝑳⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ] 

= 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑰𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑪𝑳⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝒂 .
𝒂

𝟐
 . 𝑪𝒐𝒔(𝟎) − 𝒂. 𝒂 𝑪𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) 

+𝟎 =
𝒂𝟐

𝟐
−
𝒂𝟐

𝟐
= 𝟎 

 (𝑨𝑩)لأن   (𝑪𝑳)يعامد  (𝑨𝑩)حيث أن 

 من الطلب السابق  (𝑫𝑪)يعامد  

 

أن   (2     𝑩𝑪𝑫  .م ثم.   ′𝑮نعلم 
ً
لــ    م.أ.م  ′𝑮إذا

𝑪, 𝑩,𝑫 متساوية البنقاط تحمل أثق   

(𝑮′, ,𝑩)م.أ.م لــ    (𝟑 𝟏), (𝑫, 𝟏), (𝑪, 𝟏)  (1) 

 من العلاقة الإنشائية  ملاحظة: 
ً
 فرضا

𝑨𝑮 =
𝟑

𝟒
𝑨𝑮′ 

,𝑮)نجد أن  ,𝑨)م.أ.م لــ  (𝟒 𝟏), (𝑮, 𝟑) (2 ) 

,𝑮)( نجد أن 2( و )1من )  م.أ.م لــ (𝟒

(𝑩, 𝟏), (𝑨, 𝟏), (𝑪, 𝟏), (𝑫, 𝟏) 

 هو مركز ثقل رباعي الوجوه  𝑮إذا نستنتج أن  

  

3)  

 إذأ  𝑨𝑩منتصف   𝑰بما أن  .1

(𝑰, ,𝑩)م.أ.م لــ    (𝟐 𝟏), (𝑨, 𝟏) 

   𝑫𝑪منتصف   𝑳بما أن  .2
ً
 إذا

(𝑳, ,𝑪)م.أ.م لــ   (𝟐 𝟏), (𝑫, 𝟏) 

 أن  .3
ً
,𝑫,𝑪,𝑩م.أ.م لــ  𝑮نعلم برهانا 𝑨 

( )1من  و   )2( و  الخاصة  3(  وحسب   )

,𝑳لــ    م.أ.م  𝑮التجميعية يكون   𝑰    النقاط تقع 
ً
إذا

 على استقامة واحدة 

 

 )مهم جداً( )جداء سلمي( 
مركز   𝑶هرم قاعدته مربــع و  𝑺𝑨𝑩𝑪𝑫ليكن 

 𝑨𝑩𝑪𝑫القائم على المربــع   𝑺المربــع هو مرتسم 

  𝒂وطول حرفه 

 ات التالية ءاحسب الجدا  (1

1.  𝑫𝑺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2.  𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑺𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

3.  𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

2)   

 

 

 

 

 الأفكار

 حساب جداء سلمي دون معلم   (1

ي الجداء السلمي  (2
ن

 الاسقاط القائم ف
 

 الحل:
𝑫𝑺⃗⃗الجداء   .1 ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑫𝑺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑺𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= −‖𝑺𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖. ‖𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖𝑪𝒐𝒔 (
𝝅

𝟑
) 

= −𝟒. 𝟒
𝟏

𝟐
= −𝟖  

 

2.  𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑺𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 طريقة أولى شعاعية  

𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑺𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = [𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗][𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗] 
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𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= ‖𝑺𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖
𝟐
− 𝑩𝑺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑩𝑺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= 𝟏𝟔 − 𝟒. 𝟒. 𝑪𝒐𝒔 (
𝝅

𝟑
) − 𝟒. 𝟒. 𝑪𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) + 𝟎 

= 𝟏𝟔 − 𝟖 − 𝟖 + 𝟎 = 𝟎 

أن   ,𝑺𝑪ونستنتج  𝑺𝑨   المثلث  
ً
إذا متعامدان 

𝑨𝑺𝑪  قائم 

 

3. 𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

 طريقة إسقاط قائم 

𝑺𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑨𝑺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= −𝑨𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −‖𝑨𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖‖ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖𝑪𝒐𝒔(𝟎) 

= −(𝟐.√𝟐)(𝟒√𝟐)(𝟏) = −𝟏𝟔 

وحسب   𝑨𝑩𝑪من المثلث القائم    [𝑨𝑪]حساب طول  

 فيثاغورس نجد: 

(𝑨𝑪)𝟐 = (𝑨𝑩)𝟐 + (𝑩𝑪)𝟐 

(𝑨𝑪)𝟐 = 𝟏𝟔 + 𝟏𝟔 = 𝟑𝟐 

𝑨𝑪 = √𝟑𝟐 = 𝟒√𝟐  → 𝑨𝑶 = 𝟐√𝟐  

 

,𝑶)يكن لدينا المعلم المتجانس ل 𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)   فيه 

𝑨(−𝟐,−𝟏, 𝟏), 𝑩(𝟐,−𝟑,−𝟏) 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟖𝒙 − 𝟒𝒚 + 𝟒𝒛 + 𝟏𝟖

= 𝟎 ⋯ (∗) 

𝒑: 𝟔𝒙 − 𝟑𝒚 − 𝟑𝒛 + 𝟓 = 𝟎 

أثبت أن معادلة المستوي المحوري للقطعة   (1

 هو   [𝑨𝑩]المستقيمة 

𝑸:𝟐𝒙 − 𝒚 − 𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

تمثل معادلة كرة حدد  (∗)أثبت أن المعادلة   (2

 مركزها ونصف قطرها 

 𝑸أثبت أن الكرة تمس المستوى  (3

متوازيان ثم استنتج   𝑷,𝑸أثبت أن المستوي   (4

 البعد بينهما

 الأفكار

 معادلة مستوي محوري (1

 رد معادلة إلى معادلة كرة   (2

 كرة تمس مستوي (3

 اثبات توازي مستويان (4
 

 الحل:

1)  

 معادلة المستوي المحوري

 

 𝑨𝑩  منتصف 𝑰   

𝑰(𝟎,−𝟐, 𝟎) 

(𝟒)(𝟎) + (−𝟐)(−𝟐) + (−𝟐)(𝟎) + 𝒅 = 𝟎 

𝒅 = −𝟒 

𝑸:𝟒𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

𝑸:𝟐𝒙 − 𝒚 − 𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

 

 بالإتمام إلى مربــع كامل نرد المعادلة لكرة  (2

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟖𝒙 − 𝟒𝒚 + 𝟒𝒛 + 𝟏𝟖 = 𝟎  
𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟏𝟔 − 𝟏𝟔 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟒 − 𝟒 + 𝒛𝟐 + 𝟒𝒛

+ 𝟒 − 𝟒 + 𝟏𝟖 = 𝟎  
(𝒙 − 𝟒)𝟐 + (𝒚 − 𝟐)𝟐 + (𝒛 + 𝟐)𝟐 = 𝟔 = 𝒌 > 𝟎 

 المعادلة السابقة تمثل كرة مركزها  
ً
إذا

𝑪(𝟒, 𝒓ونصف قطرها  (𝟐−,𝟐 = √𝟔 

 

حتر تكون الكرة تمس المستوي يجب أن يكون  (3

𝒓  نصف قطر الكرة يساوي بعد مركز الكرة عن

 𝑸المستوي  

 نحسب البعد 

𝒅[𝑸:𝑪] =
|𝟐(𝟒) − (𝟐) − (−𝟒) − 𝟐|

√𝟒 + 𝟏 + 𝟏
 

 

 
ً
𝒓إذا = 𝒅[𝑸:𝑪] = √𝟔 

 الكرة 
ً
 𝑸تمس المستوي  𝑺إذا

 ناظم

�⃗⃗� 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (4, −2,−2) 
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4)     

𝑷: 𝟔𝒙 − 𝟑𝒚 − 𝟑𝒛 + 𝟓 = 𝟎 

𝑸:𝟐𝒙 − 𝒚 − 𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

𝒏𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟔,−𝟑,−𝟑)

�⃗⃗⃗�𝑸(𝟐,−𝟏,−𝟏)
}
𝟔

𝟐
=
−𝟑

−𝟏
=
−𝟑

−𝟏
≠
𝟓

−𝟐
 

 
ً
 المستويان متوازيان إذا

ن المستويان   لحساب البعد بير

ولتكن  𝑸نأخذ نقطة من المستوي الأول 

𝑰(𝟎,−𝟐, 𝟎)  

ي  𝑰نحسب بعد 
  𝑷عن المستوي الثانن

𝒅[𝑷: 𝑰] =
|𝟔(𝟎) − 𝟑(−𝟐) − 𝟑(𝟎) + 𝟓|

√𝟑𝟔 + 𝟗 + 𝟗
 

=
𝟏𝟏

√𝟓𝟒
 

 

ي معلم متجانس لدينا النقطة
ن

,𝑨(𝟏 ف 𝟏, 𝟐)  ،

 𝑸,𝑷والمستويان: 

𝑷: 𝒙 −  𝒚 +  𝟐𝒁 −  𝟏 =  𝟎 

𝑸: 𝟐𝒙 +  𝒚 +  𝒁 +  𝟏 =  𝟎 

1)  : ن ن بفصل  𝑸,𝑷 أثبت المستويير متقاطعير

ك   𝒅 مشير

  𝒅 اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم (2

 𝑨 المار من 𝑹 اكتب معادلة المستوي (3

 من
ً
ن  ويعامد كلا  𝑸,𝑷المستويير

 الناتجة من 𝑩 جد احداثيات النقطة (4

 𝑹 والمستوي   𝒅 تقاطع المستقيم

  𝒅 عن المستقيم 𝑨 بعد النقطة نتجاست (5

ي مركزها 𝑺 اكتب معادلة الكرة (6
 𝑨 التر

 𝑷 وتمس المستوي

 

 

 

 أفكار المسألة: 

ك لمستويان متقاطعان (1  فصل مشير

 معادلة مستوي يعامد مستقيم ومار من نقطة (2

 وضع مستقيم مع مستوي ثم إيجاد نقطة تقاطع  (3

 حساب بعد نقطة عن مستقيم  (4

 كرة تمس مستوي (5

 الحل:

1)   

𝒏𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟏,−𝟏, 𝟐), �⃗⃗⃗�𝑸(𝟐, 𝟏, 𝟏)  

)نلاحظ أن:  
𝟏

𝟐
≠
−𝟏

𝟏
المركبات غير   (

 
ً
ن خطيا ن غير مرتبطير  متناسبة فالشعاعير

𝑸,𝑷 

 

ك  ن بفصل مشير ن متقاطعير بالتالىي المستويير

𝒅 

 

 لدينا:  (2

𝒙 −  𝒚 +  𝟐𝒁 −  𝟏 =  𝟎     (𝟏) 

𝟐𝒙 +  𝒚 +  𝒁 +  𝟏 =  𝟎     (𝟐) 

 بالجمع نجد: 

𝟑𝒙 + 𝟑𝒛 = 𝟎 → 𝒙 = −𝒛  

ي  
ن

 نجد:  (𝟐)بالتعويض ف

−𝟐𝒛 + 𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒚 = −𝟏 + 𝒛  

𝒛لنضع:   = 𝒕  عندئذ 

𝒅 {
𝒙 = −𝒕

𝒚 = −𝟏 + 𝒕
𝒛 = 𝒕

: 𝒕 ∈ 𝑹  

 

 بما أن  (3

اذا    Qو    Pيعامد كلا من المستويان    Rالمستوي  

R  يعامدd   ك  فصلهما المشير

R 

 

𝑨(𝟏, 𝟏, 𝟐) 

𝑹:𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = 𝟎 

�⃗⃗� �⃗⃗�(−1,1,1) 
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1 1 2 𝑑 = 0 𝒅 = −𝟐 

𝑹:−𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

 ملاحظة: 

اذا كان المستوي يعامد المستقيم إذا موجه المستقيم 

 هو ناظم المستوي

 

ي المستوي  𝒅لنعوض معادلات المستقيم  (4
ن

ف

𝑹 

−(−𝒕) + 𝒕 − 𝟏 + 𝒕 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒕 = 𝟏  

ي  
ن

 نجد:  𝒅بالتعويض ف

𝑩(−𝟏, 𝟎, 𝟏)  

 

 𝑹مع   𝒅نقطة تقاطع   𝑩بما أن  (5

𝒅وبما أن   ⊥ 𝑹 

,𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑨فإن:  𝒅) = 𝑨𝑩 = √𝟒 + 𝟏 + 𝟏 = √𝟔 

 

   𝑨هو بعد النقطة    𝑹إن نصف قطر الكرة   (6

 وبالتالىي  𝑷عن المستوي 

𝑹 = 𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑨,𝑷) =
|𝟏 − 𝟏 + 𝟒 − 𝟏|

√𝟒 + 𝟏 + 𝟏
 

=
𝟑

√𝟔
= √

𝟑

𝟐
 

 ومنه معادلة الكرة: 

𝑺: (𝒙 − 𝒙𝑨)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝑨)

𝟐

+ (𝒛 − 𝒛𝑨)
𝟐 = 𝑹𝟐 

𝑺: (𝒙 − 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 + (𝒛 − 𝟐)𝟐 =
𝟑

𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

,𝑶)ضمن المعلم المتجانس   𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)  تعط

 إحداثيات النقاط: 

𝑨(𝟓, 𝟎, 𝟔), 𝑬(−𝟏,−𝟐, 𝟐) 

𝑭(𝟒,−𝟐, 𝟖), 𝑶(𝟎, 𝟎, 𝟎) 

 والمطلوب: 

 𝑨 و 𝑬مار من  𝟏∆أعط تمثيل وسطي لــ   (1

 𝑭 و 𝑶مار من  𝟐∆أعط تمثيل وسطي لــ  

ي نقطة    𝟐∆و    𝟏∆أثبت أن   (2
ن

ن ف أوجد    𝑱متقاطعير

 إحداثياتها 

المستو   (3 معادلة  تقاطع    𝑸اكتب  ناتج 

 𝟐∆و   𝟏∆المستقيمان: 

ي نقطة    𝑸  يعمود على المستو   𝒅أثبت أن   (4
ن

 𝑱ف

 ذاتها: 

𝒅 {
𝒙 = −𝟔𝒕 − 𝟒
𝒚 = 𝟖𝒕 + 𝟕
𝒛 = 𝟓𝒕 + 𝟗

; 𝒕 ∈ 𝑹 

المستو  (5 ومركزها   𝑸  ياكتب معادلة كرة تمس 

𝒘(𝟏, 𝟐,−𝟏) 

ي   𝑸 و 𝑹أثبت أن المستويان:  (6
ن

 𝒅𝟏متقاطعان ف

ك اكتب تمثيل وسطي لــ    𝒅𝟏فصل مشير

𝑹: 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

 أفكار المسألة: 

ن  (1  تمثيل وسيطي لمستقيم من نقطتير

, 𝟐∆أثبت أن   (2 ن إيجاد نقطة تقاطع 𝟐∆  متقاطعير

ي تقاطع مستقيمان (3
ن

 معادلة مستوي ف

 إثبات تعامد مستقيم مع مستوي (4

 مستقيم مع مستوي وضع   (5

ك لمستويان  (6  فصل مشير
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 الحل:

1)   

 مستقيم  𝟏∆

                                       ⏞            

 نقطة                موجه 

𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝟔,−𝟐,−𝟒)       
 

𝑨(𝟓, 𝟎, 𝟔)

 

∆𝟏 {
𝒙 = −𝟔𝒕 + 𝟓
𝒚 = −𝟐𝒕

𝒛 = −𝟒𝒕 + 𝟔
; 𝒕 ∈ 𝑹 

 مستقيم  𝟏∆

                                       ⏞            

 نقطة               موجه 

𝑭𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟒, 𝟐, −𝟖)
 

           𝑭(𝟒,−𝟐, 𝟖)

 

∆𝟐 {
𝒙 = −𝟒𝒕 + 𝟒
𝒚 = 𝟐𝒕 − 𝟐
𝒛 = −𝟖𝒕 + 𝟖

; 𝒕 ∈ 𝑹  

 

 ندرس ارتباط خطي للموجهات (2
−𝟔

−𝟒
≠
−𝟐

𝟐
  } → 𝑭𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 أما )تخالف أو تقاطع( 
ً
 غير مرتبطان خطيا

ن لــ   :  𝟐∆و  𝟏∆نجل جملة المعادلتير
ً
كا  مشير

ً
 حلا

−𝟔𝒕 + 𝟓 = −𝟒𝑺 + 𝟒      (𝟏) 

−𝟐𝒕 = 𝟐𝑺 − 𝟐       (𝟐) 

−𝟒𝒕 + 𝟔 = −𝟖𝑺 + 𝟖        (𝟑) 

ب )3( و )2من )  ( 𝟐−( بـــ  2( وبالجمع )نضن
+𝟒𝒕 = −𝟒𝑺 + 𝟒 (𝟏)

+    − 𝟒𝒕 + 𝟔 = −𝟖𝑺 + 𝟖
________________________________

𝟔 = −𝟏𝟐𝑺 + 𝟏𝟐

(𝟐)
 
 

 

⟹ 𝑺 =
𝟏

𝟐
 

ي )
ن

 ( نجد: 2نعوض ف

−𝟐𝒕 = 𝟏 − 𝟐 = −𝟏 ⟹ 𝒕 =
𝟏

𝟐
 

𝒕نعوض   =
𝟏

𝟐
𝑺  و   =

𝟏

𝟐
ي المعادلة ) 

ن
 (1ف

−𝟔(
𝟏

𝟐
) + 𝟓 = −𝟒(

𝟏

𝟐
) + 𝟒 

𝟐 محققة  = 𝟐 

 قاطع 
ً
ي نقطة   𝟐∆لــ  𝟏∆إذا

ن
ولإيجاد إحداثياتها  𝑱ف

𝒕نعوض   =
𝟏

𝟐
ي  

ن
 𝟏∆ف

𝒙 = −𝟔(
𝟏

𝟐
) + 𝟓 = 𝟐

𝒚 = −𝟐(
𝟏

𝟐
) = −𝟏

𝒛 = −𝟒(
𝟏

𝟐
) + 𝟔 = 𝟒

 

,𝑱(𝟐.−𝟏 نقطة  التقاطع  𝟒)  

 

   𝟐∆و  𝟏∆ مار من  𝑸معادلة المستوٍ  (3
ً
مستو  𝑸إذا

𝒄نفرض   = 𝟏 

, 𝟐∆أشعة توجيه  المتقاطعان هما أشعة  𝟐∆

  Qتوجيه للمستوي 
ً
 اذا

𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−𝟔,−𝟐,−𝟒) 

𝑭𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟒,+𝟐,−𝟖) 

 نفرض الناظم: 

�⃗⃗⃗�(𝒂, 𝒃, 𝒄) 

𝒂 = (𝟏𝟔) − (−𝟖) = 𝟐𝟒 

𝒃 = (𝟒𝟖) − (𝟏𝟔) = 𝟑𝟐 

𝒄 = (−𝟏𝟐) − (𝟖) = −𝟐𝟎 

�⃗⃗⃗�(𝟐𝟒,−𝟑𝟐,−𝟐𝟎) ÷ 𝟒 

�⃗⃗⃗�(𝟔,−𝟖,−𝟓) 

𝑸مستوي  

                                             ⏞              
�⃗⃗⃗�(𝟔,−𝟖,−𝟓)        𝑱(𝟐,−𝟏, 𝟒)  

 

𝑸:𝟔𝒙 − 𝟖𝒚 − 𝟓𝒛 = 𝟎 

يجب أن يكون    𝑸يعامد المستو   𝒅تر يكون  ح (4

 مع ناظم  𝒅موجه  
ً
 𝑸مرتبط خطيا

𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟔, −𝟖,−𝟓), 𝑼𝒅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟔, 𝟖, 𝟓) 

 
ً
𝑼𝒅إذا = −�⃗⃗⃗�  

ً
 مرتبطان خطيا
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ً
 𝑸مع  𝒅لإيجاد نقطة تقاطع   𝑸عمود على   𝒅إذا

ي  𝒅نعوض معادلات  
ن

 :𝑸ف
𝑸:𝟔(−𝟔𝒕 − 𝟒) − 𝟖(𝟖𝒕 + 𝟕) − 𝟓(𝟓𝒕 + 𝟗) = 𝟎 

𝟑𝟔𝒕 − 𝟐𝟒 − 𝟔𝟒𝒕 − 𝟓𝟔 − 𝟐𝟓𝒕 − 𝟒𝟓 = 𝟎 

𝟏𝟐𝟓𝒕 + 𝟏𝟐𝟓 = 𝟎 ⟹ 𝒕 = −𝟏  

 
ً
لإيجاد نقطة التقاطع نعوض   𝑸قاطع لــ  𝒅إذا

𝒕 = ي معادلات   𝟏−
ن

 𝒅ف

𝒅{

𝒙 = −𝟔(−𝟏) − 𝟒 = +𝟐
𝒚 = 𝟖(−𝟏) + 𝟕 = −𝟏

𝒛 = 𝟓(−𝟏) + 𝟗 = 𝟒

; 𝒕 ∈ 𝑹 

⟹ 𝑱(𝟐,−𝟏, 𝟒) 

 
ً
ي  𝑸قاطع لــ  𝒅إذا

ن
 𝑱ف

 

عن   (5 المستو  بعد  يكون  مستو  تمس  معادلة كرة 

 مركز الكرة يساوي نصف قطرها: 

𝒅[𝑸;𝝎] =
|−𝟔(𝟏) + 𝟖(𝟐) + 𝟓(−𝟏)|

√(𝟔)𝟐 + (𝟖)𝟐 + (𝟓)𝟐
  

=
|−𝟔 + 𝟏𝟔 − 𝟓|

√𝟑𝟔 + 𝟔𝟒 + 𝟐𝟓
=

𝟓

𝟓√𝟓
=
𝟏

√𝟓
 

كرة  معادلة 

                               ⏞          

نصف  قطر        مركز 

𝝎(𝟏, 𝟐, −𝟏)
 

        𝒓 = 𝒅 =
𝟏

√𝟓

 

(𝒙 − 𝒙𝟎)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟎)

𝟐 + (𝒛 − 𝒛𝟎)
𝟐

= 𝒓𝟐 

(𝒙 − 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝟐)𝟐 + (𝒛 + 𝟏)𝟐 =
𝟏

𝟓
 

 

 𝑸  و  𝑹ندرس ارتباط خطي لنواظم  (6

𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟔, 𝟖, 𝟓), 𝒏𝑹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟐,−𝟏, 𝟏) 
−𝟔

𝟐
≠
𝟖

−𝟏
  } → 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝒏𝑹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 
ً
: غير مرتبطان خطيا

ً
 إذا

  
ً
الفصل    𝑸  و  𝑹إذا معادلات  نوجد  متقاطعان، 

ك:   المشير

{
−𝟔𝒙 + 𝟖𝒚 + 𝟓𝒛 = 𝟎

𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎   × 𝟑
 

 
−𝟔𝒙 + 𝟖𝒚 + 𝟓𝒛 = 𝟎  

𝟔𝒙 − 𝟑𝒚 + 𝟑𝒛 − 𝟏𝟐 = 𝟎
________________________________

𝟓𝒚 + 𝟖𝒛 − 𝟏𝟐 = 𝟎

 
+ 
 

 

⟹ 𝒚 = −
𝟖

𝟓
𝒛 +

𝟏𝟐

𝟓
 

ي )
ن

 ( نجد: 2نعوض ف

𝟐𝒙 − (−
𝟖

𝟓
𝒛 +

𝟏𝟐

𝟓
) + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

𝟐𝒙 +
𝟖

𝟓
𝒛 −

𝟏𝟐

𝟓
+ 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

𝟐𝒙 = −
𝟏𝟑

𝟓
𝒛 +

−𝟑𝟐

𝟓
 

𝒙 = −
𝟏𝟑

𝟏𝟎
𝒛 −

𝟏𝟔

𝟓
 

 𝒕يساوي  𝒛نفرض  

𝒅

{
 
 

 
 𝒙 = −

𝟏𝟑

𝟏𝟎
𝒕 −

𝟏𝟔

𝟓

𝒚 = −
𝟖

𝟓
𝒕 +

𝟏𝟐

𝟓
𝒛 = 𝒕

; 𝒕 ∈ 𝑹  
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𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯  :متوازي مستطيلات فيه 

𝑨𝑬 = 𝟏,𝑨𝑫 = 𝟒, 𝑨𝑩 = 𝟐 

𝑭𝑱⃗⃗⃗⃗⃗تحقق:    𝑱والنقطة    ⌊𝑨𝑫⌋منتصف    𝑰ولتكن   =
𝟏

𝟒
𝑭𝑮⃗⃗ ⃗⃗  والمطلوب:  ⃗⃗

رؤوس  (1 إحداثيات  جد  متجانس،  معلم  ضمن 

 𝑰 و  𝑱متوازي المستطيلات وإحداثيات  

:  𝑬𝑰𝑩أثبت أن معادلة المستو   (2  هي

(𝑬𝑩𝑰): 𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

ن نوع المثلث  (3  ثم احسب مساحته  (𝑬𝑩𝑰)بير

واستنتج  (𝑬𝑩𝑰)عن المستو  𝑮احسب بعد   (4

𝑮حجم رباعي الوجوه   − 𝑬𝑩𝑰 

المار من  𝒅اكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم   (5

𝑱   وعمودي على المستو𝑬𝑩𝑰 

على المستو    𝑱المسقط القائم للنقطة    𝑱أوجد   (6

𝑬𝑩𝑰 

 م.أ.م للنقاط الثلاث المثقلة:  𝑮إذا كان   (7

(𝑬, 𝟐), (𝑰, 𝟏), (𝑩, 𝟒)    (∗) 

ن إحداثيات   ، ماذا  𝑩  و  𝑰  و  𝑬لــ   م.أ.م 𝑮عير

ي  𝑴مجموعة النقاط  (∗)تمثل المجموعة  
التر

 تحقق: 

‖𝟐𝑴𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟒𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝟕𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝟕𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

 

 

 

 

 أفكار المسألة: 

 احداثيات نقاط ضمن متوازي (1

 ثلاث نقاطمعادلة مستوي مار من  (2

 نوع ومساحة مثلث متساوي الأضلاع  (3

 حساب بعد نقطة عن مستوي وحجم لرباعي وجوه  (4

تمثيل وسيطي لمستقيم مار من نقطة معلومة ويعامد   (5

 مستوي

 مسقط قائم لنقطة على مستوي (6

ن مجموعة نقاط   (7 مركز أبعاد متناسبة لثلاث نقاط وتعيير

ي المستوي 
ن

 ف

 الحل: 

  نفرض المعلم المتجانس (1

(𝑨,
𝟏

𝟐
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,

𝟏

𝟒
𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 وتكون النقاط: 

𝑨(𝟎, 𝟎, 𝟎) | 𝑬(𝟎, 𝟎, 𝟏)

𝑩(𝟐, 𝟎, 𝟎) | 𝑭(𝟐, 𝟎, 𝟏)

𝑫(𝟎, 𝟒, 𝟎)

𝑪(𝟐, 𝟒, 𝟎)

𝑰(𝟎, 𝟐, 𝟎)

|
|
|

𝑯(𝟎, 𝟒, 𝟏)

𝑮(𝟐, 𝟒, 𝟏)

𝑱(𝟐, 𝟏, 𝟏)

 

 

 (𝑬𝑩𝑰)إيجاد معادلة المستو  (2

 نحسب  

𝑬𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟐, 𝟎,−𝟏) 

𝑬𝑰⃗⃗⃗⃗⃗(𝟎, 𝟐,−𝟏) 

 بفرض الناظم  

�⃗⃗⃗�(𝒂, 𝒃, 𝒄) 

⟹ �⃗⃗⃗�.𝑬𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎  | 𝟐𝒂 − 𝒄 = 𝟎 

⟹ �⃗⃗⃗�.𝑬𝑰⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎 | 𝟐𝒂 − 𝒄 = 𝟎 

𝒄بفرض   = 𝟏 

⟹ 𝒂 =
𝟏

𝟐
 , 𝒃 =

𝟏

𝟐
 

(𝑬𝑩𝑰)

                                             ⏞              

ناظم  نقطة                      

�⃗⃗⃗� (
𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
, 𝟏)                         

�⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟏, 𝟐)                        

𝑰(𝟎, 𝟐, 𝟎)

 

𝟏(𝒙 − 𝟎) + 𝟏(𝒚 − 𝟐) + 𝟐(𝒛 − 𝟎) = 𝟎 

: 𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟐 = 𝟎  

 

 نحسب أطوال الأضلاع:  (𝑬𝑩𝑰)نوع المثلث   (3
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[𝑬𝑩] = √(𝟐)𝟐 + (𝟎)𝟐 + (−𝟏)𝟐 = √𝟓 

[𝑬𝑰] = √(𝟎)𝟐 + (𝟐)𝟐 + (−𝟏)𝟐 = √𝟓 

[𝑰𝑩] = √(𝟐 − 𝟎)𝟐 + (𝟎 − 𝟐)𝟐 + (𝟎)𝟐

= √𝟖 

ن  [𝑬𝑰]مثلث متساوي الساقير = [𝑬𝑩] 

    [𝑬𝑵]نفرض  
ً
إذا متوسط  فهو  ي   𝑵ارتفاع 

ن
ف تقع 

 [𝑰𝑩]منتصف  

[𝑬𝑵]

= √(𝟏 − 𝟎)𝟐 + (𝟏 − 𝟎)𝟐 + (𝟎 − 𝟏)𝟐

= √𝟑 

𝐒 =
[𝑩𝑰]  قاعدة × 𝑬𝑵  ارتفاع

𝟐
 

𝑬𝑰𝑩 =
√𝟖 × √𝟑

𝟐
=
𝟐√𝟐 × √𝟑

𝟐
= √𝟔  

 

 :(𝑬𝑩𝑰)عن المستو  𝑮احسب بعد   (4

𝒅[𝑬𝑰𝑩;𝑮] =
|(𝟐) + (𝟒) + 𝟐(𝟏) − 𝟐|

√(𝟏)𝟐 + (𝟏)𝟐 + (𝟐)𝟐
  

=
𝟔

√𝟔
= √𝟔 

 حساب حجم رباعي الوجوه

𝑽 =
𝟏

𝟑
𝑺𝑬𝑰𝑩 × 𝒉 = 𝒅 

𝒉 الارتفاع هو بعد :𝑮  عن المستو𝑬𝑰𝑩   

 يشكل ارتفاع رباعي الوجوه 

𝑽 =
𝟏

𝟑
[√𝟔] × √𝟔 = 𝟒  

 

5)     

𝒅  الارتفاع هو بعد𝑮  عن المستو𝑬𝑰𝑩   

 
ً
𝒅   �⃗⃗⃗�يصلح أن يوجه   𝑬𝑰𝑩إذا = �⃗⃗⃗� 

 

𝒅 مستقيم 

                                             ⏞              

ناظم  نقطة                      

�⃗⃗⃗� = �⃗⃗⃗� (
𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
, 𝟏)                         

�⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟏, 𝟐)                         
𝑱(𝟐, 𝟏, 𝟏)

 

𝒅 {
𝒙 = 𝒕 + 𝟐
𝒚 = 𝒕 + 𝟏
𝒛 = 𝟐𝒕 + 𝟏

; 𝒕 ∈ 𝑹  

 

على   𝑱مسقط القائم للنقطة  𝑱  إحداثيات حساب (6

 𝑬𝑩𝑰المستو  

ي معادلات 
ن

ي المستوي  𝒅نعوض ف
ن

 𝑬𝑩𝑰ف

(𝑬𝑰𝑩): 𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟐 = 𝟎 

𝒕 + 𝒛 + 𝒕 + 𝟏 + 𝟒𝒕 + 𝟐 − 𝟐 = 𝟎 

𝟔𝒕 + 𝟑 = 𝟎 

𝒕 = −
𝟏

𝟐
 

 

ي معادلات  𝒕نعوض قيمة 
ن

 فيكون  𝒅ف

𝒅

{
 
 

 
 𝒙 = −

𝟏

𝟐
+ 𝟐 =

𝟑

𝟐

𝒚 = −
𝟏

𝟐
+ 𝟏 =

𝟏

𝟐

𝒛 = 𝟐(−
𝟏

𝟐
) + 𝟏 = 𝟎

 

 ومنه 

𝑱 (
𝟑

𝟐
,
𝟏

𝟐
, 𝟎)  

 

 نعلم أن:  (7

𝟐𝑴𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟏𝑴𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟒𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝟐 + 𝟏 + 𝟒)𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 𝟕𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

هنة الا  ال وحسب مير ن  خير

‖𝟐𝑴𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑰⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟒𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝟕[𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]‖ 

‖𝟕𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 𝟕‖𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ 

⟹ ‖𝟕𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ = √𝟐 

 أن: 
ً
 علما
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[𝑩𝑨] = √(𝟎 − 𝟐)𝟐 + (𝟎 − 𝟎)𝟐 + (𝟎 − 𝟎)𝟐 

= √𝟐 

‖𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √𝟐  

ونصف قطرها   𝑮المجموعة تمثل كرة مركزها 

𝒓 = 𝟐 

ن إحداثيات   𝑮تعيير

𝑮 [
𝜶𝒙𝑰+𝜷𝒙𝑩+𝜸𝒙𝑬

𝜶+𝜷+𝜸
,
𝜶𝒚𝑰+𝜷𝒚𝑩+𝜸𝒚𝑬

𝜶+𝜷+𝜸
,
𝜶𝒛𝑰+𝜷𝒛𝑩+𝜸𝒛𝑬

𝜶+𝜷+𝜸
]  

𝑮 [
𝟏(𝟎)+𝟒(𝟐)+𝟐(𝟎)

𝟕
,
𝟏(𝟐)+𝟒(𝟎)+𝟐(𝟎)

𝟕
,
𝟏(𝟎)+𝟒(𝟎)+𝟐(𝟏𝟎)

𝟕
]

 𝑮(
𝟖

𝟕
,
𝟐

𝟕
,
𝟐

𝟕
) 

 

ي معلم متجانس  
ن

 ليكن لدينا النقاط ف

𝑨(𝟐, 𝟎, 𝟎) 𝑩(𝟎, 𝟏, 𝟎)  𝑪(𝟎, 𝟎, 𝟏)  𝑫(𝟐, 𝟏, 𝟎) 

  ABCمركز ثقل المثلث  𝑮ونعرف أن  

 مركز أبعاد متناسبة لـــــــ :  𝑮ونعرف ان  

(𝑨, 𝟐)  ,   (𝑩, 𝟐)  ,   (𝑫,−𝟏) 

ن مجموعة النقاط  (1 ي تحقق  Mعير
 من الفراغ والتر

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 

ن مجموعة النفاط  (2 ي تحقق:  Mعير
 من الفراغ التر

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

 𝑮حدد احداثيات  (3

ن مجموعة النقاط  (4 ي تحقق  Mعير
 من الفراغ والتر

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝟑𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

 ( 1 الحل:

,𝑴(𝒙نفرض   𝒚, 𝒛) 

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟐 − 𝒙,−𝒚,−𝒛) 

𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−𝒙, 𝟏 − 𝒚,−𝒛) 
→ (𝟐 − 𝒙)(−𝒙) + (𝟏 − 𝒚)(−𝒚) + (−𝒛)(−𝒛) = 𝟎 

−𝟐𝒙 + 𝒙𝟐 − 𝒚 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟎 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟏 + 𝒚𝟐 − 𝒚 +
𝟏

𝟒
−
𝟏

𝟒
+ 𝒛𝟐 = 𝟎 

(𝒙 − 𝟏)𝟐 + (𝒚 −
𝟏

𝟐
)𝟐 + 𝒛𝟐 =

𝟓

𝟒
:  ؟

,𝛀(𝟏معادلة كرة مركزها  
𝟏

𝟐
, 𝟎) 

𝒓نصف قطرها  =
√𝟓

𝟐
 

 

2 )   

مركز أبعاد  𝑮إذا  ABCمركز ثقل المثلث  𝑮نعلم أن 

 متساوية متناسبة 
ً
 لنقاط تحمل أثقالا

(𝑨, 𝟏)  (𝑩, 𝟏)  (𝑪, 𝟏) 

ال:  ن هنة الاخير  حسب مير

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∗ 

 لــــــ النقاط مركز أبعاد متناسبة  𝑮ونعلم أن  

(𝑨, 𝟐),   (𝑩, 𝟐),   (𝑫,−𝟏) 

ال نجد:  ن هنة الاخير  حسب مير

𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟑𝑴𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∗∗ 

 من العلاقة: 

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

ي العلاقة نجد: 
ن

 نعوض * و ** ف

‖𝟑𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝟑𝑴𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⟹ ‖𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖𝑴𝑮‖ 

 
ً
 [𝑮𝑮]تمثل مستوي محوري للقطعة المستقيمة   Mاذا

3   ) 

   𝑮لحساب احداثيات 

𝑮(𝒙, 𝒚, 𝒛) 
ي القانون  

ن
 نعوض ف

𝒙 =
𝜶𝒙𝑨 +𝜷𝒙𝑩+𝜸𝒙𝑫
𝜶 + 𝜷 + 𝜸

 

=
𝟐(𝟐) + 𝟐(𝟎) − (𝟐)

𝟑
=
𝟐

𝟑
 

𝒚 =
𝜶𝒚𝑨 + 𝜷𝒚𝑩+𝜸𝒚𝑫
𝜶 + 𝜷 + 𝜸

=
𝟐(𝟎) + 𝟐(𝟏) − (𝟏)

𝟑
=
𝟏

𝟑
 

 

𝒛 =
𝜶𝒛𝑨 + 𝜷𝒛𝑩+𝜸𝒛𝑫
𝜶 + 𝜷 + 𝜸

=
𝟑(𝟎) + 𝟐(𝟎) − (𝟎)

𝟑
= 𝟎 

𝑮 (
𝟐

𝟑
  ,
𝟏

𝟑
  , 𝟎) 

4 )  

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝟑𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑴𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

‖𝟑𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝟑𝑴𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝟑𝑴𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

‖𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖𝑮𝑪‖ 

𝑮𝑪 = √(−
𝟐
𝟑
)

𝟐

+ (−
𝟏
𝟑
)

𝟐

+ (𝟏) = √
𝟏𝟒
𝟗
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‖𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ =
√𝟏𝟒
𝟑

 

نصف   𝑮من الفراغ تمثل كرة مركزها    Mاذا مجموعة النقاط 

𝒓قطرها   =
√𝟏𝟒

𝟑
  

 

ي معلم متجانس نتأمل النقطة  ❖
ن

,𝑨(𝟐ف 𝟏, 𝟏) 

 والمستويات: 

𝑷: 𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 + 𝟑 = 𝟎 

𝑸:−𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

𝑹:𝒙 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

من الفراغ تعط  Mولتكن لدينا مجموعة النقاط 

 بالمعالة: 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

 متعامدان   Qو P أثبت أن المستويان  (1

  Pعن كل من المستويان   Aاحسب بعد النقطة  (2

   Q و 

ك للمستويان  dعن  Aاستنتج بعد  (3  الفصل المشير

  Aومار من  Qو  Pيعامد   Rتأكد أن المستوي  (4

من الفراغ تمثل  Mأثبت أن مجموعة النقاط   (5

 حدد نصف قطرها   Aمعادلة كرة مركزها 

ي دائرة  Pتقطع المستوي   Sتأكد أن  (6
ن

حدد  Cف

 نصف قطر دائرة المقطع 

ي نقطة  (7
ن

 𝑨أثبت أن المستويات الثلاث تتقاطع ف

 

 لحل:ا
إذا كان المستويان متعامدان تكون النواظم   (1

 متعامدة  

𝒏𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝟏)(−𝟏) + (𝟐)(𝟏) + (−𝟏)(𝟏) = 𝟎 

𝑷 ⊥ 𝑸 مستويان متعامدان 

 

2) 𝒅[𝑨:𝑷] =
|𝟐+𝟐−𝟏+𝟑|

√𝟔
= √𝟔 

𝒅[𝑨:𝑸] =
|−𝟐 + 𝟏 + 𝟏 + 𝟏|

√𝟑
=
𝟏

√𝟑
 

 

 

3)  

 

 

 

 

 

 

 

   dعن المستقيم  Aلحساب بعد 

حيث البعد هو طول  ABCنستفيد من المثلث القائم 

[𝑨𝑩]:   

𝑨𝑪 = √𝟔  , 𝑩𝑪 =
𝟏

√𝟑
 

[𝑨𝑪]𝟐 + [𝑩𝑪]𝟐 = [𝑨𝑩]𝟐 

𝟔 +
𝟏

𝟑
= [𝑨𝑩]𝟐⟶ 𝑨𝑩 = √

𝟏𝟗

𝟐
 

 

 : 1طريقة  (4
 )معادلة مستوي مار من نقطة يعامد مستويان( 

   Qو  Pتصبح أشعة التوجيه هو نواظم 

𝑹موجه أول               ⊥ 𝑷 → 𝒏𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗⃗⃗� 

ي              
𝑹موجه ثانن ⊥ 𝑸 → 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗⃗⃗� 

,�⃗⃗⃗�(𝒂نفرض الناظم:      𝒃, 𝒄)              �⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟐, −𝟏) 

�⃗⃗⃗�(−𝟏, 𝟏, 𝟏) 

𝒂 = (𝟐) − (−𝟏) = 𝟑              
�⃗⃗⃗�(𝟑, 𝟎, 𝟑) 

↓
 

𝒃 = (𝟏) − (𝟏) = 𝟎                 �⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟎, 𝟏) 

𝒄 = (𝟏) − (−𝟐) = 𝟑 

R  مستوي 

 �⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟎, 𝟏)   

 𝑨(𝟐, 𝟏, 𝟏) 

𝟐 + 𝟎 + 𝟏 + 𝒅 = 𝟎 → 𝒅 = −𝟑  

𝑹:𝒙 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

 : 2طريقة 
ي معادلة المستوي   Aنعوض 

ن
   Rف

𝟐 + 𝟏 − 𝟑 = 𝟎 → 𝟎 = 𝟎 

𝑨 تنتم   إلى المستوي ∈ ℝ 
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 𝒏𝑹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟏, 𝟎,  من المعادلة:  (𝟏
𝒏𝑹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝟏)(𝟏) + (𝟐)(𝟎) + (𝟏)(−𝟏) = 𝟎 

𝒏𝑹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ �⃗⃗⃗� = (𝟏)(−𝟏) + (𝟏)(𝟎) + (𝟏)(𝟏) = 𝟎 

 
ً
 من المستويان  Aمستوي مار من  Rاذا

ً
 Pويعامد كلا

   Qو 

 

5) 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

 نتمم إلى مربــع كامل نجد: 

 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒 − 𝟒 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 + 𝟏 − 𝟏 + 𝒛𝟐

− 𝟐𝒛 + 𝟏 − 𝟏 − 𝟑 = 𝟎 

(𝒙 − 𝟐)𝟐 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 + (𝒛 − 𝟏)𝟐 − 𝟗 = 𝟎 

يجب أن يكون   Pقاطعة لـــ المستوي  Sحتر تكون  (6

𝒅[𝑨:𝑷] < 𝒓 

√𝟔 < 𝟑        𝒅 = √𝟔 

𝒓 = 𝟑 

 بعد مركز الكرة من المستوي 
ً
أصغر من نصف   pاذا

 
ً
   Sقاطع لـــــ  pقطر الكرة إذا

 

 

 

 

 

 

 هنة فيثاغورث نجد: حسب مير 

𝒅𝟐 + 𝑟 = 𝑟2 
→ 𝑟2 = 𝑟2 − 𝑑2 = 9 − 6 

 𝑟 =  نصف قطر دائرة المقطع 𝟑√

 

7)  
ً
كا  مشير

ً
 نحل جملة معادلات حلا

①𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 + 𝟑 = 𝟎 

②− 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

③𝒙 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎 

∗نجد:   ③من  𝒙 = −𝒛 + 𝟑 

ي 
ن

   ②نعوض * ف

+𝒛 − 𝟑 + 𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 →∗∗ 𝒚 = −𝟐𝒛 + 𝟐  

ي المعادلة 
ن

   ①نعوض * و ** ف

−𝒛 + 𝟑 − 𝟒𝒛 + 𝟒 − 𝒛 + 𝟑 = 𝟎 

−𝟔𝒛 + 𝟏𝟎 = 𝟎 → 𝒛 =
𝟏𝟎

𝟔
=
𝟓

𝟑
 

ي * و** نجد: 
ن

 نعوض ف

𝒚 = −𝟐(
𝟓

𝟐
) + 𝟐 = −

𝟒

𝟑
 

𝒙 = −
𝟓

𝟑
+ 𝟑 =

𝟒

𝟑
 

𝑨(−
𝟒

𝟑
,
𝟒

𝟑
,
𝟓

𝟑
) 

 

 

 

ي معلم متجانس   
ن

;𝒐)نتأمل ف 𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�) :النقاط 

𝑫(𝟑, 𝟑,−𝟑),    𝑪(𝟏,−𝟏, 𝟏)  ,   𝑩(𝟒,−𝟐, 𝟑) 

𝑨(𝟐, 𝟒, 𝟑) 

, 𝑪أثبت أن النقاط   (1 𝑩 , 𝑨  ليست واقعة على

 استقامة واحدة. 

ن إحداثيات المسقط القائم  (2  𝑫للنقطة   �̀�عير
 .  (𝑨𝑩𝑪)على المستوي 

,𝑭(𝟎لتكن النقطة  (3 𝟔, ي   𝒃و   𝒂أوجد   (𝟐
التر

 تحقق

𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒂𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
,𝑨,𝑩ثم استنتج أن النقاط   𝑪, 𝑭  ي

ن
تقع ف

 مستوٍ واحد
ي تمثلها مجموعة   (4

أوجد المعادلة الديكارتية التر

ي تحقق العلاقة  𝑴النقاط  
𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗التر .𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

 𝑨𝑩ثم أثبت أنها تمثل معادلة كرة قطرها   𝟎

 :الحل
1)  𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟐,−𝟔    و   (𝟐−,𝟓−,𝟏−) 𝟎) 

𝑟 

𝑑 = √6 𝑟 = 3 
𝑅 

عن  𝐺بعد 
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)المركبات غير متناسبة 
𝟐

−𝟏
≠
−𝟔

−𝟓
≠

𝟎

−𝟐
) 

ن   𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗و     𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗فالشعاعير ⃗⃗   
ً
ن خطيا غير مرتبطير

, 𝑪فالنقاط  𝑩 , 𝑨  ليست على استقامة

 واحدة. 

 

,�⃗⃗⃗�(𝒂 بفرض   (2 𝒃, 𝒄)     على 
ً
 ناظما

ً
شعاعا

(𝑨𝑩𝑪) 

�⃗⃗⃗�. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒂 − 𝟔𝒃 = 𝟎  … (𝟏) 

�⃗⃗⃗�. 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 ⟹ −𝒂− 𝟓𝒃 − 𝟐𝒄

= 𝟎  … (𝟐)  

𝒃نفرض   = ي   𝟏
ن

𝟐𝒂:   (𝟏)نعوض ف = 𝟔 ⇒

𝒂 = 𝟑  

ي 
ن

𝟑−:   (𝟐)نعوض ف − 𝟓 − 𝟐𝒄 = 𝟎 ⇒ 𝒄 =

−𝟒 

�⃗⃗⃗�(𝟑, 𝟏, −𝟒) 

(𝑨𝑩𝑪): 𝟑(𝒙 − 𝟏) + 𝟏(𝒚 + 𝟏)

− 𝟒(𝒛 − 𝟏) = 𝟎 

(𝑨𝑩𝑪): 𝟑𝒙 + 𝒚 − 𝟒𝒛 + 𝟐 = 𝟎 

والعمودي على  𝑫المستقيم المار من  𝒅ليكن  

(𝑨𝑩𝑪) 

𝒖𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = �⃗⃗⃗� 

𝒅: {
𝒙 = 𝟑𝒕 + 𝟑  
𝒚 =  𝒕 + 𝟑    
𝒛 = −𝟒𝒕 − 𝟑

      ;   𝒕 ∈  ℝ 

ي  𝒅نعوض المعادلات الوسيطية لـ 
ن

 𝑷ف
𝟗𝒕 + 𝟗 + 𝒕 + 𝟑 + 𝟏𝟔𝒕 + 𝟏𝟐 + 𝟐 = 𝟎 

𝟐𝟔𝒕 + 𝟐𝟔 = 𝟎 ⇒ 𝒕 = −𝟏 
𝑫′(𝟎, 𝟐, 𝟏) 

 

3)  𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒂   𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    +  𝒃   𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

(
−𝟐
𝟐
−𝟏
) = 𝒂(

𝟐
−𝟔
𝟎
) + 𝒃(

−𝟏
−𝟓
−𝟐
) 

(
−𝟐
𝟐
−𝟏
) =  (

𝟐𝒂 − 𝒃
−𝟔𝒂 − 𝟓𝒃
𝟎 − 𝟐𝒃

)          

𝟐𝒂 − 𝒃 = −𝟐     ① 

−𝟔𝒂 − 𝟓𝒃 = 𝟐    ② 
           −𝟐𝒃 = −𝟏    ③ 

𝒃من ③  =
𝟏

𝟐
ي ①:  

ن
𝟐𝒂نعوض ف −

𝟏

𝟐
= −𝟐  

𝟐𝒂 = −
𝟑

𝟐
⇒ 𝒂 = −

𝟑

𝟒
 

ي ②: 
ن

−)𝟔−نتحقق ف
𝟑

𝟒
) − 𝟓(

𝟏

𝟐
)
?
=
 
𝟐  

𝟐  محققة  = 𝟐  

             
ً
𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗إذا ⃗⃗ = −

𝟑

𝟒
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

𝟏

𝟐
𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

هنة   𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗الأشعة  (𝟒)ومنه حسب مير ⃗⃗ , 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 
 
ً
 مرتبطة خطيا

,𝑨,𝑩  ومنه 𝑪, 𝑭  ي مستوٍ واحد
ن

 تقع ف
  

,𝑴(𝒙بفرض    (4 𝒚, 𝒛)  ي العلاقة
ن

نعوض ف

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 

(
𝟐 − 𝒙
𝟒 − 𝒚
𝟑 − 𝒛

) . (
𝟒 − 𝒙
−𝟐 − 𝒚   
𝟑 − 𝒛

) = 𝟎 

(𝟐 − 𝒙)(𝟒 − 𝒙) + (𝟒 − 𝒚)(−𝟐 − 𝒚)
+ (𝟑 − 𝒛)𝟐 = 𝟎 

𝟖 − 𝟐𝒙 − 𝟒𝒙 + 𝒙𝟐 − 𝟖 − 𝟒𝒚 + 𝟐𝒚 + 𝒚𝟐

+ (𝒛 − 𝟑)𝟐 = 𝟎 
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 + (𝒛 − 𝟑)𝟐 = 𝟎 
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟗⏟        − 𝟗 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 + 𝟏⏟        − 𝟏

+ (𝒛 − 𝟑)𝟐 = 𝟎 
(𝒙 − 𝟑)𝟐 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 + (𝒛 − 𝟑)𝟐 = 𝟏𝟎 

,𝟑)المعادلة تمثل كرة مركزها   𝟏, و نصف قطرها  (𝟑

√𝟏𝟎   

𝑨𝑩نلاحظ أن:   = √𝟒 + 𝟑𝟔 + 𝟎 = √𝟒𝟎 =

𝟐√𝟏𝟎 = 𝟐𝑹  

𝑰هو   𝑨𝑩منتصف   = (
𝟒+𝟐

𝟐
,
𝟒−𝟐

𝟐
,
𝟑+𝟑

𝟐
) =

(𝟑, 𝟏, 𝟑)      
 الكرة السابقة قطرها  

ً
 𝑨𝑩إذا
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ي المعلم المتجانس 
ن

,𝑶)ف 𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)  لدينا  

,𝑨(𝟔: ةالنقط 𝟏, 𝟏)   

 والمستويان: 
𝑷𝟏: 𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟓 
𝑷𝟐: 𝒚 + 𝒛 = 𝟒

 

ن  (1 ن متقاطعير  اثبت ان المستويير

ك لهما   (2  للفصل المشير
ً
 وسيطيا

ً
جد تمثيلا

𝒅 
  𝑨المار من النقطة   𝑸اكتب معادلة المستوي  (3

ك  عامد يو   𝒅الفصل المشير

نقطة تقاطع  𝑩اوجد إحداثيات النقطة  (4

ك   𝑸المستوي   𝒅مع الفصل المشير

ك  𝑨احسب بعد   (5   𝒅عن الفصل المشير

 الحل: 
1)   

�⃗⃗⃗�𝟏(𝟏 , −𝟐 , 𝟎), �⃗⃗⃗�𝟐(𝟎 , 𝟏 , 𝟏) 

 ومنه 
ً
 متقاطعان   𝑷𝟏  , 𝑷𝟐غير مرتبطان خطيا

 

2)  
  :𝒙من  = 𝟐𝒚 + 𝟓         

   :𝒛من        = −𝒚 + 𝟒         
   بفرض𝒚 = 𝒕   : 

𝒅: {
𝒙 = 𝟐𝒕 + 𝟓

𝒚 = 𝒕                  
𝒛 = −𝒕 + 𝟒        

    ; 𝒕 ∈ 𝑹  

 
3) 𝑸   يعامد  ⇐      𝐝 �⃗⃗⃗�𝑸 = �⃗⃗⃗�𝒅(𝟐 , 𝟏 , −𝟏)    

, 𝑨(𝟔مار من   𝟏 , 𝟏 )    
𝑸 ∶ 𝟐(𝒙 − 𝟔) + (𝒚 − 𝟏) − (𝒛 − 𝟏) = 𝟎   

𝑸 ∶ 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟏𝟐 = 𝟎  

            
4) 𝑩  تقاطع 𝑸 مع  𝐝  : 
   نعوض معادلات𝐝  ي

ن
 :  𝑸ف

𝟒𝒕 + 𝟏𝟎 + 𝒕 + 𝒕 − 𝟒 − 𝟏𝟐 = 𝟎           
𝟔𝒕 = 𝟔 ⇒ 𝒕 = 𝟏           
 

 
  ي

ن
 :  𝐝نعوض ف

𝒙 = 𝟐 + 𝟓 = 𝟕                                              

𝒚 = 𝟏                             ⇒  𝑩(𝟕 , 𝟏 , 𝟑)        

𝒛 = −𝟏 + 𝟒 = 𝟑  

                                          

   𝑩عن  𝑨هو نفسه بعد  𝐝عن  𝑨إن بعد  (5

 ومنه البعد المطلوب: 

𝑨𝑩 = √𝟏 + 𝟎 + 𝟒 = √𝟓  

 

 

 𝑬𝑨𝑩𝑪𝑫  هرم قاعدته مربــع ورأسه𝑬  ,[𝑬𝑨] 
ي معلم    (𝑨𝑩𝑪𝑫)عمودي على المستوي 

ن
ف

;𝑨)متجانس  𝒊 , 𝒋 , �⃗⃗⃗� )     لدينا𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝒊   و

𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝒋   و𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟑�⃗⃗⃗�  :والمطلوب  
1) W  جد إحداثيات النقاط𝑨,𝑩, 𝑪, 𝑫, 𝑬 
مركز ثقل المثلث   𝑮جد إحداثيات النقطة  (2

𝑬𝑫𝑩 

𝑨𝑮⃗⃗احسب   (3 ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   و𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑮𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ماذا نستنتج ؟ 

 (𝑬𝑮𝑫)جد معادلة المستوي   (4

 للمستقيم   (5
ً
 وسيطيا

ً
 (𝑬𝑪)اعط تمثيلا

𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗نقطة تحقق   𝑴بفرض  (6 =
𝟐

𝟑
𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

   (𝑨𝑩𝑪𝑫)على   𝑴مسقط 𝑷و لتكن  

   (𝑨𝑩)على   𝑷مسقط 𝑯و لتكن  
 𝑴𝑯احسب طول 

 الحل: 
 

 
 

 

 

𝑨(𝟎 , 𝟎 , 𝟎),𝑩(𝟑 , 𝟎 , 𝟎),𝑫(𝟎 , 𝟑 , 𝟎) 

𝑬(𝟎 , 𝟎 , 𝟑), 𝑪(𝟑 , 𝟑 , 𝟎) 

A B 

C D 

E 

𝒊 

𝒋 �⃗⃗⃗� 

M 

P 

H 
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𝑮(𝟏 , 𝟏 , 𝟏)       

𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝟏 , 𝟏 , 𝟏), 𝑮𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟏 , 𝟐 , −𝟏), 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟎 , 𝟑 , −𝟑)   

 
 

𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑮𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝟏 + 𝟐 − 𝟏 = 𝟎            

𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎 + 𝟑 − 𝟑 = 𝟎                
     (𝑬𝑫)و  (𝑮𝑫)يعامد   (𝑨𝑮)ومنه 

 .  (𝑬𝑮𝑫) المستوي يعامد  (𝑨𝑮)وبالتالىي  
 

 
𝑫(𝟎 , 𝟑 , 𝟎)  , �⃗⃗⃗� = 𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝟏 , 𝟏 , 𝟏) 
(𝒙 − 𝟎) + (𝐲 − 𝟑) + (𝐳 − 𝟎) = 𝟎 
(𝑬𝑮𝑫)  ∶  𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎  

 
 

𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝟑 , 𝟑, −𝟑) 

𝒅: {
𝒙 = 𝟑𝒕 + 𝟑
𝒚 = 𝟑𝒕 + 𝟑
𝒛 = −𝟑𝒕     

    ; 𝒕 ∈ 𝑹  

   بفرض𝑴(𝒙, 𝒚, 𝒛) 

𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝟐

𝟑
𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(
𝒙 − 𝟎
𝒚 − 𝟎
𝒛 − 𝟑

) =
𝟐

𝟑
(
𝟑
𝟑
−𝟑
) ⇒

𝒙 = 𝟐  
𝒚 = 𝟐  
𝒛 = 𝟏

}

⇒ 𝑴(𝟐, 𝟐, 𝟏) 

 𝑷 مسقط𝑴   على(𝑨; 𝒊, 𝒋)  و منه𝑷(𝟐, 𝟐, 𝟎) 

𝑯  مسقط𝑴   على(𝑨; 𝒊)  و منه𝑯(𝟐, 𝟎, 𝟎) 

𝑯𝑴 = √𝟎 + 𝟒 + 𝟏 = √𝟓  

 
 
 

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯  فيه  2مكعب طول ضلعه

𝑰, 𝑱, 𝑲  منتصفات[𝑨𝑫], [𝑪𝑫], [𝑫𝑯] 

تيب و   (𝑰𝑱𝑲)مع  [𝑫𝑭]نقطة تقاطع  𝑴بالير

 والمطلوب: 

;𝑫)باختيار المعلم  (1
𝟏

𝟐
𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,

𝟏

𝟐
𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗,

𝟏

𝟐
𝑫𝑯⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) 

,𝑰احسب إحداثيات   𝑱, 𝑲 . 

ثم أكتب  (𝑰𝑱𝑲)يعامد  (𝑫𝑭)أثبت أن  (2

 (𝑰𝑱𝑲)معادلة المستوي  

 . 𝑴أوجد إحداثيات   (3

ي ارتفاعات المثلث  𝑴أتكون  (4
ر

 ؟𝑰𝑱𝑲نقطة تلاف

وماذا  𝑰𝑱𝑲مركز ثقل المثلث  𝑴  أن أثبت  (5

 تستنتج؟

 𝑫𝑰𝑱𝑲احسب حجم رباعي الوجوه   (6

 الحل:
1)  

𝑰(𝟏, 𝟎, 𝟎), 𝑱(𝟎, 𝟏, 𝟎),𝑲(𝟎, 𝟎, 𝟏)  

 

2)  

𝑭(𝟐, 𝟐, 𝟐), 𝑫(𝟎, 𝟎, 𝟎) 

𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟐, 𝟐, 𝟐) , 𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟏, 𝟎), 𝑰𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟎, 𝟏) 

𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗ = −𝟐 + 𝟐 + 𝟎 = 𝟎 

𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 𝑰𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝟐 + 𝟎 + 𝟐 = 𝟎 

 
ً
 (𝑰𝑱𝑲)يعامد  (𝑫𝑭)إذا

𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ناظم على المستوي(𝑰𝑱𝑲): 

 𝟐(𝒙 − 𝟏) + 𝟐(𝒚 − 𝟎) + 𝟐(𝒛 − 𝟎) = 𝟎 



19 
 

  

 

2023 2024 

 ومنه 

(𝑰𝑱𝑲): 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎  

 

 :(𝑫𝑭)المعادلات الوسيطية لـ   (3

 (𝑫𝑭) ∶  {
𝒙 = 𝟐𝒕
𝒚 = 𝟐𝒕
𝒛 = 𝟐𝒕

               ; 𝒕 ∈ ℝ       

ي 
ن

 :(𝑰𝑱𝑲)نعوض ف

 𝟐𝒕 + 𝟐𝒕 + 𝟐𝒕 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒕 =
𝟏

𝟔
 

ي 
ن

 :(𝑫𝑭)نعوض ف

𝒙 =
𝟏

𝟑

𝒚 =
𝟏

𝟑

𝒛 =
𝟏

𝟑}
 
 

 
 

⟹𝑴(
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟑
)  

 

4)  

𝑲𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟑
, −
𝟐

𝟑
) , 𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟏, 𝟎) 

𝑲𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗ = −
𝟏

𝟑
+
𝟏

𝟑
+ 𝟎 = 𝟎 

(𝑰𝑱)ومنه  ⊥ (𝑲𝑴) 

𝑱𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
𝟏

𝟑
, −
𝟐

𝟑
,
𝟏

𝟑
) , 𝑰𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟎, 𝟏)  

𝑱𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑰𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −
𝟏

𝟑
+ 𝟎 +

𝟏

𝟑
= 𝟎 

(𝑰𝑲)ومنه  ⊥ (𝑱𝑴)   وبالتالىي𝑴   ي
ر

نقطة تلاف

 .𝑰𝑱𝑲ارتفاعات المثلث 

 

 :𝑰𝑱𝑲مركز ثقل  (5

 (
𝟏+𝟎+𝟎

𝟑
,
𝟎+𝟏+𝟎

𝟑
,
𝟎+𝟎+𝟏

𝟑
) = (

𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟑
)              

 

 
ً
ي  𝑰𝑱𝑲مركز ثقل المثلث  𝑴إذا

ر
وبما أنها نقطة تلاف

 فالمثلث 
ً
 متساوي الأضلاع  𝑰𝑱𝑲الارتفاعات أيضا

 

 

 مثلث متساوي الأضلاع مساحتها  𝑰𝑱𝑲القاعدة  (6

𝒔 =
√𝟑

𝟒
𝒂𝟐 =

√𝟑

𝟒
. (√𝟐)

𝟐
=
√𝟑

𝟐
 

𝒂)بحيث    = ‖𝑰𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √𝟏 + 𝟎 + 𝟏 = √𝟐  ) 

 ويكون ارتفاع الهرم هو: 

𝒉 = 𝒅𝒊𝒔𝒕 (𝑫, 𝑰𝑱𝑲) =
‖𝟎 + 𝟎 + 𝟎 − 𝟏‖

√𝟏 + 𝟏 + 𝟏

=
𝟏

√𝟑
 

⇒ 𝑽 =
𝟏

𝟑
 𝑺 . 𝒉 =

𝟏

𝟑
.
√𝟑

𝟐
.
𝟏

√𝟑
=
𝟏

𝟔
 

 

 

ي معلم متجانس  
ن

;𝑶)ف 𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)  لدينا النقاط

𝑨(𝟐,−𝟐, و  𝑩(𝟒,−𝟑,−𝟏)و   (𝟑

𝑪(𝟎, −
𝟏

𝟐
, الذي معادلته  𝓟والمستوي  (𝟑−

𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟑𝒛 − 𝟒 =  والمطلوب:  𝟎

 على   (𝑨𝑩)تحقق أن المستقيم   (1
ً
ليس عموديا

𝓟 ثم أعط معادلة للمستوي .𝓠  العمودي

ن  𝓟على    𝑩و   𝑨والمار بالنقطتير

ي مركزها النقطة   (2
 𝑩أكتب معادلة للكرة التر

 .𝓟وتمس المستوي 

 لنصف المستقيم   (3
ً
 وسيطيا

ً
 .(𝑨𝑩]أعط تمثيلا

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑮ليكن  (4

(𝑨, ,𝑩)و   (𝟏 ,𝑪)و  (𝟏− أثبت أن  (𝟐

,𝟏−)هي   𝑮اثيات النقطة إحد 𝟎, −𝟏). 

ن أن  (5 ي تحقق  𝑴بير
مجموعة نقاط الفراغ التر

 المساواة: 

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ =  𝓢تمثل كرة   𝟏𝟐

ن مركزها واحسب نصف قطرها. ثم أثبت أن  عير

ن نصف قطر  𝓢يقطع الكرة  𝓟المستوي  . عير

 الدائرة المقطع. 
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 الحل:

1) 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟐,−𝟏,−𝟒)   و�⃗⃗⃗�𝓟(𝟐,−𝟏, 𝟑) 

ن     �⃗⃗⃗�𝓟و   𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أن الشعاعير
ً
ن خطيا غير مرتبطير

)لأن مركباتهما غير متناسبة 
𝟐

𝟐
≠

𝟑

−𝟒
فالمستقيم   (

(𝑨𝑩)  لايعامد المستوي𝓟 

,�⃗⃗⃗�(𝒂بفرض  𝓠إيجاد معادلة المستوي  𝒃, 𝒄)  شعاع

�⃗⃗⃗�فيكون  𝓠ناظم على المستوي   ⊥ �⃗⃗⃗�𝓟   ومنه

�⃗⃗⃗�. �⃗⃗⃗�𝓟 =  وبالتالىي  𝟎

 𝟐𝒂 − 𝒃 + 𝟑𝒄 = 𝟎   

�⃗⃗⃗�و    ⊥ 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ومنه �⃗⃗⃗�. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  وبالتالىي  𝟎

 𝟐𝒂 − 𝒃 − 𝟒𝒄 = 𝟎 

𝒂بفرض   = –فيكون  𝟏 𝒃 + 𝟑𝒄 = 𝒃−و  𝟐− −

𝟒𝒄 = 𝒄بالطرح نجد  𝟐− = نعوض نجد  𝟎

𝒃 = ,�⃗⃗⃗�(𝟏وبالتالىي  𝟐 𝟐,  𝓠فمعادلة المستوي   (𝟎

 :  هي

𝟏(𝒙 − 𝟐) + 𝟐(𝒚 + 𝟐) + 𝟎(𝒛 − 𝟑) = 𝟎 

𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟐 = 𝟎  

 

2)   

𝑹 = 𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑩,𝓟)

=
|𝟐(𝟒) − (−𝟑) + 𝟑(−𝟏) − 𝟒|

√𝟐𝟐 + (−𝟏)𝟐 + 𝟑𝟐
=

𝟒

√𝟏𝟒
 

 :  فمعادلة الكرة هي

(𝒙 − 𝟒)𝟐 + (𝒚 + 𝟑)𝟐 + (𝒛 + 𝟏)𝟐 =
𝟏𝟔

𝟏𝟒
 

 

3)   

[𝑨𝑩): {
𝒙 = 𝟐𝒕 + 𝟐  
𝒚 = −𝒕 − 𝟐  
𝒛 = −𝟒𝒕 + 𝟑

         ; 𝒕 ∈ [𝟎,+∞[  

 

4)   

𝒙𝑮 =
𝒙𝑨 − 𝒙𝑩 + 𝟐𝒙𝑪

𝟐
=
𝟐 − 𝟒 + 𝟎

𝟐
= −𝟏 

𝒚𝑮 =
𝒚𝑨 − 𝒚𝑩 + 𝟐𝒚𝑪

𝟐
=
−𝟐 + 𝟑 − 𝟏

𝟐
= 𝟎 

𝒛𝑮 =
𝒛𝑨 − 𝒛𝑩 + 𝟐𝒛𝑪

𝟐
=
𝟑 + 𝟏 − 𝟔

𝟐
= −𝟏    

,𝑮(−𝟏ومنه  𝟎,−𝟏) 

 

5) ‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 𝟏𝟐 

,𝑨)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   𝑮بما أن  و   (𝟏

(𝑩,−𝟏)   و(𝑪,  فإن:  (𝟐

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟐𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝟐𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ومنه  ‖ = 𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖أي  𝟏𝟐 ‖ = 𝟔 

,𝑮(−𝟏تمثل كرة مركزها  𝑴فمجموعة النقاط   𝟎,−𝟏) 

   𝟔ونصف قطرها  

𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑮,𝓟) =
|𝟐(−𝟏) − (𝟎) + 𝟑(−𝟏) − 𝟒|

√𝟐𝟐 + (−𝟏)𝟐 + 𝟑𝟐
 

=
𝟗

√𝟏𝟒
< 𝑹 = 𝟔 

 .𝓢يقطع الكرة   𝓟فالمستوي 

 نصف قطر الدائرة المقطع فيكون:  𝒓بفرض  

𝒓𝟐 = 𝟑𝟔 −
𝟖𝟏

𝟏𝟒
=
𝟒𝟐𝟑

𝟏𝟒
⟹ 𝒓 = √

𝟒𝟐𝟑

𝟏𝟒
 

 

   

 

 

 
 
 
 
 

متوازي مستطيلات فيه:  𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯ليكن

𝑩𝑪 = 𝑮𝑪 = 𝟏,𝑨𝑩 = هي   𝑰النقطة  𝟐

، نتأمل   [𝑪𝑮]هي منتصف   𝑱و  𝑨𝑩منتصف 

,𝑨)المعلم المتجانس 
𝟏

𝟐
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

ن   ,𝑰𝑱احسب المسافتير 𝑫𝑱 

ن  ,(𝑰𝑱)اثبت ان المستقيمير (𝑰𝑫)   متعامدان و 

ن   (1 ,𝑰𝑱احسب المسافتير 𝑫𝑱 

𝑟 

𝑅 

عن  𝐺بعد 
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ن  (2 ,(𝑰𝑱)أثبت أن المستقيمير (𝑫𝑱)   متعامدان

𝒄𝒐𝒔احسب  و  𝑰𝑱�̂� 

 

3)  

A.   اعط معادلة للمستوي المنشأ على

ن  ,(𝑰𝑫)المستقيمير (𝑱𝑰) 

B.   احسب بعد𝑯 عن المستوي(𝑫𝑱𝑰)   

 (𝑯𝑫𝑰𝑱)احسب حجم رباعي الوجوه   (4

5)   

A.   للمستقيم 
ً
 وسيطيا

ً
المار  𝒅اعط تمثيلا

 على المستوي𝑱بالنقطة  
ً
 (𝑯𝑫𝑰)عموديا

B.  احسب إحداثيات النقطة𝑱′   مسقط

 (𝑯𝑫𝑰)على المستوي   𝑱النقطة 

C.   احسب بعد𝑱  عن المستوي(𝑯𝑫𝑰) 

6)  

ي تحقق 𝑴أين تقع النقطة 
 التر

 𝟑𝑭𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑬𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ؟ )بحيث𝑶   مركز

 (𝑬𝑯منتصف  𝑳و  𝑨𝑬𝑳ثقل المثلث  

 

 

 

 

 الحل:
 لدينا   (1

𝑯(𝟎, 𝟏, 𝟏), 𝑰(𝟏, 𝟎, 𝟎), 𝑱 (𝟐, 𝟏,
𝟏

𝟐
 ) , 𝑫(𝟎, 𝟏, 𝟎)    

𝑰𝑱 = √𝟏 + 𝟏 +
𝟏

𝟒
= √

𝟗

𝟒
=
𝟑

𝟐
  

𝑫𝑱 = √𝟒 + 𝟎 +
𝟏

𝟒
=
√𝟏𝟕

𝟐
 

 

2)  𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗ (𝟏, 𝟏,
𝟏

𝟐
) , 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟏, 𝟎) 

𝑰𝑱⃗⃗⃗⃗  . 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝟏 + 𝟏 + 𝟎 = 𝟎 

⟹ ,(𝑫𝑰) متعامدان  (𝑰𝑱) 

𝐜𝐨𝐬حساب  𝑰𝑱�̂� 
 : 1طريقة 

(𝑰𝑱�̂�)نلاحظ ان  = (𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗  . 𝑱𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗ (−𝟏,−𝟏,−
𝟏

𝟐
) . 𝑱𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟐, 𝟎, −

𝟏

𝟐
) 

𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗  . 𝑱𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗  ‖. ‖𝑱𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. 𝐜𝐨𝐬(𝑰𝑱�̂�) 

𝟐 + 𝟎 +
𝟏

𝟒
=
𝟑

𝟐
.
√𝟏𝟕

𝟐
. 𝐜𝐨𝐬(𝑰𝑱�̂�) 

⟹
𝟗

𝟒
=
𝟑

𝟒
√𝟏𝟕 𝐜𝐨𝐬(𝑰𝑱�̂�) 

⟹ 𝐜𝐨𝐬(𝑰𝑱�̂�) =
𝟑

√𝟏𝟕
 

 

 : 2طريقة 
من المثلث  

 :𝑫𝑰𝑱القائم  

𝐜𝐨𝐬(𝑰𝑱�̂�)

=
𝑰𝑱

𝑫𝑱
 

=

𝟑
𝟐

√𝟏𝟕
𝟐

 

=
𝟑

√𝟏𝟕
 

 
 

3)  
A. 
)معادلة المستوي المطلوب هي نفسها معادلة   

𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗المستوي الذي يقبل    , 𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗ )ن له  موجهير
,�⃗⃗⃗�(𝒂نفرض  𝒃, 𝒄)    على المستوي 

ً
 (𝑫𝑰𝑱)ناظما

ط   ,𝒄بشر 𝒃, 𝒂   ،
ً
 ليست جميعها اصفارا

{
�⃗⃗⃗� . 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎

�⃗⃗⃗� . 𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗ = 𝟎
⟹ {

−𝒂 + 𝒃 = 𝟎

−𝒂 − 𝒃 −
𝟏

𝟐
𝒄 = 𝟎

 

𝒃باختيار  = 𝒄نجد ان:  𝟏 = −𝟒, 𝒂 =  ومنه  𝟏

�⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟏, −𝟒) 

(𝑫𝑰𝑱): 𝟏(𝒙 − 𝟎) + 𝟏(𝒚 − 𝟏) − 𝟒(𝒛 − 𝟎) = 𝟎  

(𝑫𝑰𝑱): 𝒙 + 𝒚 − 𝟒𝒛 − 𝟏 = 𝟎  

 

B .    𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑯, (𝑫𝑰𝑱)) =
|𝟎+𝟏−𝟒−𝟏|

√𝟏+𝟏+𝟏𝟔
=

𝟒

𝟑√𝟐
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و   𝑯رأسه  (𝑯𝑫𝑰𝑱)نلاحظ ان رباعي الوجوه   (4

𝒉و يكون ارتفاعه :  𝑫𝑰𝑱قاعدته  =

𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑯, (𝑫𝑰𝑱)) =
𝟒

𝟑√𝟐
 

قائم  𝑫𝑰𝑱مساحة القاعدة: )بعد ملاحظة ان المثلث  

ي 
ن

𝑱𝑰⃗⃗⃗⃗لأنه  𝑰ف  . 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎 ) 

𝑺𝑫𝑰𝑱 =
[𝑰𝑱][𝑰𝑫]

𝟐
=

𝟑
𝟐
× √𝟐

𝟐
=
𝟑√𝟐

𝟒
 ∶ 𝑰𝑫

= √𝟏 + 𝟏 + 𝟎 = √𝟐 

𝒗 =
𝟏

𝟑
. 𝑺𝑫𝑰𝑱. 𝒉 =

𝟏

𝟑
.
𝟑√𝟐

𝟒
.
𝟒

𝟑√𝟐
=
𝟏

𝟑
 

 

5)  

A.   بما ان المستقيم𝒅  عمودي على المستوي

(𝑯𝑫𝑰)  فإن ناظم المستوي هو شعاع توجيه

 𝒅المستقيم  

 (𝑯𝑫𝑰)نوجد معادلة المستوي 

,�⃗⃗⃗�(𝒂نفرض   𝒃, 𝒄)   ناظم المستوي(𝑯𝑫𝑰)  ط بشر

𝒂, 𝒃, 𝒄   
ً
 ليست جميعها اصفارا

𝑯𝑫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝟎, 𝟎,−𝟏), 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟏, 𝟏, 𝟎) 

�⃗⃗⃗�. 𝑯𝑫⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟎

�⃗⃗⃗�. 𝑰𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎
}  ⟹

−𝒄 = 𝟎
−𝒂 + 𝒃 = 𝟎

 

𝒃باختيار  = 𝒄نجد ان  𝟏 = 𝟎, 𝒂 = و منه  𝟏

�⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟏, 𝟎)  

 (𝑯𝑫𝑰)معادلة المستوي 

𝟏(𝒙 − 𝟎) + 𝟏(𝒚 − 𝟏) + 𝟎(𝒛 − 𝟎) = 𝟎 

⟹ (𝑯𝑫𝑰):      𝒙 + 𝒚 − 𝟏 = 𝟎 

�⃗⃗⃗�عندئذٍ   = �⃗⃗⃗�(𝟏, 𝟏, 𝑱والنقطة    (𝟎 (𝟐, 𝟏,
𝟏

𝟐
) 

𝒅:{

𝒙 = 𝒕 + 𝟐
𝒚 = 𝒕 + 𝟏

𝒛 =
𝟏

𝟐

    ; 𝒕 ∈ 𝑹  

 

B. 𝑱′   هي نقطة تقاطع𝒅  مع(𝑯𝑫𝑰)   وبالتالىي

ي  𝒅نعوض  
ن

 (𝑯𝑫𝑰)ف

   𝒕 + 𝟐 + 𝒕 + 𝟏 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒕 = −𝟏 

{

𝒙 = −𝟏 + 𝟐 = 𝟏
𝒚 = −𝟏 + 𝟏 = 𝟎

𝒛 =
𝟏

𝟐
                    

  ;      𝑱′ (𝟏, 𝟎,
𝟏

𝟐
)  

.C 

𝒅𝒊𝒔𝒕(𝑱′, (𝑯𝑫𝑰)) =
|𝟐 + 𝟏 − 𝟏|

√𝟏 + 𝟏 + 𝟎
=
𝟐

√𝟐
= √𝟐  

6)  

𝟑𝑭𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑭𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑭𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝟏

𝟑
𝑭𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝟑𝑭𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑬𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝟑𝑭𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑭𝑬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑬𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

 

 

مكعب طول حرفه  𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯لدينا مكعب 

𝑨𝑻⃗⃗⃗⃗وتحقق   [𝑨𝑩]نقطة من  𝑻و   𝟏 ⃗⃗ =
𝟐

𝟓
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و

𝑵   نقطة من[𝑨𝑫]  وتحقق𝑨𝑵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝟐

𝟓
𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

ي المعلم المتجانس  (1
ن

;𝑨)ف 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ جد   (

,𝑯,𝑭,𝑵إحداثيات النقاط   𝑻 



23 
 

  

 

2023 2024 

ن   (2 ثم جد معادلة  𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗جد الشعاعير

 (𝑯𝑵𝑻)المستوي 

3)  
ً
 وسيطيا

ً
 (𝑬𝑭)للمستقيم   جد تمثيلا

مع  (𝑬𝑭)استنتج نقطة تقاطع المستقيم   (4

 ؟(𝑯𝑵𝑻)المستوي 

و ما   (𝑯𝑵𝑻)اذكر مقطع المكعب بالمستوي  (5

 طبيعته؟

 الحل:
1) 𝐴(𝟎, 𝟎, 𝟎),𝑩(𝟏, , 𝟎, 𝟎), 𝑪(𝟏, 𝟏, 𝟎) 

𝑫(𝟎, 𝟏, 𝟎) , 𝑬(𝟎, 𝟎, 𝟏) , 𝑭(𝟏, 𝟎, 𝟏) , 𝑮(𝟏, 𝟏, 𝟏) 

𝑯(𝟎, 𝟏, 𝟏), 𝑻 (
𝟐

𝟓
, 𝟎, 𝟎) ,𝑵 (𝟎,

𝟐

𝟓
, 𝟎)  

 

2) 𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝟎,
𝟑

𝟓
, 𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و   (𝟏 (

𝟐

𝟓
, −

𝟐

𝟓
, ن لـ   (𝟎 موجهير

(𝑵𝑻𝑯) 

,�⃗⃗⃗�(𝒂نعوض   𝒃, 𝒄) ≠ �⃗⃗⃗� ناظم على المستوي 

�⃗⃗⃗� ⊥ 𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗⃗�.𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎

⇒
𝟐

𝟓
𝒂 −

𝟐

𝟓
𝒃 = 𝟎  ① 

�⃗⃗⃗� ⊥ 𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗⃗⃗�. 𝑵𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎

⇒
𝟑

𝟓
𝒃 + 𝒄 = 𝟎  ② 

𝒃نعوض   = ي  𝟓
ن

𝒂 ①ف = 𝟓     

𝒃نعوض   = ي  𝟓
ن

𝒄 ②ف = −𝟑     

�⃗⃗⃗�(𝟓, 𝟓, −𝟑) 

𝟓(𝒙 − 𝟎) + 𝟓(𝒚 − 𝟏) − 𝟑(𝒛 − 𝟏) = 𝟎 

 (𝑵𝑻𝑯): 𝟓𝒙 + 𝟓𝒚 − 𝟑𝒛 − 𝟐 = 𝟎  

 

3) 𝑬𝑭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝟏, 𝟎, 𝟎) 

(𝑬𝑭): {
𝒙 = 𝒕
𝒚 = 𝟎
𝒛 = 𝟏

   ;   𝒕 ∈ ℝ  

 

ي  (𝑬𝑭)نعوض معادلات   (4
ن

 (𝑵𝑯𝑻)ف

𝟓𝒕 + 𝟎 − 𝟑 − 𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝒕 = 𝟏 

ي 
ن

 (𝑬𝑭)نعوض ف

𝒙 = 𝒕
𝒚 = 𝟎
𝒛 = 𝟏

}  𝑰(𝟏, 𝟎, 𝟏)  

 

مقطع المكعب   ⇐ 𝑭يمر من  𝑯𝑵𝑻المستوي   (5

 𝑯𝑵𝑻𝑭هو 

𝑯𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝟏,−𝟏, 𝟎) 

𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
𝟐

𝟓
,−
𝟐

𝟓
, 𝟎) 

𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أن   =
𝟐

𝟓
𝑯𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

ن    وغير متساويير
ً
ن خطيا ن مرتبطير  فالشعاعير

 شبه منحرف  𝑯𝑵𝑻𝑭الرباعي ⇐ 

 

ي الفراغ  
ن

ي معلم متجانس معط ف
ن

;𝑶)ف 𝒊, 𝒋, �⃗⃗⃗�)  

,𝑨(𝟒لدينا النقط  ,𝑩(𝟐و   (𝟑−,𝟎 𝟐, و   (𝟐

𝑪(𝟑, ,𝑫(𝟎و   (𝟏−,𝟑− 𝟎,−𝟑)  

 𝑷𝟏أثبت أن معادلة المستوي المحوري   (1

 للقطعة المستقيمة هي 
𝟒𝒙 − 𝟒𝒚 − 𝟏𝟎𝒛 − 𝟏𝟑 = 𝟎 

اض أن معادلة المستوي المحوري   (2 بافير

هما على   [𝑪𝑫]و   [𝑩𝑪]للقطعة المستقيمة 
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تيب   :𝑷𝟐الير 𝟐𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 − 𝟕 =   و  𝟎

𝑷𝟑: 𝟑𝒙 − 𝟑𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟓 = 𝟎  

ي نقطة 
ن

أثبت أن المستويات الثلاث تتقاطع ف

 يطلب إيجاد إحداثياتها  𝑬واحدة 

ي تمر برؤوس رباعي  (3
استنتج معادلة للكرة التر

 𝑨𝑩𝑪𝑫الوجوه 

 الحل:
فتكون    [𝑨𝑩]منتصف القطعة   𝑴بفرض   (1

 إحداثياتها 

𝑴(𝟑, 𝟏,
=𝟏

𝟐
,𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(−𝟐والشعاع   ( 𝟐, ناظم على  (𝟓

𝑷𝟏 

 هي  𝑷𝟏معادلة المستوي 

−𝟐(𝒙 − 𝟑) + 𝟐(𝒚 − 𝟏) + 𝟓(𝒛 +
𝟏

𝟐
) = 𝟎 

 𝑷𝟏 ∶ 𝟒𝒙 − 𝟒𝒚 − 𝟏𝟎𝒛 − 𝟏𝟑 = 𝟎  

 

2)  

  {

 𝟒𝒙 − 𝟒 𝒚 − 𝟏𝟎𝒛 − 𝟏𝟑 = 𝟎        𝑳𝟏
𝟐𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 − 𝟕   = 𝟎       𝑳𝟐
𝟑𝒙 − 𝟑 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟓  = 𝟎       𝑳𝟑

    

  {

𝟐𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 − 𝟕   = 𝟎       𝑳𝟏 
𝟒𝒙 − 𝟒 𝒚 − 𝟏𝟎𝒛 − 𝟏𝟑 = 𝟎       𝑳𝟐 
𝟑𝒙 − 𝟑 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟓  = 𝟎       𝑳𝟑

    

𝟏

𝟐
𝑳𝟏 → 𝑳𝟏

′  

  

{
 

 𝒙 − 𝟓𝒚 − 𝟑   𝒛 −
𝟕

𝟐
  = 𝟎       𝑳𝟏

′  

𝟒𝒙 − 𝟒 𝒚 − 𝟏𝟎𝒛 − 𝟏𝟑 = 𝟎       𝑳𝟐
′  

𝟑𝒙 − 𝟑 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟓  = 𝟎       𝑳𝟑
′

    

−𝟒𝑳𝟏
′ + 𝑳𝟐

′ → 𝑳𝟐
′′ 

−𝟑𝑳𝟏
′ + 𝑳𝟑

′ → 𝑳𝟑
′′ 

{
 
 

 
     𝒙 − 𝟓𝒚 −  𝟑 𝒛 −

𝟕

𝟐
= 𝟎        𝑳𝟏

′′

        𝟏𝟔𝒚 + 𝟐 𝒛 +   𝟏  = 𝟎      𝑳𝟐
′′

       𝟏𝟐𝒚 + 𝟏𝟏𝒛 +
𝟏𝟏

𝟐
= 𝟎    𝑳𝟑

′′

 

−
𝟑

𝟒
𝑳𝟐
′′ + 𝑳𝟑

′′ → 𝑳𝟑
′′′ 

{
 
 

 
     𝒙 − 𝟓𝒚 −  𝟑𝒛 −

𝟕

𝟐
= 𝟎         𝑳𝟏

′′′

          𝟏𝟔𝒚 + 𝟐𝒛 +  𝟏 = 𝟎       𝑳𝟐
′′′ 

                +
𝟏𝟗

𝟐
𝒛 +

𝟏𝟗

𝟐
= 𝟎     𝑳𝟑

′′′  

 

𝑳𝟑من 
𝒁نجد               ′′′ = −

𝟏

𝟐
 

𝑳𝟐نعوض بـ 
 نجد   ′′′

𝒚 = 𝟎  

𝑳𝟏نعوض بـ 
′′′  

𝒙 = 𝟐  

ي نقطة واحدة 
ن

, 𝑬(𝟐المستويات تتقاطع ف 𝟎 , −
𝟏

𝟐
) 

 

تنتمي إلى المستوي المحوري  𝑬بما أن النقطة    (3

𝑬𝑨فإن   [𝑨𝑩]للقطعة المستقيمة   = 𝑬𝑩…(𝟏) 

تنتمي إلى المستوي المحوري   𝑬وبما أن النقطة  

𝑬𝑨فإن   [𝑨𝑪]للقطعة المستقيمة   = 𝑬𝑪…(𝟐) 

تنتمي إلى المستوي المحوري   𝑬وبما أن النقطة  

𝑬𝑩فإن   [𝑩𝑪]للقطعة المستقيمة   = 𝑬𝑪…(𝟑) 

متساوية    𝑬نجد أن النقطة   (𝟐)و  (𝟐)و   (𝟏)من 

,𝑨,𝑩البعد عن النقاط   𝑪 , 𝑫  ي
فهي مركز الكرة التر

 تمر بهذه النقاط 

 حيث  𝑹نصف قطر الكرة  

𝑹 = 𝑬𝑨 = √𝟒 + 𝟎 + (−𝟑 +
𝟏

𝟐
)
𝟐

= √
𝟒𝟏

𝟒
 

 𝑨𝑩𝑪𝑫معادلة الكرة المارة برؤوس رباعي الوجوه  

 هي 

(𝒙 − 𝟐)𝟐 + 𝒚𝟐 + (𝒛 +
𝟏

𝟐
)
𝟐

=
𝟒𝟏

𝟒
 


