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الثالثةالمحاضرة  

 إحصاء رياضي- الرابعةالسنة 

 توزعات مستقرة

Stationary Distributions 
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  :التوزيع الأسي المتناظر

 متغير عشوائي أسي متناظر دالة كثافته تعطى بالشكل:  Xبفرض 

 

 لنوجد الدالة المميزة له:

𝜓𝑋(𝑡) = 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑥

= ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

= ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥
𝜆

2
𝑒−𝜆|𝑥| 𝑑𝑥

+∞

−∞

=
𝜆

2
[ ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑒𝜆𝑥  𝑑𝑥

0

−∞

+ ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥

+∞

0

]

=
𝜆

2
[ ∫ 𝑒(𝜆+𝑖𝑡)𝑥 𝑑𝑥

0

−∞

+ ∫ 𝑒−(𝜆−𝑖𝑡)𝑥 𝑑𝑥

+∞

0

]

=
𝜆

2
[

1

𝜆 + 𝑖𝑡
+

1

𝜆 − 𝑖𝑡
] =

𝜆

2
[
𝜆 − 𝑖𝑡 + 𝜆 + 𝑖𝑡

𝜆2 + 𝑡2
]

=
𝜆2

𝜆2 + 𝑡2
 

𝑓(𝑥) =
𝜆

2
𝑒−𝜆|𝑥| ; 𝑥 ∈ ℝ 
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 للتوزيع الأسي المتناظر. ةوهي الدالة المميز

توزيع الأسي المتناظر غير قابل للقسمة بشكل لانهائي الواضح من هذه الدالة بأن قانون 

 متغير عشوائي مستقل يحقق الشرط المطلوب. n إيجادلأنه لا يمكن 

 من التحويل العكسي لفورييه نجد أن: ملاحظة:

𝑓𝑋(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥𝜓

𝑋
(𝑡) 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

 دالة كمولة.  𝜓𝑋(𝑡)وذلك عندما تكون 

من المعلوم ان  ، λالدالة المميزة لمتغير عشتتوائي كو تتي بالوستتي  يمكن استتتنتا   مثال:

 دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي كو ي تعطى بالشكل:

𝑓(𝑥) =
𝜆

𝜋
 

1

1 + 𝑥2
    ; x ∈ ℝ 

 وبما أن الدالة المميزة للتوزيع الأسي المتناظر كمولة:

𝜓𝑋(𝑡) =
𝜆2

𝜆2 + 𝑡2
 

 فنجد أن:

⟹ 𝜓𝑋(𝑡) =
𝜆2

𝜆2 + 𝑡2
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𝑓𝑋(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥𝜓

𝑋
(𝑡) 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

⟹  
𝜆

2
𝑒−𝜆|𝑥| =

1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥

𝜆2

𝜆2 + 𝑡2
 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

⟹  
𝜆

2
𝑒−𝜆|𝑥| =

1

𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥  

𝜆

2
  

𝜆 

𝜆2 + 𝑡2
 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

⟹  𝑒−𝜆|𝑥| =
1

𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥    

𝜆 

𝜆2 + 𝑡2
 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

⟹  𝑒−𝜆|𝑥| = ∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥    
𝜆

𝜋
 

1

1 + 𝑥2
 𝑑𝑡

+∞

−∞

 

 وبالتالي كما هو معلوم الدالة المميزة لكو ي هي:

  

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆−𝝀|𝒕| 

تالي    nمن أجل كل   وبال ∈ ℕ   نستتتتتطيع إيجاد ،n قل   متغير عشتتتتوائي   مستتتتت

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛    بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~𝑘(
𝜆

𝑛
شي من  ، أي أن ( توزيع كو

 جديد قابل للقسمة بشكل لا متناهي.
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متغير عشوووا ي بوانوووري مركث، اأنه أره قسووو  بشووكل  ير   Zبفرض  :تمرين

 منتهي.

لأنه من أجل كل     القارون النوانوووووري هو قارون قابل للقسوووومة بشووووكل لارها ي        

n ∈ ℕ     نستتتتتتتتتطتتيتتع إيجتتاد ،n     مستتتتتتتتتقتتل   متتتتتغتتير عشتتتتتتوائتتي  

𝑋𝑛,1, 𝑋𝑛,2, … , 𝑋𝑛,𝑛     بحيث أن𝑋𝑛,𝑘~Po(λ)    نا لدي لة المميزة     ، لدا ا

 لبواسون:

𝝍𝑿(𝒕) = 𝒆−𝝀(𝟏−𝒆𝒊𝒕) 

 :مركب تغير بواسونيلمالدالة المميزة واستنتجنا من محاضرة سابقة أن  

 𝜓𝑍(𝑡) = 𝜑( 𝜓𝑋(𝑡)) 

= 𝑒𝜆( 𝜓𝑋(𝑡)−1) = (𝑒
𝜆
𝑛

( 𝜓𝑋(𝑡)−1))
𝑛

= (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))𝑛 

 وبالتالي العلاقة التالية محققة:

𝜓𝑋(𝑡) = (𝜓𝑋𝑛,1
(𝑡))

𝑛
    

 قسوم بشكل لامتناهي.لمتغير مركب أي أن القانون البواسوني 
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 المتجهات العشوائية:

𝑋إذا كان لدينا  ∈ ℝ𝑑 فإن ،X :متجه عشوائي يكتب بالشكل 

𝑋 = (

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑑

)        𝑜𝑟    𝑋 = (𝑋1 𝑋2 … 𝑋𝑑) ́ 

 وبالتالي يكون:

|𝑋|2 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑑
2 = 𝑥 𝑥́  

 نعرف:وبالتالي يمكن أن 

𝑥 �́� = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑) (

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑑

) = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 = ⟨𝑥, 𝑦⟩

𝑑

𝑖=1

 

𝐿𝑑ولنعرف الفضاء 
𝑝

 بالشكل التالي: 

𝐿𝑑
𝑝

= {𝜔 ∈ Ω; X(𝜔) = (𝑋1(𝜔), 𝑋2(𝜔), … , 𝑋𝑑(𝜔)); 𝐸|𝑋|𝑝 < ∞} 

𝑝في حال كانت  =  يكون: 1

𝑋 ∈ 𝐿𝑑
1   ; 𝐸(𝑋) = (𝐸𝑋1, 𝐸𝑋2, … , 𝐸𝑋𝑑) 

𝑃𝑋1ندعو 
, 𝑃𝑋2

, … , 𝑃𝑋𝑑
، وفي حال 𝑋بالقوانين الاحتمالية الهامشتتتية للمتجه   

 المركبات مستقلة فيكون الشرط التالي محقق:
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𝑃𝑋 = 𝑃𝑋1
. 𝑃𝑋2

. … . 𝑃𝑋𝑑
 

 وذلك في حال المتغيرات العشوائية منقطعة.

تعطى  𝑋𝑘أما في حال المتغيرات مستمرة فإن كثافة أي مركبة من هذه المركبات ولتكن 

 بالصيغة التالية:

ℎ(𝑥𝑘) =
𝑔𝑋𝑘(𝑢)

∫ 𝑔𝑋𝑘(𝑢)𝑑𝑢
 

ℝ

 

نا      إملاحظةةة:  لدي كان  ياي أأي أن:      Yو  Xذا  يان كمولان تربيع متغيرات عشتتتتوائ

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿𝑑
 (، عندئذ التباين المشترك لهذين المتغيرين هو:   2

𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝛦 (𝑋 − 𝐸𝑋)(𝑌 − 𝐸𝑌) = 𝛦𝑋𝑌 −  𝛦𝑋𝐸𝑌  

 يكون: X=Yوفي حال 

𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝑣𝑎𝑟(𝑋) 

 المعروف أيضاي أن الارتباط:ومن 

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋 𝜎𝑌
 

 تعميم في حالة المتجهات العشوائية:

𝑋بفرض  = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́     متجه عشتتتتوائي بحيث أن𝑋 ∈ 𝐿𝑑
2 أي    

 تعطى بالعلاقة: 𝑘(𝑋)ونرمز لها ب  Xأنه كمول تربيعياي، عندئذ مصفوفة التغاير لت 
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𝑘(𝑋) = 𝐸 ((𝑋 − 𝐸𝑋)(𝑋 − 𝐸𝑋) ́) = 𝐸(𝑋�́�) − 𝐸𝑋. 𝐸�́� 

 وفي حال كانت مركبات المتجه مستقلة فإن مصفوفة التغاير ستأخذ الشكل:

𝑘(𝑋) = [

𝑉(𝑋1)  0        ⋯ 0

0 𝑉(𝑋1)  ⋯ 0
⋮
0

⋮    
 0         ⋯

⋮
𝑉(𝑋1)

] 

𝑋ومن أجل ذلك لنأخذ المتجه  = (𝑋1, 𝑋2) :نجد أن 

𝑘(𝑋) = 𝐸 ((𝑋 − 𝐸𝑋)(𝑋 − 𝐸𝑋) ́)

= 𝐸 [((
𝑋1

𝑋2
) − (

𝐸𝑋1

𝐸𝑋2
)) ((

𝑋1

𝑋2
) − (

𝐸𝑋1

𝐸𝑋2
))

  ́

]

= 𝐸 [(
𝑋1 − 𝐸𝑋1

𝑋2 − 𝐸𝑋2
) (𝑋1 − 𝐸𝑋1 𝑋2 − 𝐸𝑋2) ]

= 𝐸 [(
(𝑋1 − 𝐸𝑋1)(𝑋1 − 𝐸𝑋1)        (𝑋1 − 𝐸𝑋1)(𝑋2 − 𝐸𝑋2)

(𝑋2 − 𝐸𝑋2)(𝑋1 − 𝐸𝑋1)        (𝑋2 − 𝐸𝑋2)(𝑋2 − 𝐸𝑋2) 
 )]

= [(
𝐸(𝑋1 − 𝐸𝑋1)(𝑋1 − 𝐸𝑋1)       𝐸 (𝑋1 − 𝐸𝑋1)(𝑋2 − 𝐸𝑋2)

𝐸(𝑋2 − 𝐸𝑋2)(𝑋1 − 𝐸𝑋1)       𝐸 (𝑋2 − 𝐸𝑋2)(𝑋2 − 𝐸𝑋2) 
 )]

= [
𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋1) 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2)
𝐶𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1) 𝐶𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋2)

] 
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 بعض خصائص التغاير والتباين:

𝟏 −   𝑘(𝑎𝑋) = 𝑎2 𝑘(𝑋); 𝑎 𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 

𝟐 −   𝑘(𝑋 + 𝑎) = 𝑘(𝑋) ;  ℝ𝑑  

𝟑 −   �́�(𝑋) = 𝐾(𝑋) 

𝟒 −   ∀ λ ∈ ℝ𝑑 ∶ �́� 𝑘(𝑋)𝜆 ≥ 0 

𝐸𝑋نفرض أن : 4  البرهان =  عندئذ: 0

�́� 𝑘(𝑋)𝜆 = �́� 𝐸(𝑋�́�)𝜆 = 𝐸(�́� 𝜆 �́�𝑋) = 𝐸(|𝜆|2|𝑋|2) ≥ 0 

𝟓 −    𝑘(𝑀𝑋) = 𝑀 𝑘(𝑋)�́� 

𝐸𝑋نفرض أن  :5  البرهان =  عندئذ: 0

𝑘(𝑀𝑋) = 𝐸(𝑀𝑋 (𝑀𝑋)́) = 𝐸 (𝑀𝑋 (�́��́�))

= 𝐸(𝑀(𝑋𝑋)́  �́�) = 𝑀 𝐸(𝑋𝑋)́  �́�

= 𝑀 𝑘(𝑋)�́� 
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𝐿𝑑متغيران عشوائيان مستقلان من  Yو  Xبفرض أن  مبرهنة:
 عندئذ: 2

𝑘(𝑋 + 𝑌) = 𝑘(𝑋) + 𝑘(𝑌) 

 يكون: d=1وفي حال كون 

𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) 


