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الخامسةالمحاضرة  

 إحصاء رياضي- الرابعةالسنة 

 توزعات مستقرة

Stationary Distributions 
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  تمرين:

,Xبفرض أن  Y     ستقلان لهما نفس التوزيع الاحتمالي ولهما عزماً متغيران عشوائيان م

X وبفرض أن ، من المرتبة الثانية + Y و X − Y    مستقلان عن بعضهما، اثبت أن

 ا هو حتماً القانون الطبيعي.القانون الاحتمالي لهم

 الاثبات:  

𝑉(𝑋)في حال كان  =  هو قياس ديراك. 𝑃𝑋فإن  0

𝑉(𝑋)أما في حال  ≠  له التوزيع الطبيعي كما يلي: 𝑃𝑋فنثبت أن  0

𝑉(𝑋)نفرض بغض النظر عن التعميم أن: = 1   ,   𝐸𝑋 =  ونأخذ: 0

𝑌 =
𝑋 − 𝐸𝑋

√𝑉(𝑋)
 

 عندئذ: تغيران عشوائيان مستقلانم X,Yولدينا ضمن الفرض أن 

𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡) .  𝜓𝑌(𝑡) = (𝜓𝑋(𝑡))
2
 

𝜓𝑋−𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡) .  𝜓𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡). 𝜓𝑋(−𝑡) 
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Xومن الفرض لدينا ايضاً:  + Y و X − Y :مستقلان عندئذ 

2𝑋 = (𝑋 + 𝑌) + (𝑋 − 𝑌) 

 نوجد الدالة المميزة للطرفين:

𝜓2𝑋(𝑡) = 𝜓𝑋+𝑌(𝑡) .  𝜓𝑋−𝑌(𝑡) = (𝜓𝑋(𝑡))
3
. 𝜓𝑋(−𝑡) 

لا ينعدم،   𝜓𝑋(𝑡)يجب أن نبين أن    ln𝜓𝑋(𝑡)بعد ذلك، من أجل أن نعرف    

𝜓𝑋(𝑡0)من أجل ذلك نفرض جدلًا أن      = يارية، عندئذ       𝑡0لأجل كل    0 اخت

𝜓𝑋يكون  (
𝑡0

2
) = 𝜓𝑋وايضاااااااً  0 (

𝑡0

22
) = وهكااذا  أ أن  ااد أن   0

𝜓𝑋 (
𝑡0

2𝑛
) = 𝑛عندما    0 → دالة مسااااتمرة كونها دالة      𝜓𝑋(𝑡))حيث   ∞

𝜓𝑋(0)كبيرة بشااااكل كافي  د أن:      nمميزة(، وبالتالي من أجل     = وهذا   0

𝜓𝑋(0)يتناقض لكون  =  ديدة:، عندئذ يمكن أن نعرف دالة ج1

𝜓 (𝑡) = ln𝜓𝑋(𝑡)  

𝜓 (𝑡)واذا برهنا أن  =
−𝑡2

2
 نصل  أ المطلوب. 

 من أجل ذلك نبدأ بما يلي:
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𝜓 (2𝑡) = ln𝜓𝑋(2𝑡) = ln𝜓𝑋
3
 
(𝑡) . 𝜓𝑋(−𝑡)

= 3 ln𝜓𝑋(𝑡) + ln𝜓𝑋(−𝑡) 

 

 

𝜓𝑋(𝑡)الآن لنثباات أن  = 𝜓𝑋(−𝑡)  أي أن𝜓 (𝑡) = 𝜓 (−𝑡)  ًوفقااا

 للخطوات التالية:

 نعرف الدالة:

δ(t) = 𝜓 (𝑡) − 𝜓 (−𝑡) 

 ⇒  δ(2t) = 𝜓 (2𝑡) − 𝜓 (−2𝑡) = 2𝜓 (𝑡) − 2𝜓 (−𝑡)

= 2(𝜓 (𝑡) − 𝜓 (−𝑡)) = 2δ(t) 

⟹ δ(2t) = 2δ(t)   ; 𝑡 ∈ ℝ    … (1) 

𝐸𝑋2وبماااا أناااه لااادينا باااالفرض  = قابلاااة للاااااتقا  أي  𝜓𝑋(𝑡)ذ عندئااا 1

�́�𝑋(0)أن:  = �́́�𝑋(0)، وأيضااااااااااً 0 = ماااااااااع العلااااااااام أن   1−

𝜓𝑋
(𝑟)(0) = 𝑖𝑟𝐸𝑋𝑟 :ومنه نستنتج أن 

𝝍 (𝟐𝒕) = 𝟑 𝐥𝐧𝝍𝑿(𝒕) + 𝐥𝐧𝝍𝑿(−𝒕)  … (∗)   
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�́� (𝑡) =
�́�𝑋(𝑡)

𝜓𝑋(𝑡)
  ⇒  �́� (0) =

�́�𝑋(0)

𝜓𝑋(0)
= 0 ; EX = 0  

⟹ δ́(t) = 𝜓 ́ (𝑡) − �́� (−𝑡) 

δ́(0)حيث أن  = 0  , δ(0) =   د: t( على 1وبتقسيم العلاقة ) 0

δ(2t)

𝑡
=
2δ(t)

𝑡
 ⟹ 

δ(2t)

2𝑡
=
2δ(t)

2𝑡
 =

δ(t)

𝑡
   

2𝑡بفرض   = 𝜏 :د أن  

δ(τ)

𝜏
=
δ(τ 2⁄ )
𝜏
2⁄

 

 وبالتكرار  د:

 
δ(τ)

𝜏
=
δ(τ 2⁄ )
𝜏
2⁄
= ⋯ =

δ(τ 2𝑛⁄ )
𝜏
2𝑛⁄

  

⟹
δ(τ 2𝑛⁄ )
𝜏
2𝑛⁄

𝑛⟶∞
→    δ́(0) = 0 

∀𝑡 ≠ 0; 
δ(t)

𝑡
= 0 ⟹ δ(t) = 0  
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⟹𝜓 (𝑡) = 𝜓 (−𝑡) 

  د: (∗)حسب 

𝜓 (2𝑡) = 4𝜓 (𝑡) 

𝜓 (2𝑡)

(2𝑡)2
=
𝜓 (𝑡)

𝑡2
 ⟹

𝜓 (𝑡)

𝑡2
=
𝜓 (
𝑡
2⁄ )

𝑡2
22
⁄

 

⟹
ψ(t 2𝑛⁄ )

𝑡2
2𝑛⁄

𝑛⟶∞
→    

1

2
�́́� (0) 

كافي أي    nوذلك لأن   قدر  τكبيرة ب =
𝑡

2𝑛
قدر  صااااغيرة  ئذ لننشاااار       ب ند كافي، ع

𝜓 (𝑡) : 

𝜓 (𝜏) = 𝜓 (0) +
�́� (0)

1!
 𝜏 +

�́́� (0)

2!
 𝜏2 + 𝑂(𝜏2) 

 فنجد أن: 𝜏2نقسم الطرفين على 

𝜓 (𝜏)

𝜏2
=
0

𝜏2
+
0

𝜏2
 +
�́́� (0)

2
  

 أي أن:
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𝜓 (𝑡)

𝑡2
=
−1

2
⟹ 𝜓 (𝑡) =

−𝑡2

2
 

⟹ 𝜓𝑋(𝑡) = 𝑒
−𝑡2

2    ; 𝜓 (𝑡) = ln𝜓𝑋(𝑡) 

 مبرهنة:

𝑋 ن الدالة المميزة لمتجه غاوصااااي       = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́    تعطى بالصاااايغة

 التالية:

𝜓𝑋(𝑡) = 𝑒
𝑖�́�𝑚−

1
2
�́�𝑘𝑡    ; 𝑡 ∈ ℝ𝑑 

 حيث أن:

𝐸(𝑋) = (𝐸𝑋1, 𝐸𝑋2, … , 𝐸𝑋𝑑) ́ = (𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑑) ́ 

𝑘 = (𝑘𝑗𝑘) (𝑑∗𝑑) 

𝜓𝑋(𝑡) = 𝐸𝑒
𝑖⟨𝑡,𝑥⟩ 

 مبرهنة:

𝑋 ذا كاااااان  = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́    متجاااااه عشاااااوائي بقااااايم فيℝ𝑑 

𝑚بمتوسط  = (𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑑) ́  ومصفوفة التغايرk :وكان 
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𝜓𝑋(𝑡) = 𝑒
𝑖�́�𝑚−

1
2
�́�𝑘𝑡    ; 𝑡 ∈ ℝ𝑑 

 متجه غاوصي. 𝑋 يكون عندئذ

 


