


 مثال  1  



 مثال  1  



 لماذا ؟ 

يدور كوكب عطارد كيفية كواكب المجموعة الشمسية في مدار 

ا حول الشمس، ويبعد عنها مسافة  ا تمامًّ مليون  43.4ليس دائري ًّ

مليون ميل في أقرب نقطة، ويأخذ  28.5ميل في أبعد نقطة، و

امداره شكلاًّ  ا إهليليجي ًّ ا ناقصًّ  .يسمى قطعًّ

ا  :  تحليل القطع الناقص والدائرة وتمثيلهما بياني ًّ

ا  القطع الناقص القطع الناقص هو المحل : تحليل القطع الناقص والدائرة وتمثيلهما بياني ًّ

الهندسي لمجموعة النقاط في المستوى التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين 

ا ا ثابتًّ ولتوضيح هذا المفهوم تخيل وجود . وتسمى هاتان النقطتان البؤرتين. يساوي مقدارًّ

ا باستعمال قلم على  ا ناقصًّ خيط مربوط من طرفيه عند البؤرتين، حيث يمكنك أن ترسم قطعًّ
ا  البؤرتينمجموع بُعدي أية نقطة على منحنى القطع الناقص عن . أن يبقى الخيط مشدودًّ

ا، أي أن ا ثابتًّ 1 يساوي مقدارًّ 2 3 4  d d d d

 . و هذا مقدار ثابت 



تُسمى القطعة المستقيمة التي تحوي البؤرتين، والتي 

المحور الأكبر، نهايتاها على منحنى القطع الناقص 

ا القطعة . المركزوتسمى نقطة منتصف المحور  أم 

المستقيمة التي تمر بالمركز، ونهايتاها على المنحنى، 

، المحور الأصغروالمتعامدة مع المحور الأكبر، فتُسمى 

ى  وتُسمى نهايتا المحور الأكبر الرأسين، بينما تسم 
 .الرأسين المرافقيننهايتا المحور الأصغر 

مركز القطع الناقص هو نقطة المنتصف لكل من المحور الأكبر 

لذا فالقطعتان من المركز إلى كل رأس متساويتا . والمحور الأصغر

الطول، والقطعتان من المركز إلى الرأسين المرافقين متساويتا الطول 
ا، وليكن البعد بين كل رأس والمركز يساوي  وحدة، والبعد بين  aأيضًّ

وحدة، والبعد بين المركز وكل بؤرة  bالمركز وكل رأس مرافق يساوي 

 .وحدة c يساوي 



 بما أن 
1 1 2 1  F V C F V C ساق في المثلث  –حسب نظرية التطابق ساق 

1 القائم الزاوية فإن  1 1 2V F V F و يمكننا استعمال تعريف القطع الناقص ؛ 

 لإيجاد طولي
1 1 1 2V F V F بدلالة الأطوالa , b , c  

 تعريف القطع الناقص
1 1 1 2 2 1 2 2  V F V F V F V F

2 2 4 1V F V F
1 1 1 2 2 1 4 1  V F V F V F V F

2 1 4 1 2 4 V F V F V V
1 1 1 2 2 4 V F V F V V

2 4 2V V a
1 1 1 2 2 V F V F a

1 1 1 2V F V F
1 1 1 1 2 V F V F a

 بالتبسيط  1 12 2V F a

1 بالقسمة  V F a

1 بما أن  1 2V F a1 و 1F V C 2 فإن ، قائم الزاوية 2 2 b c a

 .  حسب نظرية فيثاغورس 



نقطة على منحنى القطع الناقص  P(x, y)افترض أن 

ومحوره الأكبر أفقي،  C (h, k)الذي مركزه 

حة في الشكل  وإحداثيات بؤرتيه ورؤوسه موض 
 المجاور، وباستعمال تعريف القطع الناقص، فإن 

1 لذا فإن ، المنحني عن البؤرتين ثابت  2 2 PF PF a

1 تعريف القطع الناقص 2 2 PF PF a

 صيغة المسافة          
2 22 2

2        x h c y k x h c y k a

 الخاصية التجميعية         
2 22 2

2        c y k c y kx h x h a

 بالطرح          
2 22 2

2        c y k c y kx h a x h



 بتربيع الطرفين

        
2 22 2 22 4 4           c y kx h c y k a a x h

     
2 222      x h c x h c y k

 بالتبسيط      
2 2 24 4 4     c y ka x h a c x h

   4بقسمة كلا الطرفين علي       
2 2 2

     c y ka x h a c x h

 بتربيع الطرفين 

           
2 2 2 22 2 4 2 22 2             

 
a x h c x h c y k y k a a c x h c x h

 خاصية التوزيع

           
2 2 2 22 2 2 2 2 4 2 22 2            a x h a c x h a c a y k y k a a c x h c x h

 بالتبسيط     
2 2 22 2 2 4 2 2      a x h c x h a y k a a c

   
2 22 2 2 2   b x h a y k a b

2 2 2 a c b



 a𝟐b𝟐بقسمة كلا الطرفين علي  
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

a b

 الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص الذي مركزه  ,h kحيث a b

 هي ، 
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

a b

 و في الصورة القياسية ، و يكون المحور الأكبر عندها أفقياًّ 
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

a b
 . يكون المحور الأكبر رأسياًّ 



 مفهوم أساسي

 :  القياسية المعادلة في الصورة 
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

a b

 المحور الأكبر أفقي :  الاتجاه 

 :  المركز  ,h k

 :  البؤرتان  , h k c

 :  الرأسان المرافقان  ,h b k

y :  المحور الأكبر  k 2 و طوله k

x :  المحور الأصغر  h 2 و طوله h

2 :  العلاقة بين  2 2 : , , c a b a b c 2 أو 2 c a b

 :  الرأسان  , h k a



 :  القياسية المعادلة في الصورة 
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

b a

 المحور الأكبر رأسي :  الاتجاه 

 :  المركز  ,h k

 :  البؤرتان  , h k c

 :  الرأسان المرافقان  ,h b k

x :  المحور الأكبر  h 2 و طوله h

y :  المحور الأصغر  k 2 و طوله k

2 :  العلاقة بين  2 2 : , , c a b a b c 2 أو 2 c a b

 :  الرأسان  , h k a



 مثال 1

د خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل  مما يأتي، ثم مثل منحناه  ا حد   :بياني ًّ

a) 
   

2 2
3 1

1
36 9

 
 

x y

,3 المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، حيث  1, 36 6, 9 3, 3 3       h k a b c

 :الناقص استعمل هذه القيم؛ لتحديد خصائص القطع 

 :الاتجاه  
2

x h  مقسوماًّ علي  أفقي
2a

 :المركز  ,h k  3, 1

 :البؤرتان ,h c k  3 3 3 , 1 

 :الرأسان  ,h a k    9, 1 , 3, 1  

 :الرأسان المرافقان  , h k b    3,2 , 3, 4

y :المحور الأكبر  k 1 y

x :المحور الأصغر  h 3x



عي ن المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين واستعن ببعض النقاط الأخرى التي تحقق معادلة القطع 
 .الناقص، ثم ارسم منحنى يمر بالرؤوس ويكون متماثلاًّ حول المحورين الأكبر والأصغر



b) 2 24 24 4 24 0    x y x y

 المعادلة الأصلية 
2 24 24 4 24 0    x y x y

 بتجميع الحدود المتشابهة    2 24 24 4 24    x x y y

 بالتحليل   2 24 6 4 24    x x y y

 بإكمال المربعين     2 24 6 4 49 94 424      x x y y

 بالتحليل و التبسيط   
2 2

4 3 2 16   x y

 16بقسمة الطرفين علي 
   

2 2
3 2

1
4 16

 
 

x y

,3 المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، حيث  2, 16 4, 4 2, 2 3       h k a b c

 :الناقص استعمل هذه القيم؛ لتحديد خصائص القطع 



 :الاتجاه  
2

y k  مقسوماًّ علي  رأسي
2a

 :المركز  ,h k  3, 2

 :البؤرتان , h k c  3, 2,3 3

 :الرأسان  , h k a    3,2 , 3, 6

 :الرأسان المرافقان  ,h b k    1, 2 , 5, 2 

x :المحور الأكبر  h 3x

y :المحور الأصغر  k 2 y



عي ن المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين، واستعن ببعض النقاط الأخرى التي تحقق معادلة القطع 
 .الناقص، ثم ارسم منحنى يمر بالرؤوس ويكون متماثلاًّ حول المحورين الأكبر والأصغر



 تحقق من نفسك

1A) 
   

2 2
6 3

1
9 16

 
 

x y

 رأسي :الاتجاه 

 :المركز  6, 3

 :البؤرتان 6, 3 7 

 :الرأسان    6, 7 , 6,1

 :الرأسان المرافقان    3, 3 , 9, 3 

6x :المحور الأكبر 

2 :المحور الأصغر  y

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

y 

x 0 

   
2 2

6 3
1

9 16

 
 

x y



1B) 2 24 4 40 103 0    x y x y

 أفقي :الاتجاه 

 :المركز  2,5

 :البؤرتان
3

2 ,5
2

 
   
 

 :الرأسان    3,5 , 1,5 

 :الرأسان المرافقان    2,5.5 , 2,4.5 

5y :المحور الأكبر 

2 :المحور الأصغر  x

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

y 

x 0 

2 24 4 40 103 0    x y x y



 مثال 2

 :  اكتب المعادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي 

a ) إحداثيات نهايتي المحور الأكبر    6,2 , 6, 8  

 و إحداثيات نهايتي المحور الأصغر،    3, 3 , 9, 3   

   a , bاستعمل المحور الأكبر و المحور الأصغر لتحديد 

 نصف طول المحور الأكبر 

 2 8
5

2

 
 a

 نصف طول المحور الأصغر

 3 9
3

2

  
 b

 .  مركز القطع الناقص هو منتصف المحور الأكبر 

 صيغة نقطة المنتصف  
   6 6 6 8

, ,
2 2

      
  
 

h k

 بالتبسيط 6, 3 



 :  ومعادلة القطع الناقص هي ، فإن المحور الأكبر رأسي ، و بما أن الإحداثيين لنهايتي المحور الأكبر متساويان 

   
2 2

3 6
1

25 9

 
 

y x
4.2.1 و التمثيل البياني لمنحناه كما في الشكل 



b ) الرأسان    4,4 , 6,4 ، البؤرتان    2,4 , 4,4

 . و هي المسافة بين الرأسين 2a طول المحور الأكبر 

 صيغة المسافة   
2 2

2 4 6 4 4    a

5a بالتبسيط

: المسافة بين البؤرتين هي  2c

 قانون المسافة   
2 2

2 2 4 4 4    c

3c بالتبسيط
 bأوجد قيمة 

 a , b , cالعلاقة  
2 2 2 c a b

5, 3 a c
2 2 23 5 b

4b بالتبسيط

 و معادلة القطع، فإن المحور الأكبر أفقي ، لنهايتي المحور الأكبر متساويان  yو بما أن الإحداثيين 



 :الناقص هي 
   

2 2
1 4

1
25 16

 
 

x y
4.2.2 و التمثيل البياني كما في الشكل 



 تحقق من نفسك

2A ) البؤرتان    19,3 , 7 ,3 وحدة  30و طول المحور الأكبر  . 

   
2 2

6 3
1

225 56

 
 

x y

2B ) الرأسان    19,3 , 7 ,3 وحدة  10و طول المحور الأصغر  . 

   
2 2

2 2
1

25 36

 
 

x y



ا بين . aإلى  cللقطع الناقص هو نسبة الاختلاف المركزي  د مدى 1و  0وتقع هذه القيمة دائمًّ ، وتحد 

 .القطع الناقص" اتساع"أو " دائرية"

 مفهوم أساسي

 لأي قطع ناقص
   

2 2

2 2
1

 
 

x h y k

a b
 أو 

   
2 2

2 2
1

 
 

x h y k

b a

2 حيث  2 2 c a b

 فإن الاختلاف المركزي يعطي بالصيغة 
c

e
a



المسافة بين إحدى البؤرتين ومركز القطع الناقص، وعندما تقترب البؤرتان كل منهما من  cتمث ل القيمة 

وعندما تصل قيمة الاختلاف المركزي إلى صفر، يصبح . تقترب من صفر e , cالأخرى، فإن كلا ًّ من قيمتي 

 .مساويةًّ لطول نصف قطر الدائرة a , bالقطع الناقص دائرة، وتكون قيمة كل من 



 مثال 3

 حدد الاختلاف المركزي للقطع الناقص
   

2 2
6 1

1
100 9

 
 

x y

 .   cتحديد قيمة : أولاًّ 

 a , b , cالعلاقة  
22 2 c a b

2 2100, 9 a b 2 9100 c

91c بالتبسيط

 .   لنجد الاختلاف المركزي a , cتستعمل قيمتي 

e صيغة الاختلاف المركزي
c

a

10, 3 a b
10

9
1

. 5
9

0 e

ا  0.95الاختلاف المركزي للقطع الناقص يساوي  ا، لذا سيظهر منحنى القطع الناقص متسعًّ  تقريبًّ



 تحقق من نفسك

3A) 
 

23 8
1

18 48


 

yx

0.79

3B) 
   

2 2
4 7

1
19 17

 
 

x y

0.32



من واقع الحياة    مثال  4

يمكن تمثيل شكل عين بقطع ناقص ثلاثي الأبعاد، حيث إن الاختلاف المركزي للقطع الناقص : بصريات 
ا بالبؤبؤ يساوي  ف للعين مار ًّ فإذا كان عمق العين يساوي . 0.28الذي يمث ل المقطع العرضي المنص 

25mm ا، فما الارتفاع التقريبي لها؟  تقريبًّ

 .c قيمة  استعمل الاختلاف المركزي لتحديد 

e تعريف الاختلاف المركزي
c

a

0.28, 12.5 e a
.

.28
5

0
12


c

3.5c بالضرب



 . bلتحديد قيم  cو  aاستعمل قيم 

 a , b , cالعلاقة  
2 2 2 c a b

3.5, 12.5 c a 2 2 2123. .55  b

12b بسط 

ا 24mm، ويساوي 2bفإن ارتفاع العين  12هي  bبما أن قيمة   .تقريبًّ



 تحقق من نفسك

 ، فما ارتفاعها؟25mmفإذا كان عمق العين . 0.39الاختلاف المركزي لعين مصابة بقصر النظر هو ( 4

23.02mm

 .يمكن التوصل إلى معادلة الدائرة باستعمال الاختلاف المركزي للقطع الناقص :معادلة الدائرة 

 معادلة القطع الناقص

2 2

2 2
1 

x y

a b

2 2

2 2
1 

x y

a a
a b0 عندماe

2 2 2 x y a بضرب كلا الطرفين في 
2a

2 2 2 x y ra نصف قطر الدائرة 



 مفهوم أساسي

 :هي rونصف قطرها  (h , k)الصورة القياسية لمعادلة الدائرة التي مركزها 

   
2 2 2   x h y k r



 مثال 5

 .8وقطرها   (2 ,1-)اكتب معادلة الدائرة التي مركزها 

 الصورة القياسية لمعادلة الدائرة    
2 2 2   x h y k r

   
8

, 1,2 , 4
2

   h k r     
2 2 21 2 4   x y

 بالتبسيط   
2 2

1 2 16   x y



 تحقق من نفسك

5A ) 3، ونصف القطر (0 ,0)المركز  

2 2 9 x y

5B ) 3، ونصف القطر (0 ,0)المركز  

 
2 25 25  x y



 مثال 6

 .(8- ,1-) , (6 ,7) اكتب معادلة الدائرة إذا كان طرفا قطر فيها 

 .  أوجد المركز   :1الخطوة 

 صيغة نقطة المنتصف  1 1 1 2, ,
2 2

  
  
 

y y
h

x x
k

       1 1 2 2, 7,6 , , 1, 8   x y x y
   67

2

81
,

2

  
  
 



 بالجمع
6 2

,
2 2

 
  
 

 بالجمع 3, 1 



 .  أوجد المركز   :2الخطوة 

 صيغة المسافة بين نقطتين   
2 2

2 1 2 1   r x x y y

       1 1 2 2, 7,6 , , 1, 8   x y x y    
2 2

3 7 1 6    

 بالطرح   
2 2

4 7   

65 بالجمع

 لذا فإن ، وحدة 65 إن طول نصف القطر للدائرة هو 
2 65r عوض عن , ,h k r

 في الصورة القياسية لمعادلة الدائرة لتجد أن معادلة الدائرة هي    
2 2

3 1 65   x y



 تحقق من نفسك

 إذا كان طرفا قطر فيها ، أوجد معادلة الدائرة ( 6

   
2 2

2 1 17   x y















0.5

0.837

0.869

0.426


































