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ي جه العل ان ال ف الأول ال اب ال    مل 
ة  و ع ال   الق

اد     إع
د ل ال ائ في م ادة   نهلة م   سام ز
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مة   مقّ

أمّل  اغ ن ع في dو م في الف قا ة ، Oم ا زاو ه  ان ب
,0ح 

2

     
.  

ل dإنّ دوران قاء  ح املة مع  ّاً دور   دورة  و اً م لّ س ة ی انّاً ثاب
الّأسOرأسه ان  ع  ارة ع ف ه O، وه  مّ ن C.  ّي ال ن
ورانيّ،م  الّاب يّ الّ و ح ال ّ ا في  dوال ر ال اً له  لّ م

ل ّ اور ال   :ال
  
وراني  وم يّ الّ و ح ال ّ ع ال تقا C  ٍ ل على  )Oأسهب لا ( Pمع م  أن ن

( ، زائ افئ، ناق يّ (م و ع م ة أو ق الات  دائ ة:وذل وف ال   الآت
  الP عام  ل ّ ة. ال ع دائ ق ن ال ئٍ  يّ ، ع و ح ال ّ ر ال م 1. 
  الP  از يّ ولا ی و ح ال ّ ات ال لّ ع م ع ج ر ق ع  ال ق ن ال ئٍ  ، ع

اً  عاً ناق لق ّ . ال 2. 
  الP ل ّ اً. ال اف عاً م ع ق ق ن ال ئٍ  يّ، ع و ح ال ّ ات ال لّ از أح م ی 3. 
  الP ر از ال ل ی ّ اً. ال عاً زائ ع ق ق ن ال ئٍ  ، ع 4. 
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ل ّ ال 2 
 

ل ّ ال 3 
 

ل ّ ال 4 
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ة ائ     الّ

  تعريف 
، ول  Oل  ة م ال اً. إنّ  rنق ج اً م داً ح ها  ع ي م ة ال ائ ها  Oال ف ق هي  rون

عة  ع ع  Mقا الم ي ت او  Oم ال ال افة ت مّ. rم ه نُ ة ه ائ ) الّم الّ , )C O r  أ ق  و
ها ي م ة الّ ائ ها O الّ ف ق   .r ون

ة ق ان ال ئٍ أّاً  )فإنّ ال ، Mع , )M C O rÎ افئ OM r=.  
ة ت: إذن ائ ها  إذا علعَّ الّ هاو م ف ق     .ن

ها:معادلة د ف ق ها ون َ م ة عُل   ائ
 ٍ ب إلى في م انِمَ م ٍ مُ ) عْلَ , , )O i j

 
ة   أمّل نق )ن )0 0,x yW  ًا ج اً م داً ح أمّل ع   . rون

ي ال ة ت )ق , )M x y  ة ائ )إلى ال , )C rW قّ ال  إذا وفق إذا ت
M rW 2 أو = 2M rW نا ع ذل = ن ب . فإذا عّ  قان

افة ب نق  ناال    :وج
  2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r- + - =    
اً، أ  ح أ ةإوالع ص لّ نق ) نّ  , )M x y ق العلاقة   ت

ة ائ اً على الّ ) تقع ح , )C rW.  
عادلة ِّي ال ذجيّ   نُ ل الّ ّ لة(ال ال ة  )غة ال عادلة دائ ل

ها )م )0 0,x yW  ها و ف ق   .rن

  
هاال جْ  ي م ة ال ائ ) عادلة لل )2,5W ها  - ف ق 4rو ن =.  

  
عادلة )هي:  ال ) ( )2 2

2 5 16x y+ + - =.  

  
ل جْ  ي تق ة ال ائ ف ق الّ ، ون اثّات ال ) إح ) ( )2 2

1 4 25x y- + -   معادلة لها. =

  
ل  عادلة لها ال 2ال 2 2

0 0( ) ( )x x y y r- + - الّالي ن أنّ  = ها و )م )1,4W  ها ف ق ون
5r =.  

  حالة خاصّة:
ها ة م ات  معادلة دائ اث أ الإح ها  O(0,0)م ف ق 2هي:  rو ن 2 2x y r+ =.  

 الحل

 الحل

 مثال

 مثال





 0 0,x y

 ,M x y

y

x

r

o
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هااك معادلة د ة م ها  O(0,0)ائ ف ق 3rو ن =.  

عادلة     2ال 2 3x y+ =  

  
عادلة 2 ال 2 12x y+ ها = ة م ائ ها  O(0,0) هي معادلة ل ف ق 12ون 2 3r = =.  

ة  الّ ة  ة:إلى وضع نق     دائ
ة ائ )ل الّ ),C O r ة ا ال  M ، ولفي ال  دائ ة م ه ع وضع .نق ة  M ل إلى الّ

ة:  ا الات الآت ّ ال ة ن ائ   لّ
1- 1M ة ائ ة خارج الّ 1OM إذا وفق إذا  ،نق r>  
2- 2M ة ائ ي إلى الّ 2OMإذا وفق إذا  ،ت r=   
3- 3M ة ائ ة داخل الّ 3OM إذا وفق إذا ،نق r<  

  
ة  ائ عادلة:    Cل الّ ال ة  ُعّ ال

2 2 9x y   
ل م الّق   عّ وضع  1,1A و 2, 3B  ة ائ ة إلى الّ   .Cالّ

  
ة ن ُ  ائ ة ل ال ة  فة وضع نق ع ةل ائ ة ع م ال ق ه ال قة ع ه ا الات ال ل على إح ال   .ف

ة  ائ ةأنَّ ج ن Cم معادلة  الّ ائ )ه  م الّ )0,0O  ف ق و 3r او  هان =.  
ة  A عُ  ائ 2  : او ع م الّ 2(1 0) (1 0) 2 3OA = - + - = OAنّ إأ  ،> r<  إذن
A ة.قع ت ائ    داخل الّ

ل ن أنّ: 2   ك 2(2 0) ( 3 0) 13 3OB = - + - - = OB إذن ،< r> ة ق خارج تقع  B وال
ة. ائ   الّ

ة: عادلة دائ غة العامّة ل ّ   ال
ها ة م عادلة دائ اسّة ل غة ال ّ أمّل ال ) ن )0 0,x yW ها ف ق   ، وهي:rون

2 2 2
0 0( ) ( )x x y y r- + - =  

: ا ن اس وأصل نا الأق   إذا ن
2 2 2 2 2

0 0 0 02 2x x x x y y y y r- + + - + =  
  أ

2 2 2 2 2
0 0 0 02 2 0x y x x y y x y r+ - - + + - =  

 الحل

 الحل

 مثال

 مثال

 مثال

 O

1M 2M

2M
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ل ة لها ال غة الأخ ّ   الآتي وال
2 2 0x y ax by c+ + + + =  

,ح  ,a b c ةث عادلة  .اب ح غة العامّة ل ّ ال غة  ّ ه ال ّى ه ة.دوت   ائ

 ّ   ف
اد  قّقه الأع ,ما ال ال  أن ت ,a b c ة؟ غة العامة أعلاه معادلة دائ ّل ال   ي ت

  

  
ها ة م غة العامّة معادلة دائ ّ ال ) اك  )1,2W -  ّ ة  وت ,2)الّق 2)A ها. -   وارس

  
ة هي ل ة ال ائ   نعل أنّ معادلة ال

( ) ( )2 2
1 2 25x y+ + - =،  

غة:وهي  ّ ع الّ والإصلاح إلى ال ول    ت
2 2 2 4 20 0x y x y+ + - - =  

:    الّس
ــــاد م ة إ ــــ دائــــ ــــف ق هــــا ــــ ون غة معادل ــــ ّ ال
  العامّة:

غة العامّـــة وأردنـــا  ـــ ّ ال ـــة  ة م ائ انـــ معادلـــة الـــّ إذا 
اثّ  ــاد إحــ هــاإ ــف ق هــا ون ّ فإنــه ، ات م ــام إلــى مــ ة إلــى عالإت ــ الّ عادلــة إتــُ ،yو xــامل  لــى دّ ال

اسيّ  ل ال ّ 2 ال 2 2
0 0( ) ( )x x y y r- + - ب.ا و  = ل اج ال   م ثّ اس

2ل  2 2 6 6 0x y x y+ - + + ة  = ائ   .Cهي معادلة ل
a(  .اسّة غة ال ّ ال عادلة   اك ال
b( ة ائ اثّات م الّ ج إح ها. Cاس ف ق  ون

  

a( : امل ن ّع  ام إلى م  الإت

2 2

2 2

2 2

2 6 6 0

( 2 1) 1 ( 6 9) 9 6 0

( 1) ( 3) 4 0

x x y y

x x y y

x y

- + + + =

- + - + + + - + =

- + + - =

 

  
غة ال ّ ه ن ال 2 :لةوم 2( 1) ( 3) 4x y- + + =  

 مثال

 الحل

 الحل

 مثال

x 
1 

O 

 

W 

y 

1 
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b( غة ّ قة مع ال ا ّ عادلة ال 2  قارنة ال 2 2
0 0( ) ( )x x y y r- + - ةم اإذن = ائ  ه C لّ

( )1, 3W ها - ف ق 2rاو  ون =.  

2ل           2 6 6 0x y x+ + + ة  = ائ   .Cهي معادلة ل
a( غة ال ّ ال عادلة   اسّة.اك ال
b( ة ائ اثّات م الّ ج إح ها. Cاس ف ق   ون

  
a(  : امل ن ّع  ام إلى م  الإت

2 2

2 2

6 6 0

6 9 9 6 0

x x y

x x y

+ + + =

+ + - + + =
  

اسّة: غة ال ّ ه ن ال ) وم )2 23 3x y+ + =  
b( غة ـــ ّ قة مـــع ال ـــا ّ عادلـــة ال 2 قارنـــة ال 2 2

0 0( ) ( )x x y y r- + - ة = ائ ـــ الـــّ ـــ أنّ م  Cن
)ه )3,0W ها - ف ق 3rون =.  

غة  ّ عادلة ذات ال 2ال 2 0x y ax by c+ + + + ,، ح  = ,a b c  ّل ّة لا ت اب ح ث
ة إلىا الّ امل  ّع  ام إلى م الإت ة، إذ  ورة دائ ّ ل:  yو xل ّ دّها إلى ال  ن

2 2
0 0( ) ( )x x y y k- + - =  

قيّ  kح د ح ّ ثلاث حالات:ه ع ا ن   ، وه
 0k ئ  < ّل ع هات ي م ة الّ ائ عادلة الّ 0ال 0( , )x y ها ف ق  .kون
 0k ول  = ئ ت عادلة ع لال ّ 2 إلى ال 2

0 0( ) ( ) 0x x y y- + - ة = قّ في حالة واح ا ی ، وه
ما 0xفق وهي ع x= 0وy y= ة إنها، أ ح ة ال ّل الّق 0 ت 0( , )x y. 

 0k عادلة > ّل ال ئ ت 2 ع 2
0 0( ) ( ) 0x x y y- + - ة  > ال عة ال  .Æال

 

  
ة:عّ  عادلات الآت لّ معادلة م ال ّلها  ي ت عة الّق الّ    م

2 2

2 2

2 2

4 2 4 0

2 2 2 6 5 0

4 6 0

x y x y

x y x y

x y x y

+ + - - =

+ - + + =

+ + + + =







  

  
2 2 4 2 4 0x y x y+ + - - =   

ة إلى الّ امل  ّع  ّ إلى م ح yو xن ال أن ن ون ف أم ّع ن   .yو xلاً م  م
2 24 4 4 2 1 1 4 0x x y y+ + - + - + - - =  

 الحل

 الحل

 مثال

 مثال
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قات  ا ل على م هل ع    ت
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 4 1 1 4 0

2 1 9

x y

x y

+ - + - - - =

+ + - =
  

ل: ّ ة لها ال عادلة الأخ 2 وال 2
0 0( ) ( )x x y y k- + - 9ح = 0k = >  

ها ي م ة الّ ائ ّل الّ عادلة ت )فال 2,1)I ها - ف ق 9ون 3r = =.  
2 22 2 2 6 5 0x y x y+ - + + =   

د  عادلة على الع في ال  ّ ح: 2نق ل العام، ف ّ دّها إلى ال 2 حّى ن 2 5
3 0

2
x y x y+ - + + =  

امل ّع  ّ إلى م ة إلى ث ن y:      2و xالّ 2 5
3 0

2
x x y y- + + + =  

2 2

2 2

2 2

1 1 9 9 5
3 0

4 4 4 4 2
1 1 3 9 5

( ) ( ) 0
2 4 2 4 2
1 3

( ) ( ) 0
2 2

x x y y

x y

x y

- + - + + + - + =

- - + + - + =

- + + =

  

ةف ّل الّق عادلة ت 1 ال 3
( , )
2 2

-.  
2 2 4 6 0x y x y+ + + + =   

ّع ّ إلى م املن ة إلى     :yو xالّ
2 2

2 2

2 2

1 1
4 4 4 6 0

4 4
1 1

( 2) 4 ( ) 6 0
2 4

1 7
( 2) ( )

2 4

x x y y

x y

x y

+ + - + + + - + =

+ - + + - + =

+ + + = -

  

عادلة  ل فال ا م ةوه ال عة ال ّل ال الة. Æ ت ه ال   في ه

رّب     ت

لّ  ج معادلة ة في  ائ أتي: الّ ّا   حالة م
 ها ,2)م 1) ها ف ق 3rون . 
ها ها (0,0)م ف ق 2rون . 
ها ة (0,0)م الّق  .(4,7)وت 
 PQ : ها، ح )ق ف 1,1)P  (5,9)وQ. 
ها ,7)م 3)م ّ اصل.وت  ر الف
ها .(3,2)م ات ر ال ّ م  وت
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ا ل م الّ م ج معادلة  س ت ال اً ئ   :جان
 
   
  
  
  
 ها في حال أتي، ثّ ارس ّا  لّ معادلة م ّل  ة.عّ ماذا ت  ان دائ

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 10 13 0

6 12 0

6 4 13 0

9 9 18 6 26 0

3 3 6 2 0

x y x y

x y y

x y x y

x y x y

x y x y

+ - + + =

+ + + =

+ - - + =

+ + - - =

+ + - =









   

 ّقي س ال عاً ل ال عادلةlادرس ت ل ال 2ماذا ت 22 2 4 6 0x y x y l+ - + - =  
  

ت اس دائ   ت
تان ن دائ افي ل ّ اللازم وال ال 1 1,C N R و 2 2,C M R  اس خارجاً ( أو داخلاً ) ه ن م  أن 

 ّ ا) NM الُع ال قه ا ( أو ف ه في ق ع ن اً م او   م
: عادل الآت ال ان  تان مع ان دائ   فإذا 

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2

: ( ) ( )

: ( ) ( )

C x x y y R

C x x y y R

   

   
  

نا  نا ورم ت ورم ائ ع ال لل 2لل 1,R R  ا ه في ق اس:ل ّ حال للّ ئٍ ن   ع
ل: ّ ا في ال ارجيّ  اس ال اخلي والّ اس الّ   الّ

  
  
  
  

ة. قامة واح اس تقع على اس ة الّ ان ونق اسّ تان ال ائ ا الّ   م
  

ن:  ارجي  اس ال 1في حالة الّ 2R R   
ن: اخلي  اس الّ 1وأمّا في حالة الّ 2R R   

y

O1

1

2
x

I
2

2

y

x
O

I

اس خارجي ت

2C 
1C 

اس داخلي  ت

2C 
1C 

N N M M 



 

102 

ت  ائ ا الّ 2ل معادل 1,C C :  

           
2 2

1

2 2
2

: ( 8) ( 10) 49

: ( 4) ( 5) 36

C x y

C x y

   

   
ت           ائ 2أث أنّ الّ 1,C C .ًان خارجا اس   م

  
ة الأوّلى:  ائ ها  O(8,10)1م الّ ف ق 1ون 49 7R    
ة:  ة الّان ائ 2م الّ ( 4,5)O   ها ف ق 2ون 36 6R    

افة ب ت              ل ال ائ  م ال
   2 2

1 2 8 4 10 5

144 25

13

O O    

 


  

1 نلاح أنّ: 2 1 2O O R R    ّان خارجاً.فال اس تان م   ائ

1ل 2,C C  . ت ة بدائ ل على الّق ال الل لة  ه ك ل ل ال ن ع ال
ا ه الات معادل ّ ال ة ون   :الآت

الة الأولى:   ال
ة ة وح ق ان ب ان أ ت اسّ تان م ائ اس الّ ة الّ ها نق ّ   .ن

  
  
  
  
  

ة: الة الّان   ال
ق  ان ب ان أ ت ع قا تان م ائ A,الّ B .ع ي الّقا ا: نق ه ّ   ن

  

فة ال  ا قارنة المع ت  ائ ي ل ع ب م ضع الّ
ت ائ في ق الّ ق ن ع وف ا مع م 2ه 1,R R :ة الات الآت ّ ال   ون
  ق ال ما ی 1ع 2 1 2R R R R    تان ائ ن الّ 1ت 2,C C .ح ، والع ص ع قا  م
 ق ا ما ی 1ل ع 2R R   1أو الشرط 2R R   تان ائ ن الّ تت اع ح. م  ، والع ص
  ق ال ما ی 1ع 2R R  ّاس تان م ائ ن الّ ح.ت   خارجاً، والع ص
  ق ال ما ی 1ع 2R R  ن ا اسّت تان م ائ ح.لّ   داخلاً، والع ص

 الحل

 مثال

2C 
1C 

A 

B 
M N

اس خارجي ت

2C 
1C 

اس داخلي  ت

2C 
1C 

M NNM 
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                     : ة وم اس دائ   ت
عادلة  ① 2ال 2 6 2 0x y x y+ - - ة = ائ   . معادلةٌ لل

  َّ(2,4)أث أنA  ةٌ م   .نق
 ارس   ها عْ عل ئ م Aووضِّ اس  A، ثَّ أن ة  dال ائ   .لل
 اس  اك   .dمعادلةً لل

  
     ة ق ض ال ة A(2,4)نع ائ    في معادلة ال

2 22 4 6(2) 2(4) 4 16 12 8 0+ - - = + - - =  
الي فإنّ ا ال ة و ق ة  Aل ائ   .م ال

 امل ّع  ّ إلى م ة إلى ن ل على yو xالّ ، ف
( ) ( )2 2

3 1 10x y- + - ها = ج أنّ م ) ن )3,1I 

10rونصف قطرها  =.  

 1لm  ل ال )م )IA:ن ئ    ، ع

1

4 1
3

2 3
A I

A I

y y
m

x x

- -
= = = -

- -
  

ل ال  2mول  ا أنّ ال dم )، و )IA  وd  ّان، فإن عام 1 م 2 1m m´ = - 

ه  2وم

1

3
m اس = الي فإنّ معادلة ال ال )هي:  d، و )1

4 2
3

y x- = ل - الإصلاح ن ، و
عادلة   3على ال 10 0x y- + =.  

  تَدرَّبْ  
 

: وائ ل م الّ ف ق    عّ م ون
2 2

1

2 2
2

2 2
3

: 25 0

: 2

: 4 4 36 0

C x y

C x y

C x y

  

 

  

  

ت  ائ ي للّ ضع الّ ّ عّ ال 2ثُ 1,C C.  
 ة ائ اك معادلة الّ ,C O R  في ٍ ة: م الات الآت انِ في ال ٍ مُ عْلَ ث    مُ

  10,0O    ،4R   
2  ها م 0,1Q ر اصل   ،   وت م    الف

  30,0O   ّ ة   ،   وت ق ال 3,0A.  
   في ٍ ان م انِ نق ٍ مُ عْلَ ث  مُ   4,0 , 3,0B A   

 الحل
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ة عة ال ل الق ي تق ة الّ ائ أوج معادلة الّ AB  هاق   اً ف
ل ④ ة  ) 1( في ال ها  wدائ ف ق R ،,A ن B   ان نق

ة  ق ك ال ة ت ائ ه ال ان إلى ه ان ت لف ان و م على  Cثاب
ا ه ال ض ه ف ة  ، و  ل Gئ أثبت أن   ABCم ثقل ال

G  ها ف ق ة ن ك على دائ ت
3

R  .  

   ان ٍ م أمّل في معل )ن ; , )O i j
  ل اd  عادلة ذا ال

8 0x y+ - ة = ق   .A(3,0)، وال
  ة ق ع ال . dوارس ال  Aوضِّ لٍ واح   في ش
  ــ ة  Hل ق ــ لــل ق اــلــقائ ة  Kوــ dعــلى  Aاــلــ نــق

ع  اصل. dتقا ر الف   وم
.a  ل اق واح AHKأث أنَّ ال او ال   .AHقائٌ وم

.b  ة ائ ج معادلةً لل ها  Cاس ي م َ  Aال ُّ ال   .dوت
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افئ  ع ال  الق

  (Parabola)القطع المكا2.
عل ف ت   :س

اص عامة .1  تعار وخ
افئ .2 ع ال لة للق عادلة ال  ال
ع  .3 عادلة العامة لق اثّاتال ر الإح از أح م ه ی ا ر ت افئ م  م
اص .4 اس خ ع ال افئ لق ة في م ه نق  م

اف ع ال قاً الق َ سا ها ال اللق درس ف عة  ا ة لل ة، وق  ان ان رجة ال ود م ال ات ال
ات  ر ال از م ها ی ل م ا  ر ت ة Oyكان م اف ع ال سي للق ع اله ا ل ن ال . ول
ع ال اً الق س ف نعّف ه ل س . ل عادلاتفي ذل ال ج ال ة ا افئ ون اف ع ال از للق ي ت ل

. اثّ ر الإح ها أح ال ا اور ت   م

ة ان رجة ال ود م ال رس (ك ال اجعة لل   ) تعل أنَّ  في م
غة  :   ال ة   ان رجة ال ود م ال :2ثلاثي ال , ( )f f x ax bx c = + +   حa وb 
اة  و cو ة مع اد ح 0aثلاثة أع قة أنّ  .¹ ا ا ال نا في دراس غة القا fلق وج ال نّة :ُ   ن

2 2 4
( )

2 4

b b ac
f x a x

a a

æ ö -÷ç= + -÷ç ÷÷çè ø
ان   ا  )ول )y f x=م ال م  0ول 2

b
x

a
= و-

2 4
0 4

b ac
y

a

-
= -  

ة    ا ئٍ     المعادلة السابقة بالصيغة النموذجيةع
غة     ) ال )20 0y a x x y= - ه  + )وم ) ( )2

0 0
1

x x y y
a

- = لاصة ا - ا لل صل ة :وت   لآت

  الخلاصة 
ة :  ان رجة ال ود م ال :2ل ثلاثي ال , ( )f f x ax bx c = + +  )0a ¹ .(  

  ع ا انيَّ لل َّ ال ّي ال م  fنُ ال ه  م إل اً ون اف عاً مُ   .ق
  0في حالةa لغ < ع م الأعلى، و ة الق ن ف ه ع  f، ت أصغ 

2
b
a

x = - .  
  0في حالةa لغ > ع م الأسفل، و ة الق ن ف ه ع  f، ت أك 

2
b
a

x = - .  
 ن ف ال ت لا ال ي 

2
b
a

x = عهي فاصلة  -  .  ذروة الق
  ، ات ر ال ازاً ل روة م ال ارّ  ن ال ال عو ا للق ر ت  . م
   ع ع افئ ال ع ال ة للق ذج عادلة ال س ال لالة ال  ب   2

0 04x x p y y   
  م عادلة  pال في ال   2

0 04x x p y y    .افئ ع ال ل على وس الق  ی
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رْ      : فَكِّ

لاثـــــــي  ـــــــة ل ن غة القان ـــــــ ل ال ع ـــــــافئ ؟ اســـــــ ُ ـــــــع ال َّـــــــة للق ا ـــــــة ال اصَّ ه ال مـــــــ أیـــــــ جـــــــاءت هـــــــ
ود  ـــــــ ـــــــ fال ـــــــ اح )، ثُ )2

b
a

f h- )و + )2
b
a

f h- ـــــــ  - قـــــــيٌّ مـــــــا.  hح دٌ ح هـــــــ عـــــــ
ج ؟   ماذا ت

ة عادلل ال  21: ة الآت 1 5

4 2 4
y x x    .ذجي ل ال ال   .  

عاد في ال دب  الع اة  ع : 4لة ال  ن
24 2 5y x x    ة إلى   ال امل  ع   xن إلى م

:   ف
24 2 1 4y x x      :افئ وهي ت 2

4 1 4y x     : أ   2
1 4 1x y      

عادلة م ال ه ال ذجيوه ل ال   2

0 04x x p y y     ل افئوت ع م ع ،ق ذروة الق
0هي 0( , )V x y 1)أ, 1)V ،  ره و هم ا از  ت س  ی ة ال ات و ر ال 1pم  .  

  تعريف 
، ول  ل  اً ما في ال ي إلى  Fم ة لا ت  )Fنق عة الّق اقعة M).إنّ م ال

عّ بـ  افة ع Fوفي ال ال ة ال او لّف  Fووال قه ت اً م اف عاً مُ له  Fق    .ودل

افئ  ع م اء ق قهإن له ود Fم ):   ل ع ال ال ع اس )  

ق    أمل ال ل Fن ل ة  وال ار أ نق على     N، ث ن
    ال
عة   - ر الق س م ن NF. 
س م - ل  Nن ل اً ُعام ال ر م ع م عة ق الق NF 

ة  ئٍ ن Mفي نق M.  ع F M N.(ة عة م ر ق   (خاصة م
ضع لل ل م ةم أجل  ةعلى Nق ق قة ذاتها ال ال افئ   Mنع  ع ال ل على الق افقة ف ال

م. س اب ال ّ ل ال ا في  ال   ك

عادلة الا عادلةل افئ : لة ل ع م    ق

ات : ل م  م ال افئ  ع ال م للق   . Pیُ
ض ف ع وَ  Mو  ة م الق ها القائ على Nنق ق : م ئٍ   ع

 مثال

F

P
V

P



D



Q

Q



F

M

N





2
b
a

-

X

Y

O h h

MM ¢
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M MF MN  P  
 ة ق ى ال افئ  . Fت ع ال ق الق   م
 اب افئ  . ى ال ال ع ال ل الق   دل
 ع ب افئ وَ  Fال ع ال ى وس الق ه ،ثاب و م   pون
 ض ت D ف  ،M على F م  ة ( Mن ة إلى ال Fال D ئٍ ن ) ، ع

 : ا اص ال 0ح خ 0DM M F ه 0Mوم P    ٍئ )ع )F D  .ع ا للق ر ت   م
ض ف Oف ]م ]F D فإنO P ىوهي ن ل تُ ا .ل ره ال ع وم ة ب الق ة م  Oق

افئ . ع ال   ذروة الق
ة: ه: ملاح فة ذروته ونق م في مع افئ  ع ال س الق ل أنه ل   نق

ق  - 1 ل Fنع ال ل س ال . ون  في ال
ســـ مـــ  - 2 اً  Fن ـــ ـــه dم ـــع ثـــ نعـــ عل ر الق ـــ ـــاً علـــى م د ع

ـــــــــــ  ق 1ال 2,M M ل ـــــــــــ م ن:ه ــــــــــــ ر  ـــــــــــ ــــــــــــ مـــــــــــ ال     ف

1 2 2M F M F p  
ع - 3  .0Mنع ذروة الق
لاث  - 4 ق ال ع ال  م ال س الق س ق 0ن 1 2, ,M M M 

ل   ا في ال  ك
اص عامة1.2.   تعار وخ

اً ما في ال ل  تعريف     F، ول م
ي إلى  ة لا ت  )Fنق  ي قه ). ن اً م اف عاً مُ  Fق

له  ع ع  ،ودل ي ت عة نقا ال ال ها ع ال Fم او ُع افة تُ   .م
ى  لاقاً م م مع افئ ان ع م ا رس ق ع  ال ال ع اة  اس ة مع ة ثاب ل) ونق ل (ال

F  ق) لا تقع على ة . (ال ق ي ال اواة  Pت قق ال افئ إذا وفق إذا ت ع ال إلى الق
PF PP   حP   ة ق ق القائ لل س  إعلى  Pهي ال ّع في ال ق اقع . ال ال لى م

قا    .Pال

رّب     ت



F

P

P 
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ة    ق د على  Pنلاح أنّ ال لٍّ م الع ي في آن معاً إلى  Pفي  ت   عة ر الق وم
ة  ]ال ]FP  ج م ع.. اس ة نقا م الق اء ع ةً تف في إن قةً  ة  لاح ه ال   ه

   تعريف  و  مبرهنة  
لهل    افئ ال دل ع ال قهالق . إنّ ال Fوم
  ة ق ال ار  اً على  Fال د ع ه  ع ا للق ر ت م

افئ  ان ال V. وذا    ق ت القائ لل على  Fهي ال
ل  ل ةُ  ال ق ة Vان ال عة ال فُ الق ]، م ]FV  ،

افئ  ع ال ةً م الق ها نق افئ، ن ع ال   .ذروة الق
   

افئ    .ال
  

ة :   فائ
اص ع   ة خ اف ع ال ّع للق لاً ی اً. ف ةً ج ها مف عل م ة ت ی

ه  ا ر ت ل م افئ ح ع م و ق ه م ت ل عل وراني ال ن ح ال ال
ق  ضع في ال ع م ادرة م م ة ال ئ ة: الأشعة ال اصّة مه

ل  ا في ال ع،  ر الق ازة ل مة م ل ح ح  ع ع ال ت
اور.   ال

  
ا   ل، الأشعة ال ال ازة و افئ م عي ال ح الق ردة إلى ال

اصة  ه ال ل ه ع ق. تُ ع في ال ع ل ه ت ا ر ت ل
ات  ائ ع ه ات، وفي ص ل ا ال ا ة في ت م اف ع ال للق

اور. ل ال ائي. ان ال ال ال الف ات اس ائ ادارات، وه   ال
لة2.1. عادلة ال افئ ال ع ال   للق
اً في ال ول  ل  ة لا تقع على  Fم له  ، ل نق افئ ال دل ُ ع ال  الق

قه    . Fوم
ؤها ة م عام ة م اث اور إح لة م م على ذروة  Oل ج

افئ ع ال ها الق ات ر ت ر  Oy، وم م على م
ا  اثّات ت ن إح هي  F. و ت 0, p س .(ال

اف حالة  اور ی 0pال .(  x

y

(0, )F p

( , )P x p 

( , )P x y


O

F

P
V

P 



V 



Q

Q 
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ل  ل ن معادلة ال الة ت ه ال yهي  في ه p  .  
ة  ق ي ال )ت , )P x y  افئ ع ال قّ ال  إلى الق PFإذا وفق إذا ت PP أ ،  

22 2 2( ) ( ) ( )x y p x y px     
ار ن في والاخ ع ال   و

2

2 2 2 2

2

2

2

2( )

2

(

2

)

4

x y p

x y py p y py p

x y

y

p

p  

     





  

ر   ه ه م ا ر ت اثّات وم أ الإح افئ ذروته في م ع م اسّة لق عادلة ال ج أنّ ال ه ن وعل
ات هي ا 2ل 4x py  

ما  ة) ع ج ات ال حاً م الأعلى (أو م جهة ال ع مف ن الق 0pو  حاً م الأسفل (أو ، ومف
ما  ة) ع ال ات ال 0pم جهة ال .  

ع ال   ق الق ة ت  عة م ل ق ّي  فاها على ن قع  افئ و
ع  اً الق اً م ّي وت اً ، ون اً أساس اً م از  وت قي ال ی ت ال ذل ال

قي الأساسي ه  ت ال اور ال ل ال ل. في ال ل ]ال ]PQ  ّق له  و
اواة  4ال | |PQ p قي الأساسي في ت ال ف ال افئ..  ع ال   رس الق
افئ ت ذروته    ع م عادلة ق اسي ل ل ال اد ال ا إ اثل،  ب م أسل و

اصل  ر الف ل م ق اثّات و أ الإح ق ع  Oxعلى م ار ال اخ  . ا ر ت م
( ,0)F p  ل ل xومعادلة ال p  ل ل على ال قة ن ا ات ال اع ال ات  ّ ، ثُ

ع  عادلة الق الي ل اسي ال           : ال
2 4y px  

  
ما  ة) ع ج اصل ال حاً م ال (أو م جهة الف ع مف ن الق 0pو  ،

ار (أ حاً م ال ما ومف ة) ع ال اصل ال 0pو م جهة الف .  
ا س : اها  ي أث اص ال ا یلي ال  ّ ل   ل
أ افئ ذروته في ال ع م اسّة لق عادلة ال   ال

اص  قّ ال اثّات، و أ الإح افئ ذروته في م ع م ة ه ق عادلات الآت لّ م ال انيّ ل إنّ ال ال
ا ه:ال ا ر ت له وم قه ودل ل م ها ح   ر إل
2 4x py ق ,0)، ال )F p ل ل yومعادلة ال p  ا ر ال   .Oy، وم
2 4y px ق )، ال ,0)F p  ل ل xومعادلة ال p  ا ر ال   .Ox، وم

 مثال  

PQ

P 


F

x

y

O ( , 0)F p

( , )P x y( , )P p y 
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افئ  ع ال ل الق ق ودل 2ع م 8x y  .ه   وارس
ل   : ال

عادلة  2قارنة ال 8x y   ة اس غة ال 2مع ال 4x py  ّج أن 4ن 8p   2، إذنp   .
ه   وم
  ات ر ال ع ه م ر الق  .Oyم
  قه ,0)م 2)F . 
  له 2yهي  معادلة دل . 
 .ة ال ات ال ح م جهة ال  مف

  قي الأساسي ه ال 4ل وت | | 8p   ع ، فالق
ق  ,4)ال 2)  و( 4, 2) . 

  
ع ال ّ اك معادلة الق اثّات و أ الإح ، وال ذروته في م ات ر ال ة إلى م ال ا  افئ ال

ة  ق ,8)ال 4)P.  
ل   ال

ع هي  ا الق ة له اس غة ال 2ال 4x py  ّولأنP  اثّات قّ إح ع وج أن ت ا الق ي إلى ه ت
ه ة  ه ق ,8)ال ه أ  (4 28معادل 4 (4)p  ه 4pوم  ب ل ع ال ح معادلة الق ا ت ه . و

2 16x y.  

رّب     ت
   ه افئ ال معادل ع ال ل الق ق ودل 2عّ م 6y x  ال في حالة ه. أع ال وارس

2 12y x .  
   أ اصل، وال ذروته في م ر الف ة إلى م ال ا  افئ ال ع ال اك معادلة الق

ة  ق ال اثّات و  )الإح 3,6)P .  
   قه ه، وم ا ر ت ع، وم ل حالة ذروة الق ة، عّ في  اف ع م لة لق ا یلي معادلات م

ه: له وجهة ف   ومعادلة دل
2 2

2 2

6 0 6 0

6 0 6 0

y x y x

x y x y

   
   

 

 
  

ر الإح3.1. از أح م ه ی ا ر ت افئ م ع ال عادلة العامة لق   اثّاتال
الة الأولى1.3.1. .: ال ات ر ال از م ر ی   ال

 مثال

O x

y

2y 

F
(4, 2)
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افئ    ع م عادلة ق غة العامة ل ل ع ال
ة  ق 0ذروته ال 0( , )V x y  از ه ی ا ر ت وم

ع  ق الق ان م ّا  . ل ات ر ال واقعاً على  Fم
ر ا  م ق ه اثّي ال ا أنّ إح ا اس ال

0 0( , )x y p  0حp  ن معادلة ئ ت ، وع
ل ل 0yال y p  الي ل ال ا في ال  .:  

0p(في حالة  .(  
لة  افئ في ال ع ال معادلة الق , ,V i j

   2هي 4X pY  قاً. ول اه سا اداً إلى ما رأی اس
لة  قال م ال دسات الان , ,V i j

   لة إلى ال , ,O i j
  هي  

0x x X     0وy y Y   
ن معادلة الق ه ت لة وعل ع في ال , ,O i j

   هي  
2

0 0( ) 4 ( )x x p y y    
افئ ال ذروته ع  ع ال عادلة الق اسّة ل غة ال 0إذن ال 0( , )x y  ه ال ال ا ر ت وم

ه  0xمعادل x  2هي
0 0( ) 4 ( )x x p y y  ان 0p . فإذا    حاً م الأعلى ع مف ان الق

ان  ة) وذا  ج ات ال 0p(أو م جهة ال   ات حاً م الأسفل (أو م جهة ال ع مف ان الق
ة). ال   ال
ة2.3.1. ان الة ال اصل.: ال ر الف از م ر ی   ال
ب م افئ ال ذروته ع أسل ع ال عادلة الق اسّة ل غة ال ه أنّ ال قة ن ا الة ال اثل لل

0 0( , )x y  ه ه ال ال معادل ا ر ت 0yوم y هي  
2

0 0( ) 4 ( )y y p x x   

ان  0pفإذا    ًحا ع مف ان  ان الق ة) وذا  ج اصل ال 0pم ال (أو م جهة الف   ان
ة). ال اصل ال ار (أو م جهة الف حاً م ال ع مف   الق

أ  افئ ذروته ل في ال ع م اسّة لق عادلة ال   ال
اثّات ذروته  افئ إح ع م ة ه ق عادلات الآت ل م ال اني ل 0إنّ ال ال 0( , )x y اص قّ ال ، و

ه : ا ر ت له وم قه ودل ل م ها ح ار إل   ال
  2

0 0( ) 4 ( )x x p y y   ق 0، ال 0( , )F x y p  ل ل 0yومعادلة ال y p  ر ، وم
ه  ا ه ال ال معادل 0xال x.  

  2
0 0( ) 4 ( )y y p x x   ق 0، ال 0( , )F x p y  ل ل 0xومعادلة ال x p  ر ، وم

ه  ا ه ال ال معادل 0yال y.  

x

y

0 0
( , )F x y p

0
: py y  

0 0
( , )V x y

O

X

Y
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ه    افئ ال معادل ع ال ل الق ق ودل 2ع ذروة وم 2 8 25 0y y x    .ه   وارس

ل   ال
ل  ال عادلة  ة ال ا أ  2ن 2 8 25y y x   ف الأ إلى ّ ال ّ ن ، ثُ

إضافة  امل  ّع  ف ل 1م   إلى ال
2 2 1 8 24 8( 3)y y x x       

اً    وأخ
2( 1) 4(2)( 3)y x    

اسّة غة ال ال عادلة  ه ال   فإذا قارنّا ه
2

0 0( ) 4 ( )y y p x x    
ا أن 0                       اس 3x   0و 1y    2وp   

افئ هي  ع ال روة الق ,3)ف 1)V  قه ,5)، وم 1)F   له 1xومعادلة دل  ح م جهة . وه مف
ة لأنّ  ج اصل ال 0pالف  او ي  ئ قي ال ه ال ل وت 8. أمّا  4 | |p ان ق ا ال فاه ه ، و

,5)، و(5,3) 5).  

  
قه  افئ ال م ع ال )اك معادلة الق 4,1)F   له 5yومعادلة دل .  

ل   ال
غة  ع معادلة م ال اصل إذن للق ر الف از م ل ی ل 0ال 0

2 4 (( ) )x x p y y  روة تقع في . ال
روة  اثّات ال ل إذن إح ل ق وال افة ب ال ف ال )م 4,3)  0أ 4x   0و 3y   أماp 

غة  0ف م ال Fy p y  ح)Fy  ق) ل ت ال 2pه ت   ع . ومعادلة الق
ب هي  ل افئ ال   ال

2( ( 4) ( 3) 8 )x y     
غة : أخ ال ي  إصلاحها ل   ال

2 8 8 8 0x x y      أو
2

1
8

x
y x     

 

رّ      بت

 مثال

 مثال

x

y

FV

0
1 2 3 4 5 6

1

3

3

1

5
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   قه ه، وم ا ر ت ع، وم ل حالة ذروة الق ة، عّ في  اف ع م ة لق اس ا یلي معادلات 
ه. ه، وارس له وجهة ف  ومعادلة دل

       
     

   

2 2

2 2

2

3 4 2 3 4 1

1 3 1 1 2

2 3 1

x y y x

y x y x

x y

     

     

   

 

 



 

   قه افئ ال م ع ال له  F(2,5)اك معادلة الق 1yومعادلة دل  .  
  افئ ال ذروته ع ال ات V(2,1)اك معادلة الق ر ال از م ه ی ا ر ت و  Oy، وم

ة  ق ال 5, 1.ه   ، وارس
   افئ ال ذروته ع ال )اك معادلة الق 2, 2)V    له 3yومعادلة دل  .  
   قه ومعادلة ه، وم ا ر ت ع، وم ل حالة ذروة الق ة، عّ في  اف ع م ا یلي معادلات لق

له وجه ه.دل ه، وارس  ة ف
2 2

2 2

2 8 10 0 4 4 16 0

3 8 12 4 6 3 5 0

x y x y y x

x y x y y x

       
      

 

 
  

 از ه ی ا ر ت افئ م ع م ات عّ معادلة ق ر ال : Oyم قا ال و  M(3,0)1و 
2 ( 5,0)M   0)3و, 5)M ع ّ له. . ثُ قه ومعادلة دل   م

  از ه ی ا ر ت افئ م ع م اصل عّ معادلة ق ر الف :  Oxم قا ال ,2)1و  1)M  
2و (1, 1)M  3و( 1,2)M قه ومعادلة دل ّ ع م   له.. ثُ

ه4.2. ة م افئ في نق ع م اس لق اص ال   خ

  تعريف 

اً، ول  ل  اف عاً م ل إنّ ال Mق ع. نق ا الق ة م ه ع  dنق  في ّ الق
Mع  إنّه أو اس للق ان :.Mفي  م قّ ال   إذا ت
  الd .ع ا الق ر ت از م   لا ی
 ة ق ع  Mال ة ب الق ة ال ح ة ال ق   .dوال  هي ال

  تعريف 
اس ال  ة ال افئ في نق ع مُ اس لق د على ال ّي ال الع ع ن ا على الق ال

افئ ة. ال ق ه ال   ع ه

ه الفق  ه في ه افئ.ن ع مُ اسات لق ف بها ال ة تّ سّة مه   ة خاصة ه
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ل د مبرهنة   هان( تق    )ون ذ ال
اً  اف عاً مُ أمّل ق له ال  ن قه  دل ه  Fوم ا ر ت ة م  M. ل Vتهوذرو  وم نق

افئ  ع ال لفة ع ذروته.  الق   م
 اس افئ   dإنّ ال ع ال ع  Mفي  للق ة  ق ة  Nفي نق Mهي ن ق القائ  ال

ة  على  ق روة  Mلل ة إلى ال ع الVال اس للق د  افئ . أما ال ع فه الع في ذروة الق
ا ر ال   .Vفي على م

  اس افئ  dإن ال ع ال ع  Mفي  للق ة  ق ع ع  Nفي نق ع وت تقع خارج الق
قه  ق ع  Fم او ُع ال افة ت FM، أ Mم FN.  

  
  

  
افئ  ع ال ه :  ل الق 2ال معادل 4 8 20 0y y x   .  

 اك معادلة .ة اس غة ال  ال
ا ا ا له اس وال ي ال ها أوج معادل ت ي ت ة ال ق ع في ال 0yلق   ه م

ه. ل نف ع على ال ا مع الق ه  وارس
ل   ال
  افئ ع تُ امل ن أنّ معادلة الق ّع  ام إلى م )2الإت 2) 8( 2)y x   .

اسي  ل ال قارنة مع ال ال 0و 0
2 4 (( ) )y y p x x   ع ج أنّ ذروة الق ن

ة  ق ,2)هي ال 2)V ة ق قه ه ال ,4)، وم 2)F  ر از م ه ی ا ر ت وم
ه  اصل ومعادل 2yالف  ه ات ال معادل ر ال له م على م ، ودل

0x .  
  ها ت ي ت ة ال ق 0yإنّ فاصلة ال   ع هي 5م الق

2x  ع اس للق ع ال غ ب  . إذن ن
ة  ق ال ار  ال 5

2 ,0M: ق ع    . س

 مثال

F
M

V



N



M 

d



F
M

V



N



d



x

y

F

M

0

1

2 4

2

1

5

4



1

3
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قة الأولى M: ل  ال   ة ق ق القائ لل اضح أنّ  Mال . م ال ا ر ال على م
اثّي Mإح   ا ه 5

2 , ان 2 1. وذا  1( , )N x y  ة Mن  ة إلى ال ,2)روة ال 2)V  ان
3

1 2x   1و 2y  ق ال  ّ اس، نعل أنّه  سّة لل اصة اله اداً إلى ال   . واس
 5

2 ,0M   و 3
2 , 2N  

اس في  عادلة ال هي Mف
5 3 5
2 2 2

0 2 0
2

y

x

 
  

 
  

2أ  5y x  .  
او  ی  عام لَيْ م م اء م ّ أنّ ج ة، إذ ن ا عّ ب ، ف ا ل 1أمّا معادلة ال ، إذن م

ع في  ا على الق 1او  Mال

2
ة   ق ال وه   5

2 ,0Mه عادل   ، ف
1 5 5

2 2 2 4

x
y x     

 
  

ة ان قة ال ة  ال ق ال ب   ل اس ال ان ال ّا  ل  M: ل ه م ال ان معادل
 5

2y m x   0حm ع ك  m ، ول ل ال ال ع  ا ال مع الق ع ه رس تقا ن
ه  اً  اً واح ع ت ح ا. ولأنّ معادلة الق ه لة معادل م معادلة ال ثُ  x، ن xل

ع ل ض في معادلة الق  نع

2 5 8
4 8

2
y y x y

m
     
 

  

ه   وم
8

4 0y y
m

    
 

  

قاً أن  1نعل م 0y   ّعادلة (لأن ه ال ن حلاً له ع) أمّا  Mس ل م ال والق تقع على 
او  اني  لّ ال 2ال

8
4y

m
  ج اس ی ن ، ول في حالة ال ّ  أن  ، وم ثَ حلٌ واحٌ

2 1y y  8أ
4 0

m
   ه 2mوم  .ة ل اس ال داً على معادلة ال ل م   . ون

  
ه : افئ ال معادل ع ال 21ل الق

4
2

y x x   ع ال . أوج ا الق اس له  معادلة ال

له 1mم  . 
ل   ال

 مثال
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له  ل  1إنّ معادلة أ م م yهي م ال x h    اً ه تع ا فعل ب ه ل  h، ال
ع اساً للق ا ال م عل ه ي ت ا ال ة (لأن ه ة واح ق افئ ب ع ال ع مع الق قا افئ أن ی ا ُ . وه

ع). ا الق ر ت از م   ال لا ی
عادل لة ال ة ل ل ال ل ع ن ع ال قا اد نقا ال   لإ

21
4

2
y x x

y x h

    

   

  

ة  ع  عادل yب ة في ال ان عادلة ال   ة الأولى نم ال
21

4
2

x x x h       

افئ ه تُ   وه
2( 2) 4 2x h     

ة: الات الآت اق ال   ن
2hفي حالة    :  ع ال قا ه  hdلا ی yال معادل x h    .ع   مع الق

ما  2hع  ، ة ة واح ق ة  ك معه ب ق ه ال ن فاصلة ه 2xوت   ها ت 4yوت   .  
2hأمّا في حالة     كhd .ًعا ن قا ئ  ق وع ع ب    مع الق

ل  اس ال 2yب هي ومعادلة ال x   ة ق ع ع ال ,2)، وه  الق 4).  

رّب     ت

ه:  1 ع ال معادل ل الق ق ودل   أوج م

   

2 2

22

1

4

2 2 8 1

y x y x

x y x y

 

   

 

 

  

افِئ ال ذروته 2 ُ ع ال أوج معادلة الق 3, 5oM  قه وم 3, 3F  :ه ّ ارس   ثُ
افِئ 3 ُ ع ال ه: sل الق 2ال معادل 4y x x   

 ر ع عّ م قه ومالق ه، ذروته، م ه.، وس ّ ارس له ثُ   عادلة دل
 ها ي فاصل ة ال ا في الّق اس وال 2xأوج معادلة ال  .  

افِئ  4 ُ ع ال ه: sل الق 2ال معادل 12 2 25 0y x y     
 .ه ّ ارس له ثُ قه ومعادلة دل ه، ذروته، م ع،  وس ر الق   أوج م
 ها ت ه ت ة م اس في نّق 2yأوج معادلة ال  .  
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ع     (Ellipse) الّاق الق
: علّ ف ت   س

1(  . ع الّاق  تع الق
ع ال  )2 .رس الق  ّاق  م
3(  . ع الّاق اص الق  خ
4(  . ع ناق لة لق عادلة ال   ال

ل  ه الأرض في دورانها ح س ار ال ت ة، ونّ ال غ ة م ل دائ ي) على ش ل ي ب (إهل ع الّاق ه م الق
ل ن اذبّة ح أث ال ّك ب ي ت اوّة ال ام ال ع الأج . وه حال ج عٌ ناق ان ال ق ا ه أح ق . ه  ض

. ل   ك

  
   تعريف   

ها ع نق ثاب ل م ع  ع  ي م عة نقا ال الّ ع الّاق ه م Fو Fالق   في ال
اً.  اراً ثاب   او مق

ّي Fو Fن  ع الّاق قي الق اقم ع ال م للق   .  .  ون

: ع الّاق   م   رس الق

ال  ع اس اب وذل  ّ ق الّع ال ع ناق  ع رس ق ن
، وقل رصاص،  ا ، وخ غ قابل للام ار  صغ م

د الّقح ء ن اد ذ ب  F وF  رق عة م ال على ق
ار ع ّ ال ، ثّ ن قّ Fو Fال   في ال ، ون 

أس قل ال ّ ال ب ها ن ع  ، ّ ار ال ّصاص الّ ال
ل ّ ا في ال قّ (ك رق ال عة ال لام ق 1  ّاور) ، ث ال

س  املة ف وداً) دورة  قاء ال م ة (مع إ ا وء وع ّك القل به ن
د. ع الّاق ال ل الق   ب

الشمس

الأرض

القمر

FF 

P

ل ّ ال 1 
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لفة ال م أش ة و ع ناق ة ق عة ال عّ ف ق س ب    أن ن
ق  افة ب ال Fو Fع  تغ ال افة FF. فإذا زادت ال  ،  

ل ا في ال  ، ع الّاق أض ه الق ها  لاً م ل ال أك قل ان  و 1  ، اب ّ   ال

ع الّاق في ح أنّ تق عل الق ل ال  افة وجعلها أقلّ  م     ال

ل ّ ا في ال ة  ائ ل الّ ب أك فأك م ش ق م  س ال 2 .اور   ال

ن  ما  Fوع F  .ة ل على دائ   ن

: ع الّاق ا الق را ت   م
قاه  ل   اق ال م ع ال Fو Fالق  إنّ ال .  ق ال ار  Fو Fال   ا ر ت م

ع الّاق ّى  ، للق قيو ر ال يأو  ال ئ ر ال ن ال ال ل  عة . و ر الق ، م
ة  ]ال ]FF ع الّاق ا للق ر ت اً م ّى  ، ه أ قي ، و ر اللام ر الّان  أوال   . ال

ج م ة  ی عة ال ف الق ]ذل أنّ م ]FF  ولO ع الّاق ا للق ع م ت ة تقا ، لأنّها نق
ا  ر الّ ل و م ا في ال 3 ّى ع. O، وت   م الق

  

  

  

  

    

: ع ناق لة لق عادلة ال   ال

ع الّاق قاه  ل الق ّ م Fو Fال  اثّة في ال لة إح أمّل ج   ، ن

ؤها  ر Oم اصل م على ال ر الف ع، وم   م على م الق

ض أنّ   ع، نف قي للق )ال ,0)F c 0حc  ن ) ، ف ,0)F c    

ق هي: افة ب ال ن ال 2FF وت c ا في ل ك ّ ال 4   

ّى  قيوت ع ال   .ال

ق ع ع ال ة م الق ع أ نق ع  ض أنّ م Fو Fونف   2اوa ة ان الّق ئٍ أّاً  . ع
( , )P x y  2انPF PF a   افة ب نق ت العلاقة ر ال اداً على دس ) ، واع (تع

الآتي: قة  ا ّ   ال

F

ل ّ ال 2 

F 

P

ل ّ  ③ال

  

  F F  O




x

y

( , 0)F c

( , )P x y

O( , 0) F c

ل ّ  ال

  

( , )P x y

FF  O

ل ّ  ال



y

x
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2 2 2 2( ) ( 0) ( ) ( 0) 2x c y x c y a         

2  أو                                     2 2 2( ) 2 ( )x c y a x c y       

                 : ف ن ّ ع ال ب 2
2 2 2 2( ) 2 ( )x c y a x c y       

            : 2الّ ن 2 2 2 2 2 2 22 . 4 2(2 ) ( ) ( )x x c c y a a x c y x c y           

ه:                 2 وم 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 ( ) 2x cx c y a a x c y x cx c y            

                         : الإصلاح ن 2و 2 24 ( ) 4 4a x c y a cx     

د ف على الع ّ ّ ال :             4نق 2ف 2 2( )a x c y a cx     

                            : ف ّ ّع ال ن   22 2 2 2( )a x c y a cx     

                               : 2  الّ ن 2 2 2 4 2 2 2( 2 ) 2a x cx c y a cxa c x       

ه:                                    2وم 2 2 2 2 2 2 4 2 2 22 2a x cxa c a a y a cxa c x       

                                   : 2                 أ 2 2 2 2 2 4 2 2a x c x a y a c a     

ه:                                                2 وم 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )a c x a y a a c     

ف على  ّ ّ ال نق
2 2 2( )a a c                     : ف

2 2

2 2 2
* 1

( )

x y

a a c
 


  

ا:  ی لّ ل ات ال اج PFول  م PF FF   2أ 2a c ه 0aوم c   الّالي 2و 2a c  

2أ  2 0a c   عّف 2، ل 2 2b a c   ضها في :   *ونعّ ف
2 2

2 2
1

x y

a b
   ة غة الأخ ّ ّى ال وت

ع ناق لة لق عادلة ال أ و  ال ه في ال اصل وم ر الف قاه على م 0a، م c   ،0a b  
2و 2 2a b c .  

: ع الّاق   ذُرا الق

ة م لّ نق ع الّاق هي  ّروة في الق ا له.ال ر ت ع وم   ة ب الق

اصل  ر الف اقعة على م ُّرا ال اف Oxال 0yت   : ع ف لة للق عادلة ال نعّض في ال
2

2
1

x

a
  : 2أ 2x a عادلة هي ه ال ل ه xوحل a أوx a   : ّروت اف ال ا ی وه

( ,0) , ( ,0)A a A a   

ة عة ال ل الق نلاح أنّ  AA   :   .2aاو
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B 

FF A  AO
1 x

y

B

ات  ر الّ اقعة على م ُّرا ال اف Oyال 0xت   : ع ف لة للق عادلة ال نعّض في ال
2

2
1

y

b
  : 2أ 2y b عادلة هي ه ال ل ه yوحل b أوy b   : ّروت اف ال ا ی وه

(0, ) , (0, )B b B b   

ة عة ال ل الق نلاح أنّ  BB   :   .2bاو

ا أنّ  aو b 2ن أن 2a b أ AA BB   

ة  عة ال ّى الق ت AA   ّعالق ال ) للق ي (أو الق ال   .ئ

ة  عة ال ّى الق ت BB  (ع غ للق ّ ع (أو الق ال   .الق الّان للق

  

  
ه ع ناق معادل 2ق 29 25 225x y  ه ، ع م

ه.   وذراه وارس

  

د ها على الع ف  ّ أن نق لة  غة ال ّ عادلة إلى ال دّ ال :  225ن ف
2 29 25

1
225 225

x y
   

 : قة ف ا ّ عادلة ال ر في ال ل ال ن
2 2

1
25 9

x y
  ل ّ وهي م ال

2 2

2 2
1

x y

a b
  :   ح

2 225 , 9a b   :ه 5وم , 3a b   

ّروتان:  ا ال فا الق ال ه الّالي  (5,0)و , ( 5,0)A A    و
ا الّروتان:  غ ه (0,3)فا الق ال , (0, 3)B B  .  

ا أنّ:  2و 2 2c a b   ّ2ن أن 25 9 16c    ،
4cذن:إ :ا ع ه قا الق   ، وم

(4,0) , ( 4,0)F F   :ل الآتي ّ   ا في ال

  
قاه ع الّق ع ناق م (2,0)ق , ( 2,0)F F   : ق )، وله ذروتان ع ال 4,0)  ه . أوج معادل

ه.وا   رس

  

 الحل

 مثال

 مثال

x

y

( , 0)F cO( , 0) F c

( , 0)A a( , 0) A a

(0, )B b

(0, ) B b
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ا : ق ه (2,0)ا أنّ ال , ( 2,0)F F    :ّ2فإنc  : ّروت ع ا أنّ ال )، و 4,0) 4فإنa .  

ا ی 2ول 2 2b a c   :ه 2وم 16 4 12b     :ل ّ ع م ال ومعادلة الق
2 2

2 2
1

x y

a b
  :   أ

2 2

1
16 12

x y
  .دة ع ال   هي معادلة الق

: س   ال

  

  

  

  

  

: ات ر الّ قي ی على م ره ال ّ م ع الّاق ال   الق

اً  عاً ناق أمّل ق ّ م ن Fو Fقاه ال  اثّة في ال لة إح أمّل ج   ، ن

ؤها  ر Oم ات م على ال ر الّ ع، وم   م على م الق

ا الّروتان  فا الق ال ه ن  الة  ه ال ع، في ه قي للق   ال

 (0, )B b0)و, )B b ا غ ه ّ فا الق ال )، أمّا  ,0)A a و( ,0)A a ،  

قاه ,0)وم )F c  ،(0, )F c  0حc .  

الة أنّ  ه ال ن في ه bو a 2و 2 2b a c   

ع الّاق لة للق عادلة ال اد ال : ولإ   ن

ان )أّاً  , )P x y   ّ قّ ال افئ ت ا  2PFفإنّ ه PF b   

: افة ب نق ن ر ال   و دس
2 2 2 2( 0) ( ) ( 0) ( ) 2x y c x y c b         

غة: ّ قة على ال ا ّ الة ال ا في ال ل    ح ن

 الحل

3)(0, 2B  

FF A  A

3)(0, 2B

O
1 x

y

  

x

F

F 

B 

B

y

A  AO

( , )P x y
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2 2

2 2
1

x y

a b
  حb a  ه ع ناق م لة لق غة ال ّ قي م  O(0,0)، وهي ال ره ال ، وم

اور. ل ال ّ ا في ال ات  ر الّ   على م

هان ) مبرهنة    ل دون ذ ال    ( تق

ه ال ف ق ع الّاق ال ن احة الق غ aم ّ ه ال ف ق   bون
العلاقة:   ى  Sتع a b    

  
ه:  ع ناق معادل 2ق 29 4 36x y ه ه وارس ه. . عّ ذراه وم اح   واح م

  

د ها على الع ف  ّ أن نق لة  غة ال ّ عادلة إلى ال دّ ال :  36ن ف
2 2

1
4 9

x y
   

ن:  2و 4a  ه 2aوم    

        2 9b  ه 3bوم    ه اح 6Sوم .  

ان: ا الّق ي ه ان للق الّئ افق ع ال ,0)وB(0,3) ذروتا الق 3)B  ان لل افق ق الّان ، أمّا ذروتاه ال
ا )و A(2,0)ه 2,0)A الة ه ال ن في ه 2، و 2 2c b a  2أ 9 4 5c    ه 5cوم   

قاه ,0)وم 5)F  ،(0, 5)F  .  

  

: س   ال

  

  

  

رّب      ت

 ع  لأرعة ا یلي معادلات مةق س ة م اداً ، ناق ل اع ه مع الّعل عادل م  س ع ناق م ل ق ن  أق
ّرا: قي وال ر ال   على ال

2 2 2
2 2 2 2 21 1 4 4 16 25 400

16 4 9

x y y
x x y x y            

  الحل

 مثال

1
O

x

y

F

F 

A  A

B

B 
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  ، ق : ال لاًّ م اف أوج  ع الّاق ال ، ثّ ارس الق غ ّ ل الق ال  ، ل الق ال ّرا،  ال

أتي: ّا  لّ حالة م  ل
2 2 2 2 2 2 2 24 25 100 9 4 36 9 4 1 4 1x y x y x y x y            

  ع معادلة الأوج ىق ع له ال اداً على ش أتي: الّاق اع ّا  لّ حالة م  في 
  
  
  
  
  
  

  

1 1

2

2

O
x

y

 1

4 4

2

2

O
x

y

 2

1 1

3

3

O
x

y

 4

4

4

55
O

x

y

 3

 3

O

(0, 2)F

2 x

y
y

(3, 0)F
O4 4

x

 2

1 2

( 1, 2)

O
x

y

 1
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ع   (Hyperbola) اّئال الق
عادلة  ابهان في الّع وفي ال ا ی ّه ل ل ّ لّاً في ال لافاً  لفان اخ ع الّائ  ع الّاق والق رغ أنّ  الق

ق  ل ف ع ، ن ع الّاق ق في تع الق ة ع ال ق ی ل ع ع ال لاً م م اء، ح أنّه ب س وال
ع الّا ق في تع الق ی ع ال ع ل إشارة ال عادلة ن اً في ال ، وأ . –ئ ا س   بـ + 

 تعريف   

ع  ي الّائالق عة نقا ال الّ لقة ه م ة ال ق  ال ها ع نق ثاب لف ل م Fو Fع   
اً.  اراً ثاب او مق   في ال 

ّي Fو Fن  ع ال قي الق اقّائم ع ال م للق   . .  ون

ع ا اّئرس الق : ل     م

ع   اب وذل  زائرس ق ّ الق الّع ال ع   :اس
الآتي: ة، وقل رصاص  ، م ، خ ار صغ   م

قّ ع الّقن ا رق ال عة م ال ار على ق Fو Fل .  
ئّاً ع ة ج في ال Fث نعلّ أح  ة ن ال   ،  ت

ل وران ح Fقابلة لل  .اور ل ال ّ   ا في ال
ة، ثّ  ل ال ن أق م  عة م ال  ت ّ ق   نق

ف ال ّ في ال إلى ال ّ أح  ار ع Aون ف الآخ إلى ال ة وال قل Fلل فع ال  ، ثّ ن
ة وداً ع الّق ح م ة ل لPالّصاص إلى ال ة ح وّر ال وداً ون اف على ال م F، ن  

قاه ع زائ م ء م ق ا ال الّ رُس ه ج ، وه قّ رق ال ّاً على ال س رأسُ القل خ Fو Fف .  
اء أخ م الق ل رس أج ور ح ة ت عل ال   .Fع الّائ 

ة اء الّق أتي: Pونعلّل ان ا  ع الّائ    إلى الق
Fو Fإنّ الّق  نا ع، فإذا رم ران في تع الق قان ال ا ال ة أ rه ل ال  إلى 

r F A نا ، أ sورم ل ال sإلى  FP PA  اف ق ب ال نا أنّ الف Fوج PوFP:   قّ
F P FP F P PA FP PA       

اب                               ّ ل ال ّ rو ال s   
ل ة ح ّك ال ما ت اً ع قى ثاب ق ی ا الف Fوه .  

  
ا في ع ا الّ :الق   لّائ

ع الّائ قاه ل الق Fو Fالّ م .  
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ق Lإنّ ال ال ار  Fو Fال   ى ة م ا ع م ع نقا الق ع الّائ (لأنّ ج ا للق ر ت ه م
ة إلى الّ ى    ).Lم

ّى ر الأساسيّ. Lو قي أو ال ر ال   ال
اً  Lال أ  ة عة ال ر الق م FF   ر   ه م

قي ر اللام ّى ال ع الّائ و ا آخ للق . ت ر الّان   أو ال
ج م ذل أنّ  ا ی ر الّ ع م ة تقا Lو Lنق  ولO  

ف م FF .اور ل ال ّ ا في ال  ، ع الّائ ا للق   هي م ت
ة عة ال ل الق ّى  FF  ع ا هال مّ قي ون   :ل

                 2 : 0FF c c    
اسّة) لة (ال عادلة ال ع  ال :لق   زائ

ع الّائ قاه ل الق Fو Fالّ م ؤه اثّة م لة إح ع ج عّ في م الق م على  Oا. ول
ض أنّ  ع. نف ا الق قي له ر ال اصل م على ال ر الف ع، وم ا الق )م ت ,0)F c  ن ف

( ,0)F c  .اور ل ال ّ ا في ال  ،  
ة ان الّق )أّاً  , )P x y  ع ئ ن م الق ع

   
: ع الّائ    تع الق

                2PF PF a   
لّ  ات ال اج PFFو م  :ا ی   ل

FF PF PF   : 2 أ 2c a:ها  وم
c a.  

ا ر ال اداً على دس :واع   فة ب نق ن
2 2 2 2( ) ( 0) ( ) ( 0) 2x c y x c y a         

2أو  2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a       
: اواة ن في ال ع    و

2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 4 ( ) 4x c y x c y a x c y a          
ل إلى: اس والإصلاح ن ع ف الأق   و

2 2

2 2
1

x y

a b
   

، ح  ع زائ اسّة) لق لة (ال عادلة ال ّى ال 2وت 2 2a b c  0و ,b c a   ر قاه على م وم
أ ه في ال ا اصل وم ت   .Oالف
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ع ا ع تقا الّائلق
2 2

2 2
: 1

x y

a b
  :اثّة اور الإح   مع ال

- : اف اصل ی ر الف ع مع م 0y الّقا  نعّض ،: ع ف  في معادلة الق
2

2
1

x

a
ه 2وم 2x a 

x وحلها: aأوx a ع ي الّقا ل على نق ل ن )، و ,0) , ( ,0)A a A a  ان ذروتا الل تُ
عة ال ّي الق ا ون  . ع الّائ ةالق AA لها ع و ي للق 2AAالق الّئ a . 

- : اف ات ی ر الّ ع مع م 0x الّقا : ع ف  ، نعّض في معادلة الق
2

2
1

y

b
 ه 2وم 2y b  

ور عادلة ج ه ال . ول له ات ر الّ ع مع م قا الة لا ی ه ال ع الّائ في ه ّة، فالق  ح
ل ف ع م ارة ع ف 1وه  2,  : 1 أ 1     

ما 1Pوع   2نPF PF a    
ما 2Qوع   2نQF QF a   

اور. ل ال ّ ا في ال   ك
  

قاران  ان ال ع ال :لق   زائ
ع الّائ  أمل معادلة الق ن

2 2

2 2
: 1

x y

a b
   

لالة yن :  xب 2ف 2b
y x a

a
    : ح   , ,x a a     

أو                       
2

2
1

b a
y x

a x
    

ح ما ت ار xوع ق ة فإنّ ال فا ة 
2

2

a

x
، ون أنّ   ف ّ ب م ال ب م  yق bتق

y x
a

 

bأو
y x

a
   

لاًّ م ال ّي  1ن :
b

y x
a

  2و :
b

y x
a

    ًا اً مقار عل م ان في الّائ لق اع ا  ، وه

ع.   رس الق
ع رس ا ه:لق اداً على مقار اّئ اع   ال

ع ما یلي: ع نّ س الق   ل
 ّروت ّل ال )ن ,0) , ( ,0)A a A a ّل الّق اً ن ,0)، وأ ) , (0, )B b B b   ا ه ل عل والل ن

. افق ّروت ال اوزاً اس ال   ت
مان م  س ّان ال ان الأف د ال ّ ئٍ  B,ع B  م م س ل ال اق ّ A,مع ال ال A  

ه اس  ل عل لاً ُ ل ال م ع الّائ ال ل (للق ّ ا في ال  ،1 (.  
ا ل ه لي ق ال bنلاح أنّ م

a
 .  

  ل على ل ف د ق ال ّ 1ن 2,D D  قار ع الّاال ال ل (للق ّ ا في ال  .)2ئ 
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 ع س الق ه ومقاراً لـل ن 1مارّاً م ذروت 2,D D ) ل ّ  ) الّالي.3ا في ال
قي ع ال ف ال او ن افة ت ع م ع ع م الق ل ت ، لأنّ cنلاح أنّ رؤوس ال

2 2c a b   ارّة م ع وال ها م الق ي م ة ال ائ ل تقع على الّ ه رؤوس ال وم
ه F,م F  ) ل ّ ا في ال   ) الآتي:3ك

  
  
  
    
  
  
  
  

  )2الشكل (           )                                                    1الشكل (                
  
  
  
  
  
  
  
  

  )3الشكل (                                        

ع    ه  زائ ق 2معادل 29 16 144x y .ع ا الق ه وارس ه ي مقار ه، ومعادل                             . عّ ذراه، م

  
د عادلة على الع في ال  ّ ل على  144نق ف

2 2

1
16 9

x y
 اسّة غة ال ّ قارنة مع ال ال  ، و

2 2

2 2
1

x y

a b
   ّ2 ن أن 216 , 9a b  ه ، وم

4 , 3a b   ر ع م على م ر الق وم
اصل.   الف

ا  ع ه (4,0)ذروتا الق , ( 4,0)A A    ،
ا ان ه افق ّروتان ال (0,3)وال , (0, 3)B B   ـ  

ا أنّ  2و 2 2c a b  : 2 ن 16 9 25c    ه وم
5cفإنّ  .  

ا: ع ه قا الق (5,0) م , ( 5,0)F F  .  
قار ا ال 1معادل 2

3 3
: , :

4 4
y x y x    .  

قار ل على ال ه ف د ق ّ ع ون ل ال للق س ال ع ن س الق ع وحّى ن س الق   :ون

 مثال

  الحل
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ع الّائ ال تقع ذروتاه ع ) الّقجِْ معادلة الق 3,0) قاه ع قع م )و 4,0).  

غة:    ّ ع لها ال عادلة الق اصل، ف ر الف ع ه م قي للق ر ال  ال
2 2

2 2
1

x y

a b
 3ح , 4a c .  

2ونّ  2 2 16 9 7b c a      ع الّالي فإنّ معادلة الق و
هي

2 2

1
9 7

x y
 .  

ع ا :لق ات ر الّ قي م على م ره ال   الّائ ال م
ات  ر الّ اثّات على م أ الإح ه م ع الّائ ال م قا الق ان م إذا 

قاه:  ,0)كان م ) , (0, )F c F c   وذروتاه
,0)الّق ) , (0, )B b B b   

غة: ّ ع الّائ تأخ ال قة ن أنّ معادلة الق ا ّ الة ال ابهة لل قة م  و
2 2

2 2
1

y x

b a
 2ح 2a c b   

ا الة ه ه ال ان في ه افق )وذروتاه ال ,0) , ( ,0)A a A a .  
ل ال  س ال ع ن ا الق س ه ّروت وال ل ال ارّ  ع ال الأفقّ ال  الّاتج م تقا

ع  قار للق ل على ال ال ل ف د ق ال ّ ، ثّ ن افق ّروت ال ال ارّ  ل ال اق ّ ال
ا ه ی معادل 1والل 2: , :

b b
y x y x

a a


     ًع الّائ مارّا س الق ّروت، ثّ ن B,ال B   ًا اذ م

ل الآتي: ّ ا في ال ه  قار   ل

ع  ه  زائ ق 2معادل 24 4y x  ي ه، ومعادل . عّ ذراه، م
ع. ا الق ه وارس ه   مقار

د  عادلة على الع في ال  ّ ل على  4نق ف
2 2

1
4 1

y x
  قارنة ال ، و

اسّة غة ال ّ  مع ال
2 2

2 2
1

y x

b a
   ّ2 ن أن 21 , 4a b  ه 1، وم , 2a b  

ا ر الّ ع م على م ر الق .وم   ت
ا  ع ه (0,2)ذروتا الق , (0, 2)B B    ان افق ّروتان ال ، وال

ا (1,0)ه , ( 1,0)A A   ـ  
ا أنّ  2و 2 2c a b  : 2 ن 1 4 5c    ّه فإن 5cوم .  

ا: ع ه قا الق ,0) م 5) , (0, 5)F F  .  
قارمعاد ا ال 1ل 2: 2 , : 2y x y x    .  

  الحل

  الحل

 مثال

 مثال
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1xتابع المقـلوب  تذكر   
x

   

ال عَّ ال اع ال ,ف على اج 0ù é-¥û ë 0و,ù é+¥û ë  م ال ه  م إل   .*ال ن

  

ّي . ن ف ب غ معّف ع ال قل ع ال ن تا اب إلى  ول ال ان في ال ل اق ان ال   ال
انيَّ  َّ ال ع  ال ا ّل لل اً. fال عاً زائ   ق

أ    ن ال ان  ائ م ت Oفي مَعْلَ م ع ال ذل  ا للق
وم  ع قي غ ال د ال ان الع ا  ان xلأنّه مه ق ان ال  ،1( , )

x
M x 

)1و , )
x

M x¢ - ت م  - ال ا  اه ت -xو x، الل فاصل ا ، م
أ  ة إلى ال  .Oالِّ

  
 :ـــع انـــ معادلـــة الق 2إذا  2 2x y a   قـــار لـــة ال ة إلـــى ج ـــ الّ الـــ  ع الأول وال قـــع فـــي الـــّ فهـــ 
Y,:فإنّ  X  ًان معـا ان معاً أو سال ج ـه  م Xوم Y X Y  ـاق ـاو ال ائـ ال ـع ال ب  ومعادلـة الق ـ م

ه:    إلى مقار
2

2
...

a
XY  I  

ا أنّ:  2cو a  ّفإن
2

2

2

c
a  ع ال   ن أنّ:و

2

4

c
XY   

ـــه: وهـــي  قـــار ومعادل لـــة ال ـــع الأول ل ـــف الّ قـــي م ره ال ـــ ـــه، م ب إلـــى مقار ـــ ـــع زائـــ م معادلـــة ق
Y X  ر xوه م على ال x.  

 انـــ معادلـــ ـــع:إذا  2ة الق 2 2y x a   قـــار لـــة ال ة ل ـــ الّ ـــع  ع الّـــاني والّا قـــع فـــي الـــّ  فـــإنّ فهـــ 
Y,إشـــــــــــــــــارتي  X  ـــــــــــــــــان لف ن م ـــــــــــــــــ Xو Y X Y  ن معادلـــــــــــــــــة ـــــــــــــــــ ـــــــــــــــــعالف ة إلـــــــــــــــــى  ق ـــــــــــــــــ الّ

ه :مقار
2

2
...

a
XY   II  

 :أو  
2

4

c
XY    

ناقصٌ  المقلوببع  ال م لى ا [تماماً  , 0 ال المقلوببع ¥-] لى ا ناقصٌ تماماً  [م 0, [+¥

1
x

x


1-

X

Y

O 1

1

1-

1
x

x


1-

X

Y

O 1

1

1-



x-
X

Y

M

x

1/x

1/x-
M ¢
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قي ره ال Yومعادلة م X   ر yوه م على ال y.  
ل  ل نق ّ ل معادلة م ال 0Xأنّ  Y   .ه ب إلى مقار ع زائ م   هي معادلة ق

ة:  ملاح

ع.ل 1... قي مع معادلة الق ر ال عادلة ال ك ل ل ال ج ال ع ن   ع ذروتي الق
... ة ل 2 ائ قي مع معادلة ال ر ال عادلة ال ك ل ل ال ج ال ع ن قي الق ها م ع م ي م ال

ها  ف ق ع ون   . cالق
ال عة م الّق في :م ان م عل م ّث  ٍ م ام ,M x y   :4xy   

عة الّق .1 .ابّ أنّ م اق ّ او ال ع زائ م وضة هي ق ف   ال

اءه .2 , عّ وس ,a b c .قي ِ ره ال  وأوج معادلة مِ

ل م ذِ   .3 اثّي  ه .أوج إح ه ومِ  روت

ل:  ال

ل: )1 ــ ّ عادلــة مــ ال إنّ ال
2

.
2

a
x y  ــ اً إلــى مقار ــ اً م ــ عــاً زائ ــل ق ِّ یه الفهــي تُ x, عامــ x y y  

: اق ّ او ال ع م ه    فالق
2

4
2

a
    2ومنه 2a  2ئٍ  ع 2b a   2    و 4c a   

قي هي  ِ ر ال ِ yإنّ معادلة ال x  ّع  لأن عقع في  الق ال  الأوّل و الّ   ال
ك )3 ل ال ج ال روت ن اد ال ع لإ قي ومعادلة الق ر ال عادلة ال   .ل

...x y   
. 4 ...x y    

ض  : في  نع 2 ف 2
4

2

x
x

x


    

   

ض في  روتان: نع ن الِّ ف   '2, 2 , 2, 2A A    

ل ال ج ال ق ن اد ال قي كلإ ر ال عادلة ال x...ل y     

ة  ائ ومعادلة ال 2 2 16 3x y   

ض  :  في  نع 2ف 2 16x y   ه 2وم 8x    :2إمّا 2x   :2أو 2x    

ق     :انفال 
 
2 2,2 2

2 2, 2 2

F

F





   

  

  
  

ثابت  
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رّب      ت

 ع  لأرعة ا یلي معادلات مةق س ة م ر ، زائ اداً على ال ه اع عادل م  س ع زائ م ل ق ن  أق
ّرا: قي وال   ال

2 2
2 2 2 2 2 21 1 16 9 144 9 25 225

4 9

x x
y y y x x y             

  
   
  

  
 

  

 :أتي ّا  ل حالة م ه في  ، ثّ ارس ائ ع ال قي ومقاري الق : ذرا وم لاًّ م  أوج 
2 2 2 2 2 2 2 29 4 36 4 0 4 1 1x y x y x y x y             

  ع ائأوج معادلة الق أتي: ال ّا  لّ حالة م  في 
 ق ,0)هام 2)  0)ذروتاهو, 1). 
 ذروتاه( 1,0)ه.ومعادل 5yا مقار x . 
 ق )هام 3,0)  ة ق  .M(4,1)و م ال
 ق ,0)هام 1)  او و ي  ئ ه ال  .1ل ق

      .ع ق ] وارس الق ِ ُرا، ال قي، ال ِ ر ال ، ال ة: [ال ع الآت ل م الق  عّ ل

 2 2 2 2 2 24 1 , 9 4 9 , 5 5y x y x x y     
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ائل    ات وم   ت

أتي    ا  ة  ة ص ل إجا   إخ 
ات  هي  ① ر ال ا ه م ره ال ائ وال م ع ال   معادلة  الق

2 2 2 2 2 2 2 24 9 36 4 4 1 1y x x y x y x y              

ة ② ائ   هي.  معادلة  ال

2 2 2 2 2 2 2 29 9 36 4 4 1 1y x x y x y x y              

ات  هي  ③ ر ال ا ه م ره ال اق وال م ع ال   معادلة الق

2 2 2 2 2 2 2 24 36 4 4 1 9 1y x x y x y x y            

ة:    ع الآت لاً م الق   ج معادلة 

  وقطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل. (0,0)ومركزه  10و  6لة القطع الناقص الذي طولي قطريه جد معاد ①   
  .ه الرئيسي منطبق على محور التراتيبوقطر  (0,0)ومركزه  10و  6جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه  ②   
جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل وذروته    ③    6,0    20والبعد بين محرقيه.  
  المبدأ نقطة الأصل ومحرقه  جد معادلة القطع المكافئ الذي ذروته  ④     6,0.  

اف    اف أو غ م   م

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

6 12 36

1 1
1 1

2 8 2 8

2 2 36 36

4 4

y x y x

y x y x

y x y x

y x y x

= - + - =

+ = - =

- = - =

+ = + =

 

 

 

 

  

عادلات   ①   . ةع زائدو قط    ⑥و      ③و      ①ال
ان ② عادل    قصيه.تمثل قطوع           ⑧و      ⑦  ال
ان ③ عادل   دوائرتمثل     ⑧و      ⑦       ال
عادلة  ④    .التراتيب يوازي محور محوره مكافئتمثل معادلة لقطع      ②  ال

  ٍ ع الّاق في م ان اك معادلة الق عل م ب ل   إذا عل إنَّ  م
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ع       م الق 07 , 24 , 4, 2c b M  اصل ر الف از م قي ی ِ ر ال   ال
  

علّ ال معاً  علّ ال معاً ل علّ ال معاً ل     ل
أمـــل   انـــنـــ عل مـــ ـــ ثـــ  ّ ٍ مـــ ـــ   فـــي مـــ قا )اـــلـــ )1,2A  وـــ( )3,2B و  -

( )2, 1C - ب:- ل   ، وال

  قا ة. Cو  Bو  Aأث أنّ ال قامة واح  لا تقع على اس
  1جْ معادلة الd  ة عة ال ر الق ABéم ùê úë û ثّ معادلة ال ،

2d  ة عة ال ر الق ACéم ùê úë û. 
 ل ه لة معادل  ة ل ج ق ات ال اث ع  I جْ إح ة تقا و  1dنق

2d. 
  اح الُعIA ة ائ ج معادلة ال ؤوس ا G، ثّ اس ارة ب ل ال  .ABCل
  قا ة  Iو  Cو  Bو  Aمّل ال ائ   .Gثّ ارس ال

    

ة  ائ افـــــــــ الـــــــــ ل ال ـــــــــ أمـــــــــل فـــــــــي ال هـــــــــا  Gن ـــــــــي م ـــــــــُّ مـــــــــ  Iال ـــــــــي ت وال
ـــــــــــــ  ق ـــــــــــــ Bو  Aال ة  1d، وال ائ ـــــــــــــاس الـــــــــــــ ـــــــــــــة  Gم ق . Aفـــــــــــــي ال

. ن الأح الل ضح  ل ال ال اب  ألة ل ه ال ف في ه   نه
   ّل   ن ال
 اً س ان لل ة  ال ه جان ائ س م ال ة  وق ق اس في ال ء م ال ج

ة  عة ال    .والق
 .ة اش ائج م    اً ع ن
ا -1 اث قا اك إح  .Iو  Cو  Bو  Aت ال
)أث أنّ ال  -2 )IA  و( )IB  س ج أنّ الق ان، واس عام ة  ABم ائ  .Gرع ال
ة  -3 ائ ف ق ال ها.Gاح ن  ، ثّ اك معادل
ال  -4 د.BCو  ABو  OAاح الأ ل ال ج ال  ، ثّ اس
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   ّنحو الحل  

 .ة  فهم السؤال س م دائ ة وق ع م ارة ع ق  .لاح أنَّ ال ه 

.البحث عن طريق   

  عاعان ات أنّ ال ّاً  ACو  ABفي م أجل ذل إث ت خ   .غ م
  ل( ),M x y  ة م ال ن 1dنق ئٍ  2، ع 2MA MB=  

عادلة               ل على ال ال والإصلاح ن 1xو =-.  
ل أنّ معادلة  ال yهي  2dن  x= اني). 2d(أ أنّ ال  - ع ال ف ال ّ   ه م

  ه م معادلة ا عل ل ع ما ح لة، 2dفي معادلة  1dب ه ، و ع  ن ة تقا )هي  2dو  1dأنّ نق )1,1I -.  
  ن الُع ن ل على    IAب قان 5IA   ن ة = ق ا أنّ ال  .I  رّ ضلع ع م ة تقا نق

ل  ة ABCفي ال ق ة  I، فإنّ ال ائ ل  Gهي م ال ؤوس ال ارة ب ف لُّ ن IA، والُع ABCال
ة  ائ ة أنّ معادلة Gق ال ائ عادلة ال اسي ل ل ال اد على ال الاع ا س و ج م   G. ن

ة هُ بلغةٍ سل لَّ واك ِ ال   .أن

اد   له إ افِئ عل م ع مُ اس لق   معادلة ال
ــه:لــ  ــ معادل ــافِئ ال ُ ــع ال الق

21
4

2
y x x    أوجــ معادلــة ّ ــ لــه ثُ قــه ومعادلــة دل ، عــّ ذروتــه وم

له ع ال م ا الق اس له 1mال  .  
ل:  ال

   ّل   ن ال

  افئ  ت ع ال امل ن أنّ معادلة الق ّع  ام إلى م ل: الإت ّ   على ال

 2 7
1 2

2
x y

     
 

ره  ع   ة و م ا وجهة الف ه 0Mذروته  ال ل   واك معادلة دل

  ًة. ا اش ائج م لا ع ن ّ ات رس ال ع 1pوف ال   0

7
1,

2
M

  
 

  ، 1, 4F ، له: د ل

: 3y    
  لها. اً ع ي م ات ال مة ال 1m معادلة ح    :ل ّ yم ال mx d   

yأ أنّ:  x d    
: ع ن 2 نعّض في معادلة الق 4 8 2 0x x d     16ون ال 8 d     

اس:  0ش الّ   :ه 2dوم    
  

ة  هُ بلغةٍ سل لَّ واك ِ ال   .أن
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ة: ره ملاح د على م افئ في ذروته ع ع ال اس الق أنّ م ل   .نق

     
 وقطره الرئيسي منطبق على  (0,0)ومركزه  10و  6جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه

  محور الفواصل.
  
 10والبعد المحرقي  14وطوله جد معادلة القطع الناقص قطره الرئيسي منطبق على محور الفواصل 

  .(0,0)ومركزه 
  
 وطول قطره  (9,0)جد معادلة القطع الناقص قطره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروته

  .(0,0)ومركزه  20الكبير 
  

  

 2100جد معادلة القطع الناقص الذي مساحته cm  وذروتيه 5,0 .  

  
قص الذي محوره الرئيسي منطبق على محور التراتيب وذروتيه جد معادلة القطع النا  0, 5 والنسبة

بين طولي قطريه  
10

3
.  

 حوره الرئيسي منطبق على محور الفواصل.وم 16و  10جد معادلة القطع الناقص الذي طولي قطريه   
  
   جد قيم الوسيط    التي تجعل المعادلة 2 22 9 3 0x y    .هي معادلة قطع ناقص  

  

  
0)حوره المحرقي منطبق على محور التراتيب ذروته جد معادلة القطع الزائد م, ويمر بالنقطة  (7

( 2,3).  
والبعد المحرقي وطول القطرين الكبير والصغير. لذرا والمحرقين جدْ في كل حالة المحور الرئيسي وا  

2 2 2 2 2 216 25 400 9 16 144 1 3x y x y x y       ③  

جدْ في كل حالة المحور الرئيسي والذرا والمحرقين  والبعد المحرقي وطول القطرين الرئيسي  

  والثانوي.

 

2
2

2
2

2 2

2 2

25
25 0

9

3 6 10 0
16

25 16 400

9 9 0

y
x

y
x x

y x

y x

  

    

 

  

  

2التي تجعل المعادلة    جد قيم الوسيط    23
5 0

5
y x      

 
  هي معادلة قطع زائد. 

                        


