
  

 معادلة المستوي
 حالات كتابة معادلة المستوي

   ناظمه معلوم معادلة مستوي مار من نقطة معلومة و 
   ٌوازي شعاعٌن معلومٌن معادلة مستوي مار من نقطة معلومة و 
   ٌعامد مستوي معلوم معادلة مستوي مار من نقطتٌن معلومتٌن و 
   ٌٌن معلومٌن مستومعادلة مستوي مار من نقطة معلومة و ٌعامد 
  لة مستوي ٌمر بثلاث نقاط معلومة معاد 
  المستوي المحوري لقطعة مستقٌمة  معادلة 
   معادلة مستوي ٌوازي مستقٌمٌن 

   معادلة مستوي ناتج عن تقاطع مستقٌمٌن 

  معادلة مستوي مماس لكرة فً نقطة 

   بعض معادلات المستوي الخاصة 
 

 . ل حالةبالإضافة لتمرٌن مع حله لك

 رامز عنٌزان: إعداد 
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 حالات كتابة معادلة المستوي

 الصٌغة العامة لمعادلة المستوي :

             

 . لمستوي السابقالشعاع الناظم ل (     ) ⃗⃗ حٌث 

  

 : فً العلاقة التالٌة والناظم  (        ) النقطة  : نعوض احداثٌات حلطرٌقة ال

 (    )   (    )   (    )    

 شعاعاً  ((        ) ⃗⃗ وٌقبل  ((        √) المستوي المار بالنقطة  ةاكتب معادل:  مثال         

 ناظماً 

 : الحل

 (    )   (    )   (    )    

 (  √ )  (  )(  (  ))  (  )(   )    

 بالإصلاح ٌنتج المعادلة النهائٌة:

         √      

 الناظم. نفس: المستوٌات المتوازٌة تملك  ملاحظة

 المستوي موازٌاً  (     )  المار بالنقطة  اكتب معادلة للمستوي  : مثال 

               

 :  الحل

 (     ) وٌمر من النقطة   (      )  ⃗⃗  نفس الناظمبالتالً لهما  متوازٌٌنالمستوٌٌن 

 إذاً 

 (    )   (    )   (    )    

 (   )  (  )(   )  ( )(   )    

 :بالإصلاح ٌنتج المعادلة النهائٌة
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 طرٌقة الحل:

   الشعاعٌن غٌر مرتبطٌن خطٌاً نثبت أن 

  من خلال  (     ) ⃗⃗ نوجد الناظم{ ⃗⃗   ⃗⃗   
 ⃗⃗   ⃗⃗   

} 

 غٌر الصفر ةقٌمة اختٌارٌ أحد المجاهٌلعطاء فٌنتج لدٌنا معادلتٌن بثلاث مجاهٌل بإ 

 بالحل المشترك نحصل على الناظم

 ثم نتابع كما فً الحالة الاولى 

 (    )   (    )   (    )    

 : ممكن ان تأتً الحالة السابقة بأحد الشكلٌن الاتٌٌَن :ملاحظة

  م وٌعامد مستوي معلو    ٌمر من نقطتٌن معلومتٌن  - أ
 فٌكون عندها

 هما الشعاعٌن الموازٌان للمستوي المطلوب والنقطة    ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

 المعلومة إحدى النقطتٌن   
     وٌعامد مستوٌٌن معلومٌن   ٌمر من نقطة معلومة   - ب

 فٌكون عندها
  هما الشعاعٌن الموازٌان للمستوي المطلوب والنقطة   ⃗⃗    ⃗⃗  

 لمعلومةهً النقطة ا

 

 والموازي للشعاعٌٌن (       ) اكتب معادلة المستوي المار بالنقطة  : مثال 

  ⃗⃗            ⃗⃗  و  ⃗⃗             ⃗⃗  

 : الحل

 .لأن احدها لا ٌنتج عن الاخَر بضربه بعدد مرتبطان خطٌا غٌر  ⃗⃗    ⃗⃗ الشعاعان  

 عندها ٌحقق :للمستوي ماً شعاعً ناظ (     ) ⃗⃗ بفرض 

 ⃗⃗   ⃗⃗                     

 ⃗⃗   ⃗⃗                  

 بجمع المعادلتٌن تنتج المعادلة:
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 بالتعوٌض بالمعادلة الأولى :     عندها ٌكون      بإعطاء قٌمة

    ( )   (  )              

 (       ) والنقطة  (       ) ⃗⃗ ناظم إذاً ال

 ومنه معادلة المستوي تُعطى بالشكل :

 (    )   (    )   (    )    

  (  (  ))   (  (  ))  (  )(   )    

 بالإصلاح ٌنتج المعادلة النهائٌة:

            

 والعمودي على  (      )   (     ) ار بالنقطتٌن الم   اكتب معادلة المستوي : مثال

             المستوي 

 : الحل

 (       ) ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و بحساب  (     )  ⃗⃗ ولدٌنا    شعاعاً ناظماً للمستوي (     )  ⃗⃗ بفرض 

 عندها :

 , بالتالً:ا لا ٌنتج عن الاخَر بضربه بعدد لأن احدهم غٌر مرتبطان خطٌا   ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  الشعاعان 

 ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗                    

 ⃗⃗    ⃗⃗                

 بطرح المعادلة الثانٌة من الاولى تنتج المعادلة  :

              

 الثانٌة : بالتعوٌض بالمعادلة     عندها ٌكون      بإعطاء قٌمة

      ( )            

 (     ) والنقطة  (       )  ⃗⃗ إذاً الناظم 

 ومنه معادلة المستوي تُعطى بالشكل :

 (    )   (    )   (    )    

  (   )   (   )   (   )    
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 بالإصلاح ٌنتج المعادلة النهائٌة:

        

 والعمودي على المستوٌٌن  (      ) المستوي المار بالنقطة   اكتب معادلة  : مثال

             و              

   : الحل

 عندها : (      )  ⃗⃗ وأٌضاً  (     )  ⃗⃗ ولدٌنا   شعاعاً ناظماً للمستوي  (     )  ⃗⃗ بفرض 

 , بالتالً:لأن احدهما لا ٌنتج عن الاخَر بضربه بعدد  غٌر مرتبطان خطٌا   ⃗⃗     ⃗⃗ الشعاعان  

 ⃗⃗    ⃗⃗                    

 ⃗⃗    ⃗⃗                

 بطرح المعادلة الأولى من الثانٌة تنتج المعادلة  :

           
 

 
  

 بالتعوٌض بالمعادلة الثانٌة :    عندها ٌكون      عطاء قٌمةبإ

     ( )            

 (      ) والنقطة  (      )  ⃗⃗ إذاً الناظم 

 ومنه معادلة المستوي تُعطى بالشكل :

 (    )   (    )   (    )    

  (   )   (   )   (  (  ))    

 ٌنتج المعادلة النهائٌة:

               

 

 طرق الحل :

 :  الطرٌقة الأولى 

  نشكل شعاعً التوجٌه  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  انهما غٌر مرتبطان خطٌاً  ونثبت ⃗ 
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  من خلال  (     ) ⃗⃗ نوجد الناظم{
 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
} 

 غٌر ثلاث مجاهٌل بإعطاء أحد المجاهٌل قٌمة اختٌارٌة فٌنتج لدٌنا معادلتٌن ب

 بالحل المشترك نحصل على الناظمالصفر 

 ثم نتابع كما فً الحالة الاولى 

 (    )   (    )   (    )    

 فٌتحقق : (     ) ً  علماً أن حسب قانون الارتباط الخط:  الطرٌقة الثانٌة 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗
 

النقاط الثلاثة فً معادلة المستوي فٌنتج ثلاث معادلات بأربع نعوض :  الطرٌقة الثالثة 

نحصل على  ثمّ بالحل المشترك  عدا الصفرقٌمة اختٌارٌة  احدهابإعطاء  مجاهٌل

والاختصار عندها نحصل    ستوي بدلالة كتابة معادلة الم أو المجاهٌل الثلاثة الباقٌة

 على معادلة المستوي

 و  (      ) و  (     ) اكتب معادلة المستوي المار بالنقاط :  مثال (     ) 

 : الحل بالطرق الثلاثة

⃗⃗⃗⃗  و  (      ) ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  لدٌنا   ⃗(     ) 

الاخَر بضربه بعدد حقٌقً وبالتالً ٌعرفان  ا لا ٌنتج عناعٌن غٌر مرتبطان خطٌاً لأن أحدهوهما شع

 .(   )مستوي 

 : الأولى الطرٌقة

 عندها ٌحقق : (   )شعاعاً ناظماً على المستوي  (     ) ⃗⃗ بفرض 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗              

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗              

 : بتعوٌض المعادلة الأولى بالمعادلة الثانٌة

               

     عندها ٌكون      بإعطاء قٌمة

 (     ) والنقطة  (      ) ⃗⃗ إذاً الناظم 

 ومنه معادلة المستوي تُعطى بالشكل :
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 (    )   (    )   (    )    

 (   )   (   )  (  )(   )    

 ٌنتج المعادلة النهائٌة:

        

 : الثانٌة الطرٌقة

     نقطة من المستوي  (     ) بفرض 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ٌحققان  𝛃و  𝛂عددٌن حقٌقٌن  ٌوجدعندئذ   ⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 وبالتالً :

[
 

   
 

]   [
  
 
 

]   [
 
 
 
] 

 ومنه :

{

       ( )
      ( )

    ( )
 

 المطلوبة .    وهً معادلة المستوي         نجد  ( )من  ( )بطرح 

 : الثالثة الطرٌقة

 بالعلاقة :    تعطى معادلة المستوي 

               

 فٌها :      نعوض احداثٌات النقاط 

{
             ( )

         ( )

           ( )
 

    فنجد  ( )فً ( ) نعوض 

 ومنه :          فنجد  ( )فً      و     نعوض 
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 نجد المعادلة المطلوبة :    ولأن            نعوض فً )*( : 
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 الحل : ٌقةطر

   حٌث تكون منتصف   والنقطة هً    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  الناظم هو  

) احداثٌات المنتصف : 
     

 
 
     

 
 
     

 
 ونعود للحالة الاولى : (

 (    )   (    )   (    )    

 و (     ) حٌث [  ]اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة :  مثال (     )  

 : الحل

  [  ]نحسب احداثٌات منتصف القطعة المستقٌمة  

(
   

 
 
   

 
 
   

 
)  (     ) 

 .لمستوي اً لناظمشعاعاً  (     ) ⃗⃗ بفرض 

 .(      ) ⃗⃗  عندها حصلنا على ناظم المستوي (      ) ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  وبحساب 

 ومنه معادلة المستوي تُعطى بالشكل :

 (    )   (    )   (    )    

 (   )  (  )(   )   (   )    

 ٌنتج المعادلة النهائٌة:
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 :طرٌقة الحل 

  لمستقٌم الأولالوسٌطٌة ل معادلاتالمن   نوجد احداثٌات النقطة . 

 لمستقٌم الثانًالوسٌطٌة ل معادلاتالمن   احداثٌات النقطة  نوجد . 

  نشكل الشعاع  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
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  المستقٌمٌن لٌكن  احدنأخذ شعاع توجٌه ⃗⃗  

  من خلال  (     ) ⃗⃗ نوجد الناظم{  ⃗⃗   ⃗⃗   

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   
} 

  بالحل  ٌر الصفرغقٌمة اختٌارٌة  أحد المجاهٌلثلاث مجاهٌل بإعطاء بفٌنتج لدٌنا معادلتٌن

 المشترك نحصل على الناظم

 ثم نتابع كما فً الحالة الاولى 

 (    )   (    )   (    )    

 مثال : 

 وفق : ′𝑑و  𝑑لنعرف المستقٌمٌن 

𝒅   
𝒙  𝟐𝒕 𝟏
𝒚  𝒕 𝟐
𝒛  𝒕 𝟏

   𝒕 ∈ 𝑹 

              𝒅′   
𝒙  𝟒𝒔 𝟏
𝒚  𝟐𝒔 𝟏
𝒛  𝟐𝒔

   𝒔 ∈ 𝑹    

 : والمطلوب

 ,ثم اكتب معادلة المستوي المحدد لهما. متوازٌان ′𝑑و  𝑑برهن ان المستقٌمان 

 : الحل

 بفرض أن :

 �⃗⃗� (𝟐 𝟏 𝟏)  شعاع توجٌه المستقٌم𝒅  

 �⃗⃗� (𝟒 𝟐 𝟐)  شعاع توجٌه المستقٌم𝒅′  

  �⃗⃗�عندها ٌتحقق أن : 
𝟏

𝟐
�⃗⃗�  

اً  ٌّ  . المستقٌمان متوازٌانفبالتالً الشعاعان مرتبطان خط

 : نجد أن 𝑑المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم 

 𝑨(𝟏 𝟐  𝟏) ًللمستقٌم  تنتم𝒅  

 𝒅′  تنتمً للمستقٌم 𝑩( 𝟏 𝟏 𝟎) 

  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ( 𝟐  𝟏 𝟏)فٌنتج الشعاع 
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 شعاعاً ناظما للمستوي عندها ٌتحقق : �⃗⃗� (𝒂 𝒃 𝒄)بفرض 

�⃗⃗�  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝟎    𝟐𝒂 𝒃 𝒄  𝟎 

�⃗⃗�  �⃗⃗�  𝟎  𝟐𝒂 𝒃 𝒄  𝟎 

𝒄 بجمع المعادلتٌن نجد أن  نعوض بالمعادلة الثانٌة : 𝟎 

𝟐𝒂 𝒃  𝟎 

𝒃نجعل  𝒂عندها بالتعوٌض بالمعادلة السابقة نجد أنَّ 𝟐    𝟏 

من المستوي عندها تكتب  𝑨(𝟏 𝟐  𝟏)والنقطة  �⃗⃗� ( 𝟏 𝟐 𝟎)ومنه الشعاع الناظم للمستوي هو 

 مستوي بالشكل :معادلة ال

𝒂(𝒙 𝒙𝑨)  𝒃(𝒚 𝒚𝑨)  𝒄(𝒛 𝒛𝑨)  𝟎 

 بتعوٌض الشعاع الناظم والنقطة فً المعادلة السابقة :

 𝟏(𝒙 𝟏)  𝟐(𝒚 𝟐)  𝟎(𝒛 ( 𝟏))  𝟎 

 𝒙 𝟏 𝟐𝒚 𝟒  𝟎 

 فتكون معادلة المستوي المطلوبة هً :

 𝒙 𝟐𝒚 𝟑  𝟎  
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 :  طرٌقة الحل

  (        ) بتعٌٌن نقطة من احد معادلتً  أو نعٌن نقطة تقاطع المستقٌمٌن

 المستقٌمٌن

  نعٌن شعاعً توجٌه المستقٌمٌن�⃗⃗�   �⃗⃗�  

  من خلال  (     ) ⃗⃗ نوجد الناظم{ ⃗⃗   ⃗⃗   
 ⃗⃗   ⃗⃗   

} 

 بالحل  غٌر الصفرقٌمة اختٌارٌة  أحد المجاهٌلادلتٌن بثلاث مجاهٌل بإعطاء فٌنتج لدٌنا مع

 المشترك نحصل على الناظم

 ثم نتابع كما فً الحالة الاولى 

 (    )   (    )   (    )    
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 مثال : 

 وفق : ′𝑑و  𝑑 المتقاطعٌن لنعرف المستقٌمٌن

𝒅   
𝒙  𝒕 𝟑
𝒚   𝟏

𝒛   𝟐𝒕 𝟏
   𝒕 ∈ 𝑹 

              𝒅′   
𝒙  𝟐𝒔 𝟑
𝒚  𝒔 𝟑

𝒛   𝟑𝒔 𝟏
   𝒔 ∈ 𝑹    

 اكتب معادلة المستوي المار بالمستقٌمٌن . ٌُطلب تعٌٌنهانقطة تقاطع المستقٌمٌن   بفرض 

 : الحل

 نحل المعادلات الوسٌطٌة حل مشترك :  لتعٌٌن 

                 

             

            

    بتعوٌض العلاقة الثانٌة بالأولى ٌنتج 

 : نعوض القٌم بالمعادلة الثالثة

  ( )      ( )    

          

      

 :  نعوض فً  (        )توافق   بنقطة  متقاطعٌن ′ و   إذاً 

 

𝒙  𝟒 𝟑  𝟕
𝒚   𝟏

𝒛   𝟐(𝟒)  𝟏   𝟕
     

 التقاطع هً : قطةإذاً ن

 (       ) 

 وسٌطٌة للمستقٌمٌن نجد أنّ :لمن المعادلات ا
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 على التتالً .   ′ شعاعا توجٌه المستقٌمٌن  (      ) ⃗⃗ و (      ) ⃗⃗  

 : حققتعندها ٌ ′      الذي ٌحوي شعاعاً ناظماً على المستوي (     ) ⃗⃗ بفرض 

�⃗⃗�  �⃗⃗�  𝟎   𝒂 𝟐𝒄  𝟎  𝒂  𝟐𝒄 

�⃗⃗�  �⃗⃗�  𝟎  𝟐𝒂 𝒃 𝟑𝒄  𝟎 

 نعوض بالمعادلة الثانٌة :    عندها نجد أنّ     من المعادلة الاولى نجعل 

 ( )     ( )           

 تنتمً له عندها نجد : (       ) والنقطة  (      ) ⃗⃗ ومنه الشعاع الناظم للمستوي هو 

𝒂(𝒙 𝒙𝑨)  𝒃(𝒚 𝒚𝑨)  𝒄(𝒛 𝒛𝑨)  𝟎 

 بتعوٌض الشعاع الناظم والنقطة فً المعادلة السابقة :

𝟐(𝒙 𝟕)  ( 𝟏)(𝒚 ( 𝟏))  (𝟏)(𝒛 ( 𝟕))  𝟎 

 بالإصلاح نجد أن معادلة المستوي تكتب :

𝟐𝒙 𝒚 𝒛 𝟖  𝟎 
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 :طرٌقة الحل 

 .مار من نقطة التماس ومركز الكرة الشعاع ال الناظم هو 

 .لتماس عندها نعود للحالة الأولى النقطة هً نقطة ا 

 مثال  : 

اكتب معادلة المستوي     (   )  (   )     التً معادلتها    لتكن لدٌنا الكرة 

 (     ) للكرة فً النقطة  المماس

  : الحل

 إذاً الشعاع الناظم للمستوي: (     ) ونقطة التماس فرضاً هً  (       ) نوجد مركز الكرة 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗(     ) 

 عندها معادلة المستوي تعطى وفق العلاقة :

 (    )   (    )   (    )    

 (   )   (   )   (   )    
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 بالإصلاح تعطى معادلة المستوي :

           

 

 

 المستوي الخاص  الناظم دلةاالمع الحالة

 ٌمر من مبدأ الاحداثٌات (     ) ⃗⃗                

   ٌوازي المحور  (     ) ⃗⃗               

   ٌوازي المحور  (     ) ⃗⃗               

   ٌوازي المحور  (     ) ⃗⃗               

    ٌوازي المستوي  (     ) ⃗⃗              

    ٌوازي المستوي  (     ) ⃗⃗              

    ٌوازي المستوي  (     ) ⃗⃗              

 أمثلة غير محلولة

 شعاعاً ناظماً. (      ) ⃗⃗ وٌقبل  (     ) لة المستوي المار من النقطة أوجد معاد:  1مثال

 شعاعاً ناظماً. (      ) ⃗⃗ وٌقبل  (      ) : أوجد معادلة المستوي المار من النقطة 2مثال

 ناظماً.شعاعاً  (      ) ⃗⃗ وٌقبل  (     ) : أوجد معادلة المستوي المار من النقطة 3مثال

               وٌوازي المستوي (     ) النقطة :أوجد معادلة المستوي المار ب4مثال

             وٌوازي المستوي (      ) النقطة أوجد معادلة المستوي المار ب:5مثال

 ثم جد معادلته.,وي تعٌن مست (       )  (     )  (     ) : أثبت أن النقاط 6مثال

 ثم جد معادلته.,تعٌن مستوي  (     )  (     )  (     ) : أثبت أن النقاط 7مثال

 تعٌن مستوي ,ثم جد معادلته. (     )  (     )  (     ) : أثبت أن النقاط 8مثال

 تعٌن مستوي ,ثم جد معادلته. (     )  (      )  (     ) : أثبت أن النقاط 9مثال

 تعٌن مستوي ,ثم جد معادلته. (     )  (      )  (      ) : أثبت أن النقاط 11مثال

 (      )  (     ) حٌث  [  ]: اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة 11مثال

 (     )  (      ) حٌث  [  ]مستقٌمة : اكتب معادلة المستوي المحوري للقطعة ال12مثال

 الحلول

1-          

2-             

3-          
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4-          

5-             

6-          

7-                

8-              

9-               

11-             

11-            

12-            

 انتهى


