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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 (رتباط الخطي لثلاثة أشعة.  -

 في حل مسائل هندسـية مختلفة.اختيار معلم مناسب في الفراغ واسـتعما*  -

 حساب المسافة في الفراغ، وصيغتها في معلم متجانس. -

في حل بعض  راغ، الخاصة التجميعية، وتطبيقات ذGحساب مركز الأبعاد المتناسـبة في الف -

  مسائل الهندسـية اMتلفة.
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  16 فحة  ص  تَدربْ 

�ABCDEFGH  .مكعبI  منتصف[ ]EF ،J  منتصف[ ]FG.  
لات التالية، بيّن إذا كانت النقطة  � عية المفروضة ا Mفي كل من الحا لمعرّفة بالمساواة الشعا

  تنطبق أو لا تنطبق على أحد رؤوس المكعب. وعللْ إجابتك.
��   AM AB DH= +

����� ���� ����.    �� AM AE AB AD= + +
����� ���� ���� ����.  

�� AM FE DG= +
����� ���� ����.    �� AM AG BF= +

����� ���� ����.  

�� ( )1

2
AM AG HB= +
����� ���� ����.  

  
AM لأننعم  �� AB DH AB BF AF= + = + =

����� ���� ���� ���� ���� ����
M. ومنه  F=.  

AMلأنّ  Gتنطبق على  M ،نعم �� AE AB AD AE EF FG AG= + + = + + =
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

.  

AMلأنّ  Eتنطبق على  M ،نعم �� FE DG FE AF AE= + = + =
����� ���� ���� ���� ���� ����

.  

AMلأنّ ، لا �� AG BF= +
����� ���� GMتقتضي أنّ  ���� BF CG= =

���� ���� ����
]منتصف  G. إذن  ]CM  فلا يمكن

  رأساً من رؤوس المكعب. Mأن تكون 
   لأنّ  Bتنطبق على  Mنعم ، ��

2 2 2AM AG HB AB BG HA AB AB AH HA AB= + = + + + = + + =
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

  المحققة للمساواة الشعاعية المفروضة. Nفي كل من الحالات الآتية، حددْ موقع النقطة  �
�� AN AB AE FJ= + +

���� ���� ���� ���.  �� AN AE BC HJ= + +
���� ���� ���� ����.  

�� AN AD DC CF GH EI= + + + +
���� ���� ���� ���� ���� ���.  

  
�� AN AB AE FJ AF FJ AJ= + + = + =

���� ���� ���� ��� ���� ��� ����
 . Jتنطبق على  Nومنه  

�� AN AE BC HJ AE AD HJ AH HJ AJ= + + = + + = + =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

Nومنه   J= . 
�� AN AD DC CF GH EI AF FE EI AI= + + + + = + + =

���� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ���
Nومنه   I=.  
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المفروض بشعاعٍ واحد (قد يكون مضروباً  عبرْ عن المجموع الشعاعي في كل من الحالات الآتية، �
  بعدد) وذلك باستخدام نقطتين من الشكل حصراً.

�� AJ BA+
���� ����.     �� BF EC+

���� ����.      �� AE AF+
���� ���� .        �� 1

2
EG JF+
���� ���.   

  
�� AJ BA AB BJ BA BJ+ = + + =

���� ���� ���� ���� ���� ����
.  

�� BF EC AE EC AC+ = + =
���� ���� ���� ���� ����

. 
�� 2AE AF AI+ =

���� ���� ���
. 

�� 
1 1 1 1

2 2 2 2
EG JF EG GF EF+ = + =
���� ��� ���� ���� ����

  
  
� ABCDEFGH .متوازي سطوح  

  ، في كل من الحالات الآتية:أثبت صحة المساواة الشعاعية �
�� 0EA EF BE+ + =

���� ���� ���� � .  �� 0ED CF+ =
���� ���� �.  

  ��0CD CG EB+ + =
���� ���� ���� � .  ��FE FB FG FD+ + =

���� ���� ���� ���� .  
  

  
0EA نجداستناداً إلى علاقة شال   �� EF BE EB BE+ + = + =

���� ���� ���� ���� ���� �. 

ED نجداستناداً إلى علاقة شال  �� CF EF FC CD CF+ = + + +
���� ���� ���� ���� ���� ����

0EFوبما أن   CD+ =
���� ���� � 

0FCو CF+ =
���� ���� 0EDنجد  � CF+ =

���� ���� �.  

�� CD CG EB CH EB+ + = +
���� ���� ���� ���� ����

0CHوبطريقة مماثلة لما سبق نجد   EB+ =
���� ���� �  

FEلدينا   �� FB FA+ =
���� ���� ����

FG كما أن   AD=
���� ����

  واستناداً إلى علاقة شال نجد  

FE FB FG FA AD FD+ + = + =
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
عْ النقاط  � وضP وQ وR  ن:بحيث يكو  

�� 1 1
2 2

AP AB AD AE= + +
���� ���� ���� ����     

�� 1 1
2 2

AQ AB AD AE= + +
���� ���� ���� ����.  

�� 1 1
2 2

CR AE AB AD= − −
���� ���� ���� ����.  
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AP، عندئذ ADHEمركز الوجه  Oلتكن  �� AB AO= +

���� ���� ����
ومنه  

P  هي صورةO  وفق انسحاب شعاعهAB
����

هي مركز الوجه  Pأي  
ACGF.  

  
AQ، عندئذ ABCDمركز الوجه  Oلتكن  �� AO AE= +

���� ���� ����
ومنه  

Q  هي صورةO  وفق انسحاب شعاعهAE
����

هي مركز الوجه  Qأي  
EFGH.  

  لدينا ��
1 1 1 1
2 2 2 2

CR AE AB AD CG CD CB

CD CO

= − − = + +

= +

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ����  

وفق  Oصورة  R تكون، عندئذ BCGFمركز الوجه  Oلتكن 
CDانسحاب شعاعه 

����
  .ADHEهي مركز الوجه  Rأي  

DCشعاعاً يساوي  عيّن � BD BF+ +
���� ���� AHبط خطيّاً بالشعاع وأثبت أن هذا الشعاع يرت ����

����.  

  
DC  استناداً إلى علاقة شال  نجد BD BF BC BF+ + = +

���� ���� ���� ���� ����
ن و لأ 

BCGF  ناجدو متوازي الأضلاع  
DC BD BF BG AH+ + = =
���� ���� ���� ���� ����

  
DCأي  BD BF+ +

���� ���� ����
AHيّاً بالشعاع يرتبط خط 

����
.  

  
FEأوجد شعاعاً يساوي  � FG FB+ +

���� ���� DFوأثبت أن هذا الشعاع يرتبط خطيّاً بالشعاع  ����
����.   

  
FGمتوازي أضلاع فإن  FBCGالشكل بما أن  FB FC+ =

���� ���� ����
  بما أن كل وجه من أوجه  وبما أن

 متوازي السطوح هو متوازي أضلاع فإنFE BE CD= =
���� ���� ����

  ومنه 
FE FG FB CD FC FD DF+ + = + = = −
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  
FEأي  FG FB+ +

���� ���� ����
DFيرتبط خطيّاً بالشعاع  

����
.  
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  20 تَدربْ صفحة  

� A وB وC   ثلاث  نقاط متمايزة من الفراغ. أتكون الأشعّةAB
����

ACو 
����

BCو 
����

   مرتبطة خطيّاً؟ 

  
BC إنلأنها تقع في مستوٍ واحد، كما نعم  AC AB= −

���� ���� ����
  وضوحاً. 

� A وB وC  ط غ.ثلاث  نقا 4BEنقطة تحقّق  E متمايزة من الفرا BC=
���� ����

نقطة تحقّق  F، و
1

2
AF AE=
���� ����

  في مستوٍ واحد؟ Fو Eو Cو Bو A. أتقعُ النقاط 

  

  
4BEمن العلاقة  BC=

���� ����
ي مستو الفي تقع  Eدة ومنه على استقامة واح Eو Cو Bالنقاط نجد أن  

( )ABC 1، و من العلاقة

2
AF AE=
���� ����

  Fعلى استقامة واحدة ومنه  Fو Eو Aالنقاط نجد أن  

) يمستو الفي تقع  )ABE   أي المستوي( )ABC النقاط  وA وB وC وE وF ستوٍ واحدفي م. 
� ABCDEFGH .مكعبI منتصف[ ]EF وJ منتصف[ ]FG.  

)إلى المستوي  Jأَتنتمي النقطة  � )ABI؟  
ABأَتقعُ الأشعة  �

����
AIو 

���
AJو 

����
  في مستوٍ واحد؟ 

  

  
)في الوجه  لا تقع في J ،لا � )ABFE المستوي وهو نفسه ( )ABI.  
)إلى المستوي  Jلا، وإلا انتمت  � )ABI.  

	 ABCD رباعي وجوه. وM  هي النقطة المحققة للعلاقة  
1

2
AM AD AB DC= + +
����� ���� ���� ����

  

AMعبرْ عن
�����

ABبدلالة  
����

BCو 
����

 واستنتج أن .M تنتمي إلى المستوي ( )ABC.  

  
1لدينا  من علاقة شال الاستفادةب 1 3

2 2 2
AM AD AB DC AC AB BC AB= + + = + = +
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 .

) تنتمي إلى المستوي M إذن )ABC.  
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ABCDEFGH  مكعب. فيهM  1نقطة تُحقّق
3

EM EH=
���� ����

1نقطة تُحقّق   N، و
3

AN AB=
���� ����

 .  
�  1أثبت أن

3
MN EA DB= +
����� ���� ����

.  
EAأَتكون الأشعة  �

����
MNو 

�����
HBو 

����
  مرتبطة خطيّاً ؟ 

  

  
  بالاستناد إلى علاقة شال نجد  �

( )
1 1
3 3

1 1
3 3

MN ME EA AN HE EA AB

DA AB EA DB EA

= + + = + +

= + + = +

����� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����  

� DB DH HB HB EA= + = −
���� ���� ���� ���� ����

1إذن   2
3 3

MN HB EA= +
����� ���� ����

EAفالأشعة  
����

MNو 
�����

HBو 
����

 
  .مرتبطة خطيّاً 

 
�ABCDEFGH مكعب .I وJ وK وL  منتصفات  بالترتيبهي

[ ]AB و[ ]BC و[ ]CG و[ ]AEولتكن . M  النقطة المحققة
3للعلاقة  2EM EI=

���� ���
 .  

  ؟AEBهي مركز ثقل المثلث  Mلماذا  �
LMأَتكون الأشعة  �

����
CJو 

���
HKو 

����
  مرتبطة خطيّاً ؟ 

  

 
� [ ]EI  متوسط في في المثلثEAB 3، والعلاقة 2EM EI=

���� ���
تقسم هذا  Mتنص على أنّ النقط  

2المتوسط بنسبة  :   ، أو مركز ثقله.EABنقطة تلاقي متواسطات المثلث  هي Mإذن  1
� [ ]BL  متوسط آخر في المثلثEAB إذن .  

1 1 1 1
( ) ( )

3 3 3 3
LM LB LA AB GK HG HK= = + = + =
���� ���� ��� ���� ���� ���� ����

  

LMفالأشعة 
����

CJو 
���

HKو 
����

LMخطياً لأنّ الشعاعين  مرتبطة 
����

HKو 
����

  مرتبطان خطياً، أو 
1

0
3

LM HK CJ= +
���� ���� ����
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  24تَدربْ صفحة  

,2)و A(3,5,2)نتأمّل النقاط    � 1,3)B ,0)و − 2,2)C )و − 2,5,1)D ،  F(8,13,3)و E(3,9,2)و −
)في معلمٍ  ; , , )O i j k
��   للفراغ. �

]القطع المستقيمة  إحداثيات منتصفات احسب � ]AB و[ ]CD و[ ]EF.  
ABالأشعة  مركّبات احسب �

����
CDو 

����
EFو 

����
.  

  متوازي أضلاع. ABCKبحيث يكون الرباعي  Kإحداثيات النقطة  عيّن �
  جد مرّكبات كل من الشعاعين : �

3 2u AB CD= +
���� 1و    �����

2 3
2

v AB CD EF= − +
���� ���� �����  

  

]منتصف  � ]AB هو 
5 5

, , ,2,
2 2 2 2 2

A B A B A Bx x y y z z   + + +    =       
  

]منتصف  ]CD هو 
3 3

, , 1, ,
2 2 2 2 2

C D C D C Dx x y y z z   + + +    = −       
  

]منتصف  ]EF 11 هو 5
, , ,11,

2 2 2 2 2
E E E F E Fx x y y z z   + + +    =         

  وكذلك  �
1 2 5

6 , 7 , 4

1 1 1

B A

B A

B A

x x

AB y y CD EF

z z

       − − −       
       = − = − = =       
       − −   

−

− −

   
− −

      

���� ���� ����
  

ABمتوازي أضلاع إذا وفقط إذا كان  ABCKيكون الرباعي   � KC=
���� ����

) وضعنافإذا   , , )K x y z 
ABالمساواة  تكتب KC=

���� ����
) بالشكل  , 2 ,2 ) ( 1, 6,1)x y z− − − − = − ,1)ومنه  − 4,1)K.  

� 
1 2 7

3 2 3 6 2 7 4

1 1 1

u AB CD

     − − −     
     = + = − + = −     
     −        

−
 

−

−

���� �����  

1 2 5 14
1 1

2 3 2 6 7 3 4 3.5
2 2

1 1 1 5.5

v AB CD EF

       − −       
       = − + = − − + = −       
       −              

− −

− −

− − −

���� ���� �����  

 

  الحل
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)في معلمٍ  � ; , , )O i j k
��  ABCDEFGHإحداثياتِ أربعٍ من رؤوس متوازي السطوح  طى نع للفراغ. �

  المرسوم جانباً، وهي
(2,1, 1)A ,1,3)و − 1)B )و − 3,2,0)C ,3)و − 1,3)E −.  

  الأخرى. ةإحداثيات الرؤوس الأربعجد 

  
ODلما كان  • OA AD OA BC= + = +

���� ���� ���� ���� ����
 استنتجنا أنّ  
2 4 2

1 1 0

1 1 0

B

B

D A C

D A C B

D A C

x x x x

y y y y

z z z z

           − − −           
           = + − = + − =           
           − −                      

  

)أي  2, 0,0)D −.  
بإجراء انسحاب شعاعه  Dو  Cو B النقاط منبالترتيب تنتج  Hو Gو Fولما كانت النقاط  •

(1, 2,4)AE = −
����

 استنتجنا أنّ   
1 1 1 2

2 3 2 1

4 1 4 3

3 1 2

2 2 0 ,

0 4 4

F B

F B

F B

G H

G H

G H

x x

y y

z z

x x

y y

z z

           
           
           = + − = + − =           
           −                      
       − −       
       = + − =       
       
              

2 1 1

0 2 2

0 4 4

       − −       
       = + − = −       
       
              

  

)و F(2,1,3)أي  2, 0,4)G )و − 1, 2,4)H − −.  

,3)لمٍ للفراغ، النقاط لدينا، في مع  � 0, 1)A )و − 2, 3,2)B ,1,2)و − 2)C −.  
]منتصف  Iجد إحداثيات النقطة  � ]AB.  

  .Cبالنسبة إلى  Iنظيرة  Dالنقطة جد إحداثيات  �
3BMق العلاقة التي تحقّ  Mجد إحداثيات النقطة  � AB AC= +

���� ���� ����
.   

2NAق العلاقة التي تحقّ  Nجد إحداثيات النقطة  � NC=
���� ����

.  

  
� 

1 3 1
, , , ,

2 2 2 2 2 2
A B A B A Bx x y y z z

I
   + + +    =       

  

�D  نظيرةI  بالنسبة إلىC ، أيIC CD=
��� ����

  ومنه  
2OD OC CD OC IC OC OI= + = + = −

���� ���� ���� ���� ��� ���� ���
  

  وهي تكتب باستعمال المركّبات كما يأتي:

  الحل

A  الحل B

CD

E F

GH
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1 0.5 1.5

2 2 2 1.5 2.5

2 0.5 4.5

D C I

D C I

D C I

x x x

y y y

z z z

           
           
           = − = − =           
           − −                      

  

,1.5,2.5)أي  4.5)D −.  
3BMمن  � AB AC= +

���� ���� ����
4 وباستعمال علاقة شال نستنتج أنّ   2 3OM OA OB OC= − + +

���� ���� ���� ����
 .

  إذن
3 2 1 13

4 0 2 3 3 2 12

1 2 2 2

M

M

M

x

y

z

         − −         
         = − + + =         
         − −                  

  

)أي  13,12,2)M −  
� 2NA NC=

���� ����
) أي  )2OA ON OC ON− = −

���� ���� ���� ����
2ONأو   OA OC= − +

���� ���� ����
  . ومنه

3 1 1

0 2 2 4

1 2 3

N

N

N

x

y

z

       −       
       = − + =       
       − − −              

  

) إذن 1, 4, 3)N − −  

)لدينا النقطتان  	 )2,3, 2A )و − )5, 1,0B  M، في كل حالة، إحداثيات النقطة إنْ أمكندْ، . جِ −
  ة المفروضة.المحققة للعلاق
2

3 0

MA MB MA AB

MA MB AB BA MB

= =

− = + =

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� �
� �

� �
  

  
� 2MA AB=

���� ����
3تكافئ   2OM OA OB= −

���� ���� ����
  ومنه 

2 5 4

3 3 2 1 11

2 0 6

M

M

M

x

y

z

       −       
       = − − =       
       − −              

  

)أي  4,11, 6)M − −.  
� MA MB=

���� ����
0BA تكافئ  =

����   تحقق هذه المساواة. Mوهذا تناقض، إذن لا يوجد  �
� 3 0BA MB+ =

���� ���� 2تكافئ،  � 0AB MB BA− + + =
���� ���� ���� 2MAأو � AB=

���� ����
 �عادلة . فهي الم

)ذاتها، وحلها  4,11, 6)M − −.  
MAلدينا  � MB BA− =

���� ���� ����
BA تكافئفالمعادلة   AB=

���� ����
0ABأو   =

���� A ولأن، � B≠ كانت 
  عة الحلول خالية.مجمو 

  الحل
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)و B(3,2,1)و A(2,3,0)لتقع النقاط  bو aأَيمكن تعيين  , ,2)M a b على استقامة واحدة ؟  

  
ABاستقامة واحدة يجب أن يكون الشعاعان  على Aو Bو Mالنقاط  تقعحتى 

����
BMو 

����
ن يمرتبط 

BMغير معدوم يحقق  kيوجد عدد حقيقي  أن أي خطياً، kAB=
���� ����

   تكافئ هذه المساواة، 
( 3, 2,1) (1, 1,1)a b k− − = −  

1k منهو  1bو = 4aو = =.  
  

,2)كون الشعاعان لي aأَيمكن تعيين � ,5)u a
,1)و � 2, )v a−

  مرتبطين خطّياً ؟ �

  
v.يحقق kن خطياً إذا وجد عدد حقيقي ييكون الشعاعان مرتبط k u=

� ,1)أي � 2, ) (2 , ,5 )k ka kα− = 
2نحصل على جملة المعادلات  ومنه 1...k = 2 و 1 ...ka− = 5 و 2 ...a k= نجد  1، من  3
1
2

k 4aنجد  2، نعوض في  = = ليكون  aتعيينإذن لا يمكن  3تائج لا تحقق وهذه الن −
uالشعاعان 
  .مرتبطين خطّياً  �vو �

  
  تقع على استقامة واحدة. Cو Bو Aفي كل من الحالات الآتية، بيّن إذا كانت النقاط  �

(2,0, 3), (0,2,4), (3, 1,2)

(0, 1,7), ( 2, 0,5), ( 4,1,3)

(1, 1, 3), (1, 1,4), (1, 1,0)

C B A

C B A

C B A

− −

− − −

− − − −

�

�

�

  

  
ABاستقامة واحدة يجب أن يكون الشعاعان  على C و B و A تكون النقاط حتى 

����
BC و 

����
ن يمرتبط 

  خطياً.
�( 3,3,2)AB = −

����
,2) و  2, 7)BC = − −

����
مة النقاط على استقا لا تقع إذن المركبات غير متناسبة  

  .واحدة

�(2, 1,2)AB = −
����

 ، (2, 1,2)BC = −
����

BCنلاحظ أن ،  AB=
���� ����

]منتصف  B إذن  ]AC  والنقاط
  .واقعة على استقامة واحدة

�(0,0,4)AB =
����

، (0,0, 7)BC = −
����

7نلاحظ أن ،  

4
BC AB= −
���� ����

والنقاط واقعة على استقامة  

  واحدة.
  

  

  

  الحل

  الحل

  الحل



 

12  

 
  27 تَدربْ صفحة  

uاحسب نظيم  �
  في كل من الحالات الآتية: �wو �vو �

� ( )2, 2,3u −
)و  � )4, 4, 2v − −

)و � )4,1, 2w −
�.  

� 2 3u i j= −
� 5vو �� i k= +

2و ��� 3w i j k= − +
�� ��.  

  
�  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 ( 2) 3 17

9 ( 4) ( 2) 36 6

4 1 ( 2) 21

u

v

w

= + − + =

= + − + − = =

= + + − =

�

�

�
  

�  
2 2

2 2

2 ( 3) 0 13

1 0 25 26

( 2) ( 3) 1 6

u

v

w

= + − + =

= + + =

= + − + =

�

�

�
  

  هو متساوي الساقين ؟ هل هو متساوي الأضلاع ؟ قائم ؟ هل  ABCهل المثلث فيما يأتي، بيّن  �
,1,3)في حالة  � 1)A ,3,6)و − 2)B   .C(0,4,0)و −

,1,3)في حالة  � 2)A ,2)و − 1,0)B ,6)و − 3, 1)C − −.  
  

  
� 4 9 1 14AB = + + 1 و = 1 1 3AC = + + 9 و = 4 4 17BC = + + =.  

ساقين وغير متساوي الأضلاع لأن أضلاعه حسب عكس فيثاغورث وغير متساوي ال Aوالمثلث قائم في 
  مختلفة في الطول.

21AB لدينا � 62AC و = 21BCو  = والمثلث غير قائم لأنه لا يحقق عكس  .=
ABفيثاغورث ولكنه متساوي الساقين حيث  BC= . وغير متساوي الأضلاع  

,5,2)لدينا النقطتان   � 1)A المستوي  تنتمي إلى Eأو Dأو C. بين أي النقاط B(3,0,1)و −
]المحوري للقطعة  ]AB في حالة ،( 2,5, 2)C − ,1,1)و − 3)D   .E(3,2,1)و −

  

   المستوي المحوري لقطعة مستقيمة هو مجموعة النقاط التي تبعد عن طرفيها المسافة نفسها.  
  

  الحل

  الحل
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59ACلدينا  BC= ]متساوية البعد عن طرفي القطعة  C أي = ]AB المستوي  فهي واقعة في

]المحوري للقطعة  ]AB.  
21ADوكذلك  BD= ]متساوية البعد عن طرفي القطعة  Dأي  = ]AB  فهي واقعة في المستوي

]المحوري للقطعة  ]AB.  
8AEوأخيراً  2BEو = AEإذن  = BE≠ والنقطة ،E  لا تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة
[ ]AB.  

  
,1,1)نتأمّل النقاط    	 2)A و( 2, 2,0)B . أثبت أنO بالنسبة إلى المبدأ  Aنظيرة  Cو −

  مثلّثٌ قائم ومتساوي الساقين. ABCالمثلث 

  
2OAنلاحظ أنّ  OB=   وأنّ  =

( ) ( )
2 2

2 2 21 2 1 2 2 8AB O OA B= − + + + += = 
تقع  Bاستنتجنا أنّ  Oبالنسبة إلى  Aنظيرة  Cومتساوي الساقين. ولأنّ  Oمثلث قائم في  OABإذن 

]على محور  ]AC  فالمثلثABC  مثلث متساوي الساقين رأسهB ّوهو قائم لأن .
OA OB OC=   قائم ومتساوي الساقين. ABC. (المتوسط يساوي نصف طول الضلع المقابل) إذن =

  

ط   ,2,3)نتأمّل النقا 1)A ,2,8)و − 1)B ,7,3)و − 1)C ,1)و − 3,3)D نE (5,3,3)و −  B. أثبت أ

  .Aى كرة واحدة مركزها تقع عل Eو Dو Cو

  
هي تقع على الكرة التي مركزها . ف5، فنجدها جميعاً تساوي AEو ADو ACو ABنحسب الأطوال 

A  5ونصف قطرها.  

  الحل

  الحل

  الحل
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  31 تَدربْ صفحة  

الأعداد  عيّنفي الشكل المجاور،  المبينةالمعلومات من  فادةستلابا �
  : يأتيليتحقق ما  dو cو bو aالأربعة 

� K مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ( , )A a و( , )D d.  
� I مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ( , )B b و( , )C c.  
� G المثقّلة الأبعاد المتناسبة للنقاط مركز   

( , )A a و( , )B b و( , )C c و( , )D d.  

  
2من الرسم نجد أن  � 0KD KA+ =

���� ���� )مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  K إذن � ,2)A و( ,1)D. 
2ومنه نستنتج أنّ  0a d= ≠.  

� I  منتصف[ ]BC فهي I  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)B و( ,1)C.  0إذنc b= ≠ .  

�G  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 3)I و ( ,2)K  إذن
2 3

a d c b+ +
9ومنه  = 4d b= .

4dفإذا اخترنا  )مثلاً كي لا نحصل على أوزان كسرية، وجدنا  = , , , ) (8,9,9,4)a b c d ، وبالطبع أي =
  حل آخر ينتج عن ضرب جميع هذه الأوزان بالعدد غير المعدوم نفسه هو حل مقبول.

  
)في حالة  ،ABCمركز ثقل المثلث عين � )4, 1,2A − )و − )2,1,0B )و − )6,3, 5C − .  

  
) ة للنقاطهو مركز الأبعاد المتناسب ABCمركز ثقل المثلث   ,1)A و( ,1)B و ( ,1)C  ومنه  

0
3

1
3

1
3

A B C
G

A B C
G

A B C
G

x x x
x

y y y
y

z z z
z

+ +
= =

+ +
= =

+ +
= = −

  

,0,1)ومنه  1)G −.  
  .Cو Bو A الفراغ فيثلاث نقاط   لدينا �

0MAق حقّ تُ  Mأثبت وجود نقطة وحيدة  � MB MC+ − =
���� ���� ���� �.  

  على استقامة واحدة ؟ Cو Bو Aعندما تكون  Mما القول عن  �
  على استقامة واحدة؟ Cو Bو Aعندما لا تقع  ACBMرباعي الما القول عن  �
  

  الحل

  الحل

A

B

C
D

K

I

G
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0MAالشرط  � MB MC+ − =

���� ���� ���� AMيكافئ  � CB=
����� ����

وفق الانسحاب  Aهي صورة  M. إذن 
CBالذي شعاعه 

����
.  

)إلى المستقيم  Aإذا انتمت  � )BC  انتمت صورتهاM  وفق الانسحاب الذي شعاعهBC
����

إلى  
)المستقيم  )BC  نفسه، ومن ثم وقعت النقاطM وA وB وC .على استقامة واحدة  

AMمن العلاقة  نستنج � CB=
����� ����

 أنّ  على استقامة واحدة Cو Bو A اطعندما لا تقع النق 
ACBM  ضلاع.الأمتوازي  

  

 Lو Kو Jو Iلتكن  .1عدد حقيقي غير معدوم ولا يساوي kرباعي وجوه و ABCD ليكن 	
AI النقاط المعرفة بالعلاقات : kAB=

��� ����
AJو  kAD=

���� CKو ���� kCD=
���� ����

CLو  kCB=
��� ����

.  
�  أثبت أنIJ kBD LK= =

��� ���� ����
  ستوٍ واحد.تقع في م Lو Kو Jو Iواستنتج أن النقاط الأربع  

  ؟IJKLما طبيعة الشكل الرباعي  �

  
�( ) ...IJ IA AJ kAB kAD k AD AB kBD= + = − + = − =

��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ����
1   

( ) ...LK LC CK kCB kCD k CD CB kBD= + = − + = − =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

2  
IJ نجد 2و1 من kBD LK= =

��� ���� ����
IJ أي  LK=

��� ����
) المستقيمن إأي   )IJ يوازي ( )LK  النقاط

  تقع في مستوٍ واحد. Lو Kو Jو Iالأربع 
IJبما أن  � LK=

��� ����
  .متوازي أضلاع IJKL فإن الشكل 

  الحل

  الحل
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����� 

  معادلة مخروطو  سطوانةأمعادلة  

  سطوانةأمعادلة    �

)النقطة التي إحداثياتها  Aلتكن  )في معلم متجانس معطى في الفراغ  0,0,7( ; , , )O i j k
�� . نتأمل �

]الضلع دوران من  الأسطوانة المولّدة ]BC  المستطيل منOABC  حول المستقيم( )OA   حيث
3AB ]مسقطها القائم على القطعة المستقيمة  Hنقطة متحولة من الأسطوانة، و Mولتكن  .= ]OA.  
  

  
) نفترض أنّ  � , , )M x y z .إحداثيات النقطة  ماHإحداثيات  ؟ أثبت أنM  ُق العلاقتينحقّ ت:  

2 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤.  
)كانت  بالعكس، إذا 2 , , )M x y z  2نقطةً من الفراغ تُحقق إحداثياتها 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤ .

3MHثبت أن فأ = واستنتج أن ،M سطوانةتقع على الأ.  
2هي سطوانة معادلة هذه الأ : النتيجة 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤.  

3  (3,0,3)سطوانة قع  على الأت الآتيةقاط النّ  أيD و( 3, 6,4)E (1,3,1)وF؟  
.a )سطوانة التي محورها لألمعادلة  جد 4 , )O j

  .2ونصف قطرها  Oوقاعدتها الدائرة التي مركزها  �
.b a.أعد السؤال  �   .Q(0,8,0)سطوانة هو النقطة في حالة مركز قاعدة الأ 4
)جد معادلة الأسطوانة التي محورها  5 , )O i

)ومركز قاعدتها  � )3,0,0T  6ونصف قطرها.  
)مجموعة النقاط  صِفْ  6 , , )M x y z داثياتها العلاقاتالتي تحققٌ إح  

2 2 25x y+ 1و = 4z≤ ≤.  
  

O
y

3

3

7

i
�

j
�

k
�

C

B

A

x

z

H

M

 1 نشاط 
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,0)هي  Hإن احداثيات  � 0, )z  لأنها نقطة من المحورOZ .ا تتحول عندمM  على سطح

2وهذا يكافئ ، (3)تبقى ثابتة وقيمتها  MHالأسطوانة فإن المسافة  2 20 3x y+ +  أو =
2 2 9x y+ ]انة المولدة بالضلع نقطة من الأسطو  Mوبما أن  = ]BC  فإنH  نقطة من المسقط القائم

]لـ  ]BC  علىOZ  أيH  نقطة من[ ]OA  وبالتاليO Az z z≤ 0وهذا يكافئ أن  ≥ 7z≤ ≤.  
)النقطة  لتكن 2 , , )M x y z  2تحقق من الفراغ 2 9x y+ 0و = 7z≤  OZعلى   Mإنّ مسقط . ≥

,0)هو  0, )H z  2 يحققو 2 2 0 9MH x y= + + 3MH أي = تقع الضلع  Mوبالتالي فإن  =
[ ]BC المستطيل  منOABC  حيث( , ,7)B x y= و( , , 0)C x y في أحد أوضاعه عندما يدور حول ،
( )OAإذن . M 2أن معادلة الأسطوانة هي و  ،نقطة من الأسطوانة 2 9x y+ 0و   = 7z≤ ≤ .  

2تحقق  Dالنقطة 3 2 9 0 9D Dx y+ = + 0وتحقق  = 3 7Dz≤ = تقع على  Dومنه فإن  ≥
  الأسطوانة ( لأنها تحقق معادلة الأسطوانة ) .

2تحقق  Eالنقطة  2 6 3 9E Ex y+ = + 0ن إكما  = 4 7Ez≤ = تقع على  Eوبالتالي  ≥
  الأسطوانة .

2تقع على الأسطوانة لأن  لا Fالنقطة  2 9F Fx y+ ≠.  
.a 2معادلة الأسطوانة هي   4 2 4x z+ =.  
.b 2معادلة الأسطوانة هي  � 2 4x z+ =.  
2معادلة الأسطوانة هي  5 2 6y z+ =.  
,0)ومركزي قاعدتيها هما  (5)ونصف قطرها  OZهي أسطوانة محورها  Mمجموعة النقاط  6 0,1)O 
O(0,0,4)و  ′.  
  معادلة مخروط   �

,0)النقطة التي إحداثياتها  Aلتكن  في معلم متجانس معطى  (0,5
)في الفراغ  ; , , )O i j k
�� ]الضلع دوران من لنتأمل المخروط المولّد  .� ]OK من 

)حول  OAKالمثلث  )OA  2معAK =  .  
]مسقطها القائم على القطعة  Hنقطة من المخروط، و Mلتكن  � ]OA.  

.a 4  2أثبت أن

5

MH

OH
= 2، ثم 24

25
MH OH=.  

.b )ولتكن  Mاكتب المساواة السابقة بدلالة إحداثيات  4 ), ,x y z وأثبت .
)ه إذا كانت أنّ  , , )M x y z  ،2كان نقطةً من المخروط 2 24 0

25
x y z+ − 0 و  = 5z≤ ≤.  
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)بالعكس، لتكن  2 ), ,M x y z طةً من الفراغ تُحقق إحداثياتها العلاقات نق  

 2 2 24 0
25

x y z+ − 0و  = 5z≤ ≤.  

0zأثبت أنه إذا كان  2، كان ≠

5

MH

OH
= واستنتج أن .M  تقع على المخروط. لا تنسَ حالة

0z =.  

2معادلة هذا المخروط هي :  النتيجة 2 24 0
25

x y z+ − 0مع  = 5z≤ ≤.  

راً إجابتك :عيّن  3 من بين النقاط الآتية، تلك التي  تقع على المخروط، مبر  
( )2,0,5Q و( )2,1,5R )و − )1,1,3S و( )2,2 3,10T  

)ومحوره  Oمعادلةً للمخروط الذي رأسه  اكتب 4 ),O i
)وقاعدته الدائرة التي مركزها  � )4, 0,0B 

  .3صف قطرها ون

  
.a MHمتشابهان وبالتالي فإن أضلاعهما متناسبة ومنه  OHMو OAKالمثلثان  � OH

AK OA
وهذا  =

يكافئ 
2 5

MH OH
2وتكافئ  =

5

MH

OH
2وبالتالي  =

5
MH OH=  2ومن ثم 24

25
MH OH=  

.b )إذا فرضنا  4 , , )M x y z  0)فإن, 0, )H z  2ومنه 2OH z=  ،2 2 2MH x y= وبالتالي فالعلاقة  +
2 24

25
MH OH=  2تكافئ 2 24

25
x y z+ 2وتكافئ  = 2 24 0

25
x y z+ − 0مع  = 5z≤ ≤  

)لدينا  2 , , )M x y z  0)و, 0, )H z  0)و, 0, 0)O  2ومنه 2MH x y= OHو  + z=  لأن)

0z 0) وبالتالي عندما ≤ 5z< فإن  >
2

2 2
4 2

225 5
5

z z
MH x y

OH z z z

+
= = = وبالتالي فإن  =

MH AK

OH OA
MHأو  = OH

AK OA
]تقع على الضلع  Mوبالتالي فلابد أن النقطة  = ]OK  وهذا يعني أنها

  تقع على المخروط . 
0zوفي حالة  هي نقطة من  Oو  Oعلى  Mوهذا بدوره يعني انطباق Oتنطبق على  Hفإن  =

2معادلة المخروط هي . نستنتج أن المخروط وضوحاً  2 24 0
25

x y z+ − 0مع  = 5z≤ ≤  

0نلاحظ أن  3 5 5Qz≤ = 2و  ≥ 2 24
0

25Q Q Qx y z+ − نقطة من المخروط ، بينما  Qومنه  =

R  وS  وT . لا تقع على المخروط  

2معادلة المخروط هي  4 2 29
0

16
y z x+ − 0مع  = 4x≤ ≤.  

    الحل
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            ��	
�� 
	����  
 ABCD  رباعي وجوه. فيهI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]CD وO  منتصف[ ]IJ.  
ABاملأ الفراغ :  � CD AD CD+ = + +

���� ���� ���� ����
⋯ واستنتجْ أن .  

AB CD AD CB+ = +
���� ���� ���� ����

  
AIمن  بسطْ كلاًّ  � IJ JC+ +

��� ��� ���
BIو  IJ JD+ +

��� ��� ���
 استنتج أن .  

2AC BD IJ+ =
���� ���� ���

  
2OAلماذا  3 OB OI+ =

���� ���� ���
2OCو  OD OJ+ =

���� ���� ���
 ؟ استنتجْ أن  

0OA OB OC OD+ + + =
���� ���� ���� ���� �  

]منتصف  K لتكن 	 ]ADو ،L منتصف [ ]BC ّ1. أثبت أن
2

IK BD=
��� ����

1و 
2

LJ BD=
��� ����

 .
 استنتج أنILJK .متوازي أضلاع  

  
ABاستناداً إلى علاقة شال نجد  � CD AD CDDB+ = + +

���� ���� ���� ���� ����
، وبتطبيقها مرة ثانية نجد 

DB CD CB+ =
���� ���� ����

ABومنه    CD AD CB+ = +
���� ���� ���� ����

.  
AI إنّ  � IJ JC AC+ + =

��� ��� ��� ����
BIو   IJ JD BD+ + =

��� ��� ��� ����
    :وبجمع العلاقتين طرفا لطرف نجد 

AI IJ JC BI IJ JD AC BD+ + + + + = +
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ����

  
2ACفينتج  BD IJ+ =

���� ���� ���
 .  

  في جمع الأشعة ومنه نستنتج هذه قاعدة متوازي الأضلاع  �
2 2 2( ) 0OA OB OC OD OI OJ OI OJ+ + + = + = + =

���� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ��� �  
	 1 1 1

2 2 2
IK AK AI AD AB BD= − = − =
��� ���� ��� ���� ���� ����

1وبالمثل نجد  
2

LJ BD=
��� ����

LJ. إذن  IK=
��� ���

 
  ضلاع.الأمتوازي  ILJKوالرباعي 

  ABCD  :عْ على شكلٍ النقاط الآتية رباعي وجوه. وض  
� I  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)A و( ,2)B.  

� J  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,2)C و( ,1)D.  
3 K  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,2)B و( ,2)C و( ,1)D.  

	 L  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( , 2)B −.  

 M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( , 2)B )و − , 1)C −.  

� N  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( , 2)B )و − , 1)C )و − ,1)D.  

    الحل
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)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iبما أنّ  � ,1)A و( ,2)B   فيتحقق

2 0IA IB+ =
��� ��� 2ومنه  �

3
AI AB=
��� ����

  .  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Jا أنّ بم � ,1)D و( ,2)C   فيتحقق

2 0JD JC+ =
��� ��� 2ومنه  �

3
DJ DC=
���� ����

.  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Kبما أنّ  � ,1)D و( ,2)C و( ,1)A و( ,2)B   ّفينتج أنK 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , 3)I و( , 3)J (حسب الخاصة التجميعية) ومنهK منتصف[ ]JI  .  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Lبما أنّ  	 ,1)A و( , 2)B 2فيتحقق  − 0LA LB− =
��� ���� ومنه  �

2AL AB=
���� ����

 .  

)مركز الأبعاد المتناسبة  Mبما أنّ   ,1)A و( , 2)B − 
)و , 1)C مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mأنّ فينتج  −

( , 1)L )و − , 1)C  M(حسب الخاصة التجميعية) ومنه  −
]منتصف  ]CL  .  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Nبما أنّ  � ,1)A و( , 2)B )و − , 1)C )و  − ,1)D  ّفينتج أنN 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , 2)M )و − ,1)D  2ومنهDN DM=

���� �����
.  

  في المقولات الآتية، بيّن الصحيح من الخطأ معللاً إجابتك. 
� ABC  ٌمهما كانت  .مثلّثD  من الفراغ كانت الأشعةDA

����
DBو 

����
DCو 

����
  مرتبطة خطياً. 

� ABCD  رباعي الوجوه. لتكنI  2النقطة المعرّفة بالعلاقةIA DA BC CA= + +
��� ���� ���� ���

. عندئذ 
  على أحد حروف رباعي الوجوه. Iتقع 

AD نتأمّل الأشعة 3
����

ACو 
����

ABو 
����

ن خطياً، عندها . نفترض أنّ أي شعاعين منها ليسا مرتبطي
ADتكون الأشعة 

����
ACو 

����
ABو 

����
  غير مرتبطة خطياً. 

,5,1)النقاط   	 3)A 2)و, 5, 2)B − ,3)و − 3, 3)C ,2)اوية البعد عنمتس − 0,1)K.  

,4,0)النقاط   0)C 0)و, 2, 0)D تنتمي إلى المستوي المحوري  F(5,1,1)و E(1,2,6)و −

,4)للقطعة المستقيمة التي طرفيها  2,2)A ,2,2)و − 0)B.  
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)في المستوي  Dالمقولة خطأ، فإذا كانت � )ABC ،ًأما إذا كانت  كانت الأشعة مرتبطة خطياD 

)خارج المستوي )ABC .ًكانت الأشعة غير مرتبطة خطيا  
  المقولة صحيحة لأنّه بالاستفادة من علاقة شال ومن العلاقة المعطاة نجد  �

0

2 2 2 2IB IA AB DA BC CA AB

DA AB BC CA AB DB

= + = + + +

= + + + + =
�

��� ��� ���� ���� ���� ��� ����

���� ���� ���� ��� ���� ����

�����������������
  

  . BDمنتصف الحرف  Iإذن 
ADوعندها تكون الأشعة  ABCفي المستوي  Dإذا قد تقع النقطة  المقولة خطأ �

����
ACو 

����
ABو 

����
 

  .طة خطيّاً مرتب
,المقولة صحيحة ، لنحسب الأطوال  	 ,AK BK CK   9فنجد 1 4 14AK = + + و  =

0 5 9 14BK = + + 1و  = 4 9 14CK = + + متساوية البعد عن النقاط  Kإذن النقطة  =
A وB وC  .  

]المقولة ليست صحيحة ، لأنّ أي نقطة من المستوي المحوري للقطعة المستقيمة   ]AB  تكون

,3)متساوية البعد عن طرفيها، ولكن  4, 4 )EA − −
����

9ومنه   16 16 41EA= + + ، ولدينا =
(1,0, 6)EB −

����
1ومنه   0 36 37EB= + + EA. إذن = EB≠. 

    لنتعلمّ البحث معاً 

 ���� ٍ��
� � �	�� ���� 
	���  

)نتأمّل، في المعلم  ; , , )O i j k
��   : الآتية، النقاط �
(2,0,1)A 1)و, 2,1)B ,5,5)و − 0)C و( 3, 5,6)D −   .E(3,1,2)و −

تنتمي إلى  Eن إذا كانت النقطة ، وتبيّ Pإلى مستوٍ واحد  Dو Cو Bو A انتماء النقاط أثبت
  .Pالمستوي 

   نحو الحلّ   ��


الفائدة الوحيدة من الرسم في العمل على إظهار نقاط تقع على  غيرُ مجدٍ هنا رسمُ شكل. إذ تكمن  
استقامة واحدة. ولكن قد تبدو النقاط في شكلٍ فراغي على استقامة واحدة دون أن تكون كذلك. في 

  .تحليلياً حين تدعونا معرفة إحداثيات النقاط المفروضة إلى التعامل مع المسألة 

    الحل
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واقعةً في مستوٍ واحد. لهذا، نتحرّى وجود  Dو Cو Bو A يتعلق الأمرُ بمعرفة إذا كانت النقاط
ABالأشعة  بين شعاعين غير مرتبطين خطياً من

����
ACو 

����
ADو 

����
.  

ABكل من  مركّباتاحسب  .1
����

ACو 
����

ADو 
����

.  
2.  استنتج أنAB

����
ACو 

����
  ،  على سبيل المثال، غير مرتبطين خطياً.

)إلى المستوي  Dيؤول إقرار انتماء نقطة  ،4المبرهنة اداً إلى ناست  � )ABC إلى وجود عددين ،
ADيحققان  bو aحقيقيين  aAB bAC= +

���� ���� ����
.  

ق أنك ستحصل على جملةٍ من ثلاث الإحداثيات، وتحقّ اكتب المساواة الشعاعية السابقة بلغة  .1
  هي: bو aمعادلات خطيّة بالمجهولين 

3 5

2 5 5

5

a b

a b

b

 − + = −− + = −
 − =

  

لحل مثل هذه الجملة من المعادلات، اختر جملة من معادلتين من هذه المعادلات الثلاث  .2
  اللذان وجدتهما حلولٌ للمعادلة الثالثة؟ أكمل. bو aن وحلها. هل العددا

  .Eتصرف بالمثل مع النقطة  .3
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

   

  نلاحظ أن
( 5, 5,5)AD = − −

����
,3,5)و   1)AC = −

����
)و   1, 2, 0)AB = − −

����
  

ABنلاحظ أن 
����

ACو  
����

 ستلي Cو Bو Aإذنغير مرتبطان خطياً لأن مركباتهما ليست متناسبة  
) وياً على استقامة واحدة فهي تعين مست )ABC  وتكونD  نقطة من المستوي( )ABC  اذا فقط واذا

ADيحققان  bو  aن اوجد عدد aAB bAC= +
���� ���� ����

  أي 
( 5, 5,5) ( 1, 2, 0) (3,5, 1)a b− − = − − + −  

) أي  5, 5,5) ( 3 , 2 5 , )a b a b b− − = − + − +   ومنه −
3 5

2 5 5

5

a b

a b

b

− + = −− + = −
− =

�

�

�

  

5bومنه  = 10aنجد  �وبالتعويض في  − = يحقق المعادلة  �و �ونلاحظ أن حل المعادلتين  −
10إذن    � 5AD AB AC= − −

���� ���� ����
ABوبالتالي فالأشعة  

����
ACو  

����
ADو  

����
 Aمرتبطة خطياً والنقاط  

  واحد. تقع في مستو Dو  Cو  Bو

  الحل



  

23  

AEبحيث يكون  βو  αعددين  عن لنبحث الآن  AB ACα β= +
���� ���� ����

   أي 
(1,1,1) ( 1, 2, 0) (3,5, 1)α β= − − + −  

  ومنه
3 1

2 5 1

1

α β

α β

β

− + =− + =
− =

�

�

�

  

1βتكون �من = 3αنجد  �وبالتعويض في − = )ونلاحظ أن الحل الناتج  − 3, 1)α β= − = − 
ABفالأشعة ومنه   �ة لا يحقق المعادل

����
ACو  

����
AEو  

����
لا تنتمي إلى  Eوالنقطة  مرتبطة خطياً غير  

  .Pالمستوي 

 !"��
� #$	�% 
	���  

)في معلمٍ  ; , , )O i j k
�� ,3)، لدينا النقطتان � 1,1)A ,3)و − 3, 1)B − ,1,0)، والشعاعان − 2)u −

� 
,2,1)و 3)v −

� .d  هو المستقيم المار بالنقطةA  ه بالشعاع والموجu
d، و� هو المستقيم المار  ′

ه بالشعاع  Bبالنقطة  والموجv
dو dالمستقيمين أن  أثبت. � ′  عيّنمتقاطعان، ثم I  نقطة

  تقاطعهما.
   نحو الحلّ   ��


رضة. إذ قد يبدو مستقيمان في تليس مفيداً، هنا، رسمُ شكل بالنقاط والأشعة والمستقيمات المف  
   الفراغ متقاطعين، دون أن يكونا كذلك، لأنهما غير واقعين في مستوٍ واحد.

هما غير متوازيين ويقعان في إذن يجب إثبات أنّ يتعلق الأمر بإثبات تقاطع مستقيمين من الفراغ، 
  .تحليلياً مستوٍ واحد. وتدعونا معرفة إحداثيات النقاط ومركّبات الأشعة إلى التعامل مع المسألة 

1.  أثبت أنu
  غير مرتبطين خطياً.  �vو �

dو dما قولك بشأن المستقيمين  .2   ؟′
dو dيبقى إثبات وقوع المستقيمين   � في مستوٍ واحد. المستقيم  ′

d  والنقطةB  ًيعينان مستوياP  طالماB  لا  تقع علىd .
 فلإثبات أنd وd ′  يقعان في مستوٍ واحد، يكفي إثبات أن

ABالأشعة 
����

  مرتبطة خطيّاً.   �vو �uو 
 bو aإلى إثبات وجود عددين حقيقيين  ؤولتحققْ، بذكر المبرهنة ذات الصلة، أن المسألة ت .1

ABقان يحقّ  au bv= +
���� ��.  

ة تحصل على جملةٍ من ثلاث معادلات خطيّ ، فساواة السابقة بلغة الإحداثياتاكتب الم .2
  بمجهولين.

  5 

i
A

B d
I

u
�

d ′

v
�



 

24  

فة منهما. أيكون اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليها، ثم حل الجملة المؤلّ  .3
  ن وجدتهما حلولاً للمعادلة الثالثة؟ أتممْ.االلذ bو aالعددان الحقيقيان 

)حساب إحداثيات ل  � , , )I x y z نقطة تقاطع المستقيمين ،d وd . نسعى، بالتعامل شعاعياً، إلى ′
dو dتقع على كل من  Iمن أن  وثّقالت ′.  
AIيحققان  βو αق من وجود عددين حقيقيين تحقّ  .1 uα=

��� BIو � vβ=
��� �.  

  . Iومن ثم إحداثيات النقطة  βو αاكتب هاتين المساواتين بلغة الإحداثيات لتستنتج  .2
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

1,0)الشعاعان  1.   2)u −

2,1)و � 3)v −
  هما غير متناسبة. غير مرتبطين خطياً لأنّ مركبات �

dو dلما كان الشعاعان غير مرتبطين خطياً كان المستقيمان  2.       غير متوازيين.  ′
نثبت كي ول. Pيعينان مستوياً  Bوالنقطة  dفرضاً، فالمستقيم  dلا تقع على المستقيم  Bالنقطة   �
dو d أن uيقعان في مستوٍ واحد، نثبت أنّ الأشعة  ′

ABو �vو �
����

  مرتبطة خطياً.  
ABيحققان :  bوa نلنثبت  أنّه يوجد عددان حقيقا 1.   a u b v= ⋅ + ⋅

���� ��.  
,0)   العلاقة الشعاعية تكافئ : 2.   2, 2) (1,0 2) (2,1 3)a b− − = − +   . ومنه جملة المعادلات−

2 0

3 2

20 2

2

a b

b

a b

 + = + = −
− − = −

  

المعادلة الثالثة ، وبالتعويض في =4aو −=2bالأولى والثانية نجد المشترك للمعادلتين بالحل 3.  
dو dنجد أنها محققة. إذن يقع المستقيمان  لأننا  Iفي مستوٍ واحد. وهما متقاطعان في نقطة  ′

dو dأثبتنا أنّ    .  زيينغير متوا ′

)لحساب إحداثيات   � , , )I x y z، نستفيد من انتماء النقطة I  ٍمن إلى كل d  وd ′ .  

I لأنّ  1. d∈  حقيقييوجد عدد α  يحققAI uα= ⋅
��� Iن .  ولأ� d يحقق  βيوجد عدد حقيقي  ∋′

BI vβ= ⋅
��� � .  

AB نستنتج إذن أنّ  2. AI B vI uα β= − = −
���� ��� � �� ��

4αأن يكون  وهذا يقتضي  2βو = استناداً  =
4AIإلى الفقرة السابقة. إذن   u=

��� ). أو � 3, 1, 1) 4(1,0, 2)x y z− + − = . ومنه نجد أن −
(7, 1, 7 )I − − .  

  
  

  الحل
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  &��'(� � )*���(�  

] من الحرف I . النقطةABCDEFGHتأمّل المكعب لن ]CD 
1تُحقّق المساواة 

4
DI DC=
��� ����

]من  J ، والنقطة ]BC  تحقّق
3 المساواة

4
BJ BC=
���� ����

). أثبت أن المستقيم  )HI  يوازي المستوي
( )EGJ .  

   نحو الحلّ   ��


)لا يُظهرُ الشكل مستقيماً من المستوي    )EGJ  ًموازيا( )HI إذ لو كان مستقيمٌ من المستوي .
( )EGJ  ًموازيا( )HI المستقيم لتأكّد لنا أن ،( )HI  يوازي المستوي( )EGJ لنفكرْ إذن بالتعامل .

)مع المسألة تحليلياً. نختار  ; , , )A AB AD AE
���� ���� ����

لسهل تعيين إحداثيات نقاط معلماً للفراغ، لأنّه من ا 
,الشكل في هذا المعلم. عيّن في هذا المعلم إحداثيات النقاط  , , ,G E J I H.  

)لإثبات أن المستقيم   � )HI  يوازي المستوي( )EGJ ،باستعمال الأشعة، يكفي، على سبيل المثال ،
HIلأشعة إثبات أن ا

���
EGو 

����
EJو 

���
  واقعة في مستوٍ واحد.   

HIيُحقّقان  yو xأثبت أن هذا يقودنا إلى إثبات وجود عددين حقيقيين  .1 xEG yEJ= +
��� ���� ���

  
اكتب هذه المساواة الشعاعية بلغة الإحداثيات: ستحصل على جملةٍ من ثلاث معادلات  .2

  بمجهولين. 
اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليها، ثم حل الجملة المؤلّفة منهما. هل  .3

  تهما حلول للمعادلة الثالثة؟ اللذان وجد yو xالعددان الحقيقيان 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  حل آخر
)فيما سبق، لم نسعَ إلى إظهار مستقيمٍ في المستوي  )EGJ  يوازي( )HI فلجأنا إلى التعامل مع ،

)الإحداثيات. ولكنّ دراسة تقاطع المكعب مع المستوي  )EGJ .تظهرُ مستقيماً من هذا القبيل ،
)المستويان  )EFG و( )ABC  متوازيان، والمستوي( )EGJ  .يقطعهما بفصلين مشتركين متوازيين  

)ارسم الفصل المشترك للمستويين  .1 )EGJ و( )ABC ولتكن ،K  نقطة تقاطعه مع( )AB  .

1بيّن لماذا 

4
AK AB=
���� ����

 ؟ أثبت أنEK HI=
���� ���

  .  

)ماذا تستنتج بشأن المستقيمين  .2 )HI و( )EK وكذلك بشأن المستقيم ؟( )HI  والمستوي
( )EGJ ؟  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 
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)نختار    ; , , )A AB AD AE

���� ���� ����
,معلماً في الفراغ ، فنجد إحداثيات النقاط    , , ,G E J I H  :  

3 1
4 4

(1,1,1), (0, 0,1), (1, , 0), ( ,1, 0), (0,1,1)G E J I H  
HIلنثبت أنّ الأشعة  1.  �

���
EGو  

����
EJو  

���
 yو  xواقعة في مستوٍ واحد ، أي نثبت وجود عددين  

HI العلاقة  يحققان x EG yEJ= +
��� ���� ���

1 .  
1لدينا 2.   

4
( , 0, 1)HI −

���
EG(1,1,0)و 

����
3و  

4
(1, , 1)EJ −

���
  جد: ن 1وبالتعويض في العلاقة  

1
4

3
4

(1)

0 (2)

0 1 (3)

x y

x y

y

 + = + =
 − = −

  

3و  =1yوبحل المعادلتين الأولى والثانية نجد أنّ 3.
4

x = وهذا  =1yومن المعادلة الثالثة لدينا   −
3يوافق الحل الناتج، إذن أصبح لدينا 

4
 HI EG EJ= − +

��� ���� ���
EJفالأشعة  

���
EGو 

����
HIو 

���
تقع في مستوٍ  

)ومنه واحد  )EGJ  يوازي( )HI .  
  :حل آخر
)المستويان  1. )EFG  و( )ABC  ٍمتوازيان قطعناهما بمستو( )EGJ 

)عليهما فصلين مشتركين متوازيين. وبالتالي  دفهو يحد )EG  يوازي
)ويوازي  Jستقيم مار من م ∆، حيث ∆ )EG أي يوازي( )AC  ،

1حيث  Kفي نقطة  ABيقطع  ∆ومنه 
4

AK AB=
���� ����

.  
1ذن لدينا إ 1

4 4
DI DC AB AK= = =
��� ���� ���� ����

DH، و AE=
���� ����

HI، إذن  DI DH EK= − =
��� ��� ���� ����

.  
)نستنتج إذن أنّ  2. ) ( )HI EK	،  ّولكن( )EK  محتوى في المستوي( )EJK  ومنه( )HI  يوازي

( )EGJ .  
  

  ٍ��
+ ,-.� /#���  

ABCDEFGH  .مكعبM وN وP  ثلاث نقاط من الأحرف
[ ]AE و[ ]EF و[ ]FG  بالترتيب، كما في الشكل المجاور. يُطلب

)إيجاد مقطع المكعب بالمستوي  )MNP.  
  
  

  الحل
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   نحو الحلّ   ��


)نريد تعيين تقاطع المستوي    )MNP عب. ولكن بمَ نبدأ؟ نعلمُ أنّه عندما يقطع مع وجوه المك
)المستوي  )MNP  وجهين متقابلين من المكعب، وهما في مستويين متوازيين، يكون الفصلان

  المشتركان الناتجان متوازيين.
)أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع  .1 )MNP  ويوازي( )MN؟  
)أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع  .2 )MNP  ويوازي( )NP؟  
  تختار إذن لتتعامل معه؟  أي وجه .3

طع المستوي   � )لنبدأ، على سبيل المثال، بالبحث عن تقا )MNP  مع الوجه( )DCGH لإيجاد .
الفصل المشترك لهذين المستويين، يكفي إيجاد نقطة مشتركة بينهما. لنبحث إذن عن نقطة من 

  هذا القبيل.
)لماذا نقطة تقاطع  .1 )PN و( )HG  ملائمة؟ ارمزْ إلى تلك النقطة بالرمزQ.  
)موازياً المستقيم  Qمار بالنقطة المستقيم ال .2 )MN يقطع ،( )CG  فيR  ويقطع( )DC  في

S دْ الفصل المشترك للمستويحد .( )MNP  والوجه( )DCGH.  
)موازياً  Sلِماذا يفيد المستقيم المار بالنقطة  1.  � )PNفي تحديد الفصل المشترك للمستوي ، 

( )MNP  والوجه( )ABCDكن ؟  لتT  نقطة تقاطعه مع[ ]AD.  
)ما الفصل المشترك للمستوي  .2 )MNP  من الوجهين مع كل( )BCGF و( )ADHE؟  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

  

  

 .1( )MNP  يقطع( )DCGH بفصل مشترك يوازيMN .  
.2 ( )MNP  يقطع( )ABCD وازي بفصل مشترك يNP .  
) نختار مثلاً  3. )DCGH.  
)لتعيين الفصل المشترك للمستويين    � )MNP و( )DCGH  نحتاج إلى نقطة مشتركة بينهما. لتكن
Q  نقطة تقاطع المستقيمين( )HG و( )PN  فهي نقطة مشتركة بين المستويين( )MNP و( )DCGH .

)زي ويوا Qفيكون الفصل المشترك المطلوب هو المستقيم المار بالنقطة  )MN وهو يقطع ،( )CG في
R ويقطع ،( )CDفيSفالفصل المشترك هو ،( )SR .  

  الحل
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� S المستويين نقطة مشتركة بين( )MNP و( )ABCD فالمستقيم المار بالنقطةS ًموازيا( )NP  هو
)الفصل المشترك للمستويين السابقين فيقطع   )AD  فيT ، فالفصل المشترك هو( )ST .  

)الفصل المشترك للمستويين  2. )MNP و( )BCGF  هو المستقيم( )PR.  
)الفصل المشترك للمستويين  )MNP و( )ADHE هو المستقيم( )MT.  

  

  �0	
� /1	
�  

ABCDE  هرمٌ رأسهE  .وقاعدته مربع[ ]BE  عمودي على المستوي
( )ABCD ،4 2EB 4ABو = = .M  نقطة من القطعة[ ]ED 

3DMتُحقّق  DE=
����� ����

المستوي  على Mالمسقط القائم للنقطة  P. لتكن 
( )ABCD وH  المسقط القائم للنقطةP  على المستقيم( )AB احسب .

]طول القطعة المستقيمة  ]MH .  
   نحو الحلّ   ��


والتساوي في الشكل إلى التعامل تحليلياً مع هذا التمرين. يحضرنا، تدعونا مختلف أوضاع التعامد   
)هنا، المعلم المتجانس  ; , , )B i j k
�� 4BA حيث � i=

���� 4BCو � j=
���� 4و � 2BE k=

���� �.  
  . Eو Dجد، في هذا المعلم، إحداثيات كل من النقطتين  .1
  .Mحدد إحداثيات النقطة  .2

�  P  هي المسقط القائم للنقطةM  على المستوي( )ABCD فتُستنتج إحداثيات ،P بسهولة، من ،
  .Pمن إحداثيات  H. وبالمثل، تُستنتج إحداثيات النقطة Mإحداثيات النقطة 

1.   د إحداثيات كلمن النقطتين  حدP وH .  
]طول  احسب .2 ]MH .  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

    

)لدينا المعلم المتجانس    ; , , )B i j k

��   عندئذٍ تكون:  �
,0,0)و  D(4,4,0)إحداثيات  1. 4 2 )E .  
)نفترض النقطة  2. , , )M x y z  منED  3تحققDM DE=

����� ����
ومنه  

3( 4, 4, 0) ( 4, 4, 4 2 )x y z− − − = − 4فينتج  − 2
3

z 8و =
3

y 8و =
3

x )ومنه  = )8 8 4 2
3 3 3
, ,M   

  8  
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�  .1 P  هي المسقط القائم لـلنقطةM  على( )ABCD  إذن( )8 8
3 3
, , 0P  فيكون( )8

3
, 0, 0H.  

4حيث ،  Pالقائم في  MPH في المثلث حسب فيثاغورث 2. 2
3

MP 8 و =
3

PH     نجد  =
64 32 4 6

9 9 3
MH = + =   

  

 ABCD رباعي وجوه، وa  .عددٌ حقيقيI وJ  ،بالترتيبهما ،
]منتصفا  ]AB و[ ]CDو .E وF  قان، العلاقتين: نقطتان تحق

AE aAD=
���� ����

BFو  aBC=
���� ����

]هي منتصف  H. وأخيراً  ]EF. 
  تقع على استقامة واحدة. Hو Jو Iأن أثبت 

   نحو الحلّ   ��


نهدف إلى إثبات وقوع ثلاث نقاط من الفراغ على استقامة واحدة. تدعونا الفرضيات التي تحدد   
ت. يكفي إذن، على سبيل المثال،  عمالنقاط الشكل إلى است مركز الأبعاد المتناسبة أداةً للإثبا

 إثبات أنH  هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتينI وJ.وقد أسندنا إليهما ثقلين مناسبين .  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eأن  يقّنت  .1 ,1 )A a− و( , )D a وأن ،F  هي مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1 )B a− و( , )C a.  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  H، أثبت أن الخاصّة التجميعيّة لاستفادة منبا .2 ,1 )A a− 

)و ,1 )B a− و( , )C a و( , )D a.  
3.  النقاط استنتج أن I وJ وH .تقع على استقامة واحدة  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر  أنجزِ الحلّ 

  

مركز الأبعاد المتناسبة  Hعلى استقامة واحدة ، يكفي أن نثبت أنّ  Hو  Jو  Iلإثبات أنّ النقاط  

  وقد أسند لها ثقلين مناسبين.  Jو Iطتين للنق
AEمن الفرض لدينا  1. aAD=

���� ����
1)ومنه   ) 0a EA aED− + =

���� ���� مركز الأبعاد المتناسبة  E، إذن �
)تين للنقط ,1 )A a− و( , )D a.  

BFومن الفرض لدينا  a BC=
���� ����

1)ومنه   ) 0a FB aFC− + =
���� ���� مركز الأبعاد المتناسبة  F، إذن �

)للنقطتين  ,1 )B a−  و( , )C a.  
]منتصف  Hولما كان  2. ]FE  كانH  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)E و( ,1)F وحسب .

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Hالخاصة التجميعية تكون  ,1 )A a− و( ,1 )B a− و( , )C a و( , )D a.  

  9  
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]منتصف  Iولما كان  3. ]AB  كانI  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1 )A a− و( ,1 )B a− 
]منتصف  Jولما كان  ]CD  كانJ تناسبة للنقطتين مركز الأبعاد الم( , )D a و( , )C a وحسب .

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Hالخاصة التجميعية تكون  ,1 )A a− و( ,1 )B a− و( , )C a 
)و , )D a هي نفسها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ،( ,2 2 )I a− و( ,2 )J a فالنقاط ،I وJ وH  تقع

  على استقامة واحدة وهو المطلوب. 

      إلى الأمام قدُُماً 
 A وB وC ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة من الفراغ. وD وE  :نقطتان تحققان 

3 2AD AB=
���� ����

3AEو  CE=
���� ����

.  
  د.تقع في مستوٍ واح Eو Dو Cو Bو Aأثبت أن النقاط  �
]منتصف  Iلتكن  � ]CD وJ  منتصف[ ]BE أثبت أن .A وI وJ  تقع على استقامة

  واحدة. 

 
3لدينا  � 2AD AB=

���� ����
على استقامة واحدة تقع   Dو  Bو Aالنقاط  إذن 

)على المستقيم تقع  D منهو  )AB  المحتوى في( )ACB من  ثلمبال. و
3AEالعلاقة  CE=

���� ����
)على المستقيم تقع  Eنجد أن   )AC  المحتوى في

( )ACB النقاط . وبالتاليA وB وC وD وE تقع في مستوٍ واحد 
)هو )ACB.  
� I  منتصف[ ]CD وJ  منتصف[ ]BEإذن  ،  

( )
2
3

1 2 2 4
3 3 3 3

2AI AC AD AE EC AB

AE AE AB AE AB AJ

= + = + +

= − + = + =

��� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����  

2ومنه 
3

AI AJ=
��� ����

  تقع على استقامة واحدة. Jو Iو Aأن ، فالنقاط 

 ABCD رباعي وجوه. وE وF وG نظائر  هيA  تبالنسبة إلى ] منتصفا ]BC و[ ]CD 
]و ]DB بالترتيب .  

�  أثبت أنAC DF=
���� ����

ACو  BE=
���� ����

.  
]استنتج أن للقطعتين  � ]DE و[ ]FB .المنتصف نفسه  
)أثبت أن المستقيمات  3 )BF و( )DE و( )CG .متلاقية في نقطة واحدة  
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AEالأضلاع استناداً إلى خواص متوازي  � AB AC= +

���� ���� ����
AFو  AC AD= +

���� ���� ����
. ومنه باستعمال 

  علاقة شال:
AC AE AB BE= − =
���� ���� ���� ����

ACو        AF AD DF= − =
���� ���� ���� ����

  
DFإذن  � BE=

���� ����
]زي الأضلاع، فقطراه متوا BEFD، والرباعي  ]DE و[ ]FB  .متناصفان  

]نجد بالمثل أنّ  3 ]DE و[ ]CG متناصفان.  
  

 ABCD .و رباعي وجوهE  هي نظيرةA  بالنسبة إلىCو ،F وG  هما النقطتان اللتان
  ضلاع.الأمتوازيي  FDAGو EBCFتجعلان 
�  أثبت أنDG DA DE BC= + +

���� ���� ���� ����
.  

�  2استنتج أنDG DC BC= +
���� ���� ����

  تقع في مستوٍ واحد.  Gو Dو Cو Bأن النقاط  مّ ثُ ، 

  
  

  عملاً بالفرض يمكن أن نكتب 1
DA DE DA DE

DA D

EF

F

BC

DG

+ + = + +

= + =

���� ���� ���� ����

���� ����

���� ����

����.  

2DAلدينا  � DE DC+ =
���� ���� ����

] منتصف Cلأن   ]AE  ًواستنادا
  نجد 1 إلى

2 3

DG DA DE BC

DC BC DC DB

= + +

= + = −

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����  

DGتب الشعاع أي كُ 
����

DCعبارة خطية بدلالة الشعاعين 
����

DBو
����

تقع في  Gو Dو Cو Bفالنقاط  
  . مستوٍ واحد

)نتأمّل في معلم    ; , , )O i j k
�� ,3,1)و B(1,2,0)و A(3,2,1)النقاط  � 2)C −.  

  ليست على استقامة واحدة. Cو Bو Aأثبت أن النقاط  �
)تنتمي النقطةُ  mعند أية قيمة للوسيط  � ,1, 3)M m  إلى المستوي( )ABC ؟  
)و Cو Bو Aلتقع النقاط  yو xبين  العلاقة ما 3 , , 3)D x y في مستوٍ واحد؟  
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)لدينا في المعلم  � ; , , )O i j k

�� )لدينا  � 2,0, 1)AB − −
����

,0)و  1, 3)AC − −
����

، فالشعاعان غير مرتبطين  
واحدة ، فهي تشكل  ليست على استقامةٍ  Cو  Bو  Aخطياً لأن مركباتهما غير متناسبة، والنقاط 

  مستوياً. 
)تنتمي  � ,1, 3)M m  إلى المستوي( )ABC  إذا وجد عددان حقيقيانa وb : يحققان العلاقة 

AM a AB b AC= ⋅ + ⋅
����� ���� ����

)، أي  3, 1,2) ( 2,0, 1) (0, 1 3)m a b− − = − − + −   ومنه −
3 2

1

2 3

m a

b

a b

 − = − − = −
 = − −

  

1bوبالحل المشترك  نجد  5a، و  = = 13mومن ثَمّ  − = .  
)و Cو Bو Aتقع النقاط  � , , 3)D x y  في مستوٍ واحد إذا وجد عددان حقيقيانα وβ  يحققان

AD العلاقة  AB ACα β= ⋅ + ⋅
���� ���� ����

  ومنه 
3 2

2

2 3

x

y

α

β

α β

 − = − − = −
 = − −

1

2

3

  

2yβوبالحل المشترك نجد  = − 3و +
2

x
α

− +
6نجد  3وبالتعويض في  = 19x y+ =.  

 �	�� �2�!3  

)النقاط مجموعة  Eلتكن  ), ,M x y z : 2 التي تحققُ إحداثياتها العلاقة 3 5 0x y z− + − =.  
  .Eتنتمي إلى المجموعة  C(2,0,1)و B(5,0,0)و A(7,1,0)أثبت أن النقاط  �
  .Pتحدد مستوياً  Cو Bو Aأن النقاط أثبت  �

.a BMأثبت أن مركّبات الشعاع  �
����

2)هي   3 , , )y z y z−.  
.b BMأن  استنتج � yBA zBC= +

���� ���� ����
  . ماذا يمكنك أن تستنتج من ذلك؟

	  ة نقطة أيبالعكس، أثبت أن( ), ,M x y z المستوي من P تحقق المعادلة:  
2 3 5 0x y z− + − =  

  ؟Eما هي المجموعة 
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)هي نقاط  Eمجموعة النقاط  � , , )M x y z  2التي تحقق إحداثياتها العلاقة 3 5 0x y z− + − =.  

هي نقاط من  Cو Bو Aالنقاط تحقق العلاقة المعطاة، إذن  Cو Bو Aنلاحظ أنّ إحداثيات النقاط 
  .Eالمجموعة 

)لما كان الشعاعان  � 2, 1,0)AB − −
����

)و   5, 1,1)AC − −
����

غير مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما غير  
  .Pغير واقعة على استقامةٍ واحدة ، فهي تحدد مستوياً  Cو Bو Aمتناسبة، كانت النقاط 

.a )من جهة أولى  � 5, , )BM x y z= −
����

2فإنّ  Eمن  Mنّ النقطة ، ولأ 3 5 0x y z− + − = 
5ومنه  2 3x y z− = 2)، إذن − 3 , , )BM y z y z= −

����
 .  

   .b  2)لما كان 3 , , ) (2,1, 0) ( 3, 0,1)y z y z y z− = + BM، كان − yBA zBC= +
���� ���� ����

 . ومنه نستنتج
  . Pتقع في مستوٍ واحد  Mو Cو Bو Aأنّ النقاط 

يحققان      βو  αن، يوجد عددان حقيقياPتقع في المستوي  Mإذا كانت النقطة  .وبالعكس  	
AMالعلاقة:  AB ACα β= +

����� ���� ����
). ولدينا   7, 1, )AM x y z= − −

�����
  ، إذن
( 7, 1, ) ( 2, 1, 0) ( 5, 1,1)x y z α β− − = − − + − −  

  هذا يكافئ 

  
7 2 5

1

x

y

z

α β

α β

β

 − = − − − = − −
 =

�

1

3

  

7من المعادلتين الأخيرتين ثمُّ بالتعويض في الأولى نجد  βو αبحساب  2( 1) 5x y z z− = + − −  
2أو 3 5 0x y z− + − P=. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ Eتنتمي إلى  M، إذن = E.  
  

)نتأمّل في معلم   ; , , )O i j k
�� ه  A(2,0,5) المارّ بالنقطة dالمستقيم  � 2,5)بالشعاع والموج, 1)u −

� ،
dوالمستقيم  ,2,2)المارّ بالنقطة  ′ 1)B هٌ بالشعاع  − (1,2,1)والموجv

dو d. هل � متقاطعان؟ في  ′
  د نقطة تقاطعهما.حالة الإيجاب، أوج

  
,2,5)الشعاعان  1)u −

v(1,2,1)و �
غير مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما غير متناسبة، إذن  �

dو dالمستقيمان  dو dان في مستوٍ واحد ؟ يقع المستقيمان غير متوازيين ، لنرى هل يقع ′ في مستوٍ  ′
ABيحققان  βو α  نواحد إذا وجد عددان حقيقيا u vα β= +

����   ، أي ��

(0,2, 6) (2,5, 1) (1,2,1)α β− = − +  
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  ا يكافئوهذ
2 0

5 2

62

2

2α β

α β

α β

 + −

−

= + =
− + = −

1

3

�  

نجدها  2، وبتعويض هذه النتائج في المعادلة −=4βو =2αنجد  3و  1بحل المعادلتين 
2محققة إذن  4AB u v= −

���� dو d، والمستقيمان �� يقعان في مستوٍ واحد وغير متوازيين، فهما  ′
AIقحقّ . تُ Iمتقاطعان في نقطة  a u= ⋅

��� BIو � b v= ⋅
��� AB، إذن � AI BI au bv= − = −

���� ��� ��� ، ولكن ��
2aوجدنا أنّ هذه المساواة تقتضي أن يكون  4bو = 2AI. ومن المساواة = u= ⋅

��� نستنتج أنّ  �
)إحداثيات  , , )I x y z ،تحقق( 2, , 5) (4,10, 2)x y z− − =   .I(6,10,3)أي  −

  
,2)عن النقطتين  البُعدمتساوية  Cعلى محور الفواصل نقطةً  جدْ   1,3)A ,0,5)و − 1)B −.  

  

) كانتعلى محور الفواصل  تقع Cالنقطة  لأنّ  , 0, 0)C x لأنّ . وC  متساوية البعد عن النقطتين
AوB كان CA CB=  2ومنه 2CA CB= 2 أي 2( 2) 1 9 25 1x x− + + = + ، −=3xومنه . +

)هي  Cفإحداثيات  3,0,0)− .  
  

,3,1)عدداً حقيقياً، ولنتأمّل النقاط الثلاث  αليكن   3)A )و − 1,5, 3)B − )و − 1,1, )C α− أثبت .
  . أَيمكن أن يكون متساوي الأضلاع ؟αمتساوي الساقين، أيّاً كان  ABCأن المثلث 

  

  لدينا
2 2 2 2

2 2 2

0 4 ( 3 ) 25 6

4 0 (3 ) 25 6

CB

CA

α α α

α α α

= + + − − = + +

= + + − = + +
  

CAفإن  ℝمن  αوهكذا نجد أنه مهما تكن  CB=  والمثلث متساوي الساقين رأسهC.  
CBحتى يكون هذا المثلث متساوي الأضلاع يجب أن يكون  AB= أي   

2 2 225 6 4 4 0α α+ + = + +  
2وبالإصلاح نجد  6 7 0α α+ − 1αولهذه المعادلة حلان  = 7αو = = يمكن أن يكون  إذن. −

  .αالمثلث متساوي الأضلاع عند قيمتين للعدد الحقيقي 
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)و A(2,1,0)نتأمّل النقطتين   1, 4,2)B −.  

  .Bو Aأوجد نقطةً متساوية البعد عن  �
,1,1)الذي يجعل النقطة  λأوجد العدد الحقيقي  � )C λ  متساوية البعد عنA وB.  
3  أثبت أن»( , , )M x y z  نقطةٌ من المستوي المحوري للقطعة[ ]AB  «  ق الشرطإذا وفقط إذا تحق

»3 3 2 8 0x y z− − + =.«  

  
]منتصف القطعة المستقيمة  Nخذ  � ]AB  أي( )1 5

2 2
, ,1N.  

2انطلاقاً من � 2CB CA=  2نجد 2 2 2 22 3 ( 2) 1 0λ λ+ + − = + 4λأي  + = .  
]أي نقطة من المستوي المحوري للقطعة  3 ]AB ت تكون متساوية البعد عن طرفيها وبالعكس إذا كان
M  متساوية البعد عنA وB  فإنها تقع على المستوي المحوري للقطعة[ ]AB  وبالتالي( , , )M x y z 

]نقطة من المستوي المحوري للقطعة  ]AB  إذا وفقط إذا تحققBM AM=  2أي 2BM AM= ومنه  
2 2 2 2 2 2( 1) ( 4) ( 2) ( 2) ( 1)x y z x y z+ + − + − = − + − +  

 وبإصلاح المعادلة نجد 
3 3 2 8 0x y z− − + =.  

  

  4"��
� 52 ���� �-/6  

,4)و B(2,3,6)و A(2,3,0)نقاط نتأمّل ال 1,2)M عن المستقيم  M. نهدف إلى حساب بُعد −
( )AB.  

)المستقيم  على لا تقع Mأن  أثبت � )AB.  
)من المستقيم  Kأثبت أن لكل نقطة  � )AB  2)إحداثيات من النمط, 3, )z .  
  .zبدلالة  2MKاحسب  3
)عن  Mأصغر ما يمكن؟ حددْ إذن بُعد  MKيكون  zعند أية قيمة للعدد  	 )AB.  

  
,2)لدينا  � 4, 4)MB − −

����
,2)و   4,2)MA = −

����
2أن نلاحظ   4 4

2 4 2

− −
= ≠
−

AMن االشعاعف 
�����

 

BMو
����

على  Mلا تقع  ، أي على استقامة واحدة  Bو Mو Aلا تقع النقاط ، و غير مرتبطان خطياً  
)المستقيم  )AB.  
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� K  نقطة من المستقيم( )AB إذا وفقط إذا كانت مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ،( ,1 )A t− 
)و , )B t  حيثt  عدد حقيقي ما. فإذا كانت( , , )x y z  إحداثياتK كان  

( , , ) (1 )(2,3,0) (2,3,6) (2,3,6 )x y z t t t= − + =  
,2)من الصيغة  Kأي إنّ إحداثيات  3, )z.  

  لدينا  3
2 2 2 2 2(4 2) ( 4) (2 ) ( 2) 20MK z z= − + − + − = − +  

2هي  MK أصغر قيمة للمسافة 	 2zعندما ويبلغها عندما  5 عن المستقيم  Mبعد . وعليه =
( )AB 2 يساوي 5d =.  

  

 7�8 49�� 
	0	
:�  

  m وn قان0عددان حقيقيان موجبان يُحقn m> نتأمّل  .<
)النقاط  3, 3,0)A (0,6,0)وB  0,6)و, )M m 0,0)و, )N n  في

) معلمٍ متجانس ; , , )O i j k
��  MAN ليكون المثلث nو mعيّن . �

5 يساوي AOBMNوحجمُ المجسم  Aقائماً في  3.  
  
  

  
  .  لديناNAMحسب أطوال أضلاع المثلث لن

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 9 12

3 9 12

0 36 ( ) 36 ( )

NA n n

MA m m

NM m n m n

= + + = +

= + + = +

= + + − = + −

  

2، إذا تحقق الشرط Aقائماً في  NAMيكون المثلث  2 2NM NA MA=   وهذا يكافئ:  +

6m n⋅ = 1  
5ان حجم الهرم  يساوي ولما ك 1فإنّ  3

3
( ) 5 3V S OBMN h= ⋅ ⋅   ولكن  =

( ) 6 3( )
2

m n
S OBMN m n

+
= ⋅ = +  

1ومنه 
3

5 3 3( ) 3m n= ⋅ +   أي ⋅

5m n+ = 2  
  . =3nو =2mجد حلاً مشتركاً ن  2و 1وبحل 
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1معرفتين وفق  Fو E ونقطتين ،ABCD نتأمّل رباعي وجوه 
4

BE BC=
���� ����

2و 
3

AF AD=
���� ����

 .
 أثبت أنG مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ،( ,1)A و( , 3)B و( ,1)C و( ,2)D يقع على ،[ ]EF .

]على  G ثمُّ عين النقطة ]EF.  

  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eإنّ  , 3)B و( ,1)C  ّلأن
1
4

BE BC=
���� ����

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  F. و ,1)A و( ,2)D 
2لأنّ 

3
AF AD=
���� ����

 .   
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  G إذن , 4 )E و( , 3)F ومنه ،
G  يقع على( )EF   3و

7
EG EF=
���� ����

.  
  

2IAمعرفتين وفق  Jو I. ونقطتين ABCD نتأمّل رباعي وجوه  IB=
��� ���

2JCو  JD=
��� ���

.  
  على الأخرى؟ Jو Iأَيمكن أن تنطبق إحدى النقطتين  �
  من الفراغ، كان : Mأثبت أنه، أياً كانت النقطة  �

2MA MB MI− = −
���� ���� ����

2MCو    MD MJ− = −
���� ���� ����

  
  التي تحقق: Mجد مجموعة نقاط الفراغ  3

3MB MC MD MA MB MC MD+ + = − − −
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

  
2IAلدينا  � IB=

��� ���
2IBومنه   BA IB+ =

��� ���� ���
IBأي   BA=

��� ����
DC، وبطريقة مماثلة نجد أن  JD=

���� ���
 .

Iلو افترضنا أنّ  J=  ّاستنتجنا أنIB BA=
��� ����

DIو  CD=
��� ����

DB، وبالجمع نجد  BA CD= +
���� ���� ����

 ،
DBأو DC DA DB+ = −

���� ���� ���� ����
2DBوأخيراً   DC DA+ =

����� ���� ����
في  Dو Cو Bو A. إذن تقع النقاط 

  .Jو Iمستو واحد وهذا خُلفٌ. وعليه لا يمكن أن تنطبق النقطتان 
  
]منتصف  Bلما كانت  � ]IA طتين المثقلتين كانت مركز الأبعاد المتناسبة للنق( ,1)I و( ,1)A  ومنه

2MA MI MB+ =
���� ���� ����

2MAإذن   MB MI− = −
���� ���� ����

]هي منتصف  Dوكذلك ،  ]JC  فهي مركز الأبعاد
)المتناسبة للنقطتين المثقلتين ,1)C و( ,1)J 2ومنهMJ MC MD+ =

���� ���� ����
2MCإذن   MD MC− = −

���� ���� ����
.  

3MBلدينا  3 MC MD MG+ + =
���� ���� ���� ����

  . إذنBCDمركز ثقل المثلث  Gحيث  
3 3 3 3MA MB MC MD MA MG GA− − − = − =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
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  الشرط ،ومنه
3MA MC MB MA MB MC MD+ + = − − −

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
  

3يكافئ  3MG GA=
���� ����

MGأي   GA=
���� ����

الشرط المعطى إذا وفقط إذا انتمت  M تحقق ومنه 

GAنصف قطرها و  Gمركزها إلى الكرة التي 
����

.  

  
)لدينا في معلم متجانس   ); , ,O i j k

�� ,2)النقطتان  � 1,2)A )و − 2,1, 2)B − . نقرن بكل نقطة −
( , , )M x y z 2، من الفراغ، المقدار 2( )f M MA MB= +.  

)احسب  � )f M  بدلالةx وy وz.  
)التي تحقّق  Mأثبت أن مجموعة النقاط  � ) 18f M   مؤلفة من نقطة واحدة. =
)التي تحقّق  Mأثبت أن مجموعة النقاط  3 ) 30f M   . أوجد  نصف قطرها. Oكرةٌ مركزها  =
)المحققة للعلاقة  M، مجموعة النقاط kأثبت أنه، وفق شرط على العدد الحقيقي  4 )f M k= 

  .Oهي كرة مركزها 

  
2لدينا  � 2 2 2( 2) ( 1) ( 2)MA x y z= − + + + 2و − 2 2 2( 2) ( 1) ( 2)MB x y z= + + − + + 

2ومنه  2 2 2 2( ) 2 2 2 18f M MA MB x y z= + = + + +   
�( ) 18f M 2إذا وفقط إذا كان  = 2 2 0x y z+ + )أي  = , , ) (0,0,0)x y z =.  
3 ( ) 30f M 2إذا وفقط إذا كان  = 2 2 6x y z+ + إلى الكرة التي  Mأي إذا وفقط إذا انتمت  =

  . 6ونصف قطرها  Oمركزها 
4 ( )f M k=  2إذا وفقط إذا كان 2 2 1

2
( 18)x y z k+ + = 18kومنه عندما  − نجد أن  <

)المحققة للعلاقة  Mمجموعة النقاط  )f M k=  هي كرة مركزهاO 1 ونصف قطرها
2
( 18)k − .  

  .ABCDنتأمّل رباعي الوجوه  

� M  نقطةٌ من الحرف[ ]AC جد مقطع رباعي الوجوه بالمستوي المار بالنقطة .M  ًموازيا
)للمستوي  )BCD.  

� I  نقطةٌ من الحرف[ ]ADو ،J  نقطةٌ من المستقيم( )CD ،
)نقطةٌ من المستقيم  Kو )BC .مقطع رباعي الوجوه  عيّن

)بالمستوي  )IJK.  
3 L  ٌمن المستوي  نقطة( )ABD أوجد مقطع رباعي الوجوه .

)ستوي بالم )KJL.  

  23  
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)موازياً للمستوي  Mالمستوي المار بالنقطة  Pليكن  � )BCD  فيكون

)و  Pالفصل المشترك للمستويين  )ACD  موازياً للمستقيم( )CD  وكذلك
)و  Pيكون المشترك للمستويين  )ABC  موازياً للمستقيم( )BC ننشئ .

)1مستقيمين  Mمن  )MM  يوازي( )BC 2و( )MM  يوازي( )CD 
)1المستوي الذي يعينه المستقيمان المتقاطعان  Pفيكون  )MM 

)2و )MM 1. والمقطع المطلوب هو المثلث 2MM M.  
)المستوي  Qليكن  � )IJK النقطة .I  تنتمي إلى المستقيم( )AD 

)المحتوى في المستوي  )ACD والنقطة ،J  تنتمي إلى المستقيم( )CD 
)المحتوى في المستوي  )ACD إذن المستقيم ،( )IJ  محتوى في

( )ACD وهو، وضوحاً، محتوى في ،Q إذن .( )IJ  هو الفصل
)المشترك للمستويين  )ACD وQ.  

)المستقيم  )IJ  يقطع( )AC  1فيN ّ1. ونجد بالمماثلة أن( )KN  هو
)الفصل المشترك للمستويين  )ABC وQ.  وهذا الفصل المشترك يقطع

( )AB  2فيNوجوه مع . وهكذا يكون مقطع رباعي الQ  21هو المثلث( )IN N.  
)المستوي  Rليكن  3 )LKJ .  

  
)ن نقطة تقاطع المستقيمي Sلتكن  � )BD و( )KJ  من المستوي( )BCD النقطة .S  تنتمي إلى

( )JK  المحتوى فيRو ،S  تنتمي إلى( )BD  المحتوى في( )ABD.  كذلك تنتمي وL  إلى كل
)و Rمن  )ABD فالمستقيم .( )SL  هو الفصل المشترك للمستويينR و( )ABD .  

)المستقيم  � )SL  يقطع( )AB و( )AD  فيU وV .بالترتيب 
)المستقيم  � )KU مشترك للمستويين هو الفصل الR و( )ABC ،يقطع  وهو( )AC  فيW . 
 .ABCDورباعي الوجوه  Rهو مقطع  UVWالمثلث  �

A
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]منتصفات  Lو Kو Jو I، والنقاط ABCDEFGH نتأمّل مكعّباً   ]AE و[ ]BG و[ ]EG 
]و ]AB والنقطة بالترتيب .M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,1)B و( ,1)G و( ,1)E.  

�  أثبت أنM  تنتمي إلىIJ 
  .ن موضعها على هذه القطعةوعي  

�  أثبت أنM  تنتمي إلىKL 
  ن موضعها على هذه القطعة.وعي  

3  استنتج أن I وJ وK وL  ن طبيعة الرباعيتقع في مستوٍ واحد وعيILJK.  

  
� M الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة مركز ( ,1)A و( ,1)B و( ,1)G و( ,1)E  ولأنI ف منتص

[ ]AE  فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,1)A و( ,1)Eو ،J  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين المثقلتين  ,1)B و( ,1)Gفتكون ،M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,2)I و( ,2)J 

IJمنتصف  Mإذن  
 .  

]منتصف  Kلأن  � ]BG  فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين( ,1)B و( ,1)G و ،L 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين  ,1)A و( ,1)Bومنه ،M   مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( ,2)K و( ,2)J  إذنM  منتصفKL 
 .  

) قيمانومنه يتلاقى المست 3 )IJ و( )KL M  فالنقاطI وJ وK وL  تقع في مستو واحد، والشكل
ILJK .متوازي أضلاع لأن قطريه متناصفان  
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  الجداء السلمي في الفراغ
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة
  

 .تعريف الجداء السلمي، وصيغه ا'تلفة، في المسـتوي وفي الفراغ  - 

 .الجداء السلمي في إثبات التعامد اسـتعمال - 

 .الشعاع الناظم على مسـتو - 

 .لمسـتوالمعادA ا@يكارتية  - 
  

  

 



  

3  

  انطلاقة نشطةانطلاقة نشطةانطلاقة نشطةانطلاقة نشطة    

هدف إلى التعبير بصيغة تحليلية عن التعامد في الفراغ. لنتأمّل مكعباً ن .الحساب في المكعّب
ABCDEFGH  ولنتأمّل المعلم 3طول ضلعه يساوي .( ; , , )O i j k

��   المشار إليه في الشكل. �

  

  رؤوس المكعب.جميع اكتب إحداثيات  �
.a )علّل تعامد المستقيمين  � )AB و( )FG.  
.b )عيّن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعAB

����

)و  , , )x y z′ ′ FGمركّبات الشعاع  ′
����

.  
.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a )علّل تعامد المستقيمين  � )AC و( )BF.  
.b )عيّن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعAC

����

)و  , , )x y z′ ′ BFعاع مركّبات الش ′
����

.  
.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a )بالأبعاد الحقيقية. أيكون المستقيمان  DBFHارسم الرباعي  � )DF و( )HB متعامدين؟  
.b )عيّن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعDF

����

)و  , , )x y z′ ′ HBمركّبات الشعاع  ′
����

.  
.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a   ؟ I. ما إحداثيات EFGHمركز الوجه  Iليكن  �
.b )لتكن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعDF

����

)المحسوبة سابقاً، احسب   , , )x y z′ ′ BIمركّبات الشعاع  ′
���

.  
.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+   ، ماذا تقترح ؟+
.a a.في  على الشكل المرسوم Iوضّع  � �.  
.b )لإثبات تعامد  � )DF و( )BI تؤول المسألة إلى مسألة في المستوي. باختيار معلم متجانس في ،

)المستوي  )DBFب الجداء السلمي ، أعط إحداثيات نقاط الشكل، واحسBI DF⋅
��� ����

  ، ماذا تستنتج؟

   
  : إحداثيات رؤوس المكعب �

(0,0,0) , (3,0,0) , (3,3,0) , (0,3,0)

(0,0,3) , (3,0,3) , (3,3,3) , (0,3,3)

D A B C

H E F G
  

A B

CD

E F

GH

i
� j

�k
�
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�   .a  ّة  أنّ الحرف استنتجنا مباشر  ،المجسم مكعب لأنFG عمودي على الوجه ( )ABFE ، ومنه
( ) ( )FG AB⊥ .  

.b ( 3,0,0)FG −
����

,0)و  3,0)AB
����

.  
.c (0)( 3) (3)(0) (0)(0) 0xx yy zz′ ′ ′+ + = − + + =  

�  .a AB BF

BC BF

⊥ 
⊥ 

)إذن    ) ( )BF ABCD⊥ ،  ومن ثَمّ و ( ) ( )AC BF⊥.  

.b (0, 0,3)BF
����

)و  3,3,0)AC −
����

.  
.c ( 3)(0) (3)(0) (0)(3) 0xx yy zz′ ′ ′+ + = − + + =  

�  .a  الرباعيDBFH  قطراه فمستطيل[ ]BH و[ ]DF غير متعامدين .  
.b (3,3, 3)HB −

����

,3)و  3, 3)DF
����

.  
.c (3)(3) (3)(3) (3)( 3) 9xx yy zz′ ′ ′+ + = + + − =  

�   .a  مركز الوجهEFGH  منتصف[ ]FH،  3وبالتالي 3
2 2
( , , 3)I .  

.b (3, 3, 3)DF
����

3و   3
2 2

( , , 3)BI − −
���

.  

.c 3 3
(3)( ) (3)( ) (3)(3) 0

2 2
xx yy zz′ ′ ′+ + = − + − + =   

�   .a اور.الرسم مبين في الشكل المج   

.b  معلم المتجانس اللنختر( ), ,D u v
  حيث ��

3 2DB u=
����

3DHو   � v=
����

�.  
  :  النقاط المهمة في هذا المعلم هيفتكون الإحداثيات 

3 2
2

(0,0), (3 2, 0), ( , 3), (3 2,3)D B I F  
3) إذن 2,3)DF

����

3و  2
2

( , 3)BI −
���

0BIومنه   DF⋅ =
��� ����

  ن متعامدان. افالشعاع ،

D B

FH I

D B

FH I
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  50  فحةص تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , )O i j
� �. 

uاحسب  � v⋅
vو �� w⋅

� wو � u⋅
�   في الحالتين : �

� 2 3u i j= −
� 1و ��

2
5v i j= +

� 1و ��
3

2w i j= −
� ��.  

� (2, 1)u −
1و �

2
( , 3)v −
w(5,2)و �

�.  

  
59 20

14, ,
6 3

7
4, , 8

2

u v v w w u

u v v w w u

⋅ = − ⋅ = − ⋅ =

⋅ = − ⋅ = ⋅ =

� � � �� �

� � � �� �

�

�

   

  : dوالعمودي على المستقيم  Aأعطِ في الحالتين الآتيتين معادلة المستقيم المار بالنقطة  �
� (5,3)A و: 2 5 5 0d x y+ − =.    � ( 1,2)A :و − 3 2 0d x y− + =.  

  
)تنتمي  � , )M x y لى إd AMإذا وفقط إذا كان الشعاع  ′

�����

أي مرتبطاً خطياً مع الشعاع  dعمودياً على  

(2,5)n
5الارتباط الخطي للشعاعين  ئ، وهذا يكافdالناظم على  �

3

x

y

 −
 
 −  

2و 

5

 
 
 
  

  أي  

: 5 2 19 0d x y′ − − =   
:بمثل ما سبق نجد  � 3 1 0d x y′ + + =.  
  من المستوي أنّ: Dو Cو Bو Aأثبت في حالة أربع نقاط  �

2 2 2 22AC DB AB BC CD DA⋅ = − + −
���� ����

  

  
2نستفيد من الخاصة  2 ( )( )u v u v u v− = + −

� � �� �   . فنجد�
2 2

2 2

( )( ) ( )

( )( ) ( )

AB BC AB BC AB BC AC AB BC

CD DA CD DA CD DA CA CD DA

− = + − = ⋅ −

− = + − = ⋅ −

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ��� ���� ����  

ACوبالجمع بعد ملاحظة أنّ  CA= −
���� ���

DBو   BD= −
���� ����

  نجد 

2 2 2 2 ( )

( ) 2

AB BC CD DA AC AB BC CD DA

AC DB BD AC DB

− + − = ⋅ − − +

= ⋅ − = ⋅

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����  
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  : dعن المستقيم  Aأعطِ في الحالتين الآتيتين بُعد النقطة  �
� ( 2,4)A :و − 2 5 0d x y+ − =.    � ( 2,2)A :و − 2 3 1 0d x y− − =.  

  
  : بتطبيق دستور بُعد نقطة عن مستقيم في المستوي نجد 

�     4 4 5
dist( , ) 5

4 1
A d

− + −
= =

+
     

�     2 6 1 9
dist( , )

2 9 11
A d

− − −
= =

+
  

   

  

 
    53535353صفحة    تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً    � ; , , )O i j k
�� uاحسب  .� v⋅

vو �� w⋅
� wو � u⋅

�   في الحالتين : �
� (1 2, 3,0)u +

1)و � 2,0, 1)v − −
,0)و � 3,1)w −

�.  
� 2 1 1

3 6 2
( , , )u −
1و � 2

2 3
( , 2, )v −
w(1,0,1)و �

�.  
  

u:  نطبق عبارة الجداء السلمي في الفراغ   v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
��:  

7
6
7
6

1 1

1

3

u v u v

v w v w

w uw u

  ⋅ = ⋅ = −   ⋅ = ⋅ = − 
  ⋅ = − ⋅ =  

�� ��

� � � �

� �� �
� �   

uإذا علمتَ أنّ نظيم  �
vونظيم  5يساوي  �

4uوأنّ  3يساوي  � v⋅ = −
��

  فاحسب المقادير الآتية: 
( ) ( )

( ) ( 3 ) (2 ) ( 3 )

v u v u u v

u v u v u v u

⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ −

� � �� � �

� � �� � � �
� �

	 

  

   
  

  

2

2

2

2 2

( ) 25 4 21

( ) 4 9 13

2 ( 3 ) 2 6 2( 4) 6(25) 158

( ) ( 3 ) 2 3 25 2( 4) 3(9) 6

u u v u u v

v u v v u v

u v u u v u

u v u v u u v v

⋅ + = + ⋅ = − =

⋅ − = ⋅ − = − − = −

⋅ − = ⋅ − = − − = −

+ ⋅ − = − ⋅ − = − − − =

� �� � � �

� � � �� �

� �� � � �

� � � �� � � �

�

�
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Sاً نتأمّل هرم � ABCD−  قاعدته مرّبع ورأسهS وطول كل حرف من .
SA. احسب aيساوي وأضلاع قاعدته حروفه  SB⋅

��� ���

SAو  SC⋅
��� ����

SAو  AC⋅
��� ����

.   

   
 SABأن  أولاً  نلاحظ، a أحرفه وأحرف قاعدته جميعل اطو أالهرم منتظم و 

ومتساوي الساقين لأنه طبوق  Sقائم الزاوية في  SACمتساوي الأضلاع، وأنّ 
 إذن BACعلى 

2

2

cos
3 2

cos( , ) 0

3
cos( , ) 2 cos

4

a
SA SB SA SB

SA SC SA SC SA SC

SA AC SA AC SA AC a a a

π

π

⋅ = ⋅ ⋅ =

⋅ = ⋅ ⋅ =

⋅ = ⋅ ⋅ = × × = −

��� ��� ��� ���

��� ���� ��� ���� ��� ����

��� ���� ��� ���� ��� ����

 

� ABCDEFGH طول ضلعه  مكعبa فيه .I  منتصف[ ]EF وJ 
]صف منت ]CG .احسب EI EA⋅

��� ����

EIو  FC⋅
��� ����

EIو  GJ⋅
��� ���

EIو  IA⋅
��� ���

 
JHو JD⋅

���� ���

.  

     

2
2

2 2

0, 0, 0,

4

( ) ( )

3

2 2 4

EI EA EI FC EI GJ

a
EI IA EI IE EI

JH JD JG GH JC CD JG JC GH CD

a a
a a

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = − = −

⋅ = + ⋅ + = ⋅ + ⋅

= − ⋅ + =

��� ���� ��� ���� ��� ���

��� ��� ��� ���

���� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ��� ���� ����  

 
  56565656ة  صفح  تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �.  

uبيّن فيما يأتي بيّن إذا كان الشعاعان   �
vو �

  .ليكونا كذلك αمتعامدين أوعيّن الوسيط  �
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 5 3 1
5 4 2 2

2 1
5 2

1 1
2 3

,2, 3 , , ,

2,1,1 , 2,1 2,1 2

,3, , 2, ,5

,2 , , 3, ,2

v u

v u

v u

v u

α

α α

− −

− + −

− −

� �

� �

� �

� �

�

�




	

.  

  
�2 0u v⋅ = − ≠

u فالشعاعان، ��
vو �

  .ليسا متعامدين �
�0u v⋅ =

u عاعانفالش، ��
vو �

   متعامدان. �

    الحل

    الحل

    الحل

A B

CD

E
F

G

J

H

I

A B

O

S

D
C

T
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 23
5

10
u v α⋅ = − +
u ويتعامد، ��

vو �
23 إذا وفقط إذا كان �

50
α = .  

	 3
3 1

2
u v α

 ⋅ = + +  

uيتعامد  ،��
vو �

3إذا وفقط إذا كان �

3 3 2
α

−
=

+
 .  

,2)نتأمّل النقطتين   � 5,1)A )المار بالنقطة  dوالمستقيم . B(0,2,6)و − 2,3,1)C وشعاع توجيهه  −
4 3u i j k= − + −

�� )عمودي على المستقيم  d. أثبت أنّ �� )AB.  

  
)مع المستقيم dيتعامد المستقيم  )AB 0 إذا وفقط إذا كانu AB⋅ =

����
). في حالتنا � 2,7,5)AB −

����

 
)و 4,1, 3)u − −

8وبالتالي  � 7 15 0u AB⋅ = + − =
����

) انفالمستقيم ،� )AB وd متعامدان .  
uأطوال الأشعّة   �

vو �
uو  � v+

u. أَيكون الشعاعان 10و 8و 6هي بالترتيب  ��
vو �

  متعامدين؟ �

uهنا   v⊥
  لأنّ  ��

( )2 2 21 1
(100 36 64) 0

2 2
u v u v u v⋅ = + − − = − − =
� � �� � �   

uنتأمّل شعاعين   �
vو �

u، ونفترض أنّ � v+
uو �� v−

uمتعامدان. أثبت أنّ للشعاعين  ��
vو �

الطول  �
  نفسه.

) من الفرض لدينا   )( ) 0u v u v+ − =
� �� 2ومنه  � 2 0u v− =

u  أي �� v=
�� .  

  

 
  59صفحة    تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

nويقبل الشعاع  Aاكتب معادلة للمستوي المار بالنقطة  في كل من الحالات الآتية �
  :شعاعاً ناظماً  �

2 1
3 2

(2, 3, 1), ( 2, 2,5) (1, 1,0), (1,0,5)

( 3,2,0), (0, 3,0) ( , 4, 1), ( , 3, 1)

n A n A

n A n A

− − − −

− − −

� �

� �
� �

	 

  

  
)الشعاع إذا كان  , , )n a b c

0النقطة بالمار على المستوي ناظماً  � 0 0( , , )A x y z، ستوي الم فإن معادلة
0هي :  0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =.  

1

2 3 2 2 1

2 12 3 40

3 2 6

x y

x y z

x y z

x y

− =

− − = +

+ − =

+ = −

�

�




	

  

  

    الحل

    الحل

    الحل

    الحل
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   :Pموازياً المستوي  Aالمار بالنقطة  Qاكتب معادلة للمستوي  في كل من الحالات الآتية �
: 2, (0,0,0) : 2 3 4, (1,0,1)

: 5 3 4 8, ( 1,2, 3) : 5, (0,3, 0)

z A x y z A

x y z A x y A

= − + =

− + = − − + =

P P

P P

� �

	 

  

  

  
:يوازي  Qمعادلة أي مستو  0ax by cz d+ + + =P :هي من الصيغة  

0ax by c ez+ + + =  
  نجد:. وهكذا Aمن شرط المرور بالنقطة  eفنعين 

: 0, : 2 3 5,

: 5 3 4 23, : 3,

z x y z

x y z x y

= − + =

− + = − + =

Q Q

Q Q

� �

	 

  

  ادرس تعامد كل زوج من المستويات الآتية: �
: 7 3 1 0x y z+ − − =P و: 6 11 9 5 0x y z− − − =Q و: 2 3 5 4 0x y z− + + =R  

   
  ع ناظم على الأول مع شعاع ناظم على الثاني: نعين أشعة ناظمة :يتعامد مستويان إذا تعامد شعا

(7,3, 1), (6, 11, 9), (2, 3,5)n n n− − − −
P Q R

� �  
18 ونرى أنّ  0n n⋅ = ≠

Q P

� 0nوغير متعامدين.  Qو P فالمستويان � n⋅ =
Q R

� 0nو � n⋅ =
P R

� إذن  �
⊥Q R  و⊥P R.  
  .متقاطعين Qو Pفي كل من الحالات الآتية بيّن إذا كان المستويان  �

: 0, : 3 0

: 2 5 0, : 4 2 5 0

x y z Q x y z

x y Q x y z

− + = − + − =

+ + = + + + =

P

P

�

�
  

  
شعاع ناظم على أحدهما شعاعاً ناظماً على الآخر أيضاً، وفي غير هذه الحالة  كان يتوازى مستويان إذا
   يكونان متقاطعين. 

,1)هنا  � 1,1), (1, 1,1)n n− −
P Q

� فالشعاعان الناظمان مرتبطان خطياً، والمستويان متوزيان وغير  �
  .Qيمر بالمبدأ ولا يفعل ذلك  Pن منطبقين لأ

,(4,2,1)هنا  � (2,1,0)n n
P Q

�   ن متقاطعان.اتويفالشعاعان الناظمان غير مرتبطين خطياً، والمس �
   

,5)احسب بُعد النقطة  � 3,4)A :عن المستوي  − 2 3 5 0x y z− + − =P.  وكذلك احسب بعد النقطة
(2,2,5)B عن المستوي : 0y z− =Q   

  

    الحل

  الحل

  الحل
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  هذا تطبيق مباشر لدستور المسافة:

2(5) (3) 3(4) 5 20
dist( , )

4 1 9 14
2 5 3

dist( , )
0 1 1 2

A

B

− + −
= =

+ +
−

= =
+ +

P

Q

  

�������������������� 

  خواص رباعي الوجوه المنتظم 

رباعي الوجوه المنتظم هو مجسّم له أربعة وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع. نسمّي حرفين متقابلين كل 
  حرفين لا يشتركان برأس.

  خواص عامة �

ABرباعي وجوه منتظم ولنضع  ABCDكن يل a=.  
نهدف إلى إثبات أنّ كل حرفين متقابلين متعامدان، وأنّ المستقيم الواصل  �

  بين منتصفي حرفين متقابلين عمودي على كل منهما.
.a�  احسبAB AC⋅

���� ����

ABو  BC⋅
���� ����

ABو  AD⋅
���� ����

.  
.b�  أثبت تعامد المستقيمين( )AB و( )CD.  
.c�  ماذا تستنتج بشأن المستقيمين( )AC و( )BD  والمستقيمين( )AD و( )BC؟  
.d�  ليكنI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]CD ّ1. تيقّن أن 1

2 2
IJ AB BC CD= + +
��� ���� ���� ����

أنّ ، واستنتج 
)المستقيم  )IJ  عمودي على كل من المستقيمين( )AB و( )CD.  

عمودياً على المستوي  Aم المار بالنقطة هو المستقي A، الارتفاع النازل من ABCDفي رباعي الوجوه  �
( )BCD.  

.a�  ليكنG  مركز ثقل المثلثBCD احسب .AG CD⋅
���� ����

AGو  BD⋅
���� ����

)، واستنتج أنّ  )AG  هو
  .Aالارتفاع النازل من 

.b�  عيّن بقيّة الارتفاعات في رباعي الوجوهABCD.  
مركز الأبعاد المتناسبة لرؤوس رباعي الوجوه  Oالنقطة  ABCDنسمي مركز رباعي الوجوه المنتظم  �

0OAوقد أسندنا إليها الأمثال ذاتها:  OB OC OD+ + + =
���� ���� ���� ���� �.  

.a� أثبت أنّ النقاطA وO وG  تقع على استقامة واحدة واحسبAG وAO.  
.b�  ّأثبت أنO  هو منتصف القطعة المستقيمة[ ]IJ.  
.c�  احسب الأطوالOB وOI.  

 1 نشاط 

  الحل

A

J

B

D

C

G

I
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.d�  أثبت أنّ النقطةO .متساوية البعد عن جميع رؤوس رباعي الوجوه  
�نهدف إلى حساب الزاوية الهندسية  �

AOB.  

.a�  احسبOA OB⋅
���� ����

)بأسلوبين أحدهما بكتابة   ) ( )OA OB OI IA OI IB⋅ = + ⋅ +
���� ���� ��� ��� ��� ���

.  
.b�  استنتج قيمة تقريبية للزاوية�

AOB  ّبالدرجات. وبين أن� � � �
AOB BOC COD DOA= = =.  

  
  تطبيق في الكيمياء �

على رؤوس رباعي وجوه منتظم. تقع  Hنجد أدناه تمثيلاً لجزيئة الميثان. تقع نوى ذرات الهيدروجين الأربع 
من رؤوس رباعي الوجوه أي في  داخل رباعي الوجوه على المسافة نفسها من كلّ واحدة Cنواة ذرّة الكربون 

مركزه. لتبسيط تمثيل جزيئة الميثان، نستعمل المخطّط المبين أدناه، حيث مثّلنا الروابط بخطوط متّصلة 
وحروف رباعي الوجوه بخطوط متقطّعة لنتذكّرها. هذا المخطّط هو الصيغة الستيريوكيميائية للميثان. أتاحت 

Cقياسات تحديد طول الروابط  H−  101.09بمقدار 10 m−×.  

  
Cأعطِ تقريباً لقياس الزاوية بين رابطتين من النوع  � H−.  
   ين ذرتي هيدروجين.عيّن طول حرف رباعي الوجوه أي المسافة ب �
  خواص عامة  �

�.a ABC  مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعهa  إذن
2

2

a
AB AC⋅ =
���� ����

  . ونجد بالمثل
2

2

a
AB BC⋅ = −
���� ����

و    
2

2

a
AB AD⋅ =
���� ����

  

.b  ّلنثبت أنAB CD⊥
���� ����

  فنجد: نحسب الجداء السلمي 
2 2

( ) 0
2 2

a a
AB CD AB AD AC AB AD AB AC⋅ = ⋅ − = ⋅ − ⋅ = − =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

.c ن بالمثل أ تؤدي رؤوس رباعي الوجوه المنتظم دوراً متناظرً إذن نجدAC BD⊥
���� ����

ADو  BC⊥
���� ����

.   
.d  1في الحقيقة لدينا 1

2 2
AB BC CD IB BC CJ IJ+ + = + + =
���� ���� ���� ��� ���� ��� ���

   . فإذا استفدنا مما سبق وجدنا
2 21 1

0 0
2 2 2 2

a a
AB IJ AB AB AB BC AB CD⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = − + =
���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

H C

H

H

H
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0CD وكذلك IJ⋅ =
���� ���

)إذن   )IJ  عمودي على كل من( )AB و( )CD.  
� .a : لدينا  

( ) 0 0 0

( ) 0 0 0

AG CD AB BG CD AB CD BG CD

AG BD AC CG BD AC BD CG BD

⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =

⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  

AG إذن
����

BDعمودي على كل من  
����

CDو 
����

)فالمستقيم  ، )AGعلى مستقيمين متقاطعين في  عمودي
)المستوي  )CBD  عمودي على إذن هو( )CBD،  وعليه( )AG  من  النازلرتفاع الاهوA هرمفي ال .  

.b  نستنتج من التحليل السابق أن ارتفاعات رباعي الوجوه المنتظم هي المستقيمات التي تصل كل رأس
  بمركز ثقل الوجه المقابل لهذا الرأس.

  : أسند إليها الأمثال ذاتها  دالوجوه وق المتناسبة لرؤوس رباعي الأبعادمركز  Oالنقطة   �
0OA OB OC OD+ + + =

���� ���� ���� ���� �

  
.a  ّلأن G بعاد المتناسبة للنقاط المثقلة لأمركز ا( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D النقطة  فإنO  الأبعادهي مركز 

)المتناسبة للنقطتين  ,1)A و( , 3)G 3ويكون ، الخاصة التجميعيةعملاً ب

4
AO AG=
���� ����

ومنه النقاط   

, ,A O G واحدة.  ةتقع على استقام  
3AGكان  لمّا AB AC AD= + +

���� ���� ���� ����

  استنتجنا أنّ  BCDمركز ثقل المثل  Gلأنّ  
2

2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

9 ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 6
2 2 2

AG AB AC AD AB AC AD

AB AC AD AB AC AB AD AC AD

a a a
a a a a

= + + ⋅ + +

= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����

  

6إذن 

3
AG a= 3، وعليه 6

4 4
AO AG a= = .  

.b  لما كانتI لأبعاد المتناسبة للنقطتين ) مركز ا ,1)C و( ,1)D ،وJ بعاد المتناسبة للنقطتين لأمركز ا
( ,1)A و( ,1)B أن  وجدناO  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2)I و( ,2)J فيكون .O  منتصف[ ]IJ .  

.c حوري للقطعة رباعي الوجوه المنتظم متناظر بالنسبة إلى المستوي الم[ ]AB إذن OB OA=.   
4وجدنا أنّ  2 2IO IJ AB BC CD= = + +

��� ��� ���� ���� ����

  وعليه 
2

2 2 2

2 2
2 2 2 2

16 ( 2 ) ( 2 )

4 4 2 4

4 4 2 0 4 2
2 2

IO AB BC CD AB BC CD

AB BC CD AB BC AB CD BC CD

a a
a a a a

= + + ⋅ + +

= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + − × + × − × =

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����

  

2إذن 

4
OI a=.   
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.d أدواراً متماثلة، وعليه فإنّ  لأنّ رباعي الوجوه المدروس منتظم، فإنّ رؤوسه تؤدي  
6

4
OA OB OC OD a= = = =  

� .a  إن    

2 2 2
2 2

( ) ( )

( ) ( )

2 2

16 4 16

OA OB OI IA OI IB

OI IA OI IA

a a a
OI IA

⋅ = + ⋅ +

= + ⋅ −

= − = − = −

���� ���� ��� ��� ���� ���

��� ��� ���� ���

  

  ومن جهة أخرى 
� �26

cos cos
16

OA OB OA OB AOB a AOB⋅ = ⋅ ⋅ =
���� ����

  

�  إذن 1
cos

3
AOB

−
=.  

.b 109.47لقيمة التقريبية للزاوية تكون اAOB∠ ≈ ,ومن تطابق المثلثات . � , ,AOB BOC COD AOD  
  نستنتج أنّ 

AO B BOC C O D AO D∠ =∠ =∠ =∠.  

  تطبيق في الكيمياء �

.a  109.47الزاوية المطلوبة تنطبق على الزاويةAOB∠ ≈ �.  

Cالرابطة طول  H−  6يساوي الطول

4
OA a= الذي حسبناه آنفاً إذن  

10 104
1.09 10 1.78 10 m

6
a − −= × ≈ ×  

  وهذا يمثل المسافة بين ذرتي هيدروجين.
  
  

  استعمال معلم 

   رباعي الوجوه ثلاثي الزوايا القائمة �

، أي إنّ Oثلاثي الزوايا القائمة رأسه  OABCعي الوجوه نتأمّل ربا
)المستقيمات  )OA و( )OB و( )OC  متعامدة مثنى مثنى. لنفترض إضافة

1OCإلى ذلك أنّ  2OBو = 3OAو = إلى  H. نرمز بالرمز =
)على المستوي  Oالمسقط القائم للنقطة  )ABC.  

 2 نشاط 

A

K

B
O

i
�

C

j
�

k
�

H
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). لنختر إذن معلماً متجانساً ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  Hنريد إثبات أنّ  � ); , ,O i j k
�� � 

1بوضع 
3

i OA=
1و �����

2
j OB=

kو ����� OC=
�����.  

.a� حسب إحداثيات اH.  
.b�  احسبOC AB⋅

���� ����

OHو  AB⋅
���� ����

)واستنتج أنّ المستقيم   )AB  عمودي على المستوي( )OCH.  
.c�  احسبAB CH⋅

���� ����

ACو  BH⋅
���� ����

  .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  Hواستنتج أنّ  
.a�  أثبت أنّ المسقط القائم لكل من النقطتينC وO  على المستقيم( )AB  هو النقطةK  ذاتها، واحسب

  .Kإحداثيات 
.b�  أعط تقريباً لقياس الزاوية�

OKC.  

  
   ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات في المثلث  Hنريد إثبات أنّ  �
.a  حساب( , , )x y z  إحداثياتH ًإلى الفرض . استنادا( )OH  عمودي على جميع مستقيمات المستوي

ABC 0. إذنOH HA OH HB OH HC⋅ = ⋅ = ⋅ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

  ومنه 
2

2

2

3 ( )

2 ( )

( )

x OH OA OH OH HA OH

y OH OB OH OH HB OH

z OH OC OH OH HC OH

= ⋅ = ⋅ + =

= ⋅ = ⋅ + =

= ⋅ = ⋅ + =

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����
  

فإذا عرّفنا 
2

k OH=
����

  وهو عدد موجب تماماً كان لدينا  
2 3z y x k= = =  

  وكان
2 2 2 2 1 1

1
9 4

k x y z k
 = + + = + +   

  

36إذن 
49

k )و = )12 18 36
49 49 49

( , , ) , ,x y x =.  
.b لدينا  ( 3,2,0)AB −

����

OC(0,0,1)و 
����

0OCفينتج أن        AB⋅ =
���� ����

 .  
  ( 3,2,0)AB −

����

)و  )12 18 36
49 49 49
, ,OH

����

0OHفينتج أن      AB⋅ =
���� ����

 .  
)إذن المستقيم  )AB  عمودي على كل من( )OC و( )OH  فهو عمودي على المستوي ( )OCH .  

.c  هنا( 3,2,0)AB −
����

)و  )12 18 13
49 49 49
, ,CH −

����

0CH إذن     AB⋅ =
���� ����

 .  
)وكذلك  3, 0,1)AC −

����

)و  )12 80 36
49 49 49
, ,BH −

����

0BHإذن      AC⋅ =
���� ����

 .  
)نستنتج من ذلك أنّ  ) ( )AB HC⊥ و ( ) ( )AC BH⊥  فالنقطةH  نقطة تلاقي الارتفاعات في  هي

)المثلث  )ABC .  

    الحل
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.a�  رأينا أنّ المستقيم( )AB  عمودي على المستوي( )OCH لتكن K  نقطة تقاطعهما. عندئذ تكونK  
)هي المسقط القائم لأي نقطة من نقاط المستوي  )OCH  على المستقيم( )AB  وعلى الخصوصK  هي

)على  Cو Oمن النقطتين المسقط القائم لكل  )AB.  
  بالاستفادة من خاصتين : Kتتعين النقطة 

,النقاط  ���� ,A K B  ٌتقع على استقامة واحدة. إذن يوجد ثابتt  يحققAK tAB=
���� ����

. 

OKالشعاعان  ����
����

ABو 
����

0OKمتعامدان إذن   AB⋅ =
���� ����

.  
OKلذلك نكتب  OA AK OA tAB= + = +

���� ���� ���� ���� ����

  ونحسب 

2 2

0

9 (9 4) 13 9

OK AB OA AB tAB AB

OA tAB t t

= ⋅ = ⋅ + ⋅

= − + = − + + = −

���� ���� ���� ���� ���� ����

  

9إذن 

13
t OKو المساواة  = OA tAB= +

���� ���� ����

   Kتعطينا إحداثيات  

3 0 3 12/13
9

0 2 0 18/13
13

0 0 0 0

K

     −     
     = + − =     
     −          

  

)أو  )12 18
13 13
, , 0K.  

.b�  ّن )ومنه نستنتج أ ) ( ) ( )
2 2

12 18 6
13 13 13

6
4 9

13
OK = + = + ن المثلث  = لأ  KOCومن ثَمّ 

�نجد  Oقائم في  13
tan

6

OC
OKC

OK
= �، ونجد باستعمال الآلة الحاسبة = 31OKC ≈ �.  

   بعض خواص المكعب �

ABCDAليكن  B C D′ ′ ′ هي المسقط  H. النقطة aمكعّباً طول حرفه  ′
)على المستقيم  Bالقائم للرأس  )AC هي أيضاً  H. نريد إثبات أنّ النقطة ′

)م على المستقي Dو ′Aالمسقط القائم لكل من  )AC ′.  
)سنستعمل المعلم المتجانس  ); , ,D i j k′

��   حيث �
D D ai′ =
����� Dو � C aj′ ′ =

����� Dو � A ak′ ′ =
����� �  

  اكتب في هذا المعلم إحداثيات رؤوس المكعب. �
)لحساب  � , , )x y z  إحداثيات النقطةH:  

.a�  0اكتب بدءاً من المساواةBH AC ′⋅ =
���� �����

  .aو zو yو x، علاقة بين 
.b�  اكتب علاقة بين بينx وy وz وa وλ  حيثλ  معرّفة بالعلاقةAH ACλ ′=

���� �����

. واستنتج قيمة 
λ  ثمُّ احداثياتH.  

A

K

H

D

B

C

A ′

D ′

B ′

C ′
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)على  ′Aلإثبات أنّ المسقط القائم للنقطة  � )AC )ذاتها، يكفي أن نثبت أنّ  Hهي النقطة  ′ )A H′ 
)عمودي على  )AC A. أثبت تعامد الشعاعين ′ H′

�����

ACو  ′
�����

.  
)على  Dقائم للنقطة أثبت أنّ المسقط ال � )AC   ذاتها. Hهي النقطة  ′
Dالمسقط القائم للنقطة  Kلتكن  � )على  ′ )AC ′.  

.a�  ماذا تقول عن الطولC K′ ؟  
.b�  حدّد موقعK  على المستقيم( )AC ′.  
.c� ها القائم على ما هي النقاط الأخرى من المكعب التي مسقط( )AC   ذاتها. Kهي النقطة  ′

  
)رض تالمعلم المف � ; , , )D i j k′

��   إحداثيات رؤوس المكعب في هذا المعلم . متجانسمعلم  �
(0,0,0) , ( ,0,0) , ( , ,0) , (0, ,0)

(0,0, ) , ( ,0, ) , ( , , ) , (0, , )

D D a C a a C a

A a A a a B a a a B a a

′ ′

′ ′
  

.a� لدينا ( , , )AC a a a′ − −
�����

)و  , , )BH x a y a z a− − −
����

0BHوالشرط   AC ′⋅ =
���� �����

  : يُكافئ 
0 ( )x y z a− + − = ∗  

.b�     من الفرض لديناAH ACλ ′=
���� �����

)ومنه   , , ) ( , , )x a y z a a a aλ− − = −   أي−
, ,z a a y a x a aλ λ λ= − = = −  

)نعوض في العلاقة  3aفنجد  ∗( aλ− = 1ومنه  −
3

λ 2ينتج إحداثيات ، = 1 2
3 3 3
( , , )H a a a .  

2 لدينا � 1 1
3 3 3
( , , ), ( , , )A H a a a AC a a a′ ′− − −

����� �����

0A إذن  H AC′ ′⋅ =
����� �����

Aومنه   H AC′ ′⊥
����� �����

، 
)فالمستقيمان  )AC )و ′ )A H′ إذن . متعامدانH  هي المسقط القائم للنقطةA′  على( )AC ′  

1 لدينا � 1 2
3 3 3

( , , ), ( , , )DH a a a AC a a a′− − −
���� �����

0DH إذن  AC ′⋅ =
���� �����

DHومنه   AC ′⊥
���� �����

فالمستقيمان ، 
( )AC )و ′ )DH إذنمتعامدان . H  المسقط القائم للنقطة هيD  على( )AC ′.  

يحافظ على المسافات والتعامد. لمّا  OSهو مركز تناظر للشكل، والتناظر المركزي  Oمركز المكعب  �
)ن كا )OS B D )و =′ )OS A C )كان  =′ )OS H K= ّنستنتج أن .AH KC 1، ولأنّ =′ 1 1

2 2 2
( , , )O a a a 

KH :1تصف من Oمن كون  Kاستنتجنا إحداثيات النقطة  2 1
3 3 3
( , , )K a a a ّبسبب التناظر نجد أن .K 

Bهي أيضاً مسقط النقطتين  )على  Cو ′ )AC ′.  

    الحل
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            ��	
�� 
	����  
 نُعطى معلماً متجانساً في المستوي.  

  بيّن أزواج الأشعة المتعامدة من بين الأشعة الآتية: �

(2,5)u
)و  � 2, 5)v − −

)و  � )1 1
2 5
,w −

)و  � )1 1
2 5
,t −

)و  � )4
5

2,s −
�

.  
]في الحالتين الآتيتين اكتب معادلة لمحور القطعة المستقيمة  � ]AB:  

1
3

( 1,2), (4,1)

( 2, ), ( 5,3)

B A

B A

−

− −

�

�
  

)نتأمّل النقاط  3 5,2)A ,1)و − 1)B )و − 3,3)C )و − )9
4
, 1E − متساوية البُعد  E. أتكون النقطة −

  ؟ABCعن المستقيمات التي تؤلّفها أضلاع المثلث 

  
vلاً أنّ نلاحظ أو  � u= −

� 1و  �
4

t w s= − =
� � 0tولأنّ  ،� v⋅ =

� }نّ أي شعاع من بين ، نرى أ� , }u v
�� 

}عمودي على أي شعاع من بين  , , }t w s
� �    وهناك ستة أزواج. �

مجموعة النقاط  أيضاً  وهو، القطعة المستقيمة هو العمود المقام على القطعة من منتصفها محور �
  المتساوية البعد عن طرفي القطعة المستقيمة. 

) هنا � 5,1)AB −
����

3 والنقطة على المحور، مناظشعاع   3
2 2
( , )N منتصف  هي[ ]AB  معادلة فتكون

5المحور :  6 0x y− + + = .  
)إذا كانت  � , )M x y  نقطة من محور[ ]AB  1حيث

3
( 5, 3), ( 2, )A B− AM كان − BM=  :ومنه 

2 2 2 21
3

( 5) ( 3) ( 2) ( )x y x y+ + − = + + −  
54وبإصلاح المساواة نجد معادلة المحور  48 269 0x y− + = .  

) المستقيممعادلة  � )AB  :3 1

6 2ABm = = −
−

2 إذن Bوهو يمر بالنقطة    1 0x y+ + ، ومنه =

)عن المستقيم  Eعد النقطة بُ  )AB يساوي 
9
4

1

2 1 13

1 4 4 5
L

− − +
= =

+
   

) المستقيممعادلة  )AC  :1

2ACm 2 إذن Cوهو يمر بالنقطة   = 9 0x y− +  Eعد النقطة بُ ، ومنه =

)عن المستقيم  )AC يساوي 
9
4

2

2 9 35

1 4 4 5
L

− + +
= =

+
   

1نلاحظ أن  2L L≠  فالنقطةE  ن النقاط لمارة بأزواج ماغير متساوية البعد عن المستقيمات, ,A B C .  

  1 

    الحل
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  ABCD  .مرّبعI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]BCستقيمين . أثبت أنّ الم( )DJ و( )CI 
  متعامدان.

   
) اً متجانس اً نأخذ معلم .طريقة أولى , , )A AB AD

���� ����

فتكون إحداثيات النقاط في هذا . 
  المعلم : 

1 1
2 2
( , 0), (1,1), (0,1), (1, )I C D J  

1 1
2 2
( ,1), (1, )IC DJ −

��� ����

  

1الجداء السلمي : وبحساب  1
0

2 2
IC DJ⋅ = − =
��� ����

  ن.ان متعامديالشعاعنستنتج أن  

   .طريقة ثانية

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 4
1
( ) 0

4

CI DJ CB CD CB CD

CB C

D CDCBDC

D

A⋅ = + ⋅ + = + ⋅ −

= − =

��� ���� ���� ���� ���� ����������� ���� �����

  

  .نُعطى معلماً متجانساً في الفراغ 
uان الشعاعان بيّن في كل من الحالتين الآتيتين إذا ك �

vو �
  متعامدين: �

( )

( ) ( )

3
2

2, ,1 , (1, 2,5)

2, 3,1 , 2, 3,0

v u

v u

− −
� �

� �

�

�
  

,4,1)نتأمّل النقاط  � 2)A )و − 1,2, 4)B ,0,2)و − 5)C 7و −
2

(1, 2, )D − منتصف  M. ونعرّف −
]القطعة المستقيمة  ]ABاحسب .  

AB AC⋅
���� ����

ABو  CD⋅
���� ����

DBو  AC⋅
���� ����

MBو  CD⋅
���� ����

  

  متعامدين: Qو Pمن الحا$ت ا"تية إذا كان المستويان بينّ في كلّ  3
: 2 3 0, : 2 5 7 0

: 2 3 0, : 3 2 0

x y z x y z

y z x y

+ + − = + − + =

− + = − + =

Q P

Q P

�

�
  

  
  :Pعن المستوي  Aاحسب في كلّ من الحالتين ا"تيتين بعُد النقطة  �

: 2 4 0, (0, 2,1)

: 3 7 0, (5, 2, 0)
2

x y z A

z
x y A

+ − + =

+ − + = −

P

P

�

�

  

  

  3 

  2 
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�  �  2 3 5 0u v⋅ = + − =

� �

uومنه    v⊥
� �

  
  �  2 3 0 0u v⋅ = + + ≠

� �

u, ومنه  v
� �

  غير متعامدين. 
�  ( 4,1, 3)AC − −

����

)و   5,1,6)AB −
����

20   إذن،  1 18 3AB AC⋅ = + − =
���� ����

  
  3

2
(1, 4, )CD −

����

)و  5,1,6)AB −
����

5  إذن،  4 9 0AB CD⋅ = − − + =
���� ����

  

  ( 4,1, 3)AC − −
����

15و  
2

( 2,4, )DB −
����

45   إذن ، 21
8 4

2 2
DB AC⋅ = + − = −
���� ����

  

]منتصف  Mإحداثيات النقطة  ]AB  3هي 3
2 2
( , ,1)M إذن  

  3
2

(1, 4, )CD −
����

5و   1
2 2

( , , 3)MB −
����

5  ومنه ، 9
2 0

2 2
MB CD

−
⋅ = − + =

���� ����

   

  . اً يكون المستويان متعامدين إذا كان الجداء السلمي لناظميهما معدوم �
  � (1,2,1)n

Q

,1,2)و � 5)n −
P

0nومنه  � n⋅ =
P Q

�   المستويان متعامدان.  , �
  � (0,1, 2)n −

Q

,1)و � 3, 0)n −
P

0ومنه   � 3 0n n⋅ = − ≠
P Q

�   , المستويان غير متعامدين.  �

�   �   1(0) 1( 2) 2(1) 4 2 2
dist( , )

1 1 4 6
A

+ − + +
= =

+ +
P  

  �  
1
2

1
4

3(5) 1( 2) (0) 7 40
dist( , )

419 1
A

+ − − +
= =

+ +
P  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 ���	��� 
	���
�  

)نتأمّل، في المعلم المتجانس  ; , , )O i j k
�� ,1) ، النقطتين الآتيتين:� 1,2)A ,2,0)و − 4)B  المستوي وP 

3الذي معادلته  4 0x y z− + −  Aويمر بالنقطتين  Pالعمودي على  Q. جِد معادلةً للمستوي =
  .Bو

   نحو الحلّ   ��

وإذا  مار بنقطة (بل اثنتين). Qنريد تعيين معادلة لمستو   �
)كنّا نعرف شعاعاً ناظماً  , , )n a b c

استطعنا تعيين  Qعلى  �
nالمستوي. أتوجد فرضيات في المسألة تفيد في تعيين 
؟ �

متعامدان فرضاً إذن يكون كل شعاع  Qو Pمستويان ال
uناظم 
nشعاعاً عمودياً على  Pعلى  �

كما إنّ المستقيم  ،�
( )AB حتوى في مQ  فالشعاعAB

����

nعمودي أيضاً على  
�.  

  4 
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u ناظم أعطِ مركّبات شعاع .1
�

  .P على 
0uعلّل صحة المساواتين  .2 n⋅ =

� 0ABو � n⋅ =
����

�.  


  لدينا إذن جملة المعادلتين   
3 0

2 0

a b c

a b c

 − + =
 + + =

  

، وهذا ليس مُفاجئاً لأننا نعلم أنّه يوجد عدد لانهائي cو bو aلا تكفي هاتان المعادلتان لتعيين قيم   
)ن الأشعة الناظمة على مستو. ولأنه يكفي تعيين ثلاثية واحدة م , , )a b c  تحقّق الجملة، يمكننا مثلاً أن

2cنختار قيمة إحدى المركّبات. فمثلاً لنضع  = .  
5aأثبت في هذه الحالة أنّ  .1 = − ،1b =.  
)تحقّق أنّ  .2 5,1,2)n −

  .Qشعاع ناظم على  �
  .Qاكتب معادلة للمستوي  .3

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

   
,1)يمكن أن نختار   1.  � 1, 3)u −

�.  
0uكان ، متعامدين Qو Pلما كان المستويان  2. n⋅ =

� AB. ولما كان �
����

كان  ،Qمحتوى في المستوي  
0AB n⋅ =

����
�.  


0u من   n⋅ =
� 3نستنتج أنّ  � 0a b c− + 0AB، ومن = n⋅ =

����
2نجد � 0a b c+ + دينا إذن ل. =

3جملة المعادلتين :  0

2 0

a b c

a b c

 − + =
 + + =

لهذا نختار قيمة  ،cو bو a ين قيميلتعهاتان المعادلتان لا تكفي ، 

2c في حالةفمثلاً  ،Qعلى المستوي ين أحد الأشعة الناظمة يعددية لإحدى المركبات لتع تكون  =
  : المعادلات الناتجة

.1     6

4

a b

a b

 − = −
 + = −

   

  . =1bو −=5aهاتين المعادلتين نجد : جملة وبحل 
)الشعاع      2. 5,1,2)n = −

  :لأنه يحقق  ،Qلمستوي اعلى شعاع ناظم  �
5 1 6 0u n⋅ = − − + =

� 5و  � 1 4 0AB n⋅ = − + + =
����

�  
5هي   Qمعادلة المستوي     3. 2 2 0x y z− + + + =.  
  

    الحل
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  ������ � ����
� �  ���� !��!"  

)في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,3)، لدينا النقطة � 1,2)A   :Qو P، والمستويان −

: 2 4 0

: 2 5 0

x y z

x y z

− + − =

+ + − =

P

Q
  

  الذي يمثّل فصلهما المشترك. dعن المستقيم  A، واحسب بُعد Qو Pأثبت تقاطع المستويين 
  
   نحو الحلّ   ��

  كل منهما.  ى، نستعمل الأشعة الناظمة علQو Pللتحقّق من تقاطع المستويين   �
1nن شعاعاً ناظماً عيّ  .1

2n، وشعاعاً ناظماً Pعلى  �
  . Qعلى  �

  متقاطعان. Qو Pاستنتج أنّ  .2

هي  ′Aحيث  ′Aعن  Aيساوي بُعد  dعن  Aبُعد   

 A. بالطبع إذا وقعت dعلى  Aالمسقط القائم للنقطة 
Aكان  dعلى  A′=  ّ0ومن ثَمAA′  ،A. تيقّن أنّ =

  .Qأو Pفي الحقيقة، لا تقع على أيّ من المستويين 
تتمثّل في تعيين  ′AAإحدى الطرائق لحساب     

فإحداثياتها تحقّق معادلتيهما. بالإضافة إلى ما  Qو P. تنتمي هذه النقطة إلى كل من ′Aإحداثيات 
)سبق المستقيم  )AA′  عمودي علىd فإذا كان ،u

هي النقطة  ′Aفإنّ  dشعاعاً موجهاً للمستقيم  �
0AAالتي تُحقّق  dالوحيدة من  u′ ⋅ =

����
u. علينا إذن تعيين شعاع �

، ولهذا نبحث dيوجه المستقيم  �
  .dمن  Cو Bعن نقطتين 

)تذكّر أن  .1 , , )M x y z قع على تd إذا تحقّق الشرطان . 

2 4 0x y z− + − 2و  = 5 0x y z+ + − =  
)مثلاً لتعيين نقطة  .2 , , )B x y z  منd 0. نختارx الموافقتين. ولتعيين  zو yونعيّن  =

( , , )C x y z  منd 1. نختارx u. وهذا يتيح لنا تعيين zو yونعيّن  = BC=
����

�.  
)أثبت أنّ  .3 , , )a b c  إحداثياتA′ تُحقّق جملة المعادلات 

(1)

(2

3

2

2 2 7

2 4 0

2 )

(3)

5 0

0

a b c

a b c

a b c

 − + − = + + − =
 + − =


+

  

3أنّ  (3)و (2)استنتج من  .4 5c  ، واستنتج المطلوب.′Aثمُّ احسب إحداثيات  =

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
  

  5 

A

A′
P

Q d
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   .خطياً  ينالمستويين متقاطعان نتحقق أن ناظميهما غير مرتبط لإثبات أنّ   �

1لدينا  1. (2, 1,1)n = −
2و  � (1,1,2)n =

غير  مركباتهمانلاحظ أن الشعاعين غير مرتبطين خطياً لأن ، �
  .متناسبة

  . انن متقاطعافالمستوي ،خطياً مرتبطان الناظمين غير  نّ لأ 2.

  هو البعد المطلوب.  ′AAفيكون  dعلى Aالمسقط القائم للنقطة ′Aبافتراض أن النقطة   
Aفإن  ،dعلى Aإذا وقعت النقطة    A′= ّ0ومن ثمAA′=  
6 لأن : Pلا تحقق معادلة المستوي Aلأن :  ′Aلا تقع علىAفي الحقيقة    1 2 4 5 0+ + − = ≠   

3 لأن : Qوي لا تحقق معادلة المستAوأيضاً                                  1 4 5 1 0− + − = ≠  
  . ′Aتتمثل في تعين إحداثيات النقطة ′AAإحدى الطرائق لحساب

حقق معادلة ت فإحداثياتها ،Qو Pقطة مشتركة بين المستويين فهي ن، dتنتمي إلى′Aالنقطة  لما كانت
)أن وبافتراض . كلٍ منهما , , )A a b c′ : يكون  

2 4 0 (1

2 5 0 (2

a b c

a b c

− + − =

+ + − =
  

)ولدينا  )AA′ عمودي على d ، فإذا كانu
 d هي النقطة الوحيدة من ′Aفإن، d شعاعاً موجهاً للمستقيم �

0AAالتي تحقق  u′ ⋅ =
����

u ين شعاعي. علينا تع�
�

 من Cو Bعن نقطتين  ثولهذا نبح، dيوجه المستقيم  
d .  
  

)بافتراض  1. , , )M x y z تقع على d  فهي تحقق معادلتي كل من المستويينPوQ:  
2 4 0x y z− + − 2و      = 5 0x y z+ + − =  

  
)ن نقطة يلتعي 2. , , )B x y z  منd  نختار قيمة لـx  ً0ولتكن مثلاx الشرطان المذكوران  فيصبح =

4 0y z− + − 2و = 5 0y z+ − 1y . وبالحل نجد= = 3zو − ,0)ذن إ = 1, 3)B d− ∈ .  
)ن نقطة يلتعيو  , , )C x y z  منd ـنختار قيمة ل x  ً1ولتكن مثلاx : فيصبح الشرطان المذكوران =

2 0y z− + − 2و = 4 0y z+ − 0y نجد. وبالحل = 2zو = C(1,0,2)إذن  = d∈ . ومنه 
,d : (1,1نستنتج شعاعاً موجهاً للمستقيم  1)u BC= = −

����
� .  
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)لدينا   3. 3, 1, 2)AA a b c′ = − + −
����

0AAمن ، و  u′ ⋅ =
����

0aنستنتج أن  � b c+ − . أصبحت =
  :الآتيةتحقق المعادلات  ′Aإحداثيات 

2 4 (1)

2 5 (2)

0 (3)

a b c

a b c

a b c

 − + = + + =
 + − =

  

3نجد  (2)من  (3)بطرح  5c 5ومنه  =
3

c وبالتعويض في المعادلات المذكورة والحل المشترك نجد  =
4
3

a 1و  =
3

b 4. إذن  = 1 5
3 3 3
( , , )A′ ُعد النقطة . ومنه بA  عن الفصل المشتركd  :يساوي  

2 2 2
4 1 5 42 42

3 1 2
3 3 3 9 3

AA
         ′ = − + − − + − = =               

  

)اللتين تعيّنان  1)و 2)نستنتج من المعادلتين  .طريقة ثانية , , )A a b c′  منd  ّأن  
2 4 (1

2 5 (2

a c b

a c b

+ = +

+ = −
  

3aإذن بالجمع نجد  c+ 1aومنه  = b= 2cو + b= 1). وهكذا نرى أنّ − , ,2 )A b b b′ +  bحيث  −
2عدد حقيقي، أمّا مربّع المسافة 

AA′  فيحسب بدلالةb كما يأتي  

( )2 2
2 22 1 14

3 3

2(2 ) (1 ) 3 2 5 3AA b b b b b b′ = − + + + = − + = − +  
14هي  dمن  ′Aونقطة  Aإذن أقصر مسافة بين  42

3 3
 ′Aوهي المسافة المطلوبة، أمّا النقطة  =

1الموافقة فنحصل عليها عندما 
3

b 4وهي إذن  = 1 5
3 3 3
( , , )A′.  

  ٍ��
�� ����
� $%	�&  

)في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,2)، نتأمّل نقطتين � 1,0)A )و − 1, 3,5)B الذي يقبل  P. والمستوي −

2معادلة  3 5 0x y z− + − ). أثبت أنّ المستقيم = )AB  يقطع المستويP  وعيّن إحداثياتC 
  نقطة التقاطع.

   نحو الحلّ   ��

)علينا إثبات أنّ المستقيم  Cثبات وجود النقطة لإ  � )AB  لا يوازي المستويP ًأعط شعاعاً موجّها .
)للمستقيم  )AB  وشعاعاً ناظماً علىPوجود  . واستنتجC.  


)علينا إذن تعيين    , , )a b c  إحداثيات النقطةC  .  
ACيحقّق  kعلّل وجود ثابت  .1 kAB=

���� ����

 .  
  . kبدلالة  cو bو aاستنتج عبارات  .2
  . C. واستنتج إحداثيات Pفي  Cاعتماداً على وقوع  kعيّن  .3

  لّ واكتبه بلغةٍ سليمة.أنجزِ الح

  6 
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)علينا إثبات أنّ المستقيم  Cلإثبات وجود النقطة  :� )AB يوازي المستوي  لاP.  2)ولكن, 3,1)n −

� ،
)و 3,4,5)AB −

����

6فنلاحظ :   12 5 13 0AB n⋅ = − − + = − ≠
����

n إذن �
AB ليس عمودياً على �

����

 .
)وبالتالي  )AB المستوي يوازي  لاP ، فهو قاطع له في نقطةC .  


)هي  Cلنفترض إحداثيات النقطة  :  , , )a b c  : ٍعندئذ  
ACيحقق :  k∈ℝفيوجد  ،على استقامة واحدة Cو Bو Aالنقاط  1. k AB=

���� ����

 .  
ACلدينا  2. k AB=

���� ����

)فيكون   2, 1, ) ( 3 ,4 ,5 )a b c k k k− + =   ومنه : −
3 2 , 4 1 , 5a k b k c k= − + = − =  

3فإحداثياتها تحقق معادلته أي : ، Pع في المستوي تق Cلما كانت النقطة  3. 5 0a b c− + − ومنه  =
2

13
k 20وبالتالي  = 5 10

( , , )
13 13 13

C −.  

  ٍ��
� '(  )*�+  ����
�  

)في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� )و A(2,5,3)، نتأمّل نقطتين � 1,0, 1)B − يقبل  P، ومستوياً −

(1,1, 2)u −
,3)و � 1, 1)v − −

)شعاعين موجّهين. أثبت أنّ المستقيم  � )AB  المستوي عمودي علىP.  
   نحو الحلّ   ��

ABيكفي لإثبات المطلوب أن نبرهن أنّ الشعاع   �
����

عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من  
  .Pالمستوي 

wأعطِ شعاعاً  .1
)موجّهاً للمستقيم  � )AB وتيقّن أنّ الشعاعين .u

vو �
  غير مرتبطين خطياً. �

wأثبت أنّ  .2
uعمودي على كل من  �

vو �
�.  

  به بلغةٍ سليمة.واكتالآخر أنجزِ الحلّ 

    
ي نبرهن تعامد أنبرهن تعامد المستقيم مع مستقيمين متقاطعين في المستوي.  ،لإثبات تعامد مستقيم مع مستوٍ 

AB
����

  .Pمع شعاعين غير مرتبطين خطياً من المستوي 
)الشعاع  1. 3, 5, 4 )w AB= = − − −

�� ����

)شعاع توجيه للمستقيم   )AB ، ونلاحظ أن الشعاعينu
vو �

غير  �
  . خطياً لأن مركباتهما غير متناسبة نمرتبطي

3نحسب  2. 5 8 0w u⋅ = − − + =
� 9و � 5 4 0w v⋅ = − + + =

� wفنجد  � u⊥
� wو � v⊥

� من و  �
)تعامد المستقيم نستنتج العلاقتين السابقتين  )AB  مع المستويP .  

  

  7  
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  ٍ��
� '(  ��	��� ,�
-�  

)في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� D. يُطلب تعيين C(1,5,5)و B(0,0,1)و A(1,2,0)، نتأمّل النقاط � ′ 

)المسقط القائم للنقطة  11,9, 4)D − )على المستوي  − )ABC.  

   نحو الحلّ   ��

Dلنرسم شكلاً مبسطاً. كيف نجد إحداثيات النقطة   � ؟ نعلم أنّ ′
)المستقيم  )DD )عمودي على المستوي  ′ )ABC ّفهو من ثَم ،

يع مستقيمات هذا المستوي. الفكرة، إذن، تكمن عمودي على جم
  شعاعياً عن هذا التعامد. في التعبير

)اشرح لماذا   .1 , , )M x y z  تنتمي إلى( )DD  إذا وفقط إذا كان ′

0DM AB⋅ =
����� ����

0DMو      AC⋅ =
����� ����

  
 السابقين. اكتب تحليلياً الشرطين  .2

)استنتج أنّ  .3 )DD 62هو مجموعة النقاط  ′ 5 3 19
, ,

13 13

x x
M x

 − −    
  عددٌ حقيقي. xحيث  


)علينا كتابة معادلة للمستوي    )ABC  ّلأنD )من  Mهي النقطة  ′ )DD التي تنتمي إلى هذا  ′
)المستوي. ولكن أي شعاع موجّه للمستقيم  )DD )هو شعاع ناظم على  ′ )ABC.  

)تلفتين من أعطِ إحداثيات نقطتين مخ xبإعطاء قيمتين مختلفتين للمتحوّل   .1 )DD ′.  
)استنتج مركّبات شعاعٍ موجّه للمستقيم  .2 )DD )، أي شعاعٍ ناظم على ′ )ABC. 

)اكتب معادلة للمستوي  .3 )ABC. 

)عنصراً من  .3.�من  Mالتي تجعل النقطة  xعيّن قيمة  .4 )ABC استنتج إحداثيات .D ′.  
  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

    
Dعلينا البحث عن إحداثيات النقطة  :� )على المستوي Dط القائم للنقطة المسق ′ )ABC .  

)ض ار تفاب 1. , , )M x y z  تنتمي إلى المستقيم( )DD )ولما كان  ،′ )DD )على المستوي  اً عمودي ′ )ABC ،
DDكان  ′

�����

) عمودياً على أي شعاع في المستوي  )ABC .وبوجه خاص DM AB⊥
����� ����

DMو   AC⊥
����� ����

 
0DMوهذا يعني  AB⋅ =

����� ����

0DMو  AC⋅ =
����� ����

 .  
)لدينا  2. 1, 2,1)AB − −

����

)و  11, 9, 4)DM x y z+ − +
�����

0DMإذن من   AB⋅ =
����� ����

  نستنتج 

    2 11 0x y z− − + + =   (1)  
,0)ولدينا  3,5)AC

����

)و  11, 9, 4)DM x y z+ − +
�����

0DMإذن من   AC⋅ =
����� ����

   نستنتج 
    3 5 7 0y z+ − =  (2)  

  8  
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  (2)و (1)نكتب العلاقتين  3.
2 11

3

5

5 7

y z x

y z

− + = −

+ =
  

  وبالحل نجد
3 19
13 13
5 62
13 13

z x

y x

−

= − +

−=  

)إذن  )DD )هو مجموعة النقاط  ′ )5 62 3 19
13 13 13 13

, ,M x x x− +    عددٌ حقيقي. xحيث  −

)إن أي شعاع موجه للمستقيم    )DD )لمستوي على اهو شعاع ناظم  ′ )ABC .  
)من ين نقطتين يتعل 1. )DD ) شعاع موجه  للمستقيمبهدف تحديد  ′ )DD )نعلم أنّ  .′ 11,9, 4)D − تقع  −

2xعلى هذا المستقيم، وباختيار  )تنتج أنّ نس Mفي صيغة  = )1 2,4, 1D )تقع على  − )DD أيضاً.  ′
)وعليه نستنتج شعاعاً موجّهاً للمستقيم  )DD )، وفي الوقت نفسه ناظماً على المستوي ′ )ABCهو ،  

1(13, 5,3)n DD= −
�����

�  
)معادلة المستوي  3. )ABC  13هي إذن( 1) 5( 2) 3 0x y z− − − + 13أو = 5 3 3x y z− + =.  
)عنصراً من  Mالتي تجعل النقطة  xين قيمة يلتع 4. )ABC التي تجعل أي M  على منطبقةD ′، 

) معادلة المستوي M يجب أن تحقق إحداثيات )ABC  ّ2 وبالتعويض نستنتج أنx ,2) . إذن= 4,  هي −(1
Dإحداثيات النقطة  ′.  

D. يمكن أيضاً تعيين ملاحظة Dمن الشرطين  ′ D 0ADو ≠′ DD′ ′⋅ =
����� �����

.  
  

      إلى الأمام قدُُماً 

 ABCDA B C D′ ′ ′ ]يتقاطع قطراه  .متوازي مستطيلات ′ ]BD ′ 
]و ]CA′  فيO نضع .�

CODα BC، ونفترض أنّ =′ a= 
CDو b= وDD c′ . نهدف في هذه المسألة إلى حساب =

cosα ًنختار معلماً متجانسا .( , , , )A i j k
�� ABبحيث يكون  �

����

iو 
� 

ADمرتبطين خطّياً، و
����

jو 
′AAرتبطين خطّياً، وكذلك م �

����

kو 
� 

  مرتبطين خطّياً.  
  .Oأعط إحداثيات جميع رؤوس متوازي المستطيلات وإحداثيات مركزه  �

أثبت أنّ  �
2 2 2

2 2 2
cos

a b c

a b c
α

− −
=

+ +
  . ادرس على وجه الخصوص حالة المكعّب.
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)لنأخذ المعلم المتجانس    , , , )A i j k
��   عندئذٍ :  �

  إحداثيات رؤوس متوازي المستطيلات : �
(0,0,0) , ( , 0, 0) , ( , , 0) , (0, , 0)

(0, 0, ) , ( , 0, ) , ( , , ) , (0, , )

A B b C b a D a

A c B b c C b a c D a c′ ′ ′ ′
  

]منتصف القطر  Oالنقطة      ]A C′   : فتكون إحداثياتها
2 2 2
( , , )b a cO .  

)لمّا كان  � )
2 2 2
, ,b a cOC = −

����

)، و )
2 2 2
, ,b a cOD ′ = −

����

  استنتجنا أنّ  
2 2 21

2
OC a b c OD ′= + + =
���� ����

2و     2 21
( )

4
OC OD a b c′⋅ = − −
���� ����

  

  ومنه
2 2 2

2 2 2
cos

OC OD a b c

a b cOC OD
α

′⋅ − −
= =

+ +′

���� ����

���� ����   

aيصبح  ،عندما يصبح متوازي المستطيلات مكعباً  b c= cosفيكون =
1

3
α = −.  

 :Pتوي عن المس Aفي الحالتين الآتيتين، احسب بُعد   
�  (1,2, 3)A : و − 2 1 0x y z− + + =P.  
�  ( 1,1,1)A )و B(0,1,0)هو المستوي المار بالنقاط  Pو − 1,1,0)C )و − 1, 2, 3)D − − − .  

    
2هو :             Pعن المستوي  Aبعد  � 2 3 1 2

dist( , )
4 1 1 6

A
− − +

= =
+ +

P   

)لنلاحظ أنّ  � 1,0,1)BA = −
����

)و  1,0,0)BC = −
����

)و   1, 3, 3)BD = − − −
����

. نلاحظ أنّ الشعاعين 
BC
����

BDو 
����

)غير مرتبطين خطياً، فهما يعرّفان مستوياً   )BCDما إنّ . ك( )A BCD∉  لأنّه لا يوجد
BAيحققان  βو αعددين  BC BDα β= +

���� ���� ����

  (علل). ،
)على المستوي  Aالمسقط القائم للنقطة  ′Aالنقطة  لتكن )BCD، فيكون AA′ . هو البعد المطلوب  

)هي  ′Aإحداثيات النقطة  اضر تفاب , , )a b c،  ٍعندئذ( 1, 1, 1)AA a b c′ = + − −
����

BCولما كان ،  AA′⊥
���� ����

 
0BCكان  AA′⋅ =

���� ����

1aومنه  ، = BDلما كان . وبالمثل − AA′⊥
���� ����

0BDكان   AA′⋅ =
���� ����

 ومنه ،
3 3 5 0a b c− − − + 1a ، وبالاستفادة من كون= = 2c جد أنّ ن − b= −.  

) أنّ إذن أثبتنا  1, ,2 )A b b′ − ,0)و − 1,1 )AA b b′ = − −
����

1b(لاحظ أنّ ،  Aوإلاّ كان  ≠ A′=(.   
BAوأخيراً  AA′ ′⊥

���� ����

)لأن   )A BCD′ 1)إذن  ∋ )(3 2 ) 0b b− − 3ومنه  =
2

b 3، إذن = 1
2 2

( 1, , )A′ − 

1و 1
2 2

(0, , )AA′ = −
����

1 وخصوصاً . 
dist( ,( ))

2
A BCD =.  
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)ض النقطة ار تفاب: طريقة ثانية , , )M x y z نتنتمي إلى المستوي عندئذٍ يوجد عددين حقيقيي ,a b  : يحققان
BM a BC bBD= +
���� ���� ����

)ومنه :   , 1, ) ( , 3 , 3 )x y z a b b b− = − − −   ومنه نحصل على المعادلات :  −

3 1

3

x a b

y b

z b

 = − − = − +
 = −

)وبالحل المشترك نحصل على معادلة المستوي   )BCD  :1 0y z− −  Aومنه بعد  =

)مستوي عن ال )BCD : 1          يساوي 1 1 1
dist( ,( ))

1 1 2
A BCD

− −
= =

+
.   

 ABCDEFGH 2 متوازي مستطيلات، فيهAB 1BCو = GC= منتصف  I. لتكن النقطة =
[ ]AB.  

ويمكن التعبير عن إحداثيات  Aأعط معلماً متجانساً مبدؤه  �
  رؤوس متوازي المستطيلات فيه ببساطة.

)اكتب معادلة للمستوي  � )IFH.  
)عن المستوي  Gاحسب بُعد  3 )IFH.  
)عن المستقيم  Gاحسب بُعد  � )IH أينتمي المسقط القائم للنقطة .G  على المستوي( )IFH  إلى

)المستقيم  )IH ؟  

   
)لنأخذ المعلم المتجانس  � , , , )A i j k

�� 1حيث  �
, ,

2
i AB j AD k AE= = =

���� ���� ������ ت إحداثيافتكون عندئذ  �

  في هذه الجملة بسيطة.رؤوس متوازي المستطيلات 
)معادلة المستوي  � )IFH: نقطة الI منتصف  هي[ ]AB  (1,0,0)فيكونI  (2,0,1)ولديناF 
ax. المعادلة المطلوبة من الشكل H(0,1,1)و by cz d+ + ، وتحققها إحداثيات هذه النقاط الثلاث، =

aنستنتج   Iإذن من  d= ومن ،F  2نستنتجa c d+ bنجد  H، وأخيراً من = c d+ =.  
aإذن  d= 2وc d a d= − = 2bو − d c d= −   ، فمعادلة المستوي المطلوبة هي=

2 1 0x y z+ − − =  

)عن المستوي  Gومنه بعد  � )IFH           : 2يساوي 2 1 1 2
dist( ,( ))

1 4 1 6
G IFH

+ − −
= =

+ +
   

) نقطة من المستقيم Mلتكن  � )IH المثقلتين بة للنقطتينفهي إذن مركز الأبعاد المتناس ( ,1 )I t− 
)و , )H t  حيثt .1)إذن  عددٌ حقيقي , , )M t t t−،  تنطبقM  على المسقط القائم للنقطةG  على( )IH 

GMإذا وفقط إذا تحقق الشرط  IH⊥
���� ���

0GMأي   IH⋅ =
���� ���

) ولكن  1 , 1, 1)GM t t t= − − − −
����

 

  11  

    الحل

I
A B

CD

H

E
F

G



  

29  

)و 1,1,1)IH = −
���

3 كافئفشرط التعامد السابق ي  1 0t − 2، ومنه تكون = 1 1
3 3 3
( , , )M  هي المسقط القائم

)على المستقيم  Gللنقطة  )IH ّومن ثَم ،  
2 2 22 1 1

3 3 3

2
dist( ,( )) (2 ) (1 ) (1 ) 6

3
G IH GM= = − + − + − =  

)distأنّ حظ لا ,( )) dist( ,( ))G IH G IFH≠ المسقط القائم للنقطة ، إذنG  على المستوي( )IFH  لا
)إلى المستقيم ينتمي  )IH.  

)في معلمٍ متجانس    ; , , )O i j k
�� ,2,2)، لدينا النقطة � 1)A   :Qو Pيين ، والمستو −

: 0

: 3 1 0

x y z

x z

− + =

+ − =

P

Q
  

  .Qو Pالذي يمثّل الفصل المشترك للمستويين  dعن المستقيم  Aاحسب بُعد 

   
)لتكن  , , )M a b c  نقطة من الفصل المشترك للمستويينP وQ:عندئذٍ إحداثياتها تحقق معادلة كلٍ منهما ،  

0a b c− + 3و     = 1 0a c+ − =   
1ومنه  3c a= 1و − 2b c a a= + = ) هي Mإحداثيات  ، إذن− ,1 2 ,1 3 )a a a−   ، وعليه يكون−

2 2 2
2

2

2

( 2) 1 2 ) (2 3 ) 14 12 9

3 45
14

7 7

(MA a a a a a

a

= − − − + − = − +

 = − + 

+



  

5هي  dوالمستقيم  Aوعليه أقصر مسافة بين 
3

7
3، وتحقّقها النقطة  1 2

7 7 7
( , ,   . إذنdمن  −(

5
dist( , ) 3

7
A d =  

) متجانس نتأمّل في معلم   ; , , )O i j k
�� �

  :Qو P، والمستويين A(2,1,2)النقطة ، 
: 2 1 0

: 0

x y z

x y z

+ − − =

+ + =

P

Q
   

�  المستويين أثبت أنP وQ متعامدان.  
  .Qو Pعن كل من المستويين  Aب بُعد احس �
  .Qو Pللمستويين عن الفصل المشترك  Aاستنتج بُعد النقطة  3

  
,1,1)، لأنّ شعاعيهما الناظمين متعامدان Qو Pن االمستوي � 2)n −

P

n(1,1,1)و �
Q

متعامدان كما يبين  �
  دائهما السلمي.حساب ج

� 2 1 4 1 2
dist( , )

1 4 1 6
A

+ − −
= =

+ +
P    2و 1 2 5

dist( , )
1 1 1 3

A
+ +

= =
+ +

Q     
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Aلتكن  �
P

Aكن وكذلك لت Pعلى  Aالمسقط القائم للنقطة  
Q

، ولتكن Qعلى  Aالمسقط القائم للنقطة  
A′  المسقط القائم للنقطةA  على الفصل المشتركd للمستويين P وQ .فيكون ( )AA

P
 Pعمودياً على  

)عمودي على  فهو إذن )A A′
P

)ان . لما كP)لأنّ الأخير محتوى في (  )d AA′⊥ و( )d AA⊥
P

لأنّ  
d  محتوى فيP  ّاستنتجنا أنd  عمودي على المستوي( )AA A′

P
)وبوجه خاص   )A A d′ ⊥

P
ونبرهن ، 

)بالمثل أنّ  )A A d′ ⊥
Q

Aو A. نستنتج من ذلك أنّ النقاط 
P

Aو ′Aو 
Q

تقع في مستو واحد هو المستوي  
AA. لأنّ dوالعمودي على  Aالمار بالنقطة 

P

�����

، وكذلك يكون Qفهو شعاع ناظم على  Pعمودي على  
AA
Q

�����

AAن المستويين متعامدان إذن ، ولكنّ هذيPشعاعاً ناظماً على   AA⊥
P Q

����� �����

AAفالرباعي   A A′
P Q

 
  مستطيل لأنّ فيه ثلاث زوايا قائمة. وعليه

2 2 2

2 2dist ( , ) dist ( , )

25 2
9

3 3

AA AA AA

A A

′ = +

= +

= + =

P Q

P Q

���� ����� �����

  

  

. تيقّن في كل Pوالمعادلة الديكارتية لمستوٍ  Bو Aفي كل من الحالات الآتية، نُعطى نقطتين  
)حالة أنّ المستقيم  )AB  ليس عمودياً علىP ثمُّ أعطِ معادلة للمستوي .Q  العمودي علىP  والمار

   .Bو Aبالنقطتين 
(0,1,1), (1,0,0), : 0

(1,0,1), (1,2,0), : 0

(1,1,1), (2,3, 1), : 2 4 0

B A x y z

B A x z

B A x z

+ + =

+ =

− + − =

P

P

P

�

�

�

   

   
)لإثبات أن المستقيم  )AB مع المستوي  دلا يتعامP  يكفي أن نبرهن أنAB

����

nو  
P

   .غير مرتبطين خطياً  �
� : 0x y z+ + =P 1)و, 0,0)A، (0,1,1)B.   

)الشعاعان  1,1,1)AB −
����

n(1,1,1)و  
P

)المستقيم ، فمركباتهما غير متناسبة غير مرتبطين خطياً لأنّ  � )AB 
  . P المستويعلى  ليس عمودياً 

axمعادلة من الشكل  Qللمستوي  by cz d+ + )حيث الأعداد  = , , , )a b c d ولأن  .ليست جميعها معدومة
Q  يمر بالنقطتينA وB فإنّ إحداثياتهما تحقق معادلته، ومنه b c d+ aو = d= ومن تعامد ،
n(1,1,1)ظمين النا

P

)و � , , )n a b c
Q

0aنستنتج أيضاً أنّ  � b c+ + 0a. إذن = d= 0bو = c+ = .
)هي  Qفمعادلة  ) 0b y z− 0b. ولأنّ = :نجد  ≠ 0y z− =Q.  

:في هذه الحالة نجد بأسلوب مماثل لما سبق   � 2 2 0x y z− − =Q.  
:في هذه الحالة نجد بأسلوب مماثل لما سبق   � 2 5 4 7 0x y z− + + − =Q.  
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)في معلمٍ متجانس نتأمّل   ; , , )O i j k
��   :Qو Pالمستويين  ، �

: 2 3 5 0x y z− + − =P    و: 1 0x y z+ + + =Q  

  إلى فصلهما المشترك. dمتقاطعين. نرمز بالرمز  Qو Pعلّل كون المستويين  �
)هو مجموعة النقاط  dأثبت أنّ  � )5 2

3 3
1 , 2,M z z z−   .ℝفي  zعندما تتحوّل  −

  .dأعطِ شعاعاً موجّهاً للمستقيم  3
,2,5)ويمر بالنقطة  Qو Pالعمودي على كل من  Rاكتب معادلة للمستوي  � 2)A −.  

:لدينا    2 3 5 0P x y z− + − :        و         = 1 0Q x y z+ + + =    
,1)الناظمان  � 2, 3)n −

P

n(1,1,1)و �
Q

 Pلأن مركباتهما غير متناسبة فالمستويان خطياً مرتبطان غير  �

  .متقاطعان Qو
) تنتمي � , , )M x y z  المستقيم إلىd، معادلتي المستويين قت إحداثياتها إذا وفقط إذا حقP وQ  : أي  

2 5 3 (1)

1 (2)

x y z

x y z

 − = −
 + = − −

  

2وبالحل نجد 
3

2y z= 5و −
3

1x z= )هي مجموعة النقاط  d. إذن إحداثيات − )5 2
3 3

1 , 2,M z z z− − 
   .ℝفي  zعندما تتحوّل 

0z. في حالة zبإعطاء قيمتين للعدد نختار نقطتين من  � ,1)نجد  = 2,0)A وفي حالة  ،dمن  −
3z )نجد  = 4, 0,3)B ). ومنه الشعاع الموجّه dمن  − 5,2,3)u AB= = −

����
  .dللمستقيم  �

uيقبل و  dهو عمودي على فصلهما المشترك إذن  ،Qو Pعمودي على كل من  Rالمستوي  �
� 

5معادلته من الشكل ف .شعاعاً ناظماً  2 3x y z k− + + بالنقطة  Rبشرط مرور  k، وتتعين =
(2,5, 2)A 26d، فنجد أنّ − = 5هي  R، ومعادلة − 2 3 6 0x y z− − − =.  

  

)ي معلمٍ متجانس فنتأمّل   ; , , )O i j k
��   :النقاط ، �

(2,1,3)A 1,0)و, 1)B ,1)و D(0,4,0)و C(4,0,0)و − 1,1)E −   
  ليست واقعة على استقامة واحدة. Eو Dو Cأثبت أنّ النقاط  �
)أثبت أنّ المستقيم  � )AB  عمودي على المستوي( )CDE.  
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)نلاحظ أنّ الشعاعين  � 4, 4,0)CD = −
����

)و  3, 1,1)CE = − −
����

 Dو Cفالنقاط غير مرتبطين خطياً  
  على استقامة واحدة.  واقعة ليست Eو
)المستقيم  لإثبات أنّ  � )AB  عمودي على المستوي( )CED  ّنلاحظ أن( 1, 1, 4)AB = − − −

����

  ونحسب 

 ( 1)( 4) ( 1)(4) 0 0

( 1)( 3) ( 1)( 1) ( 4)(1) 0

AB CD

AB CE

⋅ = − − + − + =

⋅ = − − + − − + − =

���� ����

���� ����  

ABأي  CD⊥
���� ����

ABو   CE⊥
���� ����

)، فالمستقيم  )AB  المستوي عمودي على مستقيمين متقاطعين في
( )CED  وهو من ثَمّ عمودي على( )CED.  

)في معلمٍ متجانس نتأمّل   ; , , )O i j k
��   :النقاط ، �

(2,4,3)A 4)و, 2,3)B ,1)و − 1,1)C ,3,3)و − 3)D −   
  ليست واقعة على استقامة واحدة. Cو Bو Aأثبت أنّ النقاط  �
Dعيّن إحداثيات المسقط القائم  � )على المستوي  D للنقطة ′ )ABC.  

  

   
,2)نلاحظ أنّ الشعاعين  � 6,0)AB = −

����

)و  1, 5, 2)AC = − − −
����

 Bو Aفالنقاط غير مرتبطين خطياً  
  ليست واقعة على استقامة واحدة.  Cو
Dالنقطة  � )ستوي نقطة من الم ′ )ABC  فيوجد عددانx وy  ّقانيحق AD xAB yAC′ = +

����� ���� ����

، ومن 
  ثَمّ 

DD DA xAB yAC′ = + +
����� ���� ���� ����

   
DDنستفيد من كون  yو xلتعيين  ′

�����

ABعمودياً على كل من  
����

ACو 
����

فنعبر عن ذلك باستعمال الجداء  
  السلمي:

0

0

DD AB DA AB xAB AB yAC AB

DD AC DA AC xAB AC yAC AC

′= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅

′= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  

  وهذا يكافئ
2

2

xAB yAC AB AD AB

xAC AB yAC AD AC

 + ⋅ = ⋅
 ⋅ + = ⋅

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����  

,2) ولكن 6,0)AB = −
����

)، و 1, 5, 2)AC = − − −
����

,1)، و 1, 6)AD = − −
����

  كما إنّ  
2

40AB =
����

و 
2

30AC =
����

28ABو  AC⋅ =
���� ����

8ADو   AB⋅ =
���� ����

16ADو  AC⋅ =
���� ����

  
  فالجملة السابقة تكافئ
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40 28 8

28 30 16

x y

x y

 + =
 + =

  

52ا الثانية من ضعفي الأولى وجدنا فإذا طرحن 26 0x y+ 2yومنه  = x= ، وبالتعويض في الأولى −

1مثلاً نجد 

2
x = 1yومن ثَمّ  − AD. وأخيراً لأنّ = xAB yAC′ = +

����� ���� ����

  نستنتج أنّ  
2 2 1 2

1
4 6 5 2

2
3 0 2 2

D

D

D

x

y

z

′

′

′

       − − −       
       − = − − + − = −       
       − − −              

   

D(0,2,1)ومن ثَمّ  ′.  

)في معلمٍ متجانس نتأمّل   ; , , )O i j k
�� ,2)النقطتين  � 1,3)Ω )و − 1, 0,1)A . نهدف إلى كتابة معادلة −

  .Aوتمر بالنقطة  Ωلتي مركزها ا Sللكرة 
  .AΩاحسب  �
)لتكن  � , , )M x y z  2نقطة من الفراغ احسبMΩ لة بدلاx وy وz.  
3  أثبت أن»( , , )M x y z  ٌمن نقطةS «ق الشرط2« إذا وفقط إذا تحق 2M AΩ = Ω «تج واستن

  المطلوبة. Sمعادلة للكرة 

   �  9 1 4 14AΩ = + + =.  
)لتكن   � , , )M x y z  2نقطة من الفراغ فيكون 2 2 2( 2) ( 1) ( 3)M x y zΩ = − + + + −   
14Rنصف قطر الكرة المطلوبة هو  � A= Ω M. إذن = ∈ S  إذا وفقط إذاM RΩ وهذا يكافئ  =

2الشرط  2A MΩ = Ω ومنه معادلة ،S  2هي 2 2( 2) ( 1) ( 3) 14x y z− + + + − =.  

)في معلمٍ متجانس   ; , , )O i j k
��   .Aوتمر بالنقطة   Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها  .�

� (0,0,1)Ω  (1,1,1)وA.  � (0,5, 1)Ω ,1)و  − 2,3)A −.  

  (التمرين السابق)  
�   :2 2 2( 1) 2x y z+ + − =.  
�   :2 2 2( 5) ( 1) 66x y z+ − + + =.  

)في معلمٍ متجانس   ; , , )O i j k
��   .rونصف قطرها   Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها  .�

� (1,2,3)Ω  2وr =.    � (0,5, 1)Ω 3rو  − =.  

    
�   :2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 4x y z− + − + − =.  
�   :2 2 2( 5) ( 1) 3x y z+ − + + =.   
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)في معلمٍ متجانس   ; , , )O i j k
�� )عيّن طبيعة مجموعة النقاط  .� , , )M x y z :في الحالات الآتية  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

10 2 26 0 2 6 2 0

4 5 0 0

x y z x z x y z x y

x y z x x y z x y z

+ + − + + = + + − + − =

+ + − + = + + + + + =

� �

� �
  

2الصيغة  ىمعادلة إلكل نرد    2 2( ) ( ) ( )x x y y z z αΩ Ω Ω− + − + − =.  
2تصبح المعادلة :  � 2 2( 1) ( 3) 12x y z− + + + )فمجموعة النقاط . = , , )M x y z  تمثل كرة مركزها

(1, 3,0)Ω = 2ونصف قطرها  − 3r = .  
2 تصبح المعادلة : � 2 2( 5) ( 1) 0x y z− + + + )فمجموعة النقاط . = , , )M x y z التي تحققها هي 

,5,0) النقطة 1)Ω = −.  
2تصبح المعادلة :   � 2 21 1 1 3

2 2 2 4
( ) ( ) ( )x y z+ + + + + )فمجموعة النقاط . = , , )M x y z  تمثل كرة

1 مركزها 1 1
2 2 2

( , , )Ω = − − 3ونصف قطرها  −
2

r = .  
2تصبح المعادلة :  � 2 2( 2) 1x y z− + + = )فمجموعة النقاط ، − , , )M x y z  التي تحقق هذه

  مجموعة خالية من النقاط .  المعادلة

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,2)نتأمّل النقطة  � 2,2)A :والمستوي  − 2 3 5x y z+ + =P اكتب .

  .Pوتمس المستوي  Aمعادلة للكرة التي مركزها 

   
  . الكرة بعد مركزها عن المستوي يساوي نصف قطرإذن  Pالكرة تمس المستوي 

2 4 6 5 1
dist( , )

1 4 9 14
R A

− + −
= = =

+ +
P  

2الكرة المطلوبة هي معادلة و  2 2 1
( 2) ( 2) ( 2)

14
x y z− + + + − =.  

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� )و A(2,1,2) نتأمّل النقطتين � 2, 0,2)B −.  

)المكوّنة من النقاط  Eأعطِ معادلة للمجموعة  � , , )M x y z  0التي تُحقّقMA MB⋅ =
���� ����

.  
  ؟Eما طبيعة المجموعة  �

,2)ن الدينا النقطت   1,2)A      و( 2,0,2)B −   

)النقطة  � , , )M x y z  0تحققMA MB⋅ =
���� ����

 إذا وفقط إذا كان 
2 2

1 0 0

2 2

x x

y y

z z

   − − −   
   − ⋅ − =   
   − −      

.  
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2ومنه  2 24 ( 2) 0x y y z− + − + − =.  
2 تكتب المعادلة السابقة بعد الإصلاح بالصيغة: � 2 2 171

2 4
( ) ( 2)x y z+ − + − معادلة كرة وهي ، =

1مركزها 
2

(0, ,2)A  17, ونصف قطرها
2

R =.  

1في الفراغ. نضع  Bو Aنتأمّل نقطتين مختلفتن  

2
r AB=،  ونعرّفI  منتصف[ ]AB .  

2من الفراغ تتحقّق المساواة :  Mأثبت أنّه في حالة نقطة ما  � 2MA MB MI r⋅ = −
���� ����

.  
0MAأثبت أنّ مجموعة نقاط الفراغ التي تحقّق   � MB⋅ =

���� ����

ونصف  Iهي الكرة التي مركزها  
]، وهي أيضاً الكرة التي تقبل rقطرها  ]AB .قطراً فيها  

   
]منتصف  Iلدينا  � ]AB 1و

2
r AB IA=   ومنه  =

2 2 2
2

( ) ( ) ( ) ( )MA MB MI IA MI IB MI IA MI IA

MI IA MI r

⋅ = + ⋅ + = + ⋅ −

= − = −

���� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���

���� ��� ����  

0MAن ذإ � MB⋅ =
���� ����

2تكافئ   2MI r=  ّمجموعة النقاط  وهذا يعني أنM   التي تحقّق
0MA MB⋅ =

���� ����

  . هافي قطر ABيكون من ثَمّ و  rقطرها  ونصف  Iمركزها التي كرة هي ال  

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,0)و A(1,1,1) نتأمّل النقطتين � 1, 1)B − −.  

)المكوّنة من النقاط  Eأعطِ معادلة للمجموعة  � , , )M x y z  2التي تُحقّقMA MB=.  
  ؟Eما طبيعة المجموعة  �
)المكوّنة من النقاط  Pأعطِ معادلة للمجموعة  3 , , )M x y z  التي تُحقّقMA MB=.  
  ؟Pما طبيعة المجموعة  �

   
)تحقق النقطة  � , , )M x y z 2 الشرطMA MB=  2إذا وفقط إذا كان 24MA MB= وهذا يكافئ  

( )2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 4 ( 1) ( 1)x y z x y z− + − + − = + + + +  
2 كتب بعد الإصلاح بالصيغةيالذي  2 2 2 10 10 5

3 3 3 3
0x y z x y z+ + + + + + =.  

2 وهي تكافئ بعد الإتمام إلى مربعات كاملة � 2 21 5 5
3 3 3

( ) ( ) ( ) 4x y z+ + + + + إذن مجموعة . =
2MAالتي تحقق الشرط  Mالنقاط  M B= 1مركزها التي كرة هي ال 5 5

3 3 3
( , , )Ω − −  ونصف قطرها −

  . =2R يساوي
)تحقق النقطة  � , , )M x y z  الشرطMA MB=  2إذا وفقط إذا كان 2MA MB= وهذا يكافئ  

2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x y z x y z− + − + − = + + + +  
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2 الذي يكتب بعد الإصلاح: 4 4 1 0x y z+ + − =.  
2:  ةالمعادل � 4 4 1 0x y z+ + − ط تمثل معادلة مستو. إذن م = التي تحقق الشرط  Mجموعة النقا

MA MB= المستوي المحوري للقطعة المستقيمة في الحقيقة  هي مستو، وهو[ ]AB .  
  

مجموعة نقاط  kE. نعرّف kفي الفراغ. وعدداً موجباً غير معدوم  Bو Aنتأمّل نقطتين مختلفتن  
AMالتي تحقّق الشرط  Mالفراغ  k BM= ⋅ .  

1kحالة   � =.  
]منتصف  Iلتكن  � ]AB  ّأثبت أن   

2 21
( ) ( )

2 2

MA MB
BA MI MA MB MA MB

−
⋅ = − ⋅ + =

���� ���� ���� ���� ���� ����

  

]المار بمنتصف القطعة المستقيمة  Pهي المستوي  1Eاستنتج أنّ  � ]AB  والعمودي على( )AB .
](المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  ]AB.(  

1kحالة   � ≠.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iلتكن  � ,1)A و( , )B k ولتكن ،J  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين  ,1)A و( , )B k− ّأثبت أن .  
2 2 2

2 2

1
( ) ( )

1 1

MA k MB
MI MJ MA kMB MA kMB

k k

−
⋅ = − ⋅ + =

− −

���� ���� ���� ���� ���� ����

  

]ل القطعة المستقيمة التي تقب  Sهي الكرة  kEاستنتج أنّ  � ]IJ .قطراً فيها  

   
1kحالة  � =.  

]منتصف  I ا كانلمّ  � ]AB 1 كان
( )

2
MI MA MB= +
���� ���� ����

BAوكان أيضاً   MA MB= −
���� ���� ����

  ومنه   
2 22 21 1

( ) ( )
2 2 2

MA MB
BA MI MA MB MA MB MA MB

  −⋅ = − ⋅ + = − =   

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

  وهو المطلوب . 
1Mهنا  � ∈ E  يُكافئ الشرطMA MB= 0، وهذا يُكافئ استناداً إلى ما سبقBA MI⋅ =

���� ����

، أي إنّ 
M  تنتمي إلى المستوي المار بالنقطةI  والعمودي على الشعاعAB

����

المستوي المحوري للقطعة . فهو إذن 
]المستقيمة  ]AB.  

1kحالة  � ≠    
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين I نلأ � ,1)A و( , )B k  : 0فإنIA kIB+ =

��� ���   إذن �
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(1) (1 )MA kMB k MI+ = +
���� ���� ����

  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين J ولأن ,1)A و( , )B k−  : 0فإنJA kJB− =

��� ���   إذن �
(2) (1 )MA kMB k MJ− = −

���� ���� ����

  
1)2نجد  (2)و  (1)من  ) ( ) ( )k MI MJ MA k MB MA k MB− ⋅ = + ⋅ −

���� ���� ���� ���� ���� ����

   ومنه 
2 2 2

2 2 2

2 2

1
( )

1 1

MA k MB
MI MJ MA k MB

k k

−
⋅ = − =

− −

���� ����

  

kMنا  � ∈ E  يُكافئ الشرطMA kMB= ما سبق داً إلى  0MI، وهذا يُكافئ استنا MJ⋅ =
���� ����

وهذا ، 
]تنتمي إلى الكرة التي قطرها  Mيعني أنّ  ]IJ 24، استناداً إلى ما أثبتناه في التمرين  .  

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
��   نتأمّل النقاط �

(4,0, 3)A ,3)و B(2,2,2)و − 3, 1)C − ,0,0)و − 3)D −.  
]للقطعة المستقيمة  1Pأعطِ معادلة للمستوي المحوري  � ]AB.  
]للقطعة المستقيمة  2Pمحوري أعطِ معادلة للمستوي ال � ]BC.  
]للقطعة المستقيمة  3Pأعطِ معادلة للمستوي المحوري  � ]CD.  
مركزاً لكرة تمرّ  Ω. كانت Ωفي نقطة واحدة  3Pو 2Pو 1Pطعت المستويات علّل لماذا إذا تقا �

  .Dو Cو Bو Aبالنقاط 
تتقاطع في  3Pو 2Pو 1Pبحل جملة من ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل أثبت أنّ المستويات  �

  . Ωنقطة واحدة 
  . Dو Cو Bو Aالمارة بالنقاط  Sاحسب نصف قطر الكرة  �
  . ABCDالمارة برؤوس رباعي الوجوه  Sاكتب معادلة للكرة  �

   
,4)لدينا النقاط :  0, 3)A ,3)و  B(2,2,2)و − 3, 1)C − ,0,0)و  − 3)D − .  

]منتصف القطعة  Mإذا كانت  � ]AB  1إحداثياتها كانت
2

(3,1, )M )وكان . − 2,2,5)AB −
����

 اً شعاع 
  :هي  1Pون معادلة المستوي فتك. 1P لمستوي المحوريعلى ا اً ناظم

1
2

2( 3) 2( 1) 5( ) 0x y z− − + − + + =  
1 أي : 4 4 10 13 0x y z− + + + =P.  
) تنتمي � , , )M x y z  2إلىP  2إذا وفقط إذا كان 2MB MC= وهذا يكافئ  

2 2 2 2 2 2( 2) ( 2) ( 2) ( 3) ( 3) ( 1)x y z x y z− + − + − = − + + + +  
2 وهذا يكافئ بعد الإصلاح  10 6 7 0x y z− − −   . 2Pوهي معادلة  =

3نجد بمثل ما سبق معادلة  � : 3 3 2 5 0x y z− + − + =P.  
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Aق حقّ فهي تُ  Ωفي نقطة  ةت المستويات الثلاثإذا تقاطع � B C DΩ = Ω = Ω = Ω  مركز إذن هي و
  . Dو Cو Bو Aالكرة المارة بالنقاط 

  علينا إذن حل جمل المعادلات �
4 4 10 13

2 10 6 7

3 2

1

1

3 1 51

x y z

x y z

x y z

− − =

− − =

− + =

  

5 من الأولى والأخيرة نجد 2 13 5
3 3 4 2

x y z z− = − = 1ومنه  +
2

z = 2xو − y−  zقيمة  . وبتعويض=
2xو y= 0yفي الثانية نجد  + 2xومن ثَمّ  = 1. إذن =

2
(2,0, )Ω −.  

R يساوي مثلاً  ةنصف قطر الكر  � D= Ω  21إذن
2

41
4 0 ( 3 )

4
R = + + − + =  .  

2هي :  ABCDمعادلة الكرة المارة برؤوس رباعي الوجوه إذن  � 2 21 41
2 4

( 2) ( )x y z− + + + =.  
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  في الفراغ المسـتق�ت والمسـتو�ت

  
  

  ������� 	�
�� 
���� ������� ������� �������  

   �������� � �!����  

 
     ��"����� �������� #$��%  

   %��"���� �& & #$��  
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 .بةتعيين المسـتقيم والمسـتوي بصفتهما مراكز أبعاد متناس ـ  -

 التمثيل الوسـيطي للمسـتقيم والمسـتوي. -

 تقاطع المسـتق�ت والمسـتو�ت، وحل جمل المعادلات الخطية. -
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  80صفحة   تَدربْ 

AMالتي تحقّق   tت الآتية عيّن في الحالانقطتان مختلفتان.  Bو Aالنقطتان  � tAB=
����� ����

.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 2)A )و − ,1)B.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2)A و( , 3)B.  

 
�AM AB= −

����� ����
.      � 3

5
AM AB=
����� ����

.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mلتكون  βو αة الآتي تأعطِ في الحالا � , )A α و( , )B β .    

� 2
7

AM AB=
����� ����

    �  2 0AM AB+ =
����� ���� �     �  3 0MA AB− =

���� ���� �.  

  
�  5, 2α β= =       �  3, 1= = −α β    �  4, 3= = −α β.  
 Cو Bو Aفي الشكل الآتي التدريجات متساوية. عبّر في كل حالة عن كل واحدة من النقاط  �

   بصفتها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الأخريين.

  
  

5 3 0

2 3 0

2 5 0

AB AC

BA BC

CA CB

− = + = 
− = 

���� ���� �

���� ���� �

��� ���� �
�      

4 2 0

6 2 0

6 4 0

AB AC

BA BC

CA CB

+ = − = 
− = 

���� ���� �

���� ���� �

��� ���� �
�  

  
AMبحيث  yو xفي كل حالة مما يأتي، جِدْ عددين  .ABCنتأمّل مثلثاً  � xAB yAC= +

����� ���� ����
.  

� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , 1)A )و − ,1)B و( ,1)C.  
� M بة للنقاط مركز الأبعاد المتناس( , 3)A و( ,1)B و( ,2)C.  

  
� AM AB AC= +

����� ���� ����
.      � 1 1

6 3
AM AB AC= +
����� ���� ����

.  
  

مركز الأبعاد  Mلتكون  γو βو α. في كل حالة مما يأتي، جِدْ الأعداد ABCنتأمّل مثلثاً  �
)المتناسبة للنقاط  , )A α و( , )B β و( , )C γ.  

1
2

2

3 2

BM BA BC AM AB AC

AM MB AC CM CA CB

= − = −

= + = +

���� ���� ���� ����� ���� ����

����� ���� ���� ���� ��� ����
� �

	 �
   

  الحل

  الحل

  لحلا

  الحل

A B C
�

A BC
�



 

4  

 
1, 1, 1 0, 2, 1

1, 2, 1 3, 2, 4

α β γ α β γ

α β γ α β γ

= = = − = = = −

= = = = = = −

� �

	 �
   


 Iلتكون  γو βو α. جد الأمثال المجاور انطلاقاً من الشكل 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A α و( , )B β و( , )C γ .

0GAالتي تحقق  λواستنتج  GBλ+ =
���� ���� �.    

  
1, 2, 1= = =α β γ 2و=λ.  

لتكون   δو γو βو αانطلاقاً من الشكل المجاور. جد الأمثال  �
K  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , )A α و( , )B β و( , )C γ 
)و , )D δ .  

 
  من الفراغ لدينا  M في حالة نقطة كيفية مثلاً 

( )
( )

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 4 4 2 2

8 4 2

MK MA MJ MA MD MI

MA MD MB MC

MK MA MB MC MD

= + = + +

= + + +

= + + +

����� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����

����� ���� ���� ���� ����
  

,4ومنه  1, 1, 2= = = =α β γ δ. 
� ABCD استعمل الخاصة التجميعية لتعيين موضع النقطة  .رباعي وجوهG :في الحالات الآتية  

� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( , 3)D .  
� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , 1)A )و − ,2)B و( , 1)C )و − , 2)D −.  
� G بة للنقاط مركز الأبعاد المتناس( ,1)A و( ,2)B و( , 3)C و( ,6)D.  

  
  يبيّن الرسم الآتي حالات الإنشاء الثلاث:

  

 .  

  الحل

  الحل

  الحل

  الحل

D

A

B
I

C

G

�

D
A

B
I

J

C

G

�

D

A

B

I

J

C

G

�

A

B

C

I

J

D

K

A B

C

I
B ′

G
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  84صفحة   تَدربْ 

)هذه الفقرة معلماً متجانساً  نُعطى في ; , , )O i j k
�� �. 

  :dأعط معادلة وسيطية للمستقيم  �
)يمر بالنقطة  dالمستقيم  � 1,2, 0)A ,0,1)عاع وموجه بالش − 1)u −

�.  
� ( )d AB=  2,1)حيث, 1)A ,3)و − 1,1)B −.  

  

� {( , , ) ( 1,2 , ),x y z t t t= − + − ∈ ℝ   �{( , , ) (2 ,1 2 , 1 2 ),x y z t t t t= + − − + ∈ ℝ  
)نتأمّل النقطتين  � 2,1, 0)A   . أعطِ تمثيلاً وسيطياً لكل منB(2,3,1)و −

)المستقيم  � )AB.      �  القطعة المستقيمة[ ]AB.  

]نصف المستقيم  � )AB.    	  نصف المستقيم[ )BA.  

  

2 4 , 2 4 ,

1 2 , [0,1] 1 2 ,

. .

2 4 , 2 4 ,

3 2 , 0 1 2 , 0

1 . .

x t x t

y t t y t t

z t z t

x t x t

y t t y t t

z t z t

  = − + = − +   = + ∈ = + ∈ 
  = =   
  = + = − +   = + ≤ = + ≥ 
  = + =   

ℝ� �

	 �

  

�  ABCDEFGH فيه  .1طول ضلعه  مكعبI منتصف [ ]BC وJ 
] منتصف ]CD وK ف منص[ ]EH نتأمّل المعلم .( ; , , )A AB AD AE

���� ���� ����
.  

)أعطِ تمثيلاً وسيطياً لكل من  � )IK و( )FJ.  
)أيتقاطع المستقيمان  � )IK و( )FJ ؟ هل تقع النقاطI وJ وK وF 

   في مستو واحد؟

  

1لمّا كان  �
2

(1, , 0)I 1و
2

(0, ,1)K  كان( 1,0,1)IK −
���

)، ومنه التمثيل الوسيطي للمستقيم  )IK:  
1

( ) : 1/2 ,
x t

IK y t

z t

 = − + = ∈
 =

ℝ  

1وبالمثل لمّا كان 
2
( ,1, 0)J (1,0,1)وF  1كان

2
( ,1, 1)FJ − −

���
)، ومنه التمثيل الوسيطي للمستقيم  )JF:  

/2 1
( ) : ,

1

x t

JF y t t

z t

 = − + = ∈
 = − +

ℝ  

  الحل

  الحل

  الحل

A B

CD

E
F

G

J

H

I

K
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)يتقاطع المستقيمان  � )JF و( )IK  إذا وُجدs وt بحيث  
/2 1 1

1/2

1

s t

s

s t

− + = − +

=

− + =

  

1من المعادلتين الثانية والثالثة نجد 
2

s t= ، ولكنّ هاتين القيمتين لا تحققان المعادلة الأولى، إذن =
)المستقيمان  )JF و( )IK يضاً غير متوازيين لأنّ الشعاعين غير متقاطعين. وهما أJF

���
IKو 

���
غير  

في مستو واحد لأنّ  Fو Kو Jو I لا تقع النقاطياً فهما لا يقعان في مستو واحد. إذن مرتبطين خطّ 
)المستقيمين  )IK و( )FJ .غير متقاطعين وغير متوازيين  

 

        87صفحة   تَدربْ 
)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

  .وأعطِ تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك 2Pو 1Pتحقّق من تقاطع المستويين  في الحالات الآتية  �
� 1 : 2x y+ =P 2و : 1x z+ =P.  
� 1 : 3x y z− + + =P 2و : 2 2 1x y z− + =P.  

  
)المستويان متقاطعان لأنّ النقطة  � )1,1,0M ) ًتنتمي إلى كلّ منهما. أمّا التمثيل الوسيطي  )مثلا

xللفصل المشترك فيمكن استنتاجه بحلّ جملة معادلتيّ المستويين بعد اختيار  t= :ًوسيطا  

2,

1

x t

y t t

z t

 = = − + ∈
 = − +

ℝ  

)المستويان متقاطعان لأنّ النقطة  � )4,7,0M ) ًتنتمي إلى كلّ منهما. أمّا التمثيل الوسيطي  )مثلا
zبعد اختيار  للفصل المشترك فيمكن استنتاجه بحلّ جملة معادلتيّ المستويين t= :ًوسيطا  

3 4

4 7,

x t

y t t

z t

 = − + = − + ∈
 =

ℝ  

  
d وسيطياً للمستقيم في الحالات الآتية، أعط تمثيلاً   � dوبيّن إذا كان  ′ d منطبقاً  dأو كان  �′

dعلى ′.  
2 1

2 3 3 2 1
: , : 2 : , :

2 5 0
1 2 1

2

x t x t
x y z x y z

d d y d d y t
x y z x y z

z t z t

  = − =  + − = − − =   ′ ′= = −   − − = − − =      = + = −  

� �  

  

  الحل



  

7  

  

: 1
2 1

x t

d y t

z t

 =′ = − +
 = −

dدينا هنا ل � d   المستقيمين غير منطبقين لأنه ليس هناك نقاط مشتركة. ولكنّ  �′

2 4
: 1

x t

d y

z t

 = +′ = −
 =

dهنا أيضاً لدينا  � d ولكن المستقيمين غير منطبقين لأنه ليس هناك نقاط  �′

  مشتركة.
  وعين إحداثيات نقطة التقاطع. Pمع المستوي  dلآتية أثبت تقاطع المستقيم في الحالات ا  �

� ( )d AB=   حيث( 1,2,3)A ,1,2)و − 1)B :، و− 1x y z+ + =P.  

� d  2)يمر بالنقطة, 1,0)A 2uويوجهه الشعاع  − i j= −
� :و �� 1

2 3 6

x y z
+ − =P.  

  

  
   dيّاً للمستقيم نجد تمثيلاً وسيط �

2 1
: 2

4 3

x t

d y

z t

 = − =
 = − +

  

)لإيجاد نقاط التقاطع نعوّض في معادلة المستوي فنجد نقطة واحدة هي  )2,2, 3−.  
   dنجد تمثيلا وسيطيّاً للمستقيم  �

2
: 2 1

0

2x t

d y t

z

 = + = − −
=

−



  

)لإيجاد نقاط التقاطع نعوّض في معادلة المستوي فنجد نقطة واحدة هي  )0,3,0.  
  

  .Pوالمستوي  dفي الحالات الآتية، ادرس تقاطع المستقيم   �
1 2 1

:2 3 0, : 2 1 : 1, :
8

2

3 1 3

x s x t

x y z d y s x y z d y t

z s z t

  = + = −  + − = = + − + = = 
  = − = −  

P P� �  

  

)نقطة واحدة هي في يتقاطع المستقيم والمستوي  � )1 5
2 2

2, ,− −.  
في معادلة المستوي نجد أنّ المستقيم  dالتمثيل الوسيطي للمستقيم  في zو yو xقيم  بتعويض �

   لايتقاطعان فهما متوازيان. والمستوي

  الحل

  الحل

  الحل
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        90    صفحة تَدربْ 
)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� ي معادلات ثلاثة نعط في كل من الحالات الآتية  .�

مستويات، حلّ الجملة الخطية الموافقة وبيّن إذا كانت هذه المستويات تشترك في نقطة فقط، أو في 
  :مستقيم مشترك، أو لا تشترك بأية نقطة

1 1

2 2

3 3

1 1

2 2

3 3

: 2 3 3 : 5 5

: 2 4 7 : 2 13 7 1

: 3 3 5 8 : 1

: 2 3 2 : 2 3 0

: 2 1 : 2 0

: 3 4 5 3 : 3

12 3

2

4

2 13 2

2

5 0

2

7 7

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

     
− − = + + = −

− − = + 
   

− = −

− − = − + =

− + = − + =

 

+ + = + + =



     


− + = +

−

− =

P P

P P

P P

P P

P P

P P

� �

	

1 1

2 2

3 3

: 1 : 2 3 2

: 2 1 : 2 1

: 3

2 2

4 3 1 : 3 4 5

2

7 7

4

3x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z




      


+ + = − + =

− + = + + =

− + = − −

−

    =


−

+


P P

P P

P P

�


 �

  

  
تتقاطع المستويات الثلاثة في نقطة  �و �بحلّ الجملة الموافقة في كلّ مرّة نجد أنّه في الحالتين 

تتقاطع المستويات الثلاثة في مستقيم معطى بتمثيل وسيطي. وفي  	و �واحدة. وفي الحالتين 
  تويات الثلاثة بأيّة نقطة وذلك وفق ما يأتي :الحالتين الأخيرتين لا تتقاطع المس

{ } { }

1 5
7 7

2, 1, 1 8, 13, 22

7 , , 5 , 7 , , 5 ,

x y z x y z

x t y t z t t x t y t z t t

= = = − = − = =

= = − = − ∈ = = − = − ∈ℝ ℝ

� �

	 �


 �

.  

  

  الحل
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����� 

  مستقيمات متقاطعة في الفراغ 

  خواص رباعي الوجوه خواص عامة �

لأبعاد المتناسبة مركز ا Gما. ولتكن رباعي وجوه  ABCDكن يل
مركز ثقل المثلث  Kذاتها. وليكن  1 لرؤوسه مزوّدة جميعها بالأمثال

BCD وكذلك ليكن .I وJ  منتصفي[ ]AB و[ ]CD .بالترتيب  
في رباعي الوجوه.  متوسطاً نسمى القطعة المستقيمة التي تصل الرأس بمركز ثقل الوجه المقابل  �

مركز  Gا نسمّي . ولهذGنهدف إلى إثبات تلاقي المتوسطات جميعها في نقطة واحدة هي النقطة 
  ثقل رباعي الوجوه.

.a� ستعمل الخاصة التجميعية لتثبت أنّ اG  تقع على[ ]AK  ّ3وأن
4

AG AK=.  
.b� ثل أنّ أثبت بالمG .تقع على المتوسطات الثلاثة الأخرى  
هذا السؤال إلى إثبات أنّ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفات الأحرف المتقابلة في  ينهدف ف �

  تقع في منتصف كل منها. G، وأنّ Gرباعي الوجوه تتلاقى أيضاً في 
.a�  ّأثبت أنG للنقطتين  هي مركز الأبعاد المتناسبة( ;2)I و( ;2)J ّواستنتج أن .G  تقع في

]منتصف ]IJ.  
.b�  أثبت صحة الخاصة المشار إليها في� .  

  مسألة مستقيمات متقاطعة  �

  كما يأتي : Sو Rو Qو Pرباعي وجوه ما. ولنعرّف النقاط  ABCDليكن 
1

5
BP BC=
���� ����

3و 

4
AQ AD=
���� ����

1و 

5
BR BA=
���� ����

1و 

4
DS DC=
���� ����

  

)نريد إثبات تلاقي المستقيمين  )PQ و( )RS.  
.a�  ّأثبت أنP  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ;4)B و( ;1)C ّوأن .Q  هو مركز الأبعاد

)المتناسبة للنقطتين  ;1)A و( ;3)D.  
.b� ليكن G الأبعاد المتناسبة للنقاط  مركز( ;1)A و( ;4)B و( ;1)C و( ;3)Dين أنّ . بG  تقع على

)المستقيم  )PQ.  
)تقع أيضاً على  Gأثبت بأسلوب مماثل أنّ  � )RS فالمستقيمان ،( )PQ و( )RS متقاطعان.   
]منتصف  Iلتكن  � ]AC أثبت تلاقي المستقيمين .( )IG و( )BD.وعيّن نقطة تقاطعهما ،  
  

 1 نشاط 
A

J

B

D

C

G

I

K
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� .a�  استناداً إلى الخاصة التجميعيةG  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)A و( , 3)K إذن .

]إلى القطعة المستقيمة  Gتنتمي  ]AK  3وتُحقّق
4

AG AK=.  
.b�  ّبسبب الدور المتناظر الذي تؤدّيه رؤوس رباعي الوجوه نستنتج أنG  تقع على جميع متوسطات

1رباعي الوجوه وتقسم كلاًّ منها بنسبة  : 3.  
.a�  لمّا كانI  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)A و( ,1)B، وJ  ًمركز الأبعاد المتناسبة أيضا

)للنقطتين  ,1)C و( ,1)D،  ّاستنتجنا استناداً إلى الخاصة التجميعية أنG  هي مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  ,2)I و( ,2)J،  ّأي إنG  هي منتصف القطعة المستقيمة[ ]IJ .  
.b�  ّبسبب الدور المتناظر الذي تؤدّيه رؤوس رباعي الوجوه نستنتج أنG  تقع أيضاً في منتصف

  جميع القطع المستقيمة التي يصل كل منها بين منتصفي ضلعين متقابلين في رباعي الوجوه.
� .a� لمّا كان  

1 4 1 1
5 5 5 5

3 1 3 3
4 4 4 4

( ) 0

( ) 0

PC PB BP PC BP BC BP

QD QA AQ QD AQ AD AQ

+ = + − = − =

+ = + − = − =

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �  

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Pاستنتجنا أنّ  , 4)B و( ,1)C، وQ  هي مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  ,1)A و( , 3)D.  
.b�  استناداً إلى الخاصة التجميعيةG  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,5)P و( , 4)Q وعلى ،

)تقع على المستقيم  Gالخصوص  )PQ.  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Rما سبق أنّ نبرهن بأسلوب مماثل لِ  � , 4)B و( ,1)A، وS 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)C و( , 3)D.  إذن استناداً إلى الخاصة التجميعيةG  هي مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,5)R و( , 4)S ، وعلى الخصوصG  تقع على المستقيم( )RS.  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Tلتكن  � , 4)B و( , 3)D.  لمّا كانتI  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  ,1)C و( ,1)A ، إذن استناداً إلى الخاصة التجميعيةG  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين
( ,7)T و( ,2)I وعلى الخصوص المستقيم ،( )GI  يتقاطع مع( )BD  فيT .وهي النتيجة المطلوبة  

  

  بعد نقطة عن مستو 

)مّل في معلم متجانس أنت ; , , )O i j k
�� )النقاط  � , 0, 0)A a 0)و, , 0)B b 

,0,0)و )C c  حيثa وb وc  أعدادٌ موجبةٌ تماماً. نهدف إلى إثبات علاقة
)المستوي عن  Oبين بُعد  )ABC  والمسافاتOA وOB وOC.  

  

  الحل

 2 نشاط 

A

B
O

i
�

C

j
�

k
�

H
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.a�  1أنّ أثبت
x y z

a b c
+ + )معادلة للمستوي  = )ABC.  

.b�  المار بالنقطة  ∆استنتج تمثيلاً وسيطياً للمستقيمO  عمودياً على المستوي( )ABC.  
.a�  لتكنH  مع المستوي  ∆نقطة تقاطع المستقيم( )ABC.  
.a�  احسب إحداثياتH  بدلالةa وb وc.  
.b� أنّ  تحقّقH  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلثABC.  

.c�  نضعh OH=  ّأثبت أن
2 2 2 2

1 1 1 1

h a b c
= + +.  

  
.a�  ٌمباشر إذ يكفي أن نتيقّن أنّ إحداثيات النقاط  هذا تحقّقA وB وC المعطاة.  تحقّق المعادلة

  يمر بهذه النقاط الثلاث لأنها ليست على استقامة واحدة.وليس هناك إلاّ مستو واحد 
.b�  الناظم( )1 1 1, ,

a b c
n
)على المستوي  � )ABC  (0,0,0)المار بالنقطة  ∆هو شعاع توجيه للمستقيمO 
)عمودياً على المستوي  )ABC التمثيل الوسيطي:  ∆. إذن يقبل( )1 1 1( , , ) , , ;

a b c
x y z t t t t= ∈ ℝ.  

.a�  إحداثياتH  من الشكل( )1 1 1, ,
a b c
t t t  حيث تتعينt  بشرط انتماءH  إلى المستوي( )ABC  أي

بشرط تحقيق معادلته. ومنه 
2 2 2

1
t t t

a b c
+ + ومنه  =

2 2 2

2 2 2 2 2 20

a b c
t

a b b c c
t

a
=

+ +
  ومن ثَمّ  =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,

ab c a bc a b c
H

a b b c c a a b b c c a a b b c c a

     + + + + + + 
   

.b� ّ0نلاحظ أن 0 0, ,
t t t

AH a
a b c

  = −   

����
)و  )0, , )BC b c= −

����
0AH. إذن  BC⋅ =

���� ����
فالمستقيم  

( )AH  عمودي على( )BC  وهو من ثَمّ ارتفاع في المثلثABC ًّمن  . ونبرهن بالمثل أنّ كلا( )BH 
)و )CH  هو أيضاً ارتفاع في المثلثABC فالنقطة .H  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلثABC.   

.c�  2حساب 2h OH= :  
2 2

0 02 2 2

1 1 1
OH t t

a b c

 = + + =  
   

  ومنه

2 2 2 2
0

1 1 1 1 1

th a b c
= = + +.  

  الحل
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            ��	
�� 
	����  
]منتصف  Iاً، وعدداً حقيقيّ  αرباعي الوجوه. وليكن  ABCDليكن   ]AB وJ  منتصف

[ ]CD.  النقطتانE وF  معرّفتان بالعلاقتينAE ADα=
���� ����

BFو  BCα=
���� ����

هي  H. وأخيراً 
]منتصف  ]EF. 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eتحقّق أنّ  � ,1 )A α−  و( , )D α وكذلك أنّ النقطة ،F 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1 )B α−  و( , )C α.  

.a�  ّأثبت أنH هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ( ,1 )A α− و( ,1 )B α− و( , )C α و( , )D α.  
.b�  استنتج وقوع النقاطI وJ وH .على استقامة واحدة  

  
  لمّا كان �

(1 ) ( )

0

(1 ) ( )

0

ED EA AE ED AE

AD AE

FC FB BF FC BF

BC BF

α α α

α

α α α

α

+ − = + −

= − =

+ − = + −

= − =

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� �

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� �

  

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eاستنتجنا أنّ  ,1 )A α−  و( , )D α، وF  هي مركز الأبعاد
)المتناسبة للنقطتين  ,1 )B α−  و( , )C α.  

.a�  لتكنH )مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ′ ,1 )A α− و( ,1 )B α−  و( , )C α و( , )D α ًاستنادا .
Hإلى ما سبق وإلى الخاصة التجميعية تكون  )لأبعاد المتناسبة للنقطتين مركز ا ′ ,1)E و( ,1)F  فهي

]إذن منتصف  ]EF  ومنهH H′ )هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  H، والنقطة = ,1 )A α− 
)و ,1 )B α−  و( , )C α و( , )D α.  

.b� استناداً إلى الخاصة التجميعية نفسها، H  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2 2 )I α− ،
)و ,2 )J α . النقاط إذنI وJ وH .تقع على استقامة واحدة  
  

 ABCD أثبت في كل من الحالتين الآتيتين أنّ النقاط . رباعي وجوهM وB وC  وD  تقع
  .Mوضّع النقطة  في مستو واحد، ثمُّ 

� MA MB MC DA+ + =
���� ���� ���� ����

.  
� 2 2MB AD AM MC+ = −

���� ���� ����� ����
.  

  

  الحل
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    من الصيغة المعطاة. Aالفكرة هي حذف النقطة 

0MDالصيغة المعطاة تكافئ  � MB MC+ + =
���� ���� ����

 Mوهذا يعني أنّ  
  وهي تقع في مستويه. BCDهي مركز ثقل المثلث 

 

2الصيغة المعطاة تكافئ  � 0MD MB MC+ + =
���� ���� ����

تقع في  Mأي إنّ  
وهي من ثَمّ تقع  BCDفي المثلث  Dمنتصف المتوسط المرسوم من الرأس 

  .في مستويه
  

) نُعطى معلماً متجانساً في الفراغ  ; , , )O i j k
�� ,1)نُعطى النقطتين  .� 0,0)A 4,3)و, 3)B −.  

)مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mوعة النقاط أَتكون مجم � ,1 )A α− و( , )B α  عندما
iوشعاع توجيهه  A، هي نفسها المستقيم المار بالنقطة ℝفي  αتتحوّل  j k+ −

��   ؟ �
)مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Mأَتكون مجموعة النقاط  � ,1 )A x y− )و − , )B x و( , )O y 

iيقبل و  Oالمار بالنقطة  وي، هي نفسها المستℝفي  yو xعندما تتحوّل 
iو � j k+ −

�� � 
  ؟شعاعي توجيه

  
)3نلاحظ أنّ  � )AB i j k= + −

���� �� iوشعاع توجيهه  Aإذن المستقيم المار بالنقطة  � j k+ −
�� هو  �

)نفسه المستقيم  )AB  وهو من ثَمّ مجموعة النقاطM  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1 )A α− 
)و , )B α  عندما تتحوّلα  فيℝ.الجواب إذن هو نعم .  
iويقبل  Oبالنقطة  استناداً إلى الملاحظة السابقة، المستوي المار �

iو � j k+ −
�� شعاعي توجيه،  �

OAويقبل  Oالمار بالنقطة  المستويهو نفسه 
����

ABو 
����

)مستوي شعاعي توجيه. هو إذن ال  )OAB  وهو
)مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Mالنقاط مجموعة من ثَمّ  ,1 )A x y− )و − , )B x و( , )O y  عندما
  . الجواب إذن هو نعم.ℝفي  yو xتتحوّل 

  

مركز ثقل المثلث  Iوليكن  رباعي الوجوه. ABCDليكن  
BCDو ،J  منتصف[ ]AI وK  نظيرةA ى بالنسبة إلI ر . عب
 Bو Aللنقاط  المتناسبة ا مراكز الأبعادمبصفته Kو Jعن 

 بعد تزويدها بأمثال مناسبة. Dو Cو
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  فرضاً لدينا

1 1 1
(3 ) ( )

2 6 6
AJ AI AI AB AC AD= = = + +
���� ��� ��� ���� ���� ����

  

3وهذه تكتب  0JA JB JC JD+ + + =
��� ��� ��� ��� هي مركز الأبعاد  Jشال. إذن  بالاستفادة من علاقة �

)المتناسبة للنقاط  , 3)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D وبالمثل لدينا .  
2 2

2 (3 ) ( )
3 3

AK AI AI AB AC AD= = = + +
���� ��� ��� ���� ���� ����

  

3وهذه تكتب  2 2 2 0KA KB KC KD− + + + =
���� ���� ���� ���� هي مركز  Kبالاستفادة من علاقة شال. إذن  �

)الأبعاد المتناسبة للنقاط  , 3)A )و − ,2)B و( ,2)C و( ,2)D.  

    لنتعلمّ البحث معاً 

  

 ����� ��	���� ��� ������  

مركز  Iمتوازي سطوح، وليكن  ABCDEFGHليكن 
تقع  Fو Iو D النقاط . أثبت أنّ AHCثقل المثلث 

]على  Iوعيّن موقع  على استقامة واحدة. ]DF.  
  

   نحو الحلّ   ��

DIيحقق  kالفكرة الأولى التي تخطر لنا هي محاولة إيجاد ثابت   � kDF=
��� ����

، يبدو هذا صعباً 
الأولى، ومنه تأتي الفكرة المعتادة القائمة على تحليل أحد هذه الأشعة أو جميعها والاستفادة للوهلة 

  أنّ  Iنطلاقاً من تعريف اثبت أ .شالمن علاقة 
3DI DA DC DH= + +
��� ���� ���� ����

.  
  نّ متوازي سطوح. استفد من ذلك لتبرهن أ ABCDEFGHولكنّ   �

DA DC DH DF+ + =
���� ���� ���� ����

  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
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����� ���	
 :  

لإثبات الوقوع على استقامة واحدة لا نحتاج إلى معلم  يمكننا أيضاً التفكير بطريقة تحليلية.  �
)متجانس. لذلك نتأمّل المعلم  ; , , )D DA DC DH

���� ���� ����
 .  

)أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .1 )DF. 

 .Iاحسب إحداثيات النقطة  .2

)تقع على المستقيم  Iتحقّق أنّ  .3 )DF  وعيّن قيمةt  التي تحققDI tDF=
��� ����

.  
  به بلغةٍ سليمة.أنجزِ الحلّ واكت

  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Iالنقطة  � ,1)A و( ,1)C و( ,1)H  إذن مهما كانت النقطةM 

3MIراغ كان في الف MA MC MH= + +
���� ���� ���� �����

M، وبوجه خاص في حالة  D= نجد  
3 DC ABDI DA DADH F DFB= + + = + + =

���� ������ ���� ���� ���� �� ��� ����
  

DCمتوازي سطوح لنستنتج أنّ  ABCDEFGHإذ استفدنا من كون  AB=
���� ����

DHو   BF=
���� ����

، وهذا 
]نقطة من القطعة المستقيمة  I، وأنّ تقع على استقامة واحدة Fو Iو Dلنقاط نّ ايبرهن أ ]DF  تحقّق
1
3

DI DF=.  
  

����� ���	
 :  

,1)ي المعلم المعطى لدينا ف 0,0)A (0,1,0)وC 0)و, 0,1)H (1,1,1)وF أمّا التمثيل الوسيطي للمستقيم .
( )DF  فهو( , , ) ( , , ),x y z t t t t= ∈ ℝة . ومن جهة أخرى إحداثيات النقطI  مركز ثقل المثلث
( )ACH  1هي 1 1

3 3 3
( , , ). فهي إذن النقطة من المستقيم ( )DF  1الموافقة للوسيط

3
t  Iو Dلنقاط ، وا=

1، ونجد مجدداً تقع على استقامة واحدة Fو
3

DI DF=
��� ����

.  
  

   �!" ���� #$%" 
	&$��
�  

  قالنقاط التي تحقّ  Sو Rو Qو P، ولتكن ]0,1[من  x. لتكن ABCDنتأمّل رباعي وجوه 
,

,

AP xAB AQ xAD

CR xCD CS xCB

= =

= =

���� ���� ���� ����

���� ���� ��� ����   

]ما منتصفا الحرفين ه Jو Iالنقطتان  ]AC و[ ]BD أثبت تلاقي المستقيمات .( )IJ و( )PR 
)و )QS .في نقطة واحدة  
  

  الحل

  6 
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   نحو الحلّ   ��

، وفرضيات ل التلاقينعرف فعالية الخاصة التجميعية في حل مسائ  �
APمثل  xAB=

���� ����
هي مركز أبعاد متناسبة  Pتعني أنّ  

   .Bو Aللنقطتين 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   Pبيّن أنّ  .1 ,1 )A x− و( , )B x .  
  .Sو Rو Qعبّر بالمثل عن النقاط  .2

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gمّل إذن النقطة أت  � ,1 )A x−  و( ,1 )C x− و( , )B x و( , )D x.  
]على كل من القطع المستقيمة  تقع Gأثبت استناداً إلى الخاصة التجميعية أنّ    .1 ]PR 

]و ]QS و[ ]IJ. 

  ماذا تستنتج؟ .2
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
  في الحقيقة �

(1 ) ( ) 0xPB x PA AP x AP PB AP xAB+ − = − + + = − + =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  P إذن � , )B x و( ,1 )A x− . 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  Qونجد بالمثل أنّ  � , )D x و( ,1 )A x− . 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  Rو � , )D x و( ,1 )C x− . 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  Sوأخيراً   � , )B x و( ,1 )C x−. 

  يلخّص الشكل المجاور هذه النتائج.
لأبعاد المتناسبة هي مركز ا Gاستناداً إلى الخاصة التجميعية،  �

)لكل من  ,1)P و( ,1)R أي هي منتصف ،[ ]PR .  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Gومن جهة أخرى  ,1)Q و( ,1)S  فهي أيضاً تقع في منتصف

[ ]SQ ّوأخيراً لأن .I  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1 )A x− و( ,1 )C x− وكذلك ،J  هي
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , )B x و( , )D x ّاستنتجنا أن ،G  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( ,2 2 )I x− و( ,2 )J x.  فالنقطةG قيمة تنتمي أيضاً إلى القطعة المست[ ]IJ.   
]نقطة تلاقي القطع المستقيمة  Gنستنتج مما سبق أنّ  ]IJ و[ ]PR و[ ]SQ ، فالمستقيمات( )IJ 

)و )PR و( )QS  نقطة واحدةتتلاقى في.  
  
  

  الحل
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      إلى الأمام قدُُماً 
]نقطة من  ABCD .Kنتأمّل رباعي وجوه   ]AB  1تحقّق

3
AK AB=و ،L  نقطة من

]القطعة المستقيمة  ]CD  2تحقق

3
CL CD= ًوأخيرا .I  هي منتصف[ ]ADو ،J  هي منتصف

[ ]BC  نعرّف .G   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,2)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,2)D.  
.a   تقع على استقامة واحدة. Jو Iو Gأثبت أنّ النقاط  �
.b   تقع على استقامة واحدة. Lو Kو Gأثبت أنّ النقاط  �
   في مستوٍ واحد. Lو Kو Jو Iاستنتج وقوع النقاط  �

  
� I  منتصف[ ]AD  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2)A 
)و ,2)Dوكذلك .J  منتصف[ ]BC  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

( ,1)B و( ,1)Cة. إذن استناداً إلى الخاصة التجميعي G  هي مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , 4)I و( ,2)J فالنقاط .G وI وJ  تقع

  على استقامة واحدة.
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Kوبالمثل  ,2)A و( ,1)Bوكذلك . L  هي مركز الأبعاد

)المتناسبة للنقطتين  ,2)D و( ,1)Cة. إذن استناداً إلى الخاصة التجميعي G  هي مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  , 3)K و( , 3)L فالنقاط .G وK وL .تقع على استقامة واحدة  

)المستقيمان  � )KL و( )IJ  متقاطعان فيG  فهما يعينان مستوياً واحداً، ومن ثَمّ تقع النقاطI وK 
  في مستوٍ واحدٍ. Lو Jو

 ABQDو ABPCهي نقاط تجعل  Rو Qو P. والنقاط ABCDنتأمّل رباعي وجوه   
)متوازيات أضلاع. نهدف إلى إثبات تلاقي المستقيمات  ACRDو )DP و( )CQ و( )BR.  

.a )هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  P ةأثبت أنّ النقط � , 1)A )و − ,1)B و( ,1)C.  
.b  R. وكذلك، عبّر عن Dو Bو Aبصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط  Qعبّر بالمثل عن  �

  .Dو Cو Aبصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 
، ومن Dو Cو Bو A، وهي مركز أبعاد متناسبة مُختارة للنقاط Iبالاستفادة من نقطة  �

)الخاصة التجميعية، أثبت تلاقي المستقيمات  )DP و( )CQ و( )BR وعيّن موقع ،I  على
  هذه المستقيمات.

  الحل
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� ABPC  متوازي الأضلاعAP AB AC= +

���� ���� ����
 ،

1وهذه تكتب  1 1 1( 1) 1AP AB AC AA+ − = + −
���� ���� ���� ����

 
هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Pإذن 
( ,1)B و( ,1)C و( , 1)A −.  

هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Qونجد بالمثل أنّ 
)المثقّلة  ,1)B و( ,1)D و( , 1)A هي مركز  R. وأنّ −

)اط المثقّلة الأبعاد المتناسبة للنق ,1)C و( ,1)D 
)و , 1)A −.  
  
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Iلتكن  �

( ,1)B و( ,1)C و( ,1)D و( , 1)A . نستنتج استناداً −
  إلى الخاصة التجميعية أنّ 

� I  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,1)P و( ,1)D  أي منتصف[ ]PD. 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iوكذلك  � ,1)Q و( ,1)C  أي منتصف[ ]QC. 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iوأخيراً  � ,1)R و( ,1)B  أي منتصف[ ]RB. 

)والمستقيمات  )DP و( )CQ و( )BR  تتلاقى في نقطة واحدة هي النقطةI  التي تقع في منتصف كل
]ن القطع المستقيمة م ]PD و[ ]QC و[ ]RB.  
  

]من المجال  k اً حقيقي اً من الفراغ، وعدد Cو Bو Aثلاث نقاط  نتأمّل  إلى  kGترمز  .−[1,1
)2مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ; 1)A k )و + ; )B k و( ; )C k−.   

]منتصف القطعة المستقيمة  Iو Cو Bو Aمثّل النقاط  � ]BC 1، وأنشئ النقطتينG 
  .−1Gو

.a ]من  kأثبت أنّه مهما كان العدد  � كان  −[1,1
21

k

k
AG BC

k
= −

+

����� ����
.  

.b ]المعرّف على المجال  fالتابع  ادرس تغيرات � بالصيغة  −[1,1
2

( )
1

x
f x

x
= −

+
.  

.c ]في المجال  kعندما تتحوّل  kGاستنتج مجموعة النقاط  � 1,1]−.  
  التي تحقّق Mالمكوّنة من النقاط  Eالمجموعة عيّن  3

2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − +
���� ���� ���� ���� ���� ����
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  التي تحقّق Mالمكوّنة من النقاط  Fالمجموعة عيّن  �
2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − −
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
)نزوّد الفضاء بمعلم متجانس  � ; , , )O i j k

�� معطاة كما يأتي:  Cو Bو A. ونفترض أنّ النقاط �
(0,0,2)A و( 1,2,1)B )و − 1,2,5)C   معرّفة كما في السابق. Fو Eو kG، وأنّ −

.a   متقاطعتان. Fو E، وأثبت أنّ المجموعتين −1Gو 1Gاحسب إحداثيات النقطتين  �
.b   .Fو Eالناتجة من تقاطع المجموعتين  Γاحسب نصف قطر الدائرة  �

  
12نّ لأ � 2AG AB AC CB CI= − = =

����� ���� ���� ���� ���
1AGومنه   CI=

����� ���
 

1AGوبالمثل  CI− = −
������ ���

  ، الشكل المجاور يوضّح توضّع هذه النقاط.
.a   لدينا  kGاستناداً إلى تعريف  �

2 2(1 ) (1 ) ( )kk AG k AA kAB kAC k BA AC kBC+ = + + − = − + = −
����� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  
  ومنه العلاقة المطلوبة.

.b ]مستمرٌ واشتقاقي على المجال  fالتابع � ومشتقه  −[1,1
2

2 2

1
( )

(1 )

x
f x

x

−
′ = −

+
جدول  fبع فللتا على مجال الدراسة سالبٌ  

  التغيرات المبيّن جانباً.
.c ]المجال  kنستنتج من الدراسة السابقة أنّه عندما ترسم  � )يرسم  −[1,1 )f k  1المجال 1

2 2
[ , ]− 

1ترسم القطعة المستقيمة  kGوالنقطة  1[ ]G G−.  
  لدينا −1Gو 1Gاستناداً إلى تعريف  3

1

1

2 2

2 2

MG MA MB MC

MG MA MB MC

− = − +

= + −

������� ���� ���� ����

����� ���� ���� ����  

1إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  Eإلى  Mإذن تنتمي  1MG MG−=  أي إذا وفقط إذا انتمتM  إلى
1المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  1[ ]GG−.  ومنهE  ي المحوري للقطعة المستقيمة هي المستو

1 1[ ]GG−.  
12لدينا  1Gاستناداً إلى تعريف  � 2MG MA MB MC= + −

����� ���� ���� ����
  ، ومن جهة أخرى لدينا

2 2MA MB MC BA CA IA− − = + =
���� ���� ���� ���� ��� ���

  
1MGإذا وفقط إذا تحقّق الشرط  Fإلى  Mإذن تنتمي  IA=  أي إذا وفقط إذا انتمتM  إلى الكرة

. لأنّ Bوتمر بالنقطة  1Gهي الكرة التي مركزها  F. ومنه IAونصف قطرها يساوي  1Gالتي مركزها 

1BG IA=
����� ���

.  

A  الحل

B C
I

1
G

1
G

−

1 1
2 2

1 1

( )

( )

x

f x

f x

− +

′ −

−ց
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� 1G  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,2),( ,1),( , 1)A B C   ومنه −

1

1

1

0 1 1 0
1 1 1 1

0 2 2 0
2 2 2 2

2 1 5 0

G A B C

G A B C

A B CG

x x x x

y y y y

z z zz

               − −               
               = + − = + − =               
               
                             

  

  .−G(0,0,4)1، وبالمثل نجد G(0,0,0)1إذن 
1ونحسب  6G B 1و = 2G A 1تقع في منتصف القطعة المستقيمة  A. لمّا كانت = 1[ ]GG−  استنتجنا

1ولأنّ  Eتنتمي إلى  اأنّه 1G A G B<  ّاستنتجنا أنA  تقع داخل الكرةF إذن المستوي ،E  والكرةF 
  يتقاطعان.

1معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  1[ ]GG−  2هيz مسافة  Fوهو يبعد عن مركز الكرة  =
ا استناداً إلى مبرهنة مبرهنة فيثاغورث أنّ استنتجن 6، ولمّا كان نصف قطر الكرة يساوي 2تساوي 

E∩نصف قطر الدائرة التي تمثّل  F  26يساوي 2 2− =.  

)نتأمّل معلماً متجانساً    ; , , )O OAOB OC
���� ���� ����

  .ABCالمثلث مركز ثقل  G. ليكن 

)، وتحقّق أنّ Gاحسب إحداثيات  � )OG  عمودي على( )ABC.  
,2)تعرّف النقاط  � 0, 0)A′ 0,2)و, 0)B ,0,0)و ′ 3)C )المستوي  ′ )A B C′ ′ ′.  

.a )اكتب معادلة للمستوي  � )A B C′ ′ ′.  

.b )أنّ  أثبت � , , )M x y z  تنتمي إلى المستقيم( )AC  إذا وُجد عددk  بحيث
1
0|x k

y
z k

= − =
 =

.  

.c )المشتركة بين المستقيم  Kاحسب إحداثيات النقطة  � )AC  والمستوي( )A B C′ ′ ′.  
.a )المشتركة بين المستقيم  Lاحسب إحداثيات النقطة  3 )BC  والمستوي( )A B C′ ′ ′.  
.b )توازي المستقيمات أثبت  � )AB و( )A B′ )و ′ )KL.  
)عيّن تقاطع المستويين  � )ABC و( )A B C′ ′   بدلالة النقاط المعرّفة سابقاً. ′

  
,1)لأنّ  � 0, 0)A 0,1)و, 0)B (0,0,1)وC  ّ1استنتجنا أن 1 1

3 3 3
( , , )Gونحسب .  

1
3
1
3
1
3

1

1 0

0

OG AB

   −   
   ⋅ = ⋅ =   
   
     

���� ����
و   

1
3
1
3
1
3

1

0 0

1

OG AC

   −   
   ⋅ = ⋅ =   
   
     

���� ����
  

OGإذن 
����

) شعاعين موجّهين للمستويعمودي على   )ABC  فالمستقيم( )OG  عمودي على المستوي
( )ABC.  
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.a )معادلة المستوي  � )A B C′ ′ 0axمن الشكل  ′ by cz d+ + + )حيث  = , , ) (0,0, 0)a b c ≠ ،
,2)إحداثيات النقاط ف 0, 0)A′ 0,2)و, 0)B ,0,0)و ′ 3)C 2تحقّق هذه المعادلة ومنه نجد  ′ 0a d+ = 
2و 0b d+ 3و = 0c d+ ). إذن = )1 1 1

2 2 3
1 0d x y z− − − + 0d، ولكن = يقتضي أنّ  =

)يكون  , , ) (0,0, 0)a b c 0dوهذا خُلفٌ، فلابد أن يكون  = ويمكننا الاختصار عليه لنجد معادلة  ≠
)المستوي  )A B C′ ′ 1كما يأتي:  ′ 1 1

2 2 3
1x y z+ + =.  

.b )لما كان  � 1,0,1)AC = −
����

)شعاعاً موجهاً للمستقيم   )AC  1)الذي يمر بالنقطة, 0, 0)A  استنتجنا
AMكون  kAC=

����� ����
  أنّ  

1
0 ;

x k

y k

z k

 = − = ∈
 =

ℝ  

.c 1)تنتمي  � , 0, )K k k−  من المستقيم( )AC  إلى المستوي( )A B C′ ′ إذا حققت إحداثياتها  ′
3kمعادلته، أي إذا كان  = ,4,0)هي  K. فإحداثيات − 3)−.  

.a ,0,4)فنجد  Kبأسلوب مماثل لحساب  Lنحسب  3 3)L −   
.b )نجد  3 4,4, 0) 4 2KL AB A B′ ′= − = =

���� ���� �����
)فالمستقيمات   )AB و( )A B′ )و ′ )KL  .متوازية  

)لدينا  � ) ( )K AC ABC∈ )و ⊃ )K A B C′ ′ تقع على الفصل المشترك للمستويين  Kإذن  ∋′
( )ABC و( )A B C′ ′ )نا . وكذلك لدي′ ) ( )L BC ABC∈ )و ⊃ )L A B C′ ′ تقع على  Lإذن  ∋′

)الفصل المشترك للمستويين  )ABC و( )A B C′ ′ ). فالمستقيم ′ )KL  هو الفصل المشترك للمستويين
( )ABC و( )A B C′ ′ ′.  

2ABمتوازي مستطيلات فيه  ABCDEFGHليكن    = 
1BCو GC= ]هي منتصف  I. النقطة = ]AB وJ  هي
]صف تمن ]CG.  

1نتأمّل المعلم المتجانس 
2

( ; , , )A AB AD AE
���� ���� ����

.  
  .IJو DJالمسافتين  احسب �
)بت أنّ المستقيمين أث � )DI و( )IJ   متعامدان. واحسب�cos IJD.  

.a )أعط معادلة للمستوي  3 )DIJ.  
.b )عن المستوي  Hبُعد  احسب � )DIJ .  
  .HDIJاحسب حجم رباعي الوجوه  �

.a )ودياً على المستوي عم Jالمار بالنقطة  dأعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  � )HDI.  
.b Jاحسب إحداثيات النقطة  � )والمستوي  dنقطة تقاطع المستقيم  ′ )HDI.  
.c )عن المستوي  Jعد النقطة جد بطرائق مختلفة بُ  � )HDI.  

  11  

I
A B

CD

H

E
F

G

J
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,1)هنا  � 0, 0)I 0,1)و, 0)D 1و

2
(2,1, )J  3إذن

2
IJ 17و  =

2
DJ =.  

2DIمن الواضح أنّ  � 2ومنه  = 2 2DI IJ DJ+ ، والمستقيمان Iقائم في  DIJفالمثلث  =

( )DI و( )IJ  متعامدان. ونحسب� 3
cos

17

IJ
IJD

JD
= =.  

.a )تنتمي  3 , , )M x y z  إلى المستوي( )DIJ  إذا وفقط إذا وجد عددانs وt  بحيث  
IM tID sIJ= +
���� ��� ���

   
  وهذا يكافئ

1 1 1

1 1

0 1/2

x

y t s

z

     − −     
     = +     
     
          

أو      
1
2

1x t s

y t s

z s

 − = − + = +
 =

  

4من الثالثة نجد  sبجمع المعادلتين الأولى والثانية وتعويض قيمة  1 0x y z+ − − وهي معادلة  =
)المستوي  )DIJ.  

0axويمكن بطريقة ثانية، أن نقول إنّ معادلة المستوي المنشود هي من الشكل  by cz d+ + + = ،
)حيث الأعداد  , , ) (0,0, 0)a b c   ياها تحقّق معادلته ومنهفإحداث Jو Dو Iولأنّه يمر بالنقاط  ≠

0a d+ 0bو = d+ 1و =
2

2 0a b c d+ + + =  
aومنه  b d= = 4cو − d=.  
4إذن  1 0x y z+ − − 0dلأنّ  = ))وإلا كان ( ≠ , , ) (0, 0, 0)a b c =.  
.b   إذن (0,1,1)هي  Hإحداثيات  3

0 1 4 1 1 0 2 2
dist( ,( ))

31 1 16
H DIJ

+ − × − =
= =

+ +
   

1أي  DIJلث جداء ضرب مساحة قاعدته يساوي ث HDIJحجم رباعي الوجوه  �
2
DI IJ⋅ ) ّلأن

)distبارتفاعه الذي يساوي  )المثلث قائم ,( ))H DIJ إذن .  
1 1 3 2 2 1

( ) 2
3 2 2 3 3

HDIJ
 = × × × × =  

V  

.a )لنبحث عن شعاع توجيه  � , , )α β γ للمستقيم d  المنشود. هذا الشعاع عمودي على كل من
(0,0,1)DH =

����
,1)و  1, 0)DI = −

���
0γ. إذن  1αو = β− ,1,1)مثلاً أن نأخذ . فيمكن = 0) 

)شعاعاً موجهاً للمستقيم العمودي على المستوي  )HDI ّولأن ،d  يمر بالنقطةJ  استنتجنا أنّ التمثيل
  الوسيطي المنشود هو

2
: 1 ;

1/2

x t

d y t t

z

 = + = + ∈
 =

ℝ  
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.b )معادلة المستوي  � )HDI  1هيx y+ ,1)لأنّ إحداثيات النقاط  = 0, 0)I 0,1)و, 0)D 
,0)و 0,1)H  المعادلة. وعليه إذا كانت إحداثيات غير الواقعة على استقامة واحدة تحقّق وضوحاً هذهJ ′ 

)هي  , , )x y z  ّ1 استنتجنا أن
2

( 2 , 1 , )x t y t z= + = + Jحيث تتعين  = بشرط الانتماء إلى  ′
( )HDI  1أي يجب أن يكون 3 2x y t= + = 1tأو  + = 1، ومنه −

2
(1,0, )J ′.  

.c � �
�� ���	���: dist( ,( )) 2J HDI JJ ′= =.  

)لمّا كانت معادلة المستوي  :���	��� ������� )HDI  1هيx y+ 1و =
2

(2,1, )J  كان  
2 1 1

dist( ,( )) 2
1 1

J HDI
+ −

= =
+

.  

1تساوي  HDIمساحة المثلث القائم  :���	��� �������

2
  يساوي  HDIJإذن حجم الهرم  

1 1
( ) ( ) dist( ,( ))

3 3
HDIJ HDI J HDI= = × ×V A  

)distفنجد مجدداً أنّ  ,( )) 2J HDI =.  

) متجانس في معلم  ; , , )O i j k
�� �

S-الهرم نتأمّل ،  OABC  حيثOA i=
���� OBو � i j= +

���� � � 
OCو j=

���� OSو � k=
��� 0عدداً يحقّق  tن . وليك� 1t< تعيين مقطع الهرم  نهدف إلى. >

xالذي معادلته  Pبالمستوي  y t+   التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. t، وتعيين قيمة =
.a )المستقيمات  Pيقطع المستوي  � )OA و( )OC و( )SC و( )SB و( )SA  فيD وE 

  ارسم شكلاً وبيّن طبيعة هذا المقطع. بالترتيب. Hو Gو Fو
.b �  الرباعيأثبت أن DEFH  مستطيل، وعبّر عن مساحته بدلالةt.  
.c   .tبدلالة  FGH، ثمُّ مساحة المثلث G احسب إحداثيات النقطة �
.d )استنتج عبارة  � )tA  مساحة المقطع المنشود بدلالةt.  

  التي تجعل مساحة المقطع أعظمية.  t، واستنتج قيمة ]0,1[على المجال  A اطرادادرس  �
ACويقبل  OACالمستوي المار بمركز ثقل المثلث  استنتج أنّ  3

����
OSو 

���
يوافق  شعاعي توجيه 

  .مقطعاً أعظمي المساحة

  
.a   سي مبيّن في الشكل المجاور:المقطع شكل خما �
.b  من السهل تعيين إحداثياتD وE  إذ نجد

( , 0, 0)D t 0)و, , 0)E t،  ّالمستوي  ولأنP  يوازي
( )Oz ، ّكل من فإن ( )EF و( )DH  يوازي( )Oz  وكل

  قائم ومتساوي الساقين. DAHو ECFمن المثلثين 
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1) إذن )EF t k DH= − =
���� DEنا وضوحاً ، ولدي����� k⊥

���� لمّا كان و مستطيل.  DEFHإذن  �
2DE t=  استنتجنا أنّ مساحة المستطيلDEFH  2تساوي (1 )t t−.  
.c  يقبل المستقيم( )SB  1,1)الشعاع, 1)SB = −

���
يحقّق   αشعاعاً موجّهاً، ومن ثَمّ يوجد عدد حقيقي  

SG SBα=
���� ���

)أي   , ,1 )G α α α− ولكنّ النقطة ،G  تنتمي أيضاً إلىP فهي تحقّق معادلة ،P أي ،
2 tα )ومنه  = )

2 2 2
, ,1t t tG ,0)، ولدينا − ,1 )F t t− و( , 0,1 )H t t− فالمثلّث .HFG  مثلث متساوي

وارتفاعه  2tل قاعدته الساقين طو 
2
t إذن مساحة .EGH  22تساوي

4
t.  

.d  نستنتج أنّ مساحة المقطعDEFGH تعطى بالصيغة  

( )2 22 2
( ) 2 (1 ) 4 3

4 4
t t t t t t= + − = −A  

  : ]0,1[جدول الاطراد الآتي على  Aنجد بسهولة أنّ للتابع  �
2
3

2
3

0 1

( )

( )

t

t

t

′ + −A

A ր ց

  

2تبلغ قيمة عظمى عند  DEFGHفمساحة المقطع 
3

t 2وهي تساوي  =
3

.  
CAالمستوي الذي يقبل الشعاعين  Qليكن  3

���
OSو 

���
 OACبمركز ثقل المثلث  شعاعي توجيه، ويمر 

1لنقطة أي ا 1
3 3
( , , 0)M.  

OBالشعاع  i j= +
���� � CAعمودي على كل من  � i j= −

��� � OSو � k=
��� OB. إذن �

����
شعاع ناظم على  

x. فمعادلة هذا المستوي من الشكل Qالمستوي  y d+ من شرط مرور هذا المستوي  dيتعيّن و ، =
2إذن  Mبالنقطة 

3
d 2هي  Qإذن معادلة . =

3
x y+ الموافق لقيمة  Pفهو تحديداً المستوي  =

2
3

t    التي تجعل مساحة المقطع أعظمية، وهي النتيجة المطلوب إثباتها. =
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 �����  

 
   ����������� ���
 	���   

   ��������� � ���
 	�
 ����!   

  ���
 	��� �"�� �����  

  �#�#�$� %&���� '�( �#)&��� �*+��� ,� ��	&���  

  
  
  

  

       



 

2  

  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 .عداد العقدية، والعمليات عليهاتعريف الأ  -

  .مرافق عدد عقدي وزاويته وطويلته -

 .الأشكال الجبرية والمثلثية والأسـية للأعداد العقدية، و8نتقال من شكل إلى اخٓر -

 .الجذور التربيعية للأعداد العقدية -

  حلّ المعادلات من اDرجة الثانية في مجموعة الأعداد العقدية. -



  

3  
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1في المستوي. وليكن  Mعدداً عقدياً تمثله نقطة  xليكن   � 2z xi= + 
2و 3 4z x i= + Mشكل الجبري في حالة بال 2zو 1z. اكتب + A=  أو

M B= أوM C= حيث ،A وB وC  .مبينة في الشكل المجاور  
  

Mعندما  ���� A=  2يكونx 1ومنه  = 2 2z i= 2و  + 5 4z i= +.  
Mعندما  ���� B=  1يكون 2x i= 1zومنه  + i=  2و 4 6z i= +.  
Mعندما  ���� C=  يكونx i= 1ومنه  − 3z 2و  = 3 3z i= +.  
3نضع  zفي حالة عدد عقدي    � 2(1 ) (4 5 ) 6) (4 )(P z i z i iz z− − − − + . احسب كلاً =+

)من  )P i و( 2)P 3)و − 2 )P i−.  

  
)هنا الحساب يعطينا  ) 0P i )و = 2) 0P − 3)، ويمكن للطالب حساب = 2 )P i−  بالتعويض مباشرة

3)وسيجد أنّ  2 ) 0P i− )هي أن نتذكّر أنّ  ةالحساب طويل. الفكرة المفيد ولكنّ  = ) 0P i تعني أنّ  =
)كثير الحدود يقبل القسمة الإقليدية على  )z i−  ّوكذلك فإن( 2) 0P − تعني أنّه يقبل القسمة على  =

( 2)z   بحيث  µو λمن الدرجة الثالثة، استنتجنا وجود عددين  Pنّ ولأ، +
( ) ( )( 2)( )P z z i z zλ µ= − + +  

1λفي الطرفين نجد  3zبمقارنة أمثال  2نجد  z)الخاليين من (الثابتين والحدين  ،= 4 6i iµ− = + 
3ومنه  2iµ = − )إذن  + ) ( )( 2)( 3 2 )P z z i z z i= − + − 3)وعليه  ،+ 2 ) 0P i− =.  

  
3ليكن  :مثال 22 (5 4 )( ) (1 7 ) (2 3 )Q z z i z i z i− − + − + )و Q(1)لاً من . احسب ك=+ )Q i− 

2)و )Q i−.   
  بسّط العبارتين: �

2 2

2 2

i i
z

i i

+ −
= +

− +
�  

8(1 )w i= + �.   

  
�

2

3
z =   

1)2لأنّ و  � ) 2i i+ 16w استنتجنا أنّ  = =.  

  الحل

  الحل

O 1 2

A

B

C

1

2



 

4  

  أعط الشكل الجبري للأعداد العقدية الآتية: �
2

2 1

2
4 3

2
6 5

8 7

10 9

(1 ) (2 )(3 2 )

(1 2 )(1 2 ) (1 )

(4 3 ) (3 5)(3 5)

1 4 6

2 3 2
4 6 1 3 3 6 4

2 3 3 2 3 3

z i z i i

z i i z i

z i z i i

i
z z

i i
i i i

z z
i i i i

= + = + −

= + − = −

= − = + −

−
= =
− +
  − + −  = = +     − + + −  

� �

� 	


 �

� 


� �

   

  

  
aلكتابة عدد عقدي  ib

z
c id

+
=
+

cلمقام بالعدد بالشكل الجبري نضرب البسط وا  di−  

2 2

( )( ) ( )( )

( )( )

a ib c id a ib c id
z

c id c id c d

+ − + −
= =

+ − +
  

2 1

4 3

6 5

2 1
8 75 5

1718 14 3
10 913 13 2 10

2 8

5 2

7 24 14

2

z i z i

z z i

z i z

z i z i

z i z i

= = −

= = −

= − =

= + = −

= + = −

� �

� 	


 �

� 


� �
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  الآتية: Zمرافق كل من الأعداد العقدية  zاكتب بدلالة  �
2

3 3 2

3 2 4
( 1)( )

2 3
(1 2 ) 2 1 3

z iz
Z Z z z i

z i
Z iz Z z iz i

− +
= = − +

−
= + = + + −

� �

� 	

   

  
2

3 3 2

3 2 4
( 1)( )

2 3

(1 2 ) 2 1 3

z iz
Z Z z z i

z i

Z iz Z z iz i

+ +
= = − −

+

= − = − + +

� �

� 	

 

  :zحلّ كلاً من المعادلات الآتية بالمجهول  �

2 3 3 2 2

1
2 1

1

iz z i z z

z
i z i

z

+ = + − =

−
= = −

+

� �

� 	
  

  

  الحل

  الحل



  

5  

  
2بأخذ مرافق طرفي المساواة  � 2z z− 2نجد  = 2z z− من الأخيرة في الأولى  z، ثمُ بتعويض =

2)2نجد  2) 2z z− + 2zومنه  = = −.  
1zبأسلوب مماثل للحالة السابقة نجد  � i= −.  
1خذ مرافق الطرفين لتجد  	 1

2 2
z i= − −.  

zثمُ استنتج أنّ  zاحسب  � i= −.  
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من اعتبارات هندسية  ثمُّ أعط زاوية لكل منها انطلاقاً مثّل الأعداد الآتية في المستوي العقدي،   �
  .ودون إجراء حسابات

1 , 1 ,5, 3, 3 , 4 4 , 5 ,3 3i i i i i i+ − − − − − +  

  

3
4 4 2 4 2 4

1 1 5 3 3 4 4 5 3 3

0

z i i i i i i

π π π π π πθ π

+ − − − − − +

− − −
   

  اكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد العقدية الآتية:   �
2 1

4 3

6 5

2 2 3 2 2

2 4 4

4 1 3

1 4 4

z i z i

z i z i

i
z z

i

= + = − +

= − = −

= = − +
−

� �

� 	


 �

     

  
2 1

4 3

6 5

3 3
4 cos sin 2 cos sin

3 3 4 4

2 cos sin 4 2 cos sin
2 2 4 4

1
2 2 cos sin cos

4 4 2

z i z i

z i z i

z i z

     = + = +        
                 = − + − = − + −                            
 = + =  

� �

� 	




π π π π

π π π π

π π 2 2
sin

3 3
i

  +   
�

π π

  
  

  

جاور مثّلنا في معلم متجانس في الشكل الم  �
أعط  .ABCDEFومسدّساً  ABCDمربّعاً 

كلّ   من رؤوسالأعداد العقدية التي تمثّل كلاًّ 
  .منهما

  الحل

  الحل

  الحل

O

1

11−

1−

AB

C D

A

BC

D

E F

1

1



 

6  

  
1:  في المربّع , 1 , 1 , 1A B C Dz i z i z i z i= + = − + = − − = −.  

  :في المسدّس
1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2 2 2 2

1, , , 1, ,A B C D E Fz z i z i z z i z i= = + = − + = − = − − = −.  
الذي يمثلها  zالعقدي  التي يحقّق العدد Mعيّن مجموعة النقاط الحالات الآتية،  كل من في  �

  الشرط المعطى:
2

arg arg
3 3

3 arg

Im( ) 1 Re( ) 2

z z

z z

z z

π π

π

= − =

= =

= = −

� �

� 	


 �

  

  

نصف مستقيم مفتوح بدايته المبدأ ويصنع زاوية قدرها  �
3
π .مع محور الفواصل  

2نصف مستقيم مفتوح بدايته المبدأ ويصنع زاوية قدرها  �
3
π− .مع محور الفواصل  

  .مجموعة الأعداد الحقيقية السالبة 	

  .3دائرة مركزها المبدأ ونصف قطرها  �
)مستقيم يوازي محور التراتيب ويمر بالنقطة التي إحداثيّاتها  � 2,0)−.  

  .(0,1)مستقيم يوازي محور الفواصل ويمر بالنقطة التي إحداثيّاتها  
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I. �   ًّالآتية:  من الأعداداكتب بالشكل المثلثي كلا 

5

23 1 3
(1 )

1

i i
z z z i

i i

 − − = = = −   + 
	 � �   

  ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2

7 7
12 12

2 cos sin

2 cos sin

2 2
32 cos sin

3 3

z i

z i

z i

π π

π π

π π

= − + −

= − + −

 = +   

�

�

	

  

  

  الحل

  الحل

  الحل



  

7  

1نعطى العددين العقديين   �

6 2

2

i
z

−
2و = 1z i= −.  

1و 2zو 1zاكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد  �

2

z

z
.  

1اكتب بالشكل الجبري �

2

z

z
.  

6استنتج أنّ  	 2
cos

12 4

π +
6و    = 2

sin
12 4

π −
=.  

  
  الحساب مباشر: �

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1 6 6

2 4 4

1
12 12

2

2 cos sin

2 cos sin

cos sin

z i

z i

z
i

z

π π

π π

π π

= − + −

= − + −

= +

  

� 6 21 6 2
4 4

2

z
i

z

+ −= +.  

6 نجد  �و  �من  	 2
cos

12 4

π +
6و    = 2

sin
12 4

π −
=.  

1اكتب بالشكل المثلثي العدد العقدي   � 3i+  1واستنتج الشكل المثلثي للعدد 3i− ًوأخيرا ،
  احسب العددين:

5 5 5 5
2 1(1 3) (1 3) (1 3) (1 3)z i i z i i= + − − = + + −� �  

  
1 3 2 cos sin

3 3
i i

 + = +   

π π  1و 3 2 cos sin
3 3

i i
       − = − + −           

π π.  

5 5
1

5 5
2

5 5 5 5
2 (cos sin ) 2 (cos sin ) 32

3 3 3 3
5 5 5 5

2 (cos sin ) 2 (cos sin ) 32 3
3 3 3 3

z i i

z i i i

π π π π

π π π π

= + + − =

= + − − = −

�

�

.  

  :ة الآتية من الأعداد العقدياكتب بالشكل المثلثي كلاًّ   �

( ) ( )
( )

6 6

5 5 8 8
2016

9 9

sin cos cos sin

(1 ) (1 ) cos sin

z i z i

z i z i i

π π π π

π π

= + = +

= + = + +

� �

� 	
  

  
( ) ( )
( ) ( )

3 3
5 5 4 4

1008 13 13
36 36

cos sin cos sin

2 cos 0 sin 0 2 cos sin

z i z i

z i z i

π π π π

π π

= − + − = +

= + = +

� �

� 	

  الحل

  الحل

  الحل
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3/نضع   �
1

iz e π= 4/و
2 3 iz e π−= 2و /3

3 2 iz e π=. جِد الشكل الأسي للأعداد الآتية:  
3 41 2

1 2 1 1 2 3 3
2 3

, , , , ,
z z

z z z z z z z
z z

  

  
3 41 2

1 2 1 1 2 3 3
2 3
7 3 2 11

1 3 212 12 4 3 12
3 2

3 3 2 4
i i i i i

i

z z
z z z z z z z

z z

e e e e e e

π π π π π
π

−
  

  
  كتب بالشكل الأسي كلاً من الأعداد العقدية الآتية:ا �

/3
2 1

4 /4
4 3

4 4 /3
6 5

55

8 74

/3 /4
10 9

(1 ) 3 2 3 6

(1 3) (1 2)

6
(1 3)

1

(2 3 2 ) 1

3(1 )

3 12

i

i

i

i i

z i e z i

z i z e

z i e z
i

i i
z z

ii

z ie z e

π

π

π

π π

= + = +

= + = −

= + =
+

 + + = =   +−

= = −

� �

� 	


 �

� 


� �

   

  
7 /12 /3

2 1

4 /3 5 /4
4 3

2 /3 /4
6 5

/6 5 /122
8 7 8

5 /6 5 /4
10 9

6 4 3

16 ( 2 1)

16 3 2

256

3 12

i i

i i

i i

i i

i i

z e z e

z e z e

z e z e

z e z e

z e z e

π π

π π

π π

π π

π π

−

−

= =

= = −

= =

= =

= =

� �

� 	


 �

� 


� �

  

  

32/نضع  �

1
iZ e
i

π−
=
+

   بيّن أي الخواص الآتية صحيحة: 

13
12

/3(1 ) 1

arg
12

i

i

Z i e Z

Z e Z
π

π

π

= − − =

= = −

� �

� 	
  

  
  .�و  �هي  الخواص الصحيحة

  

  الحل

  الحل

  الحل
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zو zكلاً من جمل المعادلات الآتية بالمجهولين  Cحلّ في   � ′:  
3 2 5

2

3 5 2

1 2

2 2

3 1

z z i

z z i

z z i

z z i

iz z i

z iz

 ′+ = − ′ − = − +

 ′+ = + ′− + = −
 ′+ = ′

−

 − =

�

�

	

   

  
, 2 2

1 , 2

1, 4

z i z i

z i z i

z z i

′= − = −

′= + = −

′= − =

�

�

	

  

  كلاً من المعادلات الآتية: Cحلّ في  �
2

2

2

2

2

2

2 6 5 0

5 9 0

1 0

2 3 0

2(1 2) 2( 2 2) 0

( ), 2(cos ) 1 0

z z

z z

z z

z z

z z

z zθ θ

− + =

− + =

+ + =

− + =

− + + + =

− + =∈ R

�

�

	

�

�




   

  
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

1 1
2 2
1 1
2 2
1 1
2 2

(3 ), (3 )

(5 11), (5 11)

( 1 3), ( 1 3)

1 2,1 2

1 2 ,1 2

,i i

i i

i i

i i

i i

i i

e eθ θ−

+ −

+ −

− + − −

+ −

+ + + −

�

�

	

�

�




  

  مثلاً لحلّ المعادلة الأخيرة نكتب:
2 2 2 2

2 2

2(cos ) 1 2(cos ) cos sin

( cos ) ( sin )

( cos sin )( cos sin )

( )( )i i

z z z z

z i

z i z i

z e z eθ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ

−

− + = − + +

= − −

= − − − +

= − −

   

  الحل

  الحل



 

10  

2كي تقبل المعادلة  qو pجد عددين عقديين  � 0z pz q+ + 1العددين  = 2i+ 3و 5i−  جذرين
  لها.

  
1إذا كان  :طريقة أولى ���� 2i+ 3و 5i−  2جذرين للمعادلة 0z pz q+ +  كان  =

(1 2 ) (3 5 ) 4 3

(1 2 )(3 5 ) 13

p i i i

q i i i

− = + + − = −

= + − = +
 

4ومنه  3 , 13p i q i= − + = +.  
1إذا كان  :ثانيةطريقة  ���� 2i+ 3و 5i−  2جذرين للمعادلة 0z pz q+ +  ومنه  ،حقّقاها =

2

2

(1 2 ) (1 2 ) 0

(3 5 ) (3 5 ) 0

i p i q

i p i q

+ + + + =

− + − + =
 

4وبالحلّ المشترك لجملة هاتين المعادلتين بعد إصلاحهما نجد  3 , 13p i q i= − + = +. 
2احسب جداء الضرب  � 2( 2 3)( 2 5)z z z z+ − +   المعادلة Cثمُّ حلّ في  +

4 3 24 6 4 15 0z z z z+ + + − =  

  
2نلاحظ أنّ   2 4 3 2( 2 3)( 2 5) 4 6 4 15z z z z z z z z+ − + + = + + + − .  

4 3 2 2 24 6 4 15 (( 1) 4)(( 1) 4)

( 3)( 1)( 1 2 )( 1 2 )

z z z z z z

z z z i z i

+ + + − = + − + +

= + − + + + −
  

4مجموعة حلول المعادلة إذن  3 24 6 4 15 0z z z z+ + + − }هي  = }3,1, 1 2 , 1 2i i− − + − −.  
����� 

  كثيرات الحدود  

من  Cويأخذ قيمه في  Cمعرّف على  Pنعمّم مفهوم التابع الكثير الحدود ليصبح أي تابع 
  الشكل:

1
1 1 0

n n
n nz a z a z a z a−

−+ + + +֏ ⋯  
1حيث  1 0, , , ,n na a a a− 1هي أعداد عقدية، وإذا كانت  … 1 0, , , ,n na a a a−  ذو P قلنا إنّ  حقيقية …

0naأمثال حقيقية. وإذا كان    نقبل صحة الخواص الآتية: .nتساوي  Pقلنا إنّ درجة  ≠
)0أي ( nدرجته  Pجذراً لكثير حدود  0zإذا كان  ���� ( ) 0P z 1nدرجته  Qوُجد كثير حدود  = − 

0بحيث  )( () )(P z z Q zz = −. 
على أن نكرر كل جذر بقدر  Cفي  n، عدداً من الجذور يساوي nدرجته  Pلكل كثير حدود  ����

 درجة مضاعفته.

  الحل

  الحل

 1 نشاط 
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  مثال على كثير حدود من الدرجة الثالثة �
3إلى حل المعادلة نهدف  2 31) 3 7 0( z z z− + + =   

3 :يحقق Qعلّل وجود كثير حدود من الدرجة الثانية  � 23 3 7 ( 1) ( )z z z z Q z− + + = +.  
)ثمُّ حل المعادلة  Qعيّن  � ) 0Q z =.  
مثلث متساوي  ABCأثبت أنّ  (1)التي تمثل حلول المعادلة  المستوي نقاط Cو Bو Aلتكن  �

  الأضلاع.

  مثال على كثير حدود من الدرجة الرابعة �
4إلى حل المعادلة نهدف  3 26 24(2 18 63) 0z z z z− + − + =   

)جذراً للمعادلة  0z، وكان حقيقية P أمثالبوجه عام أنّه إذا كانت أثبت  � ) 0P z  0zكان  =
)أيضاً جذراً للمعادلة  ) 0P z =.  

  ؟�. ماذا تستنتج بالاستفادة من (2)جذر للمعادلة  3iأنّ تحقق  �
)2تكتب  (2)يجعل المعادلة  Qاستنتج وجود كثير حدود من الدرجة الثانية  � 3) ( ) 0z Q z+ =.  
أثبت  (2)ل حلول المعادلة نقاط المستوي التي تمث Dو Cو Bو A. لتكن (2)حلّ المعادلة  �

  أنّ هذه النقاط تقع على دائرة واحدة. عيّن مركزها ونصف قطرها.

  
3نضع  � 2( ) 3 3 7P z z z z= − + +.  
)نلاحظ أنّ  � 1) 0P − )القسمة على  P، إذن يقبل = 1)z فيوجد كثير حدود من الدرجة الثانية  +
Q  :يحقق( ) ( 1) ( )P z z Q z= +.  
)بإجراء قسمة إقليدية لكثير الحدود  � )P z  على( 1)z )2نجد  + ) 4 7Q z z z= − . وحلول +

)المعادلة  ) 0Q z }هي  = }2 3,2 3i i+ −.  
1Azلنضع  � = 2 و − 3Bz i= 2و − 3Cz i=   أطوال أضلاع المثلث . لنحسب+

, ,B A C A C BAB z z AC z z BC z z= − = − = −  
2فنجد مباشرة أنّ أطوال الأضلاع الثلاثة متساوية وتساوي    ، فالمثلث متساوي الأضلاع.3

1ليكن كثير الحدود ذو الأمثال الحقيقيّة  � � 0( ) n
nP z a z a z a= + + +⋯ .  

)جذراً للمعادلة  0zوكان  كانإذا  ) 0P z   كان =

0 1 0 0 0n
na z a z a+ + + =⋯  

  وجدنا ،الأمثال حقيقيّة بعد ملاحظة أنّ  ،فإذا أخذنا مرافق طرفي المساواة السابقة

0 1 0 0 0n
na z a z a+ + + =⋯  

)0ومنه  ) 0P z )جذر للمعادلة هو أيضاً  0z إذن، = ) 0P z =.  

  الحل
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4نضع  � 3 2( ) 6 24 18 63P z z z z z= − + − )يُمكن التحقّق بسهولة أنّ . + 3) 0P i =. 
)نستنتج أنّ  �الاستفادة من وب 3) 0P i− =.  
)من  يقبل القسمة على كلP  أنّ  �نستنتج من  � 3)z i−  و( 3)z i+  فهو يقبل القسمة على

2هما أي جداء ضرب 3z )2 يحقّق Qيوجد كثير حدود من الدرجة الثانية  إذن، + ) ( 3) ( )P z z Q z= + 
)2تكتب  (2) فالمعادلة 3) ( ) 0z Q z+ )وبإجراء قسمة إقليدية لكثير الحدود  .= )P z  2على 3z أو  +

  :كما يأتي بإخراج هذا المقدار عاملاً مشتركاً 
4 3 2

2 2 2 2

2 2

( ) 6 24 18 63

( 3) 6 ( 3) 21 63

( 3)( 6 21)

P z z z z z

z z z z z

z z z

= − + − +

= + − + + +

= + − +

  

2فنجد  2( ) 6 21 ( 3) 12Q z z z z= − + = − +.  
2نستنتج من الصيغة  � 2( 3) ( 3) 12( ) 0z z+ − +   أنّ حلولها هي (2)للمعادلة  =

3Az i= 3وBz i= 3و − 2 3Cz i= 3و − 2 3Dz i= +.  
بالترتيب بالنسبة إلى المحور  Dو Aنظيرتا  Cو Bلمّا كانت النقطتان 

شبه منحرف متساوي  ABCDالحقيقي، أو محور الفواصل، استنتجنا أنّ الرباعي 
   الساقين. فهو إذن رباعي دائري.

إلى محور التناظر،  Oمركز الدائرة المارة برؤوسه، وجب أن ينتمي  Oوإذا كان 
بعد المسافة ي Oلأن هو عدد حقيقي. و  Oالذي تمثّله النقطة  xفالعدد العقدي 

Aاستنتجنا أنّ  Aو Dنفسها عن كل من  Dx z x z− =   أي −
2 2

3 3 2 3x i x i− = − −  
3xومنه نجد  3Ozهو النقطة التي يمثلها العدد العقدي  O. إذن مركز الدائرة = نصف قطر  اأمّ  =

2 الدائرة فيساوي مثلاً  3OA =.  
]يقع في منتصف القطعة المستقيمة  O: نجد من الحساب السابق أنّ ملاحظة ]CD  ّأي إن[ ]CD  هو

وهذا ما يمكن  Aقائم في  CADخاص: المثلث  . وبوجهABCDقطر الدائرة المارة برؤوس الرباعي 
أن نتحقّق من صحته مباشرة بحساب أطوال الأضلاع، وتطبيق عكس مبرهنة فيثاغورث. فنجد طريقة 

  أخرى لحل السؤال.
  

 الجذور التربيعية لعدد عقدي 

w الصفردداً عقدياً غير نُعطى ع a ib= 2ونهدف إلى حل المعادلة  + 0( ) z w∗ − هناك  .=
  أسلوبان ممكنان:

 2 نشاط 

A

B

C

D

O
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iwيمكن أن نكتب  ���� Re ϕ=  ثمُ نبحث عنiz re θ=  تحقّق( r. تيقّن عندئذ أنّ ∗( R=  ّوأن

(2 )
2

ϕ
θ π= 2)أو )

2

ϕ
θ π π= }، إذن + }0 0,z z z∈ 2حيث  −

0

i
z Re

ϕ

=. 

zويمكن أن نبحث عن  ���� x iy= )تحقق  +  عادلتين غير الخطيتين:. وهنا علينا حل جملة الم∗(

2 2 (1)

(2)2

x y a

xy b

 − =

 =

  

|2هنا يمكننا أيضاً أن نستفيد من المعادلة المُساعدة    | | |z w=  التي تنتج مباشرة من( وتعطي  ∗(
2الآتية:  (3)المعادلة  2 2 2x y a b+ = ثمُّ نختار  (3)و (1)جملة المعادلتين  Rوهكذا نحل في  .+

  .(2)من مجموعة الحلول الناتجة تلك التي تحقّق المعادلة 
   iتعيين الجذور التربيعية للعدد  �

2zحل المعادلة  �      بالشكل الأسي. iاكتب  � i=.  
+1تعيين الجذور التربيعية للعدد  � i   

)2عادلة حل المأثبت أنّ  � ) 1x iy i+ =   قانتحقّ  yو xيؤول إلى تعيين  .Rفي  +
2 2

2 2

1,

2

2 1

x y

x y

xy

 − = + =
 =

  

2حل المعادلة  � 1z i= +.  
2حل المعادلة  � 1z i= بأسلوب ثان، واستنتج النسب المثلثية للزاوية  +

8
π.  

  
� �/2ii e π=.    
,1هنا  � /2R ϕ π= 4/. هناك إذن حلاّن للمعادلة هما =

0
iz e π=  4/و

1 0
iz z e π= − = −.  

� �  2المعادلة  حل( ) 1x iy i+ = 2يكافئ حلّ المعادلة  + 2( ) 2 1x y ixy i− + = ، وهذا +
  ن الحقيقيّتينالمعادلتيجملة يكافئ حلّ 

2 2 1

2 1

x y

xy

 − =

 =

  

2الطرفين في المعادلة العقديّة نجد حساب طويلة وب 2 1x y+ ). إذن، إذا كان = , )x y  حلاّ للمعادلة
2( ) 1x iy i+ = )كان  + , )x y  ًّلمعادلات :لجملة ا حلا  

2 2

2 2

1,

2

2 1

x y

x y

xy

 − = + =
 =

    ( )∗   

)إذا كان  هوبالعكس يُمكن التحقق بسهولة أنّ  , )x y لجملة حلاّ ل( )2كان   ∗( ) 1x iy i+ = +.  

  الحل
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2ية نجد من المعادلتين الأولى والثان � 1 2

2
x

+
  ومن ثَمّ  =

{ }2 2 2 2 2 2

2 2
,x + +∈ −   

1/2yوبالاستفادة من المعادلة الثالثة نحسب  x=  لنجد قيمةy  افقة لكل الموx :  

( ) ( ){ }2 2 2 2 2 21 1
2 22 2 2 2 2 2

( , ) , , ,x y + +

+ +
∈ − −  

  أو

( ) ( ){ }2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
( , ) , , ,x y + − + + − +∈ − −  

41/بملاحظة أنّ  � 2 ii e π+ 2يمكننا حل  = 1z i= نجد أنّ لباستخدام الطويلة والزاوية  +
4للمعادلة حلاّن هما  /8

0 2 iz z e π=  4و /8
1 0 2 iz z e π= − = −.  

4: نجد �و  �بالمقارنة بين الحلول في  41 1
2 2 2 2 2 2 2 cos 2 sin

2 2 8 8
i i

π π
+ + − = + 

  :ومنه نجد
1

cos 2 2
8 2

π
= 1و    +

sin 2 2
8 2

π
= −.  

  

 الأعداد العقدية والتوابع المثلثية 

zو zيكون عندما  بالترتيب،  bو aعددين عقديين طويلة كل منهما تساوي الواحد وزاويتاهما  ′
zzتكون طويلة  aمساوية الواحد وزاويته  ′ b+ بكتابة .zz   بطريقتين أثبت أنّ  ′

���� cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = )sinو  − ) sin cos cos sina b a b a b+ = + 

 ؟ استنتج أن bبالمقدار   −bما العلاقات التي تستنتجها عند استبدال  ����

( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2
1 1
2 2

cos cos cos( ) cos( ) , sin sin cos( ) cos( )

sin cos sin( ) sin( ) , cos sin sin( ) sin( )

a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

= + + − = − − +

= + + − = + − −
  

aما العلاقات التي تستنتجها عند تعويض  ���� b p+ aو  = b q−  ؟=
cos : المعادلة المثلثية ℝمما سبق لتحل في  استفد ���� 3 cos5 sin 6 sin2x x x x− = +.  

  

)لدينا  ���� )ia ib i a be e e  ، وبالعودة إلى الكتابة المثلّثيّة نجد: =+

(cos sin )(cos sin ) cos( ) sin( )a i a b i b a b i a b+ + = + + +  
  :أو بشكل آخر

(cos cos sin sin ) (sin cos cos sin ) cos( ) sin( )a b a b i a b a b a b i a b− + + = + + +  

  ونحصل على العلاقتين المطلوبتين بمقارنة الجزأين الحقيقي والتخيلي.

  الحل

 3 نشاط 
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  أي

 cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin

(1)

(2cos co s )s in

a b a b a b

a b a b a b

+ = −

+ = +
  

  :نجد bبالمقدار  −bعند استبدال  ����

 cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin

(1 )

(2 )

a b a b a b

a b a b a b

− = +

− = ′−

′
 

1)و (1) المساواتينوبجمع    :نجد 2مّ القسمة على ثُ طرفاً مع طرف،  ′(
 ( )1

2
cos cos cos( ) cos( )a b a b a b= + + −  

  :نجد 2سمة على وبطرحهما والق
( )1

2
sin sin cos( ) cos( )a b a b a b= − − +  

2)و (2)وبجمع المعادلتين  )′ ، نجد 2القسمة على  ثم :  
( )1

2
sin cos sin( ) sin( )a b a b a b= + + −  

  نجد 2وبطرحهما والقسمة على 
( )1

2
cos sin sin( ) sin( )a b a b a b= + − −  

,لدينا  ����
2 2

p q p q
b a

− +
=  :تعويض في المتطابقات السابقة نجد. وبال=

cos cos 2 cos cos
2 2

cos cos 2 sin sin
2 2

sin sin 2 sin cos
2 2

sin sin 2 cos sin
2 2

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

+ −
+ =

+ −
− = −

+ −
+ =

+ −
− =

 

 بالشكل  المعطاةكتب المعادلة تُ ستفادة من العلاقات السابقة بالا ����

3 5 3 5 6 2 6 2
2 sin sin 2 sin cos

2 2 2 2

x x x x x x x x+ − + −
− = 

sinأو  4 sin sin 4 cos2x x x x=  أو( )sin 4 sin cos2 0x x x− =. 
sinإمّا  4 0x 1وهذا يكافئ  =

4
x kπ=  حيثk .عدد صحيح  

sinأو  cos2x x= كافئ ه توهذ( )
2

cos cos2x xπ − 1إمّا ف = 2
6 3

x kπ π= عدد  kحيث  +
1صحيح، أو 

2
2x kπ π= −   .عدد صحيح kحيث  +

  والخلاصة: مجموعة حلول المعادلة المعطاة هي 
{ } { } { }1 5

4 6 6
: 2 : 2 :k k k k k kπ ππ π π∈ ∪ + ∈ ∪ + ∈Z Z Z  
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��	
�� 
	����  

1aنقاطاً تمثّل بالترتيب الأعداد العقدية  Dو Cو Bو Aلتكن النقاط   3ib/و = e π= 

3و 3

2 2
c i= 63/و +

2
id e π−=. 

  .بالشكل الجبري dبالشكل الأسي، واكتب  cاكتب  �

.a�  وضّع النقاطA وB وC وD .في مستو مزوّد بمعلم متجانس  
.b�  أثبت أنّ الرباعيOACB .معيّن  

  
� /63 ic e= π ،

3 3

4 4
d i= −.  

.a� لنقاط التوضّع التقريبي لA وB وC وD :  
.b�  ً1بحساب أطوال أضلاع الرباعي نجد أنّ : مثلاOA AC CB BO= = = الرباعي ف، =

OACB .معيّن  

  اكتب بالشكل الأسي حلول المعادلة : � 
2 2( 3 3 9)( ( 9 0) 3 3 )1 z z z z+ + − + =  

  .التي تمثل جذور المعادلة السابقة هي رؤوس مستطيل Dو Cو Bو Aأثبت أنّ النقاط  �

  
  
  مثلاً بالإتمام إلى مربع كامل نجد �

( )( )
( )( )( )( )
( )( )( )( )

2 2 3 9 3 9
2 4 2 4

3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2

5 /6 5 /6 /6

2

/6

2( 3 3 9)( 3 3 9) ( 3) ( 3)

3 3 3 3

3 3 3 3i i i i

z z z z z z

z i z i z i z i

z e z e z e z eπ π π π− −

+ + − + = + + − +

= + + + − − + − −

= − − − −

  

  : هي مكتوبة بالشكل الأسي  (1)ادلة حلول المعف
{ }/6 /6 5 /6 5 /63 , 3 , 3 , 3i i i ia e b e c e d eπ π π π− −= = = =.  

bأنّ  نلاحظ � a= وc a= dوأخيراً  − c b= = −.  
cمن المساواتين  a= dو − b= توازي متناصفان فهو م ABCDنستنتج أنّ قطري الرباعي  −

dالأضلاع، ومن المساوتين  c= وb a=  نستنتج أنّ القطر[ ]BD  هو نظير[ ]AC  بالنسبة إلى
التناظر المحوري الذي محوره هو المحور الحقيقي (محور الفواصل) فلهما الطول نفسه. إذن قطرا 

  متناصفان ومتساويان فهو مستطيل. ABCDالرباعي 

  الحل

  الحل

  2 

  1 

O A

B C
1

1

D

2
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1:  بسّط كتابة العدد العقدي  cos sin

1 cos sin

x i x
Z

x i x

+ −
=
+ +

التي يكون عندها هذا  xموضّحاً قيم   ، 

  المقدار موجوداً.

  
2نلاحظ أنّ طويلة المقام تساوي  2(1 cos ) sin 2(1 cos )x x x+ + = فهو ينعدم فقط في حالة كون  +

x  2من الشكل kπ π+  حيثk ∈ Z إذن يكون .Z  معرّفاً في حالة{ (1 2 ) : }x k kπ∉ + ∈ Z 
  وعندئذ

1 ( 1)

1 1

ix ix ix
ix

ix ix

e e e
Z e

e e

− −
−+ +

= = =
+ +

  

  :: يمكن أيضاً اعتماد طريقة الضرب بمرافق المقام كما يأتيملاحظة

( )

2

2 2

2 2

2
2

2

1 cos sin (1 cos sin )

1 cos sin (1 cos ) sin

(1 cos ) sin 2 (1 cos )sin

2(1 cos )

1
1 cos 2 sin : 1 cos

2 1 cos

1
1 cos (1 cos ) 2 sin cos sin

2

sin
sin

ix

x i x x i x
Z

x i x x x

x x i x x

x

x i x x
x

x x i x x i x e

x
x

−

+ − + −
= =
+ + + +

+ − − +
=

+
  = + − − = −   + 

= + − − − = − =

  

1التعبير عن كل من ويمكن أيضاً  cosx+ وsinx  بدلالة النسب المثلثية لنصفx.  

. عدداً عقدياً طويلته تساوي الواحد وهو مختلف عن الواحد uعدداً عقدياً ما، وليكن  zليكن  � 

أثبت أنّ 
1

z uz

u

−

−
  عددٌ حقيقي. 

1uنفترض أنّ  � وأنّ  ≠
1

z uz

u

−

−
حقيقياً أو أن يكون  zعددٌ حقيقي أثبت أنّه إمّا أن يكون  

| | 1u =.  

  
|2تساوي الواحد استنتجنا أنّ  uلأنّ طويلة  � | 1uu u= 1إذن  =

u
u

ن لنضع . الآ=

1

z uz
w

u

−
=

−
  عندئذ نحسب مباشرة 

1 1 1 1
1

z
z

z uz uz z z uzuw w
u u u

u

−
− − −

= = = = =
− − −

−

  

wوينتج من كون  w=  أنّ العددw .عددٌ حقيقي  

  الحل

  الحل

  4 

  3 
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كما في الحالة السابقة نضع  �
1

z uz
w

u

−
=

−
w ولنحسب الفرق،  w− :  

2 2

2

2 2 2

2 2

( )(1 ) ( )(1 )

1 1 (1 )(1 )

| | | |

|1 |

(1 | | ) (1 | | ) 1 | |
( )

|1 | |1 |

z uz z uz z uz u z uz u
w w

u u u u

z u zuz z u z

u

z u z u u
z z

u u

zuz uzu

− − − − − − −
− = − =

− − − −

− − + − + + −
=

−

− − − −
= = − ⋅

− −

  

wعدداً حقيقياً كان  wوعليه إذا كان  w=  ّ2ومن ثَم( ) (1 | | ) 0z z u− ⋅ − عدداً  z. فإمّا أن يكون =
  .1مساوية  uأن تكون طويلة  حقيقياً، أو

  اكتب بالشكل الجبري كلاً من العددين: 

1

cos sin

cos sin

x i x
z

x i x

+
=

−
4و      

2 (3 )z i= +  

  
1 cos2 sin2z x i x= 2و      + 28 96z i= +  

  

zو zليكن     عددين عقديين أثبت أنّ: ′
2 2 2 2

2 2z z z z z z′ ′ ′+ + − = +  

  
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2

2 2
2 2

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − = + + + − −

′ ′ ′ ′= + + + − −

′= +

  

  :نب. أثبت تكافؤ الخاصتين الآتيتABCليكن المثلث  
  .Aالمثلث متساوي الساقين ورأسه  �
� � � �2 sin cos sinB C A=.  

 

ˆيكافئ  Aالمثلث متساوي الساقين ورأسه  ˆB C=  وهذا يكافئˆ ˆsin( ) 0B C− وهذا بدوره يكافئ  =
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin( ) sin( ) sin( )B C B C B C+ + − = ˆأو  + ˆ ˆsin 2 sin cosA B C=.  ّلأنˆ ˆ ˆA B Cπ= − −.  

  
  

  الحل

  الحل

  الحل
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    معاً لنتعلمّ البحث 

  ����� ����  

  التي تحقّق : zمجموعة الأعداد العقدية  Eعدداً عقدياً معطى. لتكن  a ليكن
2 2 2 2z a z a− = −   

  ومثّلها في مستو مزوّد بمعلم. Eعيّن المجموعة 
   نحو الحلّ   ��

zبوضع الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي   � x iy= aو + iα β=  βو αو yو xحيث  +
  .Eهي أعداد حقيقية، ثمُ نسعى إلى إيجاد معادلة ديكارتية للمجموعة 

)أثبت بهذا الأسلوب أنّ  �   , )M x y  تنتمي إلىE  إذا وفقط إذا كانxy αβ=.  
0αβناقش الحالتين  �   0αβو =    في هاتين الحالتين. Eثمُ عيّن  ≠

2هناك أسلوب آخر، نلاحظ أنّ مرافق   � 2z a− 2 هو 2z a− أثبت تكافؤ الخواص  
���� z  تنتمي إلىE. 
���� 2 2z a− .حقيقي 

2الجزء التخيلي للمقدار ���� 2z a−  2أو  0يساوي 2Im( ) Im( )z a=.  
  .Eالمجموعة استنتج مجدداً 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

  .هذه عملية تعويض وحساب بسيطة � �
0αβذا كان إ � 0αβمساوية لاجتماع المحورين الإحداثيين. وإذا كان  Eكانت المجموعة  = ≠ 

xالخط البياني للتابع  Eمثّلت المجموعة 
x

αβ
֏.  

  الخطوات واضحة ولا تحتاج إلى إضافات. �
  

      إلى الأمام قدُُماً 

|يحققان  wو zنتأمّل عددين عقديين   | 1z |و = | 1w 1zwو = ≠ أثبت أنّ العدد العقدي  −

1

z w
Z

zw

+
=
+

  عددٌ حقيقي. 

  

  الحل
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  الفكرة الأساسية هنا هي أنّه في حالة عدد عقدي طويلته تساوي الواحد، المرافق يساوي المقلوب إذن

1 1

1 1 1
1

z w z wz wZ Z
z w zw

zw

+
+ +

= = = =
+ +

+

  

  .لأنه يساوي مرافقه حقيقيعددٌ  Zإذن 

4كثير الحدود  نتأمّل  2( ) 19 52 40P z z z z= − + −.   
2يحققان  bو aعيّن عددين حقيقيين  � 2( ) ( )( 4 2 )P z z az b z z a= + + + +.  
)المعادلة  Cحلّ في  � ) 0P z =.  

  
  بافتراض المساواة  �

4 2 2 219 52 40 ( )( 4 2 )z z z z az b z z a− + − = + + + +  
4aمحقّقة تكون  4aوهي يجب أن تساوي الصفر، إذن  3zهي أمثال  + = الثابت  . وبمقارنة الحدّ −

40في الطرفين نجد  2 8ab b− = = 5bإذن  − . وبالعكس، نتحقّق مباشرة بإجراء عملية الضرب أنّ =
2 2( ) ( 4 5)( 4 8)P z z z z z= − + + −.  

  :يراً ونجد مجموعة حلول المعادلةأصبح تعيين جذوره يس Pبعد تفريق كثير الحدود  �
( ) ( ){ }2 ,2 ,2 1 3 ,2 1 3i i+ − − − − +.  

3المعادلة  Cحلّ في   2(3 4 ) 6(3 2 ) 72 0z i z i z i− + − − + إذا علمت أنها تقبل حلاً  =
   تخيلياً بحتاً.

  
wهو الحلّ التخيلي البحت أي الذي يحقّق   wلنفترض أنّ  w=   . إذن لدينا−

3 2(3 4 ) 6(3 2 ) 72 0 (1)w i w i w i− + − − + =  
  وبأخذ مرافق الطرفين والاستفادة من نجد أيضاً 

3 2(3 4 ) 6(3 2 ) 72 0 (2)w i w i w i− − − + + − =  
)استنتجنا أنّ  (2)و (1)فإذا جمعنا  4 ) 0w w i− 0w، ولكنّ = فلا بُد أن  (1)ليس حلاً للمعادلة  =

  .4iيكون الحل التخيلي البحت المنشود هو 
3إذن يقبل كثير الحدود  2( ) (3 4 ) 6(3 2 ) 72P z z i z i z i= − + − − 4zعلى القسمة  + i−  فإذا

)2أجرينا قسمة إقليدية وجدنا أنّ  ) ( 4 )( 3 18) ( 4 )( 6)( 3)P z z i z z z i z z= − − − = − − . إذن +
}حلول المعادلة هي  }4 , 3,6i −.  

  الحل
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2ليكن   /5ie πα 4A. نضع = α α= 2و + 3B α α= +. 
2أثبت أنّ  � 3 41 0α α α α+ + + + هما جذرا المعادلة من الدرجة  Bو Aواستنتج أنّ  =

2الثانية:  11) 0( x x+ − =.  
)بدلالة  Aعبّر عن  � )2

5
cos π.  

)واستنتج قيمة  (1)حلّ المعادلة  3 )2
5

cos π.  

  
  إذن  αوأساسها  1الأوّل  هذا مجموع متتالية هندسية حدها �

5 2
2 3 4 1 1

1 0
1 1

ie πα
α α α α

α α

− −
+ + + + = = =

− −
  

5مستفيدين من كون  لنحسب 1α = :  
4 2 3

2 3 4

4 2 3

3 4 6

3 4

7

2

( ) ( )

1

( ) ( )

1

A B

A B

α α α α

α α α α

α α α α

α α

α α

αα

α α

+ = + + +

= + + + = −

⋅ = + ⋅ +

= + + +

= + + + = −

   

2ما جذرا المعادلة ه Bو A فنستنتج أنّ  11) 0( x x+ − =.  

4αبملاحظة أنّ  � α=  2نجد
2Re( ) 2 cos

5
A

π
α= =.  

  نجد الجذرين  (1)بحساب جذور المعادلة  3
{ }1 1

2 2
( 1 5), ( 1 5)− + − −  

2وبملاحظة أنّ كلاً من 
2cos

5

π 1و
( 1 5)

2
− نجد  (1)هو الجذر الموجب للمعادلة  +

2 5 1
cos

5 4

−
=
π.  

[ل عدداً حقيقياً من المجا θليكن   , [π π−.  2نعرّف 2

2 2

i i

i i

e e
t

e e

θ θ

θ θ

−

−

−
=

+
.  

المقادير  احسب �
2

2

1

t

t+
و 

2

2

1

t

t−
و 

2

2

1

1

t

t

+

−
  .θبدلالة النسب المثلثية للعدد  

  أثبت صحة العلاقات: �

2

2
2

2 tan
sin

1 tan

θ

θ
θ =

+
و    

2
2

2
2

1 tan
cos

1 tan

θ

θ
θ

−
=
+

2و    

2
2

2 tan
tan

1 tan

θ

θ
θ =

−
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  نلاحظ أنّ  �

/2 /2 2 /2 /2 2
2

/2 /2 2 /2 /2 2

/2 /2 2 /2 /2 2
2

/2 /2 2 /2 /2 2

( ) ( ) 2( )
1

( ) ( )

( ) ( ) 4
1

( ) ( )

i i i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

e e e e e e
t

e e e e

e e e e
t

e e e e

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− − −

− −

− −

− −

+ + − +
+ = =

+ +

+ − −
− = =

+ +

  

  
  إذن

/2 /2 2

2

/2 /2 /2 /2

/2 /2 2

2

/2

/2 /2

/2 /2

/2 /2

/2 /2

/2 /

2 ( )
2

1 2( )

( )( )

2 sin
tan

2 cos

2 ( )
2

41
( )(

i i

i i

i i i i

i i

i i

i i

i i

i i

i

i i

i i

i i i

i

t e e

t e e

e e e e

e e

e e i
i

e e

t e e

t

e e

e e

e e

e e

e e

e

θ θ

θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ

θ θ

θ

θ

θ
θ

θ

−

−

−

−

− −

−

−

−

− −

−

−

−
= ×

+ +

− +
=

+
−

= = =
+
−

= ×
−

=

+

+
−

+

+

/

2 /2

2 2 /2 2

/2 /2 22

( )

(

)

2

sin
2

1 2( )

41

cos
2

)

i i

i i

i

i i

i i

i i

e e

e e

e

e e
i

t e e

t

e e

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ

θ

θ θ

θ

θ

−

−

−

−

−

−

+

−
= =

+ +
= ×

−

−
= =

+

+

  
  نلاحظ أنّ  �

2 sin( /2)
tan

2cos( /2) 2

i
t i

θ θ

θ

 = =   
  

  نجد المطلوب. �بالتعويض في العلاقات الواردة في 
  

2zالمعادلات  Cحلّ في  �  w= في الحالات الآتية  
3 4w i= − + �    ،21 20w i= − − �    ،7 24w i= − + 	  

  المعادلات الآتية: Cحل في  �
2

2

2

(1 4 ) 5 0

2 (3 7 ) 4 2 0

(1 8 ) 1 0

2 2

1

7 2

z i z i

iz i z i

z i z i

+ + − − =

+ + + + =

+ + − + =

�

�
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{ } { } { }1
2

{3 4 , 3 4 } {2 5 , 2 5 } {1 2 , 1 2 }

2 5 ,1 3 3 , ( 1) 2 3 ,1

i i i i i i

i i i i i i

+ − − − − + + − −

− − − − + − − − −

	 � �

	 �

�

� �

  

  

1zفي حالة عدد عقدي   ≠ 2نضع  −

1

z
Z

z

+
=
+

zونفترض أنّ   x iy= Zو + X iY= + 

  هي أعداد حقيقية. Yو Xو yو xحيث 
  .yو xبدلالة العددين  Yو X احسب �
)أثبت أنّ مجموعة النقاط  � )M z  التي يكون عندهاZ .حقيقياً هي مستقيم محذوف منه نقطة  
)أثبت أنّ مجموعة النقاط  � )M z  التي يكون عندهاZ  تخيلياً بحتاً هي دائرة محذوف منها

  نقطة.
  

  
  نجد  Zبضرب البسط والمقام بمرافق المقام في عبارة  �

2

2 2

2 (1 )(2 )

1 (1 )

x iy x x y iy
X iY

x iy x y

+ − + + + +
+ = =

+ − + +
،  

  ومنه
2

2 2

2 2

(1 )(2 )

(1 )

(1 )

x x y
X

x y

y
Y

x y

+ + +
=

+ +

=
+ +

  

1zإذا وفقط إذا كان حقيقياً  Zيكون � ≠ 0yو −  نقطةالمنه  اً محذوفصل امحور الفو  ، وهذا يمثّل=
)أي  −1التي تقابل العدد العقدي  1,0)−.  

1zإذا وفقط إذا كان تخيلياً بحتاً  Zيكون  � ≠ 1)2وكان  − )(2 ) 0x x y+ + + أو  =

( )
2 23 1

2 4
x y+ + )التي مركزها النقطة  دائرةوهذا يمثّل ال = )3

2
, 1ونصف قطرها  −0

2
منها  اً محذوف 

  .−1النقطة التي تقابل العدد العقدي 
  

  :التي تحقق الشرط المعطى zحالة مجموعة الأعداد العقدية عيّن في كل  
) المقدار � 1)( 2)z z+   حقيقي. −

2و 4iمختلف عن  zالعدد  �

4

z i

z i

+

−
  عدد حقيقي. 
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) يكون المقدار � 1)( 2)z z+ )حقيقياً إذا وفقط إذا كان  − 1)( 2) ( 1)( 2)z z z z+ − = + ، وهذا −

zيكافئ  z=.والمعادلة الأخيرة تمثّل مجموعة الأعداد الحقيقيّة .  

2 يكون المقدار �

4

z i

z i

+

−
4zحقيقياً إذا وفقط إذا كان   i≠  2كان و 2

4 4

z i z i

z i z i

+ −
=

− +
، وهذا يكافئ 

z z=   .4iمجموعة الأعداد التخيّليّة البحتة عدا  فمجموعة الأعداد المحققة للشرط السابق هي. −

  الحل
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  الأعداد العقديةتطبيقات 

  في الهندسة
  
  

    ����� ����	
 ���
� ����  

   ����� ����� ������ ����� �������  

 
  ������� ��� !�"� ������� �
��#��  

  

  

       



2  

  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 التمثيل الهندسي للأعداد العقدية.  -

 ثيل العقدي.حساب زاوية شعاعين انطلاقاً من التم  -

 التعبير عن التعامد والتوازي 9سـتعمال الأعداد العقدية. -

 التحاكي التناظر المركزي. –اFوران  –التمثيل العقدي للتحويلات الهندسـية : <نسحاب  -

  اسـتعمال الأعداد العقدية في حل بعض مسائل الهندسة المسـتوية. -

   



  

3  

 �������	
���
�������   

	����� �  
  طةانطلاقة نش 

)نتأّمّل معلماً متجانساً  ; , )O u v
  في المستوي. ��

يبيّن الشكل المجاور مربّعين طول ضلع كل منهما يساوي الواحد.  �

OBحساب النسبة  يُطلب
r

OA
)وتعيين قياس للزاوية  = , )OAOBθ =

���� ����

.  

عمال تيمكن استعمال الطرائق التقليدية، ولكننا هنا سنسعى إلى اس بالطبع
  الأعداد العقدية.

   .Bو Aالعددان العقديان اللذان يمثلان  Bzو Azأعط  �

Bاشرح العلاقة بين  �

A

z
Z

z
  .θو rالعددين المطلوبين و  =

sinو cosθو  rواستنتج قيم  Zاحسب  � θ.  

2Azهنا   i= 1Bzو + i= + .3 1
5 5

/ i
B AZ z z re iθ= = = 2. ومنه +

5
r  θو =

من 
2

[0, ]π  تحقق
10

cosθ 18. أي =3 26 6θ ′ ′′≈ � .  

يبيّن الشكل المجاور ثلاثة مربعات طول ضلع كل منهما  �
αحساب  يُطلب يساوي الواحد. β+  مجموع قياسي الزاويتين

   المبينتين في الشكل.
  . Bو Aن يمثلان ين اللذين العقدييالعدد Bzو Azأعط  �
  .  Bzو Azوزاويتي العددين العقديين  βو αاشرح العلاقة بين كل من  �
Aبيّن أنّ المطلوب هو حساب زاوية العدد العقدي  � BZ z z= ⋅  .  
αواستنتج قيمة  Zاحسب  � β+.  

 3 10 i
Az i e α= + 2و = 5 i

Bz i e β= + = .  
( )5 2 5(1 )i

A BZ z z e iα β+= = = +  
,0]ان، إذن زاويتان حادت βو αولكن  ]α β π+ 1وتحققان  ∋

2
cos( )α β+ . أي =

4
πα β+ =.  

  الحل

  الحل
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�
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B

O

α
A

�
u
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B

O
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   132132132132    صفحة تَدربْ 

  ي تمثلها الأعداد العقدية:الت Cو Bو Aلتكن النقاط   �

1Az i= − 2Bzو  + i= 1و + 1

2 2Cz i= − −  

  في شكل. Cو Bو Aوضّع النقاط  �
ABاحسب الأعداد العقدية التي تمثّل الأشعة  �

����

ACو 
����

BCو 
����

.  
  .Cوبيّن إذا كان مثلثاً قائماً في  ABCاحسب أطوال أضلاع المثلث  �

   
1لدينا  3 5 3

2 2 2 2
3, ,AB AC i BC i= = − = − −

���� ���� ����

3AB، ومن ثَمّ  10و =
2

AC =   

34و
2

BC 2. نلاحظ أنّ = 2 2 34 10

4
9 02AC BC AB +− = − = فالمثلث  +≠

ABC  ليس قائم الزاوية فيC.  
  التي تمثلها الأعداد العقدية: Dو Cو Bو Aلتكن النقاط    �

3

2Az i=  7و

2Bz i= 1و + 3

2 2Cz i= 3Dzو − i= − −  

  في شكل. Dو Cو Bو Aوضّع النقاط  �
  ؟ ABCDما طبيعة الرباعي  �
  لدينا 

7 1
2 2

7 1
2 2

,B A

C D

AB z z i

DC z z i

= − = −

= − = −

����

����  

AB ومن ثَمّ  DC=
���� ����

 متوازي الأضلاع. ABCDوالرباعي  
1)2اللتان تمثلهما الأعداد العقدية :  Bو Aلتكن النقطتان  � 3)Az i= 1)2و + 3)Bz i= −.  

  .4 ونصف قطرها يساوي O تنتميان إلى الدائرة التي مركزها  Bو Aأثبت أنّ  �
  .ABCمثلث مركز ثقل ال Oالتي تجعل  Cجد العدد العقدي المُمثّل للنقطة  �
  ؟ ABCما طبيعة المثلث  �

)لدينا   )
2

4 1 3 16Az = + 4Azإذن  = 4Bz، وكذلك = 4OAإذن  = OB= = ،
  .4ونصف قطرها يساوي  Oتنتميان إلى الدائرة التي مركزها  Bو Aوالنقطتان 

3لدينا  Cاستناداً إلى تعريف  0C A B Oz z z z+ + = 4Cومنه  = A Bz z z= − −  Cإذن  .=
. فمركز الدائرة المارة برؤوس المثلث 4ونصف قطرها يساوي  Oتنتمي أيضاً إلى الدائرة التي مركزها 

ABC تقاطع محاوره) هي نفسها نقطة تلاقي متوسطاته. فهو إذن متساوي الأضلاع. ويمكننا  (نقطة
  التحقق مباشرة من ذلك بحساب أطوال أضلاعه لنجدها متساوية.

  الحل

  الحل

  الحل

A B

C

A B

C

D
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Uنتأمّل شعاعين  �
�

Vو 
�

vبالترتيب. نفترض أنّ  vو u يمثلهما العددان العقديان  iu=  ونضع
AB U=
���� ��

ACو  V=
���� ��

  الساقين. ومتساوي Aقائم في  ABC. أثبت أنّ المثلث 

vالمساواة   iu=  ّتقتضي أن( , ) arg arg( )
2

v
AB AC i

u

π = = =  

���� ����

|وأنّ   | | |v u=  أي

AB AC= فالمثلث .ABC  قائم فيA وي الساقينومتسا.  
Aو ABCالمثّلثان  � B C′ ′   :معرّفان بالأعداد العقدية التي تمثل رؤوسهما  ′

2 , 2 3 , 1 ,

4 , 3 , 2 3 ,

c i b i a i

c i b i a i

= + = + = −

′ ′ ′= + = − = − +
  

AAللشعاع  ثلاحسب العدد المم � BB CC′ ′ ′+ +
���� ���� ����

.  
  .ABCمركز ثقل المثلث  Gجد العدد العقدي المُمثّل للنقطة  �
Aهي مركز ثقل المثلث  Gأثبت أنّ  � B C′ ′ ′.  

  
AAالعدد العقدي الممثل للشعاع  Zليكن  � BB CC′ ′ ′+ +

���� ���� ����

  ، عندئذ

0Z a a b b c c′ ′ ′= − + − + − =  
0AAومن ثَمّ  BB CC′ ′ ′+ + =

���� ���� ���� �

.  
� 1 5

3 3
( )Gz a b c i= + + = +.  

� 1 1
3 3
( ) ( )a b c a b c′ ′ ′+ + = + 0Zلأنّ  + =.  

3 قدية:التي تمثلها الأعداد الع Cو Bو Aلتكن النقاط   	
4

1a i= 5و +
4

2b i= − 

7و
4

3c i= +  

في شكل. ما العلاقات  Cو Bو Aوضّع النقاط  �
ABالعقدية المُمثلة للشعاعين  التي تربط الأعداد

����

 
ACو

����

  ؟
  مثلث قائم ومتساوي الساقين. ABCاستنتج أنّ  �
التي  ′Aاحسب العدد العقدي الممثل للنقطة  �

ABAتجعل  C′ .ًمربعا  

  
العددين العقديين الممثلين للشعاعين  vو  uليكن  �

AB
����

ACو 
����

1 عندئذ .بالترتيب  2u b a i= − = 2vو  − c a i= − = vإذن ، و + iu=.  
  أعلاه. �ا في التمرين ، مثلما فعلنAمثلث قائم ومتساوي الساقين رأسه  ABCفالمثلث  �
AAلما كان  � AB AC′ = +

���� ���� ����

1استنتجنا أنّ  
4

4Az a u v i′ = + + = −.  

  الحل

  الحل

  الحل

A

C

B

A′
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  التي تمثلها الأعداد العقدية: Dو Cو Bو Aلتكن النقاط    
2 2a i= 1و  − 7b i= − 4و + 2c i= 4و + 2d i= − −  

1النقطة التي يمثلها العدد العقدي  Ωلتكن  � 2iω = −  Cو Bو A. أثبت وقوع النقاط +
  .5وي ونصف قطرها يسا Ωعلى دائرة مركزها  Dو

]منتصف  Eالعدد المُمثّل للنقطة  eليكن  � ]AB احسب .e  ّوبرهن أنa e c e

d e a e

− −
=

− −
.  

)المستقيم ماذا يمثل  � )EA  المثلث فيDEC؟  

  
  . فنجد مثلاً DΩو CΩو BΩو AΩعلينا أن نحسب الأطوال  �

3 4 9 16 5A a iωΩ = − = − = + =  
5Bوكذلك نجد بحساب مماثل أنّ  C DΩ = Ω = Ω . فهذه النقاط تقع جميعاً على الدائرة التي =

  .5ونصف قطرها يساوي  Ωمركزها 

1لما كان  � 1 5
( )

2 2 2
e a b i= + =   استنتجنا أنّ  +

1 5
2 2

1 5
2 2

1 5
2 2

1 5
2 2

2 2 1 2

3 34 2

4 2 1 2

3 32 2

i ia e
i

d e i i

i ic e
i

a e i i

− − −−
= = +

− − − − −

+ − −−
= = +

− − − −

  

aإذن  e c e

d e a e

− −
=

− −
.  

)نستنتج مما سبق أنّ  � , ) ( , )ED EA EA EC=
���� ���� ���� ����

)فالمستقيم   )EA  منصف للزاويةDEC ّومن ثَم ،
  .DECفي المثلث  Eهو منصف للزاوية 

3و 1د العقدية : اللتان تمثلهما الأعدا Bو Aلتكن النقطتان  � 2i+  بالترتيب. مثّل في كل من
)الحالتين الآتيتين مجموعة النقاط  )M z :التي تحقق  

� 1 3 2z z i− = − −،  

� 3 2 1z i− − =.  

  
]هذا هو محور القطعة المستقيمة  � ]AB  حيثA  و1هي النقطة الموافقة للعدد العقدي ،B  هي

3النقطة الموافقة للعدد العقدي  2i+ .  
  .1ونصف قطرها يساوي  Bهذه هي الدائرة التي مركزها  �
  

  الحل

  الحل

A

C

B

D

E
Ω
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        136136136136    صفحةصفحةصفحةصفحة        تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

1zالنقطة التي يمثلها العدد العقدي  Mلتكن   � i= z. جد العدد العقدي + Mالمُمثّل للنقطة  ′ ′ 
  وفق التحويل الموصوف في كل مما يأتي: Mصورة 

� T  2الانسحاب الذي شعاعه 3w u v= − +
� ��.  � H  التحاكي الذي مركزهO  3ونسبته.  

� R  الدوران الذي مركزهO  وزاويته
4
π.    � S 1) مركزه الذي التناظر 3 )A i−.  


 R  2)الدوران الذي مركزه )A i−  2وزاويته
3
π.  � S الذي محوره  التناظر المحوري( )Ox.  

  
� ( 2 3 ) 1 4z z i i′ = + − + = − +.    � 3 3 3z z i′ = = + .  
�/4 2iz e z iπ′ = = .        � 1 3 ( 1 3 ) 1 7z i z i i′ = − − − + = − .  


 2 /3 5 3
2 ( 2 ) 3 2

2 2
iz i e z i iπ

 ′ = − + − + = − − +   
 .  � 1z z i′ = = −.  

بالعلاقة المعطاة. عيّن  Bو Aالممثلان للنقطتين  bو aفيما يأتي يرتبط العددان العقديان   �
  :Aالنقطة ب Bطبيعة التحويل الهندسي الذي يقرن النقطة 

/3

/4

1 3

2

( ) 1 ( 1)

1 ( 1 ) 4 3

i

i

b ia b a i

b a b a

b i e a i b a

b i e a i b a i

π

π

= − = − +

= =

− = − − = − −

+ − = + − = + −

� �

� �

� 


� �

   

  
� B  صورةA  3وفق انسحاب شعاعهw u v= − +

� ��.   
� B  صورةA  وفق الدوران الذي مركزهO  وزاويته

2
π−.  

� B  صورةA وري الذي محوره وفق التناظر المح( )Ox.  
� B  صورةA  وفق التحاكي الذي مركزهO  2ونسبته.  

 B  صورةA  1وفق التناظر المركزي الذي مركزه النقطة التي يمثلها العدد.  
� B  صورةA  وفق الدوران الذي مركزه( )A i  وزاويته

3
π.  

� B  صورةA  4وفق انسحاب شعاعه 3w u v= −
� ��.   

� B  صورةA  وفق الدوران الذي مركزه( 1)A i وزاويته  −
4
π.  

3)لتكن النقطتان   � 3)G i− 3)و 3)H i+ وليكن .R زه ن الذي مركالدوراO  ويحقّق
( )G H=R احسب قياس الزاوية .( , )OG OH

���� ����

  .R، واستنتج الصيغة العقدية للدوران 

   
/3iz e zπ′ =.

  الحل

  الحل

  الحل
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�����        
  متوازي الأضلاع وربع الدورة 

. ABCDنتأمّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس رباعياً محدباً 
  QBCو PABمثلثات قائمة ومتساوية الساقين  هونُنشئ علي

  بحيث  SDAو RCDو

( , )
2

PA PB
π

= −
���� ����

)و  , )
2

QB QC
π

=
���� ����

    

)و , )
2

RC RD
π

= −
���� ����

)و  , )
2

SD SA
π

=
���� ���

   

  .لأضلاعامتوازي  PQRSنهدف إلى استعمال الأعداد العقدية في إثبات أنّ 
 cو bو a. ولنرمز بمعلم متجانس مباشرلشكل مرسوم في المستوي الموجّه، وقد زوّدناه لنفترض أنّ ا

إلى  sو rو qو p، وكذلك لنرمز Dو Cو Bو Aإلى الأعداد العقدية التي تمثل النقاط  dو
 . Sو Rو Qو Pالأعداد العقدية التي تمثل النقاط 

وزاويته  Pالدوران الذي مركزه  �
2
π−  ينقلA  إلىB ّاستعمل الصيغة العقدية لتثبت أن .  

( )
1

(1 ) (1 )
2

p a i b i= + + −  

  .dو cو bو aبدلالة  sو rو qعن  عبّر بالمثل �
pتيقّن أنّ  � r q s+ =   .، ثمُّ استنتج المطلوب+

  
)إذا كانت  � )M z′ )هي صورة النقطة  ′ )M z  وفق الدوران الذي مركزهP  وزاويته

2
π−كان ،  

/2( ) ( )iz p e z p p i z pπ−′ = + − = − −  
)ان استنتجنا أنّ وفق هذا الدور  Aهي صورة  Bولأنّ  )b p i a p= − 1)أو − )b ia i p+ = + .

1)وبضرب الطرفين بالعدد  )i−   ّنستنتج أن( )
1

(1( ) ) (1 )
2

p a i b i= + + −∗.  

وزاويته  Qوفق الدوران الذي مركزه  Cهي صورة  Bلاحظ أنّ  �
2
π− مثلما هي ،B  صورةA  وفق

وزاويته  Pالدوران الذي مركزه 
2
π− . إذن لنحصل على صيغةq  يكفي أن نستبدلa c← وp q← 

)في العلاقة  )لنجد  ∗( )
1

(1 ) (1 )
2

q c i b i= + + ,. وبالمثل، يفيد التبديل − ,p r b d a c← ← في  ←

( ):  rحساب في  ∗( )
1

(1 ) (1 )
2

r c i d i= + + p,التبديل أخيراً ، و − s b d← )في  ← يتيح  ∗(

):  sحساب  )
1

(1 ) (1 )
2

s a i d i= + + −.  

  الحل

 1 نشاط 

A

B

C

D

P

Q

R

S
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  نلاحظ إذن أنّ  �

( ) ( )

( ) ( )

1 1
(1 ) (1 ) , (1 ) (1 )

2 2
1 1

(1 ) (1 ) , (1 ) (1 )
2 2

p a i b i r c i d i

q c i b i s a i d i

= + + − = + + −

= + + − = + + −

  

  ومن ثَمّ 

(1 ) (1 )
2 2

(1 ) (1 )
2 2

a c b d
p r i i

a c b d
q s i i

+ +
+ = + + −

+ +
+ = + + −

  

pأي  r q s+ = أو  +
2 2

p r q s+ +
متناصفان،  PQRSالرباعي وهذه الأخيرة تعني أنّ قطرا  =

  فهو إذن متوازي الأضلاع.

 المثلث المتساوي الأضلاع التكعيبية للواحد.الجذور  

3نهدف في هذه الفقرة إلى تعيين حلول المعادلة  1z ، ثمُّ استعمال ذلك لإعطاء خاصة Cفي  =
  .مميزة للمثلث متساوي الأضلاع

0zفي حالة  � 0,2]إلى زاويته من المجال  θوبالرمز  zإلى طويلة  rنرمز بالرمز  ≠ [π.  
3تيقّن أنّ الشرط  � 1z 1r يقتضي أن يكون = 3و = 2 kθ π=  حيثk عدد صحيح.  
0,2]تحقّق أنّ الشرط  � [θ π∈  ّ{0,1,2}يقتضي في الحقيقة أنk ∈.  
3مجموعة حلول المعادلة أنّ  استنتج � 1z }محتواة في  = }2 /3 4 /3

3 1, ,i ie eπ π=U.  

}وبالعكس تحقّق أنّ كل عنصر من  � }2 /3 4 /3
3 1, ,i ie eπ π=U  3هو حل للمعادلة 1z =.  

2و M(1)0لنقاط مثّل ا � /3
1( )iM e π 4و /3

2( )iM e π تؤلّف رؤوس مثلث  ها، وتيقّن أنّ في المستوي
  متساوي الأضلاع.

3حلول المعادلة نسمّي    1z . 3Uالجذور التكعيبية للواحد ونرمز إلى مجموعتها بالرمز  =

2وكذلك نرمز إلى  /3ie π  بالرمزj ّ2. لاحظ أن
3 {1, , }j j=U.  

21تحقّق أنّ  	 0j j+ + 2، و= 2 /3ij j e π−= =.  
  
) متجانس مباشرعلم نزوّد المستوي بم � ; , )O u v

تمثلها  Cو Bو A. ونتأمّل ثلاث نقاط متباينة ��
إذا كنا عند قراءة رؤوسه  مباشرمثلث متساوي الأضلاع  ABC. نقول إنّ cو bو aالأعداد العقدية 
Aبهذا الترتيب:  B C A→ →  Cهي صورة  Aندور في الاتجاه الموجب. وهذا يُكافئ القول إنّ  →

وزاويته  Bلدوران الذي مركزه وفق ا
3

π.  

 2 نشاط 



10  

  إذا كان  طمثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا وفق ABCاستعمل نتائج الفقرة السابقة لتثبت أنّ   
2 0a bj cj+ + =  

1zنقرن بكل عدد  � )و R(1)، النقاط ≠ )M z و( )M z′.  
Mو Mالتي تجعل  zما هي قيم  �   ؟ مختلفتين ′
)مجموعة النقاط  ∆نفترض تحقّق الشرط السابق. أثبت أنّ  � )M z  التي تجعل المثلثRMM ′ 

  ، هي مستقيم محذوفةٌ منه نقطة.اً مثلثاً متساوي الأضلاع مباشر 

  
  بسيط ومتروك للقارئ. �
  نوعان من المثلثات المتساوية الأضلاع. �

  
)إذا كانت  )M z′ )هي صورة النقطة  ′ )M z  وفق الدوران الذي مركزهA  وزاويته

3
πكان ،  

/3 2( ) ( )iz a e z a a j z aπ′ = + − = − −  
3/حيث استفدنا من كون 2ie jπ =  Cكانت  مثلثاً متساوي الأضلاع مباشراً إذا ABC. الآنّ يكون −

وزاويته   Aوفق الدوران الذي مركزه  Bصورة 
3
π 2، أي( )c a j b a= − وهذه تُكتب بالصيغة  −

2المُكافئة  2(1 ) 0c j b j a+ − + 21، ولكن = 0j j+ + 2إذن  = 0c j b ja+ + . يكفي أن =
2لنجد  2jنضرب طرفي هذه المساواة بالمقدار  0a bj cj+ + =.  

� � M M zإذا وفقط إذا كان  ≠′ z≠  إي إذا وفقط إذا لم يكنz .ًعدداً حقيقياً صرفا  
zنفترض أنّ  � z≠ عندئذ RMM  إذا وفقط إذا كانمثلث متساوي الأضلاع مباشر  ′

21 0jz j z+ + 1، أو = 2 Re( ) 0jz+ =.  
zفإذا افترضنا  x iy=   ن كما يأتيين السابقيكتبنا الشرط +

0y )و  ≠ )1 Re ( 1 3 )( ) 0i x iy+ − + + =  

1أي  3 0x y− − 0yو = 3هي المستقيم الذي معادلته  ∆. فالمجموعة ≠ 1y x+ = 
  .(1,0)باستثناء النقطة 

  

A

B

C

A

B

C

 مباشرغير مثلث متساوي الأضلاع  مثلث متساوي الأضلاع مباشر

  الحل
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            ��	
�� 
	����  

8a بالترتيب الأعداد العقدية التي توافق Cو Bو A النقاط نتأمّل  4و = 4b i= − + 

4cو i= −.  
.a�  ّتحقّق أن( )b c i a c− = −.  

.b�  استنتج أنّ المثلثABC .مثلث قائم ومتساوي الساقين  
.a�  نقرن بكل نقطة( )M z النقطة M 3iz/الموافقة للعدد العقدي  ′ e zπ′ =.  
.a� ما التحويل الهندسي الموافق؟  
.b� الأعداد العقدية احسب a Bو ′Aللنقاط الموافقة  ′cو ′bو ′ Cو ′ وفق  Cو Bو Aصور  ′

  هذا التحويل.
.a� لتكن P وQ وR  منتصفات القطع المستقيمة[ ]A B′ و[ ]B C′ و[ ]C A′ ولتكن ،p وq وr 

  الأعداد العقدية التي توافقها.
.a�  احسبp وq وr.  
.b�  ّ3/تحقّق أن( )ir p e q pπ− = −.  
.c�  استنتج أنّ المثلثPQR .متساوي الأضلاع  

  
  نحسب �

( ) 4 4 4 (8 4 ) 8 4 8 4 0b c i a c i i i i i i− − − = − + + − + = − − + =  
)فنستنتج أنّ  )b c i a c− = وفق الدوران ربع دورة بالاتجاه الموجب  Aهي صورة  B. هذا يعني أنّ −

  ومتساوي الساقين. Cمثلث قائم في  ABC. فالمثلث Cحول 

� ( )M z′ )هي صورة  ′ )M z  وفق الدوران بزاوية قدرها
3
π  حولO ّ3/. ولأن 1 3

2 2
ie iπ =   وجدنا +

4 4 3a i′ = 2و  + 2 3 (2 2 3)b i′ = − − + 2و − 3 2c i′ = −  

�  
4 4 3 ( 4 4 )

2(1 3)
2 2

2 2 3 (2 2 3) ( 4 )
1 3 (1 3)

2 2
2 3 2 8

4 3
2 2

a b i i
p i

b c i i
q i

c a i
r i

′ + + + − +
= = = +

′ + − − + − + −
= = = − − − +

′ + − +
= = = + −

   

  

  الحل

  1 
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  ونجد

/3

4 3 (3 2 3)

1 3 3(1 3)

1 3
( ) ( 1 3 3(1 3) ) 4 3 (3 2 3)

2
i

r p i

q p i

i
e q p i iπ

− = + − +

− = − − − +

+
− = − − − + = + − +

  

)3/إذن  )ir p e q pπ− = وزاويته  Pوفق دوران مركزه  Qهي صورة  R، والنقطة −
3
π فالمثلث ،

PQR .مثلث متساوي الأضلاع  
  

3ie/. لنضع cو bو a. ربما كان من الأيسر الحل رمزياً دون تعويض قيم ملاحظة πω   عندئذ =

, ,
2 2 2

c a b c a b
r q p

ω ω ω+ + +
= = =  

  ومن ثَمّ 

( ) ( )
1 1

( 1) , (1 )
2 2

q p a b c r p a b cω ω ω ω− = − + − + − = − − +  

)إذن  )21
( ) ( 1)

2
q p a b cω ω ω ω ω− = − + −   ، ومنه+

21
( ) (1 )( )

2
r p q p a bω ω ω− − − = − + −  

21بقي أن نحسب المقدار  ω ω−   . وهنا نلاحظ أنّ +
/3 1 3

2 2
ie iπω = = 2  و  + 2 /3 1 3

2 2
ie iπω = = − +  

21إذن  0ω ω− + ). ومن ثَمّ = )r p q pω− =   مثلث متساوي الأضلاع. PQR، والمثلث −
  

هو مثلث  ABCفي الشكل الآتي الذي يوضح الخاصة الهندسية التي أثبتناها في هذا التمرين، المثلث 
  كيفي في المستوي.

  A

B

C

A′
B ′

C ′ PQ

R/3π

O
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) فيه OABأمّل مثلّثاً نت  , )OAOB α=
���� ����

,0[حيث   [α π∈ المربعين. نُنشئ خارج هذا المثلث 

OAMN وOBPQ وازي الأضلاع ومتNOQRإثبات أنّ هدف في هذا التمرين إلى . ن
)المستقيمين  )OR و( )AB وأنّ  نامتعامدOR AB=.وذلك باستعمال الأعداد العقدية ،  

)معلماً متجانساً مباشراً  لنختر   , , )O u v
   .Bو A اللذين يمثلانن ين العقدييالعدد bو a. وليكن ��

.a�  ما هي صور النقطتينN وB  وفق الدوران ربع دورة مباشرة حولO؟  
.b�  نرمزn للنقطة  إلى العدد العقدي الممثلNو ،q  للعدد العقدي الموافق

n. أثبت أنّ Qللنقطة  ia= qو − ib=.  
.a�  عبّر عنOR

����

ONبدلالة  
����

OQو 
����

.  
.b�  استنتج العدد العقديr  الذي يمثّل النقطةR  بدلالةa وb.  
.c�  ما العدد العقدي المُمثّل للشعاعAB

����

  ؟ 

.d�  ّأثبت إذن أنOR AB=  ّوأن( , ) ( , )
2

u OR u AB
π

= +
���� ����
� ). واستنتج تعامد � )OR و( )AB.  

  
)كان  Oهو الدوارن ربع دورة بالاتجاه الموجب حول  Rإذا كان  � )N A=R و( )B Q=R فإذا كانت .

( )M z′ )صورة   ′ )M z  وفقR  2/كانiz e z izπ′ = aومنه نرى أنّ  .= in= وq ib= ومنه العلاقتان .
  المطلوبتان.

ORلمّا كان  � ON OQ= +
���� ���� ����

)استنتجنا أنّ   )r ia ib i b a= − + = . ومن جهة أخرى −

AB OB OA= −
���� ���� ����

Wالممثل للشعاع  wفالعدد العقدي   AB=
��� ����

wهو   b a= r. نستنتج إذن أنّ − iw= ،

|ومنه  | | |r w=  أيOR AB= وarg( ) arg( )
2

r w
π

= )أي  + , ) ( , )
2

u OR u AB
π

= +
���� ����
� . ومن استناداً �

)إلى علاقة شال للزوايا الموجهة :  , ) ( , ) ( , )
2

AB OR u OR u AB
π

= − =
���� ���� ���� ����

� )، فالمستقيمان � )OR و( )AB 

  متعامدان.

    لنتعلمّ البحث معاً 

 ��� �����  

 M. لتكن اً مثلثاً مباشر التوجيه كيفي ABCتأمّل في المستوي ن  
]منتصف  ]AC ، وليكنAB B′ وACC  Aمثلثين قائمين في  ′

)وسط تأنّ المأثبت  ويي الساقين مباشرين. ومتسا )AM  في المثلث
ABC هو ارتفاع في المثلث ،AB C′ 2Bوأنّ  ′ C AM′ ′ =.   

  

  الحل
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   نحو الحلّ   ��

 دوراً أساسياً، لذلك نعتبرها مبدأ لهذا المعلم. Aنبدأ باختيار معلم مباشر مناسب. تؤدي النقطة   �
 bاحسب بدلالة  .Cو Bإلى العددين العقديين اللذين يمثلان النقطتين  cو bونرمز بالرمزين 

Bالمُمثلة للنقاط  mو ′cو ′bالأعداد العقدية  cو Cو ′   بالترتيب.  Mو ′
Bنهدف إلى إثبات أنّ   � C′ ′

�����

AMعمودي على  
�����

  إثبات أنّ إلى ، الذي يؤول 

( , )
2

AM B C
π

′ ′ = +
����� �����

)أو   , )
2

AM B C
π

′ ′ = −
����� �����

2وأنّ    
B C

AM

′ ′
=  

cومنه تأتي فكرة حساب النسبة    b

m a

′ ′−

−
، التي تعطي مباشرة جميع المعلومات المطلوبة. احسب 

  هذه النسبة واستنتج الخاصة المطلوبة.

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
)فإذا كانت  � )M z′ )صورة  ′ )M z  وفقR ، بالاتجاه الموجب حول الدوارن ربع دورةA كان ،

/2iz e z izπ′ = )، ولأنّ = )C C′ = R   و( )B B ′= R  ّاستنتجنا أنc ic′ bو = ib′ = راً . وأخي−

]منتصف  Mلأنّ  ]BC   ّ1استنتجنا أن
( )

2
m b c= +.  

cلنحسب العدد العقدي  � b
w

m a

′ ′−
=

−
  . إذ لدينا

| |
B C

w
AM

′ ′
argو = ( , )w AM B C′ ′=

����� �����

  

0a ينهما. في الحقيقة لديناوهما المقداران المطلوب تعي   و من ثَمّ  =

1
2

2
( )

c b ic ib
w i

m a b c

′ ′− +
= = =

− +
  

|وهذا يبرهن أنّ  | 2w و =
2

argw π= ّ2، ومن ثَمB C AM′ ′ )، و= )AM  عمودي على( )B C′ ′ 

  كما هو مطلوب.

 ����� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �  

)نزوّد المستوي بمعلم متجانس مباشر  ; , )O u v
)نقرن كل نقطة  .�� )M z  حيثz i≠  بالنقطة

( )M z 2zحيث  ′
z

z i

+
′ =

−
 .  

zالتي يكون عندها  Mمجموعة النقاط  ∆عيّن   ����  عدداً حقيقيّاً. ′

zالتي يكون عندها  Mمجموعة النقاط  Γعيّن  ����  عدداً تخيليّاً بحتاً. ′

 

  الحل
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   نحو الحلّ   ��

z: الشرط التفسير الهندسيالتفسير الهندسيالتفسير الهندسيالتفسير الهندسي  � )Im عددٌ حقيقي يُكافئ القول ′ ) 0z ′ zأو = z′ argأو ،=′ {0, }z π′ ∈ 

) في حالة( 0z ′ zلأنّ . و ≠ zمن الشكل  ′ a

z b

−

−
وجدنا من المناسب استعمال الخاصة الأخيرة.  

. ما الزاوية بين شعاعين Mو Bو A ي تمثّل النقاطإلى الأعداد العقدية الت zو bو aلنرمز 

argالتي يقيسها المقدار 
z a

z b

 −    − 
  ؟ 

zلوضع   � zبالشكل  ′ a

z b

−

−
)، نكتب  2)z

z
z i

− −
′ =

−
)، ونعرّف النقطتين  )A i و( 2)B −.  

  .وضّع هاتين النقطتين �
zتحقّق أنّ  � Mحقيقي إذا وفقط إذا كان  ′ B=  أو( , ) {0, }MA MB π∈

���� ����

.  
zلا تنس أنّ ( .وعيّن طبيعتها الهندسية ∆مثّل المجموعة  � i≠  ّومن ثَم(M A≠.  
  ومثّلها هندسياً. Γعيّن بالمثل المجموعة  �

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  
  

)باتباع الخطوات المشار إليها. نعرّف النقطتين  )A i و( 2)B )عندئذ تنتمي  .− )M z  إذا وفقط  ∆إلى

Bzإذا كان  z=  أوarg 0 ( )B

A

z z

z z
π

 −   =   − 
M إنّ  وهذا يكافئ القول  B=  أو إنّ الزاوية الموجهة

AMللشعاعين 
�����

BMو 
����

): πأو  0تساوي   , ) {0, }AM BM π∈
����� ����

AM. هذا يعني أنّ الشعاعين 
�����

 
BMو

����

)ستقيم تقع على الم Mمرتبطان خطياً، أو أنّ النقطة   )AB  ومختلفة عنA إذن .
( ) }\{AB A∆ = .  

)بالمثل، تنتمي  )M z  إلىΓ  كان  إذاإذا وفقطBz z=  أوarg (2 )
2

B

A

z z

z z

π
π

 −   = ±   − 
وهذا يكافئ  

Mالقول إنّ  B=  أو إنّ الزاوية الموجهة للشعاعينAM
�����

BMو 
����

تساوي 
2

π
، أي إنهما متعامدان. ±

]ي تُرى منها القطعة المستقيمة تنتمي إلى مجموعة النقاط الت Mفالنقطة  ]AB تحت زاوية قائمة 
]. هي إذن الدائرة التي قطرها  Aباستثناء النقطة  ]AB  محذوفاً منها النقطةA وعليه .Γ  هي الدائرة

]التي قطرها  ]AB  محذوفاً منها النقطةA و ∆. ونترك مهمة رسمΓ .للقارئ  
  

  

  الحل
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      إلى الأمام قدُُماً 
 � !"��#$ %&'() �'*	+,-./  

 ABCD. أثبت أنّ الرباعي Dو Cو Bو Aأربع نقاط  dو cو bو aتمثّل الأعداد العقدية   
aيكون متوازي الأضلاع إذا وفقط إذا كان  c b d+ = +.  

  
منتصف  متوازي الأضلاع إذا وفقط إذا تناصف قطراه. ولكن العدد العقدي الذي يمثل ABCDيكون 

[ ]AC  هو
2

a c+ والعدد العقدي الذي يمثل منتصف ،[ ]BD  هو
2

b d+  وينطبق المنتصفان إذا وفقط

aإذا كان  c b d+ = +.  

 � � 0	
1����&2  �(323$� 4
 3

8

π.  

2aاللتين يمثلهما العددان  Bو Aنتأمّل النقطتين    3و = /42 ib e π= وليكن .I  منتصف
[ ]AB.  
.a�  ارسم شكلاً مناسباً، وبيّن طبيعة المثلثOAB.  
.b�  استنتج قياساً للزاوية( , )u OI

���
�.  

.a�  احسب العدد العقديIz  المُمَثّل للنقطةI .بصيغته الجبرية والأسية  

.b�  3استنتج كلاًّ من
cos

8

π 3و
sin

8

π.    

  
). المستقيم Oمثلث متساوي الساقين رأسه  OABالمثلث  � )OI  متوسط في هذا المثلث فهو منصف

3زاوية رأسه، ومنه 
8

( , )u OI π=
���
�.  

)هنا  � ) 3 /41
1

2
i

Iz a b e π= + =   أولى لدينا إذن من جهة +

2 2
1

2 2Iz i= − +  

3ومن جهة ثانية  /8 3 /8| | 2 2i i
I Iz z e eπ π= ⋅ =   .  وهكذا نجد أنّ −

3 3 2 2 2
2 2 cos sin

8 8 2 2
i i

π π  −− + = +  
  

3    أو  3 1
cos sin

8 8 4 2 2 4 2 2

i
i

π π
+ = +

+ −
   

3 نجد ومنه بمقارنة الجزأين الحقيقيين والتخيلييّن 1
cos

8 4 2 2

π
=

+
3و  1

sin
8 4 2 2

π
=

−
.  

  الحل

  الحل

  6 

  5 

O

A

B

I



  

17  

αالشكل واحسب المجموع  تأمّل  β γ+ هي القياسات الأساسية للزوايا  γو βو αحيث  ،+

)الموجهة  , )OAOD
���� ����

)، و , )AB AD
���� ����

)و   , )BC BD
���� ����

  بالترتيب. 

  

  
أصغر من  γو βو αلاحظ أوّلاً أنّ كلاً من الزوايا 

4
π فمجموعها .θ α β γ= +  إلىنتمي ي +

,0[ المجال [π.  
ODالشعاع  ����

����

8يمثله العدد العقدي   65 ii e α+ =. 

ADالشعاع  ����
����

5يمثله العدد العقدي   26 ii e β+ =.  
BDالشعاع  ����

����

2يمثله العدد العقدي   5 ii e γ+ =.  
  نستنتج إذن أنّ 

65 26 5 (2 )(5 )(8 )ie i i iθ = + + +  
  أو

3 265 2 15 66 80 65(1 )ie i i i iθ = + + + = +  

1وأخيراً  1

2 2

ie iθ = 1. إذن +
cos

2
θ ,0[زاوية من  θولكن  = [π فلا بد أن يكون ،

4

π
θ =.  

  

)نقرن بكل نقطة   )M z  1من المستوي حيث
2

z i≠ Mالنقطة  − لها العدد العقدي التي يمث ′
2

1 2

z i
z

iz

+
′ =

−
إلى  M. أثبت أنّه إذا انتمت 1ونصف قطرها  Oالدائرة التي مركزها  Γلتكن  .

Γ  انتمتM   ؟أيضاً. أيكون العكس صحيحاً  Γإلى  ′
  

  
  

zإذا وفقط إذا كانت طويلتها تساوي الواحد لذلك سنسعى إلى مقارنة طويلة  Γة إلى الدائرة تنتمي نقط ′ 
zبالواحد، وهذا يُكافئ مقارنة مربّع طويلة  بالواحد. التعامل مع مربّع طويلة عدد عقدي أمر يسير لأنه  ′

  يساوي جداء ضرب هذا العدد بمرافقه.
  

  الحل

  الحل
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γ
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|2لنحسب إذن المقدار  | 1z ′ 2في حالة  −

1 2

z i
z

iz

+
′ =

−
.  
2 2 2

2

2 2

2

2 2 1 2
1 1

1 2 1 2

( 2 )( 2 ) (1 2 )(1 2 )

1 2

z i z i iz
z

iz iz

z i z i iz iz

iz

+ + − −
′ − = − =

− −

+ − − − +
=

−

  

  إذن
2 2 2

2

2 2

| | 4 2 2 1 4| | 2 2 3(1 | | )
1

1 2 1 2

z iz iz z iz iz z
z

iz iz

+ + − − − + − −
′ − = =

− −
  

|2من هذه المساواة نرى أنّه يوجد تكافؤ بين الخاصتين  | 1 0z − |2و = | 1 0z ′ − ، فإذا تحققت =
)الأولى تحققت الثانية وبالعكس. وعليه تنتمي  )M z  إلىΓ ) أي(| | 1z إذا وفقط إذا انتمت النقطة  =

( )M z′ |)أي ( Γإلى  ′ | 1z ′ =.  
  

 56 � 7
�56 � 7
�56 � 7
�56 � 7
�8�	8�	8�	8�	  

. النقطة Aقائماً في  ABCالمستوي الموجّه، مثلّثاً مباشراً  فينتأمّل 
M  هي المسقط القائم للنقطةA  على( )BC وبالترتيب ،H وK  هما

)على  Mالمسقطان القائمان للنقطة  )AB  وعلى( )AC بالترتيب .
)نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين  )OA و( )HK .  

)نختار معلماً متجانساً ومباشراً  ; , )O u v
]في منتصف   Oبحيث تقع  �� ]BC  ويكونu

عمودياً  �
)على  )AB وv

)موجّهاً للمستقيم شعاعاً  � )AB ونرمز ., , , , ,a b c h k m  إلى الأعداد العقدية التي
,تمثل النقاط  , , , ,A B C H K M.  

aعلّل ما يأتي :   � b= وa m h k− = −.  

.a�  ّأثبت أنarg
2

a m

b

π −  =  
argأو  

2

a m

b

π −  = −  
.  

.b� أنّ  استنتجarg
2

h k

a

π −  = −  
argأو  

2

h k

a

π −  =  
  ، ثمُّ أثبت المطلوب.

  
aبالنسبة إلى محور الفواصل استنتجنا أنّ  Aنظيرة  Bلأنّ  � b= . الرباعيAHMK .مستطيل  

)Reفيكون لدينا من جهة أولى  ) Im( )MA a m u a m v= − + −
����

  إذن ��
Re( )MH a m u= −

�����
)Imو   � )HA a m v= −

����
�  

  

  الحل
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)Re ومن جهة ثانية ) Im( )KH KA AH MH HA a m u a m v= + = − = − − −
���� ���� ���� ����� ����

  إذن، ��
Re( ) Re( )h k a m− = )Imو − ) Im( )h k a m− = − −  

aوهذا يكافئ   m h k− = −.  

MAالشعاعان  �
����

OBو 
����

)متعامدان، أي   , ) (2 )
2

OB MA
π
π= ±

���� ����

argأو   (2 )
2

a m

b

π
π

 −  = ±  
. 

argأي  (2 )
2

h k

a

π
π

  −    = ±     
argومن ثَمّ   (2 )

2

h k

a

π
π

 −  =  
)أي  ∓ , ) (2 )

2
OA KH

π
π=

���� ����

∓ 

)فالمستقيمان  )OA و( )HK .متعامدان  
  

 OCDو OABالمثلثات  .الشكل المجاور المستوي الموجّه فينتأمّل  

 Kو Jو Iمثلثات قائمة ومتساوية الساقين ومباشرة. النقاط  ADEو
هي منتصفات أوتار هذه المثلثات. نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين 

( )AJ و( )IK  ّوأنIK AJ= ه ؤ مبد اً . نختار معلماً متجانساً مباشر
O ونرمز .a وc  إلى العددين العقديين المُمثّلين للنقطتينA وC .  

.a�  عبّر بدلالةa وc  عن الأعداد العقدية التي تمثّل النقاطB وD وE.  
.b�  استنتج الأعداد العقديةIz وJz وKz   التي تمثّل النقاطI وJ وK.  
)أثبت أنّ  � )K I Jz z i z a− =   . ثمُ استنتج الخواص المطلوبة.−

  
  

)إذا كانت  )M z′ )صورة  ′ )M z  وفق الدوران ربع دورة بالاتجاه الموجب حولO الذي نرمّزه ،Rكان ،  
/2iz e z izπ′ = =  

)لما كان  )B A= Rو ،( )D C= R كان ،b ia= وd ic= ّولأن .E  هي صورةd  وفق الدوران
)كان  aربع دورة بالاتجاه الموجب حول  )e a i d a− =   ومنه −

( ) (1 )e a i ic a i a c= + − = − −  
  إذن

( )

( )

( )

1 1

2 2
1 1

2 2
1 1

( )
2 2

I

J

K

i
z a b a

i
z c d c

i
z e d a c

+
= + =

+
= + =

−
= + = −
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  ومنه

( ) ( )

1 1 1
( ) ( )

2 2 2
1 1

1 1 2 1 1 0
2 2

K I J

i i i
z z i z a a c a i c a

i i i a i i c

 − + + − − − = − − − −   

= − − − + + − + − + =

  

)إذن  )K I Jz z i z a− =   . وعليه−

K I Jz z z a− = argو −
2

K I

J

z z

z a

π −   =   − 
  

IKأي  AJ= و( , )
2

AJ IK
π

=
���� ���

)، فالمستقيمان  )AJ و( )IK .متعامدان  

  
  

نُنشئ خارجه  .ABCDالمستوي الموجّه رباعياً محدباً مباشراً  فينتأمّل  

 NCBو MBAالتي تجعل المثلثات  Qو Pو Nو Mالنقاط 
بالترتيب ومتساوية  Qو Pو Nو Mقائمة في  DQAو PDCو

  الساقين ومباشرة.
MPأثبت باستعمال الأعداد العقدية أنّ  NQ=  وأنّ المستقيمين( )MP 

)و )NQ امدانمتع.  

  
  

)إذا كانت  )M z′ )صورة  ′ )M z  وفق الدوران ربع دورة بالاتجاه الموجب حول نقطة( )ωΩكان ،  
/2( )iz e z iz iπω ω ω′ − = − = −  

zو zمن  ωومن ثَمّ تتعيّن    بالعلاقة :  ′
1 1

(1 ) (1 )
2 2

i z i zω ′= + + −.  

���� A  هي صورةB  حول  مباشرةدوران ربع دورة وفقM، 1   إذن 1
(1 ) (1 )

2 2
m i a i b= + + −. 

���� B  هي صورةC  حول  مباشرةدوران ربع دورة وفقN، 1   إذن 1
(1 ) (1 )

2 2
n i b i c= + + −. 

���� C  هي صورةD  حول  مباشرةدوران ربع دورة وفقP،  1  إذن 1
(1 ) (1 )

2 2
p i c i d= + + −. 

���� D  هي صورةA  حول  مباشرةدوران ربع دورة وفقQ، 1   إذن 1
(1 ) (1 )

2 2
q i d i a= + + −. 

  

  الحل
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  وعليه نرى أنّ 
1 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
2 2 2 2
1 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
2 2 2 2
1 1 1 1

( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
2 2 2 2

p m i a i b i c i d

q n i a i b i c i d

i p m i a i b i c i d

− = − + − − + + + −

− = + − − + − − + +

− = + − − + − − + +

  

)إذن  )q n i p m− =   . وهذه تعني أنّ −

q n p m− = argو    −
2

q n

p m

π −  =  − 
  

MPإذن  NQ=  والمستقيمان( )MP و( )NQ .متعامدان  
  

نقطة من  I .Dمركزه النقطة  ABCنتأمّل في المستوي الموجّه مثلثاً متساوي الأضلاع مباشراً  

]داخل القطعة المستقيمة  ]BC نُنشئ مثلثين متساويي الأضلاع مباشرين .BED وDFC .
متساوي  IJK. نهدف إلى إثبات أنّ المثلث DFCو BEDمركزي المثلثين  Kو Jونعرّف 
)ع. نختار معلماً متجانساً مباشراً  الأضلا , , )B u v

BCبحيث  �� au=
����

aحيث  � BC=.  
  بالترتيب.  Iو Aاللذين يمثلان  Izو Az، العددين العقديين aاحسب، بدلالة  �
BDنفترض أنّ  � tBC=

���� ����

t]0,1[حيث    Jz، العددين العقديين tو aاحسب بدلالة  .∋
  بالترتيب. Kو Jاللذين يمثلان  Kzو

)3/تحقّق أنّ  � )i
K I J Iz z e z zπ− =   ة.، واستنتج الخاصة المرجوّ −

  
� A  هي صورةC  وفق الدوران الذي مركزهB  وزاويته

3

π فإذا ،

3/وضعنا تسهيلاً للكتابة  1 3
2 2

ie iπω = = Az، كان + aω= .

)وكان  )
1 1

3 3I B C Az z z z a
ω+

= + + =.  

BDمن  � tBC=
���� ����

Dzنستنتج أنّ   ta=  ّ0لأنBz = 
Czو a= والنقطة .E  صورة هيD  وفق الدوران الذي مركزه

B  وزاويته
3

π
E، إذن − Dz z t aω ω=   ومنه =

( )
1 1

3 3J B D Ez z z z ta
ω+

= + + =  

  الحل
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وزاويته  Cوفق الدوران الذي مركزه  Dصورة هي  Fالنقطة 
3

π  إذن ،( )F C D Cz z z zω− = − 

1)ومنه  )Fz a taω ω= −   . نستنتج إذن أنّ +

( ) ( )
1 1

(2 ) (1 )
3 3K C D Fz z z z a taω ω= + + = − + +  

  ومنه

( )

( )

( )2

2

1
(1 2 ) (1 )

3
1

(1 ) (1 )
3
1

( ) ( 1) ( )
3
1

( ) (1 )
3

K I

J I

J I

K I J I

z z a ta

z z ta a

z z ta a

z z z z a

ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

− = − + +

− = + − +

− = + − +

− − − = − +

  

2ولكن  2 /3 1 3
2 2

ie iπω = = − 3/و + 1 3
2 2

ie iπω = = 21إذن  + 0ω ω− + نكون قد أثبتنا . ف=

)أنّ  )K I J Iz z z zω− = وزاويته  Iوفق الدوران الذي مركزه  Jهي صورة  Kأي إنّ  −
3

π  .

  مثلث متساوي الأضلاع. IJKفالمثلث 
]يقع على القطعة المستقيمة  IJK. بيّن أنّ مركز المثلث تتمة ]BC.  

)العقدي بمعلم متجانس مباشر المستوي  نزوّد  ; , )O u v
Bو Bو ′Aو A. النقاط �� هي النقاط  ′

  بالترتيب. −iو iو −1و 1الموافقة للأعداد العقدية 
)نقرن كل نقطة    )M z  مختلفة عن النقاطO وA وA′ وB وB 1النقطتين  ′ 1( )M z 2و 2( )M z 

  قائمين ومتساويي الساقين بحيث 2AMMو 1BMMبحيث يكون المثلثان 

1 1 2 2( , ) ( , )
2

M B M M M M M A
π

= =
����� ������ ������ �����

  

  رسم شكلاً مناسباً.ا �
.a�  1علّل صحة المساواتين 1( )z z i i z− = 2و − 21 ( )z i z z− = −.  
.b�  1عبّر عنz 2وz  بدلالةz.  
.a�  نهدف إلى تعيين النقاطM  1التي تجعل المثلث 2OM M .مثلثاً متساوي الأضلاع  
.a�  1أثبت أنّ الشرط 2OM OM=  1يُكافئz z i+ = مجموعة النقاط  ∆ج واستنت +

M  1التي تجعل 2OM OM= على الشكل نفسه.  ∆، وارسم  

.b�  1أثبت أنّ الشرط 1 2OM M M=  2يُكافئ 2
1 2z z+ =.  

.c�  استنتجΓ  مجموعة النقاطM  1التي تحقق 1 2OM M M= وارسم ،Γ .على الشكل نفسه  

  13  
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.d� ط استنتج مما سبق النقاM  1التي تجعل 2OM M  الأضلاعمثلثاً متساوي دها على . وحد
  الشكل.

  
 1Mمباشرة حول  وفق الدوران ربع دورة Bهي صورة  Mإنّ  �
2/إذن

1 1( )iz z e i zπ− = 1، أو − 1( )z z i i z− = . وبالمثل −
إذن  2Mوفق الدوران ربع دورة مباشرة حول  Mهي صورة  Aإذن 

2 21 ( )z i z z− =     . نستنتج إذن أنّ −

1

1
(1 )( 1)

2
z i z= + 2و    +

1
(1 )(1 )

2
z i iz= + −  

  
.a 1الشرط � 2OM OM=  1يُكافئ 2| | | |z z=  وهذا بدوره يُكافئ  

1 1 ( )( )z iz i i z i i z i z+ = − = − + = − + = +  
Bأو  Az z z z′ ′− = 1التي تجعل  Mمجموعة النقاط  ∆. إذن − 2OM OM= هي مجموعة ،

Bو ′Aالنقاط المتساوية البعد عن  ]، فهي إذن محور القطعة ′ ]A B′   منصف الربع الأوّل.أي ، ′
  

.b  ّنلاحظ أن
2

2 1

(1 )

2

i
z z z iz

+
− = − = 1إذن  − 2 | |M M z=1، و 1

1
| | 1

2
OM z z= = + 

2إذن الشرط يُكافئ  2
1 2z z+ =.  

  
.c  تنتمي( )M z  إلىΓ  1مجموعة النقاط التي تحقق 2 1M M OM= إذا وفقط إذا تحقق الشرط 

2 2
1 2z z+ 2، ولكن نعلم من متطابقة متوازي الأضلاع أنّ = 2 2

1 1 2 2z z z− + + = + ،

2فالشرط  2
1 2z z+ 2يُكافئ إذن أنّ  =

1 2z − 1أو  = 2z − هي الدائرة  Γ. فالمجموعة =
   .Bوتمر بالنقطة  A، أي الدائرة التي مركزها 2ونصف قطرها  Aالتي مركزها 

.d  1إذن يكون المثلث 2OM M  متساوي الأضلاع، إذا وفقط إذا انتمتM  إلى تقاطع المجموعتينΓ 
1)إذا كانت  ∆إلى  z. تنتمي ∆و )z t i=  Γإلى  Mعدد حقيقي نعيّنه بشرط انتماء  tحيث  +

2أي  2
1 (1 ) 2 (1 )t i t i+ + = 2، وهذه تُكافئ + 2 2(1 ) 4t t t+ + 22أو = 2 1 0t t− −   ، ومنه =

1 3 1 3
,

2 2
t

  + − ∈  
   

  

1وعلى هذا يكون  2OM M  متساوي الأضلاع، إذا وفقط كان العدد العقدي الممثل للنقطةM  واحداً من

1بين:   3 1 3
(1 ), (1 )

2 2
i i

  + − + + 
   

.  
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  يبيّن الشكل الآتي الأوضاع التي يكون عندها المثلث المدروس متساوي الأضلاع
  

  
∆

A

B

A′

B ′

M

2M

1M

Γ

∆

A

B

A′

B ′

M

2
M

1M

Γ



1  

  

  
  التحليل التوافقي 
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 .إنشاء قوائم من عناصر مجموعة: التراتيب، التباديل والتوافيق  -

 .المبدأ الأساسي في العدّ  -

 عدد التراتيب، عددالتوافيق، العاملي وخواص هذه الأعداد  -

 منشور ذي الحدين، -

 تطبيقات منشور ذي الحدين في تحويل بعض العبارات المثلثية. -
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  152152152152صفحة   تَدربْ 

  اختزل المقادير الآتية دون استعمال الآلة الحاسبة:   �

2

7 ! 6 4! 6! 5! 17 ! 21!

10! 5! 5! 15! 20!
6! 7

5!

3

! 9! 9! 6! 1 42

2!3!4 ! 6! 5! 5! 7 !( )! !4 ! 3

× −

+
× ×

−

×
� � � � �

� � 	 
 �

  

  
1 6
6 5

5 272 21

20 84 126 20 0

� � � � �

� � 	 
 �
  

  اختزل المقادير الآتية:   �
(2 )! (2 1)! (2 1)! ( 1)!

2( !) ( 1)! (2 1)! ( 1)!
(2 )! 1 1 ( 1)! !

1 3 5 (2 1) ! ( 1)! ! ( 1)!

n n n n

n n n n

n n n

n n n n n

− − + +
− − − −

−
− −

× × × − + +

� � �

� � �
⋯

  

  
2 1

(2 1)!
2 (2 1) ( 1)

( 1)!
1 1

2 !
( 1)! ( 1) ( 1)! ( 1)

n
n

n

n
P n n n n

n

n
n

n n n n n

−
−

= + +
−

=
+ + ⋅ − +

� � �

� � �

            


}اكتب جميع تباديل المجموعة     , , , }E a b c d=        

  
!4 هذه المجموعة يساويعدد تباديل    مبينة في الجدول الآتي:هذه التباديل . و =24

dabc cabc bacd abcd

dacb cadb badc abdc

dbac cbad bcad acbd

dbca cbda bcda acdb

dcab cdab bdac adbc

dcba cdba bdca adcb

  

,1,2,5}لتكن المجموعة   � 8,9}S =.   
  ؟Sكم عدداً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة  �
  ؟Sمن منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة  اً كم عدداً مختلف الأرقام ومؤلف �
  ؟Sكم عدداً زوجياً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة  �
  

    الحل

    الحل

    الحل
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5هناك خمسة خيارات للآحاد وخمسة خيارات للعشرات، إذن هناك  � 5 25× من منزلتين مؤلفاً عدداً  =

   .Sيمكن تشكيله من عناصر المجموعة 

هناك خمسة خيارات للآحاد وفقط أربعة خيارات للعشرات؛ إذ لا يمكن اختيار العدد الموافق للآحاد  �
5مجدداً، إذن هناك  4 20× ؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر معدداً  مختلف الأرقام  =

   .Sالمجموعة 

هناك خياران فقط للآحاد؛ إذ يجب أن يكون الرقم زوجياً، وخمسة خيارات للعشرات، إذن هناك  �
2 5 10×    .Sها من عناصر المجموعة مؤلفة من منزلتين يمكن تشكيلأعداد زوجية  =

  
  

قوامها مهندس واحد وعامل واحد مختلفة لجنة كم عمال،  أربعة، و مهندساني أحد مراكز الهاتف ف  �
  ؟لمتابعة أعمال الصيانة في المركزيمكننا تأليفها 

  
2 يمكن تأليف، إذن للعاملخيارات  أربعةو  للمهندسخياران هناك  4 8× لجنة مختلفة لمتابعة أعمال  =

  .الصيانة
  

  

 نائب للرئيس،و أعضاء، بكم طريقة يمكن اختيار رئيس،  سبعةيتألف مجلس إدارة نادي رياضي من   �
  للنادي؟ وأمين سرٍ 

  
إذن  سبعة خيارات للرئيس، فتبقى ستة خيارات لنائبه، وبعدها يبقى لدينا خمسة خيارات لأمين السر.هناك 
6هناك  5 217 0× ×   وأمين سره. ،مجلس إدارة النادي ونائبه رئيس خياراً مختلفاً للفريق المكوّن من =

  

  

كم  )ذهبية، فضية، برونزية(ئة متسابق في سباق للدراجات، يجري فيه توزيع ثلاث ميداليات اشترك م   �
  .)لا توجد حالات تساوٍ (نتيجة ممكنة لهذا السباق؟ 

  
ممكنناً للحصول على خياراً  99ار ممكن للحصول على الميدالية الذهبية، فيبقى بعدها  خي 100هناك 

هناك إذن  .برونزيةممكنناً للحصول على الميدالية ال خياراً  98 يبقىتوزيع الأخيرة  ، وبعدالميدالية الفضية
99 98 9 2 010 00 70× ×   .توزيعاً ممكناً للميداليات الثلاث على المتسابقين =

    الحل

    الحل

    الحل

    الحل
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  155155155155صفحة  صفحة  صفحة  صفحة   تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

  كسور غير قابلة للاختزال : اختزل المقادير الآتية واكتبها بصيغة أعداد صحيحة أو   �
4 8 5 6 7

12 64 3 3 4 5
8 210 9 9 9

1 3 3 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

×
� � � � � �   

  
1 2 25 1

495 15
10 3 14 4

� � � � � �  

1أثبت صحة المساواة    �
1( ) ( )n n

n r rr
−
2nفي حالة  −= 1و ≤ r n≤ ≤.  

  
1
1

( 1)! !

( 1)! (( 1) ( 1))! ( 1)! ( )!
! !

( 1)! ( )! ! ( )!
)

(

(

)

n
r

n

r

n n
n
r n r r n r

r n n
r r

r r n r

n

r n r

−
−

−
= =

− ⋅ − − − − ⋅ −

= ⋅ = ⋅ =
− ⋅ − ⋅ −

  


  التي تحقّق الشرط المعطى في الحالات الآتية: nن الأعداد الطبيعية عيّ    
10 10

3 2 4 2 23 14 36( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n n+= = =� � �  

  
� 2 36( )n )تعني  = 1)

2
36

n n− )أي  = 1) 72n n − )أو  = 9)( 8) 0n n− + عددٌ  n، ولكنّ =
8طبيعي، إذن  0n + 9ولا بُدّ أن يكون  < 0n − 9nأو  = =.  

4عدداً يحقّق  nكان إذا  � 23 14( ) ( )n n
أيضاً ولوجب  4لوجب أن يكون عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  =

  أن تتحقّق المساواة
( 1)( 2)( 3) ( 1)

3 14
24 2

n n n n n n− − − −
=   

)وهذه تكافئ  )( 1) ( 2)( 3) 56 0n n n n− − − − )أو = 1)( 5)( 10) 0n n n n− + − عددٌ  n، ولأنّ =
10n. ونتحقّق مباشرة أنّ 10يجب أن يساوي  nاستنتجنا مما سبق أنّ  4طبيعي أكبر أو يساوي  هو  =

  المعطاة. حل للمعادلة
10أي حلّ للمعادلة  � 10

3 2( ) ( )n n+=  هو عدد طبيعيn  0يحقّق 3 10n≤ أي هو أحد الأعداد  ≥
ذه القيم، فنجد المساواة غير محقّقة . وهذه حالة بسيطة جداً إذ يكفي أن نحسب الطرفين عند ه{0,1,2,3}
n{0,3}في حالة  n{1,2}ونجدها محقّقة في حالة  ∋   .{1,2}، إذن مجموعة الحلول هي ∋

    الحل

    الحل

    الحل
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تحوي خمسة عشر رجلاً وأربع  نريد تأليف لجنة مكوّنة من أربعة أشخاص مأخوذين من مجموعة   �
  عشرة امرأة.

  كم لجنة مختلفة يمكننا تأليفها؟ �
  كم لجنة مختلفة مكوّنة من رجلين وامرأتين يمكننا تأليفها؟ �

  
  من بينهم عدد عناصرها أربعة. هناك إذن هناك )لجنة( شخصاً ونريد اختيار مجموعة جزئيّة 29لدينا  �

29 29 28 27 26
237514 4 3 2 1

( ) × × ×
= =

× × ×
  

  خياراً ممكناً.
15نصرين، ولدينا رجلاً ونريد اختيار مجموعة جزئيّة من بينهم مكونة من ع 15لدينا  �

2( خياراً ممكناً،  (

14امرأة ونريد اختيار مجموعة جزئيّة من بينهن مكونة من عنصرين، إذن لدينا  14ولدينا أيضاً 
2( خياراً  (

  ممكناً،. هناك إذن هناك
14 15 14 13 15 14

95552 2 2 1 2 1
( ) ( ) × ×

= ⋅ =
× ×

×  

  راً ممكناً.خيا
  
  

 
  159159159159صفحة   تَدربْ 

  انشر كلاً من العبارات الآتية:  �
6 5 4

4

4 3

(2 1) (1 ) (2 )

1
(2 ) (1 2 )

x x x

i i x
x

+ − +

 − + +   

� � �

� � �
  

  
4 2 3 4

5 2 3 4 5

6 6 5 4 3 2

4

4 2

2 4

3

4

(2 ) 16 32 24 8

(1 ) 1 5 10 10 5

(2 1) 64 192 240 160 60 12 1

1 4 1
4 6

(1 2 ) 11 2

(2 ) 7 24

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x
x x x

i i

i i

+ + + + +

− = − + − + −

+ = + + + + + +

  + = + + + +  
+ = − −

− = − −

= �

�

�

�

�

�

  

  

    الحل
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عيّن في منشور  �
10
1

x
x

  +   
  .xوالحدّ الثابت المستقل عن  2xذي يحوي الحدّ ال 

  
) هي في منشور ذي الحدين rالصيغة العامة للحد ذي الدليل  ) n r rr

n
rT a b−= وفي حالتنا  

( )10 1010 1 10 2( ) ( )r r r
r r rx
T x x− −= =  

10  حيث rهو الحد ذو الدليل  2xالذي يحوي فالحدّ  2 2r− 4r أي =  .2210x يساويوهذا الحدّ . =
10حيث   rهو الحد ذو الدليل  تالثابالحد  اثلة نجد أنّ بطريقة ممو  2 0r− 5rأي  = . وهذا الحدّ =

  .252 يساوي


2كي يحتوي منشور  nبيعي ما الشرط على العدد الط  1
n

x
x

  +   
  .xعلى حدّ ثابت مستقل عن  

  
   في هذا المنشور هي rذي الدليل الصيغة العامة للحد 

( )12( ) 2 3( ) ( )n nn r n rr

r r rx
T x x− −= =  

2  الشرط تحقّق rلدليل وجود قيمة ل يكافئفي المنشور وجود حد ثابت  3 0n r−  nفلا بدّ أن يكون  =
  .3من مضاعفات العدد 

2فإنّ  3ن مضاعفات العدد م nإذا كان  ،وبالعكس

3

n
r تحقّق الشرط المطلوب ويحتوي المنشور على  =

2هو الحد ذي الدليل  حدّ ثابت /3r n= .  
)اختزل منشور المقدار  � ) ( )6 6

1 1x x+ + −.  

  
6 6 2 4 6

2 2 4

(1 ) (1 ) 2 30 30 2

2(1 )(1 14 )x

x x x x

x

x

x= + +

+ = + +

+

+ − +.  

    الحل

    الحل

    الحل



8 

��������������������  

  المختلفة السحبأنواع  

    .9و 8و 7و 6نتأمّل صندوقاً يحوي أربع كرات تحمل الأرقام 

� &�	�'� (� )*+��  

  نُجري التجربة الآتية:
 ، أي إننا نُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد كل مرّة.على التتالي مع الإعادةنسحب ثلاث كرات  ����

 أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. بترتيب السحبنُدوّن  ����

E{6,7,8,9}ائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة إذن نتيجة التجربة هي ثلاثية أو ق . فمثلاً =
في  7في السحب الأوّل والكرة التي تحمل الرقم  9تمثّل سحب الكرة التي تحمل الرقم  (9,7,7)الثلاثية 

  في السحب الثالث. 7لكرة التي تحمل الرقم السحب الثاني وا
  كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ �
  كم نتيجة ممكنة في كل من الحالات الآتية : �
.a� ؟ 7والثالثة تحمل الرقم  9، والثانية تحمل الرقم 6لرقم الكرة المسحوبة أولاً تحمل ا  
.b�  ؟ 7، والثانية تحمل الرقم 8الكرة المسحوبة أولاً تحمل الرقم  
.c�  ؟ 8، والمسحوبة ثالثاً تحمل الرقم 9الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم  
d�  ؟ 7الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم  

�  )*+��  ,%�&�	��  

  نُجري التجربة الآتية:
، أي إننا لا نُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد كل إعادةدون على التتالي نسحب ثلاث كرات  ����

 مرّة.

 أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. بترتيب السحبنُدوّن  ����

E{6,7,8,9}ن ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة هنا أيضاً تكون نتيجة التجربة ثلاثية أو قائمة م ، ولكن =
لثلاثة عناصر مأخوذة من  ترتيبفي هذه المرة يجب أن تكون بنود القائمة مختلفة مثنى مثنى. فهي إذن 

E.  
  كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ �
  من الفقرة السابقة، ولكن لهذا النوع من التجارب. �أجب عن فقرات السؤال  �
  

 1 نشاط 
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�  )*+��ً	.� ,/ 0  

  نُجري التجربة الآتية:
 ثلاث كرات من الصندوق. في آن معاً نسحب  ����

 مسحوبة.نُدوّن أرقام الكرات الثلاث ال ����

E{6,7,8,9}هنا يمكن تمثيل نتيجة التجربة بمجموعة جزئية مكوّنة من ثلاثة عناصر مأخوذة من  =.  
  كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ �
  ؟  7كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العدد  �

  ؟ 9و 8كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العددان  

  
��  34 4 4 4 64= × × =.  
.a �� 1 ..b �� 4 ..c �� 4 ..d �� 24 16=.  
��  3

4 4 3 2 24P = × × =.  
.a �� 1 ..b �� 2 ..c �� 2 ..d �� 3 2 6× =.  
��  4

3 4( ) =.  ��  3

2 3( ) = .�3  2

1 2( ) = .  

  مثلثات في مسدّس 

 عة على دائرة بحيث تشكلموزّ  Fو Eو Dو Cو Bو A طانق في الشكل المرسوم جانباً لدينا ست
   مسدّس منتظم. رؤوس

   منها لنحصل على مثلّث.نصل بين ثلاث نقاط نُجري التجربة الآتية: 
  أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟المثلثات التي يمكن  عدد ما �

  أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟يمكن التي المثلثات القائمة  عدد ما �


  أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟يمكن التي  المنفرجة الزاويةعدد المثلثات  ما 

  
كلّ مثلث يتعيّن بثلاث نقاط من النقاط الست المعطاة، وأي مجموعة جزئية مؤلفة من ثلاث نقاط تعين  �

6يساوي  أن نحصل عليها بهذا الأسلوبعدد المثلثات التي يمكن مثلثاً. إذن 

3 20( )    مثلثاً. =
عدا هي رؤوس المسدس  الأربعة مثلثات قائمة رؤوسه وترٌ  المسدسفي  يمر بمركز الدائرة كل قطر �

4فعدد المثلثات القائمة التي يمكن الحصول عليها ولدينا ثلاثة أقطار، القطر المختار  طرفيّ  3 12× = .  

الحصول  إذن عدد المثلثات المنفرجة الزاوية التي يمكنمثلاً.  Aفي  هناك مثلث واحدٌ منفرج الزاوية 

  . 6 أييساوي عدد رؤوس المسدس  الأسلوبعليها بهذا 

    الحل

 2 نشاط 

    الحل

A
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D
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  السرقةمنعاً من  

مكون من عدد  )كود(يوجد لبعض أنواع السيارات مذياع ذو قفل رقمي مضاد للسرقة يفتح عند إدخال رمّاز
,0,1ذي أربع خانات يمكن لأيّ منها أن يأخذ أياً من القيم  ,9…  .  

.a� ما هو عدد الرمّازات التي تصلح للقفل؟  
ينطلق الإنذار في السيارة إذا لم يجرِ إدخال أي خانة صحيحة في مكانها. ما عدد الرمازات التي 

  تُسبب انطلاق الإنذار.
.b� ما هو عدد الرمازات التي تصلح للقفل والمكوّنة من خانات مختلفة مثنى مثنى؟  
عند فصل التغذية الكهربائية عن المذياع، يجب على مالك السيارة أن يعيد إدخال الرماز الصحيح  �

 9و 5و 1مجدداً ليتمكن من استعمال المذياع. يتذكر المالك أنّ الرماز الصحيح مكوّن من الأرقام 
  ولكنه نسي ترتيبها.  9و

  كم رمّازاً مختلفاً يمكن للمالك أن يكوّن من هذه الأرقام؟

  
.a� 10 10 10 10 10000× × × نذار أمّا البقية وعددها . واحدٌ منها فقط صحيحٌ ولا يسبب انطلاق الإ=
  فأي منها يُطلق الإنذار. 9999
.b� 10 9 8 7 5040× × × =.  
، وبعدها يملأ الخانتين المتبقيتين بالرقم 5، وتبقى ثلاثة لموقع الرقم 1هناك أربعة خيارات لموقع الرقم  �
4إذن هناك  9   رمازاً مختلفاً يمكن للمالك أن يكونه من هذه الأرقام. ×3

  

  تحويل العبارات المثلثية 

�& ؟ ���
2� ��32� 45 	�  

cosnنهدف إلى التعبير عن مقادير مثل  x  أوsinn x أو حتى ،cos sinn mx x  بصيغة مجموع حدود من
)cosالصيغة  )b qx  أوsin( )c qx  حيثb وc أعداد حقيقية وn وm وq  أعداد طبيعية. فمثلاً رأينا في

2دراستنا السابقة أن :  1 1
cos cos2

2 2
x x= 2و     + 1 1

sin cos2
2 2

x x= −.  

هر أهمية هذه التحويلات خصوصاً عند حساب التوابع الأصلية، فإذا تمكّنّا من كتابة التابع تظ
cos sinn mx x x֏  بصيغة عبارة خطية لتوابع من النمطcos( )x qx֏  أوsin( )x qx֏ صار ،

  بإمكاننا حساب تابع أصلي لهذا التابع.

� 6	7� 0 �8��9�� :�;  

4sinلنسعَ إلى تحويل عبارة  x  إلى مجموع حدود من الصيغةcos( )a qx.   

 4 نشاط 

    الحل

 3 نشاط 
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sinنستعمل علاقتي أويلر : ����
2

ix ixe e
x

i

−−
cosأو   =

2

ix ixe e
x

−+
=:  

  
4

4 41
sin ( )

2 16

ix ix
ix ixe e

x e e
i

−
−

 −  = = −   
 

)4ثمُّ ننشر  ���� )ix ixe e−−  منشور ذي الحدّينباستعمال:  

  ( )4 4 3 2 2 3 41
sin 4 6 4

16
ix ix ix ix ix ix ix ixx e e e e e e e e− − − −= − + − +  

)نختزل هذه الصيغة باستعمال  ���� )ikx ik x i k k xe e e′ ′−  معاً لنجد −ipxeو ipxeثمُّ نجمّع كل حدّين   =−

  ( )4 4 4 2 21
sin ( ) 4( ) 6

16
ix ix ix ixx e e e e− −= + − + + 

2cosipxنستعمل علاقتي أويلر بالشكل  ���� ipxe e px−+ 2أو = sinipx ipxe e i px−−  لنجد =

  ( )4 1 1 1 3
sin 2 cos 4 8 cos2 6 cos 4 cos2

16 8 2 8
x x x x x= − + = − + 

2/فمثلاً لحساب  ����
4

0
sin x dx

π

 نكتب ∫

2
/2

4

00

1 1 3 3
sin sin 4 sin2

32 4 8 16
x dx x x x

π
π

π 
 = − + =
  

∫  

  .(تتطلب هذا الفقرة دراية ببحث التكامل)

� ��<9=  

  : xحوّل كلّ عبارة مما يأتي إلى مجموع نسب مثلثية لمضاعفات 
5 2 2 4sin cos sin cosx x x x
 � �.   

  

�   
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

4
4

4 4 2 2 4

4 4 2 2

1 1
cos 4 6 4

2 16 16

1 1
4 6 cos 4 4 cos2 3

16 8

ix ix
ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix

e e
x e e e e e e

e e e e x x

−
− − −

− − −

 +  = = + = + + + +   

= + + + + = + +

  

�   
( )

( )

2 2
2

2 2 2 2

4 4

1
cos sin

2 2 16

1 1 1
2 cos 4

16 8 8

ix ix ix ix
ix ix

ix ix

e e e e
x x e e

i

e e x

− −
−

−

   + −   = = − −        

= − + − = −

.  


    
( )

( )

5

5 5 5 3 31
sin 5( 10(

2 32

1
sin 5 5 sin 3

) )

10 sin
16

ix ix
ix ix ix ix ix ixe e

x e e e e e e
i i

x x x

−
− − −

 −  = = − +  

= +

− −


−

−
  

  

    الحل
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��	
�� 
	����   

  العلاقتين  صحةأثبت  
1

1

1

( )

( )

n
r n
n n r
r

+
+

=
+ −

و      
1

11
1

( )

( )

n
nr

n r
r

+
++ =
+

  

  
  لدينا 

1
( )! 1

( 1 )! 1

( 1

!

!

!

)!( )

( )

n
r n r n
n n r n r

n r

r n
r

+
⋅ − +

= × =
⋅ + − + −
+  

  وكذلك
1

! 11
( 1)

( )!

( )!

( 1)

! 1

!

!

( )

( )

n
r nr

n r r

n r

n r
r

n

n

+
⋅ ++ = × =

+ ⋅
−

− +
+  

  إذا علمت: rو nاحسب قيمة كل من  
3 8 1( ) ( )n n
r r

⋅ = ⋅ 1  و  − 1
2 51( ) ( )n n

rr
+ +⋅ = ⋅+  

  
3 من 8 1( ) ( )n n

r r
⋅ = ⋅   نستنتج أنّ  −

( 1)! ( 1)!8 ! 1

3 ! ( )! !
1

( )

( )

n
r n rn n rr

n r n r n r
r

− ⋅ − + − +
= = × =

⋅ −
−

  

3أو 3 11n r+ 1. ومن = 1
2 51( ) ( )n n

rr
+ +⋅ = ⋅+  

  نستنتج أنّ 
1

! ( 1)!5 ( 1)! 11
12 ( 1)! ( )! ( 1)! 1

( )

( )

n
r n rn n rr

n r n r n r
r

+
⋅ − ++ − ++= = × =+ + ⋅ − + +

 

2أو 7 3n r=   . وبالحل المشترك لجملة المعادلتين+
11 3 3

7 2 3

r n

r n

 − = − = −
 

)نجد  , ) (54,15)n r =.  
 

    الحل

2  

    الحل

1  
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 :في كل من الحالات الآتية nعيّن  
5 4 4 3

2 2

6 5 4 3
1 1

3 1 3 2
2 2 1 2

2 1 3 2
1 2 1

18 14

12 10

6 2

5 4

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P

− +

− −

+ + + +

− + +

= =

= =

= =

= =

� 


� �

�

�

�

�

  

  
4معادلة حلاً لل nإذا كان  � 3

2 14n nP P+ )كان  = 2)( 1)( )( 1) 14 ( 1)( 2)n n n n n n n+ + − = − − 
)ومنه  1)( 5)( 6) 0n n n n− − − 0nالقيمتان . = 1nو = 3مرفوضتان لأنّ  =

nP  معرّف فقط في
3nحالة  5nونتحقّق بسهولة أنّ . ≤ 6nو = هما حلان للمعادلة المعطاة. إذن مجموعة الحلول هي  =
{5,6} .  

5حلاً للمعادلة  nإذا كان  � 4
218n nP P   كان =−

( 1)( 2)( 3)( 4) 18( 2)( 3)( 4)( 5)n n n n n n n n n− − − − = − − − −  
)ومنه  2)( 3)( 4)( 9)( 10) 0n n n n n− − − − − ,2}. القيم = 5مرفوضة لأنّ  {3,4

nP  معرّف فقط في
5nحالة  9n. ونتحقّق بسهولة أنّ ≤ 10nو =   لمعادلة المعطاة. هما حلاّ ا =

4حلاً للمعادلة  nإذا كان   3

110n nP P   كان =−
( 1)( 2)( 3) 10( 1)( 2)( 3)n n n n n n n− − − = − − −  

)ومنه  1)( 2)( 3)( 10) 0n n n n− − − − معرّف فقط في حالة  4nP مرفوضة لأنّ  {1,2,3}. القيم =
4n 10n. ونتحقّق بسهولة أنّ ≤   .{10}هو حل للمعادلة المعطاة. إذن مجموعة الحلول هي  =
6حلاً للمعادلة  nإذا كان  4 5

112n nP P 6nكان  =−   وعندها  ≤
6

5
1

! ( 6)!
12

( 6)! ( 1)!
n

n

P n n
n

n nP −

−
= = × =

− −
   

  .{12}إذن مجموعة الحلول هي 
3حلاً للمعادلة  nإذا كان  5 2

1 22n nP P+ 2nكان  =+    تكافئ المعادلة المعطاة ما يأتيو  ≤
3
1

2
2

( 1)! ! ( 1)
2

( 2)! ( 2)! 2
n

n

n n n n

n nP n

P +

+

+ −
= = × =

− + +
   

)ومنه  4)( 1) 0n n− +   .{4}. إذن مجموعة الحلول هي =
2nالجواب  � =.  
2nالجواب  7 =.  
5nالجواب  8 =.  
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مرة واحدة فقط ، فكم  الآخرينالأشخاص التسعة ، يصافح كل منهم ي حفلف أصدقاءشرة يلتقي ع 
  صديقاً. nعمّم النتيجة السابقة إلى حالة  ؟ جرت في الحفلالتي  عدد المصافحات

  
كلما التقى شخصان تصافحا مرة واحدة، إذن عدد المصافحات يساوي عد المجموعات الجزئية المكونة من 

10فعدد المصافحات يساوي عنصرين. لدينا عشرة أشخاص 

2 45( )   n. وبوجه عام، في حالة حفل يضم =
)شخصاً يكون عدد المصافحات  1)

2 2
( )
n n n−=.  

  

   .أسئلة من عشرة سبعةطلب من الطالب الإجابة عن ــفي أحد الامتحانات يُ   
  ؟بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة  �
   ؟الأولى إجبارية الأربعة بكم طريقة يمكنه الاختيار إذا كانت الأسئلة  �

  
� 10 10

7 3 120( ) ( )= =.  
� 6

3 20( ) =.   
  

لجنة نشاط للصف مؤلفة من خمسة أشخاص.  تأليفطالبات  ثمانيو  اً طالب إثنا عشرصف فيه أراد  
 الحالات الآتية:كل من في مختلفة يمكن تأليفها بكم لجنة 

  .تينة مؤلّفة من ثلاثة طلاب وطالباللجن �
  في اللجنة طالبتان على الأكثر. �

  .ن على الأقلافي اللجنة طالبت 

  
� 12 8

3 2 6160( )( ) =.  
0طالبة حيث  kعدد اللجان التي تحوي  � 5k≤ 12يساوي  ≥ 8

5( )( )k k−  إذن عدد اللجان التي تضم ،
  طالبتين على الأكثر يساوي

12 8 12 8 12 8

5 0 0 5 1 1 5 2 2 10912( )( ) ( )( ) ( )( )− − −+ + =  

  عدد اللجان التي تضم  طالبتين على الأقل يساوي 

12 8 12 8 12 8 12 8

5 5 5 5 4 4 5 3 3 5 2 2 10752( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )− − − −+ + + =.  
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2)15في منشور  3x أمثالاحسب    3 )x+.  

  
15 ذا المنشور هو :في ه rالحد ذو الدليل  1515 15

2 (3 ) 2 3( ) ( )r r r r r
r r rT x x− −=   هي 3xال إذن أمث =

12 3 12 315
3 2 3 2 3 5 7 13 50 319 360( ) = × × × =×.  

 ؟ 1111ما آحاد وعشرات العدد   

  
11في منشور  rالحد ذو الدليل  1111 (1 10)= 1111 هو : + 11

1 (10) (10)( ) ( )r r r
r r rT −= جميع  إذن =

2الحدود  3 11, , ,T T T…  هي من مضاعفات المئة وإضافتها لا تؤثر في آحاد وعشرات العدد

0 1 111T T+   .1يساوي  1111. إذن كل من آحاد وعشرات العدد =

12في منشور  x)الذي لا يتعلق بالمتحول ( ما الحد الثابت  

3

1
( )x

x
 ؟ +

   
  هي في هذا المنشور  rذي الدليل الصيغة العامة للحد 

( )312 1212 11 2 4( ) ( )r r
r

r

r rx
T x x− −= =  

12 تحقّق الشرط  rوجود قيمة للدليل  يكافئفي المنشور وجود حد ثابت  4 0r− فلا بدّ أن يكون  =
3r 3والحد المطلوب هو  = 220T =.  

    لنتعلمّ البحث معاً 

  > �? (AّB� $	9�C���  

4nحيث  nمحدب عدد رؤوسه أثبت أن عدد أقطار مضلع )يعطى بالعلاقة  ،≤ 3)

2

n n −.  

   نحو الحلّ   ��

قطعة مستقيمة . فكم ل بين رأسين غير متجاورينقطعة مستقيمة تص هو عالمضلّ  في قطرالنعلم أن    �
ومن بين هذه القطع كم ضلعاً للمضلع  تصل بين رأسين مختلفين من رؤوس المضلع يمكن أن نرسم؟

  تجد؟
)2اشرح لماذا يمثل المقدار    � )

n
n−  .عدد الأقطار المطلوب  

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

10  

9  

    الحل

8  
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7  
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 V. أيّة مجموعة جزئية مكوّنة من عنصرين من nمجموعة رؤوس المضلع وعدد عناصرها  Vلتكن 

)2تعرّف إمّا قطراً في المضلع أو ضلعاً فيه. إذن  )
n  عدد الأقطار المطلوب مضافاً إليه عدد يساوي

). نستنتج أنّ عدد الأقطار يساوي nالأضلاع وهو  3)
2 2
( )
n n n

n
−− =.  

  �D<; EA� ���.���  

. ونرغب ABCDفي الشكل المجاور نتأمّل شبكة منتظمة مرسومة في مربّع   
بحساب عدد المستطيلات المرسومة في الشكل. علماً أن المربع مستطيل 

. خاص  
   نحو الحلّ   ��

غالباً ما يكون مفيداً، عند حلّ مسائل التعداد، إيجاد أسلوب عملي يتيح الحصول على الأشياء التي    �
ع مستقيمان شاقوليان مع مستقيمين نريد تعدادها، وهذا واحد من هذه الأساليب: تحقّق أنه عندما يتقاط

  أفقيين نحصل على مستطيل.
يجب أن نتيقّن من تعداد جميع الأشياء المطلوبة دون استثناء ودون تكرار. لنرمز إذن إلى المستقيمات    �

0الشاقولية  1 2 3 4 5, , ,( , , )v v v vv v بحيث ينطبق ( )AD  0علىv و( )BC  5علىv ولنرمز أيضاً إلى .
0المستقيمات الأفقية  1 2 3 4 5, , ,( , , )h h h hh h بحيث ينطبق ( )AB  0علىh و( )DC  5علىh.  

)وعلى هذا يمكن تمثيل كل مستطيل بالشكل    ){ },, { , }i j kh v vh
ℓ

i(مع   j≠ و(k ≠ ℓ ّلاحظ أن .
)الترتيب غير مهم أي إنّ المستطيل الموافق لـ  ){ },, { , }i j kh v vh

ℓ
هو نفسه المستطيل الموافق  

)لـ ){ },, { , }j i kh v vh
ℓ

)أو   ){ },, { , }j i kh v vh
ℓ

استنتج أنّ عدد المستطيلات المنشود يساوي عدد   ... . 
  أساليب اختيار مستقيمين شاقولييّن، ومستقيمين أفقيين.

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

   
6عدد المستطيلات المطلوب يساوي  عملاً بالمناقشة الموضّحة في نصّ الحلّ نجد أنّ  6

2 2 225( )( ) =.  
  

  �������� ��� ���� ��  

). ادرس كيف تتغيّر الحدود المتتالية nفي حالة عدد طبيعي    )
0

( )
r n

n
r

≤ ≤
، واستنتج أنّ المساواة 

( ) ( )n n
p q=  تُكافئp q= أوp q n+ =.  

  

12  
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   نحو الحلّ   ��

)لننظر إلى الحدود المتتالية    � )
0

( )
r n

n

r ≤ ≤
4nفي حالة  .nعند بعض القيم الصغيرة للعدد   نجد  =

(1,4,6, 5nوفي حالة  (4,1 . في الحالتين: تتزايد الحدود في البداية ثمُ (1,5,10,10,5,1)نجد  =
  تتناقص. 

  لمقارنة حدّين متتاليين نحسب نسبتهما ونقارن هذه النسبة مع الواحد.    � 

1أثبت أنّ  �

1

( )

( )

n
n rr

n r
r

+ −
=
+

.  

.a�  ّ2 نفترض أنn m= ّأثبت أن .  

1( ) ( )n n
rr+ mفي حالة  < r>      1و( ) ( )n n

rr+ mفي حالة  > r≤.  
)2استنتج أنّ    )mm  هو أكبر أعداد التوافيق( )

0 2

2( )
r m

m

r ≤ ≤
.  

.b�  ّ2 نفترض أن 1n m=   . أثبت أنّ +

1( ) ( )n n
rr+ mفي حالة  < r>      1و( ) ( )n n

rr+ mفي حالة  > r<.  
2استنتج أنّ    12 1

1( ) ( )mm
m m

++ = )هما أكبر أعداد التوافيق  + )
0 2 1

2 1( )
r m

m

r ≤ ≤ +

+.  

)لاحظ أنّ المساواة    � ) ( )n n
p q=  تقتضي أن يكون( ) ( ) ( ) ( )n n n n

p q n p n q= = =− ، وأنّه في −

,ثنان من الأعداد اهذه الحالة يكون  , ,p q n p n q− أصغر من  −
2

n  ّأو يساويانه. ويكونان من ثَم

  متساويين استناداً إلى الفقرة السابقة.
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

   
1: نلاحظ أنّ  � � ! ( )!

( 1)! ( 1)! 1

!

!

( )

( )

n
r n r n rr

n r n r

n

n r
r

+ ⋅ − −
= × =

+ ⋅ − − +
.  

.a�  2في حالةn m= لدينا  

1 2
1 1 2 1 2 2 1

1

( )

( )

n
m rr m r r m r m r

n r
r

+ −
< ⇔ < ⇔ − < + ⇔ < + ⇔ ≤

+
  

)1ونجد بالمثل أنّ  ) ( )nn
rr+ mيكافئ  < r> .إذن نجد جدول التغيرات الآتي في هذه الحالة  

2 2

0 2

1 1( ) ( )m m

r m

r m m

ր ց
  

)2يبرهن أنّ وهذا  )mm  هو أكبر أعداد التوافيق( )
0 2

2( )
r m

m

r ≤ ≤
.  

    الحل
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.b�  2في حالة 1n m=   لدينا +

1 2 1
1 1 2 2

1

( )

( )

n
m rr m r m r

n r
r

+ + −
< ⇔ < ⇔ < ⇔ <

+
  

)1ونجد بالمثل أنّ  ) ( )nn
rr+ mيكافئ  < r>إذن نجد جدول التغيرات الآتي في هذه الحالة .  

2 12 1 2 1

1

0 1 2 1

1 1( ) ( ) ( )
mm m

r m m

r m m m

++ +
+

+ +

ր ց
  

  ولكن 
2وهذا يبرهن أنّ  12 1

1( ) ( )mm
m m

++
)هو أكبر أعداد التوافيق  =+ )

0 2

2 1( )
r m

m

r ≤ ≤

+.  

). نستنتج مما سبق أنّ نتيجة مهمة )
0 /2

( )
r n

n

r ≤ ≤
)فإذا وقعت المساواة متزايدة تماماً   ) ( )n n

p q=  وكان

p وq  2/أصغر منn  ّاستنتجنا أنp q= 2/. وإذا كان أحدهما أكبر منn ) وليكن(q  أكبر
)والآخر أصغر منه استنتجنا من  2n/تماماً من  ) ( )n n

p n q= pأنّ  − n q= ، أمّا إذا كان كلا −
)استنتجنا من  2n/أكبر من  qو pالعددين  ) ( )n n

n p n q=− nأنّ  − p n q− = pأو  ،− q= .
)والخلاصة المساواة  ) ( )n n

p q=  ّتقتضي أنp q=  أوp q n+ =.  
  

  إلى الأمام قدُُماً 
  

5 ليكن كثير الحدود  4( ) (1 ) (1 )F x ax bx= + فإذا علمت أن ، طبيعيان عددان bو a حيث +
aلمجموع  ل الممكنة قيمالفما هي  ،62تساوي  x أمثال b+  ؟  

   
0. في حالة أي كثير الحدود ملاحظة مهمّة 1( ) n

nx P x a a x a x= + + +֏ P(0)هي  xأمثال  ⋯ ′ .  
(0)في حالتنا، نجد بحساب بسيط أنّ  5 4F a b′ = 5. إذن لدينا بحسب الفرض + 4 62a b+  aولكن  =

)4موجبان إذن  bو ) 5 4 5( )a b a b a b+ ≤ + ≤ 62وهذا يكافئ  + 62

5 4
a b≤ +   أو  ≥

12.4 15.5a b≤ + ≤  
aولكن  b+  عددٌ طبيعي فرضاً إذن{ }13,14,15a b+   ، وتبين الأمثلة ∋

( , ) (10,3)a b )و = , ) (6,8)a b )و = , ) (2,13)a b =  
}أنّ قيم في المجموعة  aهي حالات ممكنة للمجموع  13,14,15{ b+ .  
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1nيريد معلّم توزيع   تلميذاً وبحيث يحصل كل تلميذ على مكافأة واحدة  nجائزة مختلفة على  +
  على الأقل. ما عدد النتائج المختلفة لهذه العملية ؟ 

   
ينال هناك تلميذ واحد فقط سينال جائزتين في حين  إذنواحد.  على عدد التلاميذ بمقدارعدد الجوائز يزيد 
 باقي التلاميذ جائزة واحدة فقط. احد من و كل 

  : سنجري توزيع الجوائز في مرحلتين
وعة مؤلفة من جائزتين اختيار مجموهذا يؤول إلى  اختيار الجائزتين اللتين ستوزّعان معاً. :الأولى ����

1nعناصرها  من مجموعة جميع الجوائز التي عدد 1ولدينا  +
2( )
n+  ًخياراً متاحا .  

 الثانية: ننظر إلى الجائزتين المُختارتين بصفتهما جائزة واحدة، ثمُّ نوزّع الجوائز التي أصبح عددها ����
n وبالطبع عدد الخيارات الممكنة . لكل واحد منهم جائزة جائزة على التلاميذ!n

nP n=. 
  نستنتج، استناداً إلى المبدأ الأساسي في العد أنّ العدد الكلي للنتائج المختلفة لعملية توزيع الجوائز هذه هو

1
2

( 1)!
!

2
( )
n n n

n
+ ⋅ +

=⋅  

  

,1,2}لتكن المجموعة   3,4,5}S من الأعداد التي تتميز بالخصائص التالية:  Hولدينا مجموعة  =
، كل عدد منها أكبر 5، لا يوجد أي عدد منها من مضاعفات العدد Sأرقامها مختلفة ومأخوذة من 

  ؟ H. فما هو عدد عناصر  20000من 
  

   
كثر لوجب أن لأنّه إذا كان يُكتب بست خانات أو أ 5أصغر أو يساوي  Hعدد خانات أي عدد من  ����

 يكون في كتابته رقمان متماثلان وهذا يناقض التعريف.
كان العدد يكتب بأربع خانات أو أقل لكان هذا العدد لأنّه إذا  5يساوي  Hعدد خانات أي عدد من  ����

  .Hتعريف وهذا أيضاً يناقض  9999أصغر من 
)حيث  abcdeهي مجموعة الأعداد من الشكل  Hنستنتج إذن أنّ  ���� , , , , )a b c d e  هو تبديل على

S{1,2,3,4,5}المجموعة  5eحقّق الشرطين تو  )تلفةلأن الأرقام مخ( = لأنّ العدد ليس من ( ≠
2aو 5)مضاعفات   .20000)لأنّ العدد أكبر من ( ≤

)حيث  abcdeمجموعة الأعداد من الشكل  Ωفإذا عرّفنا  ���� , , , , )a b c d e  هو تبديل على المجموعة
{1,2, 3,4,5}S !5. وعددها يساوي =  أي Hمّمة مت الأسهل التعامل مع ، لوجدنا أنّه من=120

\H H′ = Ω . 
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Hإلى  xينتمي العدد  ����  Aبالرمز . فإذا رمزنا 1أو أن ينتهي بالعدد  5إمّا أن يبدأ بالعدد  :في حالتين ′
)حيث  5abcdمن الشكل  Ω إلى مجموعة أعداد , , , )a b c d  {1,2,3,4}هو تبديل على المجموعة ،

)حيث  1bcdeمن الشكل  Ωإلى مجموعة أعداد  Bوبالرمز  , , , )b c d e  هو تبديل على المجموعة
H، كان {2,3,4,5} A B′ =  ومن ثَمّ  ∪

( ) ( ) ( ) ( ) 24 24 6 42n H n A n B n A B′ = + − ∩ = + − =   
)إذن  ) 120 42 78n H = −   .Hعناصر وهو عدد  =

  

نسحب من  .سوداءواحدة كرات بيضاء وكرة  3كرات حمراء و 6، كرات 10صندوق يحوي   
  لكرة المسحوبة في كل مرة.إعادة ا معالتتالي على الصندوق ثلاث كرات 

  كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ �

  ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على 
 كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ �
  عدد النتائج المختلفة التي تشتمل كرة سوداء واحدة على الأقل ؟  كم �

   
  هنا نفترض أنّ الكرات متمايزة (مرقّمة مثلاً).

10 يساويعدد النتائج المختلفة لهذا السحب  � 10 10 1000× × =.  

6   الأحمرعدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون  � 6 4 3 432× × × =.  
3   الأبيضعدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون  3 7 3 189× × × =.  

1  الأسودن اللون عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط م 1 9 3 27× × × =.  
432   نفسه هو عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون 189 27 648+ + =.  


6    عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة اللون  3 1 3! 108× × × =.  
يساوي عدد النتائج عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد  4

3أي عدد نتائج سحب ثلاث كرات من لون واحد  الكلي مطروحاً منه 3 31000 (6 3 1 ) 756− + + =.  
عدد النتائج الكلي مطروحاً يساوي  التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل عدد النتائج المختلفة 5
3   أيفقط  سوداء وأعدا النتائج التي يكون فيها كرات بيضاء منه  310 (1 3) 936− + =  
ي جميع النتائج عدا النتائج يساو  واحدة على الأقل سوداءعدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة  �

3  ن فيها كرات بيضاء أو حمراء فقط أيالتي يكو  310 (6 3) 271− + =.  
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نسحب من  .سوداءواحدة ة كرات بيضاء وكر  3كرات حمراء و 6، كرات 10صندوق يحوي   
  إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. دونالتتالي على الصندوق ثلاث كرات 

  كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ �

  كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ 
 كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ �
  ل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟كم عدد النتائج المختلفة التي تشتم �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل كرة سوداء واحدة على الأقل ؟  �

   
3  يساويعدد النتائج المختلفة لهذا السحب   �

10 10 9 8 720P = × × =.  

6)   الأحمرعدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون  � 5 4) 3 360× × × =.  
3)   الأبيضعدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون  2 7) 3 126× × × =.  

360   نفسه هو لى كرتين اثنتين فقط من اللونعدد النتائج المختلفة التي تحتوي ع 126 486+ =.  

6)   هو عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة اللون  3 1) 3! 108× × × =.  
يساوي عدد النتائج كرات ليست جميعها من لون واحد عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث  4

3 أيالكلي مطروحاً منه عدد نتائج سحب ثلاث كرات من لون واحد  3
6 3 5972 ( ) 40 P P+ =−.  

3 يساوي عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل 5
4720 ( ) 696P− =.  

1)يساوي  الأقل واحدة علىسوداء عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة  � 9 8) 3 216× × × =.  

,1,2,3}لتكن    ,29,30}S =  S عناصر من المكوّنة من ثلاثةجزئية كم عدد المجموعات ال. …
  ؟ 3من مضاعفات العدد ها مجموع

   
  كما يأتي 3بعاً لقيمة باقي قسمة كل عدد على إلى ثلاثة مجموعات جزئية وذلك تِ  Sالمجموعة  ئلنجزّ 

0

1

2

{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}

{1,4,7,10,13,16,19,22,25,28}

{2,5,8,11,14,17,20,23,26,29}

A

A

A

=
=
=

  

0,1,2kحيث  kيساوي  3على  kAإذن باقي قسمة أي عنصر من عناصر  =.  
}لنتأمّل مجموعة جزئية  , , }a b c عناصر  ةمكونة من ثلاثS  وبحيث يكونa b c+    .3مضاعفاً للعدد  +

}إذا انتمى عنصران من عناصر  ���� , , }a b c  إلى المجموعةkA  نفسها وجب أن ينتمي الثالث إلى ذات
، لأنّ مجموع بواقي القسمة يجب 1Aإلى  cوجب أن ينتمي  1Aمن  bو aمثلاً إذا كان (. المجموعة
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}إذن تصبح  )وهكذا... الحالة، في هذه 3أن يساوي  , , }a b c  مجموعة جزئية مكونة من ثلاثة عناصر
10عدد مثل هذه المجموعات يساوي و . 2Aأو 1Aأو 0Aمن إحدى المجموعات 

3 3 360( )× =  
}إذا لم ينتمِ أي اثنين من عناصر المجموعة  ���� , , }a b c  إلى المجموعةkA  ،في هذه الحالة يكون نفسها

a”الشرط: b c+ }محقّقاً حكماً لأنّ بواقي قسمة عناصر  “3مضاعفٌ للعدد  + , , }a b c  هي  3على
}. إذن عدد مثل هذا النوع من المجموعات 3، ومجموعها يساوي 2و 1و 0 , , }a b c  يساوي

10 10 10×   . 1000أي  ×
يساوي  3من مضاعفات العدد ها مجموع S عناصر من المكوّنة من ثلاثةجزئية عدد المجموعات الوعليه، 

1000 360 1360+   مجموعة. =

)العدد المعرّف بالصيغة :  nAيكن ل   ) ( )2 3 2 3
n n

nA = + + −.  
  هما عددان طبيعيان. 4Aو 3Aتحقّق أنّ  �
  .nعددٌ طبيعي أياً كانت قيمة العدد الطبيعي  nAأثبت أنّ  �

   
2تسهيلاً للحسابات ضع  � 3a = 2و + 3b = 4aولاحظ أنّ  − b+ 1abو =   . ومنه نجد=

2 2 2

3 3 2 2

4 4 2 2 2 2

( ) 2 16 2 14

( )( ) 4(14 1) 52

( ) 2( ) 196 2 194

a b a b ab

a b a b a b ab

a b a b ab

+ = + − = − =

+ = + + − = − =

+ = + − = − =

  

  إذن
0 1 2 3 4

2 4 14 52 194n

n

A
  

2)في منشور ذي الحدين للمقدار  rذي الدليل  إلى الحدّ  rTلنرمز   � 3)n+   ّفنجد أن  
2 ( 3)( )

n n r r
r rT −=   

rTولنرمز بالمثل  2)في منشور ذي الحدين للمقدار  rإلى الحدّ ذي الدليل  ′ 3)n−   ّفنجد أن  
2 ( 3)( )n n r r

r rT −′ = −   
  نلاحظ إذن أنّ 

2 ( 3) 2 ( 3) (1 ( 1) ) 2 ( 3)( ) ( ) ( )
n n nn r r n r r r n r r

r r r r rT T − − −′+ = + − = + −   
2rعدداً زوجياً أي  rفإذا كان  ���� k=  2كان

22 2 3( )
n n k k

r r kT T −′+   وهذا عدد طبيعي،  =
2عدداً فردياً أي  rوإذا كان  ���� 1r k= 1كان  + ( 1) 0r+ − 0rومن ثَمّ  = rT T ′+ وهذا عدد  =

  طبيعي أيضاً. 
nAعياً أي ، ولأنها أعداد طبيعية كان مجموعها عدداً طبييساوي مجموع جميع هذه الحدود nAولكنّ  ∈ ℕ.  
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)ضلعاً  nنتأمّل مضلّعاً محدّباً مؤلفاً من    4)n في المضلّع كل قطعة مستقيمة  قطراً . نسمّي <
حالة العامّة حيث لا تتلاقى أي ثلاثة تصل بين رأسين غير متتاليين في المضلع. نفترض أننا في ال

عدد نقاط تقاطع  nDأقطار في نقطة واحدة إلا إذا كانت هذه النقطة أحد رؤوس المضلع. احسب 
  .5Dو 4D. يمكن البدء بتعيين nأقطار المضلّع بدلالة 

)4: الجواب مساعدة )
n

n+.  

   
4يتقاطع قطرا أي رباعي محدّب في نقطة واحدة داخله، إذن  ���� 1D ، الفكرة المهمّة هنا هي أنّ كل =

  ذا الرباعي.أربع نقاط تمثل رؤوس رباعي يوافقه نقطة تقاطع واحدة لقطري ه
في حالة مضلّع خماسي نجد أنّ الرؤوس هي أيضاً نقاط تقاطع للأقطار إذ ينبثق من كل رأس قطران  ����

للمضلع، ويضاف إلى ذلك نقاط التقاطع الواقعة داخل المضلع، وهنا يوافق كل أربعة رؤوس قطرين 
5متقاطعين في نقطة تقاطع واحدة إذن  5 5 10D = + =. 

لة العامّة. عدد نقاط التقاطع داخل المضلع هي تلك التي تحددها الرباعيات التي رؤوسها من في الحا ����
)4رؤوس المضلع وعددها  )

n 5، ويضاف إليها في حالةn رؤوس المضلّع إذ إذ ينبثق من كل رأس  ≤
5n. فالعدد الكلي لنقاط تقاطع الأقطار في حالة nأكثر من قطر للمضلع وعدد هذه الرؤوس  ≥ 

)4يساوي  )
n

n+.  

ثمُ أجب عن ، xاكتب المقادير الآتية بصيغة عبارات خطية في النسب المثلثية لمضاعفات الزاوية   
  السؤال الموافق.

� 3cos x، 2/ واستنتج قيمة
3

0
cos x dx

π

∫.  

�3sin x ،  واستنتج قيمة
30

sin 3 3 sin
lim

tanx

x x

x→

−.  


 4sin x،  2/واستنتج قيمة
4

0
sin x dx

π

∫.  

� 4cos sinx x، 4واحسب

0
( ) cos sin

x

F x t t dt=   بطريقتين. ∫

   
  

1بتطبيق دستور أويلر  �
2

co )(s ix ixe ex   ثمُ منشور ذي الحدين نجد =+−

( ) ( )

( )( ) ( )

3
3 3 3

3 3

1 1
cos 3 3

8 8
1 1

3 cos 3 3cos
8 4

ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix

x e e e e e e

e e e e x x

− − −

− −

= + = + + +

= + + + = +
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  ومنه
/2 /2 /2

3

00 0

1 3 1 3 2
cos  cos 3 cos sin 3 sin

4 4 12 4 3
x dx x x dx x x

π π π     = + = + =      
∫ ∫  

1بتطبيق دستور أويلر  �
2

sin )( ix ix

i
e ex   ثمُ منشور ذي الحدين نجد =−−

( ) ( )

( )

3
3 3 3

3 3

1 1
sin 3 3

8 8
1 1

3 3 sin sin 3
4 2 2 4

ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix

x e e e e e e
i i
e e e e

x x
i i

− − −

− −

= − − = − − + −

 − −  = − − × = −   

  

  ومنه
3

33

3sin 3 3 sin 4 sin
4 cos

tan tan

x x

x

x
x

x

−
= − = −  

إذن 
0 3

sin 3 3 sin
lim 4

tanx

x x

x→

−
= −.  


  بمثل ما سبق نجد

( ) ( )

( )

4
4 4 2 2 4

4 4 2 2

1 1
sin 4 6 4

16 16
1 1

4 3 cos 4 4 cos2 3
8 2 2 8

ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix

x e e e e e e

e e e e
x x

− − −

− −

= − = − + − +

 + +  = − × + = − +   

  

  ومنه 
/2 /2

4

0 0
/2

0

1 1 3
sin cos 4 cos2

8 2 8

1 1 3 3
sin 4 sin2

32 4 8 16

xdx x x dx

x x x

π π

π

π

 = − +   

 
 = − + =
  

∫ ∫
  

1أويلر  يبتطبيق دستور  4
2

sin )( ix ix

i
e ex 1و =−−

2
co )(s ix ixe ex  جدن =+−

( )( ) ( )( )

( )( )

( )

4 3
4 2 2

2 2 3 3

5 5 3 3

1 1
cos sin

32 32
1

3 3
32
1

3 2
16 2 2

1
cos5 3 cos 3 2 cos

1

2

6

ix ix ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix ix ix

ix ix ix ix ix ix

x x e e e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

x x x

− − − −

− − −

− − −

= + − − −

= − − + −

  = − +   

= +

=

+

−

+ +.  

1ومنه :   1 1
80 16 8
sin 5 s( sin) in 3x xF x x+= −.  

51ولكن من الواضح أنّ 
( ) sin

5
F x x= :فنكون قد أثبتنا صحة المساواة .  

1 5 5
16 16 8

5 sin 5 sin 3 ssi in nx x xx = − +.  
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة:

    اسـتعمال ا0طط الشجري عند دراسة تجارب اح�لية مركبّة. -

    ول عشوائي ياخٔذ عدداً منتهياً من القيم وحساب توقعه وتباينه.قانون متح -

قانون زوج من المتحولات العشوائية التي ياخٔذ كل منها عدداً منتهياً من القيم،  -
    واسـتقلالهما �ح�لي.

    التجارب البرنوليّة، والمتحولات العشوائية الحدانية. -
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  180 صفحة  تَدربْ  

يحتوي صندوق على عشرين كرة سبع منها بيضاوات اللون. نسحب منه ثلاث كرات دفعة    �
  واحدة. ما احتمال أن تكون الكرات الثلاثة بيضاوات؟

  
الحدث  عدد النتائج المواتية لهذا عندئذ “بيضاوات الكرات المسحوبة الثلاث” الحدث Aليكن 

7يساوي 
3( ) ( )n A 20وحجم فضاء العينة يساوي  =

3( ) ( )n Ω   إذن =
7
3

20
3

( ) 35
( )

( ) (

7

114 22) 0 8
AnA

n
= = = =

Ω
P  

 +1بأحد العددين   نملأ عشوائياً كل خانة من الخانات الأربع الآتية    �
الصفر. وكذلك احتمال ألاّ يظهر العدد  احسب احتمال أن يكون المجموع مساوياً −1أو

  ذاته في خانتين متجاورتين.

  
)4 إذن عدد عناصر فضاء العينة 4عدد الخانات  ) 2 16n Ω = =.   

. عندئذ النتائج المؤاتية هي تلك التي “الصفرالخانات يساوي مجموع ”إلى الحدث  A لنرمز
  تحتوي على إشارتين موجبتين والباقية سالبة. إذن عدد النتائج المؤاتية يساوي

4
2( ) ( ) 6n A = 6 يساوي A واحتمال الحدث  = 3

( )
16 8

A = =P.  

تكون النتائج المؤاتية  عندئذ “ذاته في خانتين متجاورتين يظهر العدد لا”حدث ال Bلنرمز

{ , }+ − +− − + 2 إذن  2وعددها  +− 1
( )

16 4
B = =P.  

لشجري المبين في الشكل المجاور. استناداً إلى التمثيل ا   �
)عيّن الاحتمالات  )A′P و( | )B A′P و( | )B A′ ′P .
  واستنتج قيمة كل من

)(A B∩P و)(A B ′∩P و)( BA′ ∩P و)( BA′ ′∩P  

    

  نتمّم المخطط الشجري فنجد الشكل المجاور، ونقرأ منه:

2
( )

3
A′ =P 3و( | )

4
B A′ =P 3و( | )

5
B A′ ′ =P  

    الحل

    الحل

  الحل

A

A′

B

B

B

B

′

′

1/3

1/4

2/5

A

A′

B

B

B

B

′

′

1/3

2/5

1/4

3/5

3/4

2/3



 

  وعليه نحسب

( (

(

1 3 1 1 1 1
) , )
3 4 4 3 4 12
2 3 2 2 2 4

) , )
3 5 5 3 5 1

(
5

A A

A A

B B

B B′

′∩ = ⋅ = ∩ = ⋅ =

′∩ = ⋅ = ∩ = ⋅′ =

P P

P P

 

  ية:أجب عن الأسئلة الآت   �
1إذا كان ����

2
( )A =P 1و

4
( )B =P 1و

10
( )A B∩ =P  فاحسب( | )BAP و( | )ABP. 

  
1
10

1
2

( ) 1
( | )

( ) 5

A B
BA

A

∩
= = =
P

P
P

و      
1
10

1
4

( ) 2
( | )

( ) 5

A B
AB

B

∩
= = =
P

P
P

  

1إذا كان ����
2

( )A =P 1و
3

( )B =P 2و
3

( )A B∪ =P فاحسب ( | )BAP و( | )ABP. 

  
)نعلم أن ) ( ) ( ) ( )A B B A A B∪ = + − ∩P P P P  2وبالتعويض نجد 1 1

3 3 2
( )A B= + − ∩P 

1ومنه 
( )

6
A B∩ =P وبالتالي  
1
6

1
2

( ) 1
( | )

( ) 3

A B
BA

A

∩
= = =
P

P
P

 و    
1
6

1
3

( ) 1
( | )

( ) 2

A B
AB

B

∩
= = =
P

P
P

  

1إذا كان ����
3

( )A =P 1و
4

( | )BA =P 4و( | )
5

BA′ =P فاحسب( )BP. 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( | ) ( ) ( | )

( ) ( | ) (1

37

6

( )) ( | )

1 1 2 4

03 4 3 5

B B A B A

A B A A B A

A B A A B A

′= ∩ + ∩

′ ′= ⋅ + ⋅

′= ⋅ + − ⋅

= ⋅ + ⋅ =

P P P

P P P P

P P P P  

1إذا كان ����
2

( )A =P 3و
4

( )B =P 2و
5

( )A B∩ =P  فاحسب( | )BAP و( | )ABP. 
)واحسب أيضاً  )A B′ ′∩P  واستنتج( | )B A′ ′P. 

  
2
5

1
2

( ) 4
( | )

( ) 5

A B
BA

A

∩
= = =
P

P
P

و     
2
5

3
4

( ) 8
( | )

( ) 15

A B
AB

B

∩
= = =
P

P
P

  

( )

3
2

1
2

0

( ) ( ) 1 ( )

1 3 2
1 ( ( ) ( ) ( )) 1 (

3

20
)

2 4 5
( ) 3

( | )
( ) 10

A B A B A B

A B A B

A B
B A

A

′ ′ ′∩ = ∪ = − ∪

= − + − ∩ = − + − =

′ ′∩
′ ′ = = =

′

P P P

P P P

P
   P

P

  

  الحل

  الحل

  الحل

  الحل
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لتصنيع المصابيح الكهربائية. عندما ورد طلب لعدد من  Bو Aيضمّ مصنع ورشتين    �
مصباحاً وصنّعت البقية  1200منها  A، صنّعت الورشة  مصباح 2000قدره  المصابيح
 %3ة، في حين تكون نسبة معطوب Aمن مصابيح الورشة  %4. هناك نسبة Bالورشة 

 Aمعطوبة. نسحب عشوائياً مصباحاً من الطلب. نرمز بالرمز  Bمن مصابيح الورشة 
المصباح «إلى الحدث  Bوبالرمز  »Aالمصباح مصنوع في الورشة «إلى الحدث 

  .»المصباح معطوب«إلى الحدث  Dوبالرمز  »Bمصنوع في الورشة 
  أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة. �
  احسب احتمال أن يكون المصباح معطوباً. �
  .Aإذا كان المصباح معطوباً فما احتمال أن يكون مصنوعاً في الورشة  	

 

  التمثيل الشجري للتجربة. �
  احتمال أن يكون المصباح معطوباً. �

( ) 0.6 0.04 0.4 0.03 0.036D = × + × =P  
إذا كان المصباح معطوباً فإن احتمال أن يكون مصنوعاً في  	

 هو  Aالورشة 

( ) 0.6 0.04 24 2
( | )

( ) 36 30.036

A D
A D

D

∩ ×
= = = =
P

P
P

  


بة كرة المضرب. ونعلم أنّ مدرستنا تضم نسبة من الطلاب لع %30رستنا يمارس في مد  
من هؤلاء لا يلعبون لعبة كرة المضرب. ما احتمال أن  %55من الذكور، وأنّ  60%

تكون طالبة مُختارة عشوائياً من بين طالبات المدرسة من بين اللاتي لا يمارسن لعبة كرة 
  المضرب؟

  
المطلوب هو احتمال ألا يكون الشخص المختار ممن يلعبون كرة 

)المضرب علماً أنه أنثى. أي  | )T F′P أمّا المعطيات .
( ) 0.6M =P و( ) 0.3T =P و( | ) 0.55T M′ =P من .

  اور نستنتج أنّ التمثيل الشجري المج
0.4(1 ) 0.60 0.45 0.3p− + ⋅ 0.925p بالحل نجد = =.   

  
  

    الحل

    الحل

A

B

D

D

D

D

′

′

0.6

0.03

0.97

0.96

0.04

0.4

M

F

T

T

T

T

′

′

0.6

1 p−

p

0.55

0.45

0.4
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 .  نحصل على درجة واحدة إذا ظهر6إلى  1نلقي حجر نرد متوازن وجوهه مرقّمة من    �
، ونخسر درجتين في بقية 6، ونحصل على ست درجات إذا ظهر الوجه 1الوجه 

المتحوّل العشوائي الذي يمثل الدرجة التي نحصل عليها. اكتب  Xالحالات. ليكن 
)، واحسب كلاً من Xالقانون الاحتمالي للمتحول العشوائي  )XE و( )XV.  

 

Ω{1,2,3,4,5,6}مجموعة النتائج الممكنة هي  ، وهذه النتائج متساوية في الاحتمال لأن =
}ويأخذ قيمه في  Ωمعرف على  Xالنرد متوازن. المتحول العشوائي  2,1,   كما إنّ  −{6

1
( 6) ({6})

6
1

( 1) ({1})
6

4
( 2) ({2,3, 4,5})

6

X

X

X

= = =

= = =

= − = =

  P P

  P P

P P

  

  فيكون قانونه الاحتمالي
1 2 6

1 4 1
( )

6 6 6

x

X x

−

=P
  

2

2 2

1 4 1 1
( ) 1 2 6

6 6 6 6
1 4 1

( ) 1 4 36
6 6 6

( ) ( ( ))

53

6
53 1 317

( )
6 36 36

X XX

X

X

=

−
= × − ×

−

+ × =

= × + × + × =

− = =

E

E

E EV

 

نسحب  ثلاث كرات سوداء اللون، وكرتان بيضاوان.يحتوي صندوق على خمس كرات:   �
المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل  X عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي

، واكتب قانونه X نتيجة سحب عدد الكرات البيضاء المسحوبة. عيّن مجموعة قيم
  واحسب توقعه وتباينه.الاحتمالي، 

  
  

)هي  Xلمتحول العشوائيلالقيم الممكنة مجموعة  ) {0,1,2}X Ω =    
3
2

5
2

( ) 3
(X 0)

10( )
= = =P  و

2 3
1 2

5
2

( )( ) 6
(X 1)

10( )
= = =P و

2
2

5
2

( ) 1
(X 2)

10( )
= = =P  

  

    الحل

    الحل
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  فيكون قانونه الاحتمالي 
0 1 2

3 6 1
( )

10 10 10

x

X x=P
  

2 2 2

2 2

3 6 1 8 4
( ) 0 1 2

10 10 10 10 5
3 6 1

( ) 0 1 2 1
10 10 10

16 9
( ) ( ) ( ( )) 1

25 25

X

X

X X X

= × + × + × = =

= × + × + × =

= − = − =

E

E

V E E

 

  أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة.  �

 

)هي  Xمجموعة القيم الممكنة للمتحول العشوائي ) {0,1,2}X Ω    ولدينا =
2
3

2
5
1 1
2 3

2
5

2
2

2
5

6 3
(X 0)

20 10

2 12 6
(X 1)

20 10

2 1
(X 2)

20 10

P

P

P P

P

P

P

= = = =

⋅ ⋅
= = = =

= = = =

P

P

P

  

  هو نفسه القانون السابق. Xوعليه نرى أنّ هذه التجربة مطابقة للتجربة السابقة وقانون 
  
وواحدة  2 اثنتان تحملان الرقمو  1 يحتوي صندوق على خمس كرات: اثنتان تحملان الرقم  �

المتحوّل  X . نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي3 تحمل الرقم
 العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة سحب مجموع أرقام الكرتين المسحوبتين. عيّن مجموعة

  ، واكتب قانونه الاحتمالي، واحسب توقعه وتباينه. Xقيم 

 

  ، وقانونه الاحتمالي {2,3,4,5}هي  Xمجموعة قيم 
2 3 4 5

1 4 3 2
( )

10 10 10 10

x

X x=P
  

2

1 4 3 2
( ) 2 3 4 5

10 10 10 10

1 4 3 2 18
( ) 4 9 16 25

10 10 10 10 5

18

5

21

25

X

X

= × + × + × + × =

 = × + × + × + × − =  

E

V

  

 

    الحل

    الحل



 

  أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة.  �

  
الحل مطابق للتمرين السابق. الهدف هو الوصول إلى فكرة أنّ السحب معاً يماثل السحب على 

  التتالي دون إعادة.

 X نُلقي حجر نرد متوازن مرتين متتاليتين ونسجل رقمي الوجهين الظاهرين. ليكن  

المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الوجهين الظاهرين. اكتب 
  حسب توقعه وتباينه وانحرافه المعياري.وا X القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي

  
  Xالقانون الاحتمالي للمتحول العشوائي

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

( )

X

X x=P
  

2

1
( ) (2 1 3 2 4 3 5 4 6 5 7 6

36
8 5 9 4 10 3 11 2 12 1) 7

1
( ) (4 1 9 2 16 3 25 4 36 5 49 6

36
64 5 81 4 100 3 121 2 144

329 3

1) 7

49
5

6 6
35

( ) 2.42
6

X

X

X

= × + × + × + × + × + ×

+ × + × + × + × + × =

= × + × + × + × + × + ×

+ ×

−

σ =

+ × + ×

≈

+ × + × −

= =

E

V
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انون نجد في الجدول المجاور الق   �
)الاحتمالي لزوج  , )XY  من

المتحولات العشوائية، أكمله وبيّن إذا 
 Yو Xكان المتحولان العشوائيان 

  مستقلين احتمالياً. 

 

  نلاحظ أنّ 
1
20
1
10

( 0, 0)

( 0) ( 0)

X Y

X Y

= = =

= = =

   P

P P
  

  غير مستقلين احتمالياً. Yو Xن إذ

    الحل

    الحل

    الحل

 Y قانون

 X قانون

1 1 1
20 8 8
17 3 1
60 8 24

0 1 2

0

1

YX

 Y قانون

 X قانون

1 1 1 3
20 8 8 10
17 73 1
60 8 24 10
1 1 1
3 2 6

0 1 2

0

1

YX
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أكمل الجدول المجاور الذي يمثل    �
القانون الاحتمالي لزوج من المتحولات 

)العشوائية  , )XY علماً أنّ المتحولين ،
ن  Yو Xالعشوائيين  مستقلا

  احتمالياً. 

  

  
المتحوّل العشوائي الذي يمثل مجموع رقمي الوجهين  Xنُلقي حجري نرد متوازنين. ليكن    �

المتحوّل العشوائي الذي يمثل أصغر هذين الرقمين. اكتب الجدول  Yلظاهرين، وليكن ا
)الذي يمثل القانون الاحتمالي للزوج  , )XY واستنتج القانون الاحتمالي لكل من ،X   

  مستقلين احتمالياً؟ Yو X. أَيكون Yو Xسب توقع وتباين كل من ، واحYو

  

 

 ونلاحظ أنّ 

( 2, 3) 0 ( 2) ( 3)X Y X Y= = = ≠ = =   P P P 

البسيط  Yو Xغير مستقلين احتمالياً. ونترك أمر حساب توقع وتباين كل من  Yو Xإذن 
 للقارئ.

 

 

    الحل

    الحل

 Y قانون

 X قانون

1 2 2 2 2 2 11
36 36 36 36 36 36 36

1 2 2 2 2 9
36 36 36 36 36 36

71 2 2 2
36 36 36 36 36

1 2 2 5
36 36 36 36

1 2 3
36 36 36

1 1
36 36

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X

Y

0 1 2

0 0.4

1 0.

0.12

0.06 0.1 0.2

0.2 0.08

0.2 0.08

04

2 0.4

0.3 0

0.12

.5 0.2

Y
X

 Y قانون

 X قانون

0 1 2

0 0.4

1 0.04

2 0.4

0.3

Y
X

 Y قانون

 X قانون
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حمراء وكرات بيضاء. عدد الكرات الحمراء يساوي ثلاثة يحتوي صندوق على كرات    �
   .أضعاف عدد الكرات البيضاء

   نسحب عشوائياً كرة. ما احتمال أن تكون حمراء اللون؟ �
المتحوّل  Xنسحب من الصندوق ثلاث كرات على التتالي ومع الإعادة. ونعرّف �

رات الحمراء المسحوبة أثناء عمليات السحب الثلاث. العشوائي الذي يدلّ على عدد الك
  .Xانون الاحتمالي للمتحول العشوائيما الق

   

  
حدث سحب كرة حمراء اللون  Rثلاثة أرباع عدد كرات الصندوق حمراء اللون إذن إذا كان  �

3كان  3
( )

4 4

n
R

n
= =P.  

  
يحصي عدد مرات الحصول على كرة حمراء عند تكرار التجربة  Xهذه تجربة برنولية،  �

)ثلاث مرات  3)n 3علماً أنّ احتمال الحصول كرة حمراء في المرة الواحدة يساوي  =

4
p = .

3قانوناً حدانياً  Xبع إذن يت
4

(3, )B.  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 33 3 1
0 4 4

1 23 3 1
1 4 4

2 13 3 1
2 4 4

3 03 3 1
3 4 4

1
( 0)

64
9

( 1)
64
27

( 2)
64
27

( 3)
64

( )

( )

( )

( )

X

X

X

X

= = =

= = =

= = =

= = =

P

P

P

P

  

  فيكون قانونه الاحتمالي 
0 1 2 3

1 9 27 27
( )

64 64 64 64

x

X x=P
  

ثلاث مرات  6 نُلقي حجر نرد متوازن ست مرات متتالية. ما احتمال الحصول على العدد  �
  ؟وفقط ثلاث مرات

  
  

    الحل
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عند تكرار التجربة ست مرات  6عدد مرات الحصول على العدد  Xهذه تجربة برنولية؛ ليكن 

( 6)n 1في المرة الواحدة يساوي  6دد علماً أنّ احتمال الحصول الع =

6
p  X. قانون =

1حدّاني 
6

(6, )B  والمطلوب حساب( 3)X =P  أي( ) ( )
3 36 1 5

3 6 6

625
( 3)

11664
( )X = = =P.  

الحصول على عدد زوجي «الحدث:  Aنرد متوازن ثماني مرات متتالية. ليكن  نُلقي حجر  �
  ؟ A. ما احتمال »ثلاث مرات على الأقل

  
عند تكرار التجربة ثماني  زوجي عدد مرات الحصول على عدد Xهذه تجربة برنولية؛ ليكن 

)مرات  8)n 1في المرة الواحدة يساوي  علماً أنّ احتمال الحصول عدد زوجي =

2
p . قانون =

X  1حدّاني
2

(8, )B  والمطلوب حساب( 3)X ≥P أي  
)هذا يتطلب حساب مجموع ست حدود والأسهل حساب  3)X <P  لأنّه يتضمن حساب مجموع

  ثلاث حدود. فنكتب
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

8 2 6 8 1 7 8 0 8
2 1 0

8 8 88 8 81 1 1
2 1 02 2 2

( 3) 1 ( 3) 1 ( 2) ( 1) ( 0)

1 ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )

28 8 1 219
1

256 256

X X X X X

p q p q p q

≥ = − < = − = + = + =

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= − ⋅ + ⋅ + ⋅

+ +
= − =

P P P P P

  

 باراة مكونة من تسعة أدوار. يكسبفي لعبة كرة المضرب في م Bو A يتواجه لاعبان  �
A  يربح المباراة اللاعب الذي يكسب أكبر عدد من 0.6الدور الواحد باحتمال يساوي .

  المباراة ؟ Bالأدوار. ما احتمال أن يربح 

  
)بعد تسعة أدوار  Aعدد الأدوار التي يكسبها  Xجربة برنولية؛ ليكن هذه ت 9)n علماً أنّ  =

0.6pاحتمال ربحه في الدور الواحد يساوي  ,9)حدّاني  X. قانون = 0.6)B  والمطلوب حساب
( 4)X ≤P أي  

9 9 9 9 90 9 1 8 2 7 3 6 4 5
0 1 2 3 4

( 4) (X 0) (X 1) (X 2) (X 3) (X 4)

0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4

0.2666

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

X ≤ = = + = + = + = + =

= + + + +

≈

P P P P P P

  

    الحل

    الحل

    الحل
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  إنشاء واستعمال التمثيل الشجري 

� �%��&� '( )�*�� �+�#,�  

  . Bوحرفين اثنين  Aصندوق على ثلاثة حروف يحتوي 
���� ���	
. نسحب عشوائياً حرفاً من الصندوق ونسجّل النتيجة ثمُّ نُعيده إلى الصندوق ونسحب ��

  حرفاً ثانياً ونسجّل النتيجة. 
 ���	
����
عادة . نسحب عشوائياً وعلى التتالي حرفين من الصندوق واحداً إثر الآخر دون إ����

  ونسجّل النتيجة بترتيب السحب. 
  اشرح التمثيلين الشجريين الآتيين:

  
    في التجربة الأولى؟ وما احتمال هذا الحدث في التجربة الثانية؟ AAما احتمال الحصول على 

  
3 :التجربة الأولى  3 9

( )
5 5 25

= ⋅ =AAP ، 3 :التجربة الثانية 1 3
( )

5 2 10
= ⋅ =AAP   

  

� )�! ��� )�! -ُ/ 0�#12    

   
تتألّف التجربة من مرحلتين، نختار عشوائياً واحداً من الصناديق الثلاثة المبينة في الشكل، ثمُّ 

ري الموافق لهذه التجربة. اشرح هذا الإنشاء ثمُّ أعطِ نختار منه كرة. ولقد أنشأنا التمثيل الشج
. وإذا كانت نتيجة السحب كرة زرقاء فما احتمال أن »سحب كرة زرقاء اللون«احتمال الحدث: 

  ؟�تكون مسحوبة من الصندوق 

 1 نشاط 

    الحل

3
5

3
5

3
52

5

2
5

2
5

A

A

B

A

B

B

���� ���	
�� 

A

A

B

A

B

B

3
5

1
2

3
42

5

1
2

1
4

��
���� ���	
�� 
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1 سحب كرة زرقاء عندئذ فإن حدث Bليكن 5 1 2 1 1
(B)

3 6 3 3 3

2

32
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =P.  

  عندئذ يكون المطلوب  �حدث سحب كرة من الصندوق  Aوليكن 
1 2
3 3

2
3

( ) 1
( | )

( ) 3

A B
AB

B

⋅∩
= = =
P

P
P

  

  فحص الأمراض 

من السكان. يُتيح اختبارٌ اكتشاف إذا كان شخصٌ مصاباً بهذا  %10نسبة  يُصيبُ مرضٌ 
المرض.  يجب أن تكون نتيجة الاختبار إيجابية في حال كون الشخص مصاباً. ولكن احتمال 
أن تكون النتيجة إيجابية مع كون الشخص الخاضع للاختبار غير مصاب بالمرض يساوي 

. أمّا احتمال أن تكون نتيجة الاختبار سلبية على الرغم من كون الشخص الخاضع 0.008
  .0.02للاختبار مصاباً فيساوي 

إلى الحدث  Tبالرمز ، و »الشخص مصاب بالمرض«إلى الحدث  Mلنرمز بالرمز 
  . نختار شخصاً عشوائياً.»نتيجة الاختبار إيجابية«

  
  أنشئ تمثيلاً شجرياً مُحدّداً عليه الاحتمالات المعطاة في النص. �
  احسب احتمال أن يكون الشخص غير مصاب بالمرض ومع ذلك نتيجة اختباره إيجابية.  �
  احسب احتمال أن تكون نتيجة الاختبار سلبية ومع ذلك الشخص مصاب بالمرض.  �
، أي احتمال أن يعطي الاختبار نتيجة إيجابية في موثوقاً استنتج احتمال أن يكون الاختبار  �

  حالة شخص مصاب بالمرض ونتيجة سلبية في حالة شخص غير مصاب بالمرض. 
  من السكان.  %30أجب عن الأسئلة السابقة ذاتها بافتراض أن المرض يصيب نسبة  �

  . pعمّم النتائج السابقة بافتراض أنّ احتمال الإصابة بالمرض يساوي  
  
  

    الحل

 2 نشاط 

� � �

�

�

�

1/3

5/6

1/3

1/3

1/6

2/3

1/3

1/2

1/2



 

  
�  

  

 الحدث هو يجة اختباره إيجابيةأن يكون الشخص غير مصاب بالمرض ومع ذلك نت �
M T′   عندئذ ∩

( ) 0.9 0.008 0.0072M T′ ∩ = × =P  
 ل أن تكون نتيجة الاختبار سلبية ومع ذلك الشخص مصاب بالمرض هو احتما �

( ) 0. 0.0021 0.02M T ′∩ = × =P  
) وقع إن أعطى نتيجة صحيحة أي موثوقاً يكون الاختبار  � ) ( )M T M T′ ′∩ ∪   ، ومنه∩

(( ) ( )) 0.9 0.992 0.99080.1 0.98M T M T′ ′∩ ∪ ∩ = × + × =P  
  

   من السكان. %30تراض أن المرض يصيب نسبة باف �
) عندئذ ) 0.7 0.008 0.0056M T′ ∩ = × =P.  

) و       ) 0. 0.0063 0.02M T ′∩ = × =P.  
  هو  موثوقاً يكون الاختبار حتمال أن وا

(( ) ( )) 0.7 0.992 0.98840.3 0.98M T M T′ ′∩ ∪ ∩ = × + × =P.  
  


    .pلمرض يساوي بافتراض أنّ احتمال الإصابة با 
) عندئذ ) (1 ) 0.008M T p′ ∩ = − ×P  

)و  ) 0.0 0.022p pM T ′∩ = × =P   
  هو  موثوقاً احتمال أن يكون الاختبار و 

(( ) ( )) (1 ) 0. 0.99992 0.9 2 0 018 . 2M T M T p p p−′ ′∩ ∪ ∩ = − × + × =P.  
  
  

    الحل

0.1

0.008

0.992

0.02

0.98

0.9

M

M ′

T

T

T

T

′

′

0.3

0.008

0.992

0.02

0.98

0.7

M

M ′

T

T

T

T

′

′

p

0.008

0.992

0.02

0.98

1 p−

M

M ′

T

T

T

T

′

′
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  متحولات عشوائية واحتمالات مشروطة 

المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد زبائن محطّة لتوزيع الوقود في فترة خمس  X ليكن
 X . أمّا القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي2دقائق. نفترض أنّ عدد الزبائن هذا لا يتجاوز

  فهو كما يأتي:
0 1 2

( ) 0.1 0.5 0.4

k

X k=P
  

واحتمال  0.4 يشتري كل زبون إما البنزين أو المازوت. احتمال أن يشتري الزبون البنزين يساوي
. إنّ ما يشتريه الزبون مستقل عما يشتريه الزبائن الآخرون وعن عدد 0.6أن يشتري المازوت 

  الزبائن.
)إلى الحدث  kCلنرمز بالرمز  )X k=  تسهيلاً للكتابة، ولنرمز بالرمزE  في «إلى الحدث

. استعن بتمثيل شجري أو بأي أسلوب آخر »خمس دقائق يشتري زبونٌ، وزبون واحد فقط، البنزين
  في الإجابة عن الأسئلة الآتية:

.a )1احسب  � )C E∩P.  
.b )2علّل لماذا  � | ) 0.48EC =P 2، واستنتج( )C E∩P.  
.c )استنتج مما سبق قيمة  � )EP.  
.a المتحوّل العشوائي الذي يعطي عدد الزبائن الذين يشترون البنزين في  Yليكن  �

  خمس دقائق.
.a   ؟ Yما هي القيم التي يأخذها  �
.b   .Yاكتب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي  �
.c )اكتب في جدول القانون الاحتمالي للزوج  � , )XY.  
.d   مستقلين احتمالياً ؟ Yو Xأيكون المتحولان العشوائيان  �

  
.a   كان ن احتمالياً مستقلي Eو 1Cالحدثان  ا كانلمّ  �

1 1( ) ( ) ( ) 0.5 0.4 0.2C E C E∩ = ⋅ = × =P P P  
.b يشترون البنزين من بينهم هو متحول فيوجد في المحطة زبونان. وعدد الذين  2Cإذا وقع  �

,2)حداني  0.4)B 2، إذن 1 1
2 1( | ) 0.4 0.6 0.48( )E C = =Pومنه .  

2 2 2 0.( ) ( ) ( | ) 0.4 0.48 192C E C E C∩ = ⋅ = × =P P P  
.c � 0 1 2( ) ( ) ( 0.192 0.392) ( ) 0 0.2E E C E C E C= ∩ + ∩ + ∩ + + ==P P P P.  

 3 نشاط 

    الحل



 

.a    {0,1,2}هي  Yالقيم التي يأخذها   �
.b )للدلالة إلى الحدث  kEلنرمز بالرمز  � )Y k= عندئذ  

0 0 0 0 1 0 2

2 0 2
0

( ) ( ) ( ) ( )

0.5 0.6 0.4 ( ) (0.4) (0.6) 00 51 4. . 4

E E C E C E C= ∩ + ∩ + ∩

= + × × × × =+

P P P P 

)1و  ) ( ) 0.392E E= =P P   أما  
2 2 0 2 1 2 2

2 2 0
20.4 ( ) (0.4) (0.6) 0.064

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

E E C E C E C= ∩ + ∩ + ∩

= + × × × =+

P P P P  

.c )القانون الاحتمالي للزوج  � , )XY.  

  
.d   لأنّ غير مستقلين احتمالياً  Yو X نيمن الواضح أن المتحولين العشوائي �

( 0 2) 0 ( 0) ( 2)X Y X Y= ∩ = = ≠ = ⋅ =P P P   
  

  التوازن الصبغي 

. نقول إن نبتة متماثلة الألائل عندما تحتوي على الأليلين aو Aنتأمّل مورثة تحمل أليلَيْن
، ونقول aaأو  AAذ ذاتهما على زوجين من الصبغيات المتوافقة، فتكون صيغتها الوراثية عندئ

. تتكاثر بعض النباتات (الترمس Aaإنّ النبتة متخالفة الألائل عندما تكون صيغتها الوراثية 
تيْن من مثلاً) بالإلقاح الذاتي، يحدث الأمر بالنسبة إلى الخَلَف وكأنّ الإلقاح جرى بين نبت

الصيغة الوراثية ذاتها حيث يجري اختيار الألائل عشوائياً. نهدف إلى دراسة خَلَف نبتة متخالفة 
  الألائل بالإلقاح الذاتي.

� �3�4� 5�6�  
تعطي نبتةٌ من  نبتةً من الصيغة ذاتها، وكذلك AA بالإلقاح الذاتي تُعطي نبتةٌ من الصيغة

  نبتةً من الصيغة ذاتها. aaالصيغة 
 AAنبتةً صيغتها الوراثية  Aa اكتب احتمالات أن يكون الجيل الأوّل لنبتة صيغتها الوراثية

  .Aaأو aaأو

� 	 ���( ���78  
، ونكوّن أجيالاً لاحقة بالتكاثر 0)في الجيل  Aaمن النمط (نبدأ من نبتةٍ متخالفة الألائل 

  الذاتي. 

 4 نشاط 

0 1 2

0 0.1 0 0 0.1

1 0.3 0.2 0 0.5

2 0.144 0.192 0.064 0.4

0.544 0.392 0.064

Y
X

 Y قانون

 X قانون
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  سنستعمل الرموز الآتية:
 .»AAالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(AA)الحدث  ����

  .»Aaالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(Aa)الحدث  ����
  .»aaالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(aa)الحدث  ����

  بالترتيب. n(aa)و n(Aa)و n(AA)إلى احتمالات الأحداث  nzو nyو nxثمُّ لنرمز 
  ؟ 0zو 0yو 0xما قيمة كل من  �
  .1zو 1yو 1xاحسب كلاً من  �
اكتب قيمة كل من  �

1((AA) (AA) )|n n+P 1و((AA) (Aa) )|n n+P 1و((Aa) (Aa) )|n n+P .
  كان nثمُّ استعمل هذه النتائج لتثبت أنّه مهما كانت قيمة 

1

1

4n n nx x y+ = 1و   +

1

2n ny y+ =  

وأعطِ عبارة 
1nz +.  

	  �������
� 	!�9%
0( )n nx ≥

 �
0( )n ny ≥

 �
0( )n nz ≥

  
0في حالة  nzو nyو nxاحسب قيم  � 10n≤   ، يمكن استعمال الآلة الحاسبة. ≥
ما طبيعة المتتالية  �

0( )n ny ≥
  .nبدلالة  ny؟ عبّر عن  

1نعرّف  �
2n n nt x y= احسب  ،+

1nt . ما طبيعة المتتالية ntبدلالة  +
0( )n nt ≥

؟ ثمُّ  
  .nبدلالة  nxاستنتج قيمة

احسب نهاية كل من المتتاليات  �
0( )n nx ≥

و 
0( )n ny ≥

و 
0( )n nz ≥

.  

  
� 1(aa)

4
=P    1و(aA)

2
=P 1و(AA)

4
=P.  

� 
  همن، و 0)في الجيل  Aaمن النمط (متخالفة الألائل  لدينا نبتة �

0 0((AA) ) 0x = =P 0و 0((Aa) ) 1y = =P 0و 0((aa) ) 0z = =P.  
1لدينا  � 1

1
((AA) )

4
x = =P 1و 1

1
((Aa) )

2
y = =P 1و 1

1
((aa) )

4
z = =P.  

 نبتةً من الصيغة ذاتها، ومنه  AAةٌ من الصيغةالإلقاح الذاتي تُعطي نبتفي  �

1|((AA) (AA) ) 1n n+ =P  
  فعندئذ nإذا كان لدينا نبتة متخالفة الألائل في الجيل رقم  ّ أما

1|
1

((AA) (Aa) )
4n n+ =P  1و|

1
((Aa) (Aa) )

2n n+ =P   

    الحل



 

  وعليه

0

1 1 1 1

1 1

((AA) ) ((AA) (AA) ) ((AA) (Aa) ) ((AA) (aa) )

((AA) |(AA) ) ((AA) ) ((AA) |(Aa) ) ((Aa) )

1
((AA) ) ((Aa) )

4

n n n n n n n

n n n n n n

n n

+ + + +

+ +

∩ ∩= + +

= +

= +

∩P P P P

P P P P

P P

�������������������

1ومنه 

1

4n n nx x y+ = +.  

  وكذلك
1 1 1 1

1

0 0

((Aa) ) ((Aa) (AA) ) ((Aa) (Aa) ) ((Aa) (aa) )

((Aa) |(Aa) ) ((Aa) )

1
((Aa) )

2

n n n n n n n

n n n

n

+ + + +

+

∩= + + ∩

=

=

∩P P P P

P P

P

������������������� �������������������

  

1ومنه 

1

2n ny y+   وأخيراً  .=

1n n nz x y= − −  

  
0في حالة  nzو nyو nxاحسب قيم  � 10n≤ ، يمكن استعمال الآلة الحاسبة. ماذا ≥

  يمكنك القول بشأن المتتاليات الثلاث ؟

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

7 1271 3 15 31 63 255 511 1023
0 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

7 1271 3 15 31 63 255 511 1023
0 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

0

0

n

y

x

z

  

المتتالية �
0( )n ny ≥

1وأساسها  1 يساوي 0y اهمتتالية هندسية حدّ  

2
1 ومنه 

2
n n
y =.  

1نعرّف  �
2n n nt x y= 1حسب نو  ،+

1 1 12n n nt x y+ + += +  

1

1 1 1 1

4 2 2 2n n n n n n nt x y y x y t+ = + + ⋅ = + =  

المتتالية  نّ إأي 
0( )n nt ≥

1ق متتالية ثابتة تحقّ   1
0 0 02 2nt t x y= = +  ومنه . =

1

1 1 1 1 1

2 2 22 2
n n n
x

+
= − ⋅ =  و  −

1

1 1

2 2
n n
z

+
= −   

  وأخيراً  �

lim 0n
n

y
→∞

1limو  =
2n

n
x

→∞
1limو =

2n
n

z
→∞

=  

    الحل
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 3و 2و 1يحتوي صندوق على خمس كرات. ثلاث كرات سوداء اللون وتحمل الأرقام  
نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من هذا  .2و 1وكرتان حمراوان تحملان الأرقام 

الصندوق. يتكون فضاء العينة إذن من مجموعة المجموعات الجزئية المؤلفة من عنصرين 
  والمأخوذة من بين خمسة عناصر.

  ؟ »للكرتين المسحوبتين اللون ذاته«: Aما احتمال الحدث  �
  ؟ »3مجموع رقمي الكرتين المسحوبتين يساوي «: Bما احتمال الحدث  �
  قد وقع ؟ Aعلماً أنّ  Bما احتمال الحدث  �

  
   كرتين حمراوين أوكرتين سوداوين إذنإذا كانت نتيجة السحب  Aيقع الحدث  �

3 2
2 2

5
2

( ) ( ) 3 1 2
( )

10 5( )
A

+ +
= = =P  

  إذن 2وكرة تحمل الرقم  1تضم كرة تحمل الرقم إذا كانت نتيجة  B يقع الحدث �
2 2
1 1

5
2

( ) ( ) 4
( )

10( )
B

×
= =P  

)2 لدينا  � )
10

B A =P )   ومنه    ∩ ) 1
( | )

( ) 2

B A
B A

A
= =
P

P
P

∩.   

 
والحدث  »العدد الظاهر زوجي«:  Aنلقي حجر نرد متوازن مرة واحدة، ونتأمّل الحدث 

B  :»ين احتمالياً ؟»العدد الظاهر أوّليأَيكون هذان الحدثان مستقل .  

  
A{2,4,6}  لما كان B{2,3,5} و = 1استنتجنا أنّ  =

2
( )A =P 1و

2
( )B =P ومنه  

1
6

( ) ({2}) ( ) ( )A B A B= = ≠ ⋅P P P P∩  

   .مستق�ن احتمالياغير  Bو  Aإذن الحدثان 

 
نقبل أنّه عند كل ولادة احتمال ولادة طفل ذكر يساوي تتألّف عائلة من أربعة أطفال. 

احتمال ولادة طفلة أنثى. ونفترض أن الولادات المتتالية هي أحداث مستقلة احتمالياً. نرمز 
A وB وC :إلى الأحداث  

  A  :»للأطفال الأربعة الجنس نفسه«،  
  B  :»هناك طفلان ذكران وطفلتان«،  
  C  :»الطفل الثالث أنثى«،  

1  

  الحل

2  

  الحل

3  



 

  .Cو Bو Aمن الأحداث احسب احتمال وقوع كل  �
A)(احسب  � C∩P  ُّثم( | )C AP أيكون الحدثان .A وC  ً؟ مستقلين احتماليا  
B)(احسب  � C∩P  ُّثم( | )C BP أيكون الحدثان .B وC مستقلين احتمالياً ؟  

  
  اً الأطفال الأربعة إناثكان أو  اً إذا كانت الأطفال الأربعة ذكور  Aيقع الحدث  �

4 4
1 1 2 1

( )
2 2 16 8

A
     = + = =        

P   

 وهناكإذا كانت الأطفال الأربعة  اثنان ذكور و اثنتان إناث ( الترتيب غير مهم  Bيقع الحدث 
4
2( )   ) لترتيب هؤلاء الأطفال طريقة =6

2 2

4
2

1 1 6
( ) ( )

2 2 16
B

     = × × =        
P  

)1 واحتمال هذا الحدث  إذا كان الطفل الثالث أنثى Cيقع الحدث  )
2

C =P.  

Aيقع الحدث  � C∩ أي الحدث  فال الأربعة من جنس واحدإذا كان الطفل الثالث أنثى والأط
A C∩ اً. إذن ناثإالأطفال الأربعة جميعها لكون  هو الحدث الموافق  

4
1 1

( )
2 16

A C
 = =  

P ) و   ∩ ) 1
( | )

( ) 2

P C A
C A

P A
= =P

∩  

)ولما كان   ) ( ) ( )A C A C∩ = ⋅P P P  ن احتمالياً يالحدثان مستقلكان هذان.  
تضم بنتاً بصفتها طفلاً ثالثاً ونصفها الآخر يضم صبياً  Bنصف النتائج الموافقة للحدث  �

3بصفته طفلاً ثالثاً، إذن 
( )

16
B C∩ =P   1و( | )

2
C B =P.   

)ا كان ولمّ  ) ( ) ( )B C B C∩ = ⋅P P P  انالحدثكان B وC ن احتمالياً يمستقل.  
  

 
يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاء، وثلاث كرات خضراء وواحدة صفراء. نسحب 

وّل العشوائي الذي يمثّل المتح Xعشوائياً وفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. ليكن 
  عدد الألوان المختلفة بين الكرات المسحوبة.

  ؟Xما هي مجموعة القيم التي يأخذها  �
)احسب كلاً من  � 1)X =P و( 3)X =P.  
)استنتج قيمة  � 2)X =P.  
  وانحرافه المعياري. Xاحسب توقّع  �
  

  الحل

4  
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)هي   Xمجموعة القيم التي يأخذها  � ) {1,2, 3}X Ω =   
} الحدث � 1}X    نفسهلون المن  المسحوبة الكرات الثلاثالموافق لكون الحدث  هو =

4 3
3 3

8
3

( ) ( ) 5
( 1)

56( )
X

+
= = =P  

} الحدث 3}X    حدة من كل لونوا المسحوبة الكرات الثلاثالموافق لكون الحدث  هو =
4 3 1
1 1 1

8
3

( ) ( ) ( ) 12
( 3)

56( )
X

× ×
= = =P  

} الحدث � 2}X }هو الحدث المتمم للحدث  = 1} { 3}X X= ∪   إذن =
5 12 39

( 2) 1
56 56 56

X = = − − =P  

�  

5 39 12
56 56 56

1 2 3

( )

x

X x=P
  

  وعليه

2 2 2

2

5 39 12 17
( ) 1 2 3 2.125

56 56 56 8
5 39 12 269

( ) 1 2 3
56 56 56 56

269 17 129
( )

56 8 448

129
( ) 0.537

448

X

X

X

Xσ

= × + × + × = =

= × + × + × =

 = − =  

= ≈

E

E

V

  

   لنتعلمّ البحث معاً 

 
����� �	����   

تبيّن دراسة إحصائية أجريت على جماعة من الرياضيين أنّه أثناء فترة المسابقة يكون 
احتمال أن يعطي اختبار تعاطي المنشطات نتيجة إيجابية عند إخضاع أحد الرياضيين له 

. ويمكن لتناول بعض أدوية الرشح أن يؤثر في نتيجة الاختبار السابق. 0.02مساوياً 
من الرياضيين في الجماعة أدوية الرشح في الشتاء. وبين هؤلاء يكون  %25يتناول 

 M. ليكن 0.05احتمال أن يعطي اختبار تعاطي المنشطات نتيجة إيجابية مساوياً 
نتيجة اختبار تعاطي « الحدث: D، وليكن »الرياضي يستعمل دواء الرشح«: الحدث

   .»المنشطات إيجابية

  الحل

5  



 

  يجري اختيار أحد الرياضيين من الجماعة عشوائياً احسب احتمال كل من الحدثين:
 ،»ونتيجة اختبار تعاطيه المنشطات إيجابية الرياضي يستعمل دواء الرشح«  ����
علماً أنّه لا يستعمل دواء  الرياضي يعطي عند اختبار تعاطيه المنشطات نتيجة إيجابية« ����

  .»الرشح
   نحو الحلّ   �

فضاء العيّنة هو  لنبدأ بترجمة معطيات المسألة وأسئلتها إلى لغة الأحداث والاحتمالات.   �
متساوية الاحتمال. نصّ  )اختيار أحد الرياضيين(بسيطة جماعة الرياضيين والأحداث ال

)المسألة يعطي  )DP و( )MP  فما هما؟ يعطي النص أيضاً الاحتمال المشروط
( | )D MP مالان المطلوبان فهما فما هي؟ أمّا الاحت)(M D∩P و( | )D M ′P.  

M)(نستطيع حساب    ���� D∩P  بسهولة لأننا نعرف كلاً من( | )D MP  و( )MP لنفعل ،
  ذلك. 





) لحساب    | )D M ′P لى التعريف.نرجع إ  
)(احسب   � DM ′ ∩P  انطلاقاً من)(M D∩P و( )DP.  
M)(احسب   � ′P .واستنتج المطلوب  

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  
 من نص المسألة نجد  ����

( ) 0.02D =P و( ) 0.25M =P  و( | ) 0.05D M =P  
  هنا  ����

( ) ( | ) ( ) 0.25 0.05 0.0125M D D M M∩ = ⋅ = × =P P P  




)ا كان لمّ  �  ) ( ) ( )D D M D M ′= ∩ + ∩P P P  ّاستنتجنا أن  

( ) 0.02 0.0125 0.0075D M ′∩ = − =P  




)لمّا كان  �  ) 1 ( ) 0.75M M′ = − =P P  ّاستنتجنا أن 

( ) 0.0075
( | ) 0.01

( ) 0.75

M D
D M

M

′ ∩
′ = = =

′

P
P

P
  

 
������ ����   

. تقفز جزيئة بأسلوب عشوائي من Oمركزه  ABCDنتأمّل مربّعاً 
  :إحدى هذه النقاط الخمس إلى نقطة أخرى وفق القواعد الآتية 

ربع فإنها تقفز إلى أحد الرأسين كانت الجزيئة عند أحد رؤوس الم إذا ����

  الحل
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1المجاورين أو إلى مركز المربع باحتمال يساوي 
3

يمكنها أن تنتقل إلى  Aفمثلاً من (. 
B  أوD أو(O. 

باحتمال  A ،B ،C ،Dفإنها تقفز إلى أي من الرؤوس  Oوإذا كانت الجزيئة في  ����
1يساوي 
4

.  
1n. في حالة Aكانت الجزيئة في في البدء  إلى الحدث:  nE، نرمز بالرمز ≤

)، وليكن »nبعد القفزة رقم  Oالجزيئة في « )n np E= P ،) 1إذن
1 3
(p . يطلب =

1npإيجاد علاقة تفيد في حساب    .nبدلالة  np، ثمُّ حساب npانطلاقاً من  +
   نحو الحلّ   �

1npالاحتمال    ���� 1nفي القفزة رقم  Oهو احتمال أن تقفز الجزيئة إلى  + . أَتوجد صلة +
1nEو nEبين الحدثين  فهل يمكنها أن  nبعد القفزة رقم  O؟ إذا كانت الجزيئة في  +

1nبعد القفزة رقم  Oتقفز إلى    ؟+
1nEإذن وقوع    ���� وقوع الحدث بعدم مشروط  +

nE ،      
)أي بوقوع ( nE ، إذن يمكننا إنشاء التمثيل الشجري ′

  المبين جانباً :
 علّل الاحتمالات المكتوبة.  �

  ؟ لماذا لا يوجد إلا فرع واحد بعد   �
  ؟ ما الاحتمال الذي يجب كتابته على الفرع   �
1أثبت أنّ   �

1 3
(1 )n np p+ = − .  





1حلّ المعادلة  αليكن    
3
(1 )x x= n، نضع − nt p α= )1. أثبت أنّ المتتالية − )n nt ≥ 

limواحسب  nلة بدلا npمتتالية هندسية، عيّن أساسها وحدها الأوّل، ثمُّ استنتج  n
n

p
→∞

.   

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  
  .ساوي الواحديمجموع الاحتمالات عند كل عقدة يجب أن  �
وهي من ثَمّ  ،nالقفزة رقم بعد  Oالجزيئة في مركز المربع  يعني أنّ   nEالحدث وقوع  �

1nبعد القفزة ستقفز إلى أحد رؤوس المربع ولن تبقى في المركز  يقتضي  nEإذن وقوع  .+
1nEوقوع  +

  حتماً. ′
nEحدث الوقوع  � ومن ثم ، nبعد القفزة رقم أحد رؤوس المربع  يعني أن الجزيئة تحتل ′

1nالرأسين المجاورين في القفزة أو إلى أحد  Oالقفز إلى المركز يمكنها  . وهي تقفز إلى +
1باحتمال يساوي  المركز

3
1الفرع الاحتمال  . فنكتب على 

3
.  1nE +nE ′

  الحل

1nE +nE ′

nE

1

1

1

nn

n

n

n

EE

E

E

E

+

+

+

′

′

′

n
p

1
n
p−



 

  ومن ثَمّ  في الشكل،يصبح التمثيل الشجري كما  �
1

1 1 3
( ) (1 )n n np E p+ += = × −P  

1العدد 
4

α 1هو حل المعادلة  =
3
(1 )x x=   . أي−

1
1 3
1 1 1
4 3 4

(1 )

(1 )

n np p+ = × −

= × −
  

1وبالطرح نجد  1 1
1 4 3 4

( )n np p+ − = − × 1أو  −
1 3n nt t+ = )1فالمتتالية . − )n nt هندسية  ≤

1أساسها 
3

q = 1يساوي  1tوحدها  − 1 1
1 1 3 4 12
t p α= − = −   ومنه =

1
1 1 1 1

12 3 4 3

n n

nt

−     = − = − −        
  

1 إذن 1 1

4 4 3

n

np
 = − −   

1  و   1 1 1
lim lim

4 4 3 4

n

n
n n

p
→+∞ →+∞

 = − − =  
.  

 ������� ������ �	� �!�   

تستغرق المرحلة الأولى عدداً عشوائياً . يعلى التوال Bو A يتطلّب إنجاز مهمة مرحلتين
  عطى قانونه الاحتمالي بالجدول الآتي:يُ  AXمن الأيام 

1 2 3

( ) 0.2 0.5 0.3A

x

X x=P
  

  الآتي: هوقانونه الاحتمالي  BX وتستغرق المرحلة الثانية عدداً عشوائياً من الأيام
1 2 3 4

( ) 0.2 0.3 0.4 0.1B

x

X x=P
  

إلى الحدث:  Eمستقلان احتمالياً. نرمز بالرمز BXو AX المتحولان العشوائيان
  . »يستغرق إنجاز المهمة ثلاثة أيام أو أقل«
   نحو الحلّ   �

A اويجاز المهمة زمناً عشوائياً يسيستغرق إن   ���� BX X+ والمطلوب هو حساب احتمال .
)الحدث 3)A BE X X= + ≤ .  

بصيغة اجتماع احداث منفصلة من النمط  Eاكتب الحدث    �
( ) ( )A Bp qX X∩ ==   

  اث السابقة.بيّن كيف يفيد الاستقلال الاحتمالي في حساب احتمال كل من الأحد  �
  .Eاستنتج احتمال الحدث   �

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

7  

1

1

1

nn

n

n

n

EE

E

E

E

+

+

+

′

′

′

n
p

1
n
p−

1
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{ 2, 1} { 1, 2} { 1, 1}A B A B A BE X X X X X X= = = ∪ = = ∪ = =  

  إذن
( ) ( ) ( )( ) ( , ) (2,1) ( , ) (1,2) ( , ) (1,1)A B A B A BE X X X X X X= = + = + =P P P P  

  احتمالياً فإنّ  نمستقلا BXو AX نيْ المتحولين العشوائي  ولأنّ 
( )( , ) ( , ) ( ) ( )A B A BX X p q X p X q= = = ⋅ =P P P  

  إذن
( ) 0.04 0.06 0.1 0.2E = + + =P  

  
  
  

    قدُُماً إلى الأمام

جمباز. يمارس كل  لاعب 125، وقوى لاعب 95، وسبّاحاً  80يضم ناد رياضي  
   لعبة واحدة فقط. رياضيّ 

لاعبين نختارهم عشوائياً ملء استبانة. احسب احتمال وقوع الحدثين  ةنطلب من ثلاث �
  الآتيين: 

.a  الحدثA :»القوى يمارس اللاعبون الثلاثة ألعاب«.  
.b  الحدثB  :» اللاعبون الثلاثة الرياضة ذاتهايمارس«.  
وبين الذين يمارسون ألعاب  %45نسبة الفتيات بين الذين يمارسون السباحة تساوي  �

  بين الذين يمارسون لعبة الجمباز. %68، وهي تساوي %20القوى 
.a  1نختار عشوائياً أحد أعضاء النادي. احسبp:  احتمال أن يكون فتاة تمارس

  احتمال أن يكون فتاة. :2pإحدى ألعاب القوى. احسب أيضاً 
.b  3نختار عشوائياً فتاة من أعضاء النادي. احسبp .احتمال أن تكون لاعبة جمباز  

  
�  

95
3

300
3

95 125 80
3 3 3

300
3

138415 27683

4455100 891020

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) (

21533

178204)

n A
A

n

n B
B

n

= = = =
Ω

+ +
= = =

Ω

P

P
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  لنتامّل الأحداث �
: S »  ٌاللاعب سبّاح«.      : A » اللاعب لاعب قوى«.  
:G » اللاعب لاعب جمباز«.    : F » اللاعب أنثى«.  

    لدينا التمثيل الشجري الآتي:

  
1المطلوب حساب و  ( )p F A= ∩P 2و ( )p F= P. من التمثيل الشجري نجد  

1

1 19 19
( )

5 60 300
p F A= ∩ = × =P  

  و

2

4 9 19 1 5 17
( )

15 20 60 5 12 25
3 19 17 7

25 300 60 15

p F= = × + × + ×

= + + =

P

  

  وأخير نريد حساب
175

12 25
3 7

15

( ) 17
( | )

( ) 28

G F
p G F

F

⋅∩
= = = =

P
P

P
  

 
كرات حمراء وخمس كرات خضراء. نسحب عشوائياً وفي آن يحتوي صندوق على خمس 

إذا كانت نتيجة  5الذي يأخذ القيمة  Xكرات. نتأمّل المتحوّل العشوائي معاً ثلاث 
إذا كانت نتيجة السحب:  3، ويأخذ القيمة R)3الحدث (السحب: ثلاث كرات حمراء 
  في بقية الحالات. 0، وأخيراً يأخذ القيمة R)2الحدث (كرتان حمراوان وكرة خضراء 

)3احسب   � )RP 2و( )RP.  
  واحسب توقعه الرياضي وتباينه. Xعيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي   �

  

� 
5

3
3 10

3

1
( 5) ( )

12

( )

( )
X R= = = =P P    و

5 5

2 1
2 10

3

5
( 3) ( )

12

( )( )

( )
X R= = = =P P.  

X : 1قانون  � 5 1
2 12 12

0 3 5

( )

x

X x=P
  

5التوقع الرياضي والتباين. 
( )

3
X =E 55و( )

18
X =V.  

G A S

F F F F F F′ ′ ′

4
1519

60

5
12

9
20

1
5

17
25

9  
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حمراوين وثلاث كرات زرقاء. نكرّر عملية سحب  لدينا صندوق يحتوي على كرتين 
عشوائي لكرة من الصندوق دون إعادة حتّى لا يتبقّى في الصندوق إلاّ كرات من اللون 

المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد مرّات السحب اللازمة. عيّن مجموعة  Xذاته. ليكن 
  واحسب توقعه الرياضي.  ،X، وعيّن قانون Xالقيم التي يأخذها 

  
  لننشئ المخطط الشجري للتجربة

 
)نرى أنّ  ) {2,3,4}X Ω   . وكذلك فإنّ =

1 2 1
( 2)

4 5 10
1 3 2 1 1 3 1 1 3 3

( 3)
3 4 5 3 2 5 3 2 5 10

3
( 4) 1 ( 2) ( 3)

5

X

X

X X X

= = ⋅ =

= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

= = − = − = =

P

P

P P P

   

  .Xقانون إذن 

1 3 3
10 10 5

2 3 4

( )

x

X x=P
  

)التوقع الرياضي  ) 3.5X =E. 

إلى مجموع النقاط التي نحصل عليها. ليكن  Sنُلقي حجري نرد متوازنين ونرمز بالرمز  
X وّل العشوائي الذي يمثل باقي قسمة المتحS  وليكن 2على ،Y  المتحوّل العشوائي

  .4على  Sالذي يمثل باقي قسمة 
  .Sقانون الاحتمالي للمتحول العشوائي عيّن ال  �
  .Yو X ينالعشوائي ينللمتحول ينالاحتمالي ينعيّن القانون  �
) للزوجعيّن القانون الاحتمالي   � , )X Y.  
  مستقلين عشوائياً؟ Yو Xأَيكون المتحولان العشوائيان   �

3X =

2
5

3
5

1
4

3
4

2X =

1
2

1
2

2
3

1
3

2
3

1
3

1
3

2
3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

4X =

R B

B R B

B B

R

R R B

R

R

B R B R B
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)هنا  ) {2, 3,4,5,6,7, 8,9,10,11,12}S Ω   هو: Sالعشوائي  للمتحوّلالقانون الاحتمالي و  .=

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

( )

k

S k=P
  

) إذن ) {0,1}X Ω   فهو: Xالعشوائي  للمتحولالقانون الاحتمالي أما جدول  ،=

1 1
2 2

0 1

( )

x

X x=P
  

)و ) {0,1,2,3}Y Ω   فهو: Y العشوائي للمتحولالقانون الاحتمالي أما جدول  ،=

1 2 1 5
4 9 4 18

0 1 2 3

( )

x

Y x=P
  

) للزوجالقانون الاحتمالي  , )X Y.  

  
)غير مستقلين احتمالياً لأنّ  Yو Xالمتحولان  0, 0) ( 0) ( 0)X Y X Y= = ≠ = =P P P.  

  
���	"�#�$ 
�% 
	#�$ � &'� 
�% (�)��  

يجري تزويد طائرات ذات محركين وطائرات ذات أربعة محركات بالنوع ذاته من المحركات. إنّ 
. 1من  وهو عددٌ موجب وأصغر تماماً  p ث عطل في أحد هذه المحركات يساوياحتمال حدو 

المتحوّل  Xنفترض أنّ الأعطال التي يمكن أن تصيب المحركات مستقلّة عن بعضها. ليكن 
 Yالعشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات محركين، وليكن 

ي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات أربعة المتحوّل العشوائ
  محركات.
  .، وقانونه الاحتماليXعيّن القيم التي يأخذها   �
  .حتمالي، وقانونه الاYعيّن القيم التي يأخذها   �
يمكن لطائرة أن تتابع طيرانها إلى نقطة الوصول إذا كان نصف عدد محركاتها على   �

احتمال أن تتابع طائرة ثنائية المحرّك طيرانها، واحسب  2pاحسب  .الأقل غير معطّل
4p رة رباعية المحرّك طيرانها.احتمال أن تتابع طائ  
2تحقّق أنّ   � 4

2(1 )(3 1)pp p pp− = − أي نوع من الطائرات  p، وبيّن تِبعاً لقيم −
  يعطي وثوقيّة أكبر.

  الحل

12  

1 1 1
4 4 2

2 5 1
9 18 2

1 2 1 5
4 9 4 18

0 1 2 3

0 0 0

1 0 0

Y
X

 Y قانون

 X قانون
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I{0,1,2}هي  Xمجموعة قيم   � ,2)متحوّل حدّاني  X، و= )pB  :  

2 2( ) ( ) (1 ) ; 0,1,2k k
kX k p p k−= = − =P  

}هي  Yمجموعة قيم   � }0,1,2, 3, 4J ,4)متحوّل حدّاني  Y، و= )pB  :  
4 4( ) ( ) (1 ) ; 0,1,2,3,4k k
kY k p p k−= = − =P  

  احتمال أن تتابع طائرة ثنائية المحرّك طيرانها   �
2

2 ( 1) 1 ( 2) 1p X X p= ≤ = − = = −P P  
  احتمال أن تتابع طائرة رباعية المحرّك طيرانها

4

4 3 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 3

( 2) ( 0) ( 1) ( 2)

4 6 (1 2 4 4 6 )

(1 2 3 ) (1 2 )(1 2 3 )

3 4 1

p Y Y Y Y

q pq p q q p p p p p

q p p p p p p

p p

= ≤ = = + = + =

= + + = − + + − +

= + + = − + + +

= − +

P P P P

  

�    
2 4 3 2 2

2 4

2

1 3 4 1 ( 3 4 1)

(1 )(3 1)

p p p p p p p p

p p p

− = − − + − = − + −

= − −
  

2إشارة  إذن 4p p−  3)هي من إشارة 1)p − ،  
1 في حالة •

3
0 p≤ 2 لدينا > 4p p≤  وثوقيه ىأعل الأربعة محركاتالوالطائرة ذات. 

1إذا كان أما   •
3

p   للطائرتين نفس مستوى الوثوقية  كان =
1وعندما  •

3
1p<   .الأربعة محركاتمن ذات  وثوقيه لطائرة ذات المحركين أعلىا تكون >

 
*	����� 
	��	���   

)1عدداً حقيقياً. نتأمّل المتتالية  aليكن   � )n nu 1uالمعرّفة بشرط البدء  ≤ a=  والعلاقة

1التدريجية 

4 3

10 10n nu u+ = −.  

.a  1لتكن( )n nv 13 المتتالية المعرّفة بالصيغة ≤ 4n nv u= )1. أثبت أنّ − )n nv ≥ 
  .nبدلالة  nvمتتالية هندسية، وعيّن أساسها، ثمُّ عبّر عن 

.b  استنتج صيغةnu  بدلالةn وa ثمُّ احسب .lim n
n

u
→∞

.  

)، nغالباً ما ينسى مدرّس الرياضيات مفتاح غرفة الصف. أياً كان العدد   � 1)n ≥ ،
. »nنسي المدرّس مفتاح غرفة الصف في اليوم «إلى الحدث:  nEنرمز بالرمز 

  لنضع
( )n np E= P    و( )n nq E ′= P  

  الحل

13  



 

، فإنّ احتمال أن ينساه في اليوم nنفترض أنّه إذا نسي المدرس المفتاح في اليوم   
1الي يساوي الت

10
، فإنّ احتمال أن ينساه n، وإذا لم ينس المدرّس المفتاح في اليوم 

4في اليوم التالي يساوي 
10

 .  

.a  1أثبت أنّه في حالةn 1لدينا  ≤

1 4

10 10n n np p q+ = +.  

.b  1استنتج صيغةnp . 1pو nبدلالة  npلتحسب  �، ثمُّ استفد من npبدلالة  +
)1أتتعلّق نهاية المتتالية  )n np   ؟1pبقيمة  ≤

  
�  .a  

1 1

4 3 12 39
13 4 13 4

10 10 10 10
3 3
(13 4)

10 10

n n n n

n n

v u u u

u v

+ +

 = − = − − = −  

= − − = −

  

)1المتتالية ف )n nv 3 أساسهامتتالية هندسية،  ≤
10
1 وفيها − 113 4v u=  وبالتالي  −

( )
1

3
10

(13 4)
n

nv a
−

= − ⋅ −   
.b 13العلاقة في ويض عبالت 4n nv u=   نجد −

( )( ) ( )
1 1

1 3 4 3 4
13 10 13 10 13
(13 4) 4 ( )

n n

nu a a
− −

= − ⋅ − + = − ⋅ − +  

4 منهو 
13

lim n
n

u
→∞

) لأنّ  = )
1

3
10

lim 0
n

n

−

→∞
− =.  

�  .a  إذا نسي المدرس المفتاح في اليومn 1، فإنّ احتمال أن ينساه في اليوم التالي يساوي
10

 
11 أي 10

( | )n nE E+ =P فتاح في اليوم وإذا لم ينس المدرّس المn فإنّ احتمال أن ينساه في ،
4اليوم التالي يساوي 

10
4تعني  ،

1 10
( | )n nE E+

′ =P ،لدينا المخطط الشجري الآتي: إذن   

  
  إذن 

1 4
1 1 10 10

( )n n n np E p q+ += = +P  
.b  1 كانا مّ لوn nq p= 4  وجدنا − 3

1 10 10n np p+ =   نجد �وبالاستفادة من . −

( )
1

4 3 4
1 13 10 13
( )

n

np p
−

= − ⋅ − +  
4 إذن

13
lim n
n

p
→∞

  .1p النهاية لا تتعلق بقيمةو  =

  الحل

1 1 1 1

n n

n n n n

E E

E E E E+ + + +

′

′ ′

np nq

1
10

4
10
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نُكرّر عشر مرات تجربة إلقاء قطعتي نقود متوازنتين، ونسجل في كل مرة الوجهين  
 »Hالحصول ثلاث مرات على وجهين«: Aالظاهرين. احسب احتمال كل من الحدثين

  .»مرّة على الأقل Hالحصول على وجهين « : Bو

  
كان  HHالمتحوّل العشوائي الذي يعطي عدد مرات ظهور  Xهذه تجربة برنولية، إذا كان 

X  ً1حدّانيا
4

(10, )B المطلوب هو .( 3)X =P و( 1)X ≥Pومنه .  
8

9

10 3 71 3
3 4 4 4

10 0 10 101 3 3
0 4 4

3

4

( ) ( 3) ( )( ) ( ) 10 0.25

( ) (X 1) 1 (X 0) 1 ( )( ) ( ) 1 ( ) 0.94

A X

B

= = = = ≈

= ≥ = − = = − = − ≈

P P

P P P

  

نتأمّل حجر نرد متوازن فيه أربعة وجوه ملوّنة بالأسود، ووجهان ملوّنان بالأحمر. نلقي  
  هذا الحجر خمس مرات على التوالي.

  ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة عند آخر إلقاء لحجر النرد؟  �
  ما احتمال أن يظهر وجه أحمر مرة على الأقل؟  �
لسوداء اللون التي نحصل الذي يعدّ عدد الوجوه ا Xما قانون المتحوّل العشوائي   �

  ؟عليها

  
الموافق حدث ال A وليكن، nفي المرة رقم  أحمروجه لظهور  الموافقحدث ال nA ليكن �

  إذن رة عند إلقاء الحجر في المرة الخامسة (الأخيرة)لظهور وجه أحمر أوّل م

1 2 3 4 5A A A A A A′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩  
  إذنالأحداث مستقلة احتمالياً  ولكن هذه

2 2 2 2 1 16
( )

3 3 3 3 3 243
A = × × × × =P  

حدث ال ′B . فيكونأحمر مرة واحدة على الأقل وجهظهور الموافق لحدث ال B ليكن �
  ومنهظهور اللون الأسود في المرات الخمس الموافق ل

5
2 32 211

( ) 1 ( ) 1 1
3 243 243

B B
 ′= − = − = − =  

P P  

2احتمال الحصول على وجه أسود في المرة الواحدة هو   �
3

p . نكرر التجربة خمس مرات، =
الذي يمثل عدد الوجوه ذات اللون الأسود التي نحصل عليها  Xئي فيكون المتحول العشوا

2متحولاً حدّانياً 
3

(5, )B ومنه .  
5

5 5

5

2 1 2
( ) ; 0,1, ,5

3 3 3
( ) ( )

k k k

k kX k k

−     = = = =        
P …  

14  

  الحل

15  

  الحل



 

عشوائياً كرة  كرات حمراء. نسحب نتأمّل صندوقاً يحتوي على ثلاث كرات سوداء وأربع 
من الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثمُّ نضاعف عدد الكرات من لونها في 

الكرة «إلى الحدث:  2Rالصندوق. وبعدئذ نسحب مجدداً كرة من الصندوق. لنرمز بالرمز 
الكرة المسحوبة في المرة « الحدث : 1R، وليكن »المسحوبة في المرة الثانية حمراء اللون

  .»الأولى حمراء اللون
  أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة.  �
  .2Rاحسب احتمال الحدث   �
نية حمراء اللون فما احتمال أن تكون الكرة إذا كانت الكرة المسحوبة في المرة الثا  �

  المسحوبة في المرة الأولى سوداء اللون؟

  
  التمثيل الشجري المطلوب هو �

  
�   

2

4 8 3 2 226
( )

7 11 7 5 385
R = × + =×P  

�  

1 2
1 2

2

3
2 3

( ) 5 7( | )
( )

3

226 113

385

R R
R R

R

×′ ∩
′ = = =

P
P

P
  

  

  �������	
نسحب  كرات حمراء. نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع .��
  عدد الكرات الحمراء المسحوبة. Yعشوائياً من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن

  ؟Yما هي مجموعة القيم التي يأخذها   �
  .Yاحسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي   �
  وتباينه. Yاحسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي   �

4/7

8/11

3/7

R

B

R

B

R

B

3/11

3/5

2/5

16  

  الحل

17  
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�
كرات حمراء. نسحب  نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع .������� �����
عشوائياً كرة من الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثمُّ نضاعف عدد الكرات من 

عدد  Xلونها في الصندوق. وبعدئذ نسحب من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن 
الكرة المسحوبة «إلى الحدث:  1Rالكرات الحمراء المسحوبة في المرة الثانية. نرمز بالرمز 

  .»في المرة الأولى حمراء اللون
  ؟Xما هي مجموعة القيم التي يأخذها   �
  .Xاحسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي   �
  وتباينه. Xاحسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي   �

    
	
�� �������. � ( ) {1,2,3}Y Ω =.  

� 
2 4
2 1

6
3

2 4
1 2

6
3

4
3

6
3

( ) ( ) 1 4 1
( 1)

20 5( )

( ) ( ) 2 6 3
( 2)

20 5( )

( ) 4 1
( 3)

20 5( )

Y

Y

Y

⋅ ×
= = = =

⋅ ×
= = = =

= = = =

P

P

P

  

  وإذا أردنا يمكن أن نكتب

1 3 1
5 5 5

1 2 3

( )

y

Y y=P
  

  لديناويكون 

2 2 2 2

2 2

1 3 1
( ) 1 2 3 2

5 5 5
1 3 1 22

( ) 1 2 3
5 5 5 5

22 2
( ) ( ) ( ( )) 4

5 5

Y

Y

Y Y Y

= × + × + × =

= × + × + × =

= − = − =

E

E

V E E

  

  
�
����� �������.  

� ( ) {0,1,2,3}X Ω اضحٌ أننا نسحب ثلاث كرات معاً من صندوق يحوي أكثر من ثلاث . و =
  .3و 0كرات حمراء. فعدد الكرات الحمراء المسحوبة يتراوح بين 

  

  الحل



 

2لدينا  �
1 3

( )R =P 11و 3
( )R ′ =P. للتجرية: والتمثيل الشجري الآتي  

  

سوداء كرات  4محتويات الصندوق  تصبحأسوداء  أولاً  الكرة المسحوبة إذا كانتإذ نلاحظ أنّه 
تصبح محتويات الصندوق ا فعندهحمراء الكرة المسحوبة أولاً أما إذا كانت  .حمراءكرات  4و

   .حمراءكرات  8وكرتين سوداوين 
  بيسر لنجد Xالقانون الاحتمالي للمتحول العشوائي  جدول يتيح لنا المخطط الشجري ملء

  

1 59 143 211
42 315 315 630

0 1 2 3

( )

x

X x=P
  

  
  ويكون لدينا

2 2 2 2

2 2

2

59 143 211 21
( ) 1 2 3

315 315 630 10
59 143 211 3161

( ) 1 2 3
315 315 630 630

( ) ( ) ( ( ))

3161 21 3827

630 10 6300

X

X

X X X

= × + × + × =

= × + × + × =

= −

 = − =  

E

E

V E E

  

  
  

1

1

{ 1}

{ 2}

{ 3}

{ 0}

{ 1}

{ 2}

{ 3}

X

R X

X

X

X

R

X

X

=

=

=

=

=

′

=

=

1
3

2
3

1
15

7
15

7/15

1
14

3 / 7

1
14

3 / 7
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، تُكرّر سعاد التجربة حلقات تُلقيهاالوتد في تحاول سعاد إدخال   
في إدخال حلقة يصبح احتمال سعاد  تنجح عندما عدداً من المرات.

1 نجاحها في إدخال الحلقة اللاحقة
3

، وعندما تفشل في إدخال حلقة 

4خال الحلقة اللاحقةيصبح احتمال فشلها في إد

5
. نفترض أنّ احتمال نجاح سعاد في 

  إدخال الحلقة في المرة الأولى يساوي احتمال فشلها.
  ، الحدثين الآتيين:nنتأمّل، أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً   
  nA  :» د في إدخال الحلقة عند الرمية نجحت سعاn«.  

nB  :»  فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn«.  
)ونعرّف    )n np A= P.   

2ن أنّ وبره 1pعيّن    �

4

15
p =. 

2nأثبت أنّه أياً كانت   � 1كان  ≤

2 1

15 5n np p −= +.  

1nنعرّف في حالة    � المقدار  ≤
nu  3بالعلاقة

13n nu p= أثبت أنّ المتتالية  −

1( )n nu  .qوأساسها  1uمتتالية هندسية وعيّن حدها الأوّل  ≤
lim، ثمُّ احسب nبدلالة  npثمُّ  nuاستنتج قيمة   � n

n
p

→∞
.  

  

احتمال نجاح سعاد في إدخال الحلقة الأولى يساوي  لأنّ  �
1احتمال فشلها فإن 

1

2
p لمجاور . ولدينا المخطط الشجري ا=

  الذي يمثّل نتيجة إلقاء أوّل حلقتين. ومنه نستنتج أنّ 

2 2

1 1 1 1 4
( )

2 3 2 5 15
p A= = ⋅ + ⋅ =P   

  ومنه في الحالة العامة لدينا المخطط الشجري المجاور: �

1 1

1

1 1
( ) (1 )

3 5
1 2

5 15

n n n n

n

p A p p

p

− −

−

= = ⋅ + − ⋅

= +

P

  

  لدينا �

1 1 1

3 2 1 3 2 2 2

13 15 5 13 15 65 15n n n n nu p p p u− − −= − = + − = − =  

1 يأ
2

15n nu u −=.  

18  

  الحل

1/2

1/3

1/2

2/3

4/5

1/5

1

1

A

B

2

2

2

2

A

B

A

B

1np −

1/3

11 np −−

2/3

4/5

1/5

1

1

n

n

A

B

−

−

n

n

n

n

A

B

A

B



 

)1المتتالية ف )n nu 2هندسية أساسها  ≤

15
q    يساوي 1uوحدها  =

1 1

3 1 3 7

13 2 13 26
u p= − = − = 

1ن ذإ �
1

n
nu q u−= أي

1
7 2

26 15

n

nu

− = ⋅   
  ومنه 

1
3 7 2

13 26 15

n

np

− = + ⋅   
 .  

2 ولكن
lim 0

15

n

n→∞

  =  
2لأن 

] 1,1[
15
∈ 3lim إذن −

13n
n

p
→∞

=.  
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