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 ماهی المتتالیۀ؟ 

 مجموعۀ الأعداد الطبیعیۀ)  𝑁𝑁 (هو تابع منطلقه  

  )الحقیقیۀ(مجموعۀ الأعداد  𝑅𝑅 ومستقره

 حیث: عدد ≤𝑛𝑛(𝑈𝑈𝑛𝑛)نرمز للمتتالیۀ بالشکل: 

 ): الحد العام 𝑈𝑈𝑛𝑛لدلیل     (:n عدد: دلیل البدء       
 

 : المتتالیۀطرق تعریف 

   ) أي یعطى الحد العام (   nتتبع العدد   ۀ  صیغ  )1

 المعرفۀ وفق:  عدد ≤𝑛𝑛(𝑈𝑈𝑛𝑛)لتکن المتتالیۀ  :مثال

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 2    
𝑈𝑈0 = 02 + 2 = 2    
𝑈𝑈1 = 12 + 2 = 3    

𝑼𝑼𝒏𝒏  صیغۀ تابع  )2 = 𝒇𝒇(𝒏𝒏) 

𝑢𝑢𝑛𝑛المتتالیۀ  تکنل مثال: = √𝑛𝑛 +  یکن التابع ول  1

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 +  أوجد الحدود الثلاثۀ الأولى للمتتالیۀ: 1

𝑈𝑈0 = 𝑓𝑓(0) = √0 + 1 = 1  
𝑈𝑈1 = 𝑓𝑓(1) = √1 + 1 = √2 
𝑈𝑈2 = 𝑓𝑓(2) = √2 + 1 = √3 

 "𝑼𝑼𝒏𝒏بدلالۀ    𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏    البدء + علاقۀ یعطى حد  "صیغۀ التدریجیۀ:   )3

 𝑈𝑈0  5=لتکن المتتالیۀ:   مثال:

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛 + 2 
 أوجد الحدود الثلاثۀ الأولى: 

𝑈𝑈0=5 
𝑈𝑈1 =  𝑈𝑈0 + 2 = 5 + 2 = 7 
 𝑈𝑈2 =  𝑈𝑈1 + 2 = 7 + 2 = 9 

 جهۀ اطراد متتالیۀ: 

 (تماماً) )متزایدة ام متناقصۀ(أي معرفۀ هل المتتالیۀ 

الدلیل   ازدادهی متتالیۀ کلما  :المتتالیۀ المتزایدة تماماً )1

 قیمۀ الحد  ازدادت  

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 :أي یحقق الشرط التالی  > 𝑼𝑼𝒏𝒏 

  ازدادت الدلیل ازداد  هی متتالیۀ کلما   المتتالیۀ المتزایدة: )2

   بقی قیمۀ الحدقیمۀ الحد او 

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 أي یحقق الشرط التالی:  ≥ 𝑼𝑼𝒏𝒏 

الدلیل   ازدادهی متتالیۀ کلما   :المتناقصۀ تماماًالمتتالیۀ  )3

 قیم الحد   نقصت

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 أي تحقق:  < 𝑼𝑼𝒏𝒏 

  نقصتالدلیل   ازداد  هی متتالیۀ کلما المتتالیۀ المتناقصۀ: )4

 کما هی  بقیتأو  قیمۀ الحد

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 أي یحقق الشرط التالی: ≤ 𝑼𝑼𝒏𝒏 

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏  المتتالیۀ الثابتۀ )5 = 𝑼𝑼𝒏𝒏 

 

 المتتالیات: أنواع 

 المتتالیۀ الحسابیۀ: 

نقول عن متتالیۀ أنها حسابیۀ اذا نتج کل حد عن سابقه  

 (r)عدد ثابت یسمى أساس المتتالیۀ   بإضافۀ

 أي تحقق العلاقۀ التدریجیۀ 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 

 شرح بحث المتتاليات

لاوحدة ال  ولىا
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 لاثبات ان المتتالیۀ حسابیۀ: 

.𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑟𝑟 

   :قواعد المتتالیۀ الحسابیۀ 

 :فانU دلیلین ل (p ,m) اذا کان 

𝑈𝑈𝑚𝑚 − 𝑈𝑈𝑝𝑝 = (𝑚𝑚 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟 
 

 السابق القانون فائدة  : 

  حدین لدینا کان اذا وذلک الأساس معرفۀ فی یفید

 المطلوبۀ  الحدود أحد من حد معرفۀ فی أو معلومین

 :مثال 

  اذا𝑛𝑛≥0(𝑈𝑈𝑛𝑛) لمتتالیۀ الحسایبۀ  20اوجد الحد ذي الدلیل  

𝑈𝑈2 علمت ان = 𝑟𝑟واساسها 4 = 2 

 الحل:

𝑈𝑈𝑚𝑚 − 𝑈𝑈𝑝𝑝 = (𝑚𝑚 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟 
𝑈𝑈20 − 𝑈𝑈2 = (20 − 2)2 
𝑈𝑈20 = 4 + 36 = 40 

  :قانون مجموع المتتالیۀ الحسابیۀ 

𝑆𝑆 =
عدد  الحدود × حد  الأخیر ) + ( حدالأول  

2
 

𝑆𝑆 =  𝑛𝑛(𝑎𝑎+𝑙𝑙)
2

  

 

 المتتالیۀ الهندسیۀ: 

نقول عن متتالیۀ انها هندسیۀ اذا نتج کل حد عن سابقه  

 یسمى أساس المتتالیۀ    q)بعدد ثابت ( بضربه

 أي تحقق العلاقۀ التدریجیۀ 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛.𝑞𝑞 
 لاثبات ان المتتالیۀ هندسیۀ: 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1
𝑈𝑈𝑛𝑛

= 𝑞𝑞 

 
  :قواعد المتتالیۀ الهندسیۀ 

 :فانUدلیلین ل (p ,m) اذا کان 

𝑈𝑈𝑚𝑚
𝑈𝑈𝑝𝑝

=  𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑝𝑝 

   :فائدة القانون السابق 

یفید فی معرفۀ الأساس وذلک اذا کان لدینا حدین  

 المطلوبۀ  معلومین أو فی معرفۀ حد من أحد الحدود

 :مثال 

(𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0   متتالیۀ هندسیۀ أساسها𝑞𝑞 = 𝑈𝑈1 و 2 = اوجد 3

 8الحد ذي الدلیل  

𝑈𝑈𝑚𝑚
𝑈𝑈𝑝𝑝

=  𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑝𝑝 

𝑈𝑈8

𝑈𝑈1
=  2(8−1) ⟹𝑈𝑈8 = 3 × 27 = 384 

 
  المتتالیۀ الهندسیۀ: قانون مجموع 

عدد الحدود(الأساس )−1

الأساس −1
 =𝑆𝑆 الحد الأول ×

𝑆𝑆 = 𝑎𝑎 ×
1 − 𝑞𝑞𝑛𝑛

1 − 𝑞𝑞
 

 

  :لمعرفۀ عدد الحدود نمیز عدة حالات منها:  ملاحظۀ هامۀ 

 اذا کانت الأدلۀ متعاقبۀ فان عدد الحدود یعطى کما یلی:  .1

1الدلیل الأول  –الدلیل الأخیر  =عدد الحدود  + 

فان عدد الحدود    2اذا کانت الأدلۀ زوجیۀ بدءا من العدد   .2

 =عدد الحدود       یعطى کما یلی: 
الدلیل  الأخیر 

2
 

 

 المتتالیات 

 

 
 

 جهۀ اطراد متتالیۀ   

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 متزاید تماماً: > 𝑼𝑼𝒏𝒏 

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏متناقص تماماً  < 𝑼𝑼𝒏𝒏 

𝑼𝑼𝒏𝒏+𝟏𝟏 ثابتۀ : = 𝑼𝑼𝒏𝒏 
  

 

 المتتالیۀ الحسابیۀ   

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑛𝑛 + 𝑟𝑟      ,   𝑈𝑈𝑚𝑚 − 𝑈𝑈𝑝𝑝 = (𝑚𝑚 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟 

𝑛𝑛(𝑎𝑎+𝑙𝑙) = المجموع:
2

         S 

,𝑎𝑎اذا کانت  𝑏𝑏, 𝑐𝑐  :ثلاث حدود متعاقبۀ من متتالیۀ حسابیۀ کان 

𝑏𝑏 =
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

2
 

 

جهۀ اطراد 
متتالیۀ 

المتتالیۀ 
الحسابیۀ 

المتتالیۀ 
الهندسیۀ

الاثبات 
بالتدریج
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 المتتالیۀ الهندسیۀ   

𝑈𝑈𝑛𝑛+1
𝑈𝑈𝑛𝑛

= 𝑞𝑞      ,   
𝑈𝑈𝑚𝑚
𝑈𝑈𝑝𝑝

=  𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑝𝑝 

𝑆𝑆    المجموع: = 𝑎𝑎 × 1−𝑞𝑞𝑛𝑛

1−𝑞𝑞
 

,𝑎𝑎اذا کانت  𝑏𝑏, 𝑐𝑐  :ثلاث حدود متعاقبۀ من متتالیۀ هندسیۀ کان 

𝑏𝑏2 = 𝑎𝑎. 𝑐𝑐 
 

 الاثبات بالتدریج ( الاستقراء الریاضی):

 نطبق الخطوات التالیۀ: 

العلاقۀ من أجل اصغر عدد طبیعی فی  ۀنبرهن صح  )1

 : المجموعۀ المعطاة 

   𝑛𝑛 نفرض صحۀ العلاقۀ من أجل أي عدد طبیعی  )2

𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   )3 +  یعنی بحط محل کل  1

𝑛𝑛    بالتمرین𝑛𝑛 + 1 

 الاثبات بالتدریج : لطرح السؤال عنوهون عنا اربع حالات 

 اولاً: حالۀ المتتالیۀ : 

 𝐸𝐸(𝑛𝑛))بنطلق من الفرض  1

 𝑢𝑢𝑛𝑛)بعمل عملیات حسابیۀ عالفرض (الطرف الموجود فیه 2

 𝑢𝑢𝑛𝑛+1ولحولها ل لوصل لشکل المتتالیۀ المطلوب 

 )بس یکون بالسؤال مجموع معادلۀ او متراجحۀثانیاً (

 𝐸𝐸(𝑛𝑛) )بنطلق من الفرض1

وبعمل عملیات حسابیۀ علیها متل  )بضیف مقدار للطرفین 2

من انو فینی حذف المقدار السالب   الضب او الإضافۀ وبستفاد

من طرف المتراجحۀ الکبیر او حذف مقدار موجب من طرف  

𝐸𝐸(𝑛𝑛المتراجحۀ الصغیر لحتى اصل لعلاقۀ   + 1) 

 ثالثاً:مقدار مضاعف لعدد: 

𝐸𝐸(𝑛𝑛)هون بنطلق من  1 + 1) 

 𝐸𝐸(𝑛𝑛)وبحاول لاقی من احد الأطراف طریقۀ لعوض العلاقۀ  

بتکون مجموعین او اکتر واحد منن بکون هو  وهی عالاغلب

والباقی بکون المضاعف للعدد المفروض بإخراج  𝐸𝐸(𝑛𝑛)الخاصۀ 

𝐸𝐸(𝑛𝑛العدد عامل مشترك منکون وصلنا ل   + 1) 

 

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1المعرف وفق  𝑓𝑓رابعاً: بالاستفادة من اطراد تابع  = 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛) 

التدریجیۀ وعلى اساسها  العلاقۀ ب 𝑛𝑛≥𝑛𝑛0(𝑢𝑢𝑛𝑛)اول شی بعرف  )1

وباثبت  انو مطرد تماماً على المجال المدروسۀ   𝑓𝑓(𝑥𝑥)بعرف التابع  

 فیه المتتالیۀ وهون بمیز حالتین:

 

:هون بستخدم تصویر الأطراف  اول حالۀ التابع متزاید تماماً

 والمتراجحۀ بتضل متل مهیۀ. 

تصویر الأطراف  : هون بستخدمتانی حالۀ التابع متناقص تماماً

 کمان بس بغیر بجهۀ المتراجحۀ 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1وعلماً انو   = 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛)  وبالاستفادة من انو یمکن حذف مقدار

سالب من طرف المتراجحۀ الکبیر وحذف مقدار موجب من طرف  

𝐸𝐸(𝑛𝑛حۀ الصغیر بکون وصلت ل المتراج + 1) 

عن الاثبات   هالحالات هیۀ الی بتجی وبمجمل الحالات الأربعۀ  •

بالإضافۀ انو ممکن تصادف تمارین مارح تقدر   کسؤال بالتدریج

کتیر تمارین عن البرهان  وحاللتحلها الا اذا کان عندك خبرة 

(یعنی هالحالات مانها قانون ثابت لنمشی علیه بکل  بالتدریج  

 الأوقات) 

 فان :  𝑁𝑁مثال: أثبت أنه من اجل العدد الطبیعی الموجب تماماً  

13 + 23 + ⋯+ 𝑛𝑛3 =
𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2

4
           

𝑛𝑛الحل: نبرهن صحۀ العلاقۀ من أجل   = 1 

13 =
12(1 + 1)2

4
⟹ 1 =  محققۀ 1

 :𝑛𝑛نفرض صحۀ العلاقۀ من أجل  

13 + 23 + ⋯+ 𝑛𝑛3 =
𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2

4
          ∗ 

𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من أجل   + 1: 

13 + 23 + ⋯+ (𝑛𝑛 + 1)3 =
(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2

4
 

التمرین سننطلق من  لکن فی هذا  ∗ ننطلق من فی کل الملفات 

 : الطرف الأول وصولاً للطرف الثانی

 13 + 23 + ⋯+ 𝑛𝑛3 =
𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2

4
 

𝑙𝑙1 = 13 + 23 + ⋯+ (𝑛𝑛3) + (𝑛𝑛 + 1)3 
𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2

4
+ (𝑛𝑛 + 1)3 

(𝑛𝑛 + 1)2. �
𝑛𝑛2

4
+ (𝑛𝑛 + 1)� 

(𝑛𝑛 + 1)2 �
𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4

4
� =

(𝑛𝑛 + 1)2(𝑛𝑛 + 2)2

4
= 𝑙𝑙2 
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 تخمین متتالیۀ: 

   : فکرة 

 او اقترح صیغۀ  𝑛𝑛بدلالۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛حساب حدود + تخمین عبارة   )1

 𝑛𝑛بدلالۀ   𝑢𝑢𝑛𝑛وجد أو أو حدد أو عبر أاثبت  )2

 قانون التخمین:          𝑢𝑢𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 𝐿𝐿).𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝐿𝐿 

𝐿𝐿 من القانون الاتی 𝑙𝑙منطلع   = 𝑏𝑏
1−𝑎𝑎

والمتتالیۀ            

𝑤𝑤𝑛𝑛 هی: 𝑞𝑞الهندسیۀ المتخفیۀ أساسها  = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝐿𝐿 
 

 التمرین: کیفیۀ طرح السؤال بالامتحان النهائی وکیفیۀ حل 

 :السؤال 

 او اقترح صیغۀ   𝑛𝑛بدلالۀ   𝑢𝑢𝑛𝑛احسب الحدود وخمن عبارة   )1

 𝑛𝑛بدلالۀ   𝑢𝑢𝑛𝑛اثبت او عبر او حدد او اوجد  )2

 المتتالیۀ هی:   

�
𝑢𝑢𝑛𝑛 = رقم 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑏𝑏
 

 :طریقۀ الحل 

 : 𝑛𝑛نعوض الرقم بدل کل   )1

5 4 3 2 1 0 𝑛𝑛 
      𝑢𝑢𝑛𝑛 
      𝑎𝑎𝑛𝑛 = (   )𝑛𝑛 

 

 الطریقتین: ونکمل بإحدى  .1

)1 ( 
 نستنتج من الجدول مباشرة

 من السطرین الثانی والثالث 

𝑢𝑢𝑛𝑛 + (   )𝑛𝑛 =  عدد 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = عدد  − (   )𝑛𝑛 

)2 ( 

𝐿𝐿 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 𝐿𝐿).𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝐿𝐿 
فنجد   𝐿𝐿,𝑎𝑎,𝑢𝑢0نعوض قیم  

𝑢𝑢𝑛𝑛انه نتج  = ⋯ 

 

 التمرین  بطریقتین:  نحل .2

 بالتدریجنثبت صحۀ التخمین عن طریق الاثبات  الطریقۀ الأولى:

𝑤𝑤𝑛𝑛                   الطریقۀ الثانیۀ: = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝐿𝐿         

                                                         𝑤𝑤𝑛𝑛+1
𝑤𝑤𝑛𝑛

= 𝑞𝑞 

                                             𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑤𝑤0

= 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑛𝑛 + 𝐿𝐿 

 

 

 :22التمرین الثانی صفحۀ  
 معرفۀ وفق: 𝑛𝑛≥0(𝑢𝑢𝑛𝑛)   المتتالیۀ

� 𝑢𝑢0 = 2
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2𝑢𝑢𝑛𝑛 −  𝑛𝑛فیی حالۀ أي عدد طبیعی   3

𝑢𝑢1 احسب )1 ⟶ 𝑢𝑢5   ثم خمن عبارة𝑢𝑢𝑛𝑛   بدلالۀ𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛 بحساب عبارة )2 − 𝑛𝑛عند کل   3 ≥  𝑛𝑛بدلالۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛عبر عن   0

 الحل:
 نوجد الحدود :  .1

𝑛𝑛 = 0 ⟹ 𝑢𝑢1 = 2𝑢𝑢0 − 3 = 2(2) − 3 = 1 
𝑛𝑛 = 1 ⟹ 𝑢𝑢2 = 2𝑢𝑢1 − 3 = 2(1) − 3 = −1 
𝑛𝑛 = 2 ⟹ 𝑢𝑢3 = 2𝑢𝑢2 − 3 = 2(−1) − 3 = −5 
𝑛𝑛 = 3 ⟹ 𝑢𝑢4 = 2𝑢𝑢3 − 3 = 2(−5) − 3 = −13 
𝑛𝑛 = 4 ⟹ 𝑢𝑢5 = 2𝑢𝑢4 − 3 = 2(−13) − 3 = −29 

5 4 3 2 1 0 𝑛𝑛 
−29 −13 −5 −1 1 2 𝑢𝑢𝑛𝑛 
32 16 8 4 2 1 2𝑛𝑛 = (2)𝑛𝑛 

 

 ونکمل بإحدى الطریقتین: 

)1 ( 
 نستنتج من الجدول مباشرة

 من السطرین الثانی والثالث 

𝑢𝑢𝑛𝑛 + (2)𝑛𝑛 = 3 
𝑢𝑢𝑛𝑛 = −(2)𝑛𝑛 + 3 

 

)2 ( 

𝐿𝐿 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
=

−3
1 − 2

= 3 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 𝐿𝐿).𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝐿𝐿 
فنجد   𝐿𝐿,𝑎𝑎,𝑢𝑢0نعوض قیم  

𝑢𝑢𝑛𝑛انه نتج  = ⋯ 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (2 − 3). 2𝑛𝑛 + 3 
= −2𝑛𝑛 + 3 

 طریقۀ أولى: .2

𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝐿𝐿 ⟹ 𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 −   متتالیۀ  هندسیۀ     3

          𝑤𝑤𝑛𝑛+1
𝑤𝑤𝑛𝑛

= 𝑢𝑢𝑛𝑛+1−3
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2𝑢𝑢𝑛𝑛−3−3
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2𝑢𝑢𝑛𝑛−6
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2(𝑢𝑢𝑛𝑛−3)
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2 

𝑞𝑞فالمتتالیۀ هندسیۀ أساسها   = 2 

 نعوض بالقانون: 

    𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑤𝑤0

= 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝑤𝑤𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 3)2𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑛𝑛 + 3 = −2𝑛𝑛 + 3 
 

 عن طریق الاثبات بالتدریج:   طریقۀ ثانیۀ:

𝑢𝑢𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛 + 3 
𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   =  ونعوض:     0

𝑢𝑢0 = −20 + 3 = −1 + 3 =   محققۀ     2
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 :          𝑛𝑛نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

𝑢𝑢𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛 + 3 
𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   + 1  : 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = −2𝑛𝑛+1 + 3 
𝐿𝐿1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2𝑢𝑢𝑛𝑛 − 3 = 2(−2𝑛𝑛 + 3) − 3

= −2𝑛𝑛. 2 + 6 − 3 = −2𝑛𝑛+1 + 3
= 𝐿𝐿2 

 وهو المطلوب. 

 دراسۀ اطراد متتالیۀ: 

 لدراسۀ الاطراد: او معاییر لدینا ثلاث طرق 

اذا کانت المتتالیۀ ذات حدود موجبۀ تماماً   القسمۀ:  معیار )1

فاننا نستخدم هذا المعیار فاننا نستخدم هذا المعیار حیث 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1نحسب المقدار  
𝑈𝑈𝑛𝑛

 ونمیز ما یلی: (ونقارن مع العدد واحد )  

𝑈𝑈𝑛𝑛+1المتتالیۀ المتزایدة تماماً:    
𝑈𝑈𝑛𝑛

> 1     

𝑈𝑈𝑛𝑛+1المتتالیۀ المتناقصۀ تماماً:    
𝑈𝑈𝑛𝑛

< 1 

𝑊𝑊𝑛𝑛المعرفۀ وفق:  𝑛𝑛≥0(𝑊𝑊𝑛𝑛)لتکن المتتالیۀ مثال: = �2
3
�
𝑛𝑛

   

 ادرس اطراد هذه المتتالیۀ:            

𝑊𝑊𝑛𝑛+1

𝑊𝑊𝑛𝑛
=
�2

3�
𝑛𝑛+1

�2
3�

𝑛𝑛 =
�2

3�
𝑛𝑛

. �2
3�

1

�2
3�

𝑛𝑛 =
2
3

< 1 

 والمتتالیۀ متناقصۀ تماماً 

(لیس لدینا قاعدة محددة لاستخدامه) ولکن   معیار  الطرح: )2

 یلزمنا خبرة لدراسۀ اشارة الناتج 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1المتتالیۀ متزایدة تماماً:   − 𝑈𝑈𝑛𝑛 > 0 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1المتتالیۀ المتناقصۀ تماماً:  − 𝑈𝑈𝑛𝑛 < 0  

 المعرفۀ وفق   𝑛𝑛≥0(𝑈𝑈𝑛𝑛)لتکن المتتالیۀ المتتالیۀ مثال:

𝑈𝑈𝑛𝑛 =
2𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛 + 4

 

 لیۀ:ادرس طراد هذه المتتا           

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 − 𝑈𝑈𝑛𝑛 =
2(𝑛𝑛 + 1) − 1
(𝑛𝑛 + 1) + 4

−
2𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛 + 4

⟹
(𝑛𝑛 + 4)(2𝑛𝑛 + 1) − (𝑛𝑛 + 5)(2𝑛𝑛 − 1)

(𝑛𝑛 + 4)(𝑛𝑛 + 5)
 

=
2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 8𝑛𝑛 + 4 − (2𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛 − 3)

(𝑛𝑛 + 4)(𝑛𝑛 + 5)
 

=
9

(𝑛𝑛 + 4)(𝑛𝑛 + 5)
> 0 

 المتتالیۀ متزایدة تماماً 

 

 معیار الاشتقاق:  )3

𝑈𝑈𝑛𝑛نکتب المتتالیۀ بالشکل   = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ثم ندرس اطراد

 التابع کما یلی:

 �̀�𝑓(𝑥𝑥)نوجد المشتق الأول   -1

 نعدم المشتق الأول ان امکن -2

 نرسم جدول الإشارة للمشتق الأول  -3

سالب   �̀�𝑓(𝑥𝑥)موجب فالتابع متزاید تماماً واذا کان   �̀�𝑓(𝑥𝑥)اذا کان  

 فالتابع متناقص تماماً 

 مثال:

𝑈𝑈𝑛𝑛 = √3𝑛𝑛 + 1 
𝑈𝑈𝑛𝑛نفرض   = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)   

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3𝑥𝑥 + 1 ⟹ �̀�𝑓(𝑥𝑥) =
3

2√3𝑥𝑥 + 1
> 0 

 فالتابع متزاید تماماً فالمتتالیۀ متزایدة تماماً 

 دون ملاحظاتک

 ......................................................................................................  

 ......................................................................................................  

.................................................. ....................................................  

 ......................................................................................................  

.................................................................................................... ..  

 ......................................................................................................  

 ......................................................................................................  

............................................................................................... 

................ ......................................................................................

. .....................................................................................................

... ...................................................................................................  

 ......................................................................................................  

 ......................................................................................................  

 ......................................................................................................  

.................................................. ....................................................  

....................................................................................................  

 ......................................................................................................  

 ......................................................................................................  
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  من بدراستکن إلکن عون  هالنوطۀ تکون الإمکان قدر حاولنا…التابع لفریقنا بکالوجیا شرح بحث المتتالیاتبهی السطور رح نختم معکن 


 بکالوجیا  بفریقناریاضیات ال تیم من التوفیق مثلۀ مساعدة منتمنالکنلا  ضافۀبالإ الکتاب أفکار کامل وضع خلال��� 

شویۀ سطور فاضیۀ تحت لسببین الأول لتکتبوا ملاحظاتکن الهامۀ والثانی لتکتبوا فیها أي شی یضل ذکرى إلکن بختام هی  ترکنالکن

 النوطۀ ولاتنسو تشارکونا فیه على مواقع التواصل الاجتماعی ( بکالوجیا ) 

.............................................................................. ........................ ......................................................................................................  

 ...................................................................................................... ..................................................................................................... 

 ...................................................................................................... ......................................................................................................  

 ...................................................................................................... . ....................................................................................................  

...............................................................................................  

.......................................................... ...........................................…........................................................................................................  

 ...................................................................................................... ......................................................................................................  

 ...................................................................................................... ...................................................................................................... 

 ......................................................................................................   

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 شرح بحث المتتالياتنهاية ل
من الرياضيات الجميل لايزال لدينا الكيثر  ة و

ظاركم *_*  بالنت

 إلى هنا نصل
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 18ۀ  تدرب صفح 

  أثبت أن المتتالیۀn≥0)Un(   2حیث𝑛𝑛

3𝑛𝑛+1
Un=    متتالیۀ هندسیۀ؟ 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 =
2𝑛𝑛+1

3𝑛𝑛+2
=

2 × 2𝑛𝑛

3 × 3𝑛𝑛+1
  

 𝑢𝑢𝑛𝑛+1
𝑈𝑈𝑛𝑛

 =
2 × 2n

3 × 3n+1
2𝑛𝑛

3𝑛𝑛+1
 =

 2 × 2𝑛𝑛

3 × 3𝑛𝑛+1
×  

3𝑛𝑛+1

2𝑛𝑛
=

2
3

 

𝑞𝑞ومنه المتتالیۀ هندسیۀ أساسها  = 2
3

. 

 

 الأسئلۀ الأتیۀ تتعلق بمتتالیات هندسیۀ او حسابیۀ:  )2

1( (𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  412=متتالیۀ حسابیۀ فیهاU  و𝑈𝑈5 = −13 .            
 ؟  20U احسب ال

 نوجد أساس المتتالیۀ من القانون....

𝑈𝑈𝑛𝑛 − 𝑈𝑈𝑃𝑃 = (𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟     ⇒    
 𝑈𝑈5 − 𝑈𝑈2 =  (5 − 2)𝑟𝑟   ⇒    −13 –  41 = 3𝑟𝑟       

⇒  3𝑟𝑟 = −54  ⇒  𝑟𝑟 = −18 
𝑈𝑈20 – 𝑈𝑈2  =  (20 − 2)𝑟𝑟   
⇒   𝑈𝑈20 − 41 = 18(−18) 

   ⇒     𝑈𝑈20 =  − 324 +  41 =  −283  

2( (𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  هندسیۀ فیها   متتالیۀ𝑈𝑈7 = 1
1080

 ,𝑈𝑈10 = 25
2197

   
 𝑈𝑈30احسب ال 

𝑈𝑈𝑛𝑛  = 𝑈𝑈𝑃𝑃 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑝𝑝      ⇒  𝑈𝑈10  =  𝑈𝑈7 𝑞𝑞10 − 3     ⇒           

25
2197

= 1
1080

𝑞𝑞3   ⇒     𝑞𝑞3= 25
2197

× 1080
1

 

𝑞𝑞3 =
53 × 23 × 33

133
          ⇒       𝑞𝑞 =

30
13

 

𝑈𝑈30 = 1
1080

× 30
13

30−7
= 1

1080
× 30

13

23
 

 

3( (𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  حسابیۀ أساسها   متتالیۀ r= 3    وفیها𝑈𝑈1 = −2 

 واستنتج قیمۀ المجموع   nبدلالۀ  Unاحسب ال   

𝑆𝑆1 =  𝑈𝑈30 + 𝑈𝑈31  +  𝑈𝑈32 

𝑆𝑆2 =  𝑈𝑈1  +  𝑈𝑈2  + ⋯+ 𝑈𝑈20  

 nبدلالۀ      Un  نوجد ال      

Un – Up = (n – p) r  ⇒   Un – U1 = (n-1)3 
  ⇒   Un + 2 = 3n -3   ⇒    Un = 3n – 5 

 نوجد المجموع الأول      

5 = 91         -= 3 × 32 32 5 = 85              l= U –= 3×30 30 a= U
n=20 + 1 -1 = 20 

S1 = 
 
𝑛𝑛
2

(𝑎𝑎 + 𝑙𝑙) = 3
2

(85 + 91) = 3
2

(176) = 528
2

= 264 

 نوجد المجموع الثانی        

a= U1 = 3 – 5 = -2       𝑙𝑙= U20= 3 × 20 – 5 =55      
n = 20 – 1 +1 =20 

S2 =
𝑛𝑛
2

(𝑎𝑎 + 𝑙𝑙) = 20
2

(−2 + 55) = 10(53) = 530 

 

4( ( 𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛 ≥ احسب  q=3 2 ,-=1Uهندسیۀ فیها  متتالیۀ 0
 واستنتج المجموعین    nبدلالۀ   Un ال

S1=U1 +U2+………+U7              S2=U2+U4+U6+………. +U2n                       

 بالقانون  Un   عباره نوجد               

     𝑈𝑈𝑛𝑛
𝑈𝑈𝑝𝑝

=   𝑞𝑞𝑛𝑛 − 𝑝𝑝  =  −2(3)𝑛𝑛 – 1                      

 حساب المجموع الأول           

𝑎𝑎 = 𝑈𝑈1 = −2  , 𝑞𝑞 = 3  ,𝑛𝑛 = 7 − 1 + 1 = 7           
1− 37

−2
= 1 − 372-=   1− 37

1−3
2-=  𝑎𝑎 1−𝑞𝑞𝑛𝑛

1−𝑞𝑞
=1S 

 متتالیۀ قفزات نوجد المجموع الثانی وهو عباره عن 

6              q=9                n=n-= 2a=U 

حل تمارين بحث 
 المتتاليات

ولى لأ وحدة ا  ال

12 
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1− 𝑞𝑞𝑛𝑛

1−9
= −6 1− 9𝑛𝑛

−8
= 3

2
(1 − 9𝑛𝑛  )6 -=2S 

(𝑈𝑈𝑛𝑛) متتالیۀ   حسابیۀ  )5 ≥  وفیها  r= -2أساسها   0

    𝑈𝑈0 =  3  U62+ U25U+……+125احسب المجموع    −

Un – Up =(𝑛𝑛 − 𝑝𝑝)𝑟𝑟  ⇒      𝑈𝑈𝑛𝑛 –U0=(𝑛𝑛 − 0)(−2)    

   ⇒     𝑈𝑈𝑛𝑛  + 3 =  −2𝑛𝑛 ⇒     𝑈𝑈𝑛𝑛  =  −2𝑛𝑛 − 3 
𝑎𝑎حساب المجموع    = 𝑈𝑈25 = −53      

   𝑙𝑙 = 𝑈𝑈125 = −235 
      𝑛𝑛 = 125 −  25 + 1 = 101 

S= 101
2

(−53− 253) = 101
2

(−306) 
 

(𝑈𝑈𝑛𝑛) متتالیۀ   هندسیۀ  )6 ≥ 𝑞𝑞  أساسه 0 = 2 ,𝑢𝑢0 = 1 
𝑢𝑢3احسب المجموع   + 𝑢𝑢4 +⋯+ 𝑢𝑢10 

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑈𝑈𝑝𝑝(𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑝𝑝) = 𝑈𝑈0(𝑞𝑞𝑛𝑛−0) = 2𝑛𝑛  
 n = 10        q=2       =83=23=Ua–     8= 1+ 3لحساب المجموع 

 S = a1− 𝑞𝑞𝑛𝑛

1−𝑞𝑞
= 8 1− 28

1−2
= 8 1− 28

−1
= −8(1 −  28) 

 

S = 1 المجموعاحسب  )7
2

+ 1 + 3
2

+ 2 +  5
2

+ 3 + ⋯+ 10   

  حسابیۀالمتتالیۀ هی مجموع حدود متوالیۀ من متتالیۀ  

1أساسها  
2
1وحدها الاول   

2
 10وحدها الأخیر      

1لإیجاد عدد الحدود    
2

=1U    و𝑈𝑈𝑛𝑛 = 10 

𝑈𝑈𝑛𝑛 − 𝑈𝑈1 = (𝑛𝑛 − 1)𝑟𝑟   ⇒      10 −  
1
2

= (𝑛𝑛 − 1)
1
2

     

⇒   20 − 1 = 𝑛𝑛 − 1   ⇒       𝑛𝑛 = 20 
S= 20

2
 �1
2

+ 10� = 10 �21
2
� 

 

8( aو b  وc متتالیه هندسیه   حدود𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 36.75       
𝑎𝑎 × 𝑏𝑏 × 𝑐𝑐 = 343  

 ab 2b=ومنه       = 𝑎𝑎𝑏𝑏  b√حسب خاصه 

abc =343⇒ 𝑏𝑏2 b =  343 ⇒ b3 = 343 ⇒  b = 7 
 

a× 7 ×c =343  ⇒ ac = 343 ÷ 7 = 49………. *  
a+7+c =36.75  ⇒  a+c = 36.75 – 7 =29.75 

⇒  a = 29.75 - c 

−29.75)نعوض فی * ونجد      𝑐𝑐)(𝑐𝑐) = 49         

𝑐𝑐2ومنه  − (29.75)𝑐𝑐 + 49 = 0 

 نحل المعادلۀ باستخدام الدلتا 

⇐  (29.752)− 4 (1)(49)4ac =  –2b  =∆ 

 ونعوض  𝑐𝑐2𝑐𝑐1نحسب 

 aثم نعوض ونحسب 

𝑉𝑉𝑛𝑛  متتالیۀ معرفۀ وفق   𝑣𝑣0 = 1     𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 𝑣𝑣𝑛𝑛
1+ 𝑣𝑣𝑛𝑛

     

A.  تحقق ان𝑣𝑣𝑛𝑛<0     العدد الطبیعی  کانأیاn؟ 

 من خلال الاثبات بالتدریج 

   n=0   صحیحه من اجل  E(𝑛𝑛)نبرهن ان 

𝑉𝑉0 = 1 > 0 ⇒ 𝐸𝐸(0)  صحیحه 

𝑣𝑣𝑛𝑛صحیحه من اجل   𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض ال > 0 

𝐸𝐸(𝑛𝑛 نبرهن ان ال + 𝑣𝑣𝑛𝑛+1   ⇐صحیحۀ        (1 > 0 

القسمۀ الاقلیدیۀ   الى شکل اخر عن طریق 𝑣𝑣𝑛𝑛+1نحول ال 

 (عن طریق القسمۀ الاقلیدیۀ)  فینتج لدینا:

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 1 +
−1
𝑣𝑣𝑛𝑛+1

 

 :𝐸𝐸(𝑛𝑛)ننطلق من  

𝑣𝑣𝑛𝑛 > 0 
          1نضیف  

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 > 1 
 نقلب  

1
𝑣𝑣𝑛𝑛+1

< 1 

 1−نضرب ب  

−1
𝑣𝑣𝑛𝑛+1

> −1 

          1نضیف  

1 +
−1
𝑣𝑣𝑛𝑛+1

> 0 

 

B.  بالعلاقۀاثبت ان المتتالیۀ المعرفۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1
𝑣𝑣𝑛𝑛

 حسابیۀ؟  

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =
1

𝑣𝑣𝑛𝑛+1
=

1
𝑣𝑣𝑛𝑛

1 + 𝑣𝑣𝑛𝑛
 

⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
1 +  𝑣𝑣𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛

−
1
𝑣𝑣𝑛𝑛

=
𝑣𝑣𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛

= 1 

    r = 1ومنه المتتالیۀ حسابیۀ أساسها  

𝑢𝑢0وحدها الأول   = 1
𝑣𝑣0

= 1
1

= 𝑢𝑢𝑛𝑛ومنه       1 = 1 + 𝑛𝑛 

 

C. عباره ال  استنتج𝑣𝑣𝑛𝑛  بدلالۀn   
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𝑣𝑣𝑛𝑛   بما ان  = 1
𝑢𝑢𝑛𝑛

= 1
1+𝑛𝑛

  ⇐ 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 + 𝑛𝑛 

 ادرس جهۀ اطراد المتتالیۀ؟ 

1( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 3
𝑛𝑛2

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =
3

(𝑛𝑛 + 1)2 ⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
3

(𝑛𝑛 + 1)2 −
3
𝑛𝑛2

< 0 

 فالمتتالیۀ متناقصۀ تماماً
 

2( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = √3𝑛𝑛 + 1 
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = √3𝑛𝑛 + 4 ⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛

= √3𝑛𝑛 + 4 − √3𝑛𝑛 + 1  > 0 
 فالمتتالیۀ متزایدة تماماً 

3( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛−1
𝑛𝑛+4

 

f(𝑥𝑥) =
2𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 + 4

⇒ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
2𝑥𝑥 + 8 − 2𝑥𝑥 + 1

(𝑥𝑥 + 4)2

=
9

(𝑥𝑥 + 4)2 > 0 ⇒ 

 فالمتتالیۀ متزایدة تماماً 
 

4( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛2+1

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =
1

(𝑛𝑛 + 1)2 + 1
 

⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
1

(𝑛𝑛 + 1)2 + 1 −
1

𝑛𝑛2 + 1 < 0 ⇒ 

 تماماً  ناقصۀفالمتتالیۀ مت
 

5( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 3𝑛𝑛+1
𝑛𝑛−2

 

f(x) =
3𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 2

⇒ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
3𝑥𝑥 − 6 − 3𝑥𝑥 − 1

(𝑥𝑥 − 2)2

=
−7

(𝑥𝑥 − 2)2 < 0 ⇒ 

 تماماً  ناقصۀفالمتتالیۀ مت
 

6( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑛𝑛
10𝑛𝑛

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 =
𝑛𝑛 + 1
10𝑛𝑛+1

⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
𝑛𝑛 + 1
10𝑛𝑛+1

−
𝑛𝑛

10𝑛𝑛

=
𝑛𝑛 + 1 − 10𝑛𝑛

10𝑛𝑛+1
=

1 − 9𝑛𝑛
10𝑛𝑛+1

< 0 

 n = 1بدءا من الحد ذو الدلیل  تماماً ومنه المتتالیۀ متناقصۀ

7( 𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1    و  1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 3 

فالمتتالیۀ   3-نلاحظ ان کل حد ینتج عن سابقه بإضافۀ العدد 

کون  وعندما یکون الأساس سالب ت r=-3حسابیۀ أساسها 

 المتتالیۀ متناقصۀ تماماً

8( 𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1   و          1 = 1
2
𝑢𝑢𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 ⇐نلاحظ ان حدود المتتالیۀ موجبۀ ومنه  
𝑢𝑢𝑛𝑛

= 1
2

< 1   ⇐  

 المتتالیۀ متناقصۀ تماماً
 

9(      𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1    و       1 = 2𝑢𝑢𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1   ⇐نلاحظ ان حدود المتتالیۀ موجبۀ تماما 
𝑢𝑢𝑛𝑛

= 2 > 1       

 فالمتتالیۀ متزایدة تماما      ⇐
 

 21تدرب صفحۀ  
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 12 + 22 + 32 + ⋯+ 𝑛𝑛2 

  nو 𝑠𝑠𝑛𝑛بدلاله   𝑆𝑆𝑛𝑛+1وعبر عن      𝑆𝑆1و𝑆𝑆2و𝑆𝑆3و 𝑆𝑆4احسب الحدود   

𝑛𝑛اثبت بالتدریج انه فی حالۀ ایۀ عدد طبیی   ≥  لدینا  1

𝑠𝑠𝑛𝑛 =  
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6
 

  
𝑠𝑠1 = 12 = 1    

     𝑠𝑠2 = 12 + 22 = 5 
   𝑠𝑠3 = 12 + 22 + 32 = 14  

  𝑠𝑠4 = 12 + 22 + 32 + 44 = 30      
𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = 12 + 22 + 32 + 𝑛𝑛2 + (𝑛𝑛 + 1)2      

⇒ 𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 + 1)2 

 من خلال الاثبات بالتریج 
𝑛𝑛 جلنبرهن صحۀ العلاقۀ من ا = 1:  

E = 1    𝑆𝑆1 = 1(1+1)(2+1)
6

= 1(2)(3)
6

= 6
6

= 1 ⇐  

 فالعلاقۀ صحیحۀ 

   E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

12 + 22 + 32 + 𝑛𝑛2 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6
     ∗ 

E(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  + 1) 

𝑆𝑆𝑛𝑛+1 = 12 + 22 + 32 + (𝑛𝑛 + 1)2 =
(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)(2𝑛𝑛 + 3)

6  

𝑙𝑙1 = 12 + 22 + 32 + 𝑛𝑛2 + (𝑛𝑛 + 1)2 

𝑙𝑙1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + (𝑛𝑛 + 1)2

=
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6
+

6(𝑛𝑛 + 1)2

6
 

=
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1) + 6(𝑛𝑛 + 1)2

6

= (𝑛𝑛 + 1)
 [𝑛𝑛(2𝑛𝑛 + 1) + 6𝑛𝑛 + 6]

6

= (𝑛𝑛 + 1)
(2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 6𝑛𝑛 + 6)

6

= (𝑛𝑛 + 1)
(2𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 + 6)

6
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= (𝑛𝑛 + 1) �
(𝑛𝑛 + 2)(2𝑛𝑛 + 3)

6
� 

⇒ 𝑙𝑙1 = 𝑙𝑙2 
 العلاقۀ محققۀ ومنه 

 

𝑥𝑥لیکن  > الى  E(n)نرمز بالرمز  nفی حالۀ عدد طبیعی  1−

1)المتراجحۀ   + x)n ≥ 1 + nx 

  اثبت ان المتراجحۀ محققۀ 

    ⇐   n=0نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

(1 + 𝑥𝑥)0 = 1 = 1 = 𝑙𝑙1 = 𝑙𝑙2 
 ومنه العلاقۀ محققۀ     ⇐     

  E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل 

(1 + x)n ≥ 1 + nx      ∗ 
E(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل    + 1) 

(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛+1 ≥ 1 + (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 
  ∗ننطلق من  

(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑛𝑥𝑥 
1)نضرب الطرفین ب  + 𝑥𝑥): 

(1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛 ≥ (1 + 𝑛𝑛𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥) 
(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛+1 ≥ 1 + 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑥𝑥2 

𝑛𝑛𝑥𝑥2 > 0 
(1 + 𝑥𝑥)𝑛𝑛+1 ≥ 1 + 𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑥𝑥  

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ 

 

 تمرینات ومسائل  

 التالیۀ التمرین الأول: ادرس اطراد المتتالیات 

1( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = −3𝑛𝑛 + 1 
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = −3(𝑛𝑛 + 1) + 1 − (−3𝑛𝑛 + 1)

= −3𝑛𝑛 − 3 + 1 + 3𝑛𝑛 − 1 = −3 < 0 
 تماماً   ومنه المتتالیۀ متناقصۀ

2( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑛𝑛+1
𝑛𝑛+2

 

f(x)الحل نشکل التابع  = 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥+2

 R\{−2}والتابع اشتقاقی على   

 مشتقه 

f ′(x) =
𝑥𝑥 + 2 − 𝑥𝑥 − 1

(𝑥𝑥 + 2)2 =
1

(𝑥𝑥 + 2)2 > 0 

 فالمتتالیۀ متزایدة تماماً  ومنه التابع متزاید تماماً

 

3( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2𝑛𝑛+1 ⇒
𝑢𝑢𝑛𝑛+1
𝑢𝑢𝑛𝑛

=
2 ×  2𝑛𝑛

2𝑛𝑛
= 2 > 1 ⇒ 

 المتتالیۀ متزایدة تماماً 

4( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = �−1
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛

 

 نوجد الحدود الأولى  

𝑢𝑢1 =
−1
1

= −1                  𝑢𝑢2 =   �
−1
2
�
2

=
1
4

  

   𝑢𝑢3 = �
−1
3
�
3

 =
−1
27

           𝑢𝑢4 = �
−1
4
�
4

=
1

64
 

 نلاحظ ان المتتالیۀ غیر مطردة

5( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 + 1
𝑛𝑛2

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 +
1

(𝑛𝑛 + 1)2 − �1 −
1
𝑛𝑛2
� =

1
(𝑛𝑛 + 1)2 −

1
𝑛𝑛2

=
𝑛𝑛2 − (𝑛𝑛 + 1)2

𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2 =
𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛 − 1

𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2

=
−2𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛2(𝑛𝑛 + 1)2 < 0 

 ومنه المتتالیۀ متناقصۀ تماما  

6( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2

𝑛𝑛!
 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1
𝑢𝑢𝑛𝑛

=

(𝑛𝑛 + 1)2
(𝑛𝑛 + 1)!
𝑛𝑛2
𝑛𝑛!

=

(𝑛𝑛 + 1)2
(𝑛𝑛 + 1)𝑛𝑛!

𝑛𝑛2
𝑛𝑛!

=
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛!

 ×  
𝑛𝑛!
𝑛𝑛2

=
𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛2

> 1 ⇒ 

 فالمتتالیۀ متزایدة تماماً 

7( 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1 + 1
2

+          + 1
2𝑛𝑛

 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =
1

2𝑛𝑛 + 1
> 0 ⇒ 

 فالمتتالیۀ متزایدة تماماً 

8( 𝑢𝑢0 = 2         𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 3
4
𝑢𝑢𝑛𝑛 + 2 

 من خلال الاثبات بالتدریج 

 نوجد الحدود الأولى  

𝑢𝑢1 =
3
4
𝑢𝑢0 + 2 =

3
4

(2) + 2 =
7

2   
      

𝑢𝑢2 =
3
4
𝑢𝑢1 + 2 =

3
4
�

7
2
� + 2 =

21
8

+ 2 =
37
8

 

 نجد ان المتتالیۀ متزایدة نبرهن ذلک بالتدریج: 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > 𝑢𝑢𝑛𝑛 
        ⇐   n=0نبرهن ان العلاقۀ صحیحه من اجل 
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𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢0 = 7
2
− 2 >  العلاقۀ محققۀ    ⇐        0

ونبرهن صحۀ العلاقۀ من     nنفرض صحۀ العلاقۀ من اجل 
 n+1  اجل 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1من الفرض    > 𝑢𝑢𝑛𝑛    

 ⇐    3
4
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > 3

4
𝑢𝑢𝑛𝑛        3نضرب ب

4
 للاطراف 2ثم نضیف   

⇐  3
4
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 + 2 > 3

4
𝑢𝑢𝑛𝑛 +  ومنه العلاقۀ صحیحۀ.      2

 

 التمرین الثانی: 
𝑢𝑢0لدینا    = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1و  2 = 2𝑢𝑢𝑛𝑛 −   𝑢𝑢2و 𝑢𝑢1احسب الحدود   3

 nبدلالۀ  𝑈𝑈𝑛𝑛ثم خمن عباره ال 𝑢𝑢4و 𝑢𝑢3و

𝑢𝑢1الحل:  = 2𝑢𝑢0 − 3 = 2 × 2 − 3 = 4 − 3 = 1 

        𝑢𝑢2 = 2𝑢𝑢1 − 3 = 2 − 3 = −1                      
𝑢𝑢3 = 2𝑢𝑢2 − 3 = −2 − 3 = −5          

          𝑢𝑢4 = 2𝑢𝑢3 − 3 = −120− 3 = −13            
 ننظم الجدول              

4 3 2 1 0 n 
-13 -5 -1 1 2 𝑢𝑢𝑛𝑛 
16 8 4 2 1 2𝑛𝑛 

𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝐿𝐿 ⟹ 𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 −   متتالیۀ  هندسیۀ     3

          𝑤𝑤𝑛𝑛+1
𝑤𝑤𝑛𝑛

= 𝑢𝑢𝑛𝑛+1−3
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2𝑢𝑢𝑛𝑛−3−3
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2𝑢𝑢𝑛𝑛−6
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2(𝑢𝑢𝑛𝑛−3)
𝑢𝑢𝑛𝑛−3

= 2 

𝑞𝑞فالمتتالیۀ هندسیۀ أساسها   = 2 

 نعوض بالقانون: 

    𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑤𝑤0

= 𝑞𝑞𝑛𝑛 ⟹ 𝑤𝑤𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 3)2𝑛𝑛 = −2𝑛𝑛 
 

 التمرین الثالث:  

𝑢𝑢0لدینا    = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 و 3 = −𝑢𝑢𝑛𝑛 + احسب       4

 nبدلالۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛وخمن عبارة   𝑢𝑢1و𝑢𝑢2و𝑢𝑢3و𝑢𝑢4الحدود
𝑢𝑢1 = −𝑢𝑢0 + 4 = −3 + 4 = 1 

       𝑢𝑢2 = −𝑢𝑢1 + 4 = −1 + 4 = 3       
𝑢𝑢3 = −𝑢𝑢2 + 4 = −3 + 4 = 1 
 𝑢𝑢4 = −𝑢𝑢3 + 4 = −1 + 4 = 3 

4 3 2 1 0 n 
3 -1 3 -1 3 𝑢𝑢𝑛𝑛 
1 -1 1 -1 1 (−1)𝑛𝑛 

 :ومنه نجد ان

𝐿𝐿 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
=

4
1 + 1

= 2 

   𝑢𝑢𝑛𝑛 − (−1)𝑛𝑛 = 2 ⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2 + (−1)𝑛𝑛       

 التمرین الرابع: اثبت بالتدریج صحۀ الخاصتین 

 1 + 2 × 2! + 3 × 3! +⋯+ 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛! = (𝑛𝑛 + 1)! − 1     
 E(𝑛𝑛)نرمز لهذه المساواة بالرمز 

𝑆𝑆1صحیحۀ   E(1)نبرهن ان  = 1! = 1 = 𝑙𝑙1 

𝑙𝑙2 = (1 + 1)! − 1 = 2! − 1 = 2 − 1 = 1 ⇒  𝑙𝑙1 = 𝑙𝑙2 
 العلاقۀ محققۀ ومنه 

 : صحیحۀ   E(𝑛𝑛)نفرض ان العلاقۀ  

1 + 2 × 2! + 3 × 3! + ⋯+ 𝑛𝑛 + 𝑛𝑛! = (𝑛𝑛 + 1)! − 1     
E(𝑛𝑛 نبرهن صحۀ العلاقۀ  + 1): 

1 + 2 × 2! + ⋯+ 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛! + (𝑛𝑛 + 1) × (𝑛𝑛 + 1)!
= (𝑛𝑛 + 2)! − 1 

𝑙𝑙1 = (𝑛𝑛 + 1)! − 1 + (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 1)!
= (𝑛𝑛 + 1)! (1 + 𝑛𝑛 + 1) − 1
= (𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 2) − 1
= (𝑛𝑛 + 2)! − 1 = 𝑙𝑙2 

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ 
 

𝑛𝑛! ≥ 2𝑛𝑛−1 
 العلاقۀ نبرهن بالتدریج صحۀ 

   E(1)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

1! = 1      21−1 = 20 = 1 ⇒  العلاقۀ  محققۀ

   E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ  

(𝑛𝑛)! ≥ 2𝑛𝑛−1         ∗ 
E(𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ  + 1) 

(𝑛𝑛 + 1)! ≥ 2𝑛𝑛 
 : ∗ننطلق من  

(𝑛𝑛)! ≥ 2𝑛𝑛−1     
𝑛𝑛)نضرب الطرفین ب  + 1): 

(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛)! ≥ 2𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) 
𝑛𝑛)ننسب الى   +   2العدد   (1

(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛)! ≥ 2𝑛𝑛−1. 2 

 ونکمل بإحدى الطریقتین: 

)1 ( 
نستنتج من الجدول 

 مباشرة

من السطرین الثانی  

 والثالث

𝑢𝑢𝑛𝑛 + (2)𝑛𝑛 = 3 
𝑢𝑢𝑛𝑛 = 3 − (2)𝑛𝑛 

 

)2 ( 

𝐿𝐿 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
=

−3
1 − 2

= 3 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 𝐿𝐿).𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝐿𝐿 
فنجد   𝐿𝐿,𝑎𝑎,𝑢𝑢0نعوض قیم  

𝑢𝑢𝑛𝑛انه نتج  = ⋯ 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (2 − 3). 2𝑛𝑛 + 3 
= −2𝑛𝑛 + 3 
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𝑛𝑛)ومنه نجد ان  + 1)! ≥ 2𝑛𝑛     فالعلاقۀ محققۀ. 

 

 التمرین الخامس: 

𝑢𝑢𝑛𝑛لدینا   = 1 + 1
2

+ 1
3

+ ⋯+ 1
𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑛𝑛و   = 𝑢𝑢2𝑛𝑛 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 

 متزایدة تماما   𝑣𝑣𝑛𝑛اثبت ان المتتالیۀ   

𝑢𝑢2𝑛𝑛 = 1 +
1
2

+
1
3

+ ⋯   +
1
𝑛𝑛

+
1

𝑛𝑛 + 1
+ ⋯+

1
2𝑛𝑛

 

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢2𝑛𝑛 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 =  1 +
1
2

+
1
3

+ ⋯+
1
𝑛𝑛

+
1

𝑛𝑛 + 1
+ ⋯+

1
2𝑛𝑛

− �1 +
1
2

+
1
3

+ ⋯+
1
𝑛𝑛
�

=
1

𝑛𝑛 + 1
+

1
𝑛𝑛 + 2

+ ⋯+
1

2𝑛𝑛
 

 𝑣𝑣𝑛𝑛+1نوجد  

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 =
1

𝑛𝑛 + 2
+

1
𝑛𝑛 + 3

+ ⋯+
1

2𝑛𝑛
+

1
2𝑛𝑛 + 1

+
1

2𝑛𝑛 + 2
 

 

 نوجد الفرق 

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 − 𝑣𝑣𝑛𝑛 =
1

𝑛𝑛 + 2
+

1
𝑛𝑛 + 3

+ ⋯+
1

2𝑛𝑛
+

1
2𝑛𝑛 + 1

+
1

2𝑛𝑛 + 2

− �
1

𝑛𝑛 + 1
+

1
𝑛𝑛 + 2

+ ⋯+
1

2𝑛𝑛
�

=
1

2𝑛𝑛 + 1
+

1
2𝑛𝑛 + 2

−
1

𝑛𝑛 + 1

=
1

2𝑛𝑛 + 1
+

1
2𝑛𝑛 + 2

−
2

2𝑛𝑛 + 2

=
1

2𝑛𝑛 + 1
−

1
2𝑛𝑛 + 2

=
2𝑛𝑛 + 2 − 2𝑛𝑛 − 1

(2𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 2)

=
1

(2𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 2)
> 0 

 المتتالیۀ متزایدة تماما ومنه 

 

 التمرین السادس: 
 a وb وc  نعلم ان  اعداد حقیقیۀ𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐  هی ثلاثۀ حدود متتالیۀ

 کم نعلم ان   𝑞𝑞من متتالیۀ هندسیۀ رمز الى أساسها بالرمز  
𝑐𝑐, 2𝑏𝑏, 3𝑎𝑎    هی ثلاثۀ حدود من متتالیۀ حسابیۀ والمطلوب 

 𝑞𝑞احسب 
لیۀ واکتب الحدود وانا  اأساس المتت 𝑞𝑞انا لازم جیب علاقۀ فیها  

یۀ کل حد بینتج عن القبلو بضربو  سبعرف بالمتتالیۀ الهند 

𝑏𝑏تانی حد وهو   𝑎𝑎فبصیر معی اول حد هو   𝑞𝑞 بعدد والی هو =

𝑎𝑎𝑞𝑞 وتالت حد هو  𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝑞𝑞2 

متتالیۀحسابیۀ حدود متعاقبۀ من  3a , 2b ، cبالفرض الاعداد و

≠aحیث    0 

2𝑏𝑏 =
3𝑎𝑎 + 𝑐𝑐

2
⇒ 3𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 = 4𝑏𝑏 

,𝑎𝑎هلئ بدي عوض محل العلاقۀ فوق بقیم   𝑏𝑏, 𝑐𝑐 

3𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑞𝑞2 = 4𝑎𝑎𝑞𝑞 ⇒ 3 + 𝑞𝑞2 = 4𝑞𝑞 ⇒ 𝑞𝑞2 − 4𝑞𝑞 + 3 = 0
⇒ (𝑞𝑞 − 1)(𝑞𝑞 − 3) = 0 
⇒ 𝑞𝑞 = 1   ,     𝑞𝑞 = 3 

 

 التمرین السابع: 

𝑢𝑢0لدینا   = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1و   7 = 10𝑢𝑢𝑛𝑛 −  nبدلالۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛عبر عن    18

 1,2,3,4,5القیم   nعین عدد الاصفار عندما نأخذ  )1

𝑢𝑢1 = 10𝑢𝑢0 − 18 = 10(7) − 18 = 52 
𝑢𝑢2 = 10𝑢𝑢1 − 18 = 10(52) − 18 = 502 
𝑢𝑢3 = 10𝑢𝑢2 − 18 = 10(502) − 18 = 5002 
𝑢𝑢4 = 10𝑢𝑢3 − 18 = 10(5002) − 18 = 50002 
𝑢𝑢5 = 10𝑢𝑢4 − 18 = 10(50002) − 18 = 500002 

𝑛𝑛)نلاحظ ان عدد الاصفار هو  :   nما عدد الاصفار بدلالۀ   )2 − 1) 

𝑢𝑢𝑘𝑘تحقق ان  )3 = 5(10)𝑘𝑘 +  [1,2,3,4,5]من  kفی حالۀ   2

𝑢𝑢1 = 5(10) + 2 = 5 + 2 = 52          
  𝑢𝑢2 = 5(10)2 + 2 = 500 + 2 = 502     

𝑢𝑢3 = 5(10)3 + 2 = 5002 
𝑢𝑢4 = 5(10)4 + 2 = 50002 
𝑢𝑢5 = 5(10)5 + 2 = 500002 

 واثبت ذلک  nبدلاله  𝑢𝑢𝑛𝑛اقترح صیغه للحد  )4
 

4 3 2 1 0 n 
10000 1000 100 10 1 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 10𝑛𝑛 
50002 5002 502 52 7 𝑢𝑢𝑛𝑛 

 

𝑙𝑙 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
=

−18
1 − 10

= 2 
 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = (𝑢𝑢0 − 𝑙𝑙)𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑙𝑙 = (7 − 2)10𝑛𝑛 + 2 = 5(10𝑛𝑛) + 2 
 الاثبات بالتدریج 

  E(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

𝑢𝑢0 = 5(10)0 + 2 = 5 + 2 = 7 
 ومنه العلاقۀ محققۀ 

E(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ    E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ   + 1) 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 5(10)𝑛𝑛+1 + 2 
𝑙𝑙1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 10𝑢𝑢𝑛𝑛 − 18 = 10[5(10)𝑛𝑛 + 2] − 18

= 5(10)𝑛𝑛+1 + 20 − 18
= 5(10)𝑛𝑛+1 + 2 = 𝑙𝑙2 

 العلاقۀ محققۀ ومنه 
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𝑢𝑢0التمرین الثامن: لدینا   = 𝑠𝑠     و𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 1
2
𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛      

بحیث تحقق   pعین کثیر الحدود من الدرجۀ الثانیۀ  )1
(𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  التی حدها 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑝𝑝(𝑛𝑛) 

𝑡𝑡𝑛𝑛+1نفسها أي   = 1
2
𝑡𝑡𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛     

𝑝𝑝(𝑛𝑛)نفرض ان  = 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑐𝑐     یجب إیجاد الاعدادa،b، c    

𝑡𝑡𝑛𝑛 =  𝑝𝑝(𝑛𝑛) = 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑐𝑐 
𝑡𝑡𝑛𝑛+1   لدینا     = 1

2
𝑡𝑡𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛   

p(𝑛𝑛ومنه  + 1) = 1
2
𝑝𝑝𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 

𝑎𝑎(𝑛𝑛 + 1)2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =
1
2

(𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑐𝑐) + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛  

𝑎𝑎(𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1) + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =
1
2

(𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑐𝑐) + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 

𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 2𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =
1
2
𝑎𝑎𝑛𝑛2 +

1
2
𝑏𝑏𝑛𝑛 +

1
2
𝑐𝑐 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 

𝑎𝑎𝑛𝑛2 + (2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛 + (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = �
1
2
𝑎𝑎 + 1� 𝑛𝑛2 + �

1
2
𝑏𝑏 + 1� 𝑛𝑛 + �

1
2
𝑐𝑐� 

 بالمقارنۀ بین الطرفین  

𝑎𝑎 =
1
2
𝑎𝑎 + 1 … … … … . .∗ 

2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 =
1
2
𝑏𝑏 + 1 … … … .∗∗ 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 =
1
2
𝑐𝑐… … … . .∗∗∗ 

𝑎𝑎من *                          − 1
2
𝑎𝑎 = 1 ⇒ 𝑎𝑎

2
= 1 ⇒ 𝑎𝑎 = 2   

4نعوض فی **                                 + 𝑏𝑏 = 1
2
𝑏𝑏 + 1 

𝑏𝑏 −
1
2
𝑏𝑏 = −3 ⇒ 2𝑏𝑏 − 𝑏𝑏 = −6 ⇒ 𝑏𝑏 = −6 

 نعوض فی *** 

     2 − 6 + 𝑐𝑐 = 1
2
𝑐𝑐 ⇒ −4 + 𝑐𝑐 = 𝑐𝑐 ⇒ −8 + 2𝑐𝑐 = 𝑐𝑐 ⇒ 𝑐𝑐 = 8 
𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑝𝑝(𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛2 − 6𝑛𝑛 + 8 

 

 التی حدها العام 𝑛𝑛≥0(𝑣𝑣𝑛𝑛)ثبت ان المتتالیۀ أ )2

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑡𝑡𝑛𝑛    هی متتالیۀ هندسیۀ 
𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑡𝑡𝑛𝑛+1

=
1
2
𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 −

1
2
𝑡𝑡𝑛𝑛 − 𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛 

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 =
1
2

(𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑡𝑡𝑛𝑛) =
1
2
𝑣𝑣𝑛𝑛 ⇒

𝑣𝑣𝑛𝑛+1
𝑣𝑣𝑛𝑛

=
1
2

 

q=1ومنه المتتالیۀ هندسیۀ أساسها 
2

  

 

 𝑣𝑣𝑛𝑛اکتب عبارة ال  )3
𝑣𝑣0 = 𝑢𝑢0 − 𝑡𝑡0 = 𝑠𝑠 − 𝑝𝑝(0) = 𝑠𝑠 − 8 

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑣𝑣0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 = (𝑠𝑠 − 8) �
1
2
�
𝑛𝑛

 

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 التمرین التاسع:  = 𝑎𝑎𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑏𝑏   

𝑓𝑓(𝑥𝑥)   تابعاً عین )1 =  𝑣𝑣𝑛𝑛+1   أیا کانت قیمۀ𝑛𝑛 ≥ 0  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 

𝐷𝐷لتابع معرف على  ا = [0, +∞[   
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)حل المعادلۀ       𝑙𝑙 احسب )2 = 𝑥𝑥 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 ⇒ 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 ⇒ (1 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 = 𝑏𝑏

⇒ 𝑥𝑥 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
= 𝑙𝑙 

𝑢𝑢𝑛𝑛حیث     𝑛𝑛≥0(𝑢𝑢𝑛𝑛)المتتالیۀ    نعرف  )3 = 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑙𝑙    ان انها
 𝑣𝑣𝑛𝑛ثم استنتج     n ، a ، b ، 𝑣𝑣0بدلالۀ    𝑢𝑢𝑛𝑛هندسیۀ واستنتج عبارة  

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑙𝑙         
𝑢𝑢𝑛𝑛+1
𝑢𝑢𝑛𝑛

=
𝑣𝑣𝑛𝑛+1 − 𝑙𝑙

𝑣𝑣𝑛𝑛
=
𝑎𝑎𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 − 𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑛𝑛
 

𝑙𝑙                         لکن = 𝑏𝑏
1−𝑎𝑎

⇒ 𝑏𝑏 = (1 − 𝑎𝑎)𝑙𝑙  

=
𝑎𝑎𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑙𝑙(1 − 𝑎𝑎) − 𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑛𝑛
 

𝑢𝑢𝑛𝑛لکن  = 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑙𝑙 ⇒  𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑙𝑙             

𝑎𝑎(𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑙𝑙) + 𝑙𝑙(1 − 𝑎𝑎) − 𝑙𝑙
𝑢𝑢𝑛𝑛

= 

=
𝑎𝑎(𝑣𝑣𝑛𝑛) + 𝑙𝑙 − 𝑎𝑎𝑙𝑙 − 𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑛𝑛
=
𝑎𝑎(𝑣𝑣𝑛𝑛) − 𝑎𝑎𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑛𝑛
 

=
𝑎𝑎[(𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑙𝑙)]

𝑢𝑢𝑛𝑛
=
𝑎𝑎𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑛𝑛

= 𝑎𝑎 

  q=aومنه المتتالیۀ هندسیۀ أساسها 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑢𝑢0 × 𝑞𝑞𝑛𝑛 

𝑢𝑢0 = 𝑣𝑣0 − 𝑙𝑙(𝑞𝑞)𝑛𝑛 = �𝑣𝑣0 −
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
�𝑎𝑎𝑛𝑛 ⇒ 

 𝑢𝑢𝑛𝑛 = �𝑣𝑣0 −
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
�𝑎𝑎𝑛𝑛  

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑙𝑙  ⇒  

 𝑣𝑣𝑛𝑛 = �𝑣𝑣0 −
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
�𝑎𝑎𝑛𝑛 +

𝑏𝑏
1 − 𝑎𝑎

 

 

𝑢𝑢0التمرین العاشر: متتالیۀ معرفۀ وفق   = 1      𝑢𝑢1 = 4                             
𝑢𝑢𝑛𝑛+1و  = 5𝑢𝑢𝑛𝑛 − 6𝑢𝑢𝑛𝑛−1 

𝑎𝑎یحققان   a، bعین عددین  )1 + 𝑏𝑏 = 5 ,𝑎𝑎𝑏𝑏 = 6 
          a=2          b=3         
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𝑣𝑣𝑛𝑛متتالیۀ    𝑛𝑛≥0(𝑣𝑣𝑛𝑛)لتکن   )2 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝑢𝑢𝑛𝑛    انها
 bمتتالیۀ هندسیۀ أساسها 

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛 = 5𝑢𝑢𝑛𝑛 − 6𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛
= 3𝑢𝑢𝑛𝑛 − 6𝑢𝑢𝑛𝑛−1 

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+2 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛+1 
𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 5𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 6𝑢𝑢𝑛𝑛 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 3(𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛) 

𝑣𝑣𝑛𝑛+1 = 3𝑣𝑣𝑛𝑛   ⇒  
𝑣𝑣𝑛𝑛+1
𝑣𝑣𝑛𝑛

= 3 

 q=3ومنه المتتالیۀ هندسیۀ أساسها 

𝑤𝑤𝑛𝑛حیث  𝑛𝑛≥0(𝑤𝑤𝑛𝑛)لتکن المتتالیۀ   )3 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑏𝑏𝑢𝑢𝑛𝑛         
 aاثبت انها متتالیۀ هندسیۀ أساسها 

𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛 
⇒ 𝑤𝑤𝑛𝑛+1 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+2 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 5𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 6𝑢𝑢𝑛𝑛 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛+1 

𝑤𝑤𝑛𝑛+1 = 2𝑤𝑤𝑛𝑛     ⇒   
𝑤𝑤𝑛𝑛+1
𝑤𝑤𝑛𝑛

= 2 

 q=2ومنه المتتالیۀ هندسیۀ أساسها 

 nبدلالۀ  𝑢𝑢𝑛𝑛ثم استنتج عبارة  nبدلالۀ     𝑣𝑣𝑛𝑛 ,𝑤𝑤𝑛𝑛عبر عن   )4
𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛   ⇒  𝑣𝑣0 = 𝑢𝑢1 − 2𝑢𝑢0 = 4 − 2(1) = 2 

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑣𝑣0𝑞𝑞𝑛𝑛  ⇒  𝑣𝑣𝑛𝑛 = 2. (3)𝑛𝑛 ⟹ 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 2. (3)𝑛𝑛  
𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛   ⇒  𝑤𝑤0 = 𝑢𝑢1 − 3𝑢𝑢0 

= 4 − 3(1) = 1 
𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑤𝑤0

= 𝑞𝑞𝑛𝑛  ⇒  𝑤𝑤𝑛𝑛 = (2)𝑛𝑛 

 لعلاقۀ: بالتعویض فی ا

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛 
2. (3)𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛 ⟹ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2. (3)𝑛𝑛 + 2𝑢𝑢𝑛𝑛 

𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛 
(2)𝑛𝑛 = 2. (3)𝑛𝑛 + 2𝑢𝑢𝑛𝑛 − 3𝑢𝑢𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2. (3)𝑛𝑛 − (2)𝑛𝑛 

 التمرین الحادي عشر:  

𝑛𝑛اثبت أیا کان العدد الطبیعی  )1 ≥  ان      2
3 × 𝑛𝑛2 ≥ (𝑛𝑛 + 1)2   

 من خلال الاثبات بالتدریج 

   n=2نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

3 × 22 = 3 × 4 = 12        (2 + 1)2 = 32 = 9 
12ونجد ان   ≥  ومنه العلاقۀ محققۀ         9

   nنفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

3 × 𝑛𝑛2 ≥ (𝑛𝑛 + 1)2 
 n+1   ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

3(𝑛𝑛 + 1)2 ≥ (𝑛𝑛 + 2)2 
3(𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1) ≥ 𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4 

3𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3 ≥ 𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4 
3𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3 ≥ 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1 + 2𝑛𝑛 + 3 

3𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3 ≥ (𝑛𝑛 + 1)2 + 2𝑛𝑛 + 3 
 : لدینا من الفرض

3𝑛𝑛2 ≥ (𝑛𝑛 + 1)2 
6𝑛𝑛 + 3 ≥ 2𝑛𝑛 + 3    ⇐ 

3𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3 ≥ (𝑛𝑛 + 1)2 + (2𝑛𝑛 + 3)      
⇒   3(𝑛𝑛 + 1)2 ≥ (𝑛𝑛 + 2)2 

 ومنه العلاقۀ محققۀ  

3𝑛𝑛الى القضیۀ   E(𝑛𝑛)نرمز بالرمز  )2 ≥ 2𝑛𝑛 + 5 × 𝑛𝑛2   
  ما أصغر عدد طبیعی غیر معدوم تکون القضیۀ صحیحۀ عنده 

  اثبت انE(𝑛𝑛)  صحیحۀ أیا کان العدد الطبیعیn   الذي یحقق
𝑛𝑛الشرط   ≥ 5 

E(1)             𝑙𝑙1 = 31 = 3             𝑙𝑙2 = 2 + 5(12) = 7 
𝑙𝑙1نلاحظ ان   < 𝑙𝑙2     ومنه  E(1)  غیر محققۀ 

E(2)  𝑙𝑙1 = 32 = 9     𝑙𝑙2 = 22 + 5 × 22 = 4 + 20 = 24 
𝑙𝑙1نلاحظ ان  < 𝑙𝑙2    ومنهE(2)  غیر محققۀ 

𝐸𝐸(3)      𝑙𝑙1 = 33 = 27       𝑙𝑙2 = 23 + 5 × 32 = 53 
𝑙𝑙1نلاحظ ان  < 𝑙𝑙2     ومنهE(3) غیر محققۀ 

𝐸𝐸(4)      𝑙𝑙1 = 34 = 81       𝑙𝑙2 = 24 + 5 × 42 = 96 
𝑙𝑙1نلاحظ ان  < 𝑙𝑙2    ومنهE(4)    غیر محققۀ 

𝐸𝐸(5)      𝑙𝑙1 = 35 = 343       𝑙𝑙2 = 25 + 5 × 52 = 157 
𝑙𝑙1نلاحظ ان  > 𝑙𝑙2   ⇐ E(5) محققۀ 

 

 : نبرهن صحۀ ذلک بالتدریج

 التمرین التوضیحی فی الأسفل: 

3𝑛𝑛الى القضیۀ    E(𝑛𝑛)لثانی عشر: نرمز بالرمز  التمرین ا  ≥ (𝑛𝑛 + 2)2   
 صحیحۀ   𝐸𝐸(0)   ، 𝐸𝐸(4),𝐸𝐸(3)  𝐸𝐸(1),   تکون القضایا ل 

   E(0)من اجل 

            30 ≥ (0 + 2)2  ⇒     1 ≥  غیر صحیحۀ        4

  E(1)من اجل 

               31 ≥ 32        ⇒     3 ≥  غیر صحیحۀ         9

           𝐸𝐸(3)            من اجل

33 ≥ 52         ⇒      27 ≥  فالعلاقۀ صحیحۀ             25

         :  𝐸𝐸(4)  من اجل

34 ≥ 62         ⇒      81 ≥ 36                       
 

𝑛𝑛صحیحۀ عندما 𝐸𝐸(𝑛𝑛)اثبت بالتدریج ان  ≥ 3 

      𝐸𝐸(3)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  
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27من الطلب السابق   ≥  محققۀ   25

𝐸𝐸(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ       𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ   + 1) 

3𝑛𝑛+1 ≥ (𝑛𝑛 + 3)2 
𝑙𝑙1 = 3𝑛𝑛+1 = 3 × 3𝑛𝑛 ≥ (𝑛𝑛 + 2)2 × 3 
≥ (𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 4)3 ≥ 3𝑛𝑛2 + 12𝑛𝑛 + 12 

≥ 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 6𝑛𝑛 + 9 + 3 
≥ 𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 9 + (2𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3) 

 2𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 3 >  تهمل لانها مقدار موجب 0

𝑛𝑛عندما   ≥ 3 

3𝑛𝑛+1 ≥ (𝑛𝑛 + 3)2 = 𝑙𝑙2 
 فالعلاقۀ محققۀ  

 

 التمرین الثالث عشر: اثبت بالتدریج  

1( 4𝑛𝑛 +  3 من مضاعفات العدد   2

   E(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

              40 + 2 = 1 + 2 =  ومنه العلاقۀ محققۀ     3

    E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

          4𝑛𝑛 + 2 = 3𝑘𝑘   ⇒    4𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘 − 2      
E(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل    + 1) 

4𝑛𝑛+1 + 2 = 4 × 4𝑛𝑛 + 2 = 4(3𝑘𝑘 − 2) + 2
= 12𝑘𝑘 − 8 + 2 = 12𝑘𝑘 − 6
= 3(4𝑘𝑘 − 2) 

 ومنه العلاقۀ محققۀ  

2( 23𝑛𝑛 −  7من مضاعفات العدد  1
E(0)        20نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  − 1 = 1 − 1 = 0       

 ن الصفر مضاعف لاي عددصحیحۀ لأ
   E (𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل 

23𝑛𝑛 − 1 = 7𝑘𝑘   ⇒    23𝑛𝑛 = 7𝑘𝑘 + 1 
E(𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  + 1)   

23𝑛𝑛+3 − 1 = 23 × 23𝑛𝑛 − 1 = 8(7𝑘𝑘 + 1) − 1
= 56𝑘𝑘 + 8 − 1 = 56𝑘𝑘 + 7
= 7(8𝑘𝑘 + 1) 

 ومنه العلاقۀ محققۀ  

3( 𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛       3من مضاعفات العدد 

    E(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 
0 + 2 × 0 = 0 = 3 × 0 =  فالعلاقۀ صحیحۀ   0

   E(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛 = 3𝑘𝑘      ⇒      𝑛𝑛3 = 3𝑘𝑘 

E(𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  + 1)  : 

(𝑛𝑛 + 1)3 + 2(𝑛𝑛 + 1) 
(𝑛𝑛 + 1)3 + 2(𝑛𝑛 + 1) = (𝑛𝑛 + 1)[(𝑛𝑛 + 1)2 + 2]

= (𝑛𝑛 + 1)[𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 1 + 2]
= (𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3)
= 𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 + 3
= 𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛 + 3𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 3
= (𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛) + 3(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1) 

3(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1) = 3𝐾𝐾 
= (𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛) = 3𝐾𝐾 

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ  

4( 32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2   7من مضاعفات العدد 

 صحیحۀ  E(0)نبرهن ان 
 30+1 + 20+2 = 3 + 22 = 3 + 4 = 7 

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ 
     nنفرض صحۀ العلاقۀ من اجل 

32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2    
 n+1ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  

32𝑛𝑛+3 + 2𝑛𝑛+3 = 32𝑛𝑛+1 × 32 + 2𝑛𝑛+2 × 21 
= 9 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 2𝑛𝑛+2 

= (7 + 2)32𝑛𝑛+1 + 2 × 2𝑛𝑛+2 
= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 32𝑛𝑛+1 + 2 × 2𝑛𝑛+2 

= 7 × 32𝑛𝑛+1 + 2(32𝑛𝑛+1 + 2𝑛𝑛+2) 
 ومنه العلاقۀ محققۀ  

 التمرین الرابع عشر: نرمز الى القضیۀ
10𝑛𝑛العدد  9یقسم العدد ≪  + فی حالۀ   E(𝑛𝑛)بالرمز   ≫ 1

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  
کان   𝑛𝑛صحیحۀ عند قیمۀ للعدد   E(𝑛𝑛))اثبت انه ایاً کانت 1

E(𝑛𝑛 +  صحیحۀ  (1

10𝑛𝑛         ⇐صحیحۀ  E(𝑛𝑛)نفرض ان  +  9من مضاعفات    1

E(𝑛𝑛نبرهن صحۀ + 1)  

  10𝑛𝑛+1 + 1 = 10𝑛𝑛 + 10 + 1 
                      = 10𝑛𝑛(9 + 1) + 1 = 9 × 10𝑛𝑛 + 10𝑛𝑛 + 1 

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ 

 برر اجابتک  Nصحیحۀ على  E(𝑛𝑛)تکون القضیۀ 

𝑛𝑛من اجل  = 0 ,𝑛𝑛 =  القضیۀ غیر صحیحۀ لان 1

𝐸𝐸(0) = 100 + 1 = 1 + 1 = 2        
𝐸𝐸(1) = 10 + 1 = 11 

 ومنه القضیۀ غیر صحیحۀ  
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 متتالیۀ حیث 𝑛𝑛≥0(𝑈𝑈𝑛𝑛)التمرین الخامس عشر:  

𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 و 1 = �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛  

0اثبت ان   )1 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤  nأیا کان العدد الطبیعی  2
0      ⇐صحیحۀ  𝐸𝐸(0)نبرهن ان  ≤ 𝑈𝑈0 = 1 ≤ 2 

ونبرهن صحۀ العلاقۀ من    𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل   

𝐸𝐸(𝑛𝑛اجل  + 1) 

0 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 ≤ 2 
0لدینا من الفرض                         ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 2 

2 ≤ 2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 4 ⇒   √2 ≤ �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ √4   

⇒ 0 ≤ �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 2 
 ومنه العلاقۀ محققۀ 

 تماماً  متزایدة المتتالیۀاثبت ان  )2

𝑢𝑢𝑛𝑛+1نثبت ذلک من خلال الاثبات بالتدریج حیث    > 𝑢𝑢𝑛𝑛 

   ⇐   𝐸𝐸(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل 

𝑢𝑢1 > 𝑢𝑢0    ⇐ √3 >  محققۀ     1

  𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل    

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > 𝑢𝑢𝑛𝑛 
𝐸𝐸(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   + 1) 

𝑢𝑢𝑛𝑛+2 > 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 
 للأطراف ثم نجذر   2: نضیف  لدینا من الفرض

  𝑢𝑢𝑛𝑛+1لنحصل عشکل  

    𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > 𝑢𝑢𝑛𝑛   ⇐     2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > 2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛   
�2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 > �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 

𝑢𝑢𝑛𝑛+2 > 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 
 . ومنه المتتالیۀ متزایدة تماما فالعلاقۀ محققۀ 

𝑢𝑢0التمرین السادس عشر:  = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1  و 1 = 3𝑢𝑢𝑛𝑛+2
2𝑢𝑢𝑛𝑛+6

    

𝑓𝑓(𝑥𝑥)ان التابع  اثبت )1 = 3𝑥𝑥+2
2𝑥𝑥+6

                   متزاید تماما 

1واستنتج  
2
≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 1  

∪]3−,∞−[معرف اشتقاقی على المجال  fالتابع  ]−3, +∞[ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
3(2𝑥𝑥 + 6) − 2(3𝑥𝑥 + 2)

(2𝑥𝑥 + 6)2 =
6𝑥𝑥 + 18 − 6𝑥𝑥 − 4

(2𝑥𝑥 + 6)2

=
14

(2𝑥𝑥 + 6)2 > 0 

  ومنه التابع متزاید تماماً

    𝐸𝐸(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  
1
2

< 𝑢𝑢0 = 1 <  العلاقۀ صحیحۀ     1

ونبرهن صحۀ العلاقۀ من    𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل   

𝐸𝐸(𝑛𝑛اجل  + 1) 

1
2

< 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 < 1 

1لدینا من الفرض      
2

< 𝑢𝑢𝑛𝑛 <  متزاید تماما  fوالتابع      1

𝑓𝑓 �
1
2
� < 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛+1) ≤ 𝑓𝑓(1)  ⇒  

1
2

< 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 ≤ 1 

 ومنه العلاقۀ محققۀ 

  اثبت ان المتتالیۀ متناقصۀ تماماً )2
𝑢𝑢𝑛𝑛+1 < 𝑢𝑢𝑛𝑛 

   𝐸𝐸(0)نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل  

𝑢𝑢1 = 5
8

< 𝑢𝑢0 =  فالعلاقۀ محققۀ  1

    𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل   

𝐸𝐸(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   + 1) 

𝑢𝑢𝑛𝑛+2 < 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 
𝑢𝑢𝑛𝑛+1   لدینا من الفرض       < 𝑢𝑢𝑛𝑛     والتابع متزاید تماما 

𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛+1) < 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛)   ⇒    𝑢𝑢𝑛𝑛+2 < 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 
 . ومنه المتتالیۀ متناقصۀ فالعلاقۀ محققۀ 

,0�عدد حقیقی من المجال   𝜃𝜃التمرین السابع عشر: لیکن  𝜋𝜋
2
ثم   �

 : وفق  𝑛𝑛≥0(𝑢𝑢𝑛𝑛)نعرف المتتالیۀ 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝑢𝑢0 = 2 cos𝜃𝜃   ,      ) فی حالۀ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ( 

 𝑢𝑢1 و 𝑢𝑢2احسب  )1

𝑢𝑢1 = �2 + 𝑢𝑢0 = √2 + 2 cos𝜃𝜃

= �2(1 + cos𝜃𝜃)�2 �2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2
𝜃𝜃
2
� 

= �4 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2
𝜃𝜃
2

= 2 �cos�
𝜃𝜃
2
�� 

⇒ 𝑢𝑢1 = 2 cos
𝜃𝜃
2

 

𝑢𝑢2 = �2 + 𝑢𝑢1 = �2 + 2 cos
𝜃𝜃
2

= �2 �1 + cos
𝜃𝜃
2
�

= �2�2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2
𝜃𝜃
2
2
� = �4 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2

𝜃𝜃
4

= 2 �cos�
𝜃𝜃
4
��  ⇒ 𝑢𝑢2 = 2 cos

𝜃𝜃
4

 

 تذکرة: 
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cos2 𝜃𝜃 =
1 + cos 2𝜃𝜃

2
 

𝑢𝑢𝑛𝑛اثبت بالتدریج ان  )2 = 2 cos 𝜃𝜃
2𝑛𝑛

     

    E(0)نبرهن صحۀ القضیۀ من اجل 

⇐ 𝑢𝑢0 = 2 cos𝜃𝜃 = 2 cos 𝜃𝜃
2𝑛𝑛

 العلاقۀ محققۀ    ⇐    

   𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ القضیۀ من اجل   

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2 cos
𝜃𝜃

2𝑛𝑛
 

𝐸𝐸(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ القضیۀ من اجل   + 1) 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2 cos
𝜃𝜃

2𝑛𝑛+1
 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = �2 + 𝑢𝑢𝑛𝑛 = �2 + 2 cos
𝜃𝜃

2𝑛𝑛
= �2 �1 + cos

𝜃𝜃
2𝑛𝑛
�

= �2�2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2
𝜃𝜃

2𝑛𝑛
2
� = �4 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2

𝜃𝜃
2 × 2𝑛𝑛

= 2 �cos �
𝜃𝜃

2𝑛𝑛+1
��  ⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = 2 cos

𝜃𝜃
2𝑛𝑛+1

 

 ومنه العلاقۀ محققۀ 

 

 التمرین الثامن عشر: 
 هی مجموعۀ النقاط  𝐻𝐻المحدث بمعلم متجانس  𝑝𝑝فی المستوي  

𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  التی تحقق احداثیاتها المعادلۀ𝑥𝑥2 − 5𝑦𝑦2 = 1 
 𝑃𝑃من المستوي   Mالذي یقرن بکل نقطۀ   𝑓𝑓لیکن التابع  

�́�𝑀(9𝑥𝑥النقطۀ   + 20𝑦𝑦, 4𝑥𝑥 + 9𝑦𝑦)  أي𝑓𝑓(𝑀𝑀) = �́�𝑀 
ثم لنتأمل فی  (1,0)النقطۀ التی احداثیاتها   𝑆𝑆0لتکن  

𝑆𝑆𝑛𝑛+1وفق  𝑛𝑛≥0(𝑆𝑆𝑛𝑛)متتالیۀ النقاط  𝑃𝑃المستوي   = 𝑓𝑓(𝑆𝑆𝑛𝑛) 

 وان احداثیاتها اعداد صحیحۀ    Hنقطۀ من المجموعۀ    𝑠𝑠𝑛𝑛ثبت ان  أ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) ب 𝑀𝑀الى احداثیتی النقطۀ    نرمز    = 𝑚𝑚  اي ان: 

𝑥𝑥′ = 9𝑥𝑥 + 20𝑦𝑦     و    𝑦𝑦′ = 4𝑥𝑥 + 9𝑦𝑦  و   𝐻𝐻 = 𝑥𝑥2 − 5𝑦𝑦2 = 1 

وکل   𝐻𝐻نقطۀ من  𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑛𝑛𝐻𝐻 الى الخاصۀ: 𝐸𝐸(𝑛𝑛)نرمز بالرمز  

 اعداد صحیحۀ    𝑥𝑥,𝑦𝑦من  

𝑆𝑆0(1,𝑐𝑐)صحیحۀ   𝐸𝐸(0)نبرهن ان  ∈ 𝐻𝐻   تحقق معادلۀ𝐻𝐻 

 (1)2 − 5(0)2 =  ومنه    𝑆𝑆0𝑛𝑛𝐻𝐻اذن  1

𝑥𝑥2 = 9𝑥𝑥 + 20𝑦𝑦     𝑦𝑦2 = 4𝑥𝑥 + 9𝑦𝑦    𝐻𝐻 = 𝑥𝑥2 − 5𝑦𝑦2 = 1       
 واحداثیاتها اعداد صحیحۀ  Hتنتمی الى المجموعۀ  (𝑠𝑠𝑛𝑛)النقطۀ  

 nصحیحۀ عند قیمۀ للعدد الطبیعی   E(𝑛𝑛)نفرض ان 

 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦)تنتمی ل 𝐻𝐻  و𝑥𝑥 و𝑦𝑦   عددان صحیحان 

𝐸𝐸(𝑛𝑛نبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   + 1) 

𝑥𝑥′2 − 5𝑦𝑦′2 = (9𝑥𝑥 + 20𝑦𝑦)2 − 5(4𝑥𝑥 + 9𝑦𝑦)2 
= 81𝑥𝑥2 + 36𝑥𝑥𝑦𝑦 + 400𝑦𝑦2 − 80𝑥𝑥2 − 360𝑥𝑥𝑦𝑦 + 405𝑦𝑦2 

   = 𝑥𝑥2 − 5𝑦𝑦2 = 1 ⇒ 𝑆𝑆𝑛𝑛+1𝑛𝑛𝐻𝐻 ⇒  العلاقۀ  محققۀ

 

 التمرین التاسع عشر 
 الى عدد طبیعی غیر معدوم   nالى عدد حقیقی ویرمز  x یرمز 

𝑠𝑠𝑛𝑛  نضع = cos 𝑥𝑥 + cos(3𝑥𝑥) + cos(5𝑥𝑥) + ⋯+ cos[(2𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥] 

 باستعمال دساتیر مثلثیۀ تعرفها اثبت ان  )1

sin𝑎𝑎 × cos𝑏𝑏 = 1
2

[sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)]     
sinو  2𝑎𝑎 = 2 sin𝑎𝑎 × cos𝑎𝑎 

 

sin(𝑎𝑎         نعلم ان  + 𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 + cos𝑎𝑎 sin𝑏𝑏 

sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 − cos𝑎𝑎 sin𝑏𝑏           
sin(𝑎𝑎بالجمع       + 𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = 2 sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 

sin𝑎𝑎ومنه           cos𝑏𝑏 = 1
2

(sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)) 

 نجد a=bوعندما 

                 sin(𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) + sin(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎) = 2 sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 
sin      ومنه    2𝑎𝑎 = 2 sin𝑎𝑎 cos𝑎𝑎 

 

حول کلا من العبارتین الاتیتین من جداء نسبتین مثلثیتین   )2
 الى مجموع نسبتین مثلثیتین  

sin𝑥𝑥 × cos�(2𝑥𝑥 + 1) 𝑥𝑥�            وsin𝑛𝑛𝑥𝑥 × cos𝑛𝑛𝑥𝑥 
              :وجدنا ان 

sin𝑎𝑎 cos𝑏𝑏 =
1
2

[sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) + sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)] 

𝑎𝑎وعندما:   = 𝑥𝑥  ، 𝑏𝑏 = (2𝑛𝑛 + 1) 𝑥𝑥  نجد: 

sin 𝑥𝑥 cos(2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 =
1
2

[sin(𝑥𝑥 + (2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥) + sin(𝑥𝑥 − (2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥)]  

=
1
2
�sin�𝑥𝑥(1 + 2𝑛𝑛 + 1)� + sin�𝑥𝑥(1 − 2𝑛𝑛 − 1)�� 

=
1
2
�sin�𝑥𝑥(2 + 2𝑛𝑛)� + sin�(−2𝑛𝑛)𝑥𝑥�� 

=
1
2
�sin�2𝑥𝑥(𝑛𝑛 + 1)� − sin�(2𝑛𝑛)𝑥𝑥�� 

𝑎𝑎وعندما   = 𝑛𝑛𝑥𝑥 , 𝑏𝑏 = 𝑛𝑛𝑥𝑥 نجد 

sin𝑛𝑛𝑥𝑥 cos𝑛𝑛𝑥𝑥 =
1
2

[sin(𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑛𝑛𝑥𝑥) + sin(𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑛𝑛𝑥𝑥)]    

⇒   sin𝑛𝑛𝑥𝑥 cos𝑛𝑛𝑥𝑥 =
1
2

sin( 2𝑛𝑛𝑥𝑥) 
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𝑠𝑠𝑛𝑛اثبت ان       )3 = cos(𝑛𝑛𝑥𝑥) × sin(𝑛𝑛𝑥𝑥)
sin𝑥𝑥

                                       
𝑛𝑛أیا یکن   ≥ ≠ 𝑥𝑥و     1 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍) 

𝑆𝑆( 𝑛𝑛) =   cos𝑛𝑛𝑥𝑥 ×  
sin𝑛𝑛𝑥𝑥
sin𝑥𝑥

            

  ⇐     𝐸𝐸(1)نبرهن صحۀ العلاقۀ  

𝑠𝑠1 = cos𝑥𝑥 = cos𝑥𝑥 × sin𝑥𝑥
sin𝑥𝑥

 العلاقۀ محققۀ  ⇐      

  𝐸𝐸(𝑛𝑛)نفرض صحۀ العلاقۀ من اجل  

𝑠𝑠𝑛𝑛 = cos 𝑥𝑥 + cos(3𝑥𝑥) + cos(5𝑥𝑥) + ⋯+ cos�(2𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥� 
𝐸𝐸(𝑛𝑛ونبرهن صحۀ العلاقۀ من اجل   + 1) 

𝑆𝑆( 𝑛𝑛 + 1) =  cos𝑥𝑥+ cos 3𝑥𝑥+ cos 5𝑥𝑥+⋯
+ cos(2𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥+ cos(2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥           

𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + cos(2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 
 

𝑆𝑆( 𝑛𝑛 + 1) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑥𝑥 ×  
sin𝑛𝑛𝑥𝑥
sin𝑥𝑥

+ cos(2𝑛𝑛 + 1) 𝑥𝑥  

 نوحد المقامات: 

=
sin𝑛𝑛𝑥𝑥 cos𝑛𝑛𝑥𝑥 + sin𝑥𝑥 cos(2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥

sin𝑥𝑥
 

= sin𝑛𝑛𝑥𝑥 cos𝑛𝑛𝑥𝑥 =
1
2

(sin(2𝑛𝑛𝑥𝑥)) 
 

sin𝑥𝑥 cos(2𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 =
1
2

[(sin 2(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 − sin(2𝑛𝑛𝑥𝑥))]

=
1
2 sin 2𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1

2  sin 2(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 − 1
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 2𝑛𝑛𝑥𝑥 

sin𝑥𝑥

=
sin 2(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥

2 sin𝑥𝑥
=

2sin(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 cos(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥
2 sin𝑥𝑥

 

=
2 sin(𝑛𝑛 + 1) 𝑥𝑥 cos(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥

2 sin𝑥𝑥
 

=
sin(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥

sin𝑥𝑥
cos(𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥 = 𝑙𝑙2 

 ومنه العلاقۀ صحیحۀ. 

 قوانین هامۀ یجب حفظها 

1) cos(−𝑥𝑥) = cos(𝑥𝑥) 
sin(−𝑥𝑥) = − sin(𝑥𝑥) 

 قوانین المجموع والفرق: 

2) sin(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎 . cos𝑏𝑏 + cos𝑎𝑎 . sin𝑏𝑏 
sin(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = sin𝑎𝑎 . cos𝑏𝑏 − cos𝑎𝑎 . sin𝑏𝑏 

 تحافظ على الاشارة  sinال  

 

cos(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = cos𝑎𝑎 . cos𝑏𝑏 − sin𝑎𝑎 . sin𝑏𝑏 
cos(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = cos𝑎𝑎 . cos𝑏𝑏 + sin𝑎𝑎 . sin𝑏𝑏 

 تحافظ على النسبۀ  cosال  

 ضعفی الزاویۀ: sinو  cosقوانین  

3) sin(2 ∗) = 2 sin(∗). cos(∗) 
cos(2𝑥𝑥) = cos2 𝑥𝑥 − sin2 𝑥𝑥 

= 2 cos2 𝑥𝑥 − 1 
= 1 − 2 sin2 𝑥𝑥 

 ضعفی الزاویۀ:  cosزاویۀ بدلالۀ   sinو  cosقوانین  

4) sin2(∗) = 1−cos2∗
2

⟹ 2 sin2(∗) = 1 − cos 2 ∗  

cos2(∗) =
1 + cos 2 ∗

2
⟹ 2 cos2(∗) = 1 + cos 2 ∗ 

5) sin2 𝑥𝑥 + cos2 𝑥𝑥 = 1 

1 + tan2(𝑥𝑥) =
1

cos2 𝑥𝑥
 

1 + cot2(𝑥𝑥) =
1

sin2 𝑥𝑥
 

 دون ملاحظاتک
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 حل تمارين بحث المتتالياتنهاية ل
وعنا كتي�  وله  طريق بأ و الهمة لسا ال شد

 _*^شغل 

 إلى هنا نصل



اأهلًا بكم أصدقاء فريق بكالوجي

:نالخدمات التي يقدمها فريقنا لطلاب البكالوريا في سوريا م
بعدمنصة تعلم عن -1
.فيديوهات لشرح المادة وحل التمارين-2
.نوط شاملة لمواد البكالوريا وبنوك أسئلة-3

ة أو يُمنع نسخ أو مسح أو استعمال أي جزء من هذا الكتاب بأي وسيلة تصووييية أو للكتيونيو:هامتنويه
يلة ميكانيكية، بما فيها النسخ الفوتوورياف  والتسوليع ىلوش أةويوة أو أ ويات الكتيونيوة، أو أي وسو

.أخيى أو حفظ المعلومات واستيجاىها دون الحصول ىلش موافقة خطية من الناةي
عوي  كع من يساهم أو يشارك أو يباةي ف  ىملية تصويي هذا الكتاب أو استنسواخه بوأي وسويلة كانو  ي

نفسوووه للمسووواءلة والملحقوووة القانونيوووة، وسووويتوفي هوووذا العموووع بشوووكع كاموووع ىلوووش تطبيووو  
((PDFبشكع الكتيون  ملف bacalogiaبكالوجيا

كللللل الملاللللات التلللل  
يحتاجها طالب البكالوريلا 
أصبحت ف  مكان واحد

تأكد من ةياء النسخة الأصلية بطباىة ملونة ممتازة ذات جودة ىالية ووضوح الكلمات الممتاز فيها

https://instagram.com/bacalogia?utm_source=qr&igshid=MzNlNGNkZWQ4Mg%3D%3D
https://youtube.com/@Bacalogiaonline
https://t.me/bacalogia
https://www.facebook.com/bacalogia?mibextid=ZbWKwL
https://t.me/bacalogia

