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 المحتويات 

 الصفحة  وانالعن الصفحة  العنوان

 الأشعة في الفراغأولًا: 

1 

 11 في الفراغ المسافة رابعاً: 

 ملاحظات في المجسماتخامساً: أساسيمثال 
16 

 الهرم علاقات شعاعية مميزة 

 المعلم في الفراغ ثانياً: 

4 

 17 للأسطوانة المعادلة الديكارتية

 18 لمعادلة الديكارتية للمخروطا تذكرة 

 20 التمثيلات الوسيطية لمستقيم في الفراغ سادساً:  قواعد في المعلم 

 ةالارتباط الخطي لثلاث أشعسابعاً:  7 الارتباط الخطي لشعاعين 

23 
 أشكال ومعالم مميزة ثالثاً: 

9 

 هندسيَّاً

 يَّاً شعاع المكعب

 اًتحليليَّ  متوازي المستطيلات 

 هام جداً:! 

وإنَّما هو عرض للمعلومات بشكل مبسَّط لمساعدة  وزارة التربية السورية يُعد بديلًا عن الكتاب الرسمي المقدم من لا هذا الكتاب 

المقدَّم من كتاب الرياضيات )الجزء الثاني( الطالب على فهم المنهاج بشكل أفضل. وعليه فإنَّ المصدر الأساسي للدراسة هو 

 عن عدم الالتزام بمصدر الدراسة الأساسي شاكرين حُسن تفهمكم. ين غير مسؤولوزارة التربية السورية ونحن 

لكاتبيه الأساسيين من أعضاء فريق بكسل التعليمي وليس لأي جهة أُخرى من أفراد أو فرق أو مكاتب أو  كية هذا العمل لتعود م

للمعلومات حتى وصلت إلى  مطابع أو أي كيان اخر وهو حصيلة ساعات من العمل الجاد من تجميع وكتابة وتنسيق وتدقيق 

 بيعه أو تداوله أو طباعته أو تصويره أو مسحه أو نسخه لأي غرض من الأغراض. يُمنع منعاً باتّاً هيئتها الحالية، لذلك 

كجهة مالكة لهذا العمل اتخاذ الإجراءات القانونية التي نراها مناسبة بحق  يحق لنا  وفي حال مخالفة الشروط المذكورة أعلاه 

 ه الشخصية.ضف. ونذكِّر بيوم الحساب عند الله تعالى لكل من استباح سرقة هذا العمل واستخدامه لأغراالمخال
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ABCDEFGHمتوازي سطوح 

= �⃗�  بديلة  الأشعة ال  1 𝑣   

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 : جمع الأشعة  2 

a شال: . طريقة 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

b:طريقة متوازي الأضلاع . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 : ثلاثية الأضلاع  3 

 هي ثلاث اضلاع تشترك برأس واحدة.    

 لاثية. مجموع أشعة ثلاثية الأضلاع هو القطر الفراغي ابتداءاً من رأس الث   

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

   :علاقة المتوسط  1 

    𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

1 

 نفس الجهة 

∥ �⃗�)نفس المنحى  𝑣 )  

 نفس الطول

2

1 

 1 

1
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 : مركز ثقل المثلث  2 

 : ABCمركز ثقل المثلث   Mبفرض    

   1 .M  .نقطة تلاقي المتوسطات 

   2  .𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
2

3
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗      و𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗   . علاقة مركز الأبعاد3    ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  

------------------------- 

ABCDEFGH  .مكعبI  منتصف[EF] وj  منتصف[FG] . 

المعرفة بالمساواة الشعاعية المفروضة  Mفي كل من الحالات الاتية بين إذا كانت النقطة  ❶

 تنطبق أو لا تنطبق على أحد رؤوس المكعب وعلل إجابتك. 

1.   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  2.   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 3.   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 𝑀   تنطبق على𝐹  𝑀   تنطبق على𝐺 𝑀   تنطبق على𝐸 

4.   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 5.   𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀   تنطبق على𝐾   حيث𝐾   نظيرة𝐶 بالنسبة ل ـ𝐺   ًإذا𝑀  

 خارج المكعب. 
𝑀   تنطبق على𝐵  حيث𝑂 مركز المكعب 

            

 5رقم طريقة ثالثة لحل  5طريقة ثانية لحل رقم 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

=
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀 = 𝐵 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

=
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

=
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

=
1

2
2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝑀 = 𝐵 

 المحققة للمساواة الشعاعية المفروضة. Nفي كل من الحالات الاتية حدد موقع النقطة  ❷

3.𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  2. 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  1.𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  

= 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐽⃗⃗⃗⃗  = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  
𝑁 = 𝐼 = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝑁 = 𝐽 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝑁 = 𝐽 

الحالات الاتية عبر عن المجموع الشعاعي المفروض بشعلع واحد فقط )قد يكون مضروباً بعدد( وذلك  في كل من  ❸

 باستخدام نقطتين من الشكل حصراً.

4.   
1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐽𝐼⃗⃗⃗  =

1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 1.   𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗  

     
1

2
(𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐹)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 2.   𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

     
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  3.   𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

16صفحة  1تمرين   
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ABCDEFGH .متوازي سطوح 

 أثبت صحة المساواة الشعاعية في كل من الحالات الاتية:  ❶

2.  𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  1.  𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝑙1 = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  𝑙1 = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑙1 = 𝑙2 = 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ = 𝑙2 

4.  𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 3.  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝑙1 = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑙1 = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

= 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑙2 𝑙1 = 𝑙2 

 

 بحيث يكون: Rو Qو Pوضِّع النقاط  ❷

3.  𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 2.  𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 1.  𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐷𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝐸𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

R  منتصفDE Q  منتصفEG 
𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  P  منتصفBG 

 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ اختزل الشعاع  ❸  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  . 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗واستنتج أنَّ هذا المجموع مرتبط خطياً بالشعاع  ⃗ 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ومنه مرتبط خطياً مع𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗اختزل الشعاع   ❹  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗واستنتج أنَّ هذا المجموع مرتبط خطياً بالشعاع   ⃗   ⃗ 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗ومنه مرتبط خطياً مع  ⃗   ⃗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 16صفحة 2تمرين 
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 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

 

 

 :المعلم في المستوي  1  

 

 

 

 

 : المعلم في الفراغ  2 

 (𝑜, 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ):معلم متجانس في الفراغ حيث 

, 𝑖. الأشعة  1   𝑗 , �⃗�  .متعامدة مثنى مثنى 

  2  .∥ 𝑖 ∥=∥ 𝑗 ∥=∥ �⃗� ∥ 

 

 

 : في معلم في الفراغ لدينا النقاط 

 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 𝐶(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2, ) 

 :إحداثيات منتصف قطعة مستقيمة  1 

I  𝐼   منتصف𝐴𝐵 

𝐼 (
𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
,
𝑧1 + 𝑧2

2
) 

 :إحداثيات مركز ثقل مثلث  2 

     𝐼   مركز ثقل المثلث𝐴𝐵𝐶  

𝐼 (
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

3
,
𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3

3
,
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3

3
) 

 :مركبات شعاع  3 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1

𝑧2 − 𝑧1

) أو       𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1)  

 

 

 

1

1 

𝑜 

عامد معلم مت  (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

𝑦 

𝑥 

𝑖  

𝑗  

𝑜 

كيفيمعلم   (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

𝑦 

𝑥 

𝑖  

𝑗  

معلم متجانس  (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

∥ 𝑖 ∥=∥ 𝑗 ∥ 𝑖 ⊥ 𝑗  

𝑦 

𝑥 

𝑖  

𝑗  

𝑜 

𝑖 ⊥ 𝑗    غير متعامدين 𝑖  ⃗و 𝑗  

𝑜 𝑗  

�⃗�  

𝑖  

 2

1

1 

 

 2 

4



  

 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

 24صفحة  1تمرين     

,𝐴(3,5,2)  𝐵(2نتأمل النقاط   −1,3)  𝐶(0, −2,2)  𝐷(−2,5,1)  𝐸(3,9,2)  𝐹(8,13,3)   في معلم(𝑂, 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) .في الفراغ 

 [𝐸𝐹] [𝐶𝐷] [𝐴𝐵]احسب إحداثيات منتصفات القطع المستقيمة  ❶

   [𝐴𝐵]منتصف القطعة المستقيمة  𝑂1لتكن  •

𝑂1 (
3 + 2

2
,
5 − 1

2
,
3 + 2

2
)          ⟹  𝑂1 (

5

2
, 2,

5

2
) 

 [𝐶𝐷]منتصف القطعة المستقيمة  𝑂2لتكن  •

𝑂2 (
0 − 2

2
,
−2 + 5

2
,
2 + 1

2
)           ⟹   𝑂2 (−1,

3

2
,
3

2
) 

 [𝐸𝐹]منتصف القطعة المستقيمة  𝑂3لتكن  •

𝑂3 (
3 + 8

2
,
9 + 13

2
,
2 + 3

2
)            ⟹    𝑂3 (

11

2
, 11,

5

2
) 

⃗⃗ 𝐴𝐵احسب مركبات الأشعة   ❷ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐶𝐷 و  ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و    

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−6,1)   𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,7,1)   𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(5,4,1) 

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐶𝐾بحيث يكون الرباعي   𝐾عيِّن إحداثيات النقطة  ❸

,𝐾(𝑥نفترض إحداثيات   𝑦, 𝑧)   يكون الشكل الرباعي𝐴𝐵𝐶𝐾   :متوازي أضلاع إذا كانت𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
−1
−6
1

) = (
−𝑥

−2 − 𝑦
2 − 𝑧

) 

−𝑥 = −1  ⟹ 𝑥 = 1 

−2 − 𝑦 = −6 ⟹ 𝑦 = 4 

2 − 𝑧 = 1 ⟹ 𝑧 = 1 

𝐾(1,4,1) 

 جد مركبات كل من الشعاعين:  ❹

�⃗� = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑣 = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

2
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

�⃗� = 3(−1,−6,1) + 2(−2,7, −1) 
𝑣 = 2(−1,−6,1) −

1

2
(−2,7, −1) + 3(5,4,1) 

�⃗� = (−3,−18,3) + (−4,14,−2) 
𝑣 = (−2,−12,2) + (1,

−7

2
,
1

2
) + (15,12,3) 

�⃗� = (−7,−4,1) 
𝑣 = (14,

−7

2
,
11

2
) 

,𝑂)في معلم     24صفحة  2تمرين     𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) متوازي   للفراغ نُعطى إحداثيات أربع من رؤوس

المرسوم جانباً وهي:   ABCDEFGH السطوح

𝐴(2.1, −1) 𝐵(1,3, −1) 𝐶(−3,2,0) 𝐸(3,  جد إحداثيات الرؤوس الأربعة الأخرى.  (1,3−

5
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 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ لدينا  •  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ,𝐷(𝑥فإذا افترضنا  ⃗  𝑦, 𝑧) •   لدينا𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ,𝐹(𝑥فإذا فترضنا   ⃗  𝑦, 𝑧) 

(
−1
2
0

) = (
−3 − 𝑥
2 − 𝑦
0 − 𝑧

) (
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 3

) = (
−1
2
0

) 

−3 − 𝑥 = −1 ⟹ 𝑥 = −2 𝑥 − 3 = −1 ⟹ 𝑥 = 2 
2 − 𝑦 = 2 ⟹ 𝑦 = 0 𝑦 + 1 = 2 ⟹ 𝑦 = 1 
0 − 𝑧 = 0 ⟹ 𝑧 = 0 𝑧 − 3 = 0 ⟹ 𝑧 = 3 

𝐷(−2,0,0) 𝐹(2,1,3) 

𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗ولدينا   •  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ ,𝐺(𝑥نفرض أنَّ  ⃗  𝑦, 𝑧) •   لدينا𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ,𝐻(𝑥نفرض أنَّ  ⃗  𝑦, 𝑧) 

 )على المسودة( 𝐻(−1,−2,4)نجد أنَّ   )على المسودة( 𝐺(−2,0,4)نجد أنَّ  

 

,𝐴(3,0  لدينا في معلم للفراغ النقاط      24صفحة  3تمرين     ,𝐵(−2,3و (1− ,𝐶(1,2و (2− −2) 

 [𝐴𝐵]منتصف   𝐼جد إحداثيات النقطة   ❶

𝐼 (
3 − 2

2
,
0 + 3

2
,
2 − 1

2
) ⟹ 𝐼 (

1

2
,
3

2
,
1

2
) 

 𝐶بالنسبة ل ـ 𝐼نظيرة   𝐷جد إحداثيات النقطة   ❷

⟸بالنسبة إلى   𝐼نظيرة   𝐷إذا كانت   𝐶 𝐶   منتصف𝐼𝐷 

,𝐷(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧)  فيكون 

𝑥𝐶 =
𝑥𝐷 + 𝑥𝐼

2
 𝑦𝐶 =

𝑦𝐷 + 𝑦𝐼

2
 𝑧𝐶 =

𝑧𝐷 + 𝑧𝐼

2
 

1 =
𝑥𝐷 +

1
2

2
 2 =

𝑦𝐷 +
3
2

2
 −2 =

𝑧𝐷 +
1
2

2
 

𝑥𝐶 =
3

2
 𝑦𝐶 =

5

2
 𝑧𝐶 =

−9

2
 

⟹ 𝐷(
3

2
,
5

2
,
−9

2
) 

 𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐼نظيرة   𝐾طلب إضافي: جد  •

𝐾(
−1

2
,
−3

2
,
−1

2
) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗التي تحقق العلاقة  𝑀جد إحداثيات النقطة   ❸ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝑀(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧)  :فيكون 

 

 

 

 

= 𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗التي تحقق العلاقة  𝑁جد إحداثيات النقطة   ❹ 2𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 + 2
𝑦 − 3
𝑧 − 2

) = (
−5
3
3

) + 3(
−2
2

−1
) = (

−11
9
0

) 

𝑥 + 2 = −11 ⟹ 𝑥 = −13 
𝑦 − 3 = 9 ⟹ 𝑦 = 12 
𝑧 − 2 = 0 ⟹ 𝑧 = 2 

𝑀(−13,12,2) 

𝐼 𝐾 𝑂 

6



  

 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

,𝑁(𝑥نفرض  𝑦, 𝑧)   :فيكون 

 

 

 

 

 

  ⟺مرتبطان خطيَّاً    𝑣و  �⃗�الشعاعين الغير صفريين  

 

 

= �⃗�تساوي شعاعين    𝑣   أي أنَّ الشعاعين�⃗�  و𝑣  

 متساويين ومتوازيين )متسايرين( يكفي ذلك 

 لإثبات أنَّ الرباعي متوازي أضلاع. 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ تقع على استقامة واحدة  𝐶و 𝐵و 𝐴النقاط    ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  مرتبطان خطيَّاً.  ⟸

 

,𝐴(2,3لدينا النقطتان      24صفحة  4تمرين     المحققة   𝑀في كل حالة، إحداثيات النقطة  إن أمكن، جِد  𝐵(5,−1,0)و (2−

 للعلاقة المفروضة. 

❷ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ❶ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝑀(𝑥نفرض أنَّ  𝑦, 𝑧)  َّنفرض أن  𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

(
5 − 𝑥

−1 − 𝑥
0 − 𝑧

) = (
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

) (
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

) = 2(
3

−4
2

) 

5مستحيلة  − 𝑥 = 2 − 𝑥 (
2 − 𝑥
3 − 𝑦
−2 − 𝑧

) = (
6

−8
4

) ⟹
2 − 𝑥 = 6 ⟹ 𝑥 = −4
3 − 𝑦 = −8 ⟹ 𝑦 = 11
−2 − 𝑧 = 4 ⟹ 𝑧 = −6

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⟹ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 𝑀(−4,11,−6) 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⟹ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟹ 𝐴 = 𝐵  

𝑀  ومنه لا يمكن تعيين𝐴 ≠ 𝐵 وهذا مستحيل لأنَّ    

  في هذه الحالة

❹ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ❸ 3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴 = 𝐵 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
𝑀  ومنه لا يمكن تعيين𝐴 ≠ 𝐵 وهذا مستحيل لأنَّ  نفس العلاقة الأولى    𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  في هذه الحالة
,𝑀(𝑎و 𝐵(3,2,1)و  𝐴(2,3,0)لتقع النقاط   𝑏و 𝑎أيمكن تعيين       24صفحة  5تمرين     𝑏,  على استقامة واحدة؟ (2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗تكون النقاط على استقامة واحدة عندما يكون      ⃗, 𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  .مرتبطين خطيَّاً   

(
3 − 𝑥
−𝑦

−1 − 𝑧
) = 2(

1 − 𝑥
2 − 𝑦
−2 − 𝑧

) 

(
3 − 𝑥
−𝑦

−1 − 𝑧
) = (

2 − 2𝑥
4 − 2𝑦
−4 − 2𝑧

) 

3 − 𝑥 = 2 − 2𝑥 ⟹ 𝑥 = −1 
−𝑦 = 4 − 2𝑦 ⟹ 𝑦 = 4 

−1 − 𝑧 = −4 − 2𝑧 ⟹ 𝑧 = −3 
𝑁(−1,−4,−3) 

3

1 
  𝑣 حامل ∥   �⃗�  حاملهندسياً: 

= �⃗� شعاعياً: 𝑡. 𝑣    ;    𝑡 ∈ 𝑅 

,�⃗� (𝑎1  في معلم من الفراغ بفرضتحليلياً:  𝑏1, 𝑐1) و𝑣 (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) 

𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
=

𝑐1

𝑐2
 

𝑐2بشرط   ≠ 𝑏2و 0 ≠ 𝑎2و 0 ≠ 0 

 ملاحظة

 ملاحظة
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𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (2 − 𝑎, 3 − 𝑏, 0 − 2) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3 − 2,2 − 3,1) = (1,−1,1) 

في حالة ارتباط خطي لشعاعين تتناسب مركباتهما أي  
2−𝑎

2
=

3−𝑏

−1
=

−2

1
⟸ 

2 − 𝑎 = −2 ⟹ 𝑎 = 3و 4 − 𝑏 = 2 ⟹ 𝑏 = 1 

 𝑀(4,1,2)هي  𝑀والنقطة  

 )الأفضل(  طريقة ثانية: ❖

 

 

 

 

,�⃗� (2ليكون الشعاعان   𝑏و 𝑎أيمكن تعيين      24صفحة  6تمرين     𝑎, ,𝑣 (1و (5 −2, 𝑎)  مرتبطين خطيَّاً؟ 

يكون الشعاعان مرتبطين خطيَّاً عندما تتناسب مركباتهما:    
2

1
=

−2

𝑎
=

𝑎

5
 ; 𝑎 ≠ 0  

𝑎من النسبة الأولى والثانية     = 𝑎2 نَّ ومن النسبة الثالثة نجد أ 1− =  𝑎ين  يمستحيل فلا يمكن تع ذا وه10−

 طريقة ثانية:   ❖

 

 

 

 تقع على استقامة واحدة.  𝐶و 𝐵و 𝐴في كلٍّ من الحالات الاتية، بيِّن إذا كانت النقاط      24صفحة  7تمرين    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡 ∗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗      ; 𝑡 ∈ 𝑅 

(
𝑎 − 2
𝑏 − 3

2
) = 𝑡 (

1
−1
1

) 

𝑎 − 2 = 𝑡 …………1 
𝑏 − 3 = −𝑡 …………2 

2 = 𝑡 …………3 
𝑎نجد   1في  3نعوض  = 4 

𝑏نجد   2في  3نعوض  = 1 

𝑢 و𝑣  ًمرتبطان خطيَّا �⃗� = 𝑡 ∗ 𝑣  ; 𝑡 ∈ 𝑅 ⟸ 

(
2
𝑎
5
) = 𝑡 (

1
−2
𝑎

) ⟹
2 = 𝑡 ………1

𝑎 = −2𝑡 ………2
5 = 𝑎𝑡 ………3

 

𝑡نجد   1من  = 𝑎نجد   2نعوض في  2 = 5: 3نتحقق في  4 ≠ 8 ⟸ 5 ≟ (−4)(2) 

 𝑎غير محققة ومنه لا يمكن تعيين 

 𝐴(3,−1,2)    𝐵(0,2,4)   𝐶(2,0, −3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,3,2)  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,−5) ⟹
−3

−1
=

3

1
≠

2

−5
 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  لا تقع على استقامة واحدة 𝐶و  𝐵و 𝐴غير مرتبطين خطيَّاً فالنقاط  ⃗ 

 𝐴(−4,1,3)    𝐵(−2,0,5)    𝐶(0, −1,7) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1,2)  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4, −2,4) ⟹ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  تقع على استقامة واحدة 𝐶و 𝐵و  𝐴مرتبطان خطيَّاً فالنقاط  ⃗ 

 𝐴(1,−1,0)   𝐵(1, −1,4)   𝐶(1, −1,−3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,4)  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,3) ⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
4

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه الشعاعان    ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  تقع على استقامة واحدة 𝐶و𝐵و  𝐴مرتبطان خطيَّاً فالنقاط  ⃗ 
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ABCDEFGH   متوازي مستطيلات أبعاده𝐴𝐵 = 𝐴𝐷و 3 = 2 

𝐴𝐸و = 1 

�⃗� (0,2,1) 
2

3
≠

1

2
 �⃗� (0,1,0) �⃗� ≠ 𝑡 ∗ 𝑣  

𝑣 (0,3,2)  غير مرتبطين 𝑣 (0,0,1)  غير مرتبطين 

  

�⃗� (2,0,3) 
2

4
=

3

6
 �⃗� (3,0,0) :َّمرتبطان لأن 

𝑣 (4,0,6)  مرتبطين 𝑣 (5,0,0) �⃗� =
3

5
𝑣  َّلأن 

 [
3

5
(5,0,0) = (3,0,0)] 

�⃗� (3,0,2) 
0

1
≠

2

3
 

 لا نضع صفر في المقام عند دراسة الارتباط 
𝑣 (0,1,3)  غير مرتبطين 

   
 1مكعب طول ضلعه   2مكعب طول ضلعه  3مكعب طول ضلعه 

(𝐴;
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) (𝐴;

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) (𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝐴(0,0,0) 𝐴(0,0,0) 𝐴(0,0,0) 
𝐵(3,0,0) 𝐵(2,0,0) 𝐵(1,0,0) 
𝐶(3,3,0) 𝐶(2,2,0) 𝐶(1,1,0) 
𝐷(0,3,0) 𝐷(0,2,0) 𝐷(0,1,0) 
𝐸(0,0,3) 𝐸(0,0,2) 𝐸(0,0,1) 
𝐹(3,0,3) 𝐹(2,0,2) 𝐹(1,0,1) 
𝐺(3,3,3) 𝐺(2,2,2) 𝐺(1,1,1) 
𝐻(0,3,3) 𝐻(0,2,2) 𝐻(0,1,1) 

1

1 

 ملاحظة

 3 

𝑖  𝑖  𝑖  

𝑗  

𝑗  𝑗  �⃗�  

�⃗�  

�⃗�  

2

1 

�⃗�  

𝑗  
𝑖  

 معالم متجانسة: 
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;𝐴)         :معلم متجانس  1 
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝐷(0,2,0) 𝐶(3,2,0) 𝐵(3,0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐻(0,2,1) 𝐺(3,2,1) 𝐹(3,0,1) 𝐸(0,0,1) 

;𝐴)         :معلم متعامد  2  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  )غير متجانس(    (⃗ 

𝐸(0,0,1) 𝐴(0,0,0) 
𝐹(1,0,1) 𝐵(1,0,0) 
𝐺(1,1,1) 𝐶(1,1,0) 
𝐻(0,1,1) 𝐷(0,1,0) 

 

 )هذا التمرين تابع لفقرة "الارتباط الخطي لثلاث أشعة" التي سيرد شرحها لاحقاً(    18مثال صفحة   

ABCDEFGH  مكعب، النقطة𝐼   منتصف[𝐵𝐸]   والنقطة𝐽   منتصف[𝐹𝐺] 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ الأشعة   𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐼𝐽⃗⃗⃗و  ⃗   مرتبطة خطيَّاً.  

ليس واضحاً من الشكل وجود شعاعين مرتبطين خطيَّاً من بين الأشعة الثلاثة وقد لا يكون  

 ذلك صحيحاً.

وهما غير مرتبطين خطيَّاً لأَّنهما متعامدان، لأجل   𝐵𝐺و  𝐸𝐹بدلالة   𝐼𝐽لنحاول إذاً التعبير عن  

 . شالذلك نستفيد من علاقة 

 فعلى سبيل المثال:  

 

+ 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗فإذا أخذنا في الحسبان أنَّ   𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗و    0⃗ 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ =  طرفاً مع طرف فنجد:  2و  1بدا طبيعياً أن نجمع   0⃗

2𝐼𝐽⃗⃗⃗  = (𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ) + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ )  ً2إذا𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ 𝐼𝐽⃗⃗⃗ومنه  ⃗   =
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗   

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗وهذا يثبت الارتباط الخطي للأشعة  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝐼𝐽⃗⃗⃗و   ⃗    

 𝐷أثبت أنَّ النقاط  𝐴𝐶𝐻مركز ثقل المثلث   𝑀متوازي سطوح فيه   ABCDEFGH      تدريب  

 (15و 23)تدريب شبيه بالمثالين المحلولين صفحة   تقع على استقامة واحدة. 𝐹و   𝑀و 

;𝐷)باختيار المعلم   𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )   نجد𝐷(0,0,0) و𝐹(1,1,1) 

𝐴(1,0,0)
𝐶(0,1,0)
𝐻(0,0,1)

} ⟹ 𝑀 (
1

3
,
1

3
,
1

3
) مركز ثقل المثلث     

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1), 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
1

3
,
1

3
,
1

3
𝐷𝑀⃗⃗مرتبطان خطيَّاً لأنَّ   ( ⃗⃗ ⃗⃗  =

1

3
𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐷,𝑀إذاً   𝐹 تقع على استقامة واحدة 

 

1  𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  

2  𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝑗  

𝑖  

�⃗�  
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 طريقة ثانية:  ❖

𝑀  مركز ثقل المثلث𝐴𝐶𝐻                                       :𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⟹ 3𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

⟹ 3𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗و     تقع على استقامة واحدة. 𝐹,𝐷,𝑀مرتبطان خطيَّاً إذاً   ⃗ 

 

 

 

 

 

,𝑂)في معلم متجانس   𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  لدينا النقطتان𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   و𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)   والشعاع�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐)  :ٍعندئذ 

 طول الشعاع  دستور البعد بين نقطتين )طول قطعة مستقيمة( 

𝐴𝐵 = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 ‖�⃗� ‖ = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 

 

 قائم؟ هل هو متساوي الساقين؟ هل هو متساوي الأضلاع؟  𝐴𝐵𝐶فيما يأتي، بيِّن هل المثلث        27صفحة  2تمرين    

❷ 𝐴(1,3, −2) , 𝐵(2, −1,0) , 𝐶(6, −3,−1) ❶ 𝐴(1,3, −1)  , 𝐵(3,6, −2) , 𝐶(0,4,0) 
𝐴𝐵 = √1 + 16 + 4 = √21 
𝐴𝐶 = √25 + 36 + 1 = √62 
𝐵𝐶 = √16 + 4 + 1 = √21 

𝐴𝐵𝐶 ⟸ 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵  متساوي الساقين 

𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 21 + 21 = 42 ≠ 𝐴𝐶2 
 المثلث ليس قائم 

𝐴𝐵 = √4 + 9 + 1 = √14 
𝐴𝐶 = √1 + 1 + 1 = √3 
𝐵𝐶 = √9 + 4 + 4 = √17 

𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 14 + 3 = 17 = 𝐵𝐶2 
 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث   حسب فيثاغورث 

 

 في كل من الحالات الاتية:  �⃗⃗�و    𝑣و   �⃗�احسب نظيم         27صفحة  1تمرين    

❷ �⃗� = 2𝑖 − 3𝑗  , 𝑣 = 𝑖 + 5�⃗�  , �⃗⃗� = √2𝑖 − √3𝑗 + �⃗�  ❶ �⃗� (2, −2,3)   ,   𝑣 (4,−4,−2)   , �⃗⃗� (4,1, −2) 

‖�⃗� ‖ = √4 + 9 = √13 

‖𝑣 ‖ = √1 + 25 = √26 
‖�⃗⃗� ‖ = √2 + 3 + 1 = √6 

‖�⃗� ‖ = √4 + 4 + 9 = √17 
‖𝑣 ‖ = √16 + 16 + 4 = 6 
‖�⃗⃗� ‖ = √16 + 1 + 4 = √21 

 

,𝐴(5,2لدينا النقطتان        27صفحة  3تمرين    تنمتمي إلى المستوي المحوري   𝐸أو  𝐷أو  𝐶. بيِّن أي النقاط  𝐵(3,0,1)و  (1−

,𝐶(−2,5، في حالة  [𝐴𝐵]للقطعة   ,𝐷(1,1و  (2−  .𝐸(3,2,1)و   (3−

 

 4 
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𝐸 𝐷 𝐶 

𝐸𝐴 = √4 + 0 + 4 = √8 𝐷𝐴 = √16 + 1 + 4 = √21 𝐶𝐴 = √49 + 9 + 1 = √59 

𝐸𝐵 = √0 + 4 + 0 = 2 𝐷𝐵 = √4 + 1 + 16 = √21 𝐶𝐵 = √25 + 25 + 9 = √59 
𝐸 ⟸ 𝐸𝐴 ≠ 𝐸𝐵   لا تنتمي للمستوي

 [𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

𝐷 ⟸ 𝐷𝐴 = 𝐷𝐵   تنتمي للمستوي

 [𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

𝐶 ⟸ 𝐶𝐴 = 𝐶𝐵   تنتمي للمستوي

 .[𝐴𝐵]المحوري للقطعة 

 

 

 

 

  

 .[𝐴𝐵]طلب إضافي     أعطِ المعادلة الديكارتية للمستوي المحوري للقطعة   

,𝑀(𝑥أياً كان   𝑦, 𝑧)  نقطة من المستوي المحوري للقطعة[𝐴𝐵] 

𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 

√(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 1)2 = √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 1)2 

 نربع وننشر 

𝑥2 − 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1 = 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑧 + 1 

−4𝑥 − 4𝑦 + 4𝑧 + 20 = 0   (÷ (−4)) 

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 5 = 0 

,𝐴(1,1نتأمَّل النقاط         27صفحة  4تمرين    ,𝐵(√2,−√2و  (2√  𝐴𝐵𝐶. أثبت أنَّ المثلث  𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐴نظيرة   𝐶و  (0

 مثلث قائم ومتساوي الساقين. 

 ونجد:  𝐶(−1,−1,−√2)فإنَّ   𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐴نظيرة   𝐶إذا كانت  

𝐴𝐵2 = (√2 − 1)
2
+ (−√2 − 1)

2
+ (0 − √2)

2
= 8 

𝐵𝐶2 = (√2 + 1)
2
+ (−√2 + 1)

2
+ (−√2 − 0)

2
= 8 

𝐶𝐴2 = (1 + 1)2 + (1 + 1)2 + (√2 + √2)
2
= 16 

𝐴𝐵                                  ونجد أنَّ  = 𝐵𝐶 = √8 = 2√2 

𝐴𝐵2        كما نجد أنَّ  + 𝐵𝐶2 = 8 + 8 = 16 = 𝐶𝐴2 

 ومتساوي الساقين )حسب عكس فيثاغورث(.  𝐵فالمثلث قائم الزاوية في  

 

,𝐴(2,3نتأمَّل النقاط        27صفحة  5تمرين     ,𝐵(2,8و   (1− ,𝐶(7,3و  (1− و  𝐶و   𝐵. أثبت أنَّ  𝐸(5,3,3)و  𝐷(−1,3,3)و   (1−

𝐷  و𝐸   تقع على كرة واحدة مركزها𝐴. 

 المستوي المحوري لقطعة مستقيمة

منتصفها، كل هو مستوٍ يعامد هذه القطعة في 

نقطة من هذا المستوي تكون متساوية البعد عن 

.طرفي القطعة المستقيمة  

 ملاحظة
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,𝐴𝐸نحسب الأطوال   𝐴𝐷, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 

𝐴𝐸 = √9 + 0 + 16 = √25 = 5       𝐴𝐵 = √9 + 0 + 16 = √25 = 5      𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 =  (بعد  الحساب) 5

,𝐸إذاً   𝐷, 𝐶, 𝐵   تقع على كرة واحدة مركزها𝐴   5ونصف قطرها 

 أعطِ المعادلة الديكارتية للكرة السابقة.      طلب إضافي  

,𝑀(𝑥أياً كانت   𝑦, 𝑧) :َّنقطة من الكرة فإن 

𝐴𝑀 = 5                                    

√(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 1)2 = 5       

𝑥)      نربع: − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 1)2 = 25 

 

,𝐵(0,5و   𝐴(2,−1,3)متساوي البعد عن النقطتين  𝐶جِد على محور الفواصل نقطة      42صفحة  16تمرين   −1). 

,𝐶(𝑥تقع على محور الفواصل فإنَّ   𝐶إذا كانت   𝐶𝐴  وإنَّ: (0,0 = 𝐶𝐵 

√(𝑥 − 2)2 + (0 + 1)2 + (0 − 3)2 = √(𝑥 − 0)2 + (0 − 5)2 + (0 + 1)2 

𝑥2نربع وننشر:      − 4𝑥 + 4 + 1 + 9 = 𝑥2 + 25 + 1 

−4𝑥 + 14 = 26 ⟹ −4𝑥 = 12 ⟹ 𝑥 = −3 

 𝐶(−3,0,0)هي  𝐶والنقطة  

 

,𝐴(3,1عدداً حقيقيَّاً، ولنتأمَّل النقاط الثلاث   𝛼ليكن       42صفحة  17تمرين   ,𝐵(−1,5و   (3− ,𝐶(−1,1و  (3− 𝛼)  َّأثبت أن .

 متساوي الأضلاع؟. أيمكن أن يكون 𝛼متساوي الساقين أياً كان  𝐴𝐵𝐶المثلث 

𝐴𝐶2 = (−1 − 3)2 + (1 − 1)2 + (𝛼 + 3)2 

𝐴𝐶2 = 16 + (𝛼 + 3)2 

𝐵𝐶2 = (−1 + 1)2 + (1 − 5)2 + (𝛼 + 3)2 

𝐵𝐶2 = 16 + (𝛼 + 3)2 

𝐴𝐶2نلاحظ أنَّ  = 𝐵𝐶2 = 16 + (𝛼 + 3)2 ⟸ 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶   مثلث متساوي الساقين رأسه𝐶   أياً تكن𝛼 

𝐴𝐵                                         :𝐴𝐵2* نحسب  = (3 + 1)2 + (1 − 5)2 + (−3 + 3)2 

𝐴𝐵2 = 32 ⟹ 𝐴𝐵 = 4√2 

  يكون المثلث متساوي الأضلاع إذا كانت:

𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 ⟹ 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 

16 + (𝛼 + 3)2 = 32 ⟹ (𝛼 + 3)2 = 16 ⟹ 𝛼 + 3 = ∓4 

𝛼 + 3 = +4 ⟹ 𝛼 = 1 

𝛼 + 3 = −4 ⟹ 𝛼 = −7 

,𝑥0)معادلة كرة مركزها  𝑦0, 𝑧0)  ونصف قطرها𝑅: 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

 ملاحظة

 للسهولة لا نفك التربيع
 ملاحظة
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 تجعل المثلث متساوي الأضلاع.  𝛼توجد قيمتان ل ـ

 

 .𝐵(−1,4,2)و  𝐴(2,1,0)نتأمَّل النقطتين      42صفحة  18تمرين  

 .𝐵و   𝐴البعد عن  ةأوجد نقطة متساوي ❶

,𝐶(1,1الذي يجعل النقطة   𝜆أوجد العدد الحقيقي   ❷ 𝜆)  متساوية البعد عن𝐴  و𝐵 . 

,𝑀(𝑥أثبت أنَّ   ❸ 𝑦, 𝑧)  نقطة من المستوي المحوري للقطعة[𝐴𝐵] :3 إذا وفقط إذا تحقق الشرط𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0 

 :1الحل: الطلب 

 . 𝐵و  𝐴متساوية البعد عن طرفيها   [𝐴𝐵]منتصف القطعة المستقيمة  𝐼لتكن 

𝑧𝐼 =
0 + 2

2
= 1         ,   𝑥𝐼 =

2 − 1

2
=
1

2
        , 𝑦𝐼 =

4 + 1

2
=
5

2
 

𝐼 (
1

2
,
5

2
, 1) 

,𝐶(1,1تكون : 2الطلب  𝜆)   متساوية البعد عن𝐴  و𝐵  :عندما 

𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 

𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 

(1 − 2)2 + (1 − 1)2 + (𝜆 − 0)2 = (1 + 1)2 + (1 − 4)2 + (𝜆 − 2)2 

1 + 𝜆2 = 4 + 9 + 𝜆2 − 4𝜆 + 4 

4𝜆 = 16 ⟹ 𝜆 = 4 

,𝑀(𝑥بما أنَّ النقطة  : 3الطلب  𝑦, 𝑧)  تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة[𝐴𝐵] ⟸ 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 

𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑧2 = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 2)2 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 + 𝑧2 − 4𝑧 + 4 

6𝑥 − 6𝑦 − 4𝑧 + 16 = 0     (÷ 2) 

3𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 8 = 0 

 .𝐵و  𝐴والعلاقة الأخيرة تعيِّن مستوياً )محورياً( نقاطه متساوي البعد عن  

𝐸𝐵، (𝐴𝐵𝐶𝐷)عمودي على المستوي   [𝐵𝐸]وقاعدته مربع.   𝐸هرم رأسه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸       39صفحة  8تمرين   = 𝐴𝐵و   2√4 =

4  .𝑀  نقطة من القطعة[𝐸𝐷]  3تُحقق𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗ السقط   𝐻و   (𝐴𝐵𝐶𝐷)على المستوي   𝑀المسقط القائم للنقطة   𝑃. لتكن  ⃗ 

 . [𝑀𝐻]. احسب طول القطعة المستقيمة (𝐴𝐵)على المستقيم  𝑃القائم للنقطة  

 لأننا نحتاج معلم متجانس )ثلاثية متعامدة(  𝐵مبدأ المعلم  

 مستقيم عمودي على المستوي فهو يعامد جميع المستقيمات في المستوي  𝐸𝐵باعتبار  

(𝐵;
1

4
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

4√2
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 يلزم معلم متجانس ⟸حساب طول

4
√
2

 

�⃗�  

𝑖  

𝑗  
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𝐵(0,0,0) , 𝐴(4,0,0) , 𝐶(0,4,0) , 𝐸(0,0,4√2) , 𝐷(4,4,0) 

,𝑀(𝑥لدينا   𝑦, 𝑧)  ,3𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

3(
𝑥 − 4
𝑦 − 4
𝑧 − 0

) = (
−4
−4

4√2

) 

3𝑥 − 12 = −4 ⟹ 𝑥 =
8

3

3𝑦 − 12 = −4 ⟹ 𝑦 =
8

3

3𝑧 − 0 = 4√2 ⟹ 𝑧 =
4√2

3 }
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  .𝐶𝐷على  𝑃مسقط   𝑅وأوجد  𝐴𝐷على   𝑃مسقط  𝐾طلب إضافي     أوجد    

𝐾 (4,
8

3
, 0)  , 𝑅 (

8

3
, 4,0) 

 

𝑛عددان حقيقيان موجبان يحققان  𝑛و  𝑚     42صفحة  20تمرين   > 𝑚 > ,𝐴(√3. نتأمَّل النقاط 0   𝐵(0,6,0)و (3,0

,𝑁(0,0و 𝑀(0,6,𝑚)و 𝑛)   في معلم متجانس(𝑂; 𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  عيِّن .𝑚 و𝑛    ليكون المثلث𝑀𝐴𝑁   قائماً في𝐴   وحجم المجسم

𝐴𝑂𝐵𝑀𝑁   3√5يساوي . 

 *𝐴𝑀𝑁   قائم في𝐴 

𝑀𝑁2حسب فيثاغورث   = 𝐴𝑁2 + 𝐴𝑀2 

0 + 36 + (𝑛 −𝑚)2 = 3 + 9 + 42 + 3 + 9 +𝑚2                 

36 + 𝑛2 − 2𝑚𝑛 +𝑚2 = 24 + 𝑛2 +𝑚2                        

−2𝑚𝑛 = −12 ⟹ 𝑚.𝑛 = 6 ·····①                           

 3√5* حجم المجسم  

𝑉 =
1

3
𝑆?. ℎ?                                          

 : 𝑆مساحة القاعدة   -

𝑀(
8

3
,
8

3
,
4√2

3
) 

𝑃   هو مسقط𝑀 على القاعدة 

𝑃 (
8

3
,
8

3
, 0) 

𝐻   مسقط𝑃  على𝑜𝑥  

𝐻 (
8

3
, 0,0) 𝐻𝑀 = √0 +

64

9
+
32

9
 

𝐻𝑀 = √
96

9
=
4√6

3
 

𝐷 

𝐵 

𝐾 

𝐴 

𝑃 

𝑅 𝐶 

8

3
 

8

3
 4 

4 

𝑖  

𝑗  

𝑁 

𝑀(0,6,𝑚) 

𝐴′(0,3,0) 
𝑂 

𝑛 
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𝑆 =
𝑂𝑁 + 𝐵𝑀

2
× 𝑂𝐵 =

√0 + 0 + 𝑛2 + √0 + 0 +𝑚2

2
× √0 + 36 + 0 ⟹ 𝑆 = 3(𝑛 +𝑚) 

 : ℎارتفاع الهرم   -

ℎ = 𝐴𝐴′ 

 (𝑜𝑦على   𝐴على القاعدة )مسقط  𝐴مسقط  𝐴′(0,3,0)بحيث  

⟹ ℎ = 𝐴𝐴′ = √3 + 0 + 0 ⟹ ℎ = √3 

𝑉نعوض:                                                                               =
1

3
𝑆. ℎ 

5√3 =
1

3
. 3(𝑛 + 𝑚). √3 

𝑚 + 𝑛 = 5 ····· ② 

𝑛مع مراعاة الشرط  ②و  ①من  > 𝑚 > 𝑛      نجد:  0 = 3    ,    𝑚 = 2 

 

 

 المجسمات

 موشور

 قاعدتين: 

𝑉 = 𝑆. ℎ 

 هرم 

 رأس وقاعدة: 

𝑉 =
1

3
𝑆. ℎ 

 

 

𝑉حجم الهرم:                                                                      - =
1

3
𝑆. ℎ 

 :𝑆مساحة قاعدته   -

𝑆مربع:  = 𝑆مثلث قائم:  2(الضلع ) =
1

2
 جداء القائمين

𝑆مستطيل:   = الطول 𝑆مثلث متساوي الاضلاع:   العرض× =
√3

4
𝑎2 

𝑆شبه منحرف:   =
مجموع القاعدتين المتوازيتين 

2
×  الارتفاع 

 

 

 

 

 

 

𝑁 

𝑂 𝐵 

𝑀 

 5 

 مكعب

 متوازي سطوح

 اسطوانة

 رباعي وجوه

 مخروط

1 

 ارتفاع

 اعدة أولىق

 قاعدة ثانية

 ارتفاع

 اعدة أولىق

 اعدة ثانيةق

البعد بين 
 القاعدتين
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 : ℎارتفاع الهرم   -

   ℎالعمود النازل من الرأس إلى القاعدة ، طول 

 

 

;𝑂)في معلم متجانس   𝑖 , 𝑗 , �⃗� )   استنتج المعادلة الديكارتية لأسطوانة ناتجة عن دوران المستطيل𝑂𝐴𝐵𝐶   حول𝑜𝑧   دورة كاملة

𝐴𝐵و  𝐴(0,0,7)بحيث   = 3. 

 الاستنتاج: 

,𝑀(𝑥أياً كانت   𝑦, 𝑧)   نقطة من الأسطوانة فتكون𝑀′(0,0, 𝑧)   مسقط𝑀 على 

𝑜𝑧                                       :وبالتالي𝑀′𝑀 = 𝑅 

√(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2 = 𝑅 

}نربِّع:                                         
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2

0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ
 

} اي أنَّ:                                   
𝑥2 + 𝑦2 = 9
0 ≤ 𝑧 ≤ 7

 

 تعميم   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡(الرأس,  (نأخذه فيما بعد 𝑑𝑖𝑠𝑡قانون )  (القاعدة

 بعد الرأس عن مسقط الرأس على القاعدة

2

1 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
ℎ 

 

𝑧1 + ℎ 

𝑦
1
+
ℎ

 

𝑧1 

𝑥1 

𝑦1 

ℎ 

ℎ 

ℎ 

 𝑜𝑧اسطوانة محورها   ❶

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 

𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1 + ℎ 

 𝑜𝑦اسطوانة محورها   ❷

𝑥2 + 𝑧2 = 𝑅2 

𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 + ℎ 

 𝑜𝑥اسطوانة محورها   ❸

𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 + ℎ 
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;𝑂)في معلم متجانس   𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  استنتج المعادلة الديكارتية لمخروط ناتج عن دوران المثلث𝑂𝐴𝐵  القائم في𝐴   حول𝑜𝑧   دورة

𝐴𝐵و  𝐴(0,0,7)كاملة، بحيث   = 3. 

,𝑀(𝑥أياً كانت   الاستنتاج: 𝑦, 𝑧)  َّنقطة من المخروط فإن𝑀′(0,0, 𝑧)   مسقط𝑀  

 وبالتالي: 𝑜𝑧على 

 ث نجد: حسب مبرهنة النسب الثلا 𝑂𝐴𝐵في المثلث  

𝑂𝐴

𝑂𝑀′
=

𝐴𝐵

𝑀′𝑀
=
𝑂𝐵

𝑂𝑀
 

ℎ

𝑧
=

𝑅

𝑀′𝑀
⟹ 𝑀′𝑀 =

𝑅

ℎ
𝑧 

√(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 𝑧)2 =
𝑅

ℎ
𝑧 

𝑥}                                                                               نربِّع: 
2 + 𝑦2 =

𝑅2

ℎ2
𝑧

0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ
 

      تعميم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝑀(𝑥مثال     مجموعة النقاط    𝑦, 𝑧)   تمثل بالشكل
𝑥2 + 𝑧2 = 25
1 ≤ 𝑦 ≤ 4

  

 .𝑀صِف مجموعة النقاط  ❶

,𝐶(√2أي من النقاط   ❷ 1,0)   ,   𝐵(4,5,2)   ,   𝐴(3,2,4) .تنتمي للمجموعة السابقة 

 .𝑀احسب حجم المجسم الناتج من مجموعة النقاط  ❸

𝑅نصف قطرها   𝑜𝑦تمثل اسطوانة محورها   𝑀مجموعة النقاط : 1الحل: الطلب  = ℎارتفاعها   5 = ملركزي قاعدتيها   3

 . (0,4,0)و  (0,1,0)

3

1 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝐴 𝐵 

𝑂 

𝑅 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑀′ 
(0,0, 𝑧) 

ℎ 

≫ 

≫ 

𝑧 

𝑥 

𝑦 
𝑂 

 𝑜𝑦مخروط محوره   ❶

{𝑥
2 + 𝑧2 =

𝑅2

ℎ2
𝑦2

0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ
 

 𝑜𝑧مخروط محوره   ❷

{𝑥
2 + 𝑦2 =

𝑅2

ℎ2
𝑧2

0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ

 

 𝑜𝑥مخروط محوره   ❸

{𝑦
2 + 𝑧2 =

𝑅2

ℎ2
𝑥2

0 ≤ 𝑥 ≤ ℎ
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 :  2الطلب  

 

𝑉:                                                     3الطلب  = 𝑆. ℎ = 𝜋𝑅2. ℎ = 𝜋(25)(3) = 75𝜋 

,𝑀(𝑥مثال     مجموعة النقاط    𝑦, 𝑧)   تمثل بالشكل
𝑦2 + 𝑧2 =

9

25
𝑥2

0 ≤ 𝑥 ≤ 5
 

 .𝑀صِف مجموعة النقاط  ❶

,𝐶(5,2,0)   ,   𝐵(6أي من النقاط   ❷ √6, √3)   ,   𝐴(5, √3,  تنتمي للمجموعة السابقة. (6√

 .𝑀احسب حجم المجسم الناتج من مجموعة النقاط  ❸

𝑅ونصف قطر قاعدته   𝑜𝑥تمثل مخروط محوره   𝑀مجموعة النقاط : 1الحل: الطلب  = ℎوارتفاعه   3 =  (5,0,0)ومركز قاعده  5

  (𝑂)رأسه 

 : 2الطلب 

 في المعادلة  𝐶نعوض   في الشرط 𝐵نعوض   في المعادلة  𝐴نعوض  

3 + 6 =
9

25
0 محققة  (25) ≤ 𝑥𝐵 = 6 ≤ 4 غير محققة 5 + 0 =

9

25
 غير محققة (25)

 لا تنتمي للمخروط 𝐶ومنه   لا تنتمي للمخروط 𝐵ومنه   في الشرط 𝐴نعوض  

0 ≤ 𝑥𝐴 = 5 ≤    محقق 5

   تنتمي للمخروط.  𝐴ومنه  

𝑉                                       :3الطلب  =
1

3
𝑆. ℎ =

1

3
𝜋𝑅2ℎ =

1

3
𝜋(9)(5) = 15𝜋 

 

,𝑂). جِد معادلة للأسطوانة التي محورها  a      33صفحة  4تمرين    𝑗 )   وقاعدتها الدائرة التي مركزها𝑂   2ونصف قطرها. 

b .  أعد السؤال السابق قي حالة مركز قاعدة الأسطوانة هو النقطة𝑄(0,8,0). 

}:                                                                              a: الحل
𝑥2 + 𝑧2 = 4
𝑦 ∈ 𝑅

 

b                                                                                       .{
𝑥2 + 𝑧2 = 4
𝑦 ∈ 𝑅

  

,𝑀(𝑥صِف مجموعة النقاط        33صفحة  6تمرين     𝑦, 𝑧)  التي تحقق إحداثياتها العلاقات 

1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥2   و   4 + 𝑦2 = 25 

ℎ، ارتفاعها  (0,0,1)(0,0,4)، مركزي قاعدتيها  (5)ونصف قطر قاعدتها   𝑜𝑧مجموعة النقاط تمثّل اسطوانة محورها   = 3  

,𝑂)اسطوانة محورها       33صفحة  5تمرين     𝑖 )   مركز قاعدتها𝑇(3,0,0)  و𝑅 = √6          {𝑦
2 + 𝑧2 = 6
𝑥 ∈ 𝑅

 

 في المعادلة  𝐶نعوض   في الشرط 𝐵نعوض   في المعادلة  𝐴نعوض  

9 + 16 = 1 محققة  25 ≤ 𝑦𝐵 = 5 ≤ 2 غير محقق  4 + 0 =  غير محققة 2.5

 لا تنتمي للأسطوانة. 𝐶ومنه   لا تنتمي للأسطوانة. 𝐵ومنه   في الشرط 𝐴نعوض  

1 ≤ 𝑦𝐴 = 2 ≤    محقق 4

   تنتمي  للأسطوانة. 𝐴ومنه  

 في حال لم يعطي المركزين معاً ⟹ سطح اسطواني 
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,𝑂)ومحوره   𝑂اكتب معادلة للمخروط الذي رأسه      34صفحة  4تمرين    𝑖)   وقاعدته الدائرة التي مركزها𝐵(4,0,0)   ونصف

 .3قطرها  

𝑦2 + 𝑧2 =
9

16
𝑥2

0 ≤ 𝑥 ≤ 4
 

,𝑂)ومحوره   (4,0,0)اكتب معادلة للمخروط الذي رأسه النقطة       طلب إضافي   𝑗)   وقاعدته الدائرة التي مركزها المبدأ ونصف

 .3قطرها  

𝑦2 + 𝑧2 =
9

16
𝑥2

0 ≤ 𝑥 ≤ 4
 

 

 

,𝑂)  في معلم في الفراغ  𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) لدينا المستقيم ،𝑑  مار من النقطة𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ويقبل �⃗⃗�(𝑎, 𝑏, 𝑐)  .شعاعاً موجهاً له 

,𝑀(𝑥أياً كانت   𝑦, 𝑧)  نقطة من𝑑   َّفإن𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⇔ مرتبطان خطيَّاً  �⃗⃗�و  ⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡. �⃗⃗�      ;      𝑡 ∈ 𝑅 

⇔ (

𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0
𝑧 − 𝑧0

) = 𝑡 (
𝑎
𝑏
𝑐
) 

𝑑: {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦0
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧0

   ;    𝑡 ∈ 𝑅 

 𝑑تسمَّى هذه المعادلات بالتمثيل الوسيطي للمستقيم 

 

 

 

  𝑑من  𝐵موجهاً له. ثم أعطِ نقطة  �⃗⃗�(3,5,4)ويقبل الشعاع   𝐴(−1,3,1)المار من   𝑑أعطِ تمثيلًا وسيطيَّاً للمستقيم      1مثال   

 .𝐴مغايرة ل ـ

𝑑           

 

𝑡* نعوض  =  :𝑑في   100

𝑥 = 300 − 1 = 299
𝑦 = 500 + 3 = 503
𝑧 = 400 + 1 = 401

} 𝐵(299,503,401) 

,𝐴(3,4المار من   𝑑أعطِ تمثبلًا وسيطيَّاً للمستقيم       2مثال    −1) 𝐵(2,0,1)  وهل𝐶(0,4,1)  تنتمي إلى𝑑؟ 

         𝑑 

4 

𝑥 

𝑂 

4 

𝑥 

𝑂 

 جهة المتراجحة ثابتة

 6 

�⃗⃗� 

𝑑 

𝑀 

𝐴 

❶𝑀(𝑎𝑡 + 𝑥0, 𝑏𝑡 + 𝑦0, 𝑐𝑡 + 𝑧0)  ى مجموعة نقاط المستقيم  .𝑑تسمَّ
 للمستقيم الواحد عدد غير منتهي من التمثيلات الوسيطية المتكافئة.❷
 .𝑑تعطي نقطة من  𝑅من  𝑡كل قيمة لـ❸

 ملاحظات هامّة

𝑑 {
𝑥 = 3𝑡 − 1
𝑦 = 5𝑡 + 3
𝑧 = 4𝑡 + 1

   ;    𝑡 ∈ 𝑅 
𝐴(−1,3,1)

�⃗⃗�(3,5,4)
 

𝑑 {
𝑥 = −𝑡 + 2
𝑦 = −4𝑡
𝑧 = 2𝑡 + 1

   ;    𝑡 ∈ 𝑅 
𝐵(2,0,1)

𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−1,−4,2)
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 :𝑑في  𝐶نعوض  

0 = −𝑡 + 2 ⟹ 𝑡 = 2 

4 = −4𝑡 ⟹ 𝑡 = −1 

𝐶وهذا تناقض إذاً   ∉ 𝑑  

:′𝑑ويوازي المستقيم  𝐴(−1,3,0)المار من   𝑑أعطِ تمثبلًا وسيطيَّاً للمستقيم       3مثال    {
𝑥 = 2𝑡 − 4
𝑦 = 3𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡 − 5

تنتمي   𝐶(5,12,3)وهل   

 ؟𝑑إلى 

          𝑑 

 

 :𝑑في  𝐶نعوض  

5 = 2𝑡 − 1 ⟹ 𝑡 = 3 

12 = 3𝑡 + 3 ⟹ 𝑡 = 3 

𝐶 ∈ 𝑑  ًإذا ⟸ 3 = 𝑡 

 . أعطِ تمثيلًا وسطيَّاً لكل من: 𝐵(2,3,1)و   𝐴(−2,1,0)نتأمَّل النقطتين        84صفحة  2تمرين  نتائج هامة 

 .[𝐴𝐵]القطعة المستقيمة  ❷ .(𝐴𝐵)المستقيم  ❶

 .(𝐵𝐴]نصف المستقيم   ❹ .(𝐴𝐵]نصف المستقيم   ❸

 (𝐴𝐵): المستقيم 1

    𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 [𝐴𝐵]: القطعة المستقيمة 2

 

 

 

 

𝑡 الموجه النقطة  ∈ 𝑅 

𝐴 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

  أو أو

𝐵 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

𝑡 الموجه النقطة  ∈ [0,1] 

𝐴 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

  أو أو

𝐵 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

𝐴(−1,3,0)

�⃗⃗⃗�𝑑 = �⃗⃗⃗�𝑑′(2,3,1)
 𝑑 {

𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 3𝑡 + 3
𝑧 = 𝑡

   ;    𝑡 ∈ 𝑅 

�⃗⃗� 

𝑑 
𝐴 𝑑 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

𝐴 𝐵 
𝐴(−2,1,0)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (4,2,1)
 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 (𝐴𝐵)* المستقيم 

𝑑 {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

   ;    𝑡 ∈ 𝑅 

[𝐴𝐵]: {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

   ;    𝑡 ∈ [0,1] 

×
 

×
 

×
 𝐴 𝐵 

 [𝐴𝐵]* القطعة المستقيمة 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
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 (𝐴𝐵]: نصف المستقيم  3

    [𝐴𝐵) 

 

 

 

 

 (𝐵𝐴]: نصف مستقيم  4

    [𝐵𝐴) 

 

 تمارين  

❶ [𝐴𝐵]: {
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = 𝑡

𝑧 = 3𝑡 − 4
   ;    𝑡 ∈ [0,1] 

 ؟[𝐴𝐵]تنتمي لـ   𝐾(−1,2,2)هل 

 نعوض

 

𝐾القطعة   ∉ [𝐴𝐵]   َّلأن𝑡 =  (𝐴𝐵)تنتمي للمستقيم   𝐾ولكن  [0,1]لا تنتمي للمجال   2

❷ [𝐴𝐵]: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡

𝑧 = 3𝑡 − 4
   ;    𝑡 ∈ [0,1] 

   𝐵و  𝐴مغايرة لـ   [𝐴𝐵]من  𝐶أعطِ نقطة 

𝑡نعوض   =
1

2
 

 

 

 

 

❸ {
𝑥2 + 𝑧2 = 𝑦2

0 ≤ 𝑦 ≤ 5
 

 𝑀صِف مجموعة النقاط  

𝑅نصف قطر قاعدته   (0,5,0)مركز قاعدته   (𝑂)تمثل مخروط رأسه  𝑀مجموعة النقاط   = ℎوارتفاعه  5 = 5. 

𝑡 الموجه النقطة  ∈ [0, +∞] 

𝐴 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

   المغلقة 

𝐴(−2,1,0)

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (4,2,1)
 

[𝐴𝐵): {
𝑥 = 4𝑡 − 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

   ;    𝑡 ∈ [0, +∞] 

×
 

×
 
×

 

×
 𝐴 

𝐵 

 (𝐴𝐵]* نصف المستقيم  

𝐵(2,3,1)

𝐵𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−4,3,−1)
 [𝐵𝐴): {

𝑥 = −4𝑡 + 2
𝑦 = −2𝑡 + 3
𝑧 = −𝑡 + 1

   ;    𝑡 ∈ [0, +∞] 

−1 = −𝑡 + 1 ⟹ 𝑡 = 2 

2 = 𝑡 

2 = 3𝑡 − 4 ⟹ 𝑡 = 2 

 (1)أو   (0)لا نعوض 

 المجاهيل الثلاثة موجودة

𝑥 = 2 (
1

1
) − 1 ⟹ 𝑥 = 0

𝑦 =
1

2
                ⟹ 𝑦 =

1

2

𝑧 =
3

2
− 4 =

3 − 8

2
= −

5

2
⟹ 𝑧 = −

5

2

 

𝐶 (0,
1

2
,
−5

2
) 

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑡. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
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, �⃗⃗⃗�الأشعّة  �⃗� , �⃗⃗�  ًالأشعّة  ⇔مرتبطة خطيّا�⃗⃗⃗� , �⃗� , �⃗⃗�  في مستوٍ واحد. أو بدائلها تقع هي 

 

 

 

 

, �⃗⃗⃗�الأشعّة  �⃗� , �⃗⃗�  ًمرتبطة خطيّا⇔  

�⃗⃗⃗� = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏�⃗�    ;    𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

 

, �⃗⃗⃗�الأشعّة  �⃗� , �⃗⃗�  ًمرتبطة خطيّا⇔  

 غير مرتبطين خطيّاً.  �⃗�و  �⃗⃗�. نثبت أنَّ  1 

, 𝑏. نبحث عن  2 𝑎  من𝑅  :تحقق�⃗⃗⃗� = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏�⃗� 

 

 

 

𝐶𝐻⃗⃗مثال    الأشعة     ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐻⃗⃗مرتبطة خطيّاً لأنَّ بديل   ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗هو   ⃗⃗  يقع في مستوٍ واحد ⃗⃗

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗مع   , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

 

 

 

 شعاعي توجيه له.  �⃗�(1,3,0)و   �⃗⃗�(1,0,2)ويقبل  𝐴(3,−1,0)المار من   𝑃تدريب     استنتج المعادلة الديكارتية للمستوي    

 

 

 

, �⃗�نلاحظ أنَّ  • �⃗⃗�  َّغير مرتبطين خطيّاً لأن(
1

1
≠
0

3
) 

, �⃗�فإنَّ:  𝑃نقطة من  𝑀أيّاً كانت   • �⃗⃗� , 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطيّاً  ⃗

 :(4)إذاً حسب المبرهنة 

 7 

1 

�⃗⃗� 

�⃗� 

�⃗⃗⃗� 

 (4)مبرهنة  2

 تعيين المستوي: 3

. بثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة أو 1
 مستقيم ونقطة خارجه.

 ونقطة خارجه.. مستقيمين 2

 للمستوي )موازيين(. بشعاعين موجهين 3
 وغير مرتبطين خطيّاً.

 تذكرة

�⃗⃗� 

�⃗� 
�⃗⃗⃗� 

𝑎�⃗⃗� 

𝑏�⃗� 
 نتيجة:

, �⃗�الشعاعان  �⃗⃗� :ٍمرتبطان خطيّاً عندئذ 

, �⃗⃗⃗� فإنَّ  �⃗⃗⃗� أيّاً كان �⃗� , �⃗⃗� .ًمرتبطة خطيّا 

𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐸 𝐹 

𝐺 𝐻 

𝑀 
𝑀 

×
 

𝑀 

𝑀 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

×
 

𝐴 

�⃗⃗� 

�⃗� 

×
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𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏�⃗� 

(
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 0

) = 𝑎 (
1
0
2
) + 𝑏 (

1
3
0
) 

(
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧
) = (

𝑎 + 𝑏
0 + 3𝑏
2𝑎 + 0

) ⟹

𝑥 − 3 = 𝑎 + 𝑏 ···①

𝑦 + 1 = 3𝑏 ·······②

𝑧 = 2𝑎 ·············· ③

 

𝑎نجد   ③من  =
1

2
𝑧  نجد   ②ومن𝑏 =

1

3
𝑦 +

1

3
𝑥:   ①نعوض في   − 3 =

1

2
𝑧 +

1

3
𝑦 +

1

3
 

𝑃: − 𝑥 +
1

3
𝑦 +

1

2
𝑧 +

10

3
= 0 

   

 لإثبات وقوع أربع نقاط في مستوٍ واحد يكفي إثبات الارتباط الخطي لثلاث أشعة مشكَّلة من هذه النقاط.  

, 𝐷أي أنَّ:    𝐶 , 𝐵 , 𝐴   تقع في مستوٍ واحد⟺ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً.  ⃗⃗

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗هي النقطة المحققة للعلاقة   𝑀رباعي وجوه. و   𝐴𝐵𝐶𝐷      20صفحة  4تمرين    ⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗عبِّر عن   ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بدلالة    . (𝐴𝐵𝐶)تنتمي إلى المستوي  𝑀. واستنتج أنَّ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗و   ⃗⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗: (4)حسب المبرهنة   , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑀,𝐶مرتبطة خطيّاً إذاً  ⃗ 𝐵, 𝐴   تقع في مستوٍ وحيد⟸ 𝑀 ∈ (𝐴𝐵𝐶). 

 

,𝑂)نتأمّل في المعلم       36صفحة  4تمرين    𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) :النقاط الاتية ،𝐴(2,0,1)   و𝐵(1,−2,1)  و𝐶(5,5,0)   و𝐷(−3,−5,6)  و

𝐸(3,1,2) أثبت انتماء النقاط .𝐴   و𝐵  و𝐶   و𝐷   إلى مستوٍ واحد𝑃 وتبيّن إذا كانت النقطة ،𝐸  تنتمي إلى المستوي𝑃 . 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيّاً لأنَّ  ⃗⃗
−1

3
≠
−2

5
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (−1,−2,0)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (3,5, −1)

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (−5,−5,5)

} ⟹ 

 تحقق: 𝑅من  𝑏و  𝑎نبحث عن  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

نتيجة 
: 𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

×
 

𝐸, 𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 في مستوٍ واحد 

 )مركبات غير متناسبة( 
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(
−5
−5
5
) = 𝑎 (

−1
−2
0
) + 𝑏 (

3
5
−1
) 

⟸ (
−5
−5
5
) = (

−𝑎
−2𝑎
0
) + (

3𝑏
5𝑏
−𝑏
) 

𝑏نجد   ③من  = 𝑎−نجد  ①في  𝑏نعوض   5− − 15 = −5 ⟹ −𝑎 = 10 ⟹ 𝑎 = −10 

(10−)2−:  ②نتحقق في  + 5(−5) ≟ −5 ⟹ 20 محققة  − 25 = −5 

𝐴𝐷⃗⃗  (4)ومنه حسب المبرهنة   ⃗⃗ ⃗⃗ = −10𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 5𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ومنه ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ًإذاً النقاط  ⟸مرتبطة خطيّا𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴   تقع في مستوٍ واحد(𝑃) 

𝐸   نبحث عن𝛽 , 𝛼  من𝑅 :تحقق 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(
1
1
1
) = (

−𝛼 + 3𝛽
−2𝛼 + 5𝛽
−𝛽

) 

−𝛼 + 3𝛽 = 1 ······①

−2𝛼 + 5𝛽 = 1 ····②

−𝛽 = 1 ··············③

 

𝛽نجد   ③من  = 𝛼−: ①نعوض في   ⟸ 1− − 3 = 1 ⟹ 𝛼 = −4 

 : ②نتحقق في 

−2(−4) + 5(−1) ≟ 1 ⟹ 8− 5 ≟  غير  محققة  1

 طريقة ثانية:  ❖

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنَّ   ⃗⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   غير مرتبطين خطيّاً، نوجد معادلة المستوي𝑃 = (𝐴𝐵𝐶) 

,𝑀(𝑥* أياً كانت   𝑦, 𝑧)  نقطة من𝑃  َّفإن ،𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  :(4)مرتبطة خطيّاً ومنه حسب المبرهنة   

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(
𝑥 − 2
𝑦 − 0
𝑧 − 1

) = (
−𝑎 + 3𝑏
−2𝑎 + 5𝑏
−𝑏

) 

−𝑎 + 3𝑏 = 𝑥 − 2 ····①

−2𝑎 + 5𝑏 = 𝑦 ········ ②

−𝑏 = 𝑧 − 1 ············ ③

 

𝑏نجد   ③من  = −𝑧 +  :①نعوض في   ⟸ 1

−𝑎 − 3𝑧 + 3 = 𝑥 − 2 ⟹ 𝑎 = −𝑥 − 3𝑧 + 5 

−𝑎 + 3𝑏 = −5 ······ ①

−2𝑎 + 5𝑏 = −5 ····②

−𝑏 = 5 ·················③

 

معادلة مستوي 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذاً   ⃗⃗  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ًغير مرتبطة خطيَّاً إذا𝐸 ∉ 𝑃 
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2𝑥:                                                    ②نعوض في  + 6𝑧 − 10 − 5𝑧 + 5 = 𝑦 

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 

𝑃  :⟸ 0في   𝐷* نعوض  = 𝐷 ⟸محققة  0 ∈ 𝑃 

𝑃 :⟸ 2في   𝐸* نعوض  = 𝐸 ⟸غير محققة  0 ∉ 𝑃 

 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗و   𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗. أثبت أنَّ الأشعة [𝐹𝐺]منتصف  𝐽و   [𝐵𝐸]منتصف   𝐼مكعب. النقطة  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻     18مثال محلول صفحة    𝐼𝐽⃗⃗⃗و  ⃗⃗ ⃗  

 مرتبطة خطيّاً. 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗⃗                                    

 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗                        

 

2𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ =
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (4)حسب المبرهنة    , 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐼𝐽⃗⃗⃗  مرتبطة خطيّاً. ⃗

 طريقة ثانية:  ❖

;𝐴) باختيار المعلم المتجانس 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) : 

𝐸(0,0,1) , 𝐹(1,0,1), 𝐵(1,0,0), 𝐺(1,1,1), 𝐼 (
1

2
, 0,
1

2
) , 𝐽 (1,

1

2
, 1) 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ  ⃗⃗  , 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ًغير مرتبطين خطيّا

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,0,0)

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (0,1,1)

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ (
1

2
,
1

2
,
1

2
)

 

 :يحققان 𝑅من  𝑏و  𝑎نبحث عن  

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑎𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑏𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

ومنه ⟸

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 

1

2
1

2
1

2)

 
 
= 𝑎(

0
1
1
) + 𝑏 (

1
0
0
)

(

 
 

1

2
1

2
1

2)

 
 
= (

          𝑏         
          𝑎         
         𝑎         

)

 
𝑎 =

1

2
  , 𝑏 =

1

2

𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗ =
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

2
𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

 

𝐼 

𝐽 

𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐸 𝐹 

𝐺 𝐻 

𝐼 

𝐽 
𝐹 𝐺 

𝐵 𝐸 

 0⃗⃗  متعاكسان

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (4)حسب المبرهنة    , 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐼𝐽⃗⃗⃗  .مرتبطة خطيّاً  ⃗
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,𝑂)نتأمّل في معلم        42صفحة  15تمرين     𝑖, 𝑗, �⃗⃗�)  المستقيم𝑑   المار بالنقطة𝐴(2,0,5)   والموجه بالشعاع�⃗⃗�(2,5, −1) ،

,𝐵(2,2المار بالنقطة   ′𝑑والمستقيم   . والمطلوب:�⃗�(1,2,1)والموجه بالشعاع   (1−

 . غير مرتبطين خطيّاً �⃗�و  �⃗⃗�أثبت أنَّ   ❶

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ   ❷ ⃗⃗  , �⃗� , �⃗⃗�  .ًمرتبطة خطيَّا 

,′𝑑استنتج أنَّ المستقيمين   ❸ 𝑑  متقاطعان في نقطة𝐼  .يُطلب تعيينها 

): 1الحل: الطلب 
2

1
≠
5

2
 غير مرتبطين خطيّاً  �⃗�و   �⃗⃗�إذاً   (

 :تحقق 𝑅من   𝑏و  𝑎نبحث عن : 2الطلب 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏�⃗� 

(
0
2
−6
) = 𝑎(

2
5
−1
) + 𝑏 (

1
2
1
) 

⟸ ((
0
2
−6
) = (

2𝑎 + 𝑏
5𝑎 + 2𝑏
−𝑎 + 𝑏

) 

3𝑎بالطرح:  ③و  ①من  = 6 ⟹ 𝑎 = 2 

𝑏:  ①نعوض في  = −4 

 :  ②نتحقق في 

5(2) + 2(−4) ≟ 2 ⟹ 2 محققة  ≟ 2 

:حسب المبرهنة   (4) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , �⃗� , �⃗⃗� .ًمرتبطة خطيَّا 

, ′𝑑 إذاً غير مرتبطين خطيَّاً   �⃗� و �⃗⃗�:  1من الطلب : 3الطلب  𝑑  .غير متوازيين 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗: 2من الطلب                 ⃗⃗  , �⃗� , �⃗⃗�  ًمرتبطة خطيَّا 𝑑′ , 𝑑  .في مستوٍ واحد 

, ′𝑑وبالتالي   𝑑  متقاطعان بنقطة𝐼 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗لدينا                                                    :𝐼* تعيين النقطة  ⃗⃗ = 2�⃗⃗� − 4�⃗� 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 2�⃗⃗� − 4�⃗� 

, �⃗⃗�بما أنَّ   𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗   مرتبطان خطيَّاً و�⃗� , 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗  َّمرتبطان خطيَّاً فإن    𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 2�⃗⃗�   ,   𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = −4�⃗� 

,𝐼(𝑥بفرض  𝑦, 𝑧) 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 2�⃗⃗� 

(
𝑥 − 2
𝑦 − 0
𝑧 − 5

) = 2(
2
5
−1
) 

2𝑎+ 𝑏 = 0 ··········①

5𝑎+2𝑏 = 2 ········②

−𝑎+𝑏 = −6 ·······③

 

𝐴(2,0,5)

�⃗⃗�(2,5, −1)
 

𝐵(2,2, −1)

�⃗�(1,2,1)
 

𝑑 

𝑑′ 

𝐼 

�⃗� 

�⃗⃗� 

𝐼 

𝐴 

𝐵 

𝑑 

𝑑′ 
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𝑥 − 2 = 4 ⟹ 𝑥 = 6
𝑦 − 0 = 10 ⟹ 𝑦 = 10
𝑧 − 5 = −2 ⟹ 𝑧 = 3

) ⟹ 𝐼(6,10,3) 

 بطرح سؤال الكتاب لحل المسألة : طريقة ثانية ❖

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 2
𝑦 = 5𝑡        
𝑧 = −𝑡 + 5

    ;    𝑡 ∈ 𝑅                    𝑑′: {
𝑥 = 𝛼 + 2
𝑦 = 2𝛼 + 2
𝑧 = 𝛼 − 1

   ;    𝛼 ∈ 𝑅 

 * وبالحل المشترك )نقطة تقاطع(

2𝑡 + 2 = 𝛼 + 2 ······①

5𝑡 = 2𝛼 + 2 ·········· ②

−𝑡 + 5 = 𝛼 − 1 ······ ③

 

𝛼 ①من  = 2𝑡 ⟸  نعوض في③  −𝑡 + 5 = 2𝑡 − 1 

𝑡 = 2 ⟹ 𝛼 = 2(2) ⟹ 𝛼 = 4 

(2)5:                                               ②نتحقق في  ≟ 2(4) + 2 

10 =  محققة  10

 

 𝐼يوجد حل وحيد إذاً المستقيمان يتقاطعان بنقطة  

𝑡نعوض   = 𝛼)أو  𝑑في  2 =  (′𝑑في   4

𝑥 = 4 + 2 = 6
𝑦 = 10

𝑧 = −2 + 5 = 3
) ⟹ 𝐼(6,10,3) 

 

,𝑂)في معلم     37صفحة  5تمرين     𝑖, 𝑗, �⃗⃗�) لدينا النقطتان ،𝐴(3,−1,1)   و𝐵(3,−3, ,�⃗⃗�(1,0، والشعاعان (1− و   (2−

�⃗�(2,1, −3)  .𝑑  هو المستقيم المار بالنقطة𝐴   والموجه بالشعاع�⃗⃗� و ،𝑑′  هو المستقيم المار بالنقطة𝐵   والموجه بالشعاع�⃗�  .

 نقطة تقاطعهما. 𝐼متقاطعان، ثم عيِّن   ′𝑑و  𝑑أثبت أنَّ المستقيمين  

, �⃗�لم أنَّ * نع �⃗⃗�   َّغير مرتبطين خطيَّاً لأن
1

2
≠
0

1
 

 يحققان:  𝑅من  𝑏و   𝑎* نبحث عن 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎�⃗⃗� + 𝑏�⃗� 

(
0
−2
−2
) = 𝑎 (

1
0
−2
) + 𝑏 (

2
1
−3
) 

𝑎 + 2𝑏 = 0 ········· ①

𝑏 = −2 ···············②

−2𝑎 − 3𝑏 = −2 ··③

 

, �⃗�بما أنَّ   - �⃗⃗�  ًفإنَّ غير مرتبطين خطيَّا𝑑′, 𝑑 
 غير متوازيين 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنَّ   - ⃗⃗  , �⃗� , �⃗⃗�   ًمرتبطة خطيَّا𝑑′ , 𝑑 
 في مستوٍ واحد. 

,′𝑑ومنه   𝑑  متقاطعين بنقطة𝐼 
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𝑏نجد   ②من  = 𝑎:  ①نعوض في  2− − 4 = 0 ⟹ 𝑎 = 4 

(4)2−:                                                        ③نتحقق قي  − 3(−2) = −2 

−8 + 6 = −2 ⟹ −2 =  محققة  2−

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ومنه                                                                                ⃗⃗ = 4�⃗⃗� − 2�⃗� 

:حسب المبرهنة   (4) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , �⃗� , �⃗⃗�  ًمرتبطة خطيَّا 

 نقطة تقاطع المستقيمين: 𝐼تعيين   -

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ لدينا                                                                                  ⃗⃗ = 4�⃗⃗� − 2�⃗� 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 4�⃗⃗� − 2�⃗� 

,  �⃗⃗�   بما أنَّ  𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗   مرتبطين خطيَّاً و�⃗�  , 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗  ًمرتبطين خطيَّا 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗فإنَّ   = 4�⃗⃗�                       و𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗ = 2�⃗� 

,𝐼(𝑥بفرض  𝑦, 𝑧)                                                   :(
𝑥 − 3
𝑦 + 1
𝑧 − 1

) = 4(
1
0
−2
) 

𝐼(7, −1,−7) ⟸ (
𝑥 = 7 ⟸ 𝑥 − 3 = 4
𝑦 = −1 ⟸ 𝑦 + 1 = 0
𝑧 = −7⟸ 𝑧 − 1 = −8

 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗نقطة تحقق  𝑀مكعب. فيه   𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻     20صفحة  5تمرين     ⃗⃗⃗ =
1

3
𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و ،𝑁  نقطة تحقق𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ   ❶ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 مرتبطة خطيَّاً؟ 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و   𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗أتكون الأشعة   ❷

𝑙1:                                            1الحل: الطلب  = 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑙1 = 𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗                      

𝑙1 =
1

3
𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗                    

𝑙1 =
1

3
(𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑙1 =
1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑙2 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

3
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

3
𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ −

1

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐼 

𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐸 𝐹 

𝐺 𝐻 

 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗يُفَضَّل زرع  
𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗لأنَّ    𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗⃗

يوجد لهما  
 علاقة جاهزة

𝐸𝐴 

𝐻 

 حيث لدينا 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
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𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

, 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗: (4)حسب المبرهنة   𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .ًمرتبطة خطيَّا 

 

  𝑀. ولتكن [𝐴𝐸]و   [𝐶𝐺]و  [𝐵𝐶]و   [𝐴𝐵]هي بالترتيب منتصفات  𝐿و  𝐾و   𝐽و  𝐼  مكعب. 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻      20صفحة  6تمرين    

3𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗النقطة المحققة للعلاقة   ⃗⃗⃗ = 2𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ . 

 ؟𝐴𝐸𝐵هي مركز ثقل المثلث   𝑀لماذا  ❶

 مرتبطة خطيَّاً؟ 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗و   𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗و  𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أتكون الأشعة   ❷

⟸: 1الطلب  (
𝐸𝐼 تقع على المتوسط 𝑀

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ =
2

3
𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗⃗  ولدينا 

 𝑀   مركز ثقل𝐸𝐴𝐵 

):  2الطلب 
𝐿𝐵 متوسط 

𝑀 ثقل مركز  المثلث
 ⟸ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1

3
𝐿𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
(𝐿𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
(𝐺𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗        ∗ 

, 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗نجد:   ∗من  𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  مرتبطان خطيَّاً ومنه𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   و𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗⃗  و𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .ًمرتبطة خطيَّا 

 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗⃗تحقق المساواة  [𝐶𝐷]من الحرف  𝐼. النقطة 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻لنتأمّل المكعب      38صفحة  6تمرين     =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ من  𝐽، والنقطة ⃗⃗

[𝐵𝐶]  تحقق المساواة𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  أثبت أنَّ المستقيم .(𝐻𝐼)   يوازي المستوي(𝐸𝐺𝐽). 

 .(𝐸𝐺𝐽)مرتبط خطيَّاً مع شعاعين )غير مرتبطين خطيَّاً( في المستوي   𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗إثبات أنَّ   فكرة الحل:

;𝐷)نأخذ معلماً متجانساً                                                 
1

4
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,

1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,

1

4
𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 

𝐸(4,0,4) , 𝐺(0,4,4), 𝐻(0,0,4), 𝐽(1,4,0), 𝐼(0,1,0)  

 

 

 

 تحقق: 𝑅من   𝑏و  𝑎نبحث عن   ⦁

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴 𝐵 

𝐶 
𝐷 

𝐸 
𝐹 

𝐺 𝐻 

𝑀 

𝐽 

𝐾 

𝐿 

𝐴 𝐵 

𝐶 𝐷 

𝐸 𝐹 

𝐺 𝐻 

𝐽 𝐼 

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−4,4,0)

  𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗(−3,4,−4)

𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗⃗(0,1, −4)

 

 

⦁ ⦁ 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗   َّغير مرتبطين خطيَّاً لأن(
−4

−3
≠
4

4
) 
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(
0
1

−4
) = 𝑎 (

−4
4
0

) + 𝑏 (
−3
4

−4
) 

(
0
1

−4
) = (

−4𝑎 − 3𝑏
4𝑎 + 4𝑏

−4𝑏
) ⟹

−4𝑎 − 3𝑏 = 0 ··· ①

4𝑎 + 4𝑏 = 1 ······ ②

−4𝑏 = −4 ········· ③

 

𝑏نجد   ③من  = 𝑎: ①,    نعوض في       1 =
−3

4
 

4:                                     ②نتحقق في  (
−3

4
) + 4(1) ≟ 1 ⟹ −3 + 4 =  محققة  1

⟹ 𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  

𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗: (4)حسب المبرهنة    ⃗ , 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  ,  𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗ (𝐻𝐼)مرتبطة خطيَّاً ومنه    ⃗  ∥ (𝐸𝐺𝐽) . 

 -توجد طريقة ثانية للحل-

 

 .[𝐹𝐺]منتصف   𝐽و  [𝐸𝐹]منتصف   𝐼مكعب.   𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻      20صفحة  3تمرين   

 ؟(𝐴𝐵𝐼)إلى المستوي   𝐽أتنتمي النقطة  ❶

,  𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗أتقع الأشعة   ❷ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  في مستوٍ واحد؟ ⃗ 

  𝐹في   (𝐴𝐵𝐼)يعامد   (𝐹𝐺): 1الحل: الطلب 

𝐽 ∈ (𝐹𝐺) 

𝐽إذاً   ∉ (𝐴𝐵𝐼) 

𝐽لدينا  :                                                                        2الطلب  ∉ (𝐴𝐵𝐼) 

𝐽 , 𝐼 , 𝐵 , 𝐴  ليست في مستوٍ واحد 

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ليست مرتبطة خطيَّاً ⃗ 

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ليست في مستوٍ واحد  ⃗ 

 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ثلاث نقاط متمايزة من الفراغ. أثبت أنَّ الأشعة   𝐶و  𝐵و   𝐴      20صفحة  1تمرين      ⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً.  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗: (4)حسب المبرهنة    ⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً ⃗ 

 

 

اً مع  ليكون الشعاع مرتبط خطيَّ
شعاعين غير مرتبطين في مستوي 

يجب أن يوازي المستوي ليقع بديله 
 في المستوي.

 ةملاحظ

 لم ينتمي إليه

⟺ 

⟺ 

⟺ 

أي ثلاث نقاط في الفراغ يتشكل 
منها ثلاث أشعة اجباري مرتبطة 

اً   لأنها تقع في مستوٍ واحد.خطيَّ

 ةملاحظ
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 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

 عندئذٍ: ثلاث نقاط متمايزة  𝐶و   𝐵و  𝐴                                        طريقة ثانية: ❖

 

 

 

 

,𝑂)نتأمَّل في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس       208صفحة الرابع  السؤال   𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) النقاط ،𝐴(1,5,4)  و𝐵(10,4,3)   و

𝐶(4,3,5)  و𝐷(0,4,5) . 

 ليست على استقامة واحدة. 𝐶و   𝐵و  𝐴بيِّن أنَّ النقاط  ❶

 تقع في مستوٍ واحد.  𝐷و  𝐶و   𝐵و  𝐴بيِّن أنَّ النقاط  ❷

 :1الحل: الطلب 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(9,−1, −1)

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, −2,1)
) ⟹ 

 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗بما أنَّ : 2الطلب   ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين خطيَّاً  ⃗ 

 تحقق: 𝑅من  𝑏و  𝑎نبحث عن  

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

9𝑎 + 3𝑏 = 4 ········ ①

−𝑎 − 2𝑏 = −1 ···· ②

−𝑎 + 𝑏 = 0 ········· ③

   ⟸ {(
4

−1
0

) = (
9𝑎 + 3𝑏
−𝑎 − 2𝑏
−𝑎 + 𝑏

) 

𝑏نجد   ③من  = 𝑎  نجد: ②نعوض في 

−𝑎 − 2𝑎 = −1 ⟹ −3𝑎 = −1 ⟹ 𝑎 =
1

3
 

𝑏ومنه   =
1

3
 

9:                                                             ①نتحقق في  ×
1

3
+ 3 ×

1

3
≟ 4  

3 + 1 =  محققة  4

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ومنه    ⃗ =
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗: (4)حسب المبرهنة    ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيَّا   ⃗ 

 تقع في مستوٍ واحد  𝐷و  𝐶و   𝐵و  𝐴النقاط ومنه 

 

 على استقامة واحدة  ليست على استقامة واحدة

 المستويات تشكل عندئذٍ عدد غير منتهي من   تشكل مستوي وحيد 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  خطيَّاًمرتبطة  ⃗   ⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً ⃗ 
⇓ 

⇓ ⇓ 

⇓ 

مرتبطين )ثلاث نقاط على استقامة واحدة(

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ   ⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيَّاً   ⃗ 

لأنَّ  
9

3
≠

−1

−2
   مركبات غير متناسبة  

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4, −1,0) 
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 نسخة مجانية

 غير مخصصة للطباعة

 

 

,𝑂)نتأمَّل في معلم        41صفحة  13تمرين     𝑖 , 𝑗 , �⃗� )   النقاط𝐴(3,2,1)   و𝐵(1,2,0)  و𝐶(3,1, −2). 

 ليست على استقامة واحدة. 𝐶و   𝐵و  𝐴أثبت أنَّ النقاط  ❶

,𝑀(𝑚حتى تقع النقطة  𝑚عيِّن  ❷  . (𝐴𝐵𝐶)في المستوي   (1,3

,𝐷(𝑥و   𝐶و  𝐵و   𝐴تجعل النقاط  𝑦و  𝑥جِد علاقة بين   ❸ 𝑦,  تنتمي إلى مستوٍ وحيد.  (3

 :1الحل: الطلب 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1,−3)              𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0,−1) 

)غير مرتبطين خطيَّاً لأنَّ  
0

−1
≠

−1

−3
) 

 ليست على استقامة واحدة. 𝐶و   𝐵و  𝐴إذاً النقاط 

 (𝐴𝐵𝐶)نوجد معادلة المستوي   ∗:  2الطلب 

,𝑁(𝑥أيَّاً كانت   ∗                 𝑦, 𝑧)   نقطة من(𝐴𝐵𝐶)    َّفإن𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  , 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ًمرتبطة خطيَّا 

= 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗تحقق:                       𝑅من   𝑏و  𝑎إذاً يوجد                     𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 3
𝑦 − 2
𝑧 − 1

) = (
−2𝑎 + 0
0 − 𝑏

−𝑎 − 3𝑏
)} ⟹

𝑥 − 3 = −2𝑎 ········ ①

𝑦 − 2 = −𝑏 ·········· ②

𝑧 − 1 = −𝑎 − 3𝑏 ·· ③

 

𝑎                                                                                ①من  = −
1

2
𝑥 +

3

2
 

𝑏                                                                                   ②من  = −𝑦 + 2 

𝑧:                                                      ③نعوض في  − 1 =
1

2
𝑥 −

3

2
+ 3𝑦 − 6 

(𝐴𝐵𝐶): 𝑥 + 6𝑦 − 2𝑧 − 13 = 0 

𝑚:                                              (𝐴𝐵𝐶)في  𝑀نعوض   + 6 − 6 − 13 = 0 

𝑚 = 13 

, 𝐷:  3الطلب  𝐶 , 𝐵 , 𝐴  في مستوٍ واحد⟺ 𝐷 ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

𝑥 ⟸: (𝐴𝐵𝐶)في  𝐷نعوض                   + 6𝑦 − 6 − 13 = 0 ⟸ 𝑥 + 6𝑦 − 19 = 0 

 

,𝑀(𝑥مجموعة النقاط  𝜀لتكن       41صفحة  14تمرين     𝑦, 𝑧)  :التي تحقق إحداثياتها العلاقة𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0. 

 .𝜀تنتمي إلى المجموعة  𝐶(2,0,1)و   𝐵(5,0,0)و  𝐴(7,1,0)أثبت أنَّ النقاط  ❶

 . 𝑃تحدد مستوياً   𝐶و   𝐵و  𝐴أثبت أنَّ النقاط  ❷

❸ a .  أثبت أنَّ مركبات الشعاع𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2𝑦)هي    − 3𝑧, 𝑦, 𝑧). 

b  َّاستنتج أن .𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  . ماذا تستنتج من ذلك؟⃗ 

,𝑀(𝑥، أثبت أنَّ أيَّة نقطة  بالعكس ❹ 𝑦, 𝑧)   من المستوي𝑃   :تحقق المعادلة𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 . 
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 نسخة مجانية
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 : 1الحل: الطلب  

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗:                                                     2الطلب   ⃗(−2,−1,0)               𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−5,−1,1) 

)غير مرتبطين خطيَّاً لأنَّ  
−2

−5
≠

−1

−1
) 

 𝑃فهي تحدد مستوياً   واحدةليست على استقامة   𝐶و  𝐵و   𝐴إذاً  

a:                                                           𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ 3الطلب  ⃗⃗  = (𝑥 − 5, 𝑦, 𝑧)         ⟹ 

𝑥لدينا:    − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

𝑥 − 5 = 2𝑦 − 3𝑧 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗  نعوض ⃗⃗  (2𝑦 − 3𝑧, 𝑦, 𝑧) 

            b                                                                       :𝑙2 = 𝑦𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑙2 = 𝑦 (
2
1
0
) + 𝑧 (

−3
0
1

) = (
2𝑦 − 3𝑧

𝑦
𝑧

) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗نستنتج أنَّ    ⃗ , 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً  

𝑀 , 𝐶 , 𝐵 , 𝐴  تقع في مستوٍ واحد⟺  𝑀 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⟺  

𝑃 = 𝜀: 𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

 : 4الطلب 

𝑀 ∈ 𝑃 

𝑀 , 𝐶 , 𝐵 , 𝐴  تقع في مستوٍ واحد 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  مرتبطة خطيَّاً  

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑎𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 5

𝑦
𝑧

) = (
2𝑎 − 3𝑏

𝑎
𝑏

) 

𝑥 − 5 = 2𝑎 − 3𝑏 ···· ①

𝑦 = 𝑎 ···················· ②

𝑧 = 𝑏 ···················· ③

 

𝑥                 ①في  ③و  ②نعوض  − 5 = 2𝑦 − 3𝑧 

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0 

 𝜀في  𝐶نعوض   𝜀في  𝐵نعوض   :𝜀في  𝐴نعوض  

0محققة   = 0 ⟸  𝐴 ∈ 𝜀   0محققة = 0 ⟸  𝐵 ∈ 𝜀   0محققة = 0 ⟸  𝐶 ∈ 𝜀 

{

𝜀  تنتمي  إلى 𝐶 , 𝐵 , 𝐴

𝑃 تحدد 𝐶 , 𝐵 , 𝐴

𝜀 = 𝑃

} 

⟺ 

⟺ 
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