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الرابعةالمحاضرة  

 إحصاء رياضي- الرابعةالسنة 

 توزعات مستقرة

Stationary Distributions 
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 الدوال المميزة في حال المتجهات العشوائية:
 تعطى بالعلاقة: Xمتجه عشوائي، عندئذ الدالة المميزة لـ  Xبفرض 

𝜓𝑋(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑖⟨𝑡,𝑋⟩  ; 𝑡 ∈ ℝ𝑑 

�́� 𝑋علماً أن:  = ∑ 𝑡𝑖𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1.  

 من هذا التعريف نجد أن:

1 −     𝜓𝑋(𝑡)  دالة مستمرة 

2 −     𝜓𝑋(0) = 1 

3 −     |𝜓𝑋(𝑡)| ≤ 1 

4 −     𝜓𝑎𝑋+𝑏(𝑡) = 𝑒𝑖⟨𝑡,𝑏⟩  𝜓𝑋(𝑎𝑡)  ; 𝑎 ∈ ℝ, 𝑏 ∈ ℝ𝑑 

5 −     𝜓−𝑋(𝑡) = 𝜓𝑋(−𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

ــية لفونييه   ننا        -6 ــيلة الع ســ دالة ال ثافة في حالة المتجهات         إيجاد من الصــ

ــوائي  ــوائية، بفرض لدينا متجه عشــ 𝜓𝑋(𝑡)وكان  ℝ𝑑بقيم في  Xالعشــ ∈ 𝐿𝑑
1 

 كثافة بالنسبة لقياس لوبيغ تعطى بالش ل: Xعندئذ لقانون 
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𝑓𝑋(𝑥) =
1

(2𝜋)𝑑
 ∫ 𝑒−𝑖⟨𝑡,𝑥⟩  𝜓𝑋(𝑡) 𝑑𝑡

 

ℝ𝑑

 

 ملاحظة:

 متليران عشوائيان مستقلان فإن العلاقة التالية صحيحة: Y و Xإذا كان 

𝜓𝑋+𝑌(𝑡) = 𝜓𝑋(𝑡) . 𝜓𝑌(𝑡) 

ــروجاً من أ ل أن          ــحيا في ا الة العامة، ول ن فونييه شاد اــ ول ن الع س غير صــ

 يتحقق الع س.

 معيار استق لال فورييه:

,𝑋1إذا كان  𝑋2, … , 𝑋𝑑    شوائية بقيم في ℝ𝑑1متجهات ع , ℝ𝑑2 , … , ℝ𝑑𝑛 

 على الترتيب، فإن هذه المتجهات ت ون  مستقلة إذا وفقط إذا تحقق ما يلي:

∀𝑡1 ∈ ℝ𝑑1 , 𝑡2 ∈ ℝ𝑑2 , … , 𝑡𝑛 ∈ ℝ𝑑𝑛 

: 𝜓𝑋1,𝑋2,…,𝑋𝑑
(𝑡) = 𝜓𝑋1

(𝑡1). 𝜓𝑋2
(𝑡2). … . 𝜓𝑋𝑑

(𝑡𝑛) 

 المتجهات الغاوصية )الطبيعية(:

𝑋ي ن لدينا  = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́   متجه عشوائي بقيم فيℝ𝑑 عندئذ نقول ،

عن هذا المتجه إنه غاوصي إذا كانت كل التركيبات الخطية المتش لة من مساقطه تتبع    

 ، بمعنى: ℝتوشيعاً جبيعياً على 
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∀ 𝜆 ∈ ℝ𝑑  ∶  �́�𝑋 = ∑ 𝜆𝑗𝑥𝑗

𝑑

𝑗=1

 ~ 𝑁(𝜇, 𝜎2) 

1ي ون متليراً عشوائياً جبيعياً حيث  𝑋𝑘وبش ل خاص فإن كل مسقط  ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 

 ملاحظة:

 ثل متليراً جبيعياً فإنه ليس بالضــــرونة أن ي ون المتجه  𝑋𝑘إذا كان كل مســــقط   

 غاوصياً، لنبين ذلك بالمثال التالي:

 مثال:

ــتقلان،  يث   ξو  Yبفرض أن   ــوائيان مس   ξوقانون  𝑌~𝑁(0,1)متليران عش

 معطى بالش ل:

1 1- ξ 

1
2⁄  1

2⁄  𝑃ξ(𝑥) 

 ولنعرف المتلير التالي:

ω = ξ. 𝑌 

 والمطلوب:

  ثل جبيعي معياني. ωبين أن  -1
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𝑋هو عبانة عن  Xلي ن  -2 = (𝑌, 𝜔)  عندئذ بين أن هذا المتجه ليس

 متجه غاوصي.

 الحل:

 :ωنو د الدالة المميزة لـ  -1

𝜓𝜔(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑖𝑡𝜔 = 𝐸 𝑒𝑖𝑡ξ𝑌 

= ∫ ∫ 𝑒𝑖𝑡xy 

 

ℝ

 

ℝ

𝑃𝑌(𝑑𝑦) 𝑃𝜉(𝑑𝑥)

= ∫ 𝐸𝑒𝑖𝑡𝑥𝑦 𝑃𝜉(𝑑𝑥)

 

ℝ

= ∫ 𝑒
−𝑡2𝑥2

2  𝑃𝜉(𝑑𝑥)

 

ℝ

= 𝐸𝑒
−𝑡2𝜉2

2 = ∑ 𝑒
−𝑡2𝑥2

2

 

𝑥

 𝑃(𝜉 = 𝑥)

= 𝐸 𝑒𝑖𝑡𝑌 𝑃(𝜉 = 1) + 𝐸 𝑒−𝑖𝑡𝑌 𝑃(𝜉 = −1)

=
𝑒−

𝑡2

2

2
+

𝑒−
𝑡2

2

2
= 𝑒−

𝑡2

2  

 .ω~𝑁(0,1)وهي دالة لطبيعي معياني، أي أن 
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𝑋لنثبت أن  -2 = (𝑌, 𝜔)  ليس متجه غاوصــي، هذا ال لاص صــحيا لنه لو

𝑌أخذنا التركيب الخطي  + 𝜔 :نجد ما يلي 

𝑌 + 𝜔 = 𝑌 + 𝜉𝑌 = (1 + 𝜉)𝑌 

1)أي لنثبت أن  + 𝜉)𝑌 ضــــع للتوشيع اللاوصــــي، نجد أنه من أ ل قيم لا يخ 

ξ :ما يلي 

𝑃((𝑌 + 𝜔) = 0) = 𝑃(𝑌 + 𝜉𝑌 = 0) = 𝑃((1 + 𝜉)𝑌 = 0) 

= 𝑃(𝑌 = 0,1 + 𝜉 ≠ 0) + 𝑃(𝑌 ≠ 0, 1 + 𝜉 = 0) 

            = 0 + 𝑃(𝜉 = −1) = 0 +
1

2
=

1

2
 

ــوائي جبيعي، لنه لو كان       𝑌وهذا غير مم ن ل ل متلير عشــ + 𝜔   جبيعي ل ان

ــفر  ــاوي الص ــابق يس ــاقطه ولا  الاحتمال الس ــ ل من مس ، أي و دنا تركيب خطي مش

 يخضع للتوشيع الطبيعي.

 أمثلة على المتجهات الغاوصية:

𝑂المتجه الصفري   -1 ∈ ℝ𝑑    )هو متجه غاوصي تافه )أو ابسط متجه غاوصي ،

 وقد تم ا اقه بالمتجهات اللاوصية. 𝛿𝑚قانونه هو قياس ديراك 

,𝑋1إذا كانت  -2 𝑋2, … , 𝑋𝑑 متليرات جبيعية مســــتقلة وفا نفس التوشيع   

𝑋الاحتمالي الطبيعي، عندئذ المتجه      = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́   هو متجه
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غاوصي، نعلم أن مجموع متليرات عشوائية جبيعية مستقلة هو متلير عشوائي      

ضاً         ستقلة هو أي شوائية م ضاً أي تركيب خطي لمتليرات ع جبيعي جبيعي، وأي

λ ديد، وذلك لنه بأخذ  ∈ ℝ𝑑 :عندها نجد أن 

𝑁 ((∑ 𝜆𝑗

𝑑

𝑗=1

) 𝜇, (∑ 𝜆𝑗
2

𝑑

𝑗=1

) 𝜎2 ) ~�́�. 𝑋 = ∑ 𝜆𝑗  𝑋𝑗

𝑑

𝑗=1

 

 يتم برهان ذلك بأخذ متليرين عشوائيين مستقلين لنجد أن:

𝝍𝝀𝟏𝑿𝟏+𝝀𝟐𝑿𝟐
(𝒕) = 𝝍𝝀𝟏𝑿𝟏

(𝒕). 𝝍𝝀𝟐𝑿𝟐
(𝒕) 

             = 𝒆𝒊𝝁𝝀𝟏𝒕𝟏−
𝝈𝟐𝝀𝟏

𝟐𝒕𝟏
𝟐

𝟐 . 𝒆𝒊𝝁𝝀𝟐𝒕𝟐−
𝝈𝟐𝝀𝟐

𝟐𝒕𝟐
𝟐

𝟐  

         = 𝒆𝒊𝝁(𝝀𝟏𝒕𝟏+𝝀𝟐𝒕𝟐)−
𝝈𝟐

𝟐 (𝝀𝟏
𝟐𝒕𝟏

𝟐+𝝀𝟐
𝟐𝒕𝟐

𝟐)
 

𝑋إذا كان  -3 = (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑑) ́  ــي و ــفوفة غير  Aمتجه غاوصـ مصـ

بة      ية من المرت ــوائ 𝑑عشــ × 𝑑  وبفرض أن𝐵 ∈ ℝ𝑑      :جه ئذ المت ند ، ع

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵  ــي، لن التراكيب الخطية من مركبات  ثل متجه غاوص
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Y  ــ ,𝑋1هي تراكيب خطية لـــــ 𝑋2, … , 𝑋𝑑  ــافة إا الثوابت ومنه بالإض

 ي ون:

𝐸𝑌 = 𝐴𝐸𝑋 + 𝐵 

𝑘(𝑌) = 𝑘(𝐴𝑋) = 𝐴. 𝑘(𝑋). �́� 


