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ن
عدم التعيي

ت 
لا
حا

 

∞∞
 

ل 
عام
ج 
ر
خ
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ن 
ك م

ر
شت
م

ط و 
س
الب

المقام 

ر 
ص
خت
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جد 
ونو
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+
∞
−
∞

 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
ඥ
⬚
±
ر
 مقدا

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
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ඥ
⬚
−
ඥ
⬚

 

ت 
ح
ر ت
ط
سي
ر الم

جذ
ذهنياً ن

ر:
رنه مع المقدا

ر ونقا
جذ
ال

 

سو:
ن نف

إذا كا
 

عدد

ر
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ر.
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ر
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ر
مقدا

 
ك.
ر
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ر
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إذا كا
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خ
ن

𝑥
2

 
ن
م

 
ر 
جذ
ت ال

ح
ت

ي ثم 
ك وهم

ر
شت
ل م
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𝑥 
ل 
عام
حدود التابع 

ن 
م

حذ النهاية.
ك ثم نأ

ر
شت
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ل 
لأو
ر ا
جذ
ر ال
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سي
ر م
جذ
ذهنياً ن

ز:
ي ونمي
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ر ال

ط
سي
وم
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ر
ض
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ن
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م
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ل م

عام
𝑥
2

 
ن 
م

ر ثم 
جذ
ل 
ت ك

ح
ت

𝑥 
ي التابع.

حدّ
ن 
م

 

حالة 
00  

أو 
0
×
∞

 

ي:
جود تابع مثلث

ن و
دو

 

ق التالية
ر
ط
ى ال

حد
خدام إ

ست
ل بإ

حل
ن

 

ك.
ر
شت
ل م

عام
ج 
را
خ
إ

 

ر.
ش
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حلي
ت

خدام  
ست
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ሻ
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 المعطاة: 𝒂كل من التوابع الآتية عند احسب نهاية : مثال

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + ξ𝒙

𝒙 − 𝟏
        𝒂 = +∞ 

هناك عدم تعيين 
∞

∞
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =

𝑥 (1 +
ξ𝑥
𝑥 )

𝑥 ቀ1 −
1
𝑥ቁ

=

1 +
1

ξ𝑥

1 −
1
𝑥

 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1 + 0

1 − 0
= 1 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒙      𝒂 = −∞ 

∞ሺهناك عدم تعيين  −∞ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
൫ξ𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥൯൫ξ𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥൯

൫ξ𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2

ξ𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥
=

2𝑥

ξ𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥
 

حالة عدم تعيين 
∞

∞
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥

√𝑥2 ቀ1 +
2
𝑥
ቁ − 𝑥

=
2𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 +
2
𝑥
− 𝑥

 

𝑥 → −∞ ⇒ ȁ𝑥ȁ = −𝑥 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥

−𝑥√1 +
2
𝑥 − 𝑥

=
2𝑥

𝑥 (−√1 +
2
𝑥 − 1)

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

−√1 +
2
𝑥 − 1

 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

−1 − 1
= −1 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙. 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ
        𝒂 = 𝟎 

حالة عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. sinሺ𝑥ሻ ሺ1 + cosሺ𝑥ሻሻ

ሺ1 − cosሺ𝑥ሻሻሺ1 + cosሺ𝑥ሻሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. sinሺ𝑥ሻ ሺ1 + cosሺ𝑥ሻሻ

1 − cos2ሺ𝑥ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. sinሺ𝑥ሻ ሺ1 + cosሺ𝑥ሻሻ

sin2ሺ𝑥ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥

sinሺ𝑥ሻ
ሺ1 + cosሺ𝑥ሻሻ 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 × ሺ1 + 1ሻ = 2 

lim لأن: 
𝑥→0

𝑥

sinሺ𝑥ሻ
= 1 

④ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐬𝐢𝐧ሺ𝟑𝒙ሻ − 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝐬𝐢𝐧ሺ𝟐𝒙ሻ
       𝒂 = 𝟎 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3𝑥
sinሺ3𝑥ሻ
3𝑥 − 𝑥

sinሺ𝑥ሻ
𝑥

2𝑥
sinሺ2𝑥ሻ
2𝑥

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥 ൬3 ×

sinሺ3𝑥ሻ
3𝑥 −

sinሺ𝑥ሻ
𝑥 ൰

2𝑥
sinሺ2𝑥ሻ
2𝑥

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
3 ×

sinሺ3𝑥ሻ
3𝑥 −

sinሺ𝑥ሻ
𝑥

2 ×
sinሺ2𝑥ሻ
2𝑥

 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3 × 1 − 1

2 × 1
= 1 

lim لأن:
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 

⑤ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐜𝐨𝐬ሺ𝟑𝒙ሻ − 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ

𝒙. 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ
        𝒂 = 𝟎 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−2 sin ቀ

4𝑥
2 ቁ . sin ቀ

2𝑥
2 ቁ

𝑥. sinሺ𝑥ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
−2sinሺ2𝑥ሻ sinሺ𝑥ሻ

𝑥. sinሺ𝑥ሻ
=
−2 sinሺ2𝑥ሻ × 2

2𝑥
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = −4 × 1 = −4 

lim لأن:
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 
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lim
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𝑔 
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𝑥
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∞
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0
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∞
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ሺ𝑥
ሻ
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③
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ሻ
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ሻ
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lim
𝑥
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∞
𝑔
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∞

 

ن:
ج أ
ستنت

ن
 

lim
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∞
𝑓
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=
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∞
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lim
𝑥
→
∞
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∞
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ሻ
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ሻ
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ሻ
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ሻ
≤
+
1
 

0
≤
ȁsin

ሺ𝑥
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ሻ
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ሻ
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 المعطاة: 𝒂احسب نهاية كل من التوابع الآتية عند  مثال:

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟑𝑬ሺ𝒙ሻ + 𝟓

𝒙 − 𝟏
      𝒂 = +∞ 

𝑥  علم أن: ن − 1 < 𝐸ሺ𝑥ሻ ≤ 𝑥 

ሺ3ሻ 3𝑥نضرب بـ − 3 < 3𝐸ሺ𝑥ሻ ≤ 3𝑥 

ሺ5ሻ 3𝑥نضيف  + 2 < 3𝐸ሺ𝑥ሻ + 5 ≤ 3𝑥 + 5 

ሺ𝑥نقسّم على  − 1ሻ  حيث𝑥 − 1 >  ∞+في جوار  0

3𝑥 + 2

𝑥 − 1
<
3𝐸ሺ𝑥ሻ + 5

𝑥 − 1
≤
3𝑥 + 5

𝑥 − 1
 

3𝑥 + 2

𝑥 − 1
< 𝑓ሺ𝑥ሻ ≤

3𝑥 + 5

𝑥 − 1
 

lim
𝑥⟶+∞

൬
3𝑥 + 2

𝑥 − 1
൰ = 3

lim
𝑥⟶+∞

൬
3𝑥 + 5

𝑥 − 1
൰ = 3

} ⟹
حسب مبرهنة الإحاطة
lim

𝑥⟶+∞
𝑓ሺ𝑥ሻ = 3

 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ

𝟑 + 𝟐𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ
     𝒂 = +∞ 

−1 ≤ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ≤ +1 

⇒ 𝑥 − 1 ≤ 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ≤ 𝑥 + 1  

−1 ≤ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ ≤ +1 

⇒ −2 ≤ 2 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ ≤ 2 ⇒ 1 ≤ 3 + 2 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ ≤ 5 

⇒ 1 ≥
1

3 + 2 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ
≥
1

5
⇒
1

5
≤

1

3 + 2 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ
≤ 1  

 بضرب المتراجحتين:

⇒
𝑥 − 1

5
≤
𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ

3 + 2 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ
≤ 𝑥 + 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥 − 1

5
= +∞ ⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

③ ȁ𝟐𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝟑ȁ ≤ 𝒙. 𝐬𝐢𝐧 ൬
𝟏

𝒙
൰ − 𝟏     𝒂 = +∞ 

𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑥.
1

𝑥

sin ቀ
1
𝑥ቁ

1
𝑥

− 1 =
sin ቀ

1
𝑥ቁ

1
𝑥

− 1 

lim
𝑥→+∞

𝑔ሺ𝑥ሻ = 1 − 1 = 0 

lim لأن: 
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 

lim حسب مبرهنة الإحاطة:
𝑥→+∞

2𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3

2
 

𝒇ሺ𝒙ሻ وفق: 𝑹\{𝟏}معرف على  𝒇ليكن : مثال =
𝒙

ሺ𝒙−𝟏ሻ𝟐
 

𝒙التي تحقق الشرط:  𝜶أوجد قيمة  ∈]𝟏 − 𝜶, 𝟏 + 𝜶[ 

𝒇ሺ𝒙ሻعندما  > 𝟏𝟎𝟐 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ > 102 ⇒
𝑥

ሺ𝑥 − 1ሻ2
> 102 

⇒ 𝑥 > 102ሺ𝑥 − 1ሻ2 ⇒ 0 > 102ሺ𝑥 − 1ሻ2 − 𝑥 

⇒ 102ሺ𝑥 − 1ሻ2 − 𝑥 = 0 

⇒ 102ሺ𝑥 − 1ሻ2 − 𝑥 + 1 − 1 = 0 

⇒ 102ሺ𝑥 − 1ሻ2 − ሺ𝑥 − 1ሻ − 1 = 0 

𝑥بفرض  − 1 = 𝑡 

⇒ 102𝑡2 − 𝑡 − 1 = 0 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

Δ = 1 − 4 × 102ሺ−1ሻ = 401 ⇒ ξΔ ≃ 20 

𝑡1 =
−𝑏 + ξΔ

2𝑎
=
1 + 20

2 × 100
≃ 0.1 

𝑡2 =
−𝑏 − ξΔ

2𝑎
=
1 − 20

2 × 100
≃ −0.1 

+∞ 0,1  −0,1 −∞ 𝑡 = 𝑥 − 1 

+ 0 − 0 + 
102𝑡2 − 𝑡 − 1 
102ሺ𝑥 − 1ሻ2 − 𝑥 

غير 
 محققة

 محققة
غير 
 محققة

102𝑡2 − 𝑡 − 1 < 0 

𝑡 ∈] − 0.1 , 0.1[⇒ 𝑥 − 1 ∈] − 0.1 , 0.1[ 

⇒ 𝑥 ∈]1 − 0.1 , 1 + 0.1[⇒ 𝛼 = 0,1 =
1

10
 

  نهاية التابع المركب:

limلإيجاد النهاية 
𝑥→𝑎

𝑓൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ 

lim نوجد:
𝑥→𝑎

𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑏 

lim نوجد:
𝑥→𝑏

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑐 

lim فيكون:
𝑥→𝑎

𝑓൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ = 𝑐 

 يحقق: 𝑨ويطلب تعيين عدد  𝒖𝒏أو  𝒇ሺ𝒙ሻعندما يعطينا تذكر: 

𝑥إذا كان:  > 𝐴  فإن𝑓ሺ𝑥ሻ ∈]𝑎, 𝑏[ 

ȁ𝑓ሺ𝑥ሻ نستخدم: − 𝐶ȁ < 𝑟 

𝑪مركز المجال =
𝒃 + 𝒂

𝟐
    , 𝒓نصف القطر =

𝒃 − 𝒂

𝟐
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 وفق: 𝑹\{𝟏}معرف على  𝒇ليكن : مثال

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
 

𝐥𝐢𝐦( احسب 1
𝒙→+∞

𝒇ሺ𝒙ሻ  واستنتج𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇൫𝒇ሺ𝒙ሻ൯ 

𝒙 التي تحقق عندما:𝑨( عينّ قيمة 2 > 𝑨 :يكون 

𝒇ሺ𝒙ሻ ∈]𝟏. 𝟗𝟓 , 𝟐. 𝟎𝟓[ 

 الحل:

1 )lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 2         

lim
𝑥→2

𝑓ሺ𝑥ሻ =
5

1
= 5 

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ = 5 

2) ȁ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝐶ȁ < 𝑟 

𝐶 =
𝑏 + 𝑎

2
=
2.05 + 1.95

2
= 2 

𝑟 =
𝑏 − 𝑎

2
=
2.05 − 1.95

2
=
1

20
 

⇒ |
2𝑥 + 1

𝑥 − 1
− 2| <

1

20
 

⇒ |
2𝑥 + 1 − 2𝑥 + 2

𝑥 − 1
| <

1

20
 

⇒ |
3

𝑥 − 1
| <

1

20
⇒

3

𝑥 − 1
<
1

20
 

⇒ 60 < 𝑥 − 1 ⇒ 61 < 𝑥 

⇒ 𝐴 = 61 

  المقاربات:

𝐥𝐢𝐦إذا كانت  ❶
𝒙→±∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒂 :فإن 

𝑦 = 𝑎  فقي في جوار أمقارب±∞ 

𝐥𝐢𝐦إذا كانت  ❷
𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ =  فإن: ∞±

𝑥 = 𝑎  مقارب شاقولي نحو𝑜𝑦± 

𝐥𝐢𝐦إذا كانت  ❸
𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒃 :فإن 

,ሺ𝑎النقطة   𝑏ሻ .نقطة مقاربة 

𝐥𝐢𝐦إذا كانت  ❹
𝒙→±∞

𝒇ሺ𝒙ሻ =  :هفإن ∞±

 نتوقّع وجود مقارب مائل.
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ل
مائ
 ال
ب
ر
قا
لم
ا

 :
ته
دل
عا
 م
:

𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

① 
ن 
 أ
ت
با
إث

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 
ب 
ر
قا
م

ي 
يان
الب
ط 
خ
 لل
ل
مائ

𝐶 
ع 
اب
للت

𝑓
 

1
د 
ج
نو
 )

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
−
𝑦
Δ

 

2
ل
شك
 ال
ط
س
نب
 )

 

3
د:
ج
نو
 )

 

li
m

𝑥
→
∞
ሺ 𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
−
𝑦
Δ
ሻ  

ب 
وا
ج
 ال
ن
كو
 ي
ن
 أ
ب
ج
وي

0
 

② 
م 
قي
ست
 م
ج
نتا
ست
ا

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

ل:
مائ
ب 
ر
قا
م

 

نا
خذ
 أ
ذا
إ

:
 

li
m

𝑥
→
∞
ሺ𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
−
ሺ 𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ  

ب 
وا
ج
 ال
ن
كا
و

0
 

ن:
 أ
ج
نت
ست
ن

 

Δ
;𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

ط 
خ
 لل
ل
مائ
ب 
ر
قا
م

𝐶 
ر 
وا
ج
ي 
ف

∞
 

③ 
ل:
ائ
لم
 ا
ب
ر
قا
لم
 ا
لة
اد
مع
د 
جا
إي

 

ن 
 م
ى
عل
 أ
ط
س
الب
ة 
ج
ر
ود
ي 
ر
س
 ك
بع
تا

ة:
حد
وا
ة 
ج
ر
بد
م 
قا
لم
 ا
جة
ر
د

ن: 
 أ
ر
ذك
نت
 و
ية
يد
قل
 إ
مة
س
 ق
ي
ر
ج
ن

وم 
س
مق
ال

يه
عل
م 
سو
مق
ال
=
ج
نات
ال
+

ي
اق
الب

يه
عل
م 
سو
مق
 ال

ج 
نات
 ال
ن
كو
في

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 
و 
ه

ك.
ذل
ت 
ثب
ون
ل 
مائ
 ال
ب
ر
قا
لم
ا

 

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
ඩ

ن
 م
ود
حد
ر 
ثي
ك

ية
ثان
 ال
جة
ر
د

𝛼
𝑥
2
+
𝛽
𝑥
+
𝛾

 

ة 
يغ
ص
بال
ر 
جذ
 ال
ت
ح
 ت
ما
ب 
كت
ن

ع:
اب
الت
ح 
صب
في
ة 
ني
نو
قا
 ال

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
√
ሺ 𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ2
+
دد
ع
 

ن 
 أ
ج
نت
ست
ن

Δ
:𝑦
=
ȁ 𝑎
𝑥
+
𝑏
ȁ

 
ك:
ذل
ت 
ثب
ون
ل 
مائ
 ال
ب
ر
قا
لم
ا

 

د 
عن

+
∞

:
    

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 
د 
عن

−
∞

:
    

Δ
:𝑦
=
−
𝑎
𝑥
−
𝑏

 

ت 
واب
الث
ن 
يي
تع

𝑎 
و 
𝑏

 

 لـ
ية
ها
 ن
ى
عل
ل 
ص
ح
 ن
ما
ند
ع

𝑓 
ل:
شك
 ال
ن
م

 

li
m

𝑥
→
∞
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
∞

 

ل:
ائ
 م
ب
ر
قا
 م
ود
ج
 و
قع
تو
ن

 

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

ب 
سا
ح
ل

𝑎:
 

li
m

𝑥
→
∞

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ

𝑥
=
𝑎

 

ب 
سا
ح
ل

𝑏:
 

li
m

𝑥
→
∞
ሺ 𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
−
𝑎
𝑥
ሻ
=
𝑏

 

تا
ح
 ت
لا

ت
با
 إث
ى
 إل
ج
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 وفق: 𝑹تابع معرف على  𝒇ليكن : ①مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒 

𝐥𝐢𝐦 ( احسب1
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ 

𝐥𝐢𝐦 ( أثبت وجود عدد حقيقي يحقق:2
𝒙→−∞

𝒇ሺ𝒙ሻ

𝒙
= 𝒂 

𝐥𝐢𝐦  وأن:
𝒙→−∞

ሺ𝒇ሺ𝒙ሻ − 𝒂𝒙ሻ = 𝒃 

 ∞−عند  𝑪للخط  𝚫( استنتج وجود مقارب مائل 3

 الحل:

1) lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

2 )
𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
=
ξ𝑥2+2𝑥+4

𝑥
      

 ⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
=
√𝑥2ቀ1+

2

𝑥
+
4

𝑥2
ቁ

𝑥
=
ȁ𝑥ȁ√1+

2

𝑥
+
4

𝑥2

𝑥
 

𝑥 → −∞ ⇒ ȁ𝑥ȁ = −𝑥 

 ⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
=
−𝑥√1+

2

𝑥
+
4

𝑥2

𝑥
= −√1 +

2

𝑥
+

4

𝑥2
 

⇒ lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑥
= −1 = 𝑎 

𝑓ሺ𝑥ሻ + 𝑥 = ඥ𝑥2 + 2𝑥 + 4 + 𝑥 

=
൫ξ𝑥2 + 2𝑥 + 4 + 𝑥൯൫ξ𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥൯

ξ𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ + 𝑥 =
𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥2

ξ𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ + 𝑥 =
2𝑥 + 4

ξ𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ + 𝑥 =
𝑥 ቀ2 +

4
𝑥ቁ

𝑥 (−√1 +
2
𝑥 +

4
𝑥2
− 1)

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ + 𝑥 =
2 +

4
𝑥

−√1 +
2
𝑥 +

4
𝑥2
− 1

 

⇒ lim
𝑥→−∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑥ሻ =
2

−2
= −1 = 𝑏 

:Δ( نستنتج أن المقارب المائل: 3 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

⇒ Δ: 𝑦 = −𝑥 − 1 

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن : ②مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝟒𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟏𝟎 

𝟒𝒙𝟐( اكتب 1 − 𝟖𝒙 +  بالصيغة القانونية. 𝟏𝟎

 .∞+في جوار  𝑪المقارب المائل للخط  𝚫( استنتج 2

 𝚫ع م 𝑪( استنتج وضع 3

 الحل:

1 ) 4𝑥2 − 8𝑥 + 10 = 4ሺ𝑥2 − 2𝑥ሻ + 10 

4ሺ𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1ሻ + 10 = 4ሺሺ𝑥 − 1ሻ2 − 1ሻ + 10 

4ሺ𝑥 − 1ሻ2 − 4 + 10 = 4ሺ𝑥 − 1ሻ2 + 6 

⇒ 4ሺ𝑥 − 1ሻ2 + 6 = ሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 

2) 𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 

:Δنفرض  𝑦 = 2𝑥 −  ∞+مقارب مائل في جوار  2

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 − ሺ2𝑥 − 2ሻ 

 ∞−∞+عدم تعيين هناك 

 بعد الضرب بالمرافق والقسمة عليه:

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
6

ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 + ሺ2𝑥 − 2ሻ
 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ = 0 

 ( ندرس إشارة:3

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 − ሺ2𝑥 − 2ሻ 

ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 − ሺ2𝑥 − 2ሻ = 0 

⇒ ඥሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 = ሺ2𝑥 − 2ሻ 

2𝑥نربع الطرفين بشرط:  − 2 ≥ 𝑥أي:  0 ≥ 1 

ሺ2𝑥 − 2ሻ2 + 6 = ሺ2𝑥 − 2ሻ2 ⇒ 6 ≠ 0 

𝑥مستحيلة الحل، بتجريب قيمة  = 𝑓ሺ𝑥ሻبالمقدار  1 − 𝑦Δ 

𝑓ሺ𝑥ሻ نلاحظ: − 𝑦Δ > 0 

𝐶  فوقΔ 
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 الاستمرار

 إذا تحقق: 𝑎مستمر عند  𝑓نقول أن 

𝒇ሺ𝒂ሻ = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ 

 وفق: 𝑹التابع المعرف على  𝒇ليكن : ①مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ൝
𝟑 𝐭𝐚𝐧ሺ𝒙ሻ

𝟐𝒙
−
𝟏

𝟐
   ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝟏                         ; 𝒙 = 𝟎
 

 𝑹مستمر على  𝒇أثبت أن 

 الحل:

𝑓  مستمر على] − ∞, 0[∪]0,+∞[  

 يجب أن يحقق: 0مستمر عند  𝑓حتىّ يكون

𝑓ሺ0ሻ = lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ0ሻ = 1 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3

2
×

sinሺ𝑥ሻ
cosሺ𝑥ሻ

𝑥
−
1

2
=
3

2
×

sinሺ𝑥ሻ

𝑥. cosሺ𝑥ሻ
−
1

2
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3

2
× 1 −

1

2
= 1 

⇒ 𝑓ሺ0ሻ = lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓  فهو مستمر على  0مستمر عند𝑅 

 وفق: 𝑹معرف على  𝒇: ②مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ൝
𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ − 𝟏

𝒙𝟐
   ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒎                    ; 𝒙 = 𝟎
 

 ؟𝑹مستمراً على  𝒇التي تجعل  𝒎ما قيمة 

 الحل:

 نجد أن: 𝑅مستمراً على  𝑓بما أن 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ0ሻ 

𝑓ሺ0ሻ = 𝑚 

 

 

 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
ሺcosሺ𝑥ሻ − 1ሻሺcosሺ𝑥ሻ + 1ሻ

𝑥2ሺcosሺ𝑥ሻ + 1ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
cos2ሺ𝑥ሻ − 1

𝑥2ሺcosሺ𝑥ሻ + 1ሻ
=

−sin2ሺ𝑥ሻ

𝑥2ሺcosሺ𝑥ሻ + 1ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
sinሺ𝑥ሻ

𝑥
.
sinሺ𝑥ሻ

𝑥
.

−1

ሺcosሺ𝑥ሻ + 1ሻ
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 × 1 ×
−1

2
= −

1

2
 

⇒ 𝑚 = −
1

2
 

,𝟎]معرف على  𝒇ليكن : ③مثال   وفق: [𝟐

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝑬ሺ𝒙ሻ + ൫𝒙 − 𝑬ሺ𝒙ሻ൯
𝟐

 

 (𝑬ሺ𝒙ሻ)أي لا تحوي  𝑬ሺ𝒙ሻبعبارة مستقلة عن  𝒇ሺ𝒙ሻ( اكتب 1

,𝟎]على مستمر  𝒇( أثبت أن 2 𝟐] 

 الحل:

1) 

𝑓ሺ𝑥ሻ = {

0 + ሺ𝑥 − 0ሻ2               ; 𝑥 ∈ [0,1[

1 + ሺ𝑥 − 1ሻ2               ; 𝑥 ∈ [1,2[

2 + ሺ2 − 2ሻ2 = 2         ; 𝑥 = 2      

 

𝑥عند  𝑓( ندرس استمرار 2 = 1 

𝑓ሺ1ሻ = 1 + ሺ1 − 1ሻ2 = 1 

lim
𝑥→1−

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 + ሺ1 − 0ሻ2 = 1 

⇒ 𝑓ሺ1ሻ = lim
𝑥→1−

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑥مستمر عند  𝑓فالتابع  = 1 

𝑥عند  𝑓ندرس استمرار  = 2 

𝑓ሺ2ሻ = 2 

lim
𝑥→2−

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 + ሺ2 − 1ሻ2 = 2 

⇒ 𝑓ሺ2ሻ = lim
𝑥→2−

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑥فالتابع مستمر عند  = 2 

 [0,2]إذا: التابع مستمر على 

 

    𝐸ሺ𝑥ሻ = 0      𝐸ሺ𝑥ሻ = 1       𝐸ሺ𝑥ሻ = 2 
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 العمل اليدوية في بحث النهايات ورقة

 السؤال الأول:

 الموافقة: 𝒂عند  𝒇جد نهاية التابع 

① ȁ2𝑓ሺ𝑥ሻ + 3ȁ ≤
3𝑥 − 𝐸ሺ𝑥ሻ

𝑥2 + 1
       𝑎 = +∞ 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ =
ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 − 3

𝑥3 − 1
       𝑎 = 1 

③ 𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥ𝑥2 − 𝑥 + 𝑥           𝑎 = −∞ 

④ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
ȁsinሺ𝑥ሻȁ − 3

𝑥
            𝑎 = +∞ 

 السؤال الثاني:

 ليكن لدينا التابع:

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟑 + 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ
 

 محدود. 𝑓( أثبت أن 1

lim( استنتج 2
𝑥→+∞

𝑥2

3+cosሺ𝑥ሻ
 

 السؤال الثالث:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 + ඥȁ𝟗𝒙𝟐 − 𝟏ȁ 

lim( أوجد 1
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

:Δ( أثبت أن 2 𝑦 = 4𝑥  مقارب مائل للخط𝐶  في جوار+∞ 

 Δو  𝐶( ادرس الوضع النسبي بين 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الرابع:

 ليكن لدينا التابع:

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟒

ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
 

lim( احسب 1
𝑥→1

𝑓ሺ𝑥ሻ 

 التي تحقق: 𝛼( عيّن قيمة 2

𝑥 ∈]1 − 𝛼, 1 + 𝛼[  عندما𝑓ሺ𝑥ሻ > 106 

 امس:السؤال الخ

 وفق: 𝑹\{𝟑}المعرف على  𝒇ليكن التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟑
 

lim( احسب 1
𝑥→5

𝑓ሺ𝑥ሻ 

 ويحقق الشرط: 5مركزه  𝐼( عيّن مجالاً 2

𝑥أياً كانت  ∈ 𝐼  فإن𝑓ሺ𝑥ሻ ∈]3.95 , 4.05[ 
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 يدوية لبحث النهاياتالعمل الحل ورقة 

 السؤال الأول:

① ȁ𝟐𝒇ሺ𝒙ሻ + 𝟑ȁ ≤
𝟑𝒙 − 𝑬ሺ𝒙ሻ

𝒙𝟐 + 𝟏
      𝒂 = +∞ 

𝑔ሺ𝑥ሻ =
3𝑥 − 𝐸ሺ𝑥ሻ

𝑥2 + 1
 

𝑥 − 1 < 𝐸ሺ𝑥ሻ ≤ 𝑥 

−𝑥 + 1 > −𝐸ሺ𝑥ሻ ≥ −𝑥 

2𝑥 + 1 > 3𝑥 − 𝐸ሺ𝑥ሻ ≥ 2𝑥 

2𝑥 + 1

𝑥2 + 1
>
3𝑥 − 𝐸ሺ𝑥ሻ

𝑥2 + 1
≥

2𝑥

𝑥2 + 1
 

lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

2𝑥

𝑥2 + 1
= 0 

lim حسب مبرهنة الإحاطة:
𝑥→+∞

𝑔ሺ𝑥ሻ = 0 

lim حسب مبرهنة الإحاطة:
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −
3

2
 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
ξ𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟕 − 𝟑

𝒙𝟑 − 𝟏
       𝒂 = 𝟏 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 − 3൯൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯

ሺ𝑥3 − 1ሻ൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 𝑥 + 7 − 9

ሺ𝑥3 − 1ሻ൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 𝑥 − 2

ሺ𝑥3 − 1ሻ൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ

=
ሺ𝑥 + 2ሻሺ𝑥 − 1ሻ

ሺ𝑥 − 1ሻሺ𝑥2 + 𝑥 + 1ሻ൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥 + 2

ሺ𝑥2 + 𝑥 + 1ሻ൫ξ𝑥2 + 𝑥 + 7 + 3൯
 

⇒ lim
𝑥→1

𝑓ሺ𝑥ሻ =
3

3 × 6
=
1

6
 

 

 

 

 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝒙        𝒂 = −∞ 

 ሺ+∞−∞ሻحالة عدم تعيين 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
൫ξ𝑥2 − 𝑥 + 𝑥൯൫ξ𝑥2 − 𝑥 − 𝑥൯

൫ξ𝑥2 − 𝑥 − 𝑥൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 − 𝑥 − 𝑥2

ξ𝑥2 − 𝑥 − 𝑥
=

−𝑥

ξ𝑥2 − 𝑥 − 𝑥
 

حالة عدم تعيين 
∞

∞
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 −
1
𝑥 − 𝑥

 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن  ∞− = −𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−𝑥

−𝑥√1 −
1
𝑥 − 𝑥

=
−𝑥

−𝑥 (√1 −
1
𝑥 + 1)

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

√1 −
1
𝑥 + 1

 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

2
 

④  𝒇ሺ𝒙ሻ =
ȁ𝐬𝐢𝐧 ሺ𝒙ሻȁ − 𝟑

𝒙
           𝒂 = +∞ 

0 ≤ ȁsin ሺ𝑥ሻȁ ≤ 1 

−3 ≤ ȁsin ሺ𝑥ሻȁ − 3 ≤ −2 

−
3

𝑥
≤
ȁsinሺ𝑥ሻȁ − 3

𝑥
≤ −

2

𝑥
 

lim
𝑥→+∞

−
3

𝑥
= lim
𝑥→+∞

−
2

𝑥
= 0 

lim لإحاطة:حسب مبرهنة ا
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

 السؤال الثاني:

1)  −1 ≤ cosሺ𝑥ሻ ≤ 1 

2 ≤ 3 + cosሺ𝑥ሻ ≤ 4 

1

2
≥

1

3 + cosሺ𝑥ሻ
≥
1

4
 

𝑓  محدود من الأدنى بالعدد
1

4
ومحدود من الأعلى بالعدد  

1

2
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2)  
1

2
≥

1

3+cosሺ𝑥ሻ
≥
1

4
 

𝑥2حيث  𝑥2نضرب بـ > 0 

𝑥2

2
≥

𝑥2

3 + cosሺ𝑥ሻ
≥
𝑥2

4
 

lim
𝑥→+∞

𝑥2

4
= +∞ 

lim حسب مبرهنة المقارنة:
𝑥→+∞

𝑥2

3+cosሺ𝑥ሻ
= +∞ 

 السؤال الثالث:

1)  𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

2 )  𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ − 3𝑥 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ 

 ሺ+∞−∞ሻتعيين حالة عدم 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
ቀඥȁ9𝑥2 − 1ȁ − 3𝑥ቁ ቀඥȁ9𝑥2 − 1ȁ + 3𝑥ቁ

ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ + 3𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
ȁ9𝑥2 − 1ȁ − 9𝑥2

ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ + 3𝑥
 

𝑥عندما  → ȁ9𝑥2فإن:  ∞+ − 1ȁ = 9𝑥2 − 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
9𝑥2 − 1 − 9𝑥2

ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ + 3𝑥
=

−1

ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ + 3𝑥
 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ = 0 

:Δالمستقيم  إذاً  𝑦 = 4𝑥  مقارب مائل في جوار+∞ 

𝑓ሺ𝑥ሻ( الوضع النسبي، ندرس إشارة 3 − 𝑦Δ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ − 3𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = 0 ⇒ ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ − 3𝑥 = 0 

⇒ ඥȁ9𝑥2 − 1ȁ = 3𝑥 

𝟑𝒙 نربع الطرفين مع ذكر الشرط: ≥ 𝟎 ⇒ 𝒙 ≥ 𝟎 

ȁ9𝑥2 − 1ȁ = 9𝑥2 

 نميزّ حالتين:

ȁ9𝑥2 الحالة الأولى: − 1ȁ = 9𝑥2 − 1 

⇒ 9𝑥2 − 1 = 9𝑥2 ⇒ −1 ≠  مستحيلة 0

ȁ9𝑥2 الحالة الثانية: − 1ȁ = −9𝑥2 + 1 

⇒ −9𝑥2 + 1 = 9𝑥2 ⇒ 𝑥2 =
1

18
 

𝑥 إما: =
1

3ξ2
>  مقبول 0

𝑥 أو: = −
1

3ξ2
<  مرفوض 0

+∞  
1

3ξ2
  −∞ 𝑥 

 − 0 +  𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ 

𝐶  تحتΔ 𝐶  فوقΔ الوضع النسبي 

ቀنقطة تقاطع:       
1

3ξ2
,
4

3ξ2
ቁ 

 السؤال الرابع:

1) lim
𝑥→1

𝑓ሺ𝑥ሻ =
4

0+
= +∞ 

2) 𝑓ሺ𝑥ሻ > 106 

4

ሺ𝑥 − 1ሻ2
> 106 ⇒

ሺ𝑥 − 1ሻ2

4
<

1

106
 

⇒ ሺ𝑥 − 1ሻ2 <
4

106
⇒ ȁ𝑥 − 1ȁ <

2

103
 

⇒ −
2

103
< 𝑥 − 1 <

2

103
 

⇒ 1 −
2

103
< 𝑥 < 1 +

2

103
⇒ 𝛼 =

2

103
 

 السؤال الخامس:

1                 )𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

𝑓ሺ𝑥ሻ =
8

2
= 4 

2 )𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥+3

𝑥−3
                      

𝑥 + 3

𝑥 − 3
= 1 +

6

𝑥 − 3
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 +
6

𝑥 − 3
 

3.95 < 𝑓ሺ𝑥ሻ < 4.05 

3.95 < 1 +
6

𝑥 − 3
< 4.05 

2.95 <
6

𝑥 − 3
< 3.05 ⇒

2.95

6
<

1

𝑥 − 3
<
3.05

6
 

6

2.95
> 𝑥 − 3 >

6

3.05
⇒ 2.03 > 𝑥 − 3 > 1.97 

5.03 > 𝑥 > 4.97 ⇒ 𝐼 ∈]4.97 , 5.03[ 

        1 

𝑥 − 3 𝑥 + 3 

           
−𝑥 ± 3

6
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 في بحق النهايات ورقة عمل منزلية

 السؤال الأول:

 الموافقة: 𝒂عند  𝒇جد نهاية التابع 

① 𝑓ሺ𝑥ሻ = −3 +
cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥 − 1
        𝑎 = +∞ 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ =
ξ𝑥 + 1 − 2

3 − 𝑥
              𝑎 = 3 

③ 𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥ4𝑥2 + 1 − 𝑥           𝑎 = +∞ 

④ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
cosሺ5𝑥ሻ − cosሺ𝑥ሻ

𝑥. cosሺ𝑥ሻ
        𝑎 = 0 

⑤ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
sinሺ3𝑥ሻ

ξ𝑥 + 4 − 2
            𝑎 = 0 

 السؤال الثاني:

,𝟎[المعرف على  𝒇ليكن التابع   وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
ξ𝒙 + 𝟏

ξ𝒙
 

limاحسب  (1
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

lim( استنتج 2
𝑥→+∞

𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

𝑥التي تحقق عندما  𝐴( عين قيمة 3 > 𝐴 :فإن 

𝑓ሺ𝑥ሻ ∈]0.9 , 1.1[ 

 السؤال الثالث:

,𝟎[المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع   وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 − 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
 

𝑓ሺ𝑥ሻ( أثبت أن: 1 ≥
𝑥2−1

𝑥
 

 0واحسب نهاية التابع عند  ∞+عند  𝑓نتج نهاية ( است2

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الرابع:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ ൝𝒙
𝟐 𝐜𝐨𝐬 ൬

𝟏

𝒙
൰      ; 𝒙 ≠ 𝟎

     𝟎                   ; 𝒙 = 𝟎
 

 ؟0مستمر عند الـ 𝑓هل 

 السؤال الخامس:

[المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن  − ∞,  وفق: ]𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐ሺ𝒙ሻ

𝒙
 

:Δالذي معادلته:  Δ( أثبت أن المستقيم 1 𝑦 = 2𝑥  مقارب مائل

 ∞−بجوار 

 .Δو  𝐶( ادرس الوضع النسبي بين 2
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 حل ورقة العمل المنزلية في بحث النهايات

 السؤال الأول:

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = −𝟑 +
𝐜𝐨𝐬𝟐ሺ𝒙ሻ

𝒙 − 𝟏
        𝒂 = +∞ 

0 ≤ cos2ሺ𝑥ሻ ≤ 1 

𝑥 :∞+عند  − 1 > 0 

0 ≤
cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥 − 1
≤

1

𝑥 − 1
 

−3 ≤ −3 +
cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥 − 1
≤ −3 +

1

𝑥 − 1
 

lim
𝑥→+∞

ሺ−3ሻ = lim
𝑥→+∞

൬−3 +
1

𝑥 − 1
൰ = −3 

lim حسب مبرهنة الإحاطة:
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −3 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
ξ𝒙 + 𝟏 − 𝟐

𝟑 − 𝒙
          𝒂 = 𝟑 

حالة عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
൫ξ𝑥 + 1 − 2൯൫ξ𝑥 + 1 + 2൯

ሺ3 − 𝑥ሻ൫ξ𝑥 + 1 + 2൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥 + 1 − 4

ሺ3 − 𝑥ሻ൫ξ𝑥 + 1 + 2൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥 − 3

−ሺ𝑥 − 3ሻ൫ξ𝑥 + 1 + 2൯
=

−1

ξ𝑥 + 1 + 2
 

lim
𝑥→3

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−1

4
 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝟒𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙        𝒂 = +∞ 

 ሺ+∞−∞ሻم تعيين حالة عد

𝑓ሺ𝑥ሻ = ȁ𝑥ȁ√4 +
1

𝑥2
− 𝑥 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن  ∞+ = 𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥√4 +
1

𝑥2
− 𝑥 = 𝑥(√4 +

1

𝑥2
− 1) 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ሺ2 − 1ሻ = +∞ 

 

④ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐜𝐨𝐬ሺ𝟓𝒙ሻ − 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ

𝒙. 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ
       𝒂 = 𝟎 

حالة عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−2sinሺ3𝑥ሻ sinሺ2𝑥ሻ

𝑥. cosሺ𝑥ሻ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = −2 × 3 ×
sinሺ3𝑥ሻ

3𝑥
.
sinሺ2𝑥ሻ

cosሺ𝑥ሻ
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = −2 × 3 × 1 × 0 = 0 

lim لأن:
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 

⑤ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐬𝐢𝐧ሺ𝟑𝒙ሻ

ξ𝒙 + 𝟒 − 𝟐
        𝒂 = 𝟎 

حالة عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
sinሺ3𝑥ሻ ൫ξ𝑥 + 4 + 2൯

൫ξ𝑥 + 4 − 2൯൫ξ𝑥 + 4 + 2൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
sinሺ3𝑥ሻ ൫ξ𝑥 + 4 + 2൯

𝑥 + 4 − 4
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 ×
sinሺ3𝑥ሻ

3𝑥
൫ξ𝑥 + 4 + 2൯ 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 × 1 × 4 = 12 

lim لأن:
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 

 السؤال الثاني:

1 )  𝑓ሺ𝑥ሻ =
ξ𝑥ቀ1+

1

ξ𝑥
ቁ

ξ𝑥
= 1 +

1

ξ𝑥
 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 + 0 = 1 

2 )  lim
𝑥→1

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 +
1

1
= 2 

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ = 2 

3)  ȁ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝐶ȁ < 𝑟 

𝐶 =
𝑏 + 𝑎

2
=
1.1 + 0.9

2
= 1 

𝑟 =
𝑏 − 𝑎

2
=
1.1 − 0.9

2
=
1

10
 

⇒ |
ξ𝑥 + 1

ξ𝑥
− 1| <

1

10
⇒ |

ξ𝑥 + 1 − ξ𝑥

ξ𝑥
| <

1

10
 

⇒ |
1

ξ𝑥
| <

1

10
⇒

1

ξ𝑥
<
1

10
⇒ ξ𝑥 > 10 

⇒ 𝑥 > 100 ⇒ 𝐴 = 100 
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 السؤال الثالث:

1)  −1 ≤ sinሺ𝑥ሻ ≤ 1 

1 ≥ −sinሺ𝑥ሻ ≥ −1 

𝑥2 + 1 ≥ 𝑥2 − sinሺ𝑥ሻ ≥ 𝑥2 − 1 

𝑥حيث  𝑥نقسّم على  > 𝑥عندما  0 ∈]0,+∞[ 

𝑥2 + 1

𝑥
≥
𝑥2 − sinሺ𝑥ሻ

𝑥
≥
𝑥2 − 1

𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ≥
𝑥2 − 1

𝑥
 

2)  lim
𝑥→+∞

ቀ
𝑥2−1

𝑥
ቁ = +∞ 

 مبرهنة المقارنة:حسب 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2

𝑥
−
sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 𝑥 −

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 − 1 = −1 

lim لأن:
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 

 السؤال الرابع:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ൝𝑥
2 cos ൬

1

𝑥
൰     ; 𝑥 ≠ 0

    0                   ; 𝑥 = 0
 

𝑓ሺ0ሻ = 0 

−1 ≤ cos ൬
1

𝑥
൰ ≤ 1 

−𝑥2 ≤ 𝑥2 cos ൬
1

𝑥
൰ ≤ 𝑥2 

lim
𝑥→0
ሺ−𝑥2ሻ = lim

𝑥→0
ሺ𝑥2ሻ = 0 

 حسب مبرهنة الإحاطة:

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ0ሻ 

𝑓  ሺ0ሻمستمر عند الـ ⇐

 

 

 

 السؤال الخامس:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
2𝑥2+1+cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥
− 2𝑥 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
2𝑥2 + 1 + cos2ሺ𝑥ሻ − 2𝑥2

𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ =
1 + cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

0 ≤ cos2ሺ𝑥ሻ ≤ 1 

1 ≤ 1 + cos2ሺ𝑥ሻ ≤ 2 

𝑥حيث  𝑥نقسّم على  <  ∞−في جوار  0

1

𝑥
≥
1 + cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥
≥
2

𝑥
 

lim
𝑥→−∞

൬
2

𝑥
൰ = lim

𝑥→−∞
൬
1

𝑥
൰ = 0 

 هنة الإحاطة:حسب مبر

lim
𝑥→−∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ = 0 

Δ: 𝑦 = 2𝑥  ∞−في جوار  𝐶مقارب مائل للخط  ⇐

𝑓ሺ𝑥ሻ( لدراسة الوضع النسبي ندرس إشارة 2 − 𝑦Δ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = 0 ⇒
1 + cos2ሺ𝑥ሻ

𝑥
≠ 0 

0   −∞ 𝑥 

+ + +  1 + cos2ሺ𝑥ሻ 
0 − −  𝑥 

 − −  𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ 

 𝐶  تحتΔ  ضع النسبيالو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
15 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ق
شتقا

لإ
ا

 

ق
شتقا

لإ
عد ا

قوا
 

𝒇
′ሺ𝒙
ሻ 

𝒇
ሺ𝒙
ሻ 

0
 

𝑎
 

𝑎
 

𝑎
𝑥

 

𝑛
𝑥
𝑛
−
1 

𝑥
𝑛
 

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ.ℎ
ሺ𝑥
ሻ
−
ℎ
′ሺ𝑥
ሻ.𝑔
ሺ𝑥
ሻ

൫ℎ
ሺ𝑥
ሻ൯
2

 
𝑔
ሺ𝑥
ሻ

ℎ
ሺ𝑥
ሻ  

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ.ℎ
ሺ𝑥
ሻ
+
ℎ
′ሺ𝑥
ሻ.𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

𝑔
ሺ𝑥
ሻ.ℎ
ሺ𝑥
ሻ 

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ

2
ඥ
𝑔
ሺ𝑥
ሻ  

ඥ
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ

𝑔
ሺ𝑥
ሻ

 
ln
൫𝑔
ሺ𝑥
ሻ൯ 

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

co
s ሺ𝑥
ሻ 

sin
ሺ𝑥
ሻ 

𝑔
′ሺ𝑥
ሻ.co

s൫𝑔
ሺ𝑥
ሻ൯ 

sin
൫𝑔
ሺ𝑥
ሻ൯ 

−
sin
ሺ𝑥
ሻ 

co
s ሺ𝑥
ሻ 

−
𝑔
′ሺ𝑥
ሻ
sin
൫𝑔
ሺ𝑥
ሻ൯ 

co
s൫𝑔

ሺ𝑥
ሻ൯ 

1
+
tan

2ሺ𝑥
ሻ
=

1

co
s
2ሺ𝑥
ሻ  

tan
ሺ𝑥
ሻ 

𝑎
.𝑛
.൫𝑓
ሺ𝑥
ሻ൯
𝑛
−
1𝑓

′ሺ𝑥
ሻ 

𝑎
൫𝑓
ሺ𝑥
ሻ൯
𝑛
 

س
معادلة المما

 

شكلها:
 

𝑦
−
𝑦
0
=
𝑚
ሺ𝑥
−
𝑥
0 ሻ 

𝑦
=
𝑓
′ሺ𝑎
ሻሺ𝑥

−
𝑎
ሻ
+
𝑓
ሺ𝑎
ሻ 

ى:
ج إل

حتا
ن

 

① 
س: 

طة التما
نق

൫ 𝑎
,𝑓
ሺ𝑎
ሻ൯

 
أو 

ሺ𝑥
0 ,𝑦

0 ሻ
 

② 
م

ل: 
ي

𝑚
=
𝑓
′ሺ𝑎
ሻ

 

ق
شتقا

لإ
قابلية ا

 

lim
𝑥
→
𝑎

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
−
𝑓
ሺ𝑎
ሻ

𝑥
−
𝑎

=
⬚

 

ز:
ّ نمي

 

⬚
=
عدد

≠
0

 𝑓 
عند 

ي 
شتقاق

إ
𝑎

 

⇒
𝑓
′ሺ𝑎
ሻ
=

عدد
 

ي:
س
ل الهند

التأوي
 

𝐶
𝑓

 
لاً 
ساً مائ

ل مما
عند يقب
𝑎 

ميله:
 

𝑚
=

عدد
 

⬚
=
0

 

𝑓 
عند 

ي 
شتقاق

إ
𝑎

 ⇒
𝑓
′ሺ𝑎
ሻ
=
0

 

ي:
س
ل الهند

التأوي
 

𝐶
𝑓

 
ساً أفقياً 

ل مما
عند يقب
𝑎 

معادلته:
 𝑦
=
𝑓
ሺ𝑎
ሻ 

⬚
=
∞

 

𝑓 
عند 

ي 
شتقاق

ر إ
غي

𝑎
 

𝑓
′ሺ𝑎
ሻ
⇐

 
ر 
غي

ف
رّ
مع

 

ي:
س
ل الهند

التأوي
 

𝐶
𝑓

 
شاقولياً 

ساً 
ل مما

عند يقب
𝑎 

معادلته:
 𝑥
=
𝑎

 
س:
طة التما

جاد نق
ت إي

لا
حا

 

① 
ل
ص
ر الفوا

حو
طع مع م

طة التقا
نق

 

⇒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
0

 

ل المعادلة:
ح
ن

 
𝑥
=
𝑎

 

تكو
ن 
𝑎 

س
طة التما

صلة نق
ي فا

ه
 

② 
ب
راتي

ر الت
حو
طع مع م

طة التقا
نق

 

⇒
𝑥
=
0

 

س
طة التما

صلة نق
ي فا

ه
 

③ 
س ميله 

مما
𝑚

 

⇒
𝑓
′ሺ𝑥
ሻ
=
𝑚

 

ل المعادلة:
ح
ن

 
𝑥
=
𝑎

 

ن 
تكو

𝑎 
س
طة التما

صلة نق
ي فا

ه
 

ل:
جاد المي

ت إي
لا
حا

 

① 
صلتها 

ي فا
طة الت

ي النق
س ف

معادلة المما
𝑎

 

⇒
𝑚
=
𝑓
′ሺ𝑎
ሻ 

② 
معادلة ال

ي:
لأفق
س ا

مما
 

⇒
𝑚
=
0
 

③ 
ستقيم 

ي لم
ز
س الموا

معادلة المما
Δ:

 

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

⇒
𝑚
Δ
=
𝑚
𝑇
=
𝑎

 

④ 
ستقيم 

ي يعامد الم
س الذ

معادلة المما
Δ:

 

Δ
:𝑦
=
𝑎
𝑥
+
𝑏

 

⇒
𝑚
𝑇
=
−
1𝑚
Δ
=
−
1𝑎

 

⑤ 
ن:
طتي
ن نق

ر م
س ما

مما
 𝐴
ሺ𝑥
𝐴
,𝑦
𝐴
ሻ ,𝐵

ሺ𝑥
𝐵
,𝑦
𝐵
ሻ 

⇒
𝑚
=
𝑦
𝐴
−
𝑦
𝐵

𝑥
𝐴
−
𝑥
𝐵
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ق
قا
شت
لإ
 ا
ط
ط
خ
 م
مّة
تت

 

ق
شت
لم
 ا
دد
لع
 ا
ف
ري
تع
ب 
س
ح
ة 
هاي
ن

 

ع 
تاب
ا 
طان
ع
ا 
إذ

𝑓 
ب:
طل
و

 

𝑓
′ ሺ
𝑎
ሻ  
,𝑓
′ ሺ
𝑥
ሻ  
,𝑓
ሺ 𝑎
ሻ  

ن:
 أ
ر
ذك
 ت
ية
ها
 ن
ب
سا
ح
ب 
طل
م 
ث

 

li
m

𝑥
→
𝑎
(
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
−
𝑓
ሺ 𝑎
ሻ

𝑥
−
𝑎

)
=
𝑓
′ ሺ
𝑎
ሻ  

ب
ركّ
 م
بع
 تا
ق
شت
م

 

ሺ𝑓
൫𝑔
ሺ 𝑥
ሻ ൯
′
=
𝑓
′ ൫
𝑔
ሺ 𝑥
ሻ ൯
.𝑔
′ ሺ
𝑥
ሻ  

يّ
حل
لم
 ا
ي
آلف
الت
ب 
ري
تق
ال

 

𝑓
ሺ 𝑎
+
ℎ
ሻ
≃
𝑓
ሺ 𝑎
ሻ
+
ℎ
.𝑓
′ ሺ
𝑎
ሻ  

ب:
سا
ح
ل

 

𝑓
ሺ 𝑎
,𝑏
ሻ  

𝑎
=
𝑎
   
,  
  ℎ
=
0
,𝑏

 

بع
 تا
ية
رد
 ف
أو
ة 
جي
زو
ة 
س
را
د

 

𝑓
ሺ −
𝑥
ሻ
=
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ  و 
ي
ج
زو
ع 
تاب
ال

𝐶 𝑓 
ر 
حو
لم
 ل
بة
س
الن
 ب
ر
ظ
تنا
م

𝑦
𝑦
′

 

ل:
لأو
 ا
ط
ر
ش
ال

 

ت 
كان
اً 
أي

𝑥
∈
𝐷
𝑓

 
 :
ن
فإ

−
𝑥
∈
𝐷
𝑓

 

لثا
 ا
ط
ر
ش
ال

ي:
ن

 

ذ 
خ
نأ

𝑓
ሺ −
𝑥
ሻ

 
ز:
ميّ
ون

 

𝑓
ሺ −
𝑥
ሻ
=
−
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ  

 و
ي
رد
 ف
بع
لتا
ا

𝐶 𝑓 
دأ
مب
 لل
بة
س
الن
 ب
ر
ظ
تنا
م

 

ي
ر
دو
 ال
بع
لتا
ا

 

و 
 ه
ر
دو
 ال
لة
حا
ي 
)ف
 :
ل
لأو
 ا
ط
ر
ش
ال

𝑎
𝜋

)
 

ت 
كان
اً 
أي

𝑥
∈
𝐷
𝑓

 
 :
ن
فإ

𝑥
+
𝑎
𝜋
∈
𝐷
𝑓

 

ي:
ثان
 ال
ط
ر
ش
ال

 

𝑓
ሺ 𝑥
+
𝑎
𝜋
ሻ
=
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ  

ع 
تاب
ت 
را
غي
 ت
سة
را
 د
ت
وا
ط
خ

𝑓:
 

1
ج
 م
جد
نو
 )

ل
ؤا
س
 ال
ص
 ن
ي
 ف
دة
جو
مو
ن 
تك
م 
 ل
ن
 إ
بع
لتا
 ا
ف
ري
تع
ة 
ع
مو

 

2
ت 
ربا
قا
لم
 ا
ج
نت
ست
ون
ف 
ري
تع
 ال
عة
مو
ج
 م
ف
را
ط
 أ
ند
ع
ع 
تاب
 ال
ت
ايا
نه
د 
ج
نو
 )

ة.
ولي
اق
ش
وال
ة 
قي
لأف
ا

 

3
ع.
تاب
 ال
ق
شت
 ن
)

 

4
ق.
شت
لم
 ا
رة
شا
 إ
س
ر
ند
 )

 

5
د.
ج
 و
ن
 إ
ية
حد
 ال
يم
لق
 ا
ن
عي
 ن
)

 

6
ع.
تاب
 ال
ت
را
غي
بت
لاً 
دو
ج
م 
ظ
نن
 )

 

م:
س
ر
 ال
ت
وا
ط
خ

 

1
 ال
سم
ر
 ن
)

ت
ربا
قا
م

 

2
ة.
رب
قا
لم
 ا
ط
قا
الن
ن 
عي
 ن
)

 

3
ة.
دي
ح
 ال
يم
لق
 ا
ن
عي
 ن
)

 

4
ل 
ح
)ن
ل 
ص
وا
لف
 ا
ر
حو
 م
مع
ي 
يان
الب
ط 
خ
 ال
طع
قا
 ت
ط
قا
 ن
جد
نو
 )

ة 
دل
عا
لم
ا

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
0

( 
ب
تي
را
الت
ر 
حو
 م
مع
 و
)

𝑓
ሺ 0
ሻ

.)
 

5
ت.
را
غي
الت
ل 
دو
ج
ن 
 م
دة
فا
ست
لإ
 با
بع
لتا
 ا
سم
ر
 ن
)
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 تمرين ثاني لطلب الأول( 2023: )دورة مثال

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐

ξ𝒙𝟒 + 𝟏
 

𝒇ሺ𝒙ሻأثبت أن  =
𝒙

𝟐
ሺ𝟏 + 𝒙𝟒ሻ𝒇′ሺ𝒙ሻ 

 الحل:

𝑓′ሺ𝑥ሻ =

2𝑥. ξ𝑥4 + 1 −
4𝑥3

2ξ𝑥4 + 1
. 𝑥2

𝑥4 + 1
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
4𝑥ሺ𝑥4 + 1ሻ − 4𝑥5

2ξ𝑥4 + 1ሺ𝑥4 + 1ሻ
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
4𝑥5 + 4𝑥 − 4𝑥5

2ξ𝑥4 + 1ሺ𝑥4 + 1ሻ
=

2𝑥

ξ𝑥4 + 1ሺ𝑥4 + 1ሻ
 

⇒
𝑥

2
ሺ1 + 𝑥4ሻ𝑓′ሺ𝑥ሻ =

𝑥

2
ሺ1 + 𝑥4ሻ.

2𝑥

ξ𝑥4 + 1ሺ𝑥4 + 1ሻ
 

⇒
𝑥

2
ሺ1 + 𝑥4ሻ𝑓′ሺ𝑥ሻ =

𝑥2

ξ𝑥4 + 1
 

⇒
𝑥

2
ሺ1 + 𝑥4ሻ𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 :∗𝑹أوجد مشتق التابع الآتي على مثال: 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙. 𝐜𝐨𝐬 ൬
𝟏

𝒙
൰ 

 الحل:

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1. cos ൬
1

𝑥
൰ + ൬− ൬−

1

𝑥2
൰ sin ൬

1

𝑥
൰ . 𝑥൰ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = cos ൬
1

𝑥
൰ +

1

𝑥
sin ൬

1

𝑥
൰ 

 مشتق تابع مركّب:

 وفق: 𝑹تابع معرف على  𝒇ليكن : ①مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟑𝒙 + 𝟓

𝒙𝟐 + 𝟏
 

 𝒇′ሺ𝒙ሻ( أوجد 1

𝒈ሺ𝒙ሻ( استنتج مشتق 2 =
𝟑 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ+𝟓

𝐬𝐢𝐧𝟐ሺ𝒙ሻ+𝟏
𝒉ሺ𝒙ሻو   =

𝟑ξ𝒙+𝟓

𝒙+𝟏
 

 الحل:

1) 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
3൫𝑥2+1൯−2𝑥ሺ3𝑥+5ሻ

ሺ𝑥2+1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
3𝑥2 + 3 − 6𝑥2 − 10𝑥

ሺ𝑥2 + 1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−3𝑥2 − 10𝑥 + 3

ሺ𝑥2 + 1ሻ2
 

2) 𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺsinሺ𝑥ሻሻ 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = 𝑓′ሺsinሺ𝑥ሻሻ. ሺsinሺ𝑥ሻሻ′ 

⇒ 𝑔′ሺ𝑥ሻ =
−3 sin2ሺ𝑥ሻ − 10 sinሺ𝑥ሻ + 3

ሺsin2ሺ𝑥ሻ + 1ሻ2
. cosሺ𝑥ሻ 

ℎሺ𝑥ሻ = 𝑓൫ξ𝑥൯ ⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ = 𝑓′൫ξ𝑥൯. ൫ξ𝑥൯
′
 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ =
−3𝑥 − 10ξ𝑥 + 3

ሺ𝑥 + 1ሻ2
.
1

2ξ𝑥
 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ =
−3𝑥 − 10ξ𝑥 + 3

2ξ𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ2
 

𝒇ሺ𝒙ሻ  ليكن لدينا التابع:: ②مثال  =
ȁ𝒙ȁ+𝟖

𝟐𝒙−𝟒
 

فر من اليمين واستنتج معادلة ( ادرس قابلية الاشتقاق عند الص1

 المماس عند الصفر من اليمين.نصف 

( ادرس قابلية الاشتقاق عند الصفر من اليسار واستنتج معادلة 2

 المماس عند الصفر من اليسار.نصف 

 اشتقاقي عند الصفر؟ 𝒇( هل 3

 الحل:

𝑥( في حالة 1 > ȁ𝑥ȁفإن:  0 = 𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥 + 8

2𝑥 − 4
 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

𝑥 + 8
2𝑥 − 4 + 2

𝑥
=
𝑥 + 8 + 4𝑥 − 8

𝑥ሺ2𝑥 − 4ሻ
 

⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

5𝑥

𝑥ሺ2𝑥 − 4ሻ
=

5

2𝑥 − 4
 

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

5

2𝑥 − 4
= −

5

4
 

𝑓 :قابل للاشتقاق عند الصفر من اليمين ونصف المماس المائل 

𝑦 = 𝑓′ሺ𝑎ሻሺ𝑥 − 𝑎ሻ + 𝑓ሺ𝑎ሻ 

⇒ 𝑦 = −
5

4
ሺ𝑥 − 0ሻ − 2 ⇒ 𝑦 = −

5

4
𝑥 − 2 
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𝑥( في حالة 2 < ȁ𝑥ȁفإن:  0 = −𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
−𝑥 + 8

2𝑥 − 4
 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

−𝑥 + 8
2𝑥 − 4 + 2

𝑥
=
−𝑥 + 8 + 4𝑥 − 8

𝑥ሺ2𝑥 − 4ሻ
 

⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

3𝑥

𝑥ሺ2𝑥 − 4ሻ
=

3

2𝑥 − 4
 

lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0−

3

2𝑥 − 4
= −

3

4
 

𝑓 :قابل للإشتقاق عند الصفر من اليسار ونصف المماس المائل 

𝑦 = 𝑓′ሺ𝑎ሻሺ𝑥 − 𝑎ሻ + 𝑓ሺ𝑎ሻ 

⇒ 𝑦 = −
3

4
ሺ𝑥 − 0ሻ − 2 ⇒ 𝑦 = −

3

4
𝑥 − 2 

3    )lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ−𝑓ሺ0ሻ

𝑥−0
≠ lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ−𝑓ሺ0ሻ

𝑥−0
⇒ −

5

4
≠ −

3

4
 

 غير قابل للإشتقاق عند الصفر. 𝑓فالتابع 

−]معرف على  𝒇: ③ل مثا
𝟓

𝟐
,  وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ = ξ𝟐𝒙 + 𝟓 

 𝒇′ሺ𝟐ሻو  𝒇ሺ𝟐ሻ( احسب 1

𝐥𝐢𝐦( استنتج 2
𝒙→𝟐

ξ𝟐𝒙+𝟓−𝟑

𝒙−𝟐
 

,𝒇ሺ𝟐( احسب القيمة التقريبية لـ3 𝟏ሻ 

 الحل:

1) 𝑓ሺ2ሻ = ξ4 + 5 = 3 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
2

2ξ2𝑥 + 5
=

1

ξ2𝑥 + 5
 

𝑓′ሺ2ሻ =
1

ξ4 + 5
=
1

3
 

2) lim
𝑥→2

ξ2𝑥+5−3

𝑥−2
= lim
𝑥→2

𝑓ሺ𝑥ሻ−𝑓ሺ2ሻ

𝑥−2
= 𝑓′ሺ2ሻ =

1

3
 

3) 𝑓ሺ𝑎 + ℎሻ ≃ 𝑓ሺ𝑎ሻ + ℎ. 𝑓′ሺ𝑎ሻ 

𝑎 = 2  ,   ℎ = 0,1 =
1

10
 

⇒ 𝑓ሺ2,1ሻ ≃ 3 +
1

10
×
1

3
≃ 3 +

1

30
≃
91

30
 

 

 

 المعرف وفق: 𝒇ليكن لدينا التابع : ④مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ 

وأثبت بالتدريج مهما كان  𝒇′′′ሺ𝒙ሻو  𝒇′′ሺ𝒙ሻو  𝒇′ሺ𝒙ሻأوجد 

𝒏 ≥ 𝒇ሺ𝒏ሻሺ𝒙ሻ أن: 𝟏 = 𝐜𝐨𝐬 ቀ𝒙 + 𝒏
𝝅

𝟐
ቁ 

 الحل:

𝑓′ሺ𝑥ሻ = − sinሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 +
𝜋

2
ቁ 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ = − sin ቀ𝑥 +
𝜋

2
ቁ = cos ቀ𝑥 +

𝜋

2
+
𝜋

2
ቁ 

⇒ 𝑓′′ሺ𝑥ሻ = cos ൬𝑥 +
2𝜋

2
൰ 

𝑓′′′ሺ𝑥ሻ = −sin ൬𝑥 +
2𝜋

2
൰ = cos ൬𝑥 +

2𝜋

2
+
𝜋

2
൰ 

⇒ 𝑓′′′ሺ𝑥ሻ = cos ൬𝑥 +
3𝜋

2
൰ 

:𝐸ሺ𝑛ሻ نسمّي القضيّة: 𝑓𝑛ሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 +
𝑛𝜋

2
ቁ 

:𝐸ሺ1ሻ نثبت صحة: 𝑓′ሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 +
𝜋

2
ቁ  محققة 

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحّة: 𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 + 𝑛
𝜋

2
ቁ … ∗ 

 نثبت صحة:

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 + ሺ𝑛 + 1ሻ
𝜋

2
ቁ 

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ :∗نبدأ من  = cos ቀ𝑥 + 𝑛
𝜋

2
ቁ 

ቀ𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻቁ نشتق:
′

= −sin ቀ𝑥 + 𝑛
𝜋

2
ቁ 

𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 + 𝑛
𝜋

2
+
𝜋

2
ቁ 

⇒ 𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = cos ቀ𝑥 + ሺ𝑛 + 1ሻ
𝜋

2
ቁ 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 ≥ 1 
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 المعرف وفق: 𝒇ليكن لدينا التابع : ⑤مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟏
 

  ሺ−𝟐ሻيقبل قيمة حدّية عند  𝒇علماً أن التابع  𝒃و  𝒂عينّ 

 ሺ−𝟏ሻقيمتها 

 الحل:

𝑓ሺ−2ሻ = −1 

⇒
4𝑎 − 2𝑏 + 3

−1
= −4𝑎 + 2𝑏 − 3 

⇒ −4𝑎 + 2𝑏 − 3 = −1 ⇒ −4𝑎 + 2𝑏 = 2 

⇒ 𝑏 − 2𝑎 = 1 …∗ 

𝑓′ሺ−2ሻقيمة حدّية  = 0 ⇐ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
ሺ2𝑎𝑥 + 𝑏ሻሺ𝑥 + 1ሻ − ሺ𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 3ሻ

ሺ𝑥 + 1ሻ2
 

𝑓′ሺ−2ሻ =
ሺ−4𝑎 + 𝑏ሻሺ−1ሻ − ሺ4𝑎 − 2𝑏 + 3ሻ

ሺ−1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ−2ሻ =
4𝑎 − 𝑏 − 4𝑎 + 2𝑏 − 3

1
 

⇒ 𝑓′ሺ−2ሻ = 𝑏 − 3 = 0 ⇒ 𝑏 = 3 

ሺ∗ሻ: 3نعوض في  − 2𝑎 = 1 ⇒ 𝑎 = 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + 3𝑥 + 3

𝑥 + 1
 

 للتابعلخط البياني ل اكتب معادلة المماس: ⑥مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ξ𝟐𝒙 +  ሺ𝟏ሻفي نقطة ميل المماس عندها  𝟑

 الحل:

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 ⇒
2

2ξ2𝑥 + 3
= 1 ⇒

1

ξ2𝑥 + 3
= 1 

⇒ ξ2𝑥 + 3 = 1 ⇒ 2𝑥 + 3 = 1 ⇒ 𝑥 = −1 

𝑓ሺ−1ሻ = 1 

𝑦 = 𝑓′ሺ−1ሻሺ𝑥 + 1ሻ + 𝑓ሺ−1ሻ 

⇒ 𝑦 = 1ሺ𝑥 + 1ሻ + 1 ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 2 

 

 

 

 

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع : ⑦مثال 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 +
𝒙

ξ𝒙𝟐 + 𝟗
 

𝐥𝐢𝐦 ( أوجد1
𝒙→+∞

൫𝒇ሺ𝒙ሻ − ሺ𝒙 + 𝟏ሻ൯  ثم استنتج وجود مقارب

 ∞+مائل في جوار 

:𝚫𝟐( أثبت أن 2 𝒚 = 𝒙 −  ∞−مقارب مائل في جوار  𝟏

𝒇ሺ𝒙ሻوأثبت أن للمعادلة  𝒇( ادرس تغيرات 3 =  𝜶حل وحيد  𝟎

𝜶وتحقق أن  = 𝟎 

 𝑪𝒇ثم ارسم  𝚫𝟐و  𝚫𝟏( ارسم كلًّّ من 4

 الحل:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 + 1ሻ =
𝑥

ξ𝑥2+9
− 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 + 1ሻ =
𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 +
9
𝑥2

− 1 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن:  ∞+ = 𝑥 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 + 1ሻ =
𝑥

𝑥√1 +
9
𝑥2

− 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 + 1ሻ =
1

√1 +
9
𝑥2

− 1 

lim
𝑥→+∞

൫𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 + 1ሻ൯ = 1 − 1 = 0 

:Δ1نستنتج أن  𝑦 = 𝑥 +  ∞+مقارب مائل في جوار  1

2 ) 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 − 1ሻ =
𝑥

ξ𝑥2+9
+ 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 − 1ሻ =
𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 +
9
𝑥2

+ 1 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن:  ∞− = −𝑥 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 − 1ሻ =
𝑥

−𝑥√1 +
9
𝑥2

+ 1 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 − 1ሻ =
1

−√1 +
9
𝑥2

+ 1 

⇒ lim
𝑥→−∞

൫𝑓ሺ𝑥ሻ − ሺ𝑥 − 1ሻ൯ = −1 + 1 = 0 

Δ2: 𝑦 = 𝑥 − 1  ∞−مقارب مائل في جوار  ⇐

 

3 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim حالة عدم تعيين 
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ :
∞

∞
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 +
𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 +
9
𝑥2

 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن:  ∞+ = 𝑥 
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⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 +
𝑥

𝑥√1 +
9
𝑥2

= 𝑥 +
1

√1 +
9
𝑥2

 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

lim حالة عدم تعيين 
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ :
∞

∞
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 +
𝑥

ȁ𝑥ȁ√1 +
9
𝑥2

 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁفإن:  ∞− = −𝑥 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 +
𝑥

−𝑥√1 +
9
𝑥2

= 𝑥 +
1

−√1 +
9
𝑥2

 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 +

ξ𝑥2 + 9 −
𝑥

ξ𝑥2 + 9
. 𝑥

൫ξ𝑥2 + 9൯
2  

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 +
𝑥2 + 9 − 𝑥2

ሺ𝑥2 + 9ሻξ𝑥2 + 9
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 +
9

ሺ𝑥2 + 9ሻξ𝑥2 + 9
> 0 

+∞  −∞ 𝑥 

+++ ++++ +++ 𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓  معرف ومتزايد تماماً على] − ∞,+∞[ 

0 ∈ 𝑓ሺ] − ∞,+∞[ሻ =] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ𝑥ሻإذن للمعادلة  = 𝛼حل وحيد  0 ∈] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ0ሻ = 0 + 0 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:Δ1( لرسم 4 𝑦 = 𝑥 + 1 

 

:Δ2لرسم  𝑦 = 𝑥 − 1 

 

 𝑓ሺ0ሻنقطة تقاطع التابع مع محور التراتيب نحسب 

𝑓ሺ0ሻ = 0 +
0

ξ0 + 9
= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0 −1 𝑥 

1 0 𝑦 

0 1 𝑥 

−1 0 𝑦 

Δ1 

Δ2 

−1 

−1 

1 

1 
𝑥 

𝑦 

𝐶𝑓 
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 :𝒇ليكن لدينا الجدول الآتي للتابع : ⑧مثال 

+∞  3  −2  −∞ 𝑥 

 −  + 0 −  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

−∞

 ↘  
2

 ↗  

−1

 ↘  
3

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 )المستقر الفعلي( 𝒇൫𝑫𝒇൯و  𝑫𝒇( أوجد 1

 𝑪( أوجد معادلة المقارب الأفقي للخط 2

 𝟑في النقطة التي فاصلتها  ( اكتب معادلة المماس3

𝒇′ሺ𝒙ሻ( أوجد مجموعة حلول المتراجحة 4 ≥ 𝟎 

𝒇ሺ𝒙ሻ( ما عدد حلول المعادلة 5 − 𝟏 = 𝟎 

[𝒇ሺ( أوجد 6 − ∞, 𝟑]ሻ  

 الحل:

1) 𝐷𝑓 =] −∞,+∞[ 

𝑓൫𝐷𝑓൯ =] − ∞, 3[ 

2) lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 

𝑦 = 3  𝐶مقارب أفقي لـ ⇐

3 )𝑥 =  مماس شاقولي 3

4 )𝑓′ሺ𝑥ሻ ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [−2,3[       

5 )𝑓ሺ𝑥ሻ =  ثلاثة حلوللها  1

6 )𝑓ሺ] − ∞, 3]ሻ = [−1,3[       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المعرف على  𝒇هو الخط البياني للتابع  𝑪فيما يأتي : ⑨مثال 

]−𝟑,+∞[  

 المطلوب:  

 

 

 

 

 

 

 

 𝒇′ሺ−𝟐ሻو  𝒇ሺ𝟎ሻو   𝒇ሺ−𝟐ሻ( احسب 1

𝐥𝐢𝐦( احسب 2
𝒙→−𝟑+

𝒇ሺ𝒙ሻ وما التأويل الهندسي للنتيجة 

 𝚫( أوجد ميل 3

𝒇′ሺ𝒙ሻ( ما حلول المتراجحة 4 ≤ 𝟎 

𝒇ሺ𝒙ሻ( ما عدد حلول المعادلة 5 = 𝟏 

,𝒇ሺ[−𝟐( اوجد 6 𝟎]ሻ 

 ( دل على القيم الحدية وبينّ نوعها.7

 الحل:

1 ) 𝑓ሺ−2ሻ = 1   ,   𝑓ሺ0ሻ = 0 

𝑓′ሺ−2ሻ = 0   ൫قيمة حدّية൯ 

2) lim
𝑥→−3+

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑥 =  ∞−مقارب شاقولي في جوار  3−

 Δ 𝐴ሺ0,−1ሻ  ,   𝐵ሺ1,1ሻ( نختار نقطتين من 3

𝑚 =
𝑦𝐴 − 𝑦𝐵
𝑥𝐴 − 𝑥𝐵

=
1 − ሺ−1ሻ

0 − 1
=
1 + 1

1 − 0
 

⇒ 𝑚 = 2 

4)  𝑓ሺ𝑥ሻ ≤ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [−2,0] 

5 ) 𝑓ሺ𝑥ሻ =  حلًان. 1

6 ) 𝑓ሺ[−2,0]ሻ = [0,1] 

7) 𝑓ሺ0ሻ =  قيمة حدّية صغرى 0

𝑓ሺ−2ሻ =  قيمة حدّية كبرى 1
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 ورقة عمل يدوية في بحث الإشتقاق

 السؤال الأول:

 المعرف وفق: 𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙ඥ𝒙ሺ𝟐 − 𝒙ሻ 

 ؟2اشتقاقي عند  𝑓هل 

 السؤال الثاني:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒆𝟐𝒙 

𝑓𝑛ሺ𝑥ሻثم أثبت بالتدريج  𝑓′′ሺ𝑥ሻو  𝑓′ሺ𝑥ሻأوجد  = 2𝑛𝑒2𝑥 

𝑛حيث  ≥ 1 

 السؤال الثالث:

 وفق: 𝑹ى المعرف عل 𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ൝𝒙
𝟐 𝐬𝐢𝐧 ൬

𝟏

𝒙
൰  ; 𝒙 ≠ 𝟎

      𝟎             ; 𝒙 = 𝟎
 

𝑥اشتقاقي عند  𝑓( أثبت أن 1 = 0 

lim( احسب 𝑓′ሺ𝑥ሻ  3( احسب 2
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

 السؤال الرابع:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟐𝒙 − ඥ𝒙𝟐 + 𝟓 

 ونظّم جدولاً بها. 𝑓ات ( ادرس تغير1

𝑓ሺ𝑥ሻ( أثبت أن للمعادلة2 =  ]1,2[حلّاً وحيداً يقع في المجال  0

 المعرف وفق: 𝑔( استنتج مشتق التابع 3

𝑔ሺ𝑥ሻ = 2 sinሺ𝑥ሻ − ඥsin2ሺ𝑥ሻ + 5 

 السؤال الخامس:

𝒇ሺ𝒙ሻ  المعرف وفق: 𝒇ليكن التابع  =
ඥ𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟒−𝟐

𝒙
 

𝑔ሺ𝑥ሻ( نفرض 1 = ξ𝑥2 − 3𝑥 +  𝑔′ሺ0ሻو  𝑔ሺ0ሻأوجد  4

 0عند  𝑓ሺ𝑥ሻثم استنتج نهاية 

𝑥اكتب معادلة المماس عند ( 2 = 0 

 

 

 

 السؤال السادس:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ + 𝐬𝐢𝐧𝟐ሺ𝒙ሻ 

 تابع زوجي وبيّن الصفة التناظرية. 𝑓( أثبت أن 1

 دوراً له. 2𝜋ري ويقبل تابع دو 𝑓( أثبت أن 2

,0]على المجال  𝑓( ادرس تغيرات 3 𝜋] 

 السؤال السابع:

 :𝑹المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑓( دل على القمية الحديةّ الصغرى للتابع 1

lim( جد 2
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ( ما عدد حلول المعادلة 3 = 𝑦Δ 

 .Δتقيم ( اكتب معادلة المس4

 𝑓ሺ[1,3]ሻ( أوجد 5

𝑓ሺ𝑥ሻ( ما هي حلول المتراحجة 6 ≥ 0 

 السؤال الثامن:

 𝒇في الجدول الذي يمثل تغيرات 

+∞  1  0 𝑥 

 − 0 +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  
1

 ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ( ما عدد حلول المعادلة 1 = 0 

 𝑓( ما عدد القيم الحدية للتابع 2

𝑥لة المماس للتابع عند نقطة فاصلتها ( اكتب معاد3 = 1 

 𝑓ሺ]0,1]ሻ( أوجد 4

𝑓′ሺ𝑥ሻ( ما هي حلول المتراجحة 5 < 0 

 ( أوجد المستقر الفعلي.6

 

 

 

4 

3 

2 

1 

−1 

1 2 

3 4 5 

Δ 

𝐶𝑓 
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 حل ورقة العمل اليدوية في بحث الإشتقاق

 السؤال الأول:

𝑓ሺ2ሻ = 2ඥ2ሺ2 − 2ሻ = 0 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ2ሻ

𝑥 − 2
=
𝑥ඥ𝑥ሺ2 − 𝑥ሻ − 0

𝑥 − 2
=
𝑥ඥ𝑥ሺ2 − 𝑥ሻ

𝑥 − 2
 

⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ2ሻ

𝑥 − 2
=
𝑥ξ𝑥ξ2 − 𝑥

−ሺ2 − 𝑥ሻ
=

𝑥ξ𝑥

−ξ2 − 𝑥
 

lim
𝑥→2

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ2ሻ

𝑥 − 2
=
2ξ2

−0
= −∞ 

𝑓  اشتقاقي عند غير𝑥 = 2 

 السؤال الثاني:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒2𝑥 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑒2𝑥 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ = 4𝑒2𝑥 

:𝐸ሺ𝑛ሻ نسمّي القضية: 𝑓𝑛ሺ𝑥ሻ = 2𝑛𝑒2𝑥 

 :𝐸ሺ1ሻنثبت صحة 

𝐸ሺ1ሻ: 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑒2𝑥 

 محققة

 𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحّة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑓𝑛ሺ𝑥ሻ = 2𝑛𝑒2𝑥 …∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ 

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 𝑓𝑛+1ሺ𝑥ሻ = 2𝑛+1𝑒2𝑥 

𝑓𝑛+1ሺ𝑥ሻ = ൫𝑓𝑛ሺ𝑥ሻ൯
′
= 2𝑛 × 2𝑒2𝑥 = 2𝑛+1𝑒2𝑥 

𝑛محققة من أجل  + 𝑛من أجل أياً كانت فهي محققة  1 ≥ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الثالث:

1) 
𝑓ሺ𝑥ሻ−𝑓ሺ0ሻ

𝑥−0
=
𝑥2 sinቀ

1

𝑥
ቁ−0

𝑥−0
= 𝑥 sin ቀ

1

𝑥
ቁ 

−1 ≤ sin ൬
1

𝑥
൰ ≤ 1 

𝑥في حالة  > 0 

−𝑥 ≤ 𝑥. sin ൬
1

𝑥
൰ ≤ 𝑥 

lim
𝑥→0+

ሺ−𝑥ሻ = lim
𝑥→0+

ሺ𝑥ሻ = 0 

 حسب مبرهنة الإحاطة:

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 0 

𝑥في حالة  < 0 

−𝑥 ≥ 𝑥. sin ൬
1

𝑥
൰ ≥ 𝑥 

lim
𝑥→0−

ሺ−𝑥ሻ = lim
𝑥→0−

ሺ𝑥ሻ = 0 

 حسب مبرهنة الإحاطة:

lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 0 

lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 0 

⇒ lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 0 

𝑓 اشتقاقي عند الصفر 

2) 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑥. sin ቀ
1

𝑥
ቁ + ቀ−

1

𝑥2
cos ቀ

1

𝑥
ቁቁ 𝑥2        

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑥. sin ൬
1

𝑥
൰ − cos ൬

1

𝑥
൰ 

∞ሺ( هناك عدم تعيين 3 × 0ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 (
sin ቀ

1
𝑥ቁ

1
𝑥

) 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ሺ1ሻ = +∞ 

lim ن:لأ
𝑥→0

sinሺ𝑥ሻ

𝑥
= 1 
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 السؤال الرابع:

1  )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

 ∞−∞+حالة عدم تعيين 

𝑓ሺ𝑥ሻ = (2𝑥 − ȁ𝑥ȁ√1 +
5

𝑥2
) 

𝑥عندما  → ȁ𝑥ȁ فإن: ∞+ = 𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ = (2𝑥 − 𝑥√1 +
5

𝑥2
) = 𝑥 (2 − √1 +

5

𝑥2
) 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ሺ2 − 1ሻ = +∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2 −
2𝑥

2ξ𝑥2 + 5
= 2 −

𝑥

ξ𝑥2 + 5
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
2ξ𝑥2 + 5 − 𝑥

ξ𝑥2 + 5
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 2ඥ𝑥2 + 5 − 𝑥 = 0 

⇒ 2ඥ𝑥2 + 5 = 𝑥 ⇒ ඥ𝑥2 + 5 =
𝑥

2
 

نربّع الطرفين، بشرط: 
𝑥

2
> 0 ⇒ 𝑥 > 0 

𝑥2 + 5 =
𝑥2

4
⇒ 4𝑥2 + 20 = 𝑥2 ⇒ 3𝑥2 + 20 = 0 

⇒ 𝑥2 = −
20

3
 مستحيلة   

+∞  −∞ 𝑥 

 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

2 )𝑓  مستمر ومتزايد تماماً على المجال] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة  =  حل وحيد 0

𝑓ሺ1ሻ = 2 − ξ6 < 0 

𝑓ሺ2ሻ = 1 > 0 

𝑓ሺ1ሻ × 𝑓ሺ2ሻ < 0 

𝑓ሺ𝑥ሻإذاً للمعادلة  =  ]1,2[ضمن المجال حل وحيد  0

3 )𝑔  اشتقاقي على𝑅 

𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺsinሺ𝑥ሻሻ 

⇒ 𝑔′ሺ𝑥ሻ = 𝑓′ሺsinሺ𝑥ሻሻ. ሺsinሺ𝑥ሻሻ′ 

𝑔′ሺ𝑥ሻ =
ቀ2ඥsin2ሺ𝑥ሻ + 5 − sinሺ𝑥ሻቁ

ඥsin2ሺ𝑥ሻ + 5
. cosሺ𝑥ሻ 

 السؤال الخامس:

1)  𝑔ሺ0ሻ = 2 

𝑔′ሺ𝑥ሻ =
2𝑥 − 3

2ξ𝑥2 − 3𝑥 + 4
 

𝑔′ሺ0ሻ = −
3

4
 

lim
𝑥→0

𝑔ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 𝑔′ሺ0ሻ = −

3

4
 

2 )𝐶  يقبل مماساً مائلاً عند𝑥 = 𝑚ميله  0 = −
3

4
 

𝑦 = 𝑔′ሺ0ሻሺ𝑥 − 0ሻ + 𝑔ሺ0ሻ 

⇒ 𝑦 = −
3

4
𝑥 + 2 

 السؤال السادس:

𝑥( أياً كانت 1 ∈] 𝑥−كان:  ]∞+,∞− ∈] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ−𝑥ሻ = cosሺ−𝑥ሻ + sin2ሺ−𝑥ሻ

= cosሺ𝑥ሻ + sin2ሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ−𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓  زوجي ومتناظر لمحور𝑦𝑦′ 

𝑥أياً كانت  (2 ∈] 𝑥كان:  ]∞+,∞− + 2𝜋 ∈] −∞,+∞[ 

𝑓ሺ𝑥 + 2𝜋ሻ = cosሺ𝑥 + 2𝜋ሻ + sin2ሺ𝑥 + 2𝜋ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥 + 2𝜋ሻ = cosሺ𝑥ሻ + sin2ሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥 + 2𝜋ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓 دوري 
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3 )𝑓  0]معرف ومستمر واشتقاقي على, 𝜋] 

𝑓ሺ0ሻ = 1     ,     𝑓ሺ𝜋ሻ = −1 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = −sinሺ𝑥ሻ + 2 sinሺ𝑥ሻ cosሺ𝑥ሻ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = sinሺ𝑥ሻ ሺ−1 + 2 cosሺ𝑥ሻሻ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 

sinሺ𝑥ሻ إمّا: = 0 ⇒ 𝑥 = 𝜋𝑘 

𝑘عند  = 𝑥يكون  0 = 𝜋ሺ0ሻ ⇒ 𝑥 = 0 

𝑓ሺ0ሻ = 1 

𝑘عند  = 𝑥يكون  1 = 𝜋ሺ1ሻ ⇒ 𝑥 = 𝜋 

𝑓ሺ𝜋ሻ = −1 

2    أو: cosሺ𝑥ሻ = 1 ⇒ cosሺ𝑥ሻ =
1

2
⇒ 𝑥 =

𝜋

3
+ 2𝜋𝑘 

𝑘عند  = 𝑥يكون  0 =
𝜋

3
+ 2𝜋ሺ0ሻ =

𝜋

3
 

𝑓 ቀ
𝜋

3
ቁ = cos ቀ

𝜋

3
ቁ + sin2 ቀ

𝜋

3
ቁ =

1

2
+
3

4
=
5

4
 

𝑘عند  = 𝑥يكون  1 =
𝜋

3
+ 2𝜋 ∉ 𝐷𝑓 

𝜋  
𝜋

3
  0 𝑥 

0 − 0 + 0 𝑓′ሺ𝑥ሻ 

−1

 ↘  

5

4  ↗  

1

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 ع:السؤال الساب

1) 𝑓ሺ2ሻ = −1 

2) lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

 أي: حليّن. 𝑦Δو  𝐶𝑓( عدد الحلول هو عدد مرّات التقاطع بين 3

4 )𝐴ሺ1,0ሻ , 𝐵ሺ4,3ሻ 

𝑚 =
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

=
3 − 0

4 − 1
=
3

3
= 1 

𝑦 − 𝑦𝐴 = 𝑚ሺ𝑥 − 𝑥𝐴ሻ 

⇒ 𝑦 − 0 = 1ሺ𝑥 − 1ሻ ⇒ Δ: 𝑦 = 𝑥 − 1 

5 ) 𝑓ሺ[1,3]ሻ = [−1,0] 

6) 𝑓ሺ𝑥ሻ ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈] − ∞, 1] ∪ [3,+∞[ 

 

 

 السؤال الثامن:

 ( حل وحيد1

𝑓ሺ1ሻ ( قيمة حدّية واحدة:2 = 1 

3 )𝑥 = 1 

𝑓ሺ1ሻ = 1  ,   𝑓′ሺ1ሻ = 0 ൫مماس أفقي൯ 

𝑦 معادلته: = 𝑦0 ⇒ 𝑦 = 1 

4 ) 𝑓ሺ]0,1]ሻ =] − ∞, 1] 

5) 𝑓′ሺ𝑥ሻ < 0 ⇒ 𝑥 ∈]1, +∞[ 

6) 𝑓ሺ]0, +∞[ሻ =] − ∞, 1] 
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 منزلية في بحث الإشتقاقورقة عمل 

 السؤال الأول:

 اشتق كلًّّ من التوابع الآتية:

① 𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ3𝑥2 + 2𝑥 + 7ሻ4 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ = sin ൬
3𝑥 + 1

𝑥 + 5
൰ 

③ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥. cos൫ξ𝑥൯ 

 السؤال الثاني:

 التابع المعرف وفق: 𝒇ليكن  ①

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐭𝐚𝐧ሺ𝒙ሻ − 𝟏

𝒙 −
𝝅
𝟒

 

𝑔ሺ𝑥ሻ( بفرض 1 = tanሺ𝑥ሻ أوجد ،𝑔 ቀ
𝜋

4
ቁ  و𝑔′ ቀ

𝜋

4
ቁ 

عند  𝑓( استنتج نهاية 2
𝜋

4
 

 التابع المعرف وفق: 𝒇ليكن  ②

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ + 𝟏

𝒙 − 𝝅
 

𝑔ሺ𝑥ሻ( بفرض 1 = cosሺ𝑥ሻ أوجد ،𝑔ሺ𝜋ሻ  و𝑔′ሺ𝜋ሻ 

 𝜋عند  𝑓( استنتج نهاية 2

 السؤال الثالث:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 + ȁ𝒙ȁ

𝒙 + 𝟏
 

( ادرس قابلية الاشتقاق عند الصفر من اليمين واشرح التأويل 1

 الهندسي.

( ادرس قابلية الاشتقاق عند الصفر من اليسار واشرح التأويل 2

 الهندسي.

 قابل للاشتقاق عند الصفر؟ 𝑓( هل 3

 

 

 

 

 

 

 السؤال الرابع:

 الحالات الآتية: في كل من 𝜶اكتب معادلة المماس عند 

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟏
 

𝛼  فاصلة نقطة تقاطع𝑓 .مع محور الفواصل 

② 𝒈ሺ𝒙ሻ = ඥ𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 

𝛼  فاصلة نقطة تقاطع𝑓 .مع محور التراتيب 

 السؤال الخامس:

 وفق: 𝑹\{𝟐}المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟐
 

 𝑓 ( أوجد مشتق التابع1

 ( استنتج مشتق التوابع الآتية:2

𝑔ሺ𝑥ሻ =
𝑥 + 3ξ𝑥 + 1

ξ𝑥 − 2
 

ℎሺ𝑥ሻ =
cos2ሺ𝑥ሻ + 3 cosሺ𝑥ሻ + 1

cosሺ𝑥ሻ − 2
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 حل ورقة العمل المنزلية في بحث الإشتقاق

 السؤال الأول:

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟕ሻ𝟒 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 4ሺ3𝑥2 + 2𝑥 + 7ሻ3ሺ6𝑥 + 2ሻ 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧 ൬
𝟑𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟓
൰ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
3ሺ𝑥 + 5ሻ − 1ሺ3𝑥 + 1ሻ

ሺ𝑥 + 5ሻ2
. cos ൬

3𝑥 + 1

𝑥 + 5
൰ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
3𝑥 + 15 − 3𝑥 − 1

ሺ𝑥 + 5ሻ2
. cos ൬

3𝑥 + 1

𝑥 + 5
൰ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
14

ሺ𝑥 + 5ሻ2
. cos ൬

3𝑥 + 1

𝑥 + 5
൰ 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙. 𝐜𝐨𝐬൫ξ𝒙൯ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1. cos൫ξ𝑥൯ + ൬−
1

2ξ𝑥
. sin൫ξ𝑥൯൰ . 𝑥 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = cos൫ξ𝑥൯ −
ξ𝑥

2
. sin൫ξ𝑥൯ 

 السؤال الثاني:

① 1)  𝑔ሺ𝑥ሻ = tanሺ𝑥ሻ 

𝑔 ቀ
𝜋

4
ቁ = 1 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = 1 + tan2ሺ𝑥ሻ 

𝑔′ ቀ
𝜋

4
ቁ = 1 + 1 = 2 

2) lim
𝑥→

𝜋

4

𝑓ሺ𝑥ሻ = lim
𝑥→

𝜋

4

𝑔ሺ𝑥ሻ−𝑔ቀ
𝜋

4
ቁ

𝑥−
𝜋

4

= 𝑔′ ቀ
𝜋

4
ቁ = 2 

② 1)  𝑔ሺ𝑥ሻ = cosሺ𝑥ሻ 

𝑔ሺ𝜋ሻ = −1 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = −sinሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑔′ሺ𝜋ሻ = 0 

2) lim
𝑥→𝜋

𝑓ሺ𝑥ሻ = lim
𝑥→𝜋

𝑔ሺ𝑥ሻ−𝑔ሺ𝜋ሻ

𝑥−𝜋
= 𝑔′ሺ𝜋ሻ = 0 

 

 

 

 

 

 السؤال الثالث:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 + ȁ𝑥ȁ

𝑥 + 1
 

𝑥( عندما 1 > ȁ𝑥ȁ فإن: 0 = 𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

𝑥2 + 𝑥
𝑥 + 1 − 0

𝑥 − 0
=

𝑥2 + 𝑥

𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ
 

⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=
𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ

𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ
= 1 

⇒ lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= 1 

التابع اشتقاقي عند الصفر من اليمين ويقبل نصف مماس مائل عند 

𝑚الصفر من اليمين ميله  = 1 

𝑥( عندما 2 < ȁ𝑥ȁ فإن: 0 = −𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=

𝑥2 − 𝑥
𝑥 + 1 − 0

𝑥 − 0
=

𝑥2 − 𝑥

𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ
 

⇒
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
=
𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ

𝑥ሺ𝑥 + 1ሻ
=
𝑥 − 1

𝑥 + 1
 

⇒ lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
= −1 

التابع اشتقاقي عند الصفر من اليسار ويقبل نصف مماس مائل عند 

𝑚ه الصفر من اليسار ميل = −1 

 ( التابع غير اشتقاقي عند الصفر لأن:3

lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
≠ lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ0ሻ

𝑥 − 0
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 السؤال الرابع:

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟏
 

𝑓ሺ𝑥ሻ نقطة التقاطع مع محور فواصل: = 0 

⇒
𝑥 + 3

𝑥 + 1
= 0 ⇒ 𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −3 

𝑓ሺ−3ሻ = 0 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1ሺ𝑥 + 1ሻ − 1ሺ𝑥 + 3ሻ

ሺ𝑥 + 1ሻ2
=
𝑥 + 1 − 𝑥 − 3

ሺ𝑥 + 1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = −
2

ሺ𝑥 + 1ሻ2
 

𝑓′ሺ−3ሻ = −
1

2
 

𝑦 = 𝑓′ሺ−3ሻሺ𝑥 + 3ሻ + 𝑓ሺ−3ሻ 

⇒ 𝑦 = −
1

2
ሺ𝑥 + 3ሻ + 0 ⇒ 𝑦 = −

1

2
𝑥 −

3

2
 

② 𝒈ሺ𝒙ሻ = ඥ𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 

𝑥 نقطة التقاطع مع محور التراتيب: = 0 

𝑓ሺ0ሻ = 1 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
4𝑥

2ξ2𝑥2 + 1
=

2𝑥

ξ2𝑥2 + 1
 

𝑓′ሺ0ሻ = 0 

𝑦 = 𝑓′ሺ0ሻሺ𝑥 − 0ሻ + 𝑓ሺ0ሻ 

⇒ 𝑦 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الخامس:

1) 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
ሺ2𝑥+3ሻሺ𝑥−2ሻ−1൫𝑥2+3𝑥+1൯

ሺ𝑥−2ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
2𝑥2 − 4𝑥 + 3𝑥 − 6 − 𝑥2 − 3𝑥 − 1

ሺ𝑥 − 2ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
𝑥2 − 4𝑥 − 7

ሺ𝑥 − 2ሻ2
 

2) 𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓൫ξ𝑥൯ 

⇒ 𝑔′ሺ𝑥ሻ = 𝑓′൫ξ𝑥൯. ൫ξ𝑥൯
′
 

⇒ 𝑔′ሺ𝑥ሻ =
𝑥 − 4ξ𝑥 − 7

൫ξ𝑥 − 2൯
2 .

1

2ξ𝑥
=
𝑥 − 4ξ𝑥 − 7

2ξ𝑥൫ξ𝑥 − 2൯
2 

ℎሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺcosሺ𝑥ሻሻ 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ = 𝑓′ሺcosሺ𝑥ሻሻ. ሺcosሺ𝑥ሻሻ′ 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ =
cos2ሺ𝑥ሻ − 4 cosሺ𝑥ሻ − 7

ሺcosሺ𝑥ሻ − 2ሻ2
ሺ− sinሺ𝑥ሻሻ 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ =
− sinሺ𝑥ሻ ሺcos2ሺ𝑥ሻ − 4 cosሺ𝑥ሻ − 7ሻ

ሺcosሺ𝑥ሻ − 2ሻ2
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ت
ط المتتاليا

ط
خ
م

 

سابية
ح

 

ن 
ع
حدودها 

ن 
حد م

ل 
ج ك

ي ينت
ي المتتالية الت

ه

س(
سا
ي )أ

حقيق
عدد 

ضافة 
سبقه بإ

ي ي
حد الذ

ال
 

𝑢
𝑛
+
1
=
𝑢
𝑛
+
𝑟 

سابية:
ح
ن متتالية 

ت أ
لإثبا

 

-
جد 
نو

𝑢
𝑛
+
1
−
𝑢
𝑛

 

-
ط.
سّ
نب

 
-

ي 
حقيق

عدد 
سابقة 

ن العملية ال
ع
ج 
زم ينت

ولا
ن 
ليك

𝑟.
 

جاد 
لإي

𝑢
𝑛

 
لالة 

بد
𝑛 

نّ:
حد معي

جاد 
لإي
أو 

 

𝑢
𝑛
=
𝑢
𝑝
+
ሺ𝑛
−
𝑝
ሻ𝑟  ن

وإذا كا
𝑢
0

 
جود:

مو
 

𝑢
𝑛
=
𝑢
0
+
𝑛
.𝑟 

سابية:
ح
حدود متعاقبة لمتتالية 

ع 
جمو

ب م
سا
ح
ل

 

𝑆
=
𝑛
ሺ𝑎
+
𝑙 ሻ

2
 

ث: 
حي

𝑛 
حدود و

عدد ال
ي 
ه

𝑎 
ل 
لأو
حد ا

هو ال

𝑙و
 

ر.
خي
لأ
حد ا

ي ال
ه

 

ن 
إذا كا

𝑎 
و 
𝑏 

و 
𝑐 

حدود متعاقبة 
ث 
لا
ث

سابية:
ح
لمتتالية 

 

ط
س
لأو
حد ا

𝑏 ال
=
𝑎
+
𝑐

2
 

سابية:
ح
ن متتالية 

ت أ
لإثبا

 

سية
هند

 

ن 
ع
حدودها 

ن 
حد م

ل 
ج ك

ي ينت
ي المتتالية الت

ه

س(
سا
ي )أ

حقيق
ربه بعدد 

ض
سبقه ب

ي ي
حد الذ

ال
 

𝑢
𝑛
+
1
=
𝑞
𝑢
𝑛

 
سابية:

ح
ن متتالية 

ت أ
لإثبا

 

-
ن

جد 
و

𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛

 

-
ط.
سّ
نب

 
-

ي 
حقيق

عدد 
سابقة 

ن العملية ال
ع
ج 
زم ينت

لا

ن 
وليك

𝑞.
 

جاد 
لإي

𝑢
𝑛

 
لالة 

بد
𝑛 

نّ:
حد معي

جاد 
لإي
أو 

 

𝑢
𝑛
=
𝑢
𝑝
𝑞
𝑛
−
𝑝 

ن 
وإذا كا

𝑢
0

 
جود:

مو
 

𝑢
𝑛
=
𝑢
0 𝑞
𝑛

 

سية:
حدود متعاقبة لمتتالية هند

ع 
جمو

ب م
سا
ح
ل

 

𝑆
=
𝑎
(
1
−
𝑞
𝑛

1
−
𝑞
)

 

ث: 
حي

𝑛 
حدود و

عدد ال
ي 
ه

𝑞 
س 
سا
لأ
هو ا

 

و
𝑎 

ل.
لأو
حد ا

هو ال
 

ن 
إذا كا

𝑎 
و 
𝑏 

و 
𝑐 

حدود متعاقبة 
ث 
لا
ث

سية:
لمتتالية هند

 

ط
س
لأو
حد ا

𝑏 ال
2
=
𝑎
.𝑐

 

سية:
ن متتالية هند

ت أ
لإثبا

 
𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛
=
𝑞
∈
𝑅

 

جاميع
م

 

ب النهاية
سا
ح
ل

 

رها:
ص
ح
ن

 

حدود
عدد ال

حد
ر 
×أكب

≥
𝑢
𝑛
≥

حدود
عدد ال

حد
ر 
صغ

×أ
  

شكلها
ر 
نغي

 

 ①
سابية:

ح
حدود 

جاميع 
م

 

𝑢
𝑛
=
𝑛
ሺ𝑎
+
𝑙 ሻ

2
 ② 

سية:
حدود هند

جاميع 
م

 

𝑢
𝑛
=
𝑎
(
1
−
𝑞
𝑛

1
−
𝑞
)

 

 ③
حذوفة:

حدود م
جاميع 

م
 

ب
طي
ش
خدم الت

ست
ن

 

 

ح
ج
را
حد 
رفة 

لمع
 

ى:
عل
ل 
ص
ح
شكلها فن

ر 
نغي

 

𝑢
𝑛
=
عدد
−
⬚

 

عندها 
൫ عدد

൯
 

ر 
ص
هو العن

لأ
ح 
ج
را
ال

ن:
 

𝑢
𝑛
−
عدد

=
−
⬚

 

𝑢
𝑛
−
عدد

≤
0

 

⇒
𝑢
𝑛
≤
 عدد

ر
ص
حد قا

رفة 
لمع

 

ى:
عل
ل 
ص
ح
شكلها فن

ر 
نغي

 

𝑢
𝑛
=
عدد
+
⬚

 

عندها 
൫ عدد

൯
 

ر 
ص
هو العن

ن:
لأ
ر 
ص
القا

 

𝑢
𝑛
−
عدد

=
+
⬚

 

𝑢
𝑛
−
عدد

≥
0

 

⇒
𝑢
𝑛
≥
 عدد

ق النهاية:
ري
ط
ن 
ع
سابقة 

س
ت ال

ي المتتاليا
ب ف

ر
سة التقا

را
رة: يتم د

فك
 

① 
lim
𝑛
→
+
∞
𝑢
𝑛
=
𝑎

 
ن 
ربة م

فالمتتالية مقا
𝑎

 

② 
lim
𝑛
→
+
∞
𝑢
𝑛
=
∞

 
عدة
فالمتتالية متبا

 

ب 
سا
ح
عند 

lim
𝑛
→
+
∞
𝑞
𝑛

 

𝑞
>
1
⇒

lim
𝑛
→
+
∞
𝑞
𝑛
=
+
∞
   ,   𝑞

=
1
⇒

lim
𝑛
→
+
∞
𝑞
𝑛
=
1

 

−
1
<
𝑞
<
1
⇒

lim
𝑛
→
+
∞
𝑞
𝑛
0
  ,   𝑞

≤
−
1
س لها نهاية 

 لي

𝑞
=
−
1

 
طة
حا
ج إ
حتا
ت
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تت
ط
ط
خ
لم
 ا
مّة

 

ة:
جي
ري
تد
ة 
الي
تت
م

 

 ①
ن 
 أ
ت
ثبا
لإ

𝑎
≤
𝑢
𝑛
≤
𝑏

 

ج
ري
تد
بال
ت 
ثبا
لإ
 ا
دم
خ
ست
ن

 

② 
ن 
 أ
ت
ثبا
لإ

𝑢
𝑛

 
ة:
يد
زا
مت

 

ت 
ثب
ن

𝑢
𝑛
+
1
≥
𝑢
𝑛

 
ج
ري
تد
بال

 

③ 
ن 
 أ
ت
ثبا
لإ

𝑢
𝑛

 
ة:
ص
اق
تن
م

 

ت 
ثب
ن

𝑢
𝑛
+
1
≤
𝑢
𝑛

 
ج
ري
تد
بال

 

④ 
ن 
 أ
ت
ثبا
لإ

𝑢
𝑛

 
ة:
بت
ثا

 

ت 
ثب
ن

𝑢
𝑛
+
1
=
𝑢
𝑛

 
الت
ب

ج
ري
د

 

ب:
ر
قا
الت
ة 
رف
مع
ل

 

ن:
طي
ر
ش
 ال
حد
 أ
ق
حق
 ت
ب
ج
ي

 

① 
𝑢
𝑛

 
ى.
عل
لأ
 ا
ن
 م
دة
دو
ح
وم
ة 
يد
زا
مت

 

② 
𝑢
𝑛

 
ى.
دن
لأ
 ا
ن
 م
دة
دو
ح
وم
ة 
ص
اق
من

 

ة:
هاي
الن
ب 
سا
ح
ل

 

ة:
دل
عا
لم
 ا
ل
ح
 ن
ب،
ر
قا
الت
ة 
س
را
 د
عد
ب

 

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
𝑥

 

ة.
هاي
الن
و 
 ه
ل
بو
مق
 ال
ل
ح
وال

 

ة:
صّ
خا
ت 
لا
حا

 

ن:
 أ
ت
ثبا
 إ
ب
طل
ا 
اذ

 

𝑎
≤
𝑢
𝑛
+
1
≤
𝑢
𝑛
 

س
ن

ن 
 أ
ها
من
د 
في
ت

𝑢
𝑛

  
ة 
ود
حد
وم
ة 
ص
اق
تن
م

ى.
دن
لأ
 ا
ن
م

 

ن:
 أ
ت
ثبا
 إ
ب
طل
ا 
إذ

 

𝑢
𝑛
≤
𝑢
𝑛
+
1
≤
𝑏

 

ن 
 أ
ها
من
د 
في
ست
ن

𝑢
𝑛

 
ة 
ود
حد
وم
ة 
يد
زا
مت

ى.
عل
لأ
 ا
ن
م

 

ع:
تاب
 ب
هة
بي
ش
ة 
الي
تت
م

 

ن 
 أ
ت
ثبا
لإ

𝑎 
ح
ج
را

 

ق 
ر
الف
ل 
شكّ
ن

𝑢
𝑛
−
𝑎

 
ن:
 أ
جد
فن
ه 
رت
شا
 إ
س
ر
ند
و

 

𝑢
𝑛
−
𝑎
≤
0

 

ي:
أ

 
𝑢
𝑛
≤
𝑎

 

ثب
لإ

ن 
 أ
ت
ا

𝑏 
ر:
ص
قا

 

ق 
ر
الف
ل 
شكّ
ن

𝑢
𝑛
−
𝑏

 
ن:
 أ
جد
فن
ه 
رت
شا
 إ
س
ر
ند
و

 

𝑢
𝑛
−
𝑏
≥
0

 

ي:
أ

 
𝑢
𝑛
≥
𝑏

 

س 
ر
ند
 و
بع
 تا
ى
 إل
ها
ول
ح
 ن
ية
تال
مت
 ال
ود
حد
ة 
رف
مع
ل

ل 
جا
 م
ى
عل
ه 
رات
غي
ت

𝑢
𝑛

 
ي 
 ف
ت
را
غي
الت
ل 
دو
ج
ن 
وم

ة 
خان

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ

 
د 
دو
ح
د 
ج
ن

𝑢
𝑛

 
ية
تال
مت
 ال
اد
ر
ط
إ

 

حة
ري
ص

 

ع:
تاب
ه 
شب
ت

 

𝑢
𝑛
=
𝑓
ሺ 𝑛
ሻ  

د 
را
ط
 إ
ن
كو
في
ع 
تاب
 ال
اد
ر
ط
 إ
س
ر
ند

ع.
تاب
 ال
اد
ر
ط
 إ
س
نف
ة 
الي
تت
لم
ا

 

يع
ام
ج
م

 

د 
ج
نو

𝑢
𝑛
+
1
−
𝑢
𝑛

 
ز:
ميّ
ون

 

①
 𝑢
𝑛
+
1
−
𝑢
𝑛
≥
0
⇒
دة
زاي
مت

 

②
 𝑢
𝑛
+
1
−
𝑢
𝑛
≤
0
⇒
صة

اق
تن
 م

③
 𝑢
𝑛
+
1
−
𝑢
𝑛
=
0
⇒
تة
ثاب

 

بة
ج
مو
د 
دو
ح
 ال
يع
جم
ت 
كان
ا 
إذ

 

د 
ج
نو

𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛

 
ز:
ميّ
ون

 

①
 𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛
≥
1
⇒
دة
زاي
مت

 

②
 𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛
≤
1
⇒
صة

اق
تن
 م

③
 𝑢
𝑛
+
1

𝑢
𝑛
=
1
⇒
تة
ثاب

 

ن:
تي
ر
او
ج
مت
ن 
تي
الي
تت
 م
ن
 أ
ت
ثبا
لإ

 

ق:
حق
يت
ن 
 أ
ب
ج
ي

 

① 
ة.
ص
اق
تن
 م
ى
ر
خ
لأ
وا
ة 
يد
زا
مت
ا 
هم
دا
ح
إ

 

② 
ة.
وم
عد
 م
ما
قه
ر
 ف
ية
ها
ن
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𝒖𝟏وفيهاሺ𝟑ሻمتتالية حسابية أساسها ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎: ①مثال = −𝟐 

 .𝒏بدلالة  𝒖𝒏احسب  (1

𝑺استنتج المجموع:  (2 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 +⋯+ 𝒖𝟐𝟎 

 الحل:

1-                 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + ሺ𝑛 − 𝑝ሻ𝑟 

𝑢𝑛 = 𝑢1 + ሺ𝑛 − 1ሻ. 3 ⇒ 𝑢𝑛 = −2 + 3𝑛 − 3 

𝑢𝑛 = 3𝑛 − 5 

2- 𝑆 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢20    

𝑆 = 𝑛.
ሺ𝑎 + 𝑙ሻ

2
 

𝑛 عدد الحدود = 20 − 1 + 1 = 20 

𝑎 = 𝑢1 = −2 

𝑙 = 𝑢20 = 3ሺ20ሻ − 5 = 55 

𝑆 =
20ሺ−2 + 55ሻ

2
= 530 

 احسب المجموع:: ②مثال

𝑺 =
𝟏

𝟐
+ 𝟏 +

𝟑

𝟐
+ 𝟐 +

𝟓

𝟐
+ 𝟑 +⋯+ 𝟏𝟎 

 الحل:

 للتخلص من المقام: ሺ2ሻنضرب بـ

2𝑆 = 2 ൬
1

2
൰ + 2ሺ1ሻ + 2 ൬

3

2
൰ + 2ሺ2ሻ + ⋯+ 2ሺ10ሻ 

2𝑆 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯+ 20 

𝑟مجموع حدود متعاقبة لمتتالية حسابية أساسها  = 1  

𝑎حدها أول:  = ሺ1ሻ         :حدها الأخير𝑙 = ሺ20ሻ 

𝑛عددها  = 20 − 1 + 1 = 20 

2𝑆 = 𝑛 ൬
𝑎 + 𝑙

2
൰ = 20 ൬

1 + 20

2
൰ 

2𝑆 = 10ሺ21ሻ = 210 ⇒ 𝑆 =
210

2
= 105 

 

 

 

 

 

𝒖𝟏وفيهاሺ𝟑ሻاهسمتتالية هندسية أساሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎: ③مثال = −𝟐 

 .𝒏بدلالة  𝒖𝒏احسب ( 1

𝒏:𝑺𝒏احسب بدلالة ( 2 = 𝒖𝟐 + 𝒖𝟒 + 𝒖𝟔 +⋯+ 𝒖𝟐𝒏 

 .𝑺𝒏احسب نهاية ( 3

 الحل:

1) 𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 

𝑢𝑛 = −2 . 3
𝑛−1 

2) 𝑆𝑛 = 𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 +⋯+ 𝑢2𝑛 

 ((2مجموعة حدود غير متعاقبة المتتالية هندسية. )القفزة )
 نطبق نفس القانون مع اختلاف:

𝑞′ = 𝑞و   قفزة   𝑛 =
أول−أخير

قفزة
+ 1 

𝑆 = 𝑎.
1 − 𝑞′

𝑛

1 − 𝑞′
 

𝑎 = 𝑢2 = −2 . 3
2−1 = −6 

𝑛 =
2𝑛 − 2

2
+ 1 = 𝑛 − 1 + 1 = 𝑛 

𝑞′ = 𝑞2 = ሺ3ሻ2 = 9 

𝑆𝑛 = 𝑎.
1 − 𝑞′

𝑛

1 − 𝑞′
 

𝑆𝑛 = −6.
1 − 9𝑛

1 − 9
⇒ 𝑆𝑛 =

3

4
ሺ1 − 9𝑛ሻ 

3) 9 > 1 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 =
3

4
ሺ1 − ∞ሻ = −∞ 
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 مع عقدية. مجاميع :④مثال

𝑺 لدينا: = 𝟏 + 𝜶 + 𝜶𝟐 + 𝜶𝟑 +⋯+ 𝜶𝟔 

 .𝜶احسب المجموع بدلالة  -1

𝜶إذا كان  -2 = 𝒆
𝟐𝝅

𝟕
𝒊

 أثبت أن: 

𝟏 + 𝜶 + 𝜶𝟐 + 𝜶𝟑 +⋯+ 𝜶𝟔 = 𝟎 

 الحل:

𝑆 = 𝛼0 + 𝛼1 +⋯+ 𝛼6 

𝑞ها مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساس = 𝛼  

𝑎حدها الأول:  = 𝛼0 = 1 

𝑛عدد حدودها:  = 6 − 0 + 1 = 7 

𝑆 = 𝑎.
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
= 1.

1 − 𝛼7

1 − 𝛼
 

𝛼عندما:  -2 = 𝑒
2𝜋

7
𝑖

𝑆لازم يطلع   = 0. 

𝑆نحسب:  =
1−(𝑒

2𝜋
7
𝑖
)

7

1−𝑒
2𝜋
7
𝑖

 

 𝑆 =
1−𝑒

7.
2𝜋
7
𝑖

1−𝑒
2𝜋
7
𝑖
⇒ 𝑆 =

1−𝑒2𝜋𝑖

1−𝑒
2𝜋
7
𝑖

 

⇒ 𝑆 =
1 − 𝑒0𝑖

1 − 𝑒
2𝜋
7
𝑖
=

1 − 1

1 − 𝑒
2𝜋
7
𝑖
=  محققة 0

 ሺ𝒚𝒏ሻ𝒏≥𝟎و  ሺ𝒙𝒏ሻ𝒏≥𝟎نتأمّل المتتاليتين : ⑤مثال 

൝

𝒙𝟎 = 𝟑

𝒙𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟑
𝒙𝒏 − 𝟐

    ,    𝒚𝒏 = 𝒙𝒏 + 𝟑 

1( a)  أثبت أن المتتاليةሺ𝒚𝒏ሻ𝒏≥𝟎 .هندسية 

    b)  احسب𝒚𝒏  ثم احسب𝒙𝒏  بدلالة𝒏. 

𝑺𝒏 نضع: -2 = 𝒚𝟎 + 𝒚𝟏 +⋯+ 𝒚𝒏 

𝑺𝒏
′ = 𝒙𝟎 + 𝒙𝟏 +⋯+ 𝒙𝒏 

a-  احسب𝑺𝒏  و𝑺𝒏
 .𝒏بدلالة  ′

b-  استنتج نهايةሺ𝑺𝒏ሻ𝒏≥𝟎 

 الحل:

1) a) :نوجد 

𝑦𝑛+1
𝑦𝑛

=
𝑥𝑛+1 + 3

𝑥𝑛 + 3
=

1
3𝑥𝑛 − 2 + 3

𝑥𝑛 + 3
 

⇒
𝑦𝑛+1
𝑦𝑛

=

1
3𝑥𝑛 + 1

𝑥𝑛 + 3
=

1
3
ሺ𝑥𝑛 + 3ሻ

𝑥𝑛 + 3
 

𝑦𝑛+1
𝑦𝑛

=
1

3
∈ 𝑅 

𝑞هندسية أساسها  𝑦𝑛إذن المتتالية  =
1

3
 

b) 𝑦0 = 𝑥0 + 3 = 3 + 3 = 6         

𝑦𝑛 = 𝑦0. 𝑞
𝑛 = 𝑦𝑛 = 6൬

1

3
൰
𝑛

 

𝑦𝑛  لدينا: = 𝑥𝑛 + 3 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 − 3 

𝑥𝑛 = 6൬
1

3
൰
𝑛

− 3 

2 )a) 𝑆𝑛 = 𝑦0 + 𝑦1 +⋯+ 𝑦𝑛                  

𝑞مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها:  =
1

3
 

𝑛عددها:  = 𝑛 − 0 + 1 = 𝑛 + 1    

𝑦0حدها الأول:  = 6      

𝑆𝑛 = 𝑎.
ሺ1 − 𝑞𝑛ሻ

1 − 𝑞
= 6.

1 − ቀ
1
3ቁ

𝑛+1

1 −
1
3

 

𝑆𝑛 = 6.
1 − ቀ

1
3ቁ

𝑛+1

2
3

=
3

2
. 6 (1 − ൬

1

3
൰
𝑛+1

) 

𝑆𝑛 = 9(1 − ൬
1

3
൰
𝑛+1

) 

𝑆𝑛
′ = 𝑥0 + 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛 

 مجموع حدود متعاقبة ما بعرف نوعها بس بعرف نوع رفيقتها.

𝑥𝑛لدينا:  = 𝑦𝑛 − 3     
𝑥0 = 𝑦0 − 3 
𝑥1 = 𝑦1 − 3 
𝑥2 = 𝑦2 − 3 

⋮       ⋮       ⋮  
⋮       ⋮       ⋮ 
𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 − 3 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝑆𝑛
′ = 𝑆𝑛 − 3ሺ𝑛 + 1ሻ 

𝑆𝑛
′ = 9(1 − ൬

1

3
൰
𝑛+1

) − 3ሺ𝑛 + 1ሻ 

 ملّحظة:

 ضرب عدد الحدود.ሺ−3ሻمع كل حد فإن جمعهم هو ሺ−3ሻوجود 

−1 <
1

3
< +1 ⇒ lim

𝑛→+∞
𝑆𝑛 = 9ሺ1 − 0ሻ = 9 
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𝒖𝒏ليكن : ⑥مثال  =
𝟏

𝒏ሺ𝒏+𝟏ሻ
 

 غير معدوم. 𝒏في حالة 

 ليكون:  𝒃و  𝒂أوجد  (1

𝒖𝒏 =
𝒂

𝒏
+

𝒃

𝒏 + 𝟏
 

 ليكن: (2

𝑺𝒏 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏 

 .𝑺𝒏ثم احسب نهاية  𝒏بدلالة  𝑺𝒏احسب 

 الحل:

بالشكل الجديد يشبه الأصلي ونقارن  𝑢𝑛نجعل  𝑏و  𝑎اد لإيج( 1
 بينهما.

𝑢𝑛 =
𝑎

𝑛
+

𝑏

𝑛 + 1
=
𝑎𝑛 + 𝑎 + 𝑏𝑛

𝑛ሺ𝑛 + 1ሻ
 

𝑢𝑛 =
𝑎 + ሺ𝑎 + 𝑏ሻ𝑛

𝑛ሺ𝑛 + 1ሻ
 

𝑢𝑛 نقارن مع: =
1

𝑛ሺ𝑛+1ሻ
 

𝑎 + ሺ𝑎 + 𝑏ሻ𝑛 = 1 + 0𝒏 

𝑎الثوابت:           = 1…  ① 

𝑛 :𝑎أمثال  + 𝑏 = 0…  ②           

 :②في  ①وض نع

1 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

2)  𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 +⋯+ 𝑢𝑛 

𝑢𝑛 =
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
 

𝑢1 =
1

1
−
1

2
 

𝑢2 =
1

2
−
1

3
 

𝑢3 =
1

3
−
1

4
 

𝑢4 =
1

4
−
1

5
 

⋮       ⋮       ⋮ 
⋮       ⋮       ⋮ 

𝑢𝑛 =
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝑆𝑛 = 1 −
1

𝑛 + 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 1 − 0 = 1 

𝒖𝒏لتكن المتتالية: : ⑦مثال  = 𝐥𝐧 ቀ
𝒏+𝟏

𝒏
ቁ 

 .𝒖𝒏احسب نهاية  -1

𝑺𝒏نضع:  -2 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏         

 .𝒏بدلالة  𝑺𝒏اكتب 

 .𝑺𝒏ادرس نهاية  -3

 الحل:

1- lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lnሺ1ሻ = 0     

2- 𝑢𝑛 = lnሺ𝑛 + 1ሻ − lnሺ𝑛ሻ                     
 

𝑢1 = lnሺ2ሻ − lnሺ1ሻ 
𝑢2 = lnሺ3ሻ − lnሺ2ሻ 
𝑢3 = lnሺ4ሻ − lnሺ3ሻ 
𝑢4 = lnሺ5ሻ − lnሺ4ሻ 
⋮             ⋮               ⋮ 
⋮             ⋮               ⋮ 

𝑢𝑛 = lnሺ𝑛 + 1ሻ − lnሺ𝑛ሻ 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
𝑆𝑛 = − lnሺ1ሻ + lnሺ𝑛 + 1ሻ 

𝑆𝑛 = lnሺ𝑛 + 1ሻ 

3- lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = +∞                        

𝒖𝒏احسب نهاية المتتالية: : ⑧مثال =
𝟐𝒏+ሺ−𝟏ሻ𝒏

𝟑𝒏
 

 الحل:

 نعلم أن: 

 −𝟏 ≤ ሺ−𝟏ሻ𝒏 ≤ +𝟏 

 ሺ2𝑛ሻنضيف 

2𝑛 − 1 ≤ 2𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛 ≤ 2𝑛 + 1 

ሺ3𝑛نقسم على  > 0ሻ 

2𝑛 − 1

3𝑛
≤
2𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛

3𝑛
≤
2𝑛 + 1

3𝑛
 

2𝑛 − 1

3𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

2𝑛 + 1

3𝑛
 

lim
𝑛→+∞

2𝑛 − 1

3𝑛
=
2

3
 

lim
𝑛→+∞

2𝑛 + 1

3𝑛
=
2

3
 

 حسب الاحاطة:

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
2

3
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𝒖𝒏ادرس تقارب: : ⑨مثال =
𝟑𝒏−𝟐𝒏

𝟑𝒏−𝟏
 

  الحل:

هناك حالة عدم تعيين: 
∞−∞

∞
 

𝑢𝑛 =
3𝑛 ൬1 −

2𝑛

3𝑛൰

3𝑛 ቀ1 −
1𝑛

3𝑛ቁ
=
1 − ቀ

2
3ቁ

𝑛

1 − ቀ
1
3ቁ

𝑛 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1 − 0

1 − 0
= 1 

𝑢𝑛  متقاربة نحو العددሺ1ሻ. 

𝒖𝒏احسب نهاية: : ⑩مثال =
𝒏!−𝟐

𝒏!
    

 الحل:

𝑢𝑛 =
𝑛! − 2

𝑛!
⇒ 𝑢𝑛 = 1 −

2

𝑛!
 

!𝑛نعلم أن:  ≥ 𝑛: 

𝑛!

2
≥
𝑛

2
 

0 <
2

𝑛!
≤
2

𝑛
 

0 > −
2

𝑛!
≥ −

2

𝑛
 

1 > 1 −
2

𝑛!
> 1 −

2

𝑛
 

1 > 𝑢𝑛 ≥ 1 −
2

𝑛
 

lim
𝑛→+∞

ሺ1ሻ = lim
𝑛→+∞

൬1 −
2

𝑛
൰ = 1 

 حسب الاحاطة:

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 متتالية معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎: ⑪مثال

𝒖𝒏 =
𝟏

ξ𝒏𝟐 + 𝟏
+

𝟏

ξ𝒏𝟐 + 𝟐
+⋯+

𝟏

ξ𝒏𝟐 + 𝒏
 

 أثبت أن: -1

𝒏

ξ𝒏𝟐 + 𝒏
≤ 𝒖𝒏 ≤

𝒏

ξ𝒏𝟐 + 𝟏
 

 .𝒖𝒏استنتج تقارب  -2

 الحل:

1- 𝑢𝑛 :متتالية مجاميع 

أكبرها: 
1

ξ𝑛2+1
 

أصغرها: 
1

ξ𝑛2+𝑛
 

𝑛عددها:  = 𝑛 − 1 + 1 = 𝑛 

𝑛.
1

ξ𝑛2 + 𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑛.

1

ξ𝑛2 + 1
 

𝑛

ξ𝑛2 + 𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤

𝑛

ξ𝑛2 + 1
 

2-  

lim
𝑛→+∞

𝑛

ξ𝑛2 + 𝑛
= lim
𝑛→+∞

𝑛

√𝑛2 ቀ1 +
1
𝑛ቁ

 

= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑛√1 +
1
𝑛

= 1 

lim
𝑛→+∞

𝑛

ξ𝑛2 + 1
= lim
𝑛→+∞

𝑛

√𝑛2 ቀ1 +
1
𝑛2
ቁ

 

= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑛√1 +
1
𝑛2

= 1 

 حسب الإحاطة:

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 

𝑢𝑛  متقاربة نحوሺ1ሻ. 

 

 

 

 

 

−1 <
2

3
< 1 

−1 <
1

3
< 1 
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 المتتليتان المتجاورتان

 ان وفق:متتاليتان معرفت ሺ𝑺𝒏ሻ𝒏≥𝟏و  ሺ𝒕𝒏ሻ𝒏≥𝟏: ①مثال

𝑺𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝒏𝟐
    ,     𝒕𝒏 =

𝒏 − 𝟏

𝒏
 

 أثبت أن المتتاليتين متجاورتان.

 الحل:

 :𝑡𝑛ندرس إطراد 

𝑓ሺ𝑥ሻبفرض:  =
𝑥−1

𝑥
     

𝑓  0[إشتقاقي على, +∞[ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
𝑥 − 1ሺ𝑥 − 1ሻ

𝑥2
=
1

𝑥2
> 0 

𝑓  ً ,0[على المجال  متزايد تماما +∞[ ⇐ 𝑡𝑛 تزايدة تماماً بدءاً م

𝑛من  = 1 

 :𝑆𝑛ندرس إطراد 

𝑔ሺ𝑥ሻبفرض:  = 1 +
1

𝑥2
     

𝑔  0[اشتقاقي على, +∞[. 

𝑔′ሺ𝑥ሻ =
−2𝑥

𝑥4
< 0 

𝑔  ً ,0[على المجال  متناقص تماما +∞[ ⇐ 𝑆𝑛  ًمتناقصة تماما

𝑛بدءاً من  = 1 

 نوجد:

𝑆𝑛 − 𝑡𝑛 = 1 +
1

𝑛2
−
𝑛 − 1

𝑛
 

lim
𝑛→+∞

ሺ𝑆𝑛 − 𝑡𝑛ሻ = 1 + 0 − 1 = 0 

 متجاورتان. 𝑆𝑛و  𝑡𝑛المتتاليتان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معرفتان وفق: ሺ𝒗𝒏ሻ𝒏≥𝟏و  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟏: ②مثال

𝒖𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐𝟐
+
𝟏

𝟑𝟐
+⋯+

𝟏

𝒏𝟐
 

𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 +
𝟏

𝒏
 

 .𝒖𝒏ادرس إطراد  -1

 .𝒗𝒏إدرس إطراد  -2

 أثبت أن المتتاليتين متجاورتان. -3

 الحل:

𝑢𝑛+1 = 1 +
1

22
+
1

32
+⋯+

1

𝑛2
+

1

ሺ𝑛 + 1ሻ2
 

𝑢𝑛 = 1 +
1

22
+
1

32
+⋯+

1

𝑛2
 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

ሺ𝑛 + 1ሻ2
> 0 

𝑢𝑛  متزايدة تماماً بدءاً من𝑛 = 1 

2- 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +
1

ሺ𝑛+1ሻ
                           

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

𝑛
 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ሺ𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛ሻ +
1

ሺ𝑛 + 1ሻ
−
1

𝑛
 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
1

ሺ𝑛 + 1ሻ2
+
𝑛 − 𝑛 − 1

𝑛ሺ𝑛 + 1ሻ
 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
𝑛 − 𝑛 − 1

𝑛ሺ𝑛 + 1ሻ2
< 0 

𝑣𝑛  متناقصة تماماً بدءاً من𝑛 = 1 

 لدينا: -3

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

𝑛
 

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 =
1

𝑛
 

lim
𝑛→+∞

[𝑣𝑛 − 𝑢𝑛] = 0 

 متجاورتان. 𝑣𝑛و  𝑢𝑛المتتاليتان  ⇐
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 الإثبات بالتدريج )الإستقراء الرياضي(

𝒏في حالة : ①مثال ≥  لدينا: 𝟏

𝑺𝒏 = 𝟏
𝟐 + 𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 +⋯+𝒏𝟐 

 .𝒏و 𝑺𝒏بدلالة 𝑺𝒏+𝟏ثم عبر عن  𝑺𝟒و  𝑺𝟑و  𝑺𝟐و 𝑺𝟏احسب -1

𝑺𝒏أثبت بالتدريج أن:  -2 =
𝒏ሺ𝒏+𝟏ሻ.ሺ𝟐𝒏+𝟏ሻ

𝟔
 

 الحل:

1- 𝑆1 = 1
2 = 1     

𝑆2 = 1
2 + 22 = 5 

𝑆3 = 1
2 + 22 + 32 = 14 

𝑆4 = 1
2 + 22 + 32 + 42 = 30 

𝑆𝑛+1 = 1
2 + 22 +⋯+ 𝑛2 + ሺ𝑛 + 1ሻ2 
𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + ሺ𝑛 + 1ሻ

2 

:𝐸ሺ𝑛ሻ نسمي القضية: -2 𝑆𝑛 =
𝑛ሺ𝑛+1ሻሺ2𝑛+1ሻ

6
 

𝐸ሺ1ሻ: 𝑙1نثبت صحة  = 𝑆1 = 1 

𝑙2 =
1ሺ1 + 1ሻ. ሺ2 + 1ሻ

6
= 1 

𝑙1 = 𝑙2 .محققة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑆𝑛نفرض صحة  =
𝑛ሺ𝑛+1ሻ.ሺ2𝑛+1ሻ

6
…∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

𝑆𝑛+1 =
ሺ𝑛 + 1ሻሺ𝑛 + 2ሻሺ2ሺ𝑛 + 1ሻ + 1ሻ

6
 

𝑆𝑛+1 =
ሺ𝑛 + 1ሻሺ𝑛 + 2ሻሺ2𝑛 + 3ሻ

6
 

 .𝑙2حتى نصل إلى  ∗ونستعين بـ 𝑙1نبدأ من 

𝑙1 = 𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + ሺ𝑛 + 1ሻ
2 

𝑙1 =
𝑛ሺ𝑛 + 1ሻሺ2𝑛 + 1ሻ

6
+
6ሺ𝑛 + 1ሻ2

6
 

𝑙1 =
ሺ𝑛 + 1ሻ൫𝑛ሺ2𝑛 + 1ሻ + 6ሺ𝑛 + 1ሻ൯

6
 

𝑙1 =
ሺ𝑛 + 1ሻሺ2𝑛2 + 7𝑛 + 6ሻ

6
 

 اني:وبالنشر للطرف الث

𝑙2 =
ሺ𝑛 + 1ሻሺ2𝑛2 + 3𝑛 + 4𝑛 + 6ሻ

6
 

𝑙2 =
ሺ𝑛 + 1ሻሺ2𝑛2 + 7𝑛 + 6ሻ

6
= 𝑙1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 ≥ 1 

𝜽ليكن : ②مثال ∈]𝟎,
𝝅

𝟐
 معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎و  ]

𝒖𝟎 = 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝜽   ,    𝒖𝒏+𝟏 = ඥ𝟐 + 𝒖𝒏 

 .𝒖𝟐 و 𝒖𝟏احسب  -1

𝒖𝒏أثبت بالتدريج أن:  -2 = 𝟐𝐜𝐨𝐬 ቀ
𝜽

𝟐𝒏
ቁ 

 ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎احسب نهاية  -3

 الحل:

عندما يكون لدينا علاقة تدريجية للمتتالية لحساب أي حد  -1
 نعوض الحد يلي قبلو.

𝑢1 = ඥ2 + 𝑢0 = ξ2 + 2 cos 𝜃 

𝑢1 = ඥ2ሺ1 + cos 𝜃ሻ = √2.2. cos2 ൬
𝜃

2
൰ 

𝑢1 = 2 cos ൬
𝜃

2
൰ 

𝑢2 = ඥ2 + 𝑢1 = √2 + 2 cos ൬
𝜃

2
൰ 

𝑢2 = √2. ൬1 + cos ൬
𝜃

2
൰൰ = √2.2 cos2 ൬

𝜃

4
൰ 

𝑢2 = 2. cos ൬
𝜃

4
൰ 

1تذكر:  + cos = 2. cos2 ൬
2
൰ 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  نسمي القضية: -2 𝑢𝑛 = 2 cos ቀ
𝜃

2𝑛
ቁ 

𝐸ሺ0ሻ: 𝑙1نثبت صحة  = 𝑢0 = 2 cos 𝜃 

𝑙2 = 2 cos ൬
𝜃

20
൰ = 2 cos 𝜃 = 𝑙2 

 محققة.

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑢𝑛نفرض صحة  = 2. cos ቀ
𝜃

2𝑛
ቁ… ∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

𝑢𝑛+1 = 2 cos ൬
𝜃

2𝑛+1
൰ 

𝑙1 = 𝑢𝑛+1 = ඥ2 + 𝑢𝑛 

𝑙1 = √2 + 2 cos ൬
𝜃

2𝑛
൰ = √2൬1 + cos ൬

𝜃

2𝑛
൰൰ 

𝑙1 = √2.2 cos2 ൬
𝜃

2.2𝑛
൰ = 2 cos ൬

𝜃

2𝑛+1
൰ = 𝑙2 

ሺ𝑛محققة من اجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 .عدد طبيعي 
3-  2 > 1 ⇒ lim

𝑛→+∞
ሺ2𝑛ሻ = +∞ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 cosሺ0ሻ = 2 
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𝒙ليكن : ③مثال >  طبيعي  𝒏في حالة عدد  𝟏−

𝑬ሺ𝒏ሻ: ሺ𝟏متراجحة نرمز إلى ال + 𝒙ሻ𝒏 ≥ 𝟏 + 𝒏𝒙 

 محققة. 𝑬ሺ𝒏ሻأثبت أن المتراجحة 

 الحل:

 :𝐸ሺ0ሻنثبت صحة 

ሺ1 + 𝑥ሻ0 ≥ 1 + 0𝑥 ⇒ 1 ≥  محققة  1
 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥…∗ 
𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛+1 ≥ 1 + ሺ𝑛 + 1ሻ𝑥 
في إثبات صحة المتراجحات ننطلق من الفرض للوصول إلى 

ሺ𝑛من أجل  الشكل + 1ሻ 
 :∗نبدأ من 

ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛 ≥ ሺ1 + 𝑛𝑥ሻ 
ሺ𝟏نضرب بـ + 𝒙ሻ  :𝟏حيث + 𝒙 > 𝟎 ⇐ 𝒙 > −𝟏 

ሺ1 + 𝑥ሻሺ1 + 𝑥ሻ𝑛 ≥ ሺ1 + 𝑥ሻሺ1 + 𝑛𝑥ሻ 
ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛+1 ≥ 1 + 𝑛𝑥 + 𝑥 + 𝑛𝑥2 

ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛+1 ≥ 1 + ሺ𝑛 + 1ሻ𝑥 + 𝑛𝑥2 
 حذف مقدار موجب من الطرف الصغير يعني تصغير الصغير.

𝑛𝑥2نحذف  > 0: 
ሺ1 + 𝑥ሻ𝑛+1 ≥ 1 + ሺ𝑛 + 1ሻ𝑥 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛. 

𝟒𝒏أثبت بالتدريج صحة )): ④مثال +  (( 𝟑مضاعف للعدد  𝟓

 طبيعي. 𝒏مهما كان 

 الحل:

 هي: 𝐸ሺ𝑛ሻبفرض أن 

4𝑛 + 5 = 3𝑘 

 :𝐸ሺ0ሻنثبت 

𝑙1 = 4
0 + 5 = 1 + 5 = 6 = 3𝑘 = 𝑙2 محققة 

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

4𝑛 + 5 = 3𝑘 …∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

4𝑛+1 + 5 = 3𝑘′ 

 :∗ساوي الأس مثل يلي بـ

𝑙1 = 4
𝑛+1 + 5 = 4.4𝑛 + 5 

 نعزل يلي له أس: ∗من 

4𝑛 = 3𝑘 − 5 

 :𝑙1نعوض في 

𝑙1 = 4ሺ3𝑘 − 5ሻ + 5 = 12𝑘 − 20 + 5 

𝑙1 = 12𝑘 − 15 = 3ሺ4𝑘 − 5ሻ = 3𝑘
′ = 𝑙2 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 يعيعدد طب 

4𝑛و  +  ሺ3ሻمضاعف لـ 5

 تقارب المتتالية المعرفة بالتدريج

 معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎المتتالية : ①مثال

𝒖𝟎 = 𝟑    ,     𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐

𝒖𝒏 + 𝟏
 

𝒖𝒏أثبت أن:  -1 >  .𝒏أياً يكن  𝟎

𝒕𝒏 معرفة وفق: ሺ𝒕𝒏ሻ𝒏≥𝟎المتتالية  -2 =
𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

واحسب  𝒏هندسية واكتبها بدلالة  ሺ𝒕𝒏ሻ𝒏≥𝟎أثبت أن المتتالية 
 نهايتها.

 واستنتج أنها متقاربة. ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎احسب نهاية  -3

 الحل:

:𝐸ሺ𝑛ሻ  نسمي القضية: -1 𝑢𝑛 > 0 

𝐸ሺ0ሻ: 𝑢0نثبت صحة  > 0 ⇒ 3 >  محققة  0

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑢𝑛نفرض صحة  > 0…∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ:  

𝑢𝑛+1 > 0 ⇒
2

𝑢𝑛 + 1
> 0 

لإثبات أن متراجحة أكبر من الصفر يكفي إثبات أن بسطها موجب 
 ومقامها موجب.

2لدينا:  >  بسط موجب. 0

𝑢𝑛من الفرض:  + 1 > 0 ⇐ 𝑢𝑛 >  مقام موجب. 0

⇐ 
2

𝑢𝑛+1
> 0 

موجب

موجب
 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 

2- 𝑡𝑛 =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+2
      

 نوجد: 

𝑡𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1 + 2
=

2
𝑢𝑛 + 1

−
1
1

2
𝑢𝑛 + 1

+
2
1

 

𝑡𝑛+1 =

2 − 𝑢𝑛 − 1
𝑢𝑛 + 1

2 + 2𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛 + 1

=
1 − 𝑢𝑛
2ሺ𝑢𝑛 + 2ሻ
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𝑡𝑛+1
𝑡𝑛

=

1 − 𝑢𝑛
2ሺ𝑢𝑛 + 2ሻ

𝑢𝑛 − 1
𝑢𝑛 + 2

=
ሺ1 − 𝑢𝑛ሻ

2ሺ𝑢𝑛 + 2ሻ
×
ሺ𝑢𝑛 + 2ሻ

ሺ𝑢𝑛 − 1ሻ
 

⇒
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛

= −
1

2
∈ 𝑅 

𝑞هندسية أساسها  𝑡𝑛إذن  = −
1

2
. 

𝑡0 =
𝑢0 − 1

𝑢0 + 2
=
3 − 1

3 + 2
=
2

5
 

𝑡𝑛 = 𝑡0. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑡𝑛 =

2

5
൬−
1

2
൰
𝑛

 

−1 < −
1

2
< +1 ⇒ lim

𝑛→+∞
𝑡𝑛 =

2

5
ሺ0ሻ = 0 

3-   
𝑡𝑛

1
=
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+2
 

 :𝑢𝑛جداء تقاطعي لنعزل  ⇐

𝑡𝑛. 𝑢𝑛 + 2𝑡𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 

𝑡𝑛. 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = −2𝑡𝑛 − 1 
⇒ ሺ𝑡𝑛 − 1ሻ𝑢𝑛 = −2𝑡𝑛 − 1 

𝑢𝑛 =
−2𝑡𝑛 − 1

𝑡𝑛 − 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
−2ሺ0ሻ − 1

0 − 1
= 1 

⇐ 𝑢𝑛  1متقاربة نحو 

 المعرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎نتامل المتتالية : ②مثال

{

𝒖𝟎 = 𝟑

𝒖𝒏+𝟏 =
𝒖𝒏
𝟐
+
𝟐

𝒖𝒏

 

𝒏عند كل  ≥  والمطلوب: 𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ   أثبت أن التابع: -1 =
𝒙

𝟐
+
𝟐

𝒙
,𝟐]متزايد تماماّ على +∞[ 

𝟐 أثبت بالتدريج أن: -2 ≤ 𝒖𝒏+𝟏 ≤ 𝒖𝒏 

 .𝒏أياً كان العدد الطبيعي 

 استنتج أن المتتالية متقاربة واحسب نهايتها. -3

 الحل:

1- 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥

2
+
2

𝑥
                     

𝑓  2]اشتقاقي على, +∞[  

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1

2
−
2

𝑥2
⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =

𝑥2 − 4

2𝑥2
 

𝑓′ ≥ 0 𝑓 𝑥متزايد تماماً عندما  ⇐ ∈ [2, +∞[ 

 

 سمي القضية:ن -2

𝐸ሺ𝑛ሻ: 2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

 :𝐸ሺ0ሻنثبت صحة 

2 ≤ 𝑢1 ≤ 𝑢0 

2 ≤
𝑢0
2
+
2

𝑢𝑜
≤ 𝑢0 

2 ≤
3

2
+
2

3
≤ 3 

2 ≤
13

6
≤  محققة    3

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛…∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

2 ≤ 𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

 :∗نبدأ من 

2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

يكون لدينا التابع متزايد للمتتالية التدريجية يفيدنا في عندما 

ሺ𝒏الإثبات من أجل  + 𝟏ሻ  فقط نصور∗. 

𝑓  متزايد⇐ 𝑓ሺ2ሻ ≤ 𝑓ሺ𝑢𝑛+1ሻ ≤ 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ 

2 ≤ 𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة من أجل𝑛. 

𝑢𝑛+1تحقق  𝑢𝑛المتتالية  -3 ≤ 𝑢𝑛  2فهي متناقصة ≤ 𝑢𝑛 
 ومحدودة من الأدنى فهي متقاربة.

 حساب النهاية يتم بحل المعادلة:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 ⇒
𝑥

2
+
2

𝑥
= 𝑥 

 :2𝑥نضرب بـ

2𝑥.
𝑥

2
+ 2𝑥.

2

𝑥
= 2𝑥. 𝑥 ⇒ 𝑥2 + 4 = 2𝑥2 

𝑥2 − 4 = 0 ⇒ 𝑥2 = 4 

𝑥إما  = 𝑥مقبول    ،    أو  2 =  مرفوض. 2−

lim
𝑛→
𝑢𝑛 = 2 
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 معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎: ③مثال

𝒖𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟑
+
𝟏

𝟑𝟐
+⋯+

𝟏

𝟑𝒏
 

 متزايدة تماماً. 𝒖𝒏أثبت أن  -1

 تكتب بالشكل: 𝒖𝒏أثبت أن  -2

𝒖𝒏 =
𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟐
൬
𝟏

𝟑
൰
𝒏

 

 تقبل عنصراً راجحاً. 𝒖𝒏استنتج أن  -3

 متقاربة. 𝒖𝒏أثبت أن  -4

 الحل:

1- 

𝑢𝑛+1 = 1 +
1

3
+⋯+

1

3𝑛
+

1

3𝑛+1
 

𝑢𝑛 = 1 +
1

3
+⋯+

1

3𝑛
 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3𝑛+1
> 0 

⇐ 𝑢𝑛 .ًمتزايدة تماما 

2- 

𝑢𝑛 =
10

30
+
11

31
+
12

32
+⋯+

1𝑛

3𝑛
 

𝑢𝑛 = ൬
1

3
൰
0

+ ൬
1

3
൰
1

+ ൬
1

3
൰
2

+⋯+ ൬
1

3
൰
𝑛

 

𝑞مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  =
1

3
 

𝑎أولها:  = ቀ
1

3
ቁ
0

= 1 

𝑛عددها:  = 𝑛 − 0 + 1 = 𝑛 + 1    

𝑢𝑛 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑢𝑛 = 1(
1 − ቀ

1
3ቁ

𝑛+1

1 −
1
3

) 

𝑢𝑛 =
3

2
(1 − ൬

1

3
൰
𝑛+1

) 

𝑢𝑛 =
3

2
−
3

2
൬
1

3
൰
𝑛+1

=
3

2
−
3

2
൬
1

3
൰
1

൬
1

3
൰
𝑛

 

⇒ 𝑢𝑛 =
3

2
−
1

2
൬
1

3
൰
𝑛

 

൫𝒖𝒏لازم يكون  -3 <  ൯عدد

 لدينا :

𝑢𝑛 −
3

2
= −

3

2
൬
1

3
൰
𝑛+1

< 0 

𝑢𝑛 −
3

2
< 0 

𝑢𝑛 <
3

2
 

ቀإذن 
3

2
ቁ  هو حد راجح على𝑢𝑛 

 متزايدة تماماً ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة. 𝑢𝑛المتتالية  -4

𝒏معرفة عند  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎المتتالية  :④مثال ≥  وفق: 𝟏

𝒖𝒏 = 𝟏 +
𝟏

𝟏!
+
𝟏

𝟐!
+
𝟏

𝟑!
+ ⋯+

𝟏

𝒏!
 

أثبت بالتدريج أن:  -1
𝟏

𝒏!
≤

𝟏

𝟐𝒏−𝟏
 

 .ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎راجح على المتتالية  ሺ𝟑ሻاستنتج أن العدد  -2

 متقاربة. ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎أثبت أن  -3

 الحل:

 مي القضية:نس -1

𝐸ሺ𝑛ሻ:
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

 :𝐸ሺ1ሻنثبت صحة 

1

1!
≤
1

20
⇒ 1 ≤  محققة 1

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
…∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

1

ሺ𝑛 + 1ሻ!
≤
1

2𝑛
 

 :∗نبدأ من 

1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

ሺ𝑛نضرب المقامات بـ + 1ሻ: 

1

ሺ𝑛 + 1ሻ𝑛!
≤

1

ሺ𝑛 + 1ሻ2𝑛. 2−1
 

1

ሺ𝑛 + 1ሻ!
≤

1

ቀ
𝑛 + 1
2 ቁ2𝑛

 

 تكبير الكبير. ⇐تصغير المقام يعني تكبير الكسر 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 ≥ 1 
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 راجح على المتتالية لازم يتحقق: ሺ3ሻليكون العدد  -2

𝑢𝑛 ≤ 3 

              لدينا:
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

 .𝑢𝑛ا أعداد تواصلنا إلى نستفيد من المتراجحة ونعوض فيه

1

1!
≤
1

20
 

1

2!
≤
1

21
 

1

3!
≤
1

22
 

1

4!
≤
1

23
 

⋮       ⋮       ⋮ 
⋮       ⋮       ⋮ 
1

𝑛!
≤

1

2𝑛−1
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــ
1

1!
+
1

2!
+
1

3!
+ ⋯+

1

𝑛!
≤
1

20
+
1

21
+
1

22
+⋯+

1

2𝑛−1
 

 للطرفين: ሺ1ሻنضيف 

1 +
1

1!
+
1

2!
+ ⋯+

1

𝑛!
≤ 1 +

10

20
+
11

21
+⋯+

1𝑛−1

2𝑛−1
 

𝑢𝑛 ≤ 1 + ൬
1

2
൰
0

+ ൬
1

2
൰
1

+ ൬
1

2
൰
2

+⋯+ ൬
1

2
൰
𝑛−1

⏟                      
𝑆𝑛

 

𝑢𝑛 ≤ 1 + 𝑆𝑛…∗∗ 

 :𝑆𝑛حساب 

𝑞مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  =
1

2
 

𝑎أولها:  = ቀ
1

2
ቁ
0

= 1 

𝑛عددها:  = 𝑛 − 1 − 0 + 1 = 𝑛     

𝑆𝑛 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑆𝑛 = 1(
1 − ቀ

1
2ቁ

𝑛

1 −
1
2

) = 2(1 − ൬
1

2
൰
𝑛

) 

⇒ 𝑆𝑛 = 2 − 2 ൬
1

2
൰
𝑛

 

 :∗∗نعوض في 

𝑢𝑛 ≤ 1 + 2 − 2൬
1

2
൰
𝑛

 

𝑢𝑛 ≤ 3 − 2൬
1

2
൰
𝑛

 

𝑢𝑛بير إلغاء السالب يعني تكبير الك ≤ 3   

 راجح على المتتالية. ሺ3ሻإذن العدد 

 ندرس إطراد: -3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

ሺ𝑛 + 1ሻ!
> 0 

 ሺ3ሻمتزايدة تماماً ومحدودة من الأعلى بالعدد   𝑢𝑛المتتالية  ⇐
 ሺ3ሻفهي متقاربة نحو 

 تعيين حدود متتالية على الرسم:

 وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎نعرّف المتتالية 

{
 

 𝒖𝟎 =
𝟏

𝟐

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟓𝒖𝒏 + 𝟒

𝒖𝒏 + 𝟐

 

باستتتعمال الرستتمّ مثلّ على محور الفواصتتل ودون حستتاب الحدود 

𝒖𝟎  و𝒖𝟏  و𝒖𝟐  و𝒖𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 طريقة الحل:

 على محور الفواصل. 𝑢0( نعيّن 1

 فيقطعه بنقطة. نرسم مستقيم شاقولي إلى الخط البياني 𝑢0( من 2

( من النقطة السااااابقة، نرساااام مسااااتقيم أفقي إلى منصااااف الربعين 3

 الأول والثالث، فيقطعه بنقطة.

 ( مااان هااااذه الاااناااقاااطااااة نااارسااااااااام مساااااااااتاااقااايااام شاااااااااااقاااولاااي 4

 𝑢1إلى محور الفواصل فيعيّن 

 ( نكرر العملية لتعيين باقي الحدود.5

 

 

 

𝑢0 𝑢1 𝑢2 
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 ورقة عمل يدوية في بحث المتتاليات ونهايتها

 الأول:السؤال 

𝒖𝟑متتالية هندسية فيها  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن  = 𝒖𝟏و  𝟏𝟔 = 𝟒  

 𝑢5وأوجد  𝑛بدلالة  𝑢𝑛 اكتب( 1

 :𝑆𝑛( نعرّف المتتالية 2

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

 ثم احسب نهايتها. 𝑛بدلالة  𝑆𝑛اكتب 

 السؤال الثاني:

𝑎  و𝑏  و𝑐 ة لمتتالية هندسية أساسها تعاقبثلاثة حدود م𝑞   أن:و 

3𝑎  2و𝑏  و𝑐 حدود متوالية من متتالية حسابية. ةثلاث 

 𝑞المطلوب حساب 

 السؤال الثالث:

ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎  متتالية هندسية أساسها𝒒 :فيها 

𝒖𝟎 = 𝒌  ,   𝒖𝟏 = 𝒌 + 𝟏  ,   𝒖𝟐 = 𝒌 + 𝟑 

 𝑘( احسب 1

𝑘( بفرض 2 =  𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبّر عن  1

 ( احسب المجموع:3

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢19 

 السؤال الرابع:

 في كل من الحالات الآتية: 𝒏بدلالة  𝑺𝒏اكتب 

① 𝑆 =
1

3
+
1

9
+⋯+

1

3𝑛
 

② 𝑆 = 3 + 6 + 9 +⋯+ 3𝑛 

 السؤال الخامس:

 معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن المتتالية 

൝

𝒖𝟎 = 𝟎  ,   𝒖𝟏 = 𝟏

𝒖𝒏+𝟐 =
𝟐

𝟓
𝒖𝒏+𝟏 −

𝟏

𝟐𝟓
𝒖𝒏

 

 متتالية معرفة وفق: ሺ𝒗𝒏ሻ𝒏≥𝟎ولتكن المتتالية 

𝒗𝒏 = 𝒖𝒏+𝟏 −
𝟏

𝟓
𝒖𝒏 

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛متتالية هندسية واكتب  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0أثبت أن 

 

 

 السؤال السادس:

 لإستقراء الرياضي:أثبت كلًّّ من القضايا الآتية مستخدماً ا

𝑛( أثبت بالتدريج من أجل 1 ≥ 10𝑛أن:  0 − من مضاعفات  1

  9العدد 

𝑛( أثبت بالتدريج من أجل 2 ≥ 3𝑛    أن: 3 ≥ ሺ𝑛 + 2ሻ2 

 السؤال السابع:

 المعرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن لدينا المتتالية 

{

𝒖𝟎 = 𝟏

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏 + 𝟐

𝟐𝒖𝒏 + 𝟔

 

𝑓ሺ𝑥ሻ( بفرض التابع 1 =
3𝑥+2

2𝑥+6
 𝑓طراد التابع ادرس ا 

( أثبت أن 2
1

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 

 متناقصة 𝑢𝑛( أثبت أن 3

 𝑢𝑛( احسب نهاية 5  ( استنتج تقارب المتتالية4

 السؤال الثامن:

 المعرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟏ليكن لدينا المتتالية 

𝒖𝒏 =
𝟏

𝟑
+
𝟐

𝟑𝟐
+
𝟑

𝟑𝟑
+⋯+

𝒏

𝟑𝒏
 

𝑛( أثبت بالتدريج أن 1 ≤ 2𝑛 

 𝑢𝑛( استنتج حداً راجحاً على 2

 السؤال التاسع:

 متتالية معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن 

𝒖𝒏 =
𝟐𝒏 − 𝟏

𝒏 + 𝟏
 

 ( ادرس إطراد المتتالية.1

 ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0راجح على المتتالية  2( أثبت أن العدد 2

limاحسب: ( 3
𝑛→+∞

𝑢𝑛  ًثم جد عدداً طبيعيا𝑛0 حقق:ي 

𝑛 > 𝑛0 :عندما تكون 𝑢𝑛 ∈]1.9 , 2.1[ 

 السؤال العاشر:

 وفق: ሺ𝒙𝒏ሻ𝒏≥𝟎نعرّف المتتالية 

𝒙𝒏 =
𝟏

ξ𝒏𝟐 + 𝟏
 

 𝑥𝑛راجح على  1أثبت أن 
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 احل ورقة العمل اليدوية لبحث المتتاليات ونهايته

 السؤال الأول:

1 ) 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 × 𝑞
𝑛−𝑝 

𝑢3 = 𝑢1 × 𝑞
3−1 ⇒ 16 = 4 × 𝑞2 

⇒ 𝑞2 = 4 ⇒ 𝑞 = 2 

𝑢𝑛 = 𝑢1 × 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 4 × 2

𝑛−1 

⇒ 𝑢𝑛 = 4 × 2
𝑛 × 2−1 =

4

2
× 2𝑛 

⇒ 𝑢𝑛 = 2ሺ2ሻ
𝑛 

𝑢5 = 2 × 2
5 = 64 

2) 𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

𝑆𝑛 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑎 = 𝑢1 = 4  ,   𝑞 = 2 

𝑛 = 𝑛 − 1 + 1 = 𝑛 

𝑆𝑛 = 4൬
1 − 2𝑛

1 − 2
൰ = 4 ×

1 − 2𝑛

−1
 

⇒ 𝑆𝑛 = −4ሺ1 − 2
𝑛ሻ 

2 > 1 ⇒ lim
𝑛→+∞

2𝑛 = +∞ 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = −4൫1 − ሺ+∞ሻ൯ = +∞ 

 :الثانيالسؤال 

 فهي تحقق: حدود متعاقبة لمتتالية هندسية ةثلاث 𝑐و  𝑏و  𝑎بما أن 

𝑏 = 𝑞𝑎…① 

𝑐 = 𝑞2𝑎…② 

حدود متوالية من متتالية هندسية  ةثلاث 𝑐و  2𝑏و  3𝑎وبما أن 

 فهي تحقق:

2𝑏 =
3𝑎 + 𝑐

2
⇒ 4𝑏 = 3𝑎 + 𝑐 …③ 

 :③في  ②و  ①نعوّض 

4𝑞𝑎 = 3𝑎 + 𝑞2𝑎 

𝑎حيث  𝑎نقسّم على  ≠ 0 

4𝑞 = 3 + 𝑞2 ⇒ 𝑞2 − 4𝑞 + 3 = 0 

⇒ ሺ𝑞 − 3ሻሺ𝑞 − 1ሻ = 0 ⇒
𝑞 = 1
𝑞 = 3

 

 :لثالثاالسؤال 

①    ሺ𝑢1ሻ
2 = 𝑢0 × 𝑢2 ⇒ ሺ𝑘 + 1ሻ2 = 𝑘 × ሺ𝑘 + 3ሻ 

𝑘2 + 2𝑘 + 1 = 𝑘2 + 3𝑘 ⇒ 𝑘 = 1 

②  𝑢0 = 𝑢1و  1 = 𝑢2و  2 = 4 

𝑢1 = 𝑞𝑢0 ⇒
𝑢1
𝑢0
=
2

1
= 2 = 𝑞 

⇒ 𝑢𝑛 = 1 × 2
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 2

𝑛 

③ 𝑆 = 𝑎 ቀ
1−𝑞𝑛

1−𝑞
ቁ 

𝑎 = 𝑢0 = 1   ,    𝑞 = 2 

𝑛 = 19 − 0 + 1 = 20 

𝑆 = 1(
1 − 220

1 − 2
) = −1 + 220 

 :الرابعالسؤال 

① 𝑆 =
1

3
+
12

32
+⋯+

1𝑛

3𝑛
 

⇒ 𝑆 = ൬
1

3
൰
1

+ ൬
1

3
൰
2

+⋯+ ൬
1

3
൰
𝑛

 

𝑞مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  =
1

3
 

𝑆 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ =

1

3
(
1 − ቀ

1
3ቁ

𝑛

1 −
1
3

) 

⇒ 𝑆 =
1

3
(
1 − ቀ

1
3ቁ

𝑛

2
3

) =
1

2
(1 − ൬

1

3
൰
𝑛

) 

② 𝑆 = 3 + 6 + 9 +⋯+ 3𝑛 

𝑆 = 3ሺ1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛ሻ 

⇒ 𝑆 = 3(
𝑛ሺ𝑎 + 𝑙ሻ

2
) ⇒ 𝑆 = 3(

𝑛ሺ1 + 𝑛ሻ

2
) 

⇒ 𝑆 =
3𝑛2 + 3𝑛

2
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 :الخامسالسؤال 

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+2 −
1

5
𝑢𝑛+1 

⇒ 𝑣𝑛+1 =
2

5
𝑢𝑛+1 −

1

25
𝑢𝑛 −

1

5
𝑢𝑛+1 

⇒ 𝑣𝑛+1 =
1

5
𝑢𝑛+1 −

1

25
𝑢𝑛 

نوجد 
𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
: 

𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
=

1

5
𝑢𝑛+1−

1

25
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1−
1

5
𝑢𝑛

=
1

5
ቀ𝑢𝑛+1−

1

5
𝑢𝑛ቁ

ቀ𝑢𝑛+1−
1

5
𝑢𝑛ቁ

 

⇒
𝑣𝑛+1
𝑣𝑛

=
1

5
∈ 𝑅 

𝑣𝑛  هندسية أساسها𝑞 =
1

5
 

𝑣0 = 𝑢1 −
1

5
𝑢0 = 1 

𝑣𝑛 = 𝑣0𝑞
𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = ൬

1

5
൰
𝑛

 

 :السادسالسؤال 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  نسمّي القضية: ① 10𝑛 − 1 = 9𝑘 

:𝐸ሺ0ሻ نثبت صحة: 100 − 1 = 1 − 1 = 0 

ሺ0ሻ  من مضاعفات العددሺ9ሻ فهي محققة 

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: 10𝑛 − 1 = 9𝑘 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 10𝑛+1 − 1⏟      
𝑙1

= 9𝑘′⏟
𝑙2

 

10𝑛 من *: − 1 = 9𝑘 ⇒ 10𝑛 = 9𝑘 + 1 

𝑙1 = 10
𝑛 × 10 − 1 = ሺ9𝑘 + 1ሻ × 10 − 1 

⇒ 𝑙1 = 90𝑘 + 10 − 1 = 90𝑘 + 9 

⇒ 𝑙1 = 9ሺ10𝑘 + 1ሻ = 9𝑘
′ = 𝑙2 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة من أجل أياً كانت𝑛 ≥ 0 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  نسمّي القضية: ② 3𝑛 ≥ ሺ𝑛 + 2ሻ2 

:𝐸ሺ3ሻ: 𝐸ሺ3ሻنثبت صحة  27 ≥ ሺ5ሻ2 

⇒ 27 ≥  محققة 25

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: 3𝑛 ≥ ሺ𝑛 + 2ሻ2 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 3𝑛+1 ≥ ሺ𝑛 + 3ሻ2 

 

 

3𝑛  نبدأ من*: ≥ ሺ𝑛 + 2ሻ2 

3𝑛+1 ≥ 3ሺ𝑛2 + 4𝑛 + 4ሻ 

⇒ 3𝑛+1 ≥ 3𝑛2 + 12𝑛 + 12 

⇒ 3𝑛+1 ≥ 𝑛2 + 6𝑛 + 9 + 2𝑛2 + 6𝑛 + 3 

⇒ 3𝑛+1 ≥ ሺ𝑛 + 3ሻ2 + 2𝑛2 + 6𝑛 + 3 

ሺ2𝑛2نحذف  + 6𝑛 + 3 > 0ሻ 

⇒ 3𝑛+1 ≥ ሺ𝑛 + 3ሻ2 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 ≥ 3 

 :السؤال السابع

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ =
3𝑥+2

2𝑥+6
 

𝑓  0]معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
3ሺ2𝑥 + 6ሻ − 2ሺ3𝑥 + 2ሻ

ሺ2𝑥 + 6ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
6𝑥 + 18 − 6𝑥 − 4

ሺ2𝑥 + 6ሻ2
=

14

ሺ2𝑥 + 6ሻ2
> 0 

𝑓  ًمتزايد تماما 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  ( نسمّي القضية:2
1

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 

:𝐸ሺ0ሻ نثبت صحة:
1

2
≤ 1 ≤  محققة 1

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة:
1

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ:
1

2
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

 نبدأ من *:
1

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 

𝑓 ൬
1

2
൰ ≤ 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ ≤ 𝑓ሺ1ሻ 

1

2
≤ 𝑢𝑛+1 ≤

5

8
≤ 1 

⇒
1

2
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 عدد طبيعي 
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:𝐸ሺ𝑛ሻ  ( نسمّي القضية:3 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

:𝐸ሺ0ሻ نثبت صحة: 𝑢1 ≤ 𝑢0 

⇒
5

8
≤  محققة 1

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

𝑢𝑛+1 نبدأ من *: ≤ 𝑢𝑛 

𝑓ሺ𝑢𝑛+1ሻ  نصوّر: ≤ 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ 

𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 عدد طبيعي 

4 )𝑢𝑛  متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد
1

2
 فهي متقاربة 

𝑓ሺ𝑥ሻ ( لحساب النهاية، نحل المعادلة:5 = 𝑥 

3𝑥 + 2

2𝑥 + 6
= 𝑥 ⇒ 3𝑥 + 2 = 2𝑥2 + 6𝑥 

⇒ 2𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0 

Δ = 9 − 4ሺ2ሻሺ−2ሻ = 25 

𝑥1 =
−3 + 5

4
=
1

2
 مقبول 

𝑥2 =
−3 − 5

4
=  مرفوض 2−

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1

2
 

 :الثامنالسؤال 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  ( نسمّي القضية:1 𝑛 ≤ 2𝑛 

:𝐸ሺ1ሻ نثبت صحة: 1 ≤ 21 

⇒ 1 ≤  محققة 2

:𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: 𝑛 ≤ 2𝑛 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 𝑛 + 1 ≤ 2𝑛+1 

𝑛 نبدأ من *: ≤ 2𝑛 

2𝑛 ≤ 2𝑛+1 ⇒ 𝑛 + 1 ≤ 𝑛 + 𝑛 ≤ 2𝑛+1 

⇒ 𝑛 + 1 ≤ 2𝑛+1 

𝑛فهي محققة أياً كانت  𝑛محققة من أجل  ≥ 1  

 

 

𝑛( لدينا 2 ≤ 2𝑛 

ሺ0نقسّم على  < 3𝑛ሻ 

𝑛

3𝑛
≤
2𝑛

3𝑛
 

𝑛 = 1⇒
1

3
≤൬
2

3
൰
1

𝑛 = 2⇒
2

32
≤൬
2

3
൰
2

𝑛 = 3⇒
3

33
≤൬
2

3
൰
3

⋮ ⋮ ⋮

𝑛 = 𝑛⇒
𝑛

3𝑛
≤൬
2

3
൰
𝑛

 

𝑢𝑛 بالجمع: ≤ ቀ
2

3
ቁ
1

+ ቀ
2

3
ቁ
2

+⋯+ ቀ
2

3
ቁ
𝑛

 

𝑆𝑛 = ൬
2

3
൰
1

+ ൬
2

3
൰
2

+⋯+ ൬
2

3
൰
𝑛

 

𝑞مجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  =
2

3
 

𝑆𝑛 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑎 =
2

3
  ,   𝑞 =

2

3
 

𝑛 = 𝑛 − 1 + 1 = 𝑛 

𝑆𝑛 =
2

3
(
1 − ቀ

2
3ቁ

𝑛

1 −
2
3

) =
2

3
(
1 − ቀ

2
3ቁ

𝑛

1
3

) 

⇒ 𝑆𝑛 = 2(1 − ൬
2

3
൰
𝑛

) 

⇒ 𝑢𝑛 ≤ 2(1 − ൬
2

3
൰
𝑛

) ⇒ 𝑢𝑛 ≤ 2 

 𝑢𝑛راجح على  2
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 :التاسعالسؤال 

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥−1

𝑥+1
 

𝑓  اشتقاقي على𝑅\{−1}  0]فهو اشتقاقي على, +∞[ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
2ሺ𝑥 + 1ሻ − 1ሺ2𝑥 − 1ሻ

ሺ𝑥 + 1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
2𝑥 + 2 − 2𝑥 + 1

ሺ𝑥 + 1ሻ2
=

3

ሺ𝑥 + 1ሻ2
> 0 

𝑓  ًمتزايد تماما𝑢𝑛  متزايدة تماماً. ⇐

𝑢𝑛 عدد راجح عندما:ሺ2ሻ( يكون 2 ≤ 2 

𝑢𝑛 أي: − 2 ≤ 0 

 نحسب:

𝑢𝑛 − 2 =
2𝑛 − 1

𝑛 + 1
− 2 =

2𝑛 − 1 − 2𝑛 − 2

𝑛 + 1
 

⇒ 𝑢𝑛 − 2 = −
3

𝑛 + 1
≤ 0 

⇒ 𝑢𝑛 − 2 ≤ 0 ⇒ 𝑢𝑛 ≤ 2 

 𝑢𝑛هو عدد راجح على المتتالية  ሺ2ሻإذاً العدد 

3) lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 

𝑢𝑛 ∈]1.9 , 2.1[ 

𝑐 =
𝑏 + 𝑎

2
=
2.1 + 1.9

2
=
4

2
= 2 

𝑟 =
𝑏 − 𝑎

2
=
2.1 − 1.9

2
= 0.1 =

1

10
 

⇒ |
2𝑛 − 1

𝑛 + 1
− 2| <

1

10
⇒ |
2𝑛 − 1 − 2𝑛 − 2

𝑛 + 1
| <

1

10
 

⇒ |
−3

𝑛 + 1
| <

1

10
⇒

3

𝑛 + 1
<
1

10
 

⇒ 30 < 𝑛 + 1 ⇒ 𝑛 > 29 ⇒ 𝑛0 = 29 

 

 

 

 

 

 

 

 :العاشرالسؤال 

𝑥𝑛 − 1 =
1

ξ𝑛2 + 1
− 1 

⇒ 𝑥𝑛 − 1 =
1 − ξ𝑛2 + 1

ξ𝑛2 + 1
 

⇒ 𝑥𝑛 − 1 =
൫1 − ξ𝑛2 + 1൯൫1 + ξ𝑛2 + 1൯

ξ𝑛2 + 1൫1 + ξ𝑛2 + 1൯
 

⇒ 𝑥𝑛 − 1 =
1 − 𝑛2 − 1

ξ𝑛2 + 1൫1 + ξ𝑛2 + 1൯
 

⇒ 𝑥𝑛 − 1 =
−𝑛2

ξ𝑛2 + 1൫1 + ξ𝑛2 + 1൯
≤ 0 

⇒ 𝑥𝑛 − 1 ≤ 0 ⇒ 𝑥𝑛 ≤ 1 

 𝑥𝑛حد راجح على المتتالية  1
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 ورقة عمل منزلية في بحث المتتاليات ونهايتها

 الأول:السؤال 

𝒖𝟑 متتالية حسابية فيها ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن  = 𝒓و  𝟖 = 𝟐 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛 اكتب( 1

𝑆 ( احسب المجموع:2 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢10 

 لثاني:السؤال ا

𝒂  و𝒃  و𝒄 :ثلّثة حدود متعاقبة من متتالية هندسية تحقق 

𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 125 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 31 

 𝑐و  𝑏و  𝑎عيّن 

 الثالث:السؤال 

 احسب المجاميع الآتية:

① 𝑆 = 2 + 4 + 8 +⋯+ 32 

② 𝑆 = 𝑖 + 𝑖2 +⋯+ 𝑖6 

③ 𝑆 =
1

5
+
2

5
+⋯+

7

5
 

 الرابع:السؤال 

 معرفة بالعلّقة التدريجية: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن لدينا المتتالية 

൝

𝒖𝟎 = 𝟐

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 − 𝟑

 

𝒗𝒏وفق:  ሺ𝒗𝒏ሻ𝒏≥𝟎ولنعرف المتتالية  = 𝒖𝒏 + 𝟔 

 𝑣0هندسية وعيّن أساسها واحسب  ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0( أثبت أن المتتالية 1

 .𝑛بدلالة  𝑣𝑛ثم اكتب عبارة 

𝜔𝑛وفق:  ሺ𝜔𝑛ሻ𝑛≥0( لنعرّف المتتالية 2 = lnሺ𝑣𝑛ሻ ثبت أن وأ

 ثم احسب المجموع: 𝜔0حسابية واحسب  ሺ𝜔𝑛ሻ𝑛≥0المتتالية 

𝑆 = 𝜔0 + 𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 + 𝜔5 

 الخامس:السؤال 

ቊ  متتالية معرفة وفق: ሺ𝒗𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن 
𝒗𝟎 = 𝟏

𝒗𝒏+𝟏 =
𝒗𝒏

𝟏+𝒗𝒏

 

𝒖𝒏معرفة وفق:  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎والمتتالية  =
𝟐

𝒗𝒏
 والمطلوب: 

 وأوجد أساسها.حسابية  𝑢𝑛( أثبت أن 1

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛نتج ( است𝑛 3بدلالة  𝑢𝑛( اكتب 2

𝑆( احسب: 4 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢9 

 السؤال السادس:

𝑛أثبت بالتدريج من أجل  ≥  أن: 1

13 + 23 + 33 +⋯+ 𝑛3 =
𝑛2ሺ𝑛 + 1ሻ2

4
 

 السابع:السؤال 

 المعرفة بالتدريج وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن لدينا المتتالية 

ቊ
𝒖𝟎 = 𝟏

𝒖𝒏+𝟏 = ඥ𝟐 + 𝒖𝒏
 

0( أثبت أن 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

 ( أثبت أن المتتالية متزايدة2

 𝑢𝑛( استنتج تقارب المتتالية 3

 𝑢𝑛( ادرس نهاية المتتالية 4

 الثامن:السؤال 

 معرفة وفق: ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟎لتكن لدينا المتتالية 

𝒖𝒏 =
𝟏

ሺ𝒏 + 𝟏ሻሺ𝒏 + 𝟐ሻ
 

 التي تحقق: 𝑏و  𝑎( أوجد 1

𝑢𝑛 =
𝑎

𝑛 + 1
+

𝑏

𝑛 + 2
 

 وفق: ሺ𝑣𝑛ሻ𝑛≥0تتالية م( نعرّف ال2

𝑣𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

 𝑢𝑛واحسب نهاية  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب 

 التاسع:السؤال 

 احسب نهاية كل من المتتاليات الآتية:

① 𝑢𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
 

𝑎حيث  > 𝑏 > 1 

② 𝑢𝑛 =
3𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛

5𝑛 − 4
   ; 𝑛 ≥ 1 

③ 𝑢𝑛 =
𝑒𝑛

𝜋𝑛
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 ورقة العمل المنزلية في بحث المتتاليات ونهايتهاحل 

 السؤال الأول:

1) 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + ሺ𝑛 − 𝑝ሻ𝑟 

𝑢𝑛 = 𝑢3 + ሺ𝑛 − 3ሻ × 2 

𝑢𝑛 = 8 + 2𝑛 − 6 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 + 2𝑛 

2) 𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢10 

𝑆 = 𝑛
ሺ𝑎 + 𝑙ሻ

2
 

𝑎 = 𝑢0 = 2  ,   𝑙 = 𝑢10 = 22 

𝑛 = 10 − 0 + 1 = 11 

𝑆 = 11 ×
ሺ2 + 22ሻ

2
=
11 × 24

2
= 132 

 السؤال الثاني:

𝑏2 = 𝑎 × 𝑐 

 نعوض في المعادلات:

𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 125 ⇒ 𝑏 × 𝑏2 = 125 

⇒ 𝑏3 = 125 ⇒ 𝑏 = 5 

𝑎 + 5 + 𝑐 = 31 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 26…① 

𝑎 × 5 × 𝑐 = 125 ⇒ 𝑎 × 𝑐 = 25…② 

𝑎 إمّا: = 25  ,   𝑏 = 5  ,   𝑐 = 1 

𝑎 أو: = 1  ,   𝑏 = 5  ,   𝑐 = 25 

 الثالث:السؤال 

① 𝑆 = 2 + 4 + 8 +⋯+ 32 

𝑆 = 21 + 22 + 23 +⋯+ 25 

𝑞ة أساسها يمجموع حدود متعاقبة لمتتالية هندس = 2 

𝑆 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑎 = 2  ,   𝑞 = 2 

𝑛 = 5 − 1 + 1 = 5 

𝑆 = 2(
1 − 25

1 − 2
) = −2ሺ1 − 32ሻ 

⇒ 𝑆𝑛 = −2ሺ−31ሻ = 62 

 

② 𝑆 = 𝑖 + 𝑖2 +⋯+ 𝑖6 

𝑞حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  مجموع = 𝑖 

𝑆 = 𝑎 ൬
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
൰ 

𝑎 = 𝑖  ,   𝑞 = 𝑖 

𝑛 = 6 − 1 + 1 = 6 

𝑆 = 𝑖 (
1 − 𝑖6

1 − 𝑖
) = 𝑖 (

1 − ሺ−1ሻ

1 − 𝑖
) =

2𝑖

ሺ1 − 𝑖ሻ
.
ሺ1 + 𝑖ሻ

ሺ1 + 𝑖ሻ
 

⇒ 𝑆 =
2𝑖ሺ1 + 𝑖ሻ

2
= 𝑖 + 𝑖2 = 𝑖 − 1 

③ 𝑆 =
1

5
+
2

5
+⋯+

7

5
 

5𝑆 = 1 + 2 +⋯+ 7 

5𝑆 = 𝑛
ሺ𝑎 + 𝑙ሻ

2
 

5𝑆 = 7
ሺ1 + 7ሻ

2
⇒ 5𝑆 =

7 × 8

2
= 28 

⇒ 𝑆 =
28

5
 

 السؤال الرابع:

1 ) 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 6 ⇒ 𝑣𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 − 3 + 6 

⇒ 𝑣𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 + 3 

𝑣𝑛+1
𝑣𝑛

=

1
2𝑢𝑛 + 3

𝑢𝑛 + 6
=

1
2
ሺ𝑢𝑛 + 6ሻ

𝑢𝑛 + 6
=
1

2
∈ 𝑅 

𝑣𝑛 𝑞هندسية أساسها  ⇐ =
1

2
 

𝑣0 = 𝑢0 + 6 ⇒ 𝑣0 = 2 + 6 = 8 

𝑣𝑛 = 𝑣0𝑞
𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 8൬

1

2
൰
𝑛

 

2) 𝜔𝑛 = lnሺ𝑣𝑛ሻ 

𝜔𝑛+1 − 𝜔𝑛 = lnሺ𝑣𝑛+1ሻ − lnሺ𝑣𝑛ሻ 

⇒ 𝜔𝑛+1 − 𝜔𝑛 = ln ൬
𝑣𝑛+1
𝑣𝑛

൰ = ln ൬
1

2
൰ = − lnሺ2ሻ 

𝜔𝑛  متتالية حسابية أساسها𝑟 = − lnሺ2ሻ 

𝜔0 = lnሺ𝑣0ሻ = lnሺ8ሻ 
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𝑆 = 𝜔0 + 𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 + 𝜔5 

⇒ 𝑆 =
𝑛ሺ𝑎 + 𝑙ሻ

2
 

𝑎 = 𝜔0 = lnሺ8ሻ 

𝑙 = 𝜔5 = lnሺ𝑣5ሻ ⇒ 𝑙 = ln (8 ൬
1

2
൰
5

) = ln ൬
8

32
൰ 

⇒ 𝑙 = ln ൬
1

4
൰ = − lnሺ4ሻ 

𝑛 = 5 − 0 + 1 = 6 

⇒ 𝑆 =
6ሺlnሺ8ሻ − lnሺ4ሻሻ

2
= 3 lnሺ2ሻ 

 لخامس:االسؤال 

1) 𝑢𝑛+1 =
2

𝑣𝑛+1
 

𝑢𝑛+1 =
2
𝑣𝑛

1 + 𝑣𝑛

=
2ሺ1 + 𝑣𝑛ሻ

𝑣𝑛
=
2 + 2𝑣𝑛
𝑣𝑛

 

⇒ 𝑢𝑛+1 =
2

𝑣𝑛
+ 2 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

𝑣𝑛
+ 2 −

2

𝑣𝑛
= 2 

𝑟حسابية أساسها  𝑢𝑛المتتالية  = 2 

2 ) 𝑢0 =
2

𝑣0
=
2

1
= 2 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 + 2𝑛 

𝑢𝑛( لدينا 3 =
2

𝑣𝑛
⇒ 𝑣𝑛 =

2

𝑢𝑛
 

⇒ 𝑣𝑛 =
2

2 + 2𝑛
 

4 ) 𝑆 =
𝑛ሺ𝑎+𝑙ሻ

2
 

𝑎 = 𝑢0 = 2  ,   𝑙 = 𝑢9 = 2 + 2ሺ9ሻ = 20 

𝑛 = 9 − 0 + 1 = 10 

⇒ 𝑆 =
10ሺ2 + 20ሻ

2
= 110 

 

 

 

 

 السؤال السادس:

  نسمي القضية:

𝐸ሺ𝑛ሻ: 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 =
𝑛2ሺ𝑛 + 1ሻ2

4
 

 :𝐸ሺ1ሻنثبت صحة 

13 =
12ሺ1 + 1ሻ2

4
⇒ 1 =

4

4
⇒ 1 =  محققة 1

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 =
𝑛2ሺ𝑛 + 1ሻ2

4
…∗ 

 نثبت صحة:

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 13 + 23 +⋯+ 𝑛3⏟          
 من∗

+ ሺ𝑛 + 1ሻ3

=
ሺ𝑛 + 1ሻ2ሺ𝑛 + 2ሻ2

4
 

𝑛2ሺ𝑛 + 1ሻ2

4
+ ሺ𝑛 + 1ሻ3

⏟              
𝑙1

=
ሺ𝑛 + 1ሻ2ሺ𝑛 + 2ሻ2

4⏟          
𝑙2

 

𝑙1 =
𝑛2ሺ𝑛 + 1ሻ2 + 4ሺ𝑛 + 1ሻ3

4
 

⇒ 𝑙1 =
ሺ𝑛 + 1ሻ2൫𝑛2 + 4ሺ𝑛 + 1ሻ൯

4
 

⇒ 𝑙1 =
ሺ𝑛 + 1ሻ2ሺ𝑛2 + 4𝑛 + 4ሻ

4
 

⇒ 𝑙1 =
ሺ𝑛 + 1ሻ2ሺ𝑛 + 2ሻ2

4
= 𝑙2 

 السابع:السؤال 

:𝐸ሺ𝑛ሻ  ( نسمّي القضية:1 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

:𝐸ሺ0ሻ نثبت صحة: 0 ≤ 1 ≤  محققة 2

𝐸ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: : 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 2 

0 نبداً من *: ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

2 ≤ 2 + 𝑢𝑛 ≤ 4 

0 ≤ ξ2 ≤ ඥ2 + 𝑢𝑛 ≤ 2 

⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 2 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 عدد طبيعي 
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2 )𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 ⇐   𝑢𝑛 متزايدة

:𝐸′ሺ𝑛ሻ نسمّي القضية: 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 

:𝐸′ሺ0ሻ نثبت صحة: 𝑢1 > 𝑢0 

⇒ ξ3 ≥  محققة 1

:𝐸′ሺ𝑛ሻ نفرض صحة: 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 …∗ 

𝐸ሺ𝑛 نثبت صحة: + 1ሻ: 𝑢𝑛+2 ≥ 𝑢𝑛+1 

𝑢𝑛+1 نبدأ من *: ≥ 𝑢𝑛 

2 + 𝑢𝑛+1 ≥ 2 + 𝑢𝑛 

ඥ2 + 𝑢𝑛+1 ≥ ඥ2 + 𝑢𝑛 

⇒ 𝑢𝑛+2 ≥ 𝑢𝑛+1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة أياً كانت𝑛 .عدد حقيقي 

3 )𝑢𝑛  فهي متقاربة 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد 

𝑓ሺ𝑥ሻ( لحساب النهاية، نحل المعادلة 4 = 𝑥 

ξ2 + 𝑥 = 𝑥 

2 + 𝑥 = 𝑥2 ⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

⇒ ሺ𝑥 − 2ሻሺ𝑥 + 1ሻ = 0 ⇒
𝑥 = مقبول 2

𝑥 = مرفوض 1−
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 

 الثامن:السؤال 

𝑢𝑛 =
1

ሺ𝑛 + 1ሻሺ𝑛 + 2ሻ
=

𝑎

𝑛 + 1
+

𝑏

𝑛 + 2
 

⇒
1

ሺ𝑛 + 1ሻሺ𝑛 + 2ሻ
=
𝑎ሺ𝑛 + 2ሻ + 𝑏ሺ𝑛 + 1ሻ

ሺ𝑛 + 1ሻሺ𝑛 + 2ሻ
 

⇒ 1 = 𝑎ሺ𝑛 + 2ሻ + 𝑏ሺ𝑛 + 1ሻ 

⇒ 1 = 𝑎𝑛 + 2𝑎 + 𝑏𝑛 + 𝑏 

⇒ 0𝑛 + 1 = 𝑛ሺ𝑎 + 𝑏ሻ + ሺ2𝑎 + 𝑏ሻ 

𝑎 + 𝑏 = 0…① 

2𝑎 + 𝑏 = 1…② 

𝑎−  بالطرح: = −1 ⇒ 𝑎 = 1 

1 :①نعوض في  + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

⇒ 𝑢𝑛 =
1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
 

𝑣𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

𝑢0=
1

1
−

1

2

𝑢1=
1

2
−

1

3

𝑢2=
1

3
−

1

4
⋮ ⋮ ⋮

𝑢𝑛=
1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2

 

𝑣𝑛  بالجمع: = 1 −
1

𝑛+2
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

 التاسع:السؤال 

① 𝑢𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
 

⇒ 𝑢𝑛 =
𝑎𝑛 ൬1 − ቀ

𝑏
𝑎ቁ
𝑛

൰

𝑎𝑛 ൬1 − ቀ
𝑏
𝑎ቁ
𝑛

൰

=
1 − ቀ

𝑏
𝑎ቁ
𝑛

1 − ቀ
𝑏
𝑎ቁ
𝑛 

0 < 𝑏 < 𝑎 ⇒ 0 <
𝑏

𝑎
< 1 ⇒ lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 =

1 − 0

1 − 0
= 1 

② 𝑢𝑛 =
3𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛

5𝑛 − 4
     ; 𝑛 ≥ 1 

−1 ≤ ሺ−1ሻ𝑛 ≤ 1 

3𝑛 − 1 ≤ 3𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛 ≤ 3𝑛 + 1 
3𝑛 − 1

5𝑛 − 4
≤
3𝑛 + ሺ−1ሻ𝑛

5𝑛 − 4
≤
3𝑛 + 1

5𝑛 − 4
 

lim
𝑛→+∞

൬
3𝑛 − 1

5𝑛 − 4
൰ = lim

𝑛→+∞
൬
3𝑛 + 1

5𝑛 − 4
൰ =

3

5
 

lim حسب مبرهنة الإحاطة:
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
3

5
 

④ 𝑢𝑛 =
𝑒𝑛

𝜋𝑛
 

𝑢𝑛 = ቀ
𝑒

𝜋
ቁ
𝑛

 

−1 <
𝑒

𝜋
< 1 ⇒ lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 
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ل
التكام

 

حالة 
①
 :

ل
ر التكام

ساتي
د

 

𝐹
ሺ𝑥
ሻ 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ 

 

𝑎
𝑥

 
𝑎

 
1

 

𝑥
𝑛
+
1

𝑛
+
1

 
𝑥
𝑛

 
2

 

ln
ȁ𝑥
ȁ 

1𝑥
 

3
 

𝑎𝑏
ln
ȁ𝑏
𝑥
+
𝑐 ȁ 

𝑎

𝑏
𝑥
+
𝑐  

4
 

1𝑎
×
ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ
𝑛
+
1

𝑛
+
1

 
ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ
𝑛

 
5

 

𝑒
𝑥 

𝑒
𝑥 

6
 

1𝑎
×
𝑒
𝑎
𝑥
+
𝑏 

𝑒
𝑎
𝑥
+
𝑏 

7
 

ln
ȁ𝑢
ȁ 

𝑢
′

𝑢
 

8
 

2
ξ
𝑢

 
𝑢
′

ξ
𝑢

 
9

 

𝑢
𝑛
+
1

𝑛
+
1

 
𝑢
′.𝑢

𝑛
 

1
0

 

𝑒
𝑢

 
𝑢
′.𝑒

𝑢
 

1
1

 

حالة 
②
 :

ت مثلثية
لا
تكام

 

𝐹
ሺ𝑥
ሻ 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ 

 

−
co
s ሺ𝑥
ሻ 

sin
ሺ𝑥
ሻ 

1
2

 

sin
ሺ𝑥
ሻ 

co
s ሺ𝑥
ሻ 

1
3

 
tan
ሺ𝑥
ሻ 

1
+
tan

2ሺ𝑥
ሻ
=

1

co
s
2ሺ𝑥
ሻ  

1
4

 

−
co
t ሺ𝑥
ሻ 

1
+
co
t
2ሺ𝑥
ሻ
=

1

sin
2ሺ𝑥
ሻ  

1
5

 

−
1𝑎
co
s ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

sin
ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
6

 

1𝑎
sin
ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

co
s ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
7

 

1𝑎
tan
ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
+
tan

2ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
8

 

−
1𝑎
co
t ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
+
co
t
2ሺ𝑎
𝑥
+
𝑏
ሻ 

1
9

 

−
co
s ሺ𝑢
ሻ 

𝑢
′sin

ሺ𝑢
ሻ 

2
0

 

sin
ሺ𝑢
ሻ 

𝑢
′co
s ሺ𝑢
ሻ 

2
1

 

ر مثلثية:
ساتي

د
 

sin
2ሺ𝑥
ሻ
+
co
s
2ሺ𝑥
ሻ
=
1
⇒
sin

2ሺ𝑥
ሻ
=
1
−
co
s
2ሺ𝑥
ሻ

co
s
2ሺ𝑥
ሻ
=
1
−
sin

2ሺ𝑥
ሻ  

sin
2ሺ𝑥
ሻ
=
12
−
12
co
s ሺ2
𝑥
ሻ
⇒
1
−
co
s ሺ2
𝑥
ሻ
=
2
sin

2ሺ𝑥
ሻ 

co
s
2ሺ𝑥
ሻ
=
12
+
12
co
s ሺ2
𝑥
ሻ
⇒
1
+
co
s ሺ2
𝑥
ሻ
=
2
co
s
2ሺ𝑥
ሻ 

sin
ሺ𝑥
ሻ
.co
s ሺ𝑥
ሻ
=
12
sin
ሺ2
𝑥
ሻ 

sin
ሺ𝑎
ሻ
.co
s ሺ𝑏
ሻ
=
12
ሺsin

ሺ𝑎
+
𝑏
ሻ
+
sin
ሺ𝑎
−
𝑏
ሻሻ 

co
s ሺ𝑎
ሻ
.sin

ሺ𝑏
ሻ
=
12
ሺsin

ሺ𝑎
+
𝑏
ሻ
−
sin
ሺ𝑎
−
𝑏
ሻሻ 

co
s ሺ𝑎
ሻ
.co
s ሺ𝑏
ሻ
=
12
ሺco
s ሺ𝑎

+
𝑏
ሻ
+
co
s ሺ𝑎

−
𝑏
ሻሻ 

sin
ሺ𝑎
ሻ
.sin

ሺ𝑏
ሻ
=
−
12
ሺco
s ሺ𝑎

+
𝑏
ሻ
−
co
s ሺ𝑎

−
𝑏
ሻሻ 

حالة 
③
 :

زئة:
ج
الت

 

خدم:
ست
ن

 

1
ريتمية

غا
ت اللو

لا
( التكام

 

2
ن
ختلفتي

ن م
طبيعتي

ن 
ن م

جداء تابعي
ت 
لا
( تكام

 න
𝑢
.𝑣
′

𝑏

𝑎

𝑑
𝑥
=
[𝑢
.𝑣
]𝑎 𝑏
−
න
𝑢
′.𝑣

𝑏

𝑎

𝑑
𝑥

 

ت:
لا
حا
ربع 

لأ
ح 
صل
ي

 

❶
ح 
حي
ص

⏟
 
 𝑢

×
ي
س
أ

⏟𝑣
′

 

❷
ح 
حي
ص

⏟
 
 𝑢

×
ي
مثلث
ต
𝑣
′

 

❸
ي 
س
أ

⏟𝑢

×
ي
مثلث
ต
𝑣
′

 

❹
ح 
حي
ص

⏟
 
 

𝑣
′

×
ي
ريتم

غا
لو

⏟
 
 
 
 

𝑢

 

 

حالة 
④
 :

توابع 

حدودية:
رية 

س
ك

 

 

س مقام
≥أ

ط
س
س ب

 أ

سمة إقليدية
ق

 

 

س مقام
<أ

ط
س
س ب

ر أ
سو
رقة ك

تف
 

❶ 
ن 
ل م

عوام
جداء 

ى 
ل المقام إل

حل
ن

ى.
لأول

جة ا
ر
الد

 

❷ 
ضع:

ن
 

⬚

ሺ𝑓
ሻሺ𝑔
ሻ
=
𝑎𝑓
+
𝑏𝑔

 

❸ 
حّد المقام

نو
ن 
ع
ث 
ح
حذفها ثم نب

ت ون
ا

قيم 
𝑎 

و 
𝑏.
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ً أوجد مثال:   :𝒇للتابع  تابعاً أصليا

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝟑𝒙𝟐 −
𝟏

𝒙
− 𝒆𝟐𝒙+𝟏    𝑰 =]𝟎,+∞[ 

 الحل:

𝐹ሺ𝑥ሻ =
3𝑥3

3
− lnȁ𝑥ȁ −

1

2
𝑒2𝑥+1 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ = 𝑥3 − lnሺ𝑥ሻ −
1

2
𝑒2𝑥+1 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

ሺ𝟐𝒙 − 𝟑ሻ𝟐
       𝑰 = 𝑹\ {

𝟑

𝟐
} 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ2𝑥 − 3ሻ−2 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2
×
ሺ2𝑥 − 3ሻ−1

−1
= −

1

2ሺ2𝑥 − 3ሻ
 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟓

𝟐𝒙 − 𝟏
        𝑰 =] − ∞,

𝟏

𝟐
[ 

 الحل:

𝐹ሺ𝑥ሻ =
5

2
lnȁ2𝑥 − 1ȁ 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =
5

2
lnሺ1 − 2𝑥ሻ 

④ 𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥሺ𝟐𝒙 − 𝟏ሻ𝟐
𝟑

        𝑰 = 𝑹 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ2𝑥 − 1ሻ
2
3 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2
×
ሺ2𝑥 − 1ሻ

5
3

5
3

=
3

10
ඥሺ2𝑥 − 1ሻ5
3

 

⑤ 𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝟐𝒙 − 𝟏ሻ൫𝒙𝟐 − 𝒙൯
𝟑
      𝑰 = 𝑹 

 الحل:

𝐹ሺ𝑥ሻ =
ሺ𝑥2 − 𝑥ሻ4

4
 

⑥ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
            𝑰 =]𝟎,+∞[ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
× lnሺ𝑥ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
ln2ሺ𝑥ሻ

2
 

 

⑦ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙.ඥ𝒙𝟐 + 𝟏       𝑰 = 𝑹 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥ሺ𝑥2 + 1ሻ
1
2 =

1

2
× 2𝑥ሺ𝑥2 + 1ሻ

1
2 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2

ሺ𝑥2 + 1ሻ
3
2

3
2

=
1

3
ඥሺ𝑥2 + 1ሻ3 

⑧ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒆𝒙
𝟐+𝟏           𝑰 = 𝑹 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

2
× 2𝑥𝑒𝑥

2+1 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2
𝑒𝑥

2+1 

⑨ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟓

ξ𝟐 − 𝟑𝒙
        𝑰 =] − ∞,

𝟐

𝟑
[ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = −
5

3
×

−3

ξ2 − 3𝑥
 

𝐹ሺ𝑥ሻ = −
5

3
× 2ξ2 − 3𝑥 = −

10

3
ξ2 − 3𝑥 

⑩ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒆𝒙 + 𝟏
          𝑰 = 𝑹 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑒𝑥 ቀ1 +
1
𝑒𝑥ቁ

= −(
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
) 

𝐹ሺ𝑥ሻ = − lnሺ1 + 𝑒−𝑥ሻ 

 :𝒇أوجد تابعاً أصلياً للتابع توابع مثلثيةّ مثال: 

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧ሺ𝟓𝒙 − 𝟏ሻ 

 الحل:

𝐹ሺ𝑥ሻ = −
1

5
cosሺ5𝑥 − 1ሻ 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐭𝐚𝐧𝟐ሺ𝟑𝒙ሻ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 + tan2ሺ3𝑥ሻ − 1 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

3
tanሺ3𝑥ሻ − 𝑥 
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③ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙. 𝐬𝐢𝐧൫𝟏 − 𝒙𝟐൯ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

−2
ሺ−2𝑥ሻ sinሺ1 − 𝑥2ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2
cosሺ1 − 𝑥2ሻ 

④ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐭𝐚𝐧ሺ𝒙ሻ           𝑰 =] −
𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
[ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
sinሺ𝑥ሻ

cosሺ𝑥ሻ
= −

−sinሺ𝑥ሻ

cosሺ𝑥ሻ
 

𝐹ሺ𝑥ሻ =  − lnȁ𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻȁ 

𝑥عندما  ∈ 𝐼 :كان cosሺ𝑥ሻ > 0 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ = − lnሺ𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻሻ 

⑤ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧𝟑ሺ𝒙ሻ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = sinሺ𝑥ሻ . sin2ሺ𝑥ሻ = sinሺ𝑥ሻ ሺ1 − cos2ሺ𝑥ሻሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = sinሺ𝑥ሻ − sinሺ𝑥ሻ . cos2ሺ𝑥ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ = −cosሺ𝑥ሻ +
cos3ሺ𝑥ሻ

3
 

⑥ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐜𝐨𝐬𝟒ሺ𝒙ሻ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺcos2ሺ𝑥ሻሻ2 = ൬
1

2
+
1

2
cosሺ2𝑥ሻ൰

2

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

4
+
1

2
cosሺ2𝑥ሻ +

1

4
cos2ሺ2𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

4
+
1

2
cosሺ2𝑥ሻ +

1

4
൬
1

2
+
1

2
cosሺ4𝑥ሻ൰ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

4
+
1

2
cosሺ2𝑥ሻ +

1

8
+
1

8
cosሺ4𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
3

8
+
1

2
cosሺ2𝑥ሻ +

1

8
cosሺ4𝑥ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
3

8
𝑥 +

1

2
×
sinሺ2𝑥ሻ

2
+
1

8
×
sinሺ4𝑥ሻ

4
 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =
3

8
𝑥 +

sinሺ2𝑥ሻ

4
+
sinሺ4𝑥ሻ

32
 

 

 

 

⑦ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧ሺ𝟓𝒙ሻ 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = −
1

2
ሺcosሺ6𝑥ሻ − cosሺ4𝑥ሻሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = −
1

2
cosሺ6𝑥ሻ +

1

2
cosሺ4𝑥ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ = −
1

2
×
sinሺ6𝑥ሻ

6
+
1

2
×
sinሺ4𝑥ሻ

4
 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ = −
sinሺ6𝑥ሻ

12
+
sinሺ4𝑥ሻ

8
 

⑧ 𝒇ሺ𝒙ሻ = ඥ𝟐 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬ሺ𝟐𝒙ሻ         𝑰 =]𝟎,
𝝅

𝟐
[ 

 الحل:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥ2ሺ1 − cosሺ2𝑥ሻሻ = ඥ2 × 2 sin2ሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥ4 sin2ሺ𝑥ሻ = 2ȁsinሺ𝑥ሻȁ 

𝑥عندما  ∈ 𝐼 :كان sinሺ𝑥ሻ > ȁsin ሺ𝑥ሻȁ أي: 0 = sinሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 2 sinሺ𝑥ሻ 

𝐹ሺ𝑥ሻ = −2cosሺ𝑥ሻ 

 احسب كلًّّ من التكاملّت الآتية:مثال: 

① 𝑰 = න 𝐬𝐢𝐧𝟐ሺ𝒙ሻ

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

 الحل:

𝐼 = න ൬
1

2
−
1

2
cosሺ2𝑥ሻ൰

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [
1

2
𝑥 −

1

2
.
sinሺ2𝑥ሻ

2
]
0

𝜋
2

= [
1

2
𝑥 −

sinሺ2𝑥ሻ

4
]
0

𝜋
2

 

⇒ 𝐼 = ቀ
𝜋

4
− 0ቁ − 0 =

𝜋

4
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② 𝑰 = න 𝒙ȁ𝒙 − 𝟏ȁ
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

 الحل:

𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

2  1  0 𝑥 

 + 0 −  𝑥 − 1 

𝑥 − 1 −𝑥 + 1 ȁ𝑥 − 1ȁ 

𝐼 = න 𝑥ሺ−𝑥 + 1ሻ
1

0

𝑑𝑥 + න 𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ
2

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = න ሺ−𝑥2 + 𝑥ሻ
1

0

𝑑𝑥 + න ሺ𝑥2 − 𝑥ሻ
2

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [−
𝑥3

3
+
𝑥2

2
]
0

1

+ [
𝑥3

3
−
𝑥2

2
]
1

2

 

⇒ 𝐼 = ൬−
1

3
+
1

2
൰ − 0 + ൬

8

3
−
4

2
൰ − ൬

1

3
−
1

2
൰ 

⇒ 𝐼 = −
1

3
+
1

2
+
8

3
−
4

2
−
1

3
+
1

2
⇒ 𝐼 = 1 

 كاملّت الآتية:تاحسب كلًّّ من المثال: 

① 𝑰 = න ሺ𝒙 + 𝟐ሻ𝒆𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 الحل:

𝑢 = 𝑥 + 2 → 𝑢′ = 1 

𝑣′ = 𝑒𝑥 → 𝑣 = 𝑒𝑥 

𝐼 = [ሺ𝑥 + 2ሻ𝑒𝑥]0
1 −න 𝑒𝑥

1

0

𝑑𝑥 = [ሺ𝑥 + 2ሻ𝑒𝑥]0
1 − [𝑒𝑥]0

1 

⇒ 𝐼 = ሺ3𝑒 − 2ሻ − ሺ𝑒 − 1ሻ ⇒ 𝐼 = 2𝑒 − 1 

② 𝑰 = න 𝒙. 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ
𝒆

𝟏

𝒅𝒙 

 الحل:

𝑢 = lnሺ𝑥ሻ → 𝑢′ =
1

𝑥
 

𝑣′ = 𝑥 → 𝑣 =
𝑥2

2
 

𝐼 = [
𝑥2

2
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

−න (
𝑥2

2
×
1

𝑥
)

𝑒

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [
𝑥2

2
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

−න
𝑥

2

𝑒

1

𝑑𝑥 = [
𝑥2

2
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

− [
𝑥2

4
]
1

𝑒

 

⇒ 𝐼 = (
𝑒2

2
− 0) − (

𝑒2

4
−
1

4
) 

⇒ 𝐼 =
2𝑒2

4
−
𝑒2

4
+
1

4
⇒ 𝐼 =

𝑒2

4
+
1

4
 

③ 𝑰 = න 𝒙. 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

 الحل:

𝑢 = 𝑥 → 𝑢′ = 1 

𝑣′ = sinሺ𝑥ሻ → 𝑣 = −cosሺ𝑥ሻ 

𝐼 = [−𝑥. cosሺ𝑥ሻ]0

𝜋
2 +න cosሺ𝑥ሻ

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [−𝑥. cosሺ𝑥ሻ]0

𝜋
2 + [sinሺ𝑥ሻ]0

𝜋
2  

⇒ 𝐼 = ሺ−0 − 0ሻ + ሺ1 − 0ሻ ⇒ 𝐼 = 1 

④ 𝑰 = න
𝟏𝟐

𝒙𝟐 − 𝟒

𝟒

𝟑

𝒅𝒙 

 الحل:

12

ሺ𝑥 − 2ሻሺ𝑥 + 2ሻ
=

𝑎

𝑥 − 2
+

𝑏

𝑥 + 2
 

 المقامات ونحذفها:نوحد 

12 = 𝑎ሺ𝑥 + 2ሻ + 𝑏ሺ𝑥 − 2ሻ 

𝑥نعوّض  𝑎لإيجاد  = 2: 12 = 4𝑎 ⇒ 𝑎 = 3 

𝑥نعوّض  𝑏لإيجاد  = −2: 12 = −4𝑏 ⇒ 𝑏 = −3 

𝐼 = න ൬
3

𝑥 − 2
−

3

𝑥 + 2
൰

4

3

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [3 lnሺ𝑥 − 2ሻ − 3 lnሺ𝑥 + 2ሻ]3
4 = [3 ln ൬

𝑥 − 2

𝑥 + 2
൰]
3

4

 

⇒ 𝐼 = 3 ln ൬
1

3
൰ − 3 ln ൬

1

5
൰ = 3 ln ൬

5

3
൰ 
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 ورقة عمل يدوية في بحث التكامل

 السؤال الأول:

 المعرف وفق: 𝒇ليكن لدينا التابع 

𝑓ሺ𝑥ሻ = ඥሺ3𝑥 − 2ሻ3
5

 

 𝑓اً للتابع تابعاً أصليأوجد 

 السؤال الثاني:

 احسب كلًّّ من التكاملّت الآتية:

① 𝐼 = න ȁ𝑥2 − 𝑥ȁ
2

−1

𝑑𝑥 

② 𝐼 = න
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

1

0

𝑑𝑥 

③ 𝐼 = න 𝑥. sinሺ3𝑥ሻ

𝜋
3

0

𝑑𝑥 

④ 𝐼 = න
𝑥

ሺ𝑥2 − 4ሻ2

1

0

𝑑𝑥 

⑤ 𝐼 = න 𝑥2𝑒𝑥
1

0

𝑑𝑥 

⑥ 𝐼 = න
𝑥2 + 3𝑥 + 3

𝑥 + 1

2

0

𝑑𝑥 

 السؤال الثالث:

 الذي يحقق الشرط: 𝑭أوجد التابع الأصلي 

①𝑓ሺ𝑥ሻ =
lnሺ𝑥ሻ

𝑥
 ; 𝐹ሺ1ሻ = 0 

𝑥 ∈]0,+∞[ 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ =
2𝑥

ሺ2𝑥2 + 3ሻ3
  ; 𝐹ሺ0ሻ = 0 

𝑥 ∈ 𝑅 

 الرابع:السؤال 

 لدينا:

𝑱 = න
𝒆𝒙

𝒆𝒙 + 𝟐

𝐥𝐧ሺ𝟐ሻ

𝟎

𝒅𝒙    ,     𝑰 = න
𝟐

𝒆𝒙 + 𝟐

𝐥𝐧ሺ𝟐ሻ

𝟎

 

𝐼ثم احسب  𝐽احسب  + 𝐽  ثم استنتج𝐼 

 

 

 

 

 حل ورقة العمل اليدوية في بحث التكامل

 السؤال الأول:

𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ3𝑥 − 2ሻ
3
5 

𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

3

ሺ3𝑥 − 2ሻ
𝟖
𝟓

8
5

=
5

24
ඥሺ3𝑥 − 2ሻ8
5

 

 :الثانيالسؤال 

① 𝑰 = න|𝒙𝟐 − 𝒙|

𝟐

−𝟏

𝒅𝒙 

𝑥2 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ = 0 

𝑥أما:  = 𝑥أو    0 = 1 

2 1  0 −1 𝑥 

+ 0 − 0 + 𝑥2 − 𝑥 

𝑥2 − 𝑥  𝑥 − 𝑥2  𝑥2 − 𝑥 ȁ𝑥2 − 𝑥ȁ 

 ومنه نجد:

𝐼 = න𝑥2 − 𝑥

0

−1

𝑑𝑥 + න𝑥 − 𝑥2
1

0

𝑑𝑥 + න𝑥2 − 𝑥

2

1

𝑑𝑥 

𝐼 = [
𝑥3

3
−
𝑥2

2
]
−1

0

+ [
𝑥2

2
−
𝑥3

3
]
0

1

+ [
𝑥3

3
−
𝑥2

2
]
1

2

 

𝐼 = [0 − ൬−
1

3
−
1

2
൰] + [

1

2
−
1

3
] + [

8

3
− 2 − ൬

1

3
−
1

2
൰] 

𝐼 =
1

3
+
1

2
+
1

2
−
1

3
+
8

3
−
4

2
−
1

3
+
1

2
 

𝐼 =
7

3
−
1

2
=
11

6
 

② 𝑰 = න
𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙

𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 ومنه: 𝑢و المقام  ′𝑢البسط هو 

𝐼 = [𝑙𝑛 ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥]0
1 = 𝑙𝑛ሺ𝑒 + 𝑒−1ሻ − 𝑙𝑛ሺ1 + 1ሻ 

𝐼 = 𝑙𝑛 ൬𝑒 +
1

𝑒
൰ − 𝑙𝑛ሺ2ሻ = 𝑙𝑛 (

𝑒2 + 1

𝑒
) − 𝑙𝑛ሺ2ሻ 

⇒ 𝐼 = 𝑙𝑛 (
𝑒2 + 1

2𝑒
) 
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③ 𝑰 = න𝒙. 𝐬𝐢𝐧ሺ𝟑𝒙ሻ

𝝅
𝟑

𝟎

𝒅𝒙 

𝑢 = 𝑥 → 𝑢′ = 1 

𝑣′ = sinሺ3𝑥ሻ → 𝑣 = −
1

3
cosሺ3𝑥ሻ 

𝐼 = [−
1

3
𝑥. cosሺ3𝑥ሻ]

0

𝜋
3
+
1

3
න cosሺ3𝑥ሻ 𝑑𝑥

𝜋
3

0

 

𝐼 =
𝜋

9
+
1

3
[
1

3
sinሺ3𝑥ሻ]

0

𝜋
3
=
𝜋

9
+
1

3
[0 − 0] =

𝜋

9
 

④ 𝑰 = න
𝒙

ሺ𝒙𝟐 − 𝟒ሻ𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙  

𝐼 = න𝑥ሺ𝑥2 − 4ሻ−2
1

0

𝑑𝑥 =
1

2
න2𝑥ሺ𝑥2 − 4ሻ−2
1

0

𝑑𝑥 

𝐼 =
1

2
[
ሺ𝑥2 − 4ሻ−1

−1
]
0

1

⇒ 𝐼 =
1

2
[−

1

𝑥2 − 4
]
0

1

 

⇒ 𝐼 =
1

2
[−

1

−3
− ൬−

1

−4
൰] =

1

2
[
1

3
−
1

4
] 

⇒ 𝐼 =
1

2
[
1

12
] =

1

24
 

⑤ 𝑰 = න 𝒙𝟐𝒆𝒙
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝑢 = 𝑥2 → 𝑢′ = 2𝑥 

𝑣′ = 𝑒𝑥 → 𝑣 = 𝑒𝑥 

𝐼 = [𝑥2𝑒𝑥]0
1 −න 2𝑥𝑒𝑥

1

0

𝑑𝑥 

𝑢 = 2𝑥 → 𝑢′ = 2 

𝑣′ = 𝑒𝑥 → 𝑣 = 𝑒𝑥 

⇒ 𝐼 = [𝑥2𝑒𝑥]0
1 − ([2𝑥𝑒𝑥]0

1 −න 2𝑒𝑥
1

0

) 

⇒ 𝐼 = [𝑥2𝑒𝑥]0
1 − [2𝑥𝑒𝑥]0

1 + [2𝑒𝑥]0
1 

⇒ 𝐼 = 𝑒 − 0 − ሺ2𝑒 − 0ሻ + 2𝑒 − 2 

⇒ 𝐼 = 𝑒 − 2𝑒 + 2𝑒 − 2 = 𝑒 − 2 

 

 

⑥ 𝑰 = න
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟏

𝟐

𝟎

𝒅𝒙 

𝑥 + 2

𝑥 + 1 𝑥2 + 3𝑥 + 3

𝑥2 + 𝑥          

        2𝑥 + 3
        2𝑥 + 2

                  1

⇒ 𝐼 = න ൬𝑥 + 2 +
1

𝑥 + 1
൰

2

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [
𝑥2

2
+ 2𝑥 + lnሺ𝑥 + 1ሻ]

0

2

 

⇒ 𝐼 = 2 + 4 + lnሺ3ሻ − 0 ⇒ 𝐼 = 6 + lnሺ3ሻ 

 السؤال الثالث:

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
. lnሺ𝑥ሻ ⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =

ln2ሺ𝑥ሻ

2
+ 𝐶 

𝐹ሺ1ሻ = 0 + 𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = 0 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =
ln2ሺ𝑥ሻ

2
 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟐𝒙

ሺ𝟐𝒙𝟐 + 𝟑ሻ𝟑
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 2𝑥ሺ2𝑥2 + 3ሻ−3 =
1

2
. 4𝑥ሺ2𝑥2 + 3ሻ−3 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =
1

2
.
ሺ2𝑥2 + 3ሻ−2

−2
+ 𝐶 = −

1

4ሺ2𝑥2 + 3ሻ2
+ 𝐶 

⇒ 𝐹ሺ0ሻ = −
1

4 × 9
+ 𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 =

1

36
 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ = −
1

4ሺ2𝑥2 + 3ሻ2
+
1

36
 

 :الرابعالسؤال 

𝐽:  𝐽حساب   = ∫
𝑒𝑥

𝑒𝑥+2

lnሺ2ሻ

0
𝑑𝑥 

⇒ 𝐽 = [lnሺ𝑒𝑥 + 2ሻ]0
lnሺ2ሻ 

⇒ 𝐽 = ln൫𝑒lnሺ2ሻ + 2൯ − lnሺ𝑒0 + 2ሻ = ln ൬
4

3
൰ 

ሺ𝐼حساب  + 𝐽ሻ 

𝐼 + 𝐽 = න (
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
+

2

𝑒𝑥 + 2
)

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 + 𝐽 = න
𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 + 2

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 = න 1
lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 + 𝐽 = [𝑥]0
lnሺ2ሻ = lnሺ2ሻ 

 :𝐼إستنتاج 

𝐼 + 𝐽 = lnሺ2ሻ ⇒ 𝐼 = lnሺ2ሻ − 𝐽 

⇒ 𝐼 = lnሺ2ሻ − ln ൬
4

3
൰ = ln ൬

3

2
൰ 
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 ورقة عمل منزلية في بحث التكامل

 السؤال الأول:

 احسب كلًّّ من التكاملّت الآتية:

① 𝐼 = න
cosሺ𝑥ሻ − sinሺ𝑥ሻ

cosሺ𝑥ሻ + sinሺ𝑥ሻ

𝜋
4

0

𝑑𝑥 

② 𝐼 = න
𝑥3

𝑥4 + 1

1

0

𝑑𝑥 

③ 𝐼 = න
1

𝑥 lnሺ𝑥ሻ

𝑒2

𝑒

𝑑𝑥 

④ 𝐼 = න
lnሺ𝑥ሻ

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 

⑤ 𝐼 = න
2𝑥 − 1

ሺ𝑥 + 2ሻ2

1

0

𝑑𝑥 

 السؤال الثاني:

 ً  :𝒇للتابع  أوجد تابعاً أصليا

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥3

𝑥2 − 𝑥 − 2
       𝐼 =]2,+∞[ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حل ورقة العمل المنزلية في بحث التكامل

 السؤال الأول:

① 𝑰 = න
𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ − 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ + 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝝅
𝟒

𝟎

𝒅𝒙 

𝐼 = [lnሺcosሺ𝑥ሻ + sinሺ𝑥ሻሻ]0

𝜋
4  

⇒ 𝐼 = ln ቀcos ቀ
𝜋

4
ቁ + sin ቀ

𝜋

4
ቁቁ − lnሺ𝑐𝑜𝑠ሺ0ሻ + 𝑠𝑖𝑛ሺ0ሻሻ 

⇒ 𝐼 = ln (
ξ2

2
+
ξ2

2
) − lnሺ1ሻ = ln൫ξ2൯ 

② 𝑰 = න
𝒙𝟑

𝒙𝟒 + 𝟏

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝐼 = න
1

4
.
4𝑥3

𝑥4 + 1

1

0

𝑥𝑑 = [
1

4
lnሺ𝑥4 + 1ሻ]

0

1

 

⇒ 𝐼 =
1

4
lnሺ2ሻ −

1

4
lnሺ1ሻ =

1

4
lnሺ2ሻ 

③ 𝑰 = න
𝟏

𝒙 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒆𝟐

𝒆

𝒅𝒙 

𝐼 = න

1
𝑥

lnሺ𝑥ሻ

𝑒2

𝑒

𝑑𝑥 = [lnሺlnሺ𝑥ሻሻ]𝑒
𝑒2  

⇒ 𝐼 = lnሺlnሺ𝑒2ሻሻ − lnሺlnሺ𝑒ሻሻ = lnሺ2ሻ 

④ 𝑰 = න
𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙𝟐

𝒆

𝟏

𝒅𝒙 

𝐼 = න 𝑥−2 lnሺ𝑥ሻ
𝑒

1

𝑑𝑥 

𝑢 = lnሺ𝑥ሻ → 𝑢′ =
1

𝑥
 

𝑣′ = 𝑥−2 → 𝑣 = −
1

𝑥
 

𝐼 = [−
1

𝑥
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

−න −
1

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [−
1

𝑥
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

+න
1

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = [−
1

𝑥
lnሺ𝑥ሻ]

1

𝑒

+ [−
1

𝑥
]
1

𝑒

 

⇒ 𝐼 = [−
1

𝑒
+ 0] + [−

1

𝑒
+ 1] = 1 −

2

𝑒
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⑤ 𝑰 = න
𝟐𝒙 − 𝟏

ሺ𝒙 + 𝟐ሻ𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

𝐼 = න
2𝑥 + 4 − 4 − 1

ሺ𝑥 + 2ሻ2

1

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = න
2𝑥 + 4

ሺ𝑥 + 2ሻ2

1

0

𝑑𝑥 − 5න
1

ሺ𝑥 + 2ሻ2

1

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = න
2ሺ𝑥 + 2ሻ

ሺ𝑥 + 2ሻ2

1

0

𝑑𝑥 − 5න ሺ𝑥 + 2ሻ−2
1

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = 2න
1

𝑥 + 2

1

0

𝑑𝑥 − 5න ሺ𝑥 + 2ሻ−2
1

0

𝑑𝑥 

⇒ 𝐼 = 2[lnሺ𝑥 + 2ሻ]0
1 − 5 [−

1

𝑥 + 2
]
0

1

 

⇒ 𝐼 = 2[lnሺ3ሻ − lnሺ2ሻ] − 5 [−
1

3
+
1

2
] = 2 ln ൬

3

2
൰ −

5

6
 

 السؤال الثاني:

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥3

𝑥2 − 𝑥 − 2
        𝐼 =]2,+∞[ 

𝑥 + 1        

𝑥2 − 𝑥 − 2 𝑥3                   

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥

𝑥2 + 2𝑥
𝑥2 − 𝑥 − 2

3𝑥 + 2

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + 1 +
3𝑥 + 2

𝑥2 − 𝑥 − 2
 

𝐼ሺ𝑥ሻ =
3𝑥 + 2

ሺ𝑥 − 2ሻሺ𝑥 + 1ሻ
=

𝑎

𝑥 − 2
+

𝑏

𝑥 + 1
 

 نوحّد المقامات ونحذفها:

3𝑥 + 2 = 𝑎ሺ𝑥 + 1ሻ + 𝑏ሺ𝑥 − 2ሻ 

𝑥نضع  𝑎لإيجاد  = 2: 8 = 3𝑎 ⇒ 𝑎 =
8

3
 

𝑥نضع  𝑏لإيجاد  = −1: −1 = −3𝑏 ⇒ 𝑏 =
1

3
 

⇒ 𝐼ሺ𝑥ሻ =

8
3

𝑥 − 2
+

1
3

𝑥 + 1
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + 1 +
8

3ሺ𝑥 − 2ሻ
+

1

3ሺ𝑥 + 1ሻ
 

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ =
𝑥2

2
+ 𝑥 +

8

3
lnሺ𝑥 − 2ሻ +

1

3
lnሺ𝑥 + 1ሻ 
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𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
ln
ሺ 𝑥
ሻ  

  
  
ى:
عل
ف 
رّ
مع

𝑥
>
0
⇒

]0
,+
∞
[

 

ln
ሺ 𝑥
ሻ
:]
0
,+
∞
[ →
]
−
∞
,+
∞
[  

ي
تم
ري
غا
لو
 ال
بع
لتا
ا

 

①
 𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
ln
൫𝑔
ሺ 𝑥
ሻ ൯

 

⇒
𝑔
ሺ 𝑥
ሻ
>
0

 

②
 𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
ln
ȁ 𝑔
ሺ 𝑥
ሻȁ

 

⇒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ
≠
0

 

𝑎
=
𝑏
⇔
ln
ሺ 𝑎
ሻ
=
ln
ሺ 𝑏
ሻ  

𝑎
≥
𝑏
⇔
ln
ሺ 𝑎
ሻ
≥
ln
ሺ 𝑏
ሻ  

𝑎
≤
𝑏
⇔
ln
ሺ 𝑎
ሻ
≤
ln
ሺ 𝑏
ሻ  

ln
ሺ 𝑎
ሻ
+
ln
ሺ 𝑏
ሻ
=
ln
ሺ 𝑎
×
𝑏
ሻ  

ln
ሺ 𝑎
ሻ
−
ln
ሺ 𝑏
ሻ
=
ln
ቀ𝑎 𝑏
ቁ 

𝑏
.l
n
ሺ 𝑎
ሻ
=
ln
൫𝑎
𝑏
൯ 

ln
൬
1 𝑎
൰
=
−
ln
ሺ 𝑎
ሻ  

1 2
ln
ሺ 𝑎
ሻ
=
ln
൫ ξ
𝑎
൯ 

ي
جع
ر
لم
 ا
عه
تاب

 

فه
ري
تع
ة 
ع
مو
ج
م

 

صه
وا
خ

 

ة:
مي
رت
غا
لو
ة 
دل
عا
 م
ل
ح
ل

 

① 
ل.
ح
 ال
ط
ر
ش
د 
ج
نو

 

② 
 ا
قّ
طب
ن

ت.
جد
 و
ن
 إ
ص
وا
خ
ل

 

③ 
ة.
دل
عا
لم
 ا
ل
ح
ون
ت 
ما
يت
ر
غا
لو
 ال
ل
زي
ن

 

 

ت
لا
اد
مع

 

ة:
صّ
خا
ة 
حال

 

ى 
عل
ي 
حو
 ت
لة
اد
مع
 ال
ت
كان
ا 
إذ

ln
2
ሺ 𝑥
ሻ

 

و 
 أ
ر
ش
مبا
 ال
ل
حلي
الت
 ب
ما
 إ
لة
اد
مع
 ال
ل
ح
ت

ل 
حل
لم
 ا
ام
خد
ست
بإ

Δ
 

ة:
ح
ج
را
مت
 ال
ل
ح

 

① 
ل.
ح
 ال
ط
ر
ش
د 
ج
نو

 

② 
ت.
جد
 و
ن
 إ
ص
وا
خ
 ال
قّ
طب
ن

 

③ 
مت
 ال
ل
ح
ون
ت 
ما
يت
ر
غا
لو
 ال
ل
زي
ن

ة.
ج
ح
را

 

④ 
ل.
ح
 ال
ط
ر
ش
ع 
 م
ل
لو
ح
 ال
طع
قا
ن

 

ت
جا
ح
را
مت
ال

 

ة:
ح
ج
را
مت
ة 
ح
ص
ت 
ثبا
إ

 

ة 
ح
ج
را
مت
 ال
ي
حدّ
ن 
بي
ق 
ر
الف
ع 
ض
ن

ه 
مّي
س
ون

ℎ
ሺ 𝑥
ሻ

 
د 
را
ط
 إ
س
ر
ند
و

ℎ
ሺ 𝑥
ሻ

 
د 
را
ط
لإ
 ا
ل
دو
ج
ن 
وم

ة 
ر
شا
 إ
ج
نت
ست
ن

ℎ
ሺ 𝑥
ሻ

 
ة 
ر
شا
 إ
ثم

ة.
ح
ج
را
مت
 ال
ت
ثبا
 إ
تم
وي
ق 
ر
لف
ا

 

ق
قا
شت
لإ
ا

 

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
ln
൫𝑔
ሺ 𝑥
ሻ ൯

 

⇒
𝑓
′ ሺ
𝑥
ሻ
=
𝑔
′ ሺ
𝑥
ሻ

𝑔
ሺ 𝑥
ሻ

 

ت
هنا
ر
مب
ال

 

li
m

𝑥
→
0
ln
ሺ 𝑥
ሻ
=
−
∞

 

li
m

𝑥
→
+
∞
ln
ሺ 𝑥
ሻ
=
+
∞

 

li
m

𝑥
→
+
∞

ln
ሺ 𝑥
ሻ

𝑥
=
0
 

li
m

𝑥
→
+
∞

𝑥

ln
ሺ 𝑥
ሻ
=
+
∞

 

li
m

𝑥
→
0

ln
ሺ 𝑥
+
1
ሻ

𝑥
=
1
 

li
m

𝑥
→
0

𝑥

ln
ሺ 𝑥
+
1
ሻ
=
1
 

li
m

𝑥
→
0
+
𝑥
.l
n
ሺ 𝑥
ሻ
=
0
−

 

𝑥
 

𝑦
 

1
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 لات والمتراجحات الآتية:حل المعاد: ①مثال 

①𝐥𝐧൫ξ𝟐𝒙 − 𝟑൯ = 𝐥𝐧ሺ𝟔 − 𝒙ሻ −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ 

 الحل:

2𝑥 − 3 > 0 ⇒ 𝑥 >
3

2
⇒ 𝐷1 =]

3

2
,+∞[ 

6 − 𝑥 > 0 ⇒ 6 > 𝑥 ⇒ 𝐷2 =] −∞, 6[ 

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷3 =]0,+∞[ 

⇒ 𝐷 = 𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ 𝐷3 =]
3

2
, 6[ 

ln൫ξ2𝑥 − 3൯ = lnሺ6 − 𝑥ሻ − ln൫ξ𝑥൯ 

⇒ ln൫ξ2𝑥 − 3൯ = ln ൬
6 − 𝑥

ξ𝑥
൰ 

⇒ ξ2𝑥 − 3 =
6 − 𝑥

ξ𝑥
⇒ ඥ2𝑥2 − 3𝑥 = 6 − 𝑥 

⇒ 2𝑥2 − 3𝑥 = 36 − 12𝑥 + 𝑥2 

⇒ 𝑥2 + 9𝑥 − 36 = 0 ⇒ ሺ𝑥 + 12ሻሺ𝑥 − 3ሻ = 0 

𝑥إما:  = 𝑥أو:  مرفوض  12− =  مقبول 3

②𝐥𝐧ȁ𝒙 + 𝟐ȁ + 𝐥𝐧ȁ𝒙 − 𝟐ȁ = 𝟎 

 الحل:

𝐷1 = 𝑅\{−2}   ,    𝐷2 = 𝑅\{2} 

𝐷 = 𝐷1 ∩ 𝐷2 = 𝑅\{−2,+2} 

 المعادلة تكافئ:

ln[ȁ𝑥 + 2ȁ. ȁ𝑥 − 2ȁ] = lnሺ1ሻ 

lnሺ1ሻتذكر أن:  = 0 

ȁሺ𝑥 + 2ሻሺ𝑥 − 2ሻȁ = 1 ⇒ ȁ𝑥2 − 4ȁ = 1 

𝑥2إما:  − 4 = 1 ⇒ 𝑥2 = 5 ⇒
𝑥 = ξ5

𝑥 = −ξ5
∈ 𝐷    

𝑥2أو:  − 4 = −1 ⇒ 𝑥2 = 3 ⇒
𝑥 = ξ3

𝑥 = −ξ3
∈ 𝐷 

𝑆 = {−ξ3,−ξ5, ξ3, ξ5} 

 

 

 

③𝐥𝐧ሺ𝒙𝟐 − 𝟑𝒙ሻ ≥ 𝟐 𝐥𝐧ሺ𝟔 − 𝒙ሻ 

 الحل:

𝑥2 − 3𝑥 > 0 

𝑥2 − 3𝑥 = 0 ⇒ 𝑥ሺ𝑥 − 3ሻ = 0 

𝐷1 =] −∞, 0[∪]3,+∞[ 

6 − 𝑥 > 0 ⇒ 6 > 𝑥 ⇒ 𝐷2 =] −∞, 6[ 

⇒ 𝐷 = 𝐷1 ∩ 𝐷2 ⇒ 𝐷 =] −∞, 0[∪]3,6[ 

𝑙𝑛ሺ𝑥2المتراجحة تكافئ:  − 3𝑥ሻ ≥ 𝑙𝑛ሺ6 − 𝑥ሻ2 

𝑥2 − 3𝑥 ≥ 36 − 12𝑥 + 𝑥2 

⇒ 9𝑥 ≥ 36 ⇒ 𝑥 ≥ 4 

𝐼 = [4,+∞[ 

⇒ 𝑆 = 𝐷 ∩ 𝐼 ⇒ 𝑆 = [4,6[ 

④𝐥𝐧𝟐ሺ𝒙ሻ − 𝟔 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ + 𝟖 = 𝟎 

 الحل:

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 =]0, +∞[ 

ሺlnሺ𝑥ሻ − 4ሻሺlnሺ𝑥ሻ − 2ሻ = 0 

lnሺ𝑥ሻ إمّا: = 2 ⇒ 𝑥 = 𝑒2 

lnሺ𝑥ሻ أو: = 4 ⇒ 𝑥 = 𝑒4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

+∞  3  0  −∞ 𝑥 

+ + 0 − 0 + + 𝑥2 − 3𝑥 = 0 

𝑥2 م غ.م م − 3𝑥 > 0 
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 ة المعادلتين:أوجد الحل المشترك لجمل: ②مثال 

{
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟎

𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ + 𝐥𝐧ሺ𝒚ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝟑ሻ
 

 الحل:

 مجموعة التعريف:

𝑥 ∈]0,+∞[  ,   𝑦 ∈]0, +∞[ 

 تكافئ: ሺ2ሻالمعادلة 

𝑙𝑛ሺ𝑥. 𝑦ሻ = 𝑙𝑛ሺ3ሻ ⇒ 𝑥. 𝑦 = 3 

 الجملة تكافئ:

{
𝑥2 + 𝑦2 = 10 
𝑥. 𝑦 = 3           

 

𝑦نجد:  ሺ2ሻمن  =
3

𝑥
 :ሺ1ሻض في نعو 

𝑥2 +
9

𝑥2
= 10 ⇒

𝑥4 + 9

𝑥2
= 10 

𝑥4 + 9 = 10𝑥2 ⇒ 𝑥4 − 10𝑥2 + 9 = 0 

ሺ𝑥2 − 9ሻሺ𝑥2 − 1ሻ = 0 

𝑥2إما:  = 9 ⇒
𝑥 = 3 ⇒ 𝑦 = مقبول 1

𝑥 = −3 ⇒ 𝑦 = مرفوض 1−
 

𝑥2أو:  = 1 ⇒
𝑥 = 1 ⇒ 𝑦 = مقبول 3

𝑥 = −1 ⇒ 𝑦 = مرفوض 3−
 

   ሺ3,1ሻ  ,   ሺ1,3ሻالحلول: 

 𝒈و  𝒇للتابعين  𝑪𝒈و  𝑪𝒇ا الخطان البيانيان ليكن لدين: ①مثال 

[المعرفين على  − ∞,  وفق: ]𝟏

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝟏 − 𝒙ሻ       ,        𝒈ሺ𝒙ሻ =
−𝒙

𝟏 − 𝒙
 

𝑓ሺ𝑥ሻ( أثبت أن 1 ≥ 𝑔ሺ𝑥ሻ  أياً كانت𝑥 < 1 

 𝑓و 𝑔للتابعين للخطين البيانيين  ( اكتب معادلة المماس المشترك2
 صفر.في نقطة فاصلتها ال

 الحل:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ ≥ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ lnሺ1 − 𝑥ሻ ≥
−𝑥

1−𝑥
 

⇒ lnሺ1 − 𝑥ሻ +
𝑥

1 − 𝑥
≥ 0 

ℎሺ𝑥ሻ = lnሺ1 − 𝑥ሻ +
𝑥

1 − 𝑥
 

ℎ  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞, 1[ 

ℎ′ሺ𝑥ሻ =
−1

1 − 𝑥
+
1ሺ1 − 𝑥ሻ − ሺ−1ሻሺ𝑥ሻ

ሺ1 − 𝑥ሻ2
 

⇒ ℎ′ሺ𝑥ሻ =
−1

1 − 𝑥
+

1

ሺ1 − 𝑥ሻ2
=

𝑥

ሺ1 − 𝑥ሻ2
 

ℎ′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 𝑥 = 0 ⇒ ℎሺ0ሻ = 0 

1  0  −∞ 𝑥 

 + 0 −  ℎ′ሺ𝑥ሻ 

 ↗  

0

 ↘   ℎሺ𝑥ሻ 

 ℎሺ𝑥ሻإشارة   + 0 + 

ℎሺ𝑥ሻ ≥ 0 ⇒ lnሺ1 − 𝑥ሻ +
𝑥

1 − 𝑥
≥ 0 

⇒ lnሺ1 − 𝑥ሻ ≥
−𝑥

1 − 𝑥
⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ≥ 𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑥المتراجحة محققة أياً كانت  < 1 

2) 𝑥 = 0 

𝑓ሺ0ሻ = 0    ,      𝑔ሺ0ሻ = 0 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−1

1 − 𝑥
    ,     𝑔′ሺ𝑥ሻ =

−1

ሺ1 − 𝑥ሻ2
 

𝑓′ሺ0ሻ = −1    ,      𝑔′ሺ0ሻ = −1 

⇒ 𝑇: 𝑦 = 𝑓′ሺ0ሻሺ𝑥 − 0ሻ + 𝑓ሺ0ሻ 

𝑇: 𝑦 = 𝑔′ሺ0ሻሺ𝑥 − 0ሻ + 𝑔ሺ0ሻ 

⇒ 𝑇: 𝑦 = −𝑥 

 المعطاة: 𝒂عند  𝒇أوجد نهاية التابع  :②مثال 

① 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ + 𝐥𝐧ሺ𝟑ሻ

ξ𝟑𝒙
     𝒂 = +∞ 

 الحل:

هناك عدم تعيين 
∞

∞
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
lnሺ3𝑥ሻ

ξ3𝑥
=
ln ቀξ3𝑥

2
ቁ

ξ3𝑥
=
2 ln൫ξ3𝑥൯

ξ3𝑥
 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 2 × 0 = 0 

lim لأن:
𝑥→+∞

lnሺ𝑥ሻ

𝑥
= 0 
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② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐥𝐧ሺ𝟏 + 𝟐𝒙ሻ

𝟓𝒙
            𝒂 = 𝟎 

 الحل:

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

5

lnሺ1 + 2𝑥ሻ

2𝑥
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

5
× 1 =

2

5
 

lim لأن:
𝑥→0

lnሺ1+𝑥ሻ

𝑥
= 1 

③ 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝐥𝐧ሺ𝟏 + 𝟐𝒙ሻ

𝐬𝐢𝐧ሺ𝟑𝒙ሻ
         𝒂 = 𝟎 

 الحل:

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

3

lnሺ1 + 2𝑥ሻ

2𝑥

3𝑥

sinሺ3𝑥ሻ
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ =
2

3
× 1 × 1 =

2

3
 

lim لأن: 
𝑥→0

𝑥

sinሺ𝑥ሻ
= 1     ,    lim

𝑥→0

lnሺ1+𝑥ሻ

𝑥
= 1 

④ 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 + 𝒙ሺ𝐥𝐧ሺ𝒙ሻሻ𝟐       𝒂 = 𝟎 

 الحل:

0هناك عدم تعيين  ×∞ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + ξ𝑥
2
ሺlnሺ𝑥ሻሻ2 = 𝑥 + ቀξ𝑥 ln ቀξ𝑥

2
ቁቁ
2

 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 + ൫2ξ𝑥 ln൫ξ𝑥൯൯
2

 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 + ሺ2 × 0ሻ2 = 0 

lim لأن:
𝑥→0

𝑥. lnሺ𝑥ሻ = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 استنتاج رسم خط بياني:

①   𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ−𝒙ሻ 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓  وفق تناظر بالنسبة لمحور𝑦𝑦′ 

  𝑥بس نغير إشارة 

 ′𝑦𝑦تناظر بالنسبة للمحور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

②  𝒈ሺ𝒙ሻ = −𝒇ሺ𝒙ሻ 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓 لنسبة لمحور وفق تناظر با𝑥𝑥′ 

 𝑦بس نغير إشارة 

 ′𝑥𝑥تناظر بالنسبة للمحور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 = −1 y`𝑦 

𝑥 

𝑥 = 1 

1 

𝑪𝒇 𝑪𝒈 

0 

y`𝑦 

𝑥 

𝑥 = 1 

1 

𝑪𝒇 

𝑪𝒈 

0 
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③  𝒈ሺ𝒙ሻ = −𝒇ሺ−𝒙ሻ 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓 وفق تناظر بالنسبة للمبدأ𝑂 

 𝑦و  𝑥بس نغير إشارة 

 𝑂تناظر بالنسبة للمبدأ 

 

 

 

 

 

 

 

 

④  𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ + 𝒌 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓نسحاب شعاعه وفق ا�⃗� ሺ0, +𝑘ሻ 

 إضافة أو طرح للوايات

,�⃗� ሺ0انسحاب  ±𝑘ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑤  𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙 + 𝒌ሻ 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓 وفق انسحاب شعاعه�⃗� ሺ−𝑘, 0ሻ 

 إضافة أو طرح للإكسات

,�⃗� ሺ−𝑘إنسحاب  0ሻ )عكس الإشارة( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑥  𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺȁ𝒙ȁሻ 

 جيتابع زو 𝑔التابع 

,0[المقابل للمجال  𝐶𝑓نأخذ الجزء من  +∞[ 

 ′𝑦𝑦ونوجد نظيره بالنسبة للمحور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 = −1 y`𝑦 

𝑥 

𝑥 = 1 

1 

𝑪𝒇 

𝑪𝒈 0 

y`𝑦 

𝑥 

𝑥 = 1 

1 

𝑪𝒇 

𝑪𝒈 

0 

y`𝑦 

𝑥 

𝑥 = 1 

1 2 

𝑪𝒈 

𝑪𝒇 

0 

y`𝑦 

𝑥 
0 

y`𝑦 

𝑥 
0 

𝑪𝒇 

𝑪𝒈 
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⑦ 𝒈ሺ𝒙ሻ = ȁ𝒇ሺ𝒙ሻȁ 

𝐶𝑔  ينتج عن اجتماع نقاط𝐶𝑓  ذات التراتيب الموجبة مع نظائر

 ذات التراتيب السالبة بالنسبة لمحور الفواصل. 𝐶𝑓نقاط 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⑧ 𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒇ሺ𝒙ሻ 

 𝑓ሺ𝑥ሻمقصور  𝑔ሺ𝑥ሻحيث 

𝐶𝑔  ينتج بأخذ نقاط𝐶𝑓  على مجال تعريف التابع𝑔ሺ𝑥ሻ 

 

 

 

 

 المسألة الأولى:

𝑪𝒇  الخط البياني للتابع𝒇  المعرف على] −  وفق: ]𝟐−,∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 − 𝟐 + 𝐥𝐧 ቀ
𝒙

𝒙 + 𝟐
ቁ 

:𝒅الذي معادلته  𝒅( أثبت أن المستقيم 1 𝒚 = 𝒙 − مقارب  𝟐

 وادرس الوضع النسبي ∞−في جوار  𝒇للتابع  𝑪مائل للخط 

 ونظّم جدولاً بها. 𝒇( ادرس تغيرات التابع 2

𝒇ሺ𝒙ሻمعادلة أثبت أن لل( 3 = 𝝀  حل وحيد حيث𝝀 ∈ 𝑹 

 𝑪والخط البياني  𝒅( ارسم المستقيم 4

 المعرف وفق: 𝒈( استنتج رسم التابع 5

𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝟐 − 𝒙 + 𝐥𝐧 ൬
𝒙 + 𝟐

𝒙
൰ 

 وفق: ∗𝑵متتالية معرفة على  ሺ𝒖𝒏ሻ𝒏≥𝟏ن ( لتك6

𝒖𝒏 = 𝒇ሺ𝒏ሻ − 𝒏 + 𝟐 

𝑺𝒏 ولنضع المجموع: = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑺𝒏 أثبت بالتدريج أن: = 𝐥𝐧 ቀ
𝟐

ሺ𝒏+𝟐ሻሺ𝒏+𝟏ሻ
ቁ 

 الحل:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = ln ቀ
𝑥

𝑥+2
ቁ 

lim
𝑥→−∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑ሻ = lnሺ1ሻ = 0 

𝑑: 𝑦 = 𝑥 − 2  ∞−في جوار  𝐶مقارب للخط  ⇐

 لدراسة الوضع النسبي ندرس إشارة:

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = ln ቀ
𝑥

𝑥 + 2
ቁ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = 0 ⇒ ln ቀ
𝑥

𝑥 + 2
ቁ = 0 

⇒
𝑥

𝑥 + 2
= 1 ⇒ 𝑥 = 𝑥 + 2 ⇒ 0 ≠ 2 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑  لا ينعدم، له إشارة واحدة نجدها بتعويض أي قيمة

𝑥من مجموعة التعريف:  = −3 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = ln ൬
−3

−3 + 2
൰ = lnሺ3ሻ > 0 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 > 0 

𝐶  فوق𝑑 

2 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,−2[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞+ 0 = −∞ 

lim
𝑥→−2−

𝑓ሺ𝑥ሻ = −4 + ln ൬
−2

0−
൰ = +∞ 

𝑥 =  يقع يسار المقارب. 𝐶و +𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  2−

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 +

1ሺ𝑥 + 2ሻ − 1𝑥
ሺ𝑥 + 2ሻ2

𝑥
𝑥 + 2

= 1 +
2

𝑥ሺ𝑥 + 2ሻ
> 0 

−2  𝛼  −∞ 𝑥 

  + +   + +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

 
+∞

    

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

3 )𝑓 مستمر ومتزايد تماماً على] − 𝜆مهما كانت ]2−,∞ ∈ 𝑅 

𝑓ሺ] − ∞,−2[ሻ =] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ𝑥ሻإن للمعادلة  = 𝜆 حل وحيد 

 

 

 

 

𝜆 

y`𝑦 

𝑥 
0 

𝑪𝒈 

y`𝑦 

𝑥 
0 

𝑪𝒇 

𝐶𝑔 

𝐶𝑓 

𝐶𝑓 
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4 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 )𝑔ሺ𝑥ሻ = −𝑥 + 2 + ln ቀ
𝑥

𝑥+2
ቁ
−1

       

𝑔ሺ𝑥ሻ = −𝑥 + 2 − ln ቀ
𝑥

𝑥 + 2
ቁ 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = −ቀ𝑥 − 2 + ln ቀ
𝑥

𝑥 + 2
ቁቁ 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = −𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝐶𝑔  نظير𝐶𝑓  بالنسبة لمحور الفواصل𝑥𝑥′ 

6 )𝑢𝑛 = 𝑛 − 2 + ln ቀ
𝑛

𝑛+2
ቁ − 𝑛 + 2 = ln ቀ

𝑛

𝑛+2
ቁ 

 نسمي القضية:

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑆𝑛 = ln ൬
2

ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ
൰ 

 𝐸ሺ1ሻنثبت صحة: 

𝑙1 = 𝑆1 = 𝑢1 = ln ൬
1

3
൰ 

𝑙2 = ln ൬
2

ሺ1 + 2ሻሺ1 + 1ሻ
൰ = ln ൬

2

6
൰ = ln ൬

1

3
൰ 

⇒ 𝑙1 = 𝑙2   محققة 

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

𝑆𝑛 = ln ൬
2

ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ
൰ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ 

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 𝑆𝑛+1⏟
𝑙1

= ln ൬
2

ሺ𝑛 + 3ሻሺ𝑛 + 2ሻ
൰

⏟            
𝑙2

 

𝑙1 = 𝑆𝑛+1 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛⏟            
𝑆𝑛 من الفرض

+ 𝑢𝑛+1 

𝑙1 = ln ൬
2

ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ
൰ + ln ൬

𝑛 + 1

𝑛 + 3
൰ 

⇒ 𝑙1 = ln (
2

ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ
×
ሺ𝑛 + 1ሻ

ሺ𝑛 + 3 
) 

⇒ 𝑙1 = ln ൬
2

ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 3ሻ
൰ = 𝑙2 

𝑛محققة من أجل  + 𝑛اً كانت فهي محققة من أجل أي 1 ≥ 1 

+𝑹المعرف على 𝒇الخط البياني للتابع 𝑪𝒇 المسألة الثانية:
 وفق: ∗

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏 + 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
 

 ونظم جدولاً بها. 𝒇( ادرس تغيرات 1

 𝒇للتابع  𝑪المار من المبدأ للخط  𝑻( اكتب معادلة المماس 2

 𝑪𝒇( ارسم 3

𝒇ሺ𝒙ሻ( ناقش بيانياً عدد حلول المعادلة 4 = 𝒎 

 المعرف وفق: 𝒈الخط البياني للتابع  𝑪𝒈( استنتج رسم 5

𝒈ሺ𝒙ሻ =
𝟏 − 𝒙 + 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ

𝒙
 

 الحل:

1 )𝑓  0[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑥 =  يقع على يمين المقارب. 𝐶و  −𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  0

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ  حالة عدم تعيين 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
+
lnሺ𝑥ሻ

𝑥
 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 + 0 = 0 

lim لأن:
𝑥→+∞

lnሺ𝑥ሻ

𝑥
= 0 

𝑦 =  ∞+في جوار  𝐶مقارب افقي للخط  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
ቀ
1
𝑥ቁ
ሺ𝑥ሻ − 1ሺ1 + lnሺ𝑥ሻሻ

𝑥2
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1 − 1 − lnሺ𝑥ሻ

𝑥2
=
− lnሺ𝑥ሻ

𝑥2
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ − lnሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ lnሺ𝑥ሻ = 0 

⇒ 𝑥 = 1 ⇒ 𝑓ሺ1ሻ = 1 

𝑑 

𝑥 = −2 

𝑥 

𝑦 

𝐶𝑓 

−2 
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+∞  1  0 𝑥 

 − 0 +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  
1

 ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ1ሻ =  قيمة حدية كبرى 1

:𝑇( المماس المار من المبدأ 2 𝑦 = 𝑚𝑥 …∗⇐ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑓′ሺ𝑥ሻ𝑥 ⇒
1 + lnሺ𝑥ሻ

𝑥
=
− lnሺ𝑥ሻ

𝑥2
𝑥 

⇒
1 + lnሺ𝑥ሻ

𝑥
=
− lnሺ𝑥ሻ

𝑥
⇒ 1 + lnሺ𝑥ሻ = − lnሺ𝑥ሻ 

⇒ 2 lnሺ𝑥ሻ = −1 ⇒ lnሺ𝑥ሻ = −
1

2
 

⇒ 𝑥 = 𝑒− 
1
2 ⇒ 𝑥 =

1

ξ𝑒
 

𝑓′ ൬
1

ξ𝑒
൰ =

− ln ൬
1

ξ𝑒
൰

1
𝑒

=
− ln ൬𝑒−

1
2൰

1
𝑒

 

⇒ 𝑓′ ൬
1

ξ𝑒
൰ =

1
2
1
𝑒

=
𝑒

2
 

:ሺ∗ሻ:  𝑇نعوض في  𝑦 =
𝑒

2
𝑥 

 محور الفواصل:مع  𝐶( نوجد تقاطع 3

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 1 + lnሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ lnሺ𝑥ሻ = −1 

⇒ 𝑥 =
1

𝑒
 

 

 

 

 

 

 

𝑚( عندما 4 ∈] −∞, 𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة  [0 = 𝑚 .حل وحيد 

𝑚عندما  𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة  ]0,1[∋ = 𝑚 .حلّان 

𝑚عندما  = 𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة  1 = 𝑚 .حل وحيد 

𝑚عندما  𝑓ሺ𝑥ሻليس للمعادلة  ]∞+,1[∋ = 𝑚 .أي حل 

 

5 )𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ𝑥ሻ =
1+lnሺ𝑥ሻ

𝑥
−
1−𝑥+lnሺ𝑥ሻ

𝑥
       

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ𝑥ሻ =
1 + lnሺ𝑥ሻ − 1 + 𝑥 − lnሺ𝑥ሻ

𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ𝑥ሻ =
𝑥

𝑥
= 1 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ − 1 

𝐶𝑔  هو انسحاب𝐶𝑓  وفق الشعاع�⃗� ሺ0, −1ሻ 

 𝒈و  𝒇ن ن للتابعيالخطّان البيانيا 𝑪𝒈و  𝑪𝒇 المسألة الثالثة:

,𝟎[رفان على المع  وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝒙 + 𝟏ሻ 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ 

𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ +
𝒙 + 𝟏

𝒙
 

 واستنتج اشارته. 𝒈( ادرس تغيرات 1

 ونظّم جدولاً بها. 𝒇( ادرس تغيرات 2

𝒇ሺ𝒙ሻ( أثبت أن للمعادلة3 = 𝜶ثم تحقق أن 𝜶اً وحيد حلًّ 𝟎 = 𝟏 

 𝑪𝒇( ارسم 4

 ′𝒙𝒙ومحور  𝑪𝒇( احسب مساحة السطح المحصور بين 5

𝒙والمستقيم  = 𝒆 

 المعرف وفق: 𝒉الخط البياني للتابع  𝑪𝒉( استنتج رسم 6

𝒉ሺ𝒙ሻ = 𝒙. 𝐥𝐧ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

 الحل:

1 )𝑔  0[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

lim
𝑥→0+

𝑔ሺ𝑥ሻ  حالة عدم تعيين

𝑔ሺ𝑥ሻ =
𝑥 lnሺ𝑥ሻ + 𝑥 + 1

𝑥
 

lim
𝑥→0+

𝑔ሺ𝑥ሻ =
0− + 0+ + 1

0+
=
1

0+
= +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑔′ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
+
𝑥 − 𝑥 − 1

𝑥2
=
𝑥 − 1

𝑥2
 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

⇒ 𝑔ሺ1ሻ = 2 

 

 

𝐶𝑓 
𝑥 

𝑦 

1 

1 

1

𝑒
 

𝑥 = 0 

𝑦 = 0 
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+∞  1  0 𝑥 

 + 0 −   𝑔′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

2

 ↘  
+∞

  𝑔ሺ𝑥ሻ 

 + + +   
 إشارة

𝑔ሺ𝑥ሻ 
2 )𝑓 0[ر واشتقاقي على معرف ومستم, +∞[ 

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑥 =  على يمين المقارب. 𝐶و  −𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  0

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 × lnሺ𝑥ሻ +
1

𝑥
ሺ𝑥 + 1ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = lnሺ𝑥ሻ +
𝑥 + 1

𝑥
= 𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑔ሺ𝑥ሻ > 0 ⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ > 0 

+∞  𝛼  0 𝑥 

 + + +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  0  ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

3 )𝑓  0[مستمر ومتزايد تماماً على المجال, +∞[ 

0 ∈ 𝑓ሺ]0, +∞[ሻ =] − ∞,+∞[ 

𝑓ሺ𝑥ሻللمعادلة  = ,0[على المجال  𝛼حل وحيد  0 +∞[ 

⇒ 𝑓ሺ1ሻ = ሺ1 + 1ሻ lnሺ1ሻ = 0 ⇒ 𝛼 = 1 

 مع محور الفواصل: 𝐶نوجد تقاطع  (4

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ ሺ𝑥 + 1ሻ lnሺ𝑥ሻ = 0 

𝑥 إما: + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 ∉ 𝐷𝑓 

lnሺ𝑥ሻ أو: = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) 𝑆 = ∫ 𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑒

1
𝑑𝑥 ⇒ 𝑆 = ∫ ሺ𝑥 + 1ሻ lnሺ𝑥ሻ

𝑒

1
𝑑𝑥 

𝑢 = lnሺ𝑥ሻ → 𝑢′ =
1

𝑥
 

𝑣′ = 𝑥 + 1 → 𝑣 =
𝑥2

2
+ 𝑥 

⇒ 𝑆 = [lnሺ𝑥ሻ (
𝑥2

2
+ 𝑥)]

1

𝑒

−න (
𝑥2

2
+ 𝑥) ൬

1

𝑥
൰

𝑒

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝑆 = [lnሺ𝑥ሻ (
𝑥2

2
+ 𝑥)]

1

𝑒

−න ቀ
𝑥

2
+ 1ቁ

𝑒

1

𝑑𝑥 

⇒ 𝑆 = [lnሺ𝑥ሻ (
𝑥2

2
+ 𝑥)]

1

𝑒

− [
𝑥2

4
+ 𝑥]

1

𝑒

 

⇒ 𝑆 = [lnሺ𝑒ሻ (
𝑒2

2
+ 𝑒)] − [0] − [[

𝑒2

4
+ 𝑒] − [

1

4
+ 1]] 

⇒ 𝑆 =
𝑒2

2
+ 𝑒 −

𝑒2

4
− 𝑒 +

1

4
+ 1 

⇒ 𝑆 =
2𝑒2

4
−
𝑒2

4
+
1

4
+
4

4
=
𝑒2 + 5

4
 

6)  ℎሺ𝑥ሻ = 𝑥. lnሺ𝑥 − 1ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 1ሻ lnሺ𝑥ሻ 

⇒ ℎሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥 − 1ሻ 

𝐶ℎ  ينتج عن انسحاب𝐶𝑓  وفق الشعاع�⃗� ሺ1,0ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 
𝑥 

𝑦 

𝑥 = 0 

𝐶𝑓 
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 ورقة عمل يدوية في بحث التابع اللوغاريتمي

 السؤال الأول:

𝒇  تابع معرف على𝑹+
 وفق: ∗

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 − 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ 

قيمة حدّية عند  𝑓الخط البياني للتابع  𝐶تىّ يقبل ح 𝑏و  𝑎عيّن 

 ሺ2ሻالواحد قيمتها 

 السؤال الثاني:

𝒇  𝟎[التابع المعرف على,  وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝒙 + 𝟏ሻ − 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ 

lim احسب:
𝑥→+∞

𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ 

 السؤال الثالث:

𝒇  التابع المعرف على] −  وفق: ]∞+,𝟎[∪]𝟏−,∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧 ቀ
𝒙

𝒙 + 𝟏
ቁ + 𝒙 

:Δ( أثبت أن 1 𝑦 = 𝑥  مقارب مائل للخط𝐶  للتابع𝑓 بجوار+∞ 

 Δو  𝐶𝑓( ادرس الوضع النسبي بين 2

 السؤال الرابع:

𝑪𝒇  الخط البياني للتابع𝒇 :المعرف على 

 ] −  وفق: ]∞+,𝟏[∪]𝟏−,∞

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧 ൬
𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟏
൰ 

 ة التناظرية لخطّه البيانيفردي واستنتج الصف 𝑓( أثبت أن التابع 1

,1[ونظّم جدولاً بها على المجال  𝑓( ادرس تغيرات 2 +∞[ 

[على المجال  𝐶𝑓ارسم ( 3 − ∞,−1[∪]1,+∞[ 

 المعرف وفق: 𝑔الخط البياني للتابع  𝐶𝑔( استنتج رسم 4

𝑔ሺ𝑥ሻ = lnሺ𝑥 + 1ሻ − lnሺ𝑥 − 1ሻ 

 السؤال الخامس:

𝑪𝒇  الخط البياني للتابع𝒇 لمعرف على ا]𝒆,  وفق: ]∞+

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒙ሺ𝟏 − 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻሻ
 

 ونظم جدولاً بها. 𝑓( ادرس تغيرات 1

 𝐶𝑓( ارسم 2

 ′𝑥𝑥والمحور  𝐶𝑓( احسب مساحة السطح المحصور بين 3

𝑥والمستقيمين  = 𝑒2  و𝑥 = 𝑒3 

 المعرف وفق: 𝑔الخط البياني للتابع  𝐶𝑔( استنتج رسم 4

𝑔ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥. ȁ1 − lnሺ𝑥ሻȁ
 

 نزلية في بحث التابع اللوغاريتميحل ورقة العمل الم

 السؤال الأول:

ሺ1ሻ: 𝑓′ሺ1ሻقمية حدّية عند  = 0 

ሺ2ሻ:  𝑓ሺ1ሻقيمتها  = 2 

𝑓  0[معرف واشتقاقي على, +∞[ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 2𝑎𝑥 + 𝑏 −
1

𝑥
 

𝑓′ሺ1ሻ = 2𝑎 + 𝑏 − 1 

𝑓′ሺ1ሻ = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 − 1 = 0…① 

𝑓ሺ1ሻ = 2 ⇒ 𝑎 + 𝑏 − 0 = 2 

⇒ 𝑎 + 𝑏 − 2 = 0…② 

𝑎 :①من  ②بطرح  + 1 = 0 ⇒ 𝑎 = −1 

1−  :②نعوضها في  + 𝑏 − 2 = 0 ⇒ 𝑏 = 3 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = −𝑥2 + 3𝑥 − lnሺ𝑥ሻ 

 السؤال الثاني:

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

∞ሺهناك عدم تعيين  −∞ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = ln ൬
𝑥 + 1

𝑥
൰ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = lnሺ1ሻ = 0 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 − ሺ−∞ሻ = +∞ 

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ = +∞ 

 السؤال الثالث:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ln ቀ
𝑥

𝑥+1
ቁ 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ = lnሺ1ሻ = 0 

Δ: 𝑦 = 𝑥  ∞+في جوار  𝐶مقارب مائل في للخط  ⇐

𝑓ሺ𝑥ሻ( لدراسة الوضع النسبي، ندرس إشارة 2 − 𝑦Δ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = 0 ⇒ ln ቀ
𝑥

𝑥 + 1
ቁ = 0 

⇒
𝑥

𝑥 + 1
= 1 ⇒ 𝑥 = 𝑥 + 1 ⇒ 0 ≠  مستحيلة 1

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ له إشارة واحدة نوجدها بتجريب قيمة ولتكن𝑥 = 1 

ln ൬
1

2
൰ < 0 ⇒ Δ تحت 𝐶 
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 السؤال الرابع:

1 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,−1[∪]1,+∞[ 

𝑥 أياً كان ∈] −∞,−1[∪]1,+∞[ 

𝑥− فإن: ∈] − ∞,−1[∪]1,+∞[ 

𝑓ሺ−𝑥ሻ = ln ൬
−𝑥 + 1

−𝑥 − 1
൰ = ln (

−ሺ𝑥 − 1ሻ

−ሺ𝑥 + 1ሻ
) 

⇒ 𝑓ሺ−𝑥ሻ = ln ൬
𝑥 − 1

𝑥 + 1
൰ = − ln ൬

𝑥 + 1

𝑥 − 1
൰ 

⇒ 𝑓ሺ−𝑥ሻ = −𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓  تابع فردي، خطّه البياني متناظر بالنسبة للمبدأ ⇐

2 )𝑓  1[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

lim
𝑥→1+

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

𝑥 =  يقع يمين المقارب 𝐶و +𝑜𝑦نحو  𝐶مقارب شاقولي للخط  1

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = lnሺ1ሻ = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب افقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ =

1ሺ𝑥 − 1ሻ − 1ሺ𝑥 + 1ሻ
ሺ𝑥 − 1ሻ2

𝑥 + 1
𝑥 − 1

 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
𝑥 − 1 − 𝑥 − 1

ሺ𝑥 + 1ሻሺ𝑥 − 1ሻ
=

−2

ሺ𝑥 + 1ሻሺ𝑥 − 1ሻ
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ < 𝑥عندما  0 ∈ 𝐷𝑓 

+∞  1 𝑥 

 −   𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  
+∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

 متناظر بالنسبة للمبدأ 𝐶𝑓نلاحظ أن  ( من الطلب الأول3

 

 

 

 

 

 

 

 

4 ) 𝑔ሺ𝑥ሻ = lnሺ𝑥 + 1ሻ − lnሺ𝑥 − 1ሻ 

𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑥 > −1 ⇒ 𝐷1 =] − 1,+∞[ 

𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑥 > 1 ⇒ 𝐷2 =]1,+∞[ 

𝐷𝑔 = 𝐷1 ∩ 𝐷2 =]1,+∞[ 

𝑔  هو مقصور التابع𝑓  1[على المجال,  𝐶𝑓هو ذاته  𝐶𝑔و ]∞+

,1[على المجال  +∞[ 

 الخامس:السؤال 

1 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على]𝑒, +∞[ 

lim
𝑥→𝑒+

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑥 = 𝑒  مقارب شاقولي نحو𝑜𝑦−  و𝐶 يقع يمين المقارب 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
− [1ሺ1 − lnሺ𝑥ሻሻ + ቀ−

1
𝑥ቁ 𝑥]

൫𝑥ሺ1 − lnሺ𝑥ሻሻ൯
2  

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−1 + lnሺ𝑥ሻ + 1

൫𝑥ሺ1 − lnሺ𝑥ሻሻ൯
2 =

lnሺ𝑥ሻ

൫𝑥ሺ1 − lnሺ𝑥ሻሻ൯
2 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ lnሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 𝑥 = 1 ∉ 𝐷𝑓 

+∞  𝑒 𝑥 

 +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 
0

 ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

2 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 = −1 𝑥 = 1 

𝑥 

𝑦 

𝐶𝑓 
𝑥 = 𝑒 

𝑥 

𝑦 

𝐶𝑓 
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3 ) 𝑆 = ∫ −𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑒3

𝑒2
𝑑𝑥 

⇒ 𝑆 = න
−
1
𝑥

1 − lnሺ𝑥ሻ

𝑒3

𝑒2
𝑑𝑥 = [lnȁ1 − 𝑙𝑛ሺ𝑥ሻȁ]𝑒2

𝑒3 

⇒ 𝑆 = [lnȁ1 − 𝑙𝑛ሺ𝑒3ሻȁ] − [lnȁ1 − 𝑙𝑛ሺ𝑒2ሻȁ] 

⇒ 𝑆 = lnȁ1 − 3ȁ − lnȁ1 − 2ȁ = lnȁ−2ȁ − lnȁ−1ȁ 

⇒ 𝑆 = lnሺ2ሻ − lnሺ1ሻ = lnሺ2ሻ 

4) 𝑔ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥ȁ1−lnሺ𝑥ሻȁ
 

𝑥 ∈]𝑒, +∞[⇒ ȁ𝑥ȁ = 𝑥 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ =
ȁ1ȁ

ȁ𝑥ȁ. ȁ1 − lnሺ𝑥ሻȁ
= |

1

𝑥ሺ1 − lnሺ𝑥ሻሻ
| 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = ȁ𝑓ሺ𝑥ሻȁ 

𝐶𝑔  ينتج بالحفاظ على نقاط𝐶𝑓  ذات التراتيب الموجبة وأخذ نظائر

 ′𝑥𝑥ذات التراتيب السالبة بالنسبة لمحور  𝐶𝑓نقاط 

 في بحث التابع اللوغاريتمي منزليةورقة عمل 

 السؤال الأول:

 وفق: 𝑹على  المعرف 𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = {

𝒙. 𝐥𝐧ሺ𝒙 + 𝟏ሻ

ξ𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝟏
   ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒎+ 𝟐                ; 𝒙 = 𝟎

 

 𝑅مستمراً على  𝑓التي يكون عندها التابع  𝑚عيّن قيمة 

 السؤال الثاني:

𝒙أثبت أنه مهما كان  ≥  كان: 𝟎

lnሺ𝑥ሻ ≤ 2൫ξ𝑥 − 1൯ 

 السؤال الثالث:

 يحققان: 𝒃و  𝒂موجبين تماماً  نفترض وجود عددين حقيقيين

ln ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ =

lnሺ𝑎ሻ + lnሺ𝑏ሻ

2
 

احسب 
𝑎

𝑏
 

 

 

 

 

 

 السؤال الرابع:

 المعرف على: 𝒇الخط البياني للتابع  𝑪𝒇ليكن 

] − ∞,  وفق: ]∞+,𝟏[∪]𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧 ൬
𝒙 − 𝟏

𝒙
൰ −

𝒙

𝟐
 

,1[ونظم جدولاً بها على المجال  𝑓( ادرس تغيرات 1 +∞[ 

2 )a:1 ( أثبت أن − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

    b:أثبت أن ) 𝑓ሺ1 − 𝑥ሻ + 𝑓ሺ𝑥ሻ = −
1

2
 

𝐴ثم استنتج أن النقطة  ቀ
1

2
, −

1

4
ቁ  مركز تناظر للخط البياني𝐶𝑓 

:Δ( أثبت أن 3 𝑦 = −
𝑥

2
وادرس  ∞+مقارب مائل بجوار  

 Δو  𝐶𝑓الوضع النسبي بين 

,1[على المجال  Δو  𝐶𝑓( ارسم 4 +∞[ 

 المعرف وفق: 𝑔الخط البياني للتابع  𝐶𝑔( استنتج رسم 5

𝑔ሺ𝑥ሻ = ln ൬
𝑥 + 1

𝑥 + 2
൰ −

𝑥

2
− 1 

 السؤال الخامس:

,𝟎[المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪𝒇ليكن  𝟏[∪]𝟏,+∞[ 

 وفق:

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒙. 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ
 

 ونظم جدولاً بها. 𝑓( ادرس تغيرات 1

 عند القيمة الحدّية. 𝐶𝑓للخط  𝑇مماس ( اكتب معادلة ال2

 𝑇و  𝐶𝑓( ارسم 3

 ′𝑥𝑥والمحور  𝐶𝑓( احسب مساحة السطح المحصور بين 4

𝑥والمستقيمين  = 𝑥و  2 = 𝑒 

 المعرف وفق: 𝑔الخط البياني للتابع  𝐶𝑔( استنتج رسم 5

𝑔ሺ𝑥ሻ =
1 + 𝑥. lnሺ𝑥ሻ

𝑥. lnሺ𝑥ሻ
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 في بحث التابع اللوغاريتمي المنزلية حل ورقة العمل

 السؤال الأول:

يجب أن يكون مستمراً عند  𝑅حتىّ يكون التابع مستمراً على 

 الصفر، أي أنه يجب أن يحقق:

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ0ሻ = 𝑚 + 2 

ቀهناك عدم تعيين من الشكل  0عند 
0

0
ቁ 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. lnሺ𝑥 + 1ሻ ൫ξ𝑥2 + 1 + 1൯

൫ξ𝑥2 + 1 − 1൯൫ξ𝑥2 + 1 + 1൯
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. lnሺ𝑥 + 1ሻ ൫ξ𝑥2 + 1 + 1൯

𝑥2 + 1 − 1
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥. lnሺ𝑥 + 1ሻ ൫ξ𝑥2 + 1 + 1൯

𝑥2
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ =
lnሺ𝑥 + 1ሻ

𝑥
. ቀඥ𝑥2 + 1 + 1ቁ 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 × 2 = 2 

⇒ 𝑚 + 2 = 2 ⇒ 𝑚 = 0  

 السؤال الثاني:

𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ − 2൫ξ𝒙 − 1൯ ≤ 0 

𝑓ሺ𝑥ሻنفرض:       = 𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ − 2൫ξ𝑥 − 1൯  

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ − 2ξ𝒙 + 2 

𝑓ሺ𝑥ሻتصبح المتراجحة:   ≤ 0     

,0[على المجال  𝑓ندرس إطراد التابع  +∞[ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥
− 2

1

2ξ𝑥
=
1

𝑥
−
1

ξ𝑥
⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =

1 − ξ𝑥

𝑥
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 1 − ξ𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑓ሺ1ሻ = 𝑙𝑛ሺ1ሻ − 2ξ1 + 2 = 0 

+∞  1  0 𝑥 
 − 0 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

 ↘  
0

 ↗   𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ  محققة  محققة  ≤ 0 
𝑥مهما كانت  > 𝑓ሺ𝑥ሻفإن  0 ≤ 0 

 

 

 السؤال الثالث:

ln ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰

⏟      
𝑙1

=
lnሺ𝑎ሻ + lnሺ𝑏ሻ

2⏟        
𝑙2

 

ln ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ =

lnሺ𝑎 × 𝑏ሻ

2
 

⇒ ln ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ =

1

2
lnሺ𝑎 × 𝑏ሻ 

⇒ ln ൬
𝑎 + 𝑏

2
൰ = ln൫ξ𝑎𝑏൯ 

⇒
𝑎 + 𝑏

2
= ξ𝑎𝑏 ⇒

ሺ𝑎 + 𝑏ሻ2

4
= 𝑎𝑏 

⇒ 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = 4𝑎𝑏 

⇒ 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = 0 ⇒ ሺ𝑎 − 𝑏ሻ2 = 0 

⇒ 𝑎 − 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑏 ⇒
𝑎

𝑏
= 1  

 السؤال الرابع:

1 )𝑓  1[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

lim
𝑥→1+

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑥 =  يقع على يمين المقارب 𝐶و −𝑜𝑦لي نحو مقارب شاقو 1

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =

𝑥 − 𝑥 + 1
𝑥2

𝑥 − 1
𝑥

−
1

2
= −

1

2
+

1

𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−𝑥2 + 𝑥 + 2

2𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ −𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 

⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 ⇒ ሺ𝑥 − 2ሻሺ𝑥 + 1ሻ = 0 

⇒
𝑥 = 2 ∈ 𝐷𝑓 مقبول 

𝑥 = −1 ∉ 𝐷𝑓 مرفوض 
 

𝑓ሺ2ሻ = −1 − lnሺ2ሻ 

+∞  2  1 𝑥 

 − 0 +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 

−∞

 ↘  
−1 − lnሺ2ሻ

 ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 
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2 )a) 𝑥 ∈] −∞, 0[∪]1,+∞[ 

⇒ −𝑥 ∈] − ∞,−1[∪]0, +∞[ 

⇒ 1− 𝑥 ∈] − ∞,  محققة ]∞+,1[∪]0

b) 𝑓ሺ1 − 𝑥ሻ + 𝑓ሺ𝑥ሻ⏟          
𝑙1

= −
1

2⏟
𝑙2

 

𝑙1 = ln ൬
1 − 𝑥 − 1

1 − 𝑥
൰ −

1 − 𝑥

2
+ ln ൬

𝑥 − 1

𝑥
൰ −

𝑥

2
 

⇒ 𝑙1 = ln ቀ
−𝑥

1 − 𝑥
ቁ + ln ൬

𝑥 − 1

𝑥
൰ +

−1 + 𝑥 − 𝑥

2
 

⇒ 𝑙1 = ln (
−𝑥

ሺ1 − 𝑥ሻ
×
ሺ𝑥 − 1ሻ

𝑥
) −

1

2
 

⇒ 𝑙1 = ln ൬
−1

−1
൰ −

1

2
= lnሺ1ሻ −

1

2
= −

1

2
= 𝑙2محققة 

𝐴 ൬
1

2
,−
1

4
൰ 

2𝑥0 − 𝑥 = 2൬
1

2
൰ − 𝑥 = 1 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 محققة 

𝑓ሺ2𝑥0 − 𝑥ሻ + 𝑓ሺ𝑥ሻ = 2𝑦0 

⇒ 𝑓ሺ1 − 𝑥ሻ + 𝑓ሺ𝑥ሻ = −
1

2
 محققة 

𝐴ومنه فإن النقطة  ቀ
1

2
, −

1

4
ቁ  هي مركز تناظر للتابع𝑓 

3) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = ln ቀ
𝑥−1

𝑥
ቁ 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δሻ = lnሺ1ሻ = 0 

Δ: 𝑦 = −
𝑥

2
 ∞+في جوار  𝑓للتابع  𝐶مقارب مائل للخط  ⇐

𝑓ሺ𝑥ሻسة الوضع النسبي، ندرس إشارة لدرا − 𝑦Δ 

ln ൬
𝑥 − 1

𝑥
൰ = 0 ⇒

𝑥 − 1

𝑥
= 1 ⇒ 𝑥 − 1 = 𝑥 

⇒ −1 ≠  مستحيلة 0

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ لا ينعدم له إشارة واحدة نعرفها بتجريب قيمة  ⇐

𝑥ولتكن  = 2 

ln ൬
2 − 1

2
൰ = ln ൬

1

2
൰ < 0 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ < 0 

𝐶  تحتΔ 

 

 

4 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) 𝑔ሺ𝑥ሻ = ln ቀ
𝑥+1

𝑥+2
ቁ −

𝑥

2
− 1 

𝑓ሺ𝑥 + 2ሻ = ln ൬
𝑥 + 2 − 1

𝑥 + 2
൰ −

ሺ𝑥 + 2ሻ

2
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥 + 2ሻ = ln ൬
𝑥 + 1

𝑥 + 2
൰ −

𝑥

2
−
2

2
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥 + 2ሻ = ln ൬
𝑥 + 1

𝑥 + 2
൰ −

𝑥

2
− 1 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥 + 2ሻ 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓  وفق انسحاب شعاعه�⃗� ሺ−2,0ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

−1 

1 
𝑥 

𝑦 

2 

−2 

−1− lnሺ2ሻ  
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 السؤال الخامس:

1 )𝑓 1[∪]0,1[شتقاقي على معرف ومستمر وا, +∞[ 

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

0−
= −∞ 

lim لأن:
𝑥→0+

𝑥. lnሺ𝑥ሻ = 0− 

𝑥 =  يقع يمين المقارب. 𝐶و −𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  0

lim
𝑥→1−

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

1ሺ0−ሻ
= −∞ 

𝑥 =  يقع يسار المقارب. 𝐶و −𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  1

lim
𝑥→1+

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

1ሺ0+ሻ
= +∞ 

𝑥 =  يقع يمين المقارب. 𝐶و +𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  1

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
− [1 × lnሺ𝑥ሻ + ቀ

1
𝑥ቁ
ሺ𝑥ሻ]

ሺ𝑥. lnሺ𝑥ሻሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−ሺlnሺ𝑥ሻ + 1ሻ

ሺ𝑥. lnሺ𝑥ሻሻ2
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ −ሺlnሺ𝑥ሻ + 1ሻ = 0 

⇒ lnሺ𝑥ሻ + 1 = 0 ⇒ lnሺ𝑥ሻ = −1 ⇒ 𝑥 =
1

𝑒
 

𝑓 ൬
1

𝑒
൰ =

1

1
𝑒
ሺ−1ሻ

= −𝑒 

+∞   1   
1

𝑒
  0 𝑥 

 −    − 0 +   𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  
+∞

  

−∞

 ↘  

−𝑒
 ↗  

−∞

  𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓 ቀ
1

𝑒
ቁ = −𝑒 قيمة حدّية كبرى 

′𝑓 أفقي(:( عند القيمة الحدّية )مماس 2 ቀ
1

𝑒
ቁ = 0 

𝑇: 𝑦 = 𝑦0 ⇒ 𝑇: 𝑦 = −𝑒 

 

 

 

3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4) 𝑆 = ∫ 𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑒

2
𝑑𝑥 

⇒ 𝑆 = න

1
𝑥

lnሺ𝑥ሻ

𝑒

2

𝑑𝑥 ⇒ 𝑆 = [lnሺ𝑙𝑛ሺ𝑥ሻሻ]2
𝑒 

⇒ 𝑆 = [lnሺlnሺ𝑒ሻሻ] − [lnሺlnሺ2ሻሻ] 

⇒ 𝑆 = lnሺ1ሻ − lnሺ𝑙𝑛ሺ2ሻሻ 

⇒ 𝑆 = 0 − lnሺ𝑙𝑛ሺ2ሻሻ = − lnሺ𝑙𝑛ሺ2ሻሻ 

5)  𝑔ሺ𝑥ሻ =
1+𝑥.lnሺ𝑥ሻ

𝑥.lnሺ𝑥ሻ
 

𝑔ሺ𝑥ሻ =
1

𝑥. lnሺ𝑥ሻ
+
𝑥. lnሺ𝑥ሻ

𝑥. lnሺ𝑥ሻ
= 𝑓ሺ𝑥ሻ + 1 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓  وفق انسحاب شعاعه�⃗� ሺ0,1ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 = 1 𝑥 = 0 

𝑦 

𝑥 

1

𝑒
 

−𝑒 

1 
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ي
س
لأ
التابع ا

 

شكله
 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

أو:  
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
exp

൫ 𝑔
ሺ𝑥
ሻ൯

 

ي 
ريفه ه

عة تع
جمو

م
𝐷
𝑔

 

صه
خوا

 

𝑎
=
𝑏
⟺
𝑒
𝑎
=
𝑒
𝑏 

𝑎
≥
𝑏
⟺
𝑒
𝑎
≥
𝑒
𝑏 

𝑎
≤
𝑏
⟺
𝑒
𝑎
≤
𝑒
𝑏 

𝑒
𝑎
.𝑒
𝑏
=
𝑒
𝑎
+
𝑏 

𝑒
𝑎

𝑒
𝑏
=
𝑒
𝑎
−
𝑏 

ሺ𝑒
𝑎
ሻ
𝑛
=
𝑒
𝑎
𝑛 

ξ
𝑒
𝑛

𝑘
=
𝑒
𝑛𝑘 

𝑒
ln
ሺ𝑎
ሻ
=
𝑎

 

ln
ሺ𝑒
𝑎
ሻ
=
𝑎

 

ت
لا
معاد

 

①
 𝑒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

1
ف:
ري
عة التع

جمو
جد م

( نو
 

𝐷
=
𝐷
𝑓
∩
𝐷
𝑔

 

2
خذ 
( نأ

𝑙𝑛
 

ن:
رفي
ط
لل

 
⇒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
𝑔
ሺ𝑥
ሻ

 

3
ن م

ض م
رف
ل أو ن

ل المعادلة ونقب
ح
( ن

ف.
ري
عة التع

جمو
 

②
 𝑒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
𝑎

 

1
ف 
ري
عة تع

جمو
جد م

( نو
𝐷
𝑓

 
ن: 
ث أ

حي
𝑎
>
0

 
ب
ج
مو

 

2
خذ 
( نأ

𝑙𝑛
 

ن:
رفي
ط
لل

 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
ln
ሺ𝑎
ሻ 

3
ف.
ري
عة التع

جمو
ن م

ض م
رف
ل أو ن

ل المعادلة ونقب
ح
( ن

 

③
 𝑎
𝑒
2
𝑥
+
𝑏
𝑒
𝑥
+
𝑐
=
0

 

ل 
حل
ق الم

ري
ط
ن 
ع
ر أو 

ش
ل مبا

حلي
ت

Δ
 

صّة:
خا
حالة 

 

𝑎
𝑒
−
2
𝑥
+
𝑏
𝑒
−
𝑥
+
𝑐
=
0

 

ب بـ
ر
ض
ن

ሺ𝑒
2
𝑥ሻ

 
ح:
صب
فت

 

𝑎
+
𝑏
𝑒
𝑥
+
𝑐𝑒
2
𝑥
=
0

حالة  
ى ال

نعود إل
③

 

④ 
ن:
جهولي

ل معادلة بم
ح

 

1
ض
ف بالتعوي

حذ
جمع أو 

ف بال
حذ
 )

 

2
ت.
لا
حا
ض ال

ي بع
ي ف
س
لأ
ص التابع ا

خوا
خدام 

ست
ن ا
( يمك

 

ت
حا
ج
را
مت

 

①
 𝑒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
≤
𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

1
ف:
ري
عة التع

جمو
جد م

( نو
 

𝐷
=
𝐷
𝑓
∩
𝐷
𝑔  

2
خذ 
( نأ

𝑙𝑛
 

ن:
رفي
ط
لل

 

⇒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
≤
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

3
ل 
جا
ى م

عل
ل 
ص
ح
جة ن

ح
را
ل المت

ح
( ب

𝐼 
ل 
ح
ن 
ويكو

ل هو:
حة المقبو

ج
را
المت

 

𝑆
=
𝐷
∩
𝐼 

②
 𝑒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
≥
𝑎

 

ن 
إذا كا

𝑎 
خذ 
جة بأ

ح
را
ل المت

ح
ن 
ب، يمك

ج
مو

𝑙𝑛
 

ن
رفي
ط
لل

 

ن 
إذا كا

𝑎 
ي 
ل ف
ح
حيلة ال

ست
حة م

ج
را
ب، المت

سال
𝑅

 

③
 𝑒
𝑓
ሺ𝑥
ሻ
≤
𝑎

 

إذا كا
ن 
𝑎 

خذ 
جة بأ

ح
را
ل المت

ح
ن 
ب، يمك

ج
مو

𝑙𝑛
 

ن
رفي
ط
لل

 

ن 
إذا كا

𝑎 
ي 
ل ف
ح
حيلة ال

ست
حة م

ج
را
ب، المت

سال
𝑅

 

④
 𝑎
𝑒
2
𝑥
+
𝑏
𝑒
𝑥
+
𝑐
≤
0

 

ز 
ر أو الممي

ش
ل المبا

حلي
خدام الت

ست
ل بإ

ح
ت

Δ 
رة
شا
ل إ
جدو

و
 

ق
شتقا

لإ
ا

 

𝑓
ሺ𝑥
ሻ
=
𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

⇒
𝑓
′ሺ𝑥
ሻ
=
𝑔
′ሺ𝑥
ሻ𝑒
𝑔
ሺ𝑥
ሻ 

ت
نهايا

 

lim
𝑥
→
−
∞
𝑒
𝑥
=
0
 

lim
𝑥
→
+
∞
𝑒
𝑥
=
+
∞

 

lim
𝑥
→
+
∞

𝑒
𝑥

𝑥
𝑛
=
+
∞

 

lim
𝑥
→
+
∞

𝑥
𝑛

𝑒
𝑥
=
0
 

lim
𝑥
→
−
∞
𝑥
𝑛
.𝑒
𝑥
=
0
−

 

lim
𝑥
→
0 ሺ1

+
𝑥
ሻ
1𝑥
=
𝑒
 

lim
𝑥
→
0
൬1
+
1𝑥
൰
𝑥

=
𝑒
 

lim
𝑥
→
0

𝑒
𝑥
−
1

𝑥
=
1
 

lim
𝑥
→
0

𝑥

𝑒
𝑥
−
1
=
1
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ي
س
لأ
 ا
بع
لتا
 ا
ط
ط
خ
 م
مّة
تت

 

ع 
تاب
ة 
س
را
د

𝑎
𝑥

 

 
ت 
را
غي
الت
ة 
س
را
د

𝑎
>

1
 

𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
𝑎
𝑥
=
𝑒
𝑥
.l
n
ሺ 𝑎
ሻ  

𝑓 
ى 
عل
ي 
اق
تق
ش
وا
ر 
تم
س
وم
ف 
رّ
مع

𝑅
 

li
m

𝑥
→
−
∞
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
0

 

li
m

𝑥
→
+
∞
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
+
∞

 

𝑓
′ ሺ
𝑥
ሻ
=
ln
ሺ 𝑎
ሻ
.𝑒
𝑥
.l
n
ሺ 𝑎
ሻ
>
0

 +
∞

 
 

−
∞

 
𝑥

 

 
+

 
 

𝑓
′ ሺ
𝑥
ሻ  

+
∞ ⬚ ⬚

 
⬚ ↗ ⬚

 
⬚ ⬚ 0

 
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ  

 

ت
جا
ح
را
مت
وال
ت 
لا
اد
مع
 ال
ل
ح

 

ي 
س
لأ
 ا
بع
لتا
 ا
ت
حا
ج
را
مت
 و
ت
لا
اد
مع
ل 
ح
ب 
لو
س
 ا
س
نف
ب

𝑒
𝑥

 

ية
ضل
فا
الت
ت 
لا
اد
مع
ال

 

ل:
شك
 ال
ن
م

 

𝑦
′
=
𝑎
𝑦

 

ا:
لهّ
ح

 
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
𝑘
.𝑒
𝑎
𝑥

 

ل:
شك
 ال
ن
م

 

𝑦
′
=
𝑎
𝑦
+
𝑏

 

ا:
لهّ
ح

 
𝑓
ሺ 𝑥
ሻ
=
𝑘
.𝑒
𝑎
𝑥
−
𝑏 𝑎

 

ة:
ظ
ح
لا
م

 

د 
ج
نو

𝑘 
ل:
شك
بال
ى 
ط
مع
ط 
ر
ش
ق 
ري
ط
ن 
ع

 

① 
𝐶 𝑓 

ة 
ط
نق
بال
ر 
يم

𝐴
൫𝑥
0
,𝑓
ሺ 𝑥
0
ሻ ൯

 

② 
𝐶 𝑓 

ه 
ميل
اً 
س
ما
 م
ل
قب
ي

𝑚 
ة 
ط
نق
 ال
ي
ف

𝑥
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 المتراجحات:المعادلات و

① 𝒆𝟑−𝒙 = 𝟏 

 الحل:

 نأخذ لوغاريتم للطرفين:

lnሺ𝑒3−𝑥ሻ = lnሺ1ሻ ⇒ 3 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 3 

② 𝒆𝒙 +
𝒆

𝒆𝒙
= 𝟏 + 𝒆 

 الحل:

ሺ𝑒𝑥ሻ: 𝑒2𝑥نضرب بـ + 𝑒 = ሺ1 + 𝑒ሻ𝑒𝑥 

𝑒2𝑥 − ሺ1 + 𝑒ሻ𝑒𝑥 + 𝑒 = 0 

ሺ𝑒𝑥 − 𝑒ሻሺ𝑒𝑥 − 1ሻ = 0 

𝑒𝑥 إمّا: = 𝑒 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑒𝑥 أو: = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

③ 𝒆𝒙 + 𝟒𝒆−𝒙 ≤ 𝟓 

 الحل:

 :ሺ𝑒𝑥ሻبـنضرب 

𝑒2𝑥 + 4 ≤ 5𝑒𝑥 ⇒ 𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 4 ≤ 0 

𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 4 = 0 ⇒ ሺ𝑒𝑥 − 4ሻሺ𝑒𝑥 − 1ሻ = 0 

𝑒𝑥 إمّا: = 4 ⇒ 𝑥 = lnሺ4ሻ ⇒ 𝑥 = lnሺ22ሻ 

⇒ 𝑥 = 2 lnሺ2ሻ 

𝑒𝑥 أو: = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

+∞ 2 lnሺ2ሻ  0 −∞ 𝑥 

+ 0 − 0 + 𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 4 = 0 

غير 
 محققة

غير  0 محققة 0
 محققة

𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 4 ≤ 0 

⇒ 𝑥 ∈ [0,2 lnሺ2ሻ] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حل جملة معادلتين:

{
𝒆𝒙 −

𝟏

𝒆
𝒆𝒚 = 𝟏…①

𝒆𝒙 +
𝟏

𝟐
𝒆𝒚 = 𝟐 +

𝒆

𝟐
…②

 

 الحل:

 ሺ𝑒ሻبالعدد  ①نضرب المعادلة 

 ሺ2ሻبالعدد  ②نضرب المعادلة 

⇒ ቊ
𝑒. 𝑒𝑥 − 𝑒𝑦 = 𝑒…①

2𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 = 4 + 𝑒…②
 

.𝑒 بالجمع: 𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 = 4 + 2𝑒 

⇒ 𝑒𝑥ሺ𝑒 + 2ሻ = 2ሺ2 + 𝑒ሻ ⇒ 𝑒𝑥 = 2 

⇒ 𝑥 = lnሺ2ሻ 

2ሺ2ሻ :②نعوض في  + 𝑒𝑦 = 4 + 𝑒 ⇒ 𝑒𝑦 = 𝑒 

⇒ 𝑦 = 1 

ሺlnሺ2ሻ الحل المشترك جملة المعادلتين: , 1ሻ 

 تعلّم:

𝑎𝑥 = 𝑒lnሺ𝑎
𝑥ሻ ⇒ 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥.lnሺ𝑎ሻ 

3𝑥 = 𝑒𝑥.lnሺ3ሻ 

 الآتية: المتراجحةحل 

𝟗𝒙 + 𝟑𝒙+𝟏 − 𝟒 ≤ 𝟎 

 :الحل

ሺ32ሻ𝑥 + 31. 3𝑥 − 4 ≤ 0 

32𝑥 + 3.3𝑥 − 4 = 0 

⇒ ሺ3𝑥 + 4ሻሺ3𝑥 − 1ሻ = 0 

3𝑥 إمّا: =  مستحيلة 4−

3𝑥 أو: = 1 ⇒ lnሺ3𝑥ሻ = lnሺ1ሻ 

⇒ 𝑥. lnሺ3ሻ = 0 ⇒ 𝑥 = 0 

+∞  0  −∞ 𝑥 

 + 0 −  32𝑥 + 3.3𝑥 − 4 = 0 

 
غير 
 محققة

32𝑥  محققة 0 + 3.3𝑥 − 4 ≤ 0 

𝑆 =] − ∞, 0] 
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 المعادلات التفاضلية:

𝒚′ = 𝒂𝒚 𝒚′ = 𝒂𝒚 + 𝒃 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑘. 𝑒𝑎𝑥 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑘. 𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
 

 حل المعادلة التفاضلية:

① 𝟐𝒚 + 𝟑𝒚′ − 𝟏 = 𝟎 

 الحل:

𝑦′ = −
2

3
𝑦 +

1

3
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑘𝑒− 
2
3
𝑥 −

1
3

−
2
3

= 𝑘𝑒− 
2
3
𝑥 +

1

2
 

② 𝟐𝒚′ + 𝟑𝒚 = 𝟎 

𝑨ሺ𝐥𝐧ሺ𝟒ሻللحل يمر بالنقطة  𝑪والخط البياني  , 𝟏ሻ 

 الحل:

𝑦′ = −
3

2
𝑦 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑘𝑒− 
3
2
𝑥
 

𝐴ሺlnሺ4ሻ , 1ሻ ∈ 𝐶𝑓 

𝑓ሺlnሺ4ሻሻ = 1 ⇒ 𝑘. 𝑒− 
3
2
lnሺ4ሻ = 1 

⇒ 𝑘. 𝑒
−3×2 lnሺ2ሻ

2 = 1 ⇒ 𝑘. 𝑒−3 lnሺ2ሻ = 1 

⇒ 𝑘 =
1

𝑒−3 lnሺ2ሻ
= 𝑒3 lnሺ2ሻ ⇒ 𝑘 = 𝑒ln൫2

3൯ 

⇒ 𝑘 = 𝑒lnሺ8ሻ ⇒ 𝑘 = 8 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 8. 𝑒− 
3
2
𝑥 

 :𝒂عند  𝒇جد نهاية مثال: 

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ − 𝒆𝒙        𝒂 = +∞ 

 الحل:

∞ሺهناك عدم تعيين  −∞ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥. (
lnሺ𝑥ሻ

𝑥
−
𝑒𝑥

𝑥
) 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ሺ0 −∞ሻ = −∞ 

 

② 𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒆𝟑𝒙 − 𝟏

𝒙
        𝒂 = 𝟎 

 الحل:

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 ×
𝑒3𝑥 − 1

3𝑥
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 3 × 1 = 3 

 النهاية المميزة:

 ∞𝟏الحصول على 

 :𝒂عند  𝒇جد نهاية مثال: 

① 𝒇ሺ𝒙ሻ = ൬𝟏 +
𝟏

𝒙
൰
𝒙

       𝒂 = +∞ 

 الحل:

 ∞1هناك عدم تعيين 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒lnቀ1+
1
𝑥
ቁ
𝑥

= 𝑒𝑥.lnቀ1+
1
𝑥
ቁ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒
𝑥.
1
𝑥
.
lnቀ1+

1
𝑥
ቁ

1
𝑥 = 𝑒

lnቀ1+
1
𝑥
ቁ

1
𝑥  

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒 

lim لأن:
𝑥→0

lnሺ1+𝑥ሻ

𝑥
= 1 

൫𝟏زم يكون عناّ لا +  𝒍𝒏و  𝒆نزرع  ൯شغلة

② 𝒇ሺ𝒙ሻ = ൬
𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏
൰

𝒙
𝟐
          𝒂 = +∞ 

 الحل:

1

𝑥 − 1 𝑥 + 3
𝑥 − 1

4

⇒
𝑥 + 3

𝑥 − 1
= 1 +

4

𝑥 − 1
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = ൬1 +
4

𝑥 − 1
൰

𝑥
2
= 𝑒

lnቀ1+
4
𝑥−1

ቁ

𝑥
2

= 𝑒
𝑥
2
.lnቀ1+

4
𝑥−1

ቁ
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒

𝑥
2
.
4
𝑥−1

.
lnቀ1+

4
𝑥−1

ቁ

4
𝑥−1 = 𝑒

4𝑥
2𝑥−2

.
lnቀ1+

4
𝑥−1

ቁ

4
𝑥−1  

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒2×1 = 𝑒2 

lim لأن:
𝑥→0

lnሺ1+𝑥ሻ

𝑥
= 1 
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بالصيغة:  𝑹المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن : ①مسألة 

𝒇: 𝒙 → 𝒙. 𝒆−𝒙 لوب:والمط 

وادرس  𝑓′ሺ𝑥ሻواحسب  ∞−وعند  ∞+عند  𝑓( احسب نهاية 1

 .𝐶𝑓ونظم جدولاً بتغيراته وعينّ قمته الحدية ثم ارسم  𝑓إطراد التابع 

والمستقيمين الذين  ′𝑥𝑥و  𝐶( احسب مساحة السطح المحصور بين 2

𝑥معادلتهما  = 𝑥و  0 = 1 

 عرفة تدريجياً كما يلي:الم ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0( لتكن المتتالية 3

{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛𝑒
−𝑢𝑛 

a 0( أثبت أن < 𝑢𝑛 ≤  .𝑛وذلك مهما كان العدد الطبيعي  1

b أثبت أن المتتالية )ሺ𝑢𝑛ሻ𝑛≥0  متناقصة، ثم ادرس تقاربها واحسب

 نهايتها.

 الحل:

1)  𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥. 𝑒−𝑥 

𝑓 معرف ومستمر واشتقاقي على ] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ሺ+∞ሻ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

×∞+حالة عدم تعيين  0 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥

𝑒𝑥
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1. 𝑒−𝑥 + ሺ−𝑒−𝑥ሻ. 𝑥 = ሺ1 − 𝑥ሻ. 𝑒−𝑥 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 1 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑓ሺ1ሻ = 1. 𝑒−1 =
1

𝑒
 

+∞  1  −∞ 𝑥 

 − 0 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  

1

𝑒  ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ1ሻ =
1

𝑒
 قيمة حدية كبرى 

 

 

 

 

 

 

 

2) 𝑆 = ∫ 𝑓ሺ𝑥ሻ
1

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥. 𝑒−𝑥

1

0
𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥 → 𝑢′ = 1 

𝑣′ = 𝑒−𝑥 → 𝑣 = −𝑒−𝑥 

𝑆 = [−𝑥. 𝑒−𝑥]0
1 −න −𝑒−𝑥

1

0

𝑑𝑥 = [−𝑥. 𝑒−𝑥]0
1 − [𝑒−𝑥]0

1 

⇒ 𝑆 = ሺ−1 × 𝑒−1 − 0ሻ − ሺ𝑒−1 − 1ሻ 

⇒ 𝑆 = −
1

𝑒
−
1

𝑒
+ 1 ⇒ 𝑆 = 1 −

2

𝑒
 

3 )  

{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛𝑒
−𝑢𝑛 

a نسمّي القضية )𝐸ሺ𝑛ሻ: 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 0 < 𝑢𝑛 ≤ 1 

 :𝐸ሺ0ሻنثبت صحة 

𝐸ሺ0ሻ: 0 < 𝑢0 ≤ 1 ⇒ 0 < 1 ≤  محققة 1

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 0 < 𝑢𝑛 ≤ 1 …∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 0 < 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

0 < 𝑢𝑛. 𝑒
−𝑢𝑛 ≤ 1 

0  نبدأ من *: < 𝑢𝑛 ≤ 1 

𝑓ሺ0ሻ متزايد: 𝑓بما أن  < 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ ≤ 𝑓ሺ1ሻ 

0 < 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ ≤
1

𝑒
≤ 1 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 عدد طبيعي 

b:نثبت بالتدريج صحة القضية ) 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

 :𝐸ሺ0ሻنثبت صحة 

𝑢1 ≤ 𝑢0 ⇒ 𝑢0𝑒
−𝑢0 ≤ 1 

1. 𝑒−1 ≤ 1 ⇒
1

𝑒
≤  محققة 1

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 …∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

𝑢𝑛+2 ≤ 𝑢𝑛+1 

𝑢𝑛+1. 𝑒
−𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛. 𝑒

−𝑢𝑛 

1

𝑒
 

1 
𝑥 

𝑦 
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 نبدأ من *:

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 

𝑓ሺ𝑢𝑛+1ሻ متزايد: 𝑓بما أن  ≤ 𝑓ሺ𝑢𝑛ሻ 

𝑢𝑛+1. 𝑒
−𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛. 𝑒

−𝑢𝑛 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ  فهي محققة مهما كان𝑛 عدد طبيعي 

𝒖𝒏  متناقصة ⇐

 فهي متقاربة 𝟎وهي محدودة من الأدنى بالعدد 

 حساب النهاية:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥 ⇒ 𝑥. 𝑒−𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝑒−𝑥 = 1 

⇒ lnሺ𝑒−𝑥ሻ = lnሺ1ሻ ⇒ −𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇الخط البياني للتابع  𝑪: ②مسألة 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒙 − 𝟏 +
𝟒

𝒆𝒙 + 𝟏
 

:𝑑( أثبت أن: 1 𝑦 = 𝑥 −  𝑑مع  𝐶وادرس وضع  ∞+مقارب عند  1

:′𝑑( أثبت أن:2 𝑦 = 𝑥 +  ′𝑑مع  𝐶وادرس وضع  ∞−مقارب عند 3

 𝑓( ادرس تغيرات 3

في نقطة تقاطعه مع محور  𝐶للخط  𝑇( اكتب معادلة المماس 4

 التراتيب.

 .𝑇و  𝐶و  ′𝑑و  𝑑ثم ارسم  𝑇مع  𝐶( ادرس وضع 5

 الحل:

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 =
4

𝑒𝑥+1
 

lim
𝑥→+∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑ሻ =
4

+∞
= 0 

𝑑: 𝑦 = 𝑥 −  ∞+مقارب عند  1

وقف 𝑑ونلاحظ أن:   𝐶 ⇐ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 > 0 

2) 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑′ =
4

𝑒𝑥+1
− 4 

lim
𝑥→−∞

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑′ሻ =
4

0 + 1
− 4 = 0 

𝑑′: 𝑦 = 𝑥 +  ∞−مقارب مائل عند  3

𝐶 تحت ′𝑑ونلاحظ أن:  ⇐ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑′ < 0 

 

 

 

 

3 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞− 1 + 4 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞− 1 + 0 = +∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1 +
−4𝑒𝑥

ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2
=
ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2 − 4𝑒𝑥

ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 + 1 − 4𝑒𝑥

ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2
=
𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1

ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2
 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
ሺ𝑒𝑥 − 1ሻ2

ሺ𝑒𝑥 + 1ሻ2
≥ 0 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ ሺ𝑒𝑥 − 1ሻ2 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 − 1 = 0 

⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑓ሺ0ሻ = 0 − 1 +
4

1 + 1
= 1 

+∞  0  −∞ 𝑥 

 + 0 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  1  ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

+∞
 ↗  0  ↗  

−∞

 
𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑇
= 𝑓ሺ𝑥ሻ − 1 

 + 0 −  
 إشارة:

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑇 

𝐶 وفق 𝑇 𝐶  تحت𝑇 
مع  𝐶وضع 

𝑇 
 ሺ0,1ሻ نقطة تقاطع:

𝑥مع  𝐶( تقاطع 4 = 0 ⇐ 𝑦𝑦′ 

𝑓ሺ0ሻ من الجدول: = 1   ,   𝑓′ሺ0ሻ = 0 

𝑦مماس أفقي:  = 𝑦0 

𝑇: 𝑦 = 1 

:𝑑( لرسم 5 𝑦 = 𝑥 − 1 

 

:′𝑑لرسم  𝑦 = 𝑥 + 3 

 

 

 

 

 

 

 

1 0 𝑥 

0 −1 𝑦 

−3 0 𝑥 

0 3 𝑦 

𝑦 

𝑥 

𝑑′ 
𝑑 

−3 

−1 

1 

1 

0 

3 
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 وفق: 𝑹\{𝟎}عرف على الم 𝒇هو الخط للتابع  𝑪: ③مسألة 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝒆𝒙 + 𝐥𝐧ȁ𝒙ȁ 

 وفق: 𝑹التابع المعرف على  𝒈وليكن 

𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝒆𝒙 + 𝟏 

واستنتج إشارة  𝑔( ادرس تغيرات 1
𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑥
 𝑅\{0}على  

 𝐶𝑓وارسم  𝑓( ادرس تغيرات 2

 الحل:

1 )𝑔  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑔ሺ𝑥ሻ = 0 + 1 = 1 

lim لأن:
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑔ሺ𝑥ሻ = +∞ሺ+∞ሻ + 1 = +∞ 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = ሺ𝑥 + 1ሻ𝑒𝑥 

𝑔′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

𝑔ሺ−1ሻ = −1. 𝑒−1 + 1 = −
1

𝑒
+ 1 ≃ 0.7 

+∞  −1  −∞ 𝑥 

 + 0 −  𝑔′ሺ𝑥ሻ 

+∞
 ↗  

−
1

𝑒
+ 1

 ↘  
1

 𝑔ሺ𝑥ሻ 

راسة اشارة د
𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

 

+∞  0  −∞ 𝑥 

 + + +  
إشارة 
𝑔ሺ𝑥ሻ 

 𝑥إشارة   −   0 + 

إشارة   −  + 
𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

2 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞, 0[∪]0,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 +∞ = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞+∞ = +∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 −∞ = −∞ 

𝑥 =  يقع على يسار المقارب 𝐶و  −𝑜𝑦ي نحو مقارب شاقول 0

lim
𝑥→0+

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 −∞ = −∞ 

𝑥 =  يقع على يمين المقارب 𝐶و  −𝑜𝑦مقارب شاقولي نحو  0

 

 

]0,+∞[ ] − ∞, 0[ 
𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 + lnሺ𝑥ሻ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 + lnሺ−𝑥ሻ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 +
1

𝑥
 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 −

1

−𝑥
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 +
1

𝑥
=
𝑥𝑒𝑥 + 1

𝑥
=
𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

نفس إشارة  𝑓′ሺ𝑥ሻإشارة 
𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑥
 

+∞   0   −∞ 𝑥 

 + +  − −  𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

−∞

  

−∞

 ↘  
+∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

𝑦 
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 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع : ④مسألة 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥. 2−𝑥 

 𝐶𝑓ثم ارسم  𝑓ادرس تغيرات التابع 

 الحل:

 التابع يكافئ:

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥𝑒lnሺ2
−𝑥ሻ = 𝑥. 𝑒−𝑥 lnሺ2ሻ 

𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = −∞ሺ+∞ሻ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

×∞+ሺحالة عدم تعيين  0ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑥

𝑒𝑥 lnሺ2ሻ
=

1

lnሺ2ሻ
.
𝑥 lnሺ2ሻ

𝑒𝑥 lnሺ2ሻ
 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

lnሺ2ሻ
× 0 = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 1൫𝑒−𝑥 lnሺ2ሻ൯ + ൫− lnሺ2ሻ 𝑒−𝑥 lnሺ2ሻ൯𝑥 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒−𝑥 lnሺ2ሻ − 𝑥 lnሺ2ሻ 𝑒−𝑥 lnሺ2ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒−𝑥 lnሺ2ሻሺ1 − 𝑥 lnሺ2ሻሻ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 1 − 𝑥 lnሺ2ሻ = 0 ⇒ 𝑥 =
1

lnሺ2ሻ
≃ 1,4 

𝑓 ൬
1

lnሺ2ሻ
൰ =

1

lnሺ2ሻ
. 𝑒
− 

1
lnሺ2ሻ

×lnሺ2ሻ
 

⇒ 𝑓 ൬
1

lnሺ2ሻ
൰ =

1

lnሺ2ሻ
𝑒−1 =

1

𝑒 lnሺ2ሻ
≃ 0.5 

+∞  
1

lnሺ2ሻ
  −∞ 𝑥 

 − 0 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  

1

𝑒 lnሺ2ሻ ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 لحساب نقطة التقاطع مع محور التراتيب: 

𝑓ሺ0ሻ = 0𝑒−0 lnሺ2ሻ = 0 

 ሺ0,0ሻالتابع مار من المبدأ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

1 2 1

lnሺ2ሻ
 

1

𝑒 lnሺ2ሻ
 

𝑦 

𝑥 
0 
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 ورقة عمل يدوية في بحث التابع الأسي

 السؤال الأول:

 حل المعادلات والمتراجحات الآتية:

① 𝑒3𝑥+1 + 4𝑒2𝑥+1 − 5𝑒𝑥+1 = 0 

② 2𝑥+1 ≥ 3𝑥 

③ 4𝑥 + 2𝑥+1 − 3 = 0 

 السؤال الثاني:

 جملة المعادلتين: 𝑹حل في 

{
3𝑥 × 3𝑦 = 9
3𝑥 + 3𝑦 = 10

 

 السؤال الثالث:

𝑓ሺ𝑥ሻ  أوجد مشتق التابع: = 𝑥𝑥 

 السؤال الرابع:

 :𝒂احسب نهاية كل تابع عند 

① 𝑓ሺ𝑥ሻ = ൬
𝑥 + 1

𝑥 − 1
൰
𝑥

        𝑎 = +∞ 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑒𝑥 − 1

sinሺ𝑥ሻ
          𝑎 = 0 

 السؤال الخامس:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝟐
ሺ𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙ሻ 

 فردي وما الصفة التناظرية لخطّه البياني. 𝑓( أثبت أن 1

 .𝑓( ادرس تغيرات 2

 𝑇و  𝐶الوضع النسبي بين في المبدأ وادرس  𝑇( أوجد معادلة المماس 3

 𝐶و  𝑇( ارسم 4

  𝑇و  𝐶احسب مساحة السطح المحصور بين ( 5

𝑥والمستقيمين      = 𝑥و  0 = lnሺ2ሻ. 

𝑦 هو حل للمعادلة التفاضلية: 𝑓( أثبت أن التابع 6 − 𝑦′ = −
1

𝑒𝑥
 

 السؤال السادس:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇هو الخط البياني للتابع  𝑪ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧ሺ𝒆−𝒙 + 𝟏ሻ 

1 )a أوجد نهايات التابع عند أطراف مجموعة التعريف وبينّ ما له من )

 مقاربات.

b:أثبت أن ) 𝑓ሺ𝑥ሻ = −𝑥 + lnሺ𝑒𝑥 + 1ሻ 

c استنتج معادلة المقارب المائل عند )−∞ 

 ( ادرس تغيرات التابع ثم ارسم خطّه البياني.2

 𝐷و𝐵و𝐴بالرموز  1−و  1و  0صلهاالتي فوا 𝐶( نرمز إلى نقاط من 3

 ሺ𝐵𝐷ሻيوازي  𝐴في  𝐶أثبت أن مماس 

 حل ورقة العمل اليدوية لبحث التابع الأسي

 السؤال الأول:

① 𝑒3𝑥+1 + 4𝑒2𝑥+1 − 5𝑒𝑥+1 = 0 

𝑒𝑥+1ሺ𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 − 5ሻ = 0 

𝑒𝑥+1 إمّا: ≠  مستحيلة 0

𝑒2𝑥 أو: + 4𝑒𝑥 − 5 = 0 

⇒ ሺ𝑒𝑥 + 5ሻሺ𝑒𝑥 − 1ሻ = 0 ⇒ 𝑒𝑥 ≠ مستحيلة 5−
𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0

 

② 𝟐𝒙+𝟏 ≥ 𝟑𝒙 

 بأخذ لوغاريتم:

lnሺ2𝑥+1ሻ ≥ lnሺ3𝑥ሻ ⇒ ሺ𝑥 + 1ሻ lnሺ2ሻ ≥ 𝑥. lnሺ3ሻ 

𝑥. lnሺ2ሻ + lnሺ2ሻ ≥ 𝑥. lnሺ3ሻ 

⇒ 𝑥. lnሺ2ሻ − 𝑥. lnሺ3ሻ ≥ − lnሺ2ሻ 

⇒ 𝑥ሺlnሺ2ሻ − lnሺ3ሻሻ ≥ − lnሺ2ሻ 

⇒ 𝑥 ≤
− lnሺ2ሻ

lnሺ2ሻ − lnሺ3ሻ
⇒ 𝑆 = ]−∞,

− lnሺ2ሻ

lnሺ2ሻ − lnሺ3ሻ
] 

③ 4𝑥 + 2𝑥+1 − 3 = 0 

22𝑥 + 2 × 2𝑥 − 3 = 0 ⇒ ሺ2𝑥 + 3ሻሺ2𝑥 − 1ሻ = 0 

2𝑥 إمّا: ≠  مستحيلة 3−

2𝑥 أو: = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

 السؤال الثاني:

ቊ
3𝑥 × 3𝑦 = 9…①

3𝑥 + 3𝑦 = 10…②
 

3𝑥 :①من  =
9

3𝑦
 

 :② نعوّض في
9

3𝑦
+ 3𝑦 = 10 ⇒ 9 + 32𝑦 = 10 × 3𝑦 

⇒ 32𝑦 − 10 × 3𝑦 + 9 = 0 

⇒ ሺ3𝑦 − 9ሻሺ3𝑦 − 1ሻ = 0 

3𝑦 إمّا: = 1 ⇒ 𝑦 = 0 

3𝑥 :①نعوّض في  × 30 = 9 ⇒ 3𝑥 = 32 

⇒ 𝑥 = 2 

3𝑦 أو: = 9 ⇒ 3𝑦 = 32 ⇒ 𝑦 = 2 

3𝑥 :①نعوّض في  × 32 = 9 ⇒ 3𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

⇒ ሺ0,2ሻ   ,   ሺ2,0ሻ 
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 الثالث: السؤال

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥𝑥 = 𝑒lnሺ𝑥
𝑥ሻ ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥.lnሺ𝑥ሻ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = [𝑥. lnሺ𝑥ሻ]′𝑒𝑥.lnሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = [1. lnሺ𝑥ሻ +
1

𝑥
× 𝑥] 𝑒𝑥.lnሺ𝑥ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = ሺlnሺ𝑥ሻ + 1ሻ𝑒𝑥.lnሺ𝑥ሻ 

 السؤال الرابع:

① 𝑓ሺ𝑥ሻ = ൬
𝑥 + 1

𝑥 − 1
൰
𝑥

       𝑎 = +∞ 

 ∞1هناك عدم تعيين 

1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
𝑥 − 1

2

⇒
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= 1 +

2

𝑥 − 1
 

𝑓ሺ𝑥ሻ = ൬1 +
2

𝑥 − 1
൰
𝑥

= 𝑒
lnቀ1+

2
𝑥−1

ቁ
𝑥

= 𝑒
𝑥.lnቀ1+

2
𝑥−1

ቁ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒
𝑥×

2
𝑥−1

×
lnቀ1+

2
𝑥−1

ቁ

2
𝑥−1 = 𝑒

2𝑥
𝑥−1

×
lnቀ1+

2
𝑥−1

ቁ

2
𝑥−1  

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑒2×1 = 𝑒2 

lim لأن:
𝑥→0

lnሺ1+𝑥ሻ

𝑥
= 1 

② 𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑒𝑥 − 1

sinሺ𝑥ሻ
          𝑎 = 0 

هناك عدم تعيين 
0

0
 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑒𝑥 − 1

𝑥
×

𝑥

sinሺ𝑥ሻ
 

lim
𝑥→0

𝑓ሺ𝑥ሻ = 1 × 1 = 1 

lim لأن:
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
= lim و  1

𝑥→0

𝑥

sinሺ𝑥ሻ
= 1 

 السؤال الخامس:

𝑥( أياً كانت 1 ∈] 𝑥−كان:  ]∞+,∞− ∈]  محقق. ]∞+,∞−

𝑓ሺ−𝑥ሻ =
1

2
ሺ𝑒−𝑥 − 𝑒𝑥ሻ = −

1

2
ሺ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥ሻ = −𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓 .تابع فردي وخطّه البياني متناظر بالنسبة للمبدأ 

2 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

2
ሺ0 −∞ሻ = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1

2
ሺ+∞− 0ሻ = +∞ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1

2
ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥ሻ > 0 

+∞  −∞ 𝑥 

 +  𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

−∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑥 ( مماس في المبدأ:3 = 0 

𝑓ሺ0ሻ = 0 

𝑓′ሺ0ሻ =
1

2
ሺ1 + 1ሻ = 1 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚ሺ𝑥 − 𝑥0ሻ ⇒ 𝑦 − 0 = 1ሺ𝑥 − 0ሻ 

⇒ 𝑇: 𝑦 = 𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻراسة الوضع النسبي ندرس إشارة لد − 𝑦𝑇 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑇 =
1

2
ሺ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥ሻ − 𝑥 

 قاعدة:

 لدراسة إشارة مقدار يحوي تابعين من طبيعتين مختلفتين:

 .ℎሺ𝑥ሻنسمّي هذا المقدار تابع  -1

 (.ℎ′ሺ𝑥ሻ)إشارة  ℎሺ𝑥ሻندرس إطراد التابع  -2

 .ℎሺ𝑥ሻننظم جدول إطراد لـ -3

𝑓ሺ𝑥ሻمن الجدول وهي ذاتها إشارة  ℎሺ𝑥ሻنستنتج إشارة  -4 − 𝑦𝑇 

ℎሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑇 =
1

2
ሺ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥ሻ − 𝑥 

ℎ  اشتقاقي على𝑅 

ℎ′ሺ𝑥ሻ =
1

2
ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥ሻ − 1 

ℎ′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒
1

2
ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥ሻ − 1 = 0 

ሺ2ሻ: 𝑒𝑥نضرب بـ + 𝑒−𝑥 − 2 = 0 

ሺ𝑒𝑥ሻ: 𝑒2𝑥نضرب بـ + 1 − 2𝑒𝑥 = 0 

⇒ 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 = 0 ⇒ ሺ𝑒𝑥 − 1ሻ2 = 0 

⇒ 𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

ℎሺ0ሻ = 0 

+∞  0  −∞ 𝑥 

+ + 0 + + ℎ′ሺ𝑥ሻ 
 ↗ 0 ↗  ℎሺ𝑥ሻ 
 ℎإشارة  − − 0 + +

𝐶  فوق𝑇 𝐶  تحت𝑇 
الوضع 
 النسبي

 ሺ0,0ሻ نقطة التماس:
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4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

5)  𝑆 = ∫ ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑇ሻ
lnሺ2ሻ

0
𝑑𝑥 

𝑆 = න ൬
1

2
ሺ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥ሻ − 𝑥൰

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = [
1

2
ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥ሻ −

𝑥2

2
]
0

lnሺ2ሻ

 

⇒ 𝑆 = [
1

2
൫𝑒lnሺ2ሻ + 𝑒−lnሺ2ሻ൯ −

ln2ሺ2ሻ

2
] − [

1

2
ሺ𝑒0 + 𝑒0ሻ] 

𝑆 =
1

2
൬2 +

1

2
൰ −

ln2ሺ2ሻ

2
−
1

2
ሺ2ሻ = 1 +

1

4
−
ln2ሺ2ሻ

2
− 1 

⇒ 𝑆 =
1

4
−
ln2ሺ2ሻ

2
 

6) 

𝑦 − 𝑦′ = 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
1

2
ሺ𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥ሻ −

1

2
ሺ𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥ሻ 

⇒ 𝑦 − 𝑦′ =
1

2
𝑒𝑥 −

1

2
𝑒−𝑥 −

1

2
𝑒𝑥 −

1

2
𝑒−𝑥 

⇒ 𝑦 − 𝑦′ = −𝑒−𝑥 = −
1

𝑒𝑥
 محققة  

𝑓ሺ𝑥ሻ  هو حل للمعادلة. ⇐

 لسادس:السؤال ا

1 )a) ] − ∞.+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي في جوار  0

b) 𝑓ሺ𝑥ሻ = ln ൬𝑒−𝑥 ቀ1 +
1

𝑒−𝑥
ቁ൰ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = lnሺ𝑒−𝑥ሻ + ln ൬1 +
1

𝑒−𝑥
൰ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = −𝑥 + lnሺ1 + 𝑒𝑥ሻ 

c) بفرض 𝑑: 𝑦 = −𝑥  هو المقارب المائل عند−∞ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = lnሺ1 + 𝑒
𝑥ሻ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦𝑑 = lnሺ1ሻ = 0 

:𝑑إذاً  𝑦 = −𝑥  مقارب مائل في جوار−∞ 

2) 𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−𝑒−𝑥

𝑒−𝑥+1
< 0 

+∞  −∞ 𝑥 

 −  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

0

 ↘  
+∞

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

 مع محور التراتيب: 𝐶𝑓لحساب نقطة تقاطع 

𝑓ሺ0ሻ = lnሺ1 + 1ሻ = lnሺ2ሻ 

 

 

 

 

 

3) 𝐴൫0, 𝑓ሺ0ሻ൯   ,    𝐵൫1, 𝑓ሺ1ሻ൯  ,   𝐶൫−1, 𝑓ሺ−1ሻ൯ 

𝑓ሺ0ሻ = lnሺ2ሻ ⇒ 𝐴ሺ0, lnሺ2ሻሻ 

𝑓ሺ1ሻ = lnሺ𝑒−1 + 1ሻ ⇒ 𝐵ሺ1, lnሺ𝑒−1 + 1ሻሻ 

𝑓ሺ−1ሻ = lnሺ𝑒 + 1ሻ ⇒ 𝐶ሺ−1, lnሺ𝑒 + 1ሻሻ 

𝑚𝑇 = 𝑓
′ሺ0ሻ =

−𝑒0

𝑒0 + 1
= −

1

2
 

𝑚𝐵𝐷 =
𝑦𝐷 − 𝑦𝐵
𝑥𝐷 − 𝑥𝐵

=
lnሺ𝑒 + 1ሻ − lnሺ𝑒−1 + 1ሻ

−1 − 1
 

⇒ 𝑚𝐵𝐷 =
ln ቀ

𝑒 + 1
𝑒−1 + 1

ቁ

−2
=

ln(
𝑒 + 1
1
𝑒 + 1

)

−2
=

ln(
𝑒 + 1
𝑒 + 1
𝑒

)

−2
 

⇒ 𝑚𝐵𝐷 =

ln (ሺ𝑒 + 1ሻ ×
𝑒

ሺ𝑒 + 1ሻ
)

−2
=
lnሺ𝑒ሻ

−2
= −

1

2
= 𝑚𝑇 

𝑇  𝐵𝐷يوازي  ⇐

 

 

 

 

𝑥 

𝑦 
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 ة في بحث التابع الأسيورقة عمل منزلي

 السؤال الأول:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐧൫𝟏 + 𝒆𝟐𝒙൯ 

 .عند أطراف مجموعة التعريف 𝑓( احسب نهاية 1

 .Δ( أوجد معادلة المقارب المائل 2

 .Δو  𝐶( ادرس الوضع النسبي بين 3

 السؤال الثاني:

 وفق: 𝑹معرف على ال 𝒇الخط البياني للتابع  𝑪ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝒆𝒙 

 ونظّم جدولاً بها. 𝑓( ادرس تغيرات 1

 المعرف وفق: 𝑔للتابع  𝐶𝑔واستنتج رسم الخط البياني  𝐶𝑓( ارسم 2

𝑔ሺ𝑥ሻ =
𝑥 + 1

𝑒𝑥
 

 ( أثبت بالتدريج أن:3

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 𝑛 − 1ሻ. 𝑒𝑥 

𝑛أياً كان  ≥ 1. 

 السؤال الثالث:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇التابع ليكن 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ሺ𝒂𝒙 + 𝒃ሻ. 𝒆−𝒙 

 𝑒قيمتها  ሺ−1ሻيقبل قيمة حدّية عند  𝑓علماً أن  𝑏و  𝑎أوجد 

 السؤال الرابع:

 وفق: 𝑹المعرف على  𝒇ليكن لدينا التابع 

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝟏 − 𝒆𝒙

𝟏 + 𝒆𝒙
 

 فردي. 𝑓أثبت أن التابع ( 1

 .𝐶𝑓سم وار 𝑓( ادرس تغيرات التابع 2

 والمستقيمين ′𝑥𝑥و  𝐶( احسب مساحة السطح المحصور بين 3

    𝑥 = lnሺ2ሻ  و𝑥 = − lnሺ2ሻ 

 المعرف وفق: 𝑔للتابع  𝐶𝑔( استنتج رسم الخط البياني 4

𝑔ሺ𝑥ሻ =
2

1 + 𝑒𝑥
 

 

 

 

 حل ورقة العمل المنزلية في بحث التابع الأسي

 السؤال الأول:

1 )𝑓 واشتقاقي على  معرف ومستمر] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

2) 𝑓ሺ𝑥ሻ = ln ൬𝑒2𝑥 ቀ
1

𝑒2𝑥
+ 1ቁ൰ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = lnሺ𝑒2𝑥ሻ + lnሺ𝑒−2𝑥 + 1ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = 2𝑥 + lnሺ𝑒−2𝑥 + 1ሻ 

:Δ نفرض: 𝑦 = 2𝑥  مقارب مائل في جوار+∞ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = lnሺ𝑒
−2𝑥 + 1ሻ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = lnሺ1ሻ = 0 

Δ: 𝑦 = 2𝑥  ∞+مقارب مائل في جوار  ⇐

𝑓ሺ𝑥ሻ( ندرس اشارة 3 − 𝑦Δ 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ = 0 ⇒ lnሺ𝑒−2𝑥 + 1ሻ = 0 

⇒ 𝑒−2𝑥 + 1 = 1 ⇒ 𝑒−2𝑥 ≠  مستحيلة 0

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑦Δ :لا ينعدم وله إشارة واحدة نوجدها بالتجريب 

𝑥 = 0 ⇒ lnሺ𝑒0 + 1ሻ = lnሺ2ሻ > 0 

𝐶  فوقΔ 

 السؤال الثاني:

1 )𝑓  معرف ومستمر واشتقاقي على] − ∞,+∞[ 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ 

ሺ0هناك عدم تعيين  × ∞ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 0 − 0 = 0 

lim لأن:
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝑦 =  ∞−مقارب افقي في جوار  0

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥ሺ𝑥 − 1ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥ሺ1 + 𝑥 − 1ሻ = 𝑥𝑒𝑥 

𝑓′ሺ𝑥ሻ = 0 ⇒ 𝑥𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑓ሺ0ሻ = −1 
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+∞  0  −∞ 𝑥 

 + 0 −  𝑓′ሺ𝑥ሻ 
+∞

 ↗  

−1

 ↘  
0

 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ ( لمعرفة نقطة التقاطع مع محور الفواصل:2 = 0 

⇒ ሺ𝑥 − 1ሻ𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑔ሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 1ሻ𝑒−𝑥 = −൫ሺ−𝑥ሻ − 1൯𝑒−𝑥 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = −𝑓ሺ−𝑥ሻ 

𝐶𝑔  نظير𝐶𝑓 .بالنسبة للمبدأ 

 ( نفرض العلاقة:3

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 𝑛 − 1ሻ𝑒𝑥 

 :𝐸ሺ1ሻنثبت صحة 

𝐸ሺ1ሻ: 𝑓′ሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 1 − 1ሻ𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥  محققة 

 :𝐸ሺ𝑛ሻنفرض صحة 

𝐸ሺ𝑛ሻ: 𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 𝑛 − 1ሻ𝑒𝑥 …∗ 

𝐸ሺ𝑛نثبت صحة  + 1ሻ: 

𝐸ሺ𝑛 + 1ሻ: 𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 𝑛ሻ𝑒𝑥 

 نبدأ من *:

𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 𝑛 − 1ሻ𝑒𝑥 

ቀ𝑓ሺ𝑛ሻሺ𝑥ሻቁ نشتق:
′
= 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥ሺ𝑥 + 𝑛 − 1ሻ 

𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥ሺ1 + 𝑥 + 𝑛 − 1ሻ 

⇒ 𝑓ሺ𝑛+1ሻሺ𝑥ሻ = 𝑒𝑥ሺ𝑥 + 𝑛ሻ 

ሺ𝑛محققة من أجل  + 1ሻ محققة أياً كانت  فهي𝑛 ≥ 1 

 

 السؤال الثالث:

𝑓′ሺ−1ሻقيمة حدّية:  = 0 ⇐ 

𝑒: 𝑓ሺ−1ሻقيمتها  = 𝑒 

𝑓ሺ−1ሻ = ሺ−𝑎 + 𝑏ሻ𝑒 = 𝑒 ⇒ −𝑎 + 𝑏 = 1…① 

𝑓  اشقاقي على𝑅: 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑎𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥ሺ𝑎𝑥 + 𝑏ሻ 

⇒ 𝑓′ሺ𝑥ሻ = 𝑒−𝑥ሺ𝑎 − 𝑎𝑥 − 𝑏ሻ 

𝑓′ሺ−1ሻ = 𝑒ሺ𝑎 + 𝑎 − 𝑏ሻ = 0 ⇒ 2𝑎 − 𝑏 = 0…② 

𝑎نجد:    ②و  ①نجمع  = 𝑏نجد:   ①نعوّض في    1 = 2 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ = ሺ𝑥 + 2ሻ𝑒−𝑥 

 السؤال الرابع:

𝑥أياً كانت  (1 ∈ 𝑅  فإن−𝑥 ∈ 𝑅 :محقق 

𝑓ሺ−𝑥ሻ =
1 − 𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
=
1 −

1
𝑒𝑥

1 +
1
𝑒𝑥

 

𝑓ሺ−𝑥ሻ =

𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑒𝑥

=
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 

𝑓ሺ−𝑥ሻ =
−ሺ1 − 𝑒𝑥ሻ

1 + 𝑒𝑥
= −𝑓ሺ𝑥ሻ ⇒  الشرط الثاني محقق 

⇐ 𝑓 خطه متناظر بالنسبة لـ( فردي𝑂) 

2) lim
𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
1−0

1+0
= 1       

𝑦 =  ∞−مقارب أفقي في جوار  1

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ = 

هناك عدم تعيين 
∞

∞
: 

𝑓ሺ𝑥ሻ =
𝑒𝑥 ቀ

1
𝑒𝑥 − 1ቁ

𝑒𝑥 ቀ
1
𝑒𝑥
+ 1ቁ

=

1
𝑒𝑥 − 1

1
𝑒𝑥
+ 1

 

lim
𝑥→+∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =
0 − 1

0 + 1
= −1 

𝑦 =  ∞+مقارب أفقي عند  1−

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−𝑒𝑥ሺ1 + 𝑒𝑥ሻ − 𝑒𝑥ሺ1 − 𝑒𝑥ሻ

ሺ1 + 𝑒𝑥ሻ2
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ =
−𝑒𝑥[1 + 𝑒𝑥 + 1 − 𝑒𝑥]

ሺ1 + 𝑒𝑥ሻ2
=

−2𝑒𝑥

ሺ1 + 𝑒𝑥ሻ2
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ < 0 ⇐ 𝑓 .ًمتناقص تماما 

𝑥 
1 

−1 

𝑦 
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+∞  −∞ 𝑥 

 −  𝑓′ሺ𝑥ሻ 

−1
 ↘  

1
 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ0ሻ =
1 − 1

1 + 1
= 0 , ሺ0,0ሻ ∈ 𝐶𝑓 

 

 

 

 

 

3) 𝑆 = ∫ 𝑓ሺ𝑥ሻ
0

− lnሺ2ሻ
𝑑𝑥 + ∫ −𝑓ሺ𝑥ሻ

lnሺ2ሻ

0
𝑑𝑥 

𝑆 = 2න −𝑓ሺ𝑥ሻ
lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 = 2න ൬
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
൰

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = 2න ൬
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
−

1

𝑒𝑥 + 1
൰

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = 2න (
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
−
ሺ𝑒𝑥 + 1 − 𝑒𝑥ሻ

𝑒𝑥 + 1
)

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = 2න ൬
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
−
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
+

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
൰

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = 2න ൬2
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
− 1൰

lnሺ2ሻ

0

𝑑𝑥 

𝑆 = 2[2 lnሺ𝑒𝑥 + 1ሻ − 𝑥]0
lnሺ2ሻ

 

𝑆 = 2[൫2. ln൫𝑒𝑙𝑛ሺ2ሻ + 1൯ − lnሺ2ሻ൯ − ሺ2 lnሺ2ሻሻ] 

𝑆 = 2[2 lnሺ3ሻ − lnሺ2ሻ − 2 lnሺ2ሻ] 

𝑆 = 2[lnሺ9ሻ − lnሺ8ሻ] = 2 ln ൬
9

8
൰ 

4 ) 𝑓ሺ𝑥ሻ =
1−𝑒𝑥

1+𝑒𝑥
    ,     𝑔ሺ𝑥ሻ =

2

1+𝑒𝑥
 

𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ𝑥ሻ =
1 − 𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
−

2

1 + 𝑒𝑥
 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑔ሺ𝑥ሻ =
−1 − 𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
=
−ሺ1 + 𝑒𝑥ሻ

1 + 𝑒𝑥
= −1 

⇒ 𝑔ሺ𝑥ሻ = 𝑓ሺ𝑥ሻ + 1 

𝐶𝑔  ينتج عن𝐶𝑓  بانسحاب شعاعه�⃗� ሺ0,1ሻ 
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عداد العقدية
لأ
ل ا
شكا
 أ

ي
جبر

شكل ال
ال

 

𝑧
=
𝑥
+
𝑦
𝑖 

طويلة:
ال

 
ȁ𝑧 ȁ
=
𝑟
=
ඥ
𝑥
2
+
𝑦
2

 

ق:
راف
الم

 
𝑧ҧ=

𝑥
−
𝑦
𝑖

 

س:
المعاك

 
−
𝑧
=
−
𝑥
−
𝑦
𝑖

 

عدة:  
قا

𝑧
.𝑧ҧ=

ȁ𝑧 ȁ 2
=
𝑥
2
+
𝑦
2

 

ن لدينا 
إذا كا

𝑧 
ي
حقيق

ج:
ستنت

، ن
 

𝑧ҧ=
𝑧 

arg ሺ𝑧 ሻ
=
0
𝜋 أو 

 
𝐼𝑚
ሺ𝑧 ሻ
=
0

 

ن لدينا 
إذا كا

𝑧 
ي
خيل
ت

 
ت
ج
ب

ج:
ستنت

، ن
 

𝑧ҧ=
−
𝑧 

arg ሺ𝑧 ሻ
=
𝜋2
−أو 

𝜋2
 

𝑅
𝑒
ሺ𝑧 ሻ
=
0

 

ي 
عقد
عدد 

ى 
عل
سمة 

ي الق
ظة: ف

ح
لا
م

ق المقام
راف
ط والمقام بم

س
ب الب

ر
ض
ن

 

فائدة:
 

𝑖
2
=
−
1

 

𝑖
3
=
−
𝑖 

𝑖
4
=
1
 

𝑖
4
𝑛
=
1
 

ي
شكل المثلث

ال
 

𝑧
=
𝑟 ሺco

s ሺ𝜃
ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
ሻሻ 

𝑟
=
ȁ𝑧 ȁ
=
ඥ
𝑥
2
+
𝑦
2 

൞
co
s ሺ𝜃
ሻ
=
𝑥𝑟

sin
ሺ𝜃
ሻ
=
𝑦𝑟

 

𝑧ҧ=
𝑟
ሺco
s ሺ−
𝜃
ሻ
+
𝑖
sin
ሺ−
𝜃
ሻሻ 

ي:
شكل المثلث

ى ال
عل

ت 
العمليا

 

ض:
ر
بف

 
𝑧
1
=
𝑟1 ሺco

s ሺ𝜃
1 ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
1 ሻሻ

 

𝑧
2
=
𝑟
2 ሺco

s ሺ𝜃
1 ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
2 ሻሻ 

ن:
يكو

 

①
 𝑧
1 .𝑧

2
=
𝑟1 .𝑟

2 ሺco
s ሺ𝜃

1
+
𝜃
2 ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
1
+
𝜃
2 ሻሻ 

②
𝑧
1

𝑧
2
=
𝑟1𝑟
2
ሺco
s ሺ𝜃

1
−
𝜃
2 ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
1
−
𝜃
2 ሻሻ 

③
 𝑧
𝑛
=
𝑟
𝑛
ሺco
s ሺ𝑛
𝜃
ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝑛
𝜃
ሻሻ ر

 دومواف

④
−
𝑧
=
𝑟 ሺco

s ሺ𝜃
+
𝜋
ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
+
𝜋
ሻሻ 

ظة:
ح
لا
م

 

ي
ج
عدد زو

×
𝜋
=
0

 

ي
رد
عدد ف

×
𝜋
=
𝜋

 

ي
س

لأ
شكل ا

ال
 𝑧
=
𝑟
𝑒
𝜃
𝑖 

𝑟
=
ȁ𝑧 ȁ
=
ඥ
𝑥
2
+
𝑦
2 

൞
co
s ሺ𝜃
ሻ
=
𝑥𝑟

sin
ሺ𝜃
ሻ
=
𝑦𝑟

 

𝑧ҧ=
𝑟𝑒
−
𝜃
𝑖 

ي:
س

لأ
شكل ا

ى ال
عل

ت 
العمليا

 

ض:
ر
بف

 
𝑧
1
=
𝑟1 𝑒

𝜃
1
𝑖

 

𝑧
2
=
𝑟
2 𝑒
𝜃
2
𝑖 

ن:
يكو

 

①
 𝑧
1 .𝑧

2
=
𝑟1 .𝑟

2 𝑒
𝜃
1
+
𝜃
2 

②
𝑧
1

𝑧
2
=
𝑟1𝑟
2
𝑒
𝜃
1
−
𝜃
2 

③
 𝑧
𝑛
=
𝑟
𝑛
𝑒
𝑛
𝜃
𝑖 

④
−
𝑧
=
𝑟𝑒
ሺ𝜋
+
𝜃
ሻ𝑖 :ر

أويل
 

𝑒
𝑖𝜃
=
co
s ሺ𝜃
ሻ
+
𝑖
sin
ሺ𝜃
ሻ 

𝑒
−
𝜃
𝑖
=
co
s ሺ𝜃
ሻ
−
𝑖
sin
ሺ𝜃
ሻ 

𝑒
𝜃
𝑖
+
𝑒
−
𝜃
𝑖
=
2
co
s ሺ𝜃
ሻ 

𝑒
𝜃
𝑖
−
𝑒
−
𝜃
𝑖
=
2
𝑖
sin
ሺ𝜃
ሻ 

خية:
رو
صا
ت ال

لا
حوي

الت
 

𝑒
0
𝑖
=
1
   ,    𝑒

𝜋
𝑖
=
−
1
 

𝑒
𝜋2
𝑖
=
𝑖   ,   𝑒

−
𝜋2
𝑖
=
−
𝑖 

رابع
ربع 

 
ث
ربع ثال

 
ي
ربع ثان

 
ربع 

ل
أو

 

−
𝜃
=
2
𝜋
−
𝜃

 
𝜋
+
𝜃

 
𝜋
−
𝜃

 
𝜃

 

−
𝜋6
=
1
1
𝜋

6
 

7
𝜋6

 
5
𝜋6

 
𝜋6

 

−
𝜋4
=
7
𝜋4

 
5
𝜋4

 
3
𝜋4

 
𝜋4

 

−
𝜋3
=
5
𝜋3

 
4
𝜋3

 
2
𝜋3

 
𝜋3

 

ن 
ل م

ط أق
س
الب

حد 
ف المقام بوا

أوضع
 

ص
روبة بناق

ض
م

 

ط 
س
ن الب

يكو

ن 
ى م

عل
أ

حد
المقام بوا

 

ط 
س
ن الب

يكو

ن المقام 
ل م

أق

حد
بوا

 

ن 
تكو

ى 
عل
زاوية 

ال

حالها
 

زوايا 
ال

رة
شهي
ال

 

ع
ربا
لأ
ب ا

س
ح

 

ب
رة القل

 دائ

𝜋2
−
𝜃

 
𝜋2
+
𝜃

 

3
𝜋2
+
𝜃

 
3
𝜋2
−
𝜃

 

+
 
+

 

+
 

+
 

−
 −

 

−
 

−
 

𝑐𝑜
𝑠 

𝑠𝑖𝑛
 

2
𝜋

 

0
 

𝜋2
 

𝜋
 

−
𝜋2

 
3
𝜋2
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 الشكل المثلثي:

𝒛ليكن لدينا العدد العقدي : ①مثال =
√𝟐+√𝟐𝒊

√𝟑−𝒊
 

𝝎𝟏( اكتب 1 = √𝟐 + √𝟐𝒊  و𝝎𝟐 = √𝟑 − 𝒊 بالشكل المثلثي 

 بالشكل المثلثي والجبري. 𝒛( اكتب 2

𝐜𝐨𝐬( استنتج 3 (
𝟓𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و  ( (

𝟓𝝅

𝟏𝟐
) 

 هو عدد حقيقي. 𝒛𝟐𝟒( أثبت أن 4

 الحل:

1 )  𝜔1 = √2 + √2𝑖 

𝑟 = √2 + 2 = 2 

{
 
 

 
 
cosሺ𝜃ሻ =

𝑥

𝑟
=
√2

2

sinሺ𝜃ሻ =
𝑦

𝑟
=
√2

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

4
 

⇒ 𝜔1 = 2(cos (
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

4
)) 

𝜔2 = √3 − 𝑖 

𝑟 = √3 + 1 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
𝑥

𝑟
=
√3

2

sinሺ𝜃ሻ =
𝑦

𝑟
=
−1

2

⇒ 𝜃 = −
𝜋

6
 

⇒ 𝜔2 = 2(cos (−
𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)) 

2)  𝑧 =
𝜔1

𝜔2
=

2(cos(
𝜋

4
)+𝑖 sin(

𝜋

4
))

2(cos(−
𝜋

6
)+𝑖 sin(−

𝜋

6
))

 

𝑧 = cos (
𝜋

4
− (−

𝜋

6
)) + 𝑖 sin(

𝜋

4
− (−

𝜋

6
)) 

⇒ 𝑧 = cos (
5𝜋

12
) + 𝑖 sin (

5𝜋

12
) 

𝑧 =
(√2 + √2𝑖)

(√3 − 𝑖)
×
(√3 + 𝑖)

(√3 + 𝑖)
 

⇒ 𝑧 =
√6 + √2𝑖 + √6𝑖 − √2

3 + 1
=
√6 − √2

4
+
√6 + √2

4
𝑖 

3) cos (
5𝜋

12
) =

√6−√2

4
   ,   sin (

5𝜋

12
) =

√6+√2

4
 

4) 𝑧24 = (cos (
5𝜋

12
) + 𝑖 sin (

5𝜋

12
))
24

 

⇒ 𝑧24 = cos(24 ×
5𝜋

12
) + 𝑖 sin (24 ×

5𝜋

12
) 

⇒ 𝑧24 = cosሺ10𝜋ሻ + 𝑖 sinሺ10𝜋ሻ 

⇒ 𝑧24 = cosሺ0ሻ + 𝑖 sinሺ0ሻ = 1 + 𝑖0 = 1 ∈ 𝑅 

 بالشكل المثلثي: 𝒛اكتب : ②مثال

𝒛𝟏 = (𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟓
) + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟓
))
𝟕

 

𝒛𝟐 = −𝐬𝐢𝐧(
𝝅

𝟕
) + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟕
) 

 الحل:

𝑧1 = (cos (
𝜋

2
−
𝜋

5
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
−
𝜋

5
))
7

 

⇒ 𝑧1 = (cos (
3𝜋

10
) + 𝑖 sin (

3𝜋

10
))
7

 

⇒ 𝑧1 = cos (
21𝜋

10
) + 𝑖 sin (

21𝜋

10
) 

 ملاحظة:

 إذا كان البسط أكبر من ضعف المقام، نقوم بتعديل الزاوية:

 𝟐𝝅( سالبة: نضيف 𝟐𝝅 2( موجبة: نطرح 1

𝜃بما أن  =
21𝜋

10
𝜃فهي تكافئ:   =

21𝜋

10
− 2𝜋 =

𝜋

10
 

𝑧1 = cos (
𝜋

10
) + 𝑖 sin (

𝜋

10
) 

𝑧2 = cos (
𝜋

2
+
𝜋

7
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
+
𝜋

7
) 

⇒ 𝑧2 = cos(
9𝜋

14
) + 𝑖 sin (

9𝜋

14
) 

 الشكل الأسي:

𝒛  اكتب بالشكل الأسي:: ①مثال =
ሺ−𝟏+𝒊ሻ𝟒

(𝟏−√𝟑𝒊)
𝟓 

 الحل:

𝜔1 بفرض: = −1 + 𝑖 

⇒ 𝑟 = √1 + 1 = √2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
𝑥

𝑟
= −

1

√2

sinሺ𝜃ሻ =
𝑦

𝑟
=
1

√2

⇒ 𝜃 = 𝜋 −
𝜋

4
=
3𝜋

4
 

𝜔1 = √2𝑒
3𝜋
4
𝑖 ⇒ 𝜔1

4 = 4𝑒3𝜋𝑖 

𝜔2 = 1 − √3𝑖 

⇒ 𝑟 = √1 + 3 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
𝑥

𝑟
=
1

2

sinሺ𝜃ሻ =
𝑦

𝑟
=
−√3

2

⇒ 𝜃 = −
𝜋

3
 

𝜔2 = 2𝑒
− 
𝜋
3 ⇒ 𝜔2

5 = 32𝑒− 
5𝜋
3
𝑖 

⇒ 𝑧 =
ሺ𝜔1ሻ

4

ሺ𝜔2ሻ
5
=

4𝑒3𝜋𝑖

32𝑒− 
5𝜋
3
𝑖
=
1

8
𝑒
(3𝜋−(−

5𝜋
3
))𝑖

 

⇒ 𝑧 =
1

8
𝑒
14𝜋
3
𝑖 =
1

8
𝑒
2𝜋
3
𝑖 
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𝑧 تعلم: = 𝑟𝑒𝜃𝑖     

𝑟   عدد حقيقي موجب تماما   

  𝜃إلى  𝜋نضيف  −للتخلص من 

نصيف  𝑖للتخلص من 
𝜋

2
  𝜃إلى  

–للتخلص من  𝑖  نضيف−
𝜋

2
  𝜃إلى  

 اكتب بالشكل الأسي:: ②مثال

𝒛𝟏 = −√𝟑𝒆
𝝅
𝟒
𝒊 

𝒛𝟐 = 𝟐𝒊 𝒆
𝝅
𝟓
𝒊
 

 الحل:

𝑧1 = −√3𝑒
𝜋
4
𝑖 ⇒ 𝑧1 = √3𝑒

(𝜋+
𝜋
4
)𝑖

 

⇒ 𝑧1 = √3𝑒
5𝜋
4
𝑖 

𝑧2 = 2𝑖𝑒
𝜋
5
𝑖 ⇒ 𝑧2 = 2𝑒

(
𝜋
5
+
𝜋
2
)𝑖

 

⇒ 𝑧2 = 2𝑒
7𝜋
10
𝑖
 

 بالشكل الأسي: 𝒛اكتب : ③مثال

𝒛 = 𝟏 − 𝒆𝟐𝜽𝒊   ; 𝜽 ∈]𝟎, 𝝅[ 

 الحل:

𝑧 = 𝑒𝜃𝑖 (
1

𝑒𝜃𝑖
− 𝑒𝜃𝑖) ⇒ 𝑧 = 𝑒𝜃𝑖(𝑒−𝜃𝑖 − 𝑒𝜃𝑖) 

⇒ 𝑧 = −𝑒𝜃𝑖(𝑒𝜃𝑖 − 𝑒−𝜃𝑖) ⇒ 𝑧 = −𝑒𝜃𝑖2𝑖 sinሺ𝜃ሻ 

⇒ 𝑧 = 2 sinሺ𝜃ሻ 𝑒
(𝜃−

𝜋
2
)𝑖

 

 وهو الشكل الأسي حيث:

𝜃 ∈]0, 𝜋[⇒ sinሺ𝜃ሻ > 0 

;𝑶)نتأمل في معلم متجانس : ④مثال
𝟏

𝟐
𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

𝟏

𝟐
𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ في الشكل  (⃗ 

 المرسوم جانباً نصف مسدّس منتظم:

 

 

 

 

 

 

 

 

 بالشكل الأسي. 𝑪و  𝑩و  𝑨اكتب الأعداد العقدية الممثلة للنقاط 

 الحل:

𝑧𝐴 = 2 ⇒ 𝑧𝐴 = 2𝑒
0𝑖 

 دائرةبما أن الشكل مسدّس منتظم فتمر برؤوسه 

argሺ𝑧𝐵ሻ = (�⃗� , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
 

|𝑧𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = 2 ⇒ 𝑧𝐵 = 2𝑒
𝜋
3
𝑖 

 بالشكل الجبري: 𝑧𝐵لو كتبنا 

𝑧𝐵 = 2(cos (
𝜋

3
) + 𝑖 sin (

𝜋

3
)) 

⇒ 𝑧𝐵 = 2(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 1 + √3𝑖 

𝐶  لها نفس تراتيب النقطة𝐵 ،𝐶  مسقط𝐵  على محور𝑜𝑦  فلها نفس

 ، أي:𝐵تراتيب 

𝑧𝐶 = √3𝑖 ⇒ 𝑧𝐶 = √3𝑒
𝜋
2
𝑖
 

𝒛ليكن لدينا العدد العقدي : ⑤مثال = ሺ𝟐 − 𝟐𝒊ሻ𝒆
𝝅

𝟑
𝒊

 

 بالشكل الأسي. 𝒛( اكتب 1

 بالشكل الجبري. 𝒛( اكتب 2

𝐜𝐨𝐬( استنتج 3 (
𝝅

𝟏𝟐
) 

 الحل:

1) 𝑧1 = 2 − 2𝑖 

⇒ 𝑟 = √4 + 4 = 2√2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
𝑥

𝑟
=

2

2√2
=
1

√2

sinሺ𝜃ሻ =
𝑦

𝑟
=
−2

2√2
= −

1

√2

⇒ 𝜃 = −
𝜋

4
 

⇒ 𝑧1 = 2√2𝑒
− 
𝜋
4
𝑖 

𝑧 = 2√2𝑒
− 
𝜋
4
𝑖 × 𝑒

𝜋
3
𝑖 = 2√2𝑒

(− 
𝜋
4
+
𝜋
3
)𝑖

 

⇒ 𝑧 = 2√2𝑒
𝜋
12
𝑖 

2) 𝑧 = ሺ2 − 2𝑖ሻ (
1

2
+
√3

2
𝑖) 

⇒ 𝑧 = 1 + √3𝑖 − 𝑖 + √3 = 1 + √3 + (√3 − 1)𝑖 

3) cos (
𝜋

12
) =

𝑥

𝑟
=
1+√3

2√2
=
√2+√6

4
 

 

 

2 

−2 

−1 

1 

1 2 

𝐵 

𝐴 

𝐶 
𝑀 

𝑂 



 

 
90 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ت العقدية
لا
حل المعاد

 

ى
لأول

جة ا
الدر

ق للمعادلة  
راف
خذ م

نأ

ن
جهولي

ن بم
ل معادلتي

ح
ون

 

جة الثانية
الدر

 

𝑎
𝑧
2
+
𝑏
𝑧
+
𝑐
=
0

 

Δ
=
𝑏
2
−
4
𝑎
𝑐 

𝚫
>
𝟎

 

ن:
ختلفا

ن م
لا
ح
لها 

 

𝑧
1
=
−
𝑏
+
√
Δ

2
𝑎

 

𝑧
2
=
−
𝑏
−
√
Δ

2
𝑎

 

𝚫
=
𝟎

 

ف(:
ع
ضا
ر م
جذ
حيد)

ل و
ح
لها 

 

𝑧
0
=
−
𝑏

2
𝑎

 

𝚫
<
𝟎

 

ن:
رافقا

ن مت
لا
ح
لها 

 

𝑧
1
=
−
𝑏
+
𝑖√
−
Δ

2
𝑎

 

𝑧
2
=
−
𝑏
−
𝑖√
−
Δ

2
𝑎

 

𝚫 
ي

عقد
عدد 

 

ب 
سا
ح
ل

√
Δ

:
 

Δ
=
𝑎
+
𝑏
𝑖 

ض:
ر
نف

 
√
Δ
=
𝑥
+
𝑦
𝑖

 

ت:
لا
ل المعاد

ح
ن

 

𝑥
2
+
𝑦
2
=
ඥ
𝑎
2
+
𝑏
2
…
①

 

𝑥
2
−
𝑦
2
=
𝑎
…
②

 

2
𝑥
𝑦
=
𝑏
…
③

 

جمع 
ن

① 
و

② 
جاد 

لإي
𝑥

 

ي 
ض ف

نعوّ
③ 

جاد 
لإي

𝑦
 

ل:
شك
ي ال

ض ف
نعوّ

 

√
Δ
=
𝑥
+
𝑦
𝑖 

ل المعادلة:
ح
ن 
ويكو

 

𝑧
1
=
−
𝑏
+
√
Δ

2
𝑎

 

𝑧
2
=
−
𝑏
−
√
Δ

2
𝑎

 

جة ثالثة
الدر

لإقليدية 
سمة ا

بالق
 

جة الرابعة
الدر

لإقليدية 
سمة ا

بالق
رنة  

ر ومقا
ش
أو ن

ت
جاد الثواب

لإي
 

جة الثالثة 
ر
ن الد

ت معادلة م
إذا كان

ل 
جاهي

ي م
حو
ت

𝑎 
و 
𝑏 

و 
𝑐 

لا  
ح
ل 
وتقب

: حتا 
خيليا  ب

ت
ل  
ل أمثا

جع
ن

𝑧
3

 
ض 

ر
حد وبف

ي الوا
ه

ل 
ح
ال

𝑧
=
𝑎
𝑖

 
ب المعادلة:

ونكت
 

ሺ𝑧
−
𝑎
𝑖 ሻሺ𝑧

2
+
𝑏
𝑧
+
𝑐 ሻ
=
0

 

ل.
جاهي

جد الم
ىّ نو

حت
ن 
ر
ر ونقا

ش
نن

 

ن 
عددي

جاد 
لإي
تعلمّ: 

𝑝 
و 
𝑞 

ن:
حققا

ي
 

𝑎
𝑧
2
+
𝑝
𝑧
+
𝑞
=
0

 

يّ المعادلة 
حل
علم 

و
𝑧
1

 
و 

𝑧
2

:
 

𝑧
1
+
𝑧
2
=
−
𝑏𝑎

 

𝑧
1 .𝑧

2
=
𝑐𝑎
 

ي:
عقد
عدد 

ر 
جذو

جاد 
لإي

 𝑧
2
=
𝑎
+
𝑏
𝑖 

ض 
ر
نف

𝑧
=
𝑥
+
𝑦
𝑖

 

ت:
لا
ل المعاد

ح
ن

 

𝑥
2
+
𝑦
2
=
ඥ
𝑎
2
+
𝑏
2
…
①

 

𝑥
2
−
𝑦
2
=
𝑎
…
②

 

2
𝑥
𝑦
=
𝑏
…
③

 

جمع 
ن

① 
و

② 
جاد 

لإي
𝑥

 

ي 
ض ف

نعوّ
③ 

جاد 
لإي

𝑦
 

ل:
شك
ي ال

ض ف
نعوّ

 

𝑧
=
𝑥
+
𝑦
𝑖 
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 المعادلات:

𝟑𝒛𝟐ليكن لدينا : ①مثال − 𝒑𝒛 + 𝒒 = 𝟎  

 علماً أنّ جذري المعادلة هما: 𝒒و  𝒑عيّن 

𝒛𝟏 = 𝟏 − 𝒊  ,   𝒛𝟐 = 𝟑 + 𝒊 
 الحل:

𝑎 = 3  ,   𝑏 = −𝑝  ,   𝑐 = 𝑞 

𝑧1 + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
⇒ 1 − 𝑖 + 3 + 𝑖 =

−ሺ−𝑝ሻ

3
 

⇒ 4 =
𝑝

3
⇒ 𝑝 = 12  

𝑧1. 𝑧2 =
𝑐

𝑎
⇒ ሺ1 − 𝑖ሻሺ3 + 𝑖ሻ =

𝑞

3
 

⇒ 3 + 𝑖 − 3𝑖 + 1 =
𝑞

3
⇒ 𝑞 = 12 − 6𝑖  

⇒ 3𝑧2 − 12𝑧 + 12 − 6𝑖 = 0 

 المعادلة الآتية: 𝑪حل في : ②مثال

𝒛𝟐 + ሺ𝟏 + 𝟖𝒊ሻ𝒛 − 𝟏𝟕 + 𝒊 = 𝟎 

 الحل:

𝑎 = 1  ,   𝑏 = 1 + 8𝑖  ,   𝑐 = −17 + 𝑖 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = ሺ1 + 8𝑖ሻ2 − 4ሺ1ሻሺ−17 + 𝑖ሻ 

⇒ Δ = 1 + 16𝑖 − 64 + 68 − 4𝑖 = 5 + 12𝑖 

Δ√ نفرض: = 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑥2 + 𝑦2 = √25 + 144 = √169 = 13…① 

𝑥2 − 𝑦2 = 5…② 

2𝑥𝑦 = 12…③ 

2𝑥2  :②و  ①بالجمع  = 18 ⇒ 𝑥2 = 9 

𝑥 إمّا: = 3
نعوّض في ③
⇒      2ሺ3ሻ𝑦 = 12 ⇒ 𝑦 = 2 

⇒ ඥΔ1 = 3 + 2𝑖 

𝑥 أو: = −3
نعوّض في ③
⇒      2ሺ−3ሻ𝑦 = 12 ⇒ 𝑦 = −2 

⇒ ඥΔ2 = −3− 2𝑖 

ඥΔ1نختار  = 3 + 2𝑖: 

𝑧1 =
−𝑏 +ඥΔ1
2𝑎

=
−1 − 8𝑖 + 3 + 2𝑖

2
 

⇒ 𝑧1 = 1 − 3𝑖 

𝑧2 =
−𝑏 − ඥΔ1
2𝑎

=
−1 − 8𝑖 − 3 − 2𝑖

2
 

⇒ 𝑧2 = −2− 5𝑖 

 

 حل المعادلة علماً أنها تقبل حلّاً تخيلياً بحتاً:: ③مثال

𝒛𝟑 − ሺ𝟐 + 𝒊ሻ𝒛𝟐 + 𝟐ሺ𝟏 + 𝒊ሻ𝒛 − 𝟐𝒊 = 𝟎 

 الحل:

𝑧 نفترض أن أحد الحلول: = 𝑎𝑖 

ሺ𝑧فالمقدار يقبل القسمة على  − 𝑎𝑖ሻ:بإجراء القسمة الإقليدية نجد ، 

𝑧3 − ሺ2 + 𝑖ሻ𝑧2 + 2ሺ1 + 𝑖ሻ𝑧 − 2𝑖 = 0 

يكافئ ⇒ ሺ𝑧 − 𝑎𝑖ሻሺ𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐ሻ = 0 
 بالنشر والمقارنة نجد:

𝑧3 + 𝑏𝑧2 + 𝑐𝑧 − 𝑎𝑖𝑧2 − 𝑎𝑏𝑖𝑧 − 𝑎𝑖𝑐 = 0 

⇒ 𝑧3 + ሺ𝑏 − 𝑎𝑖ሻ𝑧2 + ሺ𝑐 − 𝑎𝑏𝑖ሻ𝑧 − 𝑎𝑖𝑐 = 0 

 بالمقارنة مع المعادلة الأساسية:

𝑏 − 𝑎𝑖 = −2 − 𝑖 …① 

𝑐 − 𝑎𝑏𝑖 = 2 + 2𝑖 …② 

−𝑎𝑐𝑖 = −2𝑖 …③ 

𝑏 نجد: ①من  = −2  ,   𝑎 = 1 

𝑐 نجد: ②من  = 2 

ሺ1ሻሺ2ሻ𝑖− :③نتحقق في  = −2𝑖 ⇒ −2𝑖 = −2𝑖 محققة 

⇒ ሺ𝑧 − 𝑖ሻሺ𝑧2 − 2𝑧 + 2ሻ = 0 
𝑧1 إمّا: = 𝑖 

𝑧2 أو: − 2𝑧 + 2 = 0 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ⇒ Δ = 4 − 4ሺ1ሻሺ2ሻ 
⇒ Δ = 4 − 8 = −4 < 0 

⇒ للمعادلة حلّان عقديان مترافقان: √−Δ = 2 

𝑧2 =
−𝑏 + 𝑖√−Δ

2𝑎
=
2 + 2𝑖

2
= 1 + 𝑖 

𝑧3 = 𝑧ҧ2 = 1 − 𝑖 

𝑆 مجموعة الحلول: = {𝑖, 1 + 𝑖, 1 − 𝑖} 

 مثال هام في الشكل الجبري:

𝒖ليكن لدينا  ≠ 𝝎و  𝟏 =
𝒛−𝒖�̅�

𝟏−𝒖
حقيقي، أثبت أنه إمّا  𝝎إذا كان  

ȁ𝒖ȁ =  حقيقي. 𝒛 أو 𝟏

 الحل:

𝜔 حقيقي: 𝜔بما أن  = �̅� 
𝑧ҧ − �̅�𝑧

1 − �̅�
=
𝑧 − 𝑢𝑧ҧ

1 − 𝑢
 

⇒ ሺ𝑧ҧ − �̅�𝑧ሻሺ1 − 𝑢ሻ = ሺ𝑧 − 𝑢𝑧ҧሻሺ1 − �̅�ሻ 
⇒ 𝑧ҧ − 𝑢𝑧ҧ − �̅�𝑧 + 𝑢�̅�𝑧 = 𝑧 − �̅�𝑧 − 𝑢𝑧ҧ + 𝑢�̅�𝑧ҧ 

⇒ 𝑧ҧ + 𝑢�̅�𝑧 − 𝑧 − 𝑢�̅�𝑧ҧ = 0 
⇒ 𝑧ҧ − 𝑧 + 𝑢�̅�𝑧 − 𝑢�̅�𝑧ҧ = 0 

⇒ 𝑧ҧ − 𝑧 + 𝑢�̅�ሺ𝑧 − 𝑧ҧሻ = 0 ⇒ 𝑧ҧ − 𝑧 − 𝑢�̅�ሺ𝑧ҧ − 𝑧ሻ = 0 
⇒ ሺ𝑧ҧ − 𝑧ሻሺ1 − 𝑢�̅�ሻ = 0 

1 إمّا: − 𝑢�̅� = 0 ⇒ 𝑢�̅� = 1 
⇒ ȁ𝑢ȁ2 = 1 ⇒ ȁ𝑢ȁ = 1 

𝑧ҧ أو: − 𝑧 = 0 ⇒ 𝑧ҧ = 𝑧 ⇒  𝑧 حقيقي
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 ورقة عمل يدوية في بحث الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

 اكتب كلاً من الأعداد الآتية بالشكل المثلثي:

① 𝑧 = −√2 − √2𝑖 

② 𝑧 = (√3 + 𝑖)ሺ1 + 𝑖ሻ 

③ 𝑧 = (
1 + √3𝑖

√2 + √2𝑖
)

5

 

④ 𝑧 = −sin (
𝜋

5
) − 𝑖 cos (

𝜋

5
) 

 السؤال الثاني:

 اكتب كلاً من الأعداد الآتية بالشكل الأسي:

① 𝑧 = −2𝑒
𝜋
3
𝑖 

② 𝑧 = (√3 + 𝑖)𝑒
𝜋
4
𝑖 

③ 𝑧 = (4𝑒2𝜃𝑖 − 4)
2

 

 السؤال الثالث:

 اكتب كلاً من الأعداد الآتية بالشكل الجبري:

 𝑧 = 𝑒− 
2𝜋
3
𝑖
 

② 𝑧 = (cos (
𝜋

4
) − 𝑖 sin (

𝜋

4
))
2

 

 السؤال الرابع:

 أثبت صحّة العلاقة:

ȁ𝑧 + 𝜔ȁ2 + ȁ𝑧 − 𝜔ȁ2 = 2ȁ𝑧ȁ2 + 2ȁ𝜔ȁ2 

 السؤال الخامس:

2𝑖𝑧  حل المعادلة الآتية: + 𝑧ҧ = 3 + 3𝑖 

 السؤال السادس:

 بالشكل الأسي: 𝝎و  𝒛حل جملة المعادلتين الآتية، ثم اكتب 

{
2𝑧 + 3𝜔 = 2 + 3𝑖 …①

3𝑧 − 𝜔 = 3 − 𝑖 …②
 

 السؤال السابع:

 حل المعادلة الآتية:

𝑧2 − 2(1 + √2)𝑧 + 2(√2 + 2) = 0 

 السؤال الثامن:

 ليكن لدينا المقدار المعرّف بالشكل:

𝑃ሺ𝑧ሻ = 𝑧3 − 𝛼𝑧2 + 𝛼𝑧 + 7 

𝑃ሺ−1ሻ إذا علمت أن 𝛼( عينّ 1 = 0 
𝛼( بفرض 2 =  الذي يحقق: 𝑄ሺ𝑧ሻ، عينّ 3

𝑃ሺ𝑧ሻ = ሺ𝑧 + 1ሻ𝑄ሺ𝑧ሻ 
𝑃ሺ𝑧ሻ( حل المعادلة 3 = 0 

 حل ورقة العمل اليدوية في بحث الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

① 𝒛 = −√𝟐 − √𝟐𝒊 

𝑟 = √2 + 2 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 
 

 
 
cosሺ𝜃ሻ =

−√2

2

sinሺ𝜃ሻ =
−√2

2

⇒ 𝜃 = 𝜋 +
𝜋

4
=
5𝜋

4
 

⇒ 𝑧 = 2(cos (
5𝜋

4
) + 𝑖 sin (

5𝜋

4
)) 

② 𝒛 = (√𝟑 + 𝒊)ሺ𝟏 + 𝒊ሻ 

𝜔1 = √3 + 𝑖 

𝑟 = √3 + 1 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
√3

2

sinሺ𝜃ሻ =
1

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

6
 

⇒ 𝜔1 = 2(cos (
𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
)) 

𝜔2 = 1 + 𝑖 

𝑟 = √1 + 1 = √2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
1

√2

sinሺ𝜃ሻ =
1

√2

⇒ 𝜃 =
𝜋

4
 

⇒ 𝜔2 = √2 (cos (
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

4
)) 

⇒ 𝑧 = 𝜔1. 𝜔2 = 2√2(cos (
𝜋

6
+
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
+
𝜋

4
)) 

⇒ 𝑧 = 2√2(cos (
5𝜋

12
) + 𝑖 sin (

5𝜋

12
)) 

③ 𝒛 = (
𝟏 + √𝟑𝒊

√𝟐 + √𝟐𝒊
)

𝟓

 

𝜔1 = 1 + √3𝑖 

𝑟 = √1 + 3 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
1

2

sinሺ𝜃ሻ =
√3

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

3
 

⇒ 𝜔1 = 2(cos (
𝜋

3
) + 𝑖 sin (

𝜋

3
)) 
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𝜔2 = √2 + √2𝑖 

𝑟 = √2 + 2 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 
 

 
 
cosሺ𝜃ሻ =

√2

2

sinሺ𝜃ሻ =
√2

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

4
 

⇒ 𝜔2 = 2(cos (
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

4
)) 

⇒ 𝑧 = (
𝜔1
𝜔2
)
5

= ሺ
2

2
(cos (

𝜋

3
−
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

3
−
𝜋

4
))
5

 

⇒ 𝑧 = cos (
5𝜋

12
) + 𝑖 sin (

5𝜋

12
) 

④ 𝒛 = −𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟓
) − 𝒊 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟓
) 

𝑧 = cos (
3𝜋

2
−
𝜋

5
) + 𝑖 sin (

3𝜋

2
−
𝜋

5
) 

⇒ 𝑧 = cos (
13𝜋

10
) + 𝑖 sin (

13𝜋

10
) 

 السؤال الثاني:

① 𝒛 = −𝟐𝒆
𝝅
𝟑
𝒊 

⇒ 𝑧 = 2𝑒
(𝜋+

𝜋
3
)𝑖
= 2𝑒

4𝜋
3
𝑖 

② 𝒛 = (√𝟑 + 𝒊)𝒆
𝝅
𝟒
𝒊 

𝜔  بفرض: = √3 + 𝑖 

𝑟 = √3 + 1 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
√3

2

sinሺ𝜃ሻ =
1

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

6
 

⇒ 𝜔 = 2𝑒
𝜋
6
𝑖 

⇒ 𝑧 = 2𝑒
𝜋
6
𝑖. 𝑒

𝜋
4
𝑖 = 2𝑒

(
𝜋
6
+
𝜋
4
)𝑖
⇒ 𝑧 = 2𝑒

5𝜋
12
𝑖 

③ 𝒛 = (𝟒𝒆𝟐𝜽𝒊 − 𝟒)
𝟐

 

𝑧 = 42(𝑒2𝜃𝑖 − 1)
2
= 16(𝑒𝜃𝑖 (𝑒𝜃𝑖 −

1

𝑒𝜃𝑖
))

2

 

⇒ 𝑧 = 16(𝑒𝜃𝑖(𝑒𝜃𝑖 − 𝑒−𝜃𝑖))
2
= 16(𝑒𝜃𝑖ሺ2𝑖 sinሺ𝜃ሻሻ)

2
 

⇒ 𝑧 = 16𝑒2𝜃𝑖ሺ−4 sin2ሺ𝜃ሻሻ = −64 sin2ሺ𝜃ሻ 𝑒2𝜃𝑖 

⇒ 𝑧 = 64 sin2ሺ𝜃ሻ 𝑒ሺ𝜋+2𝜃ሻ𝑖 

 السؤال الثالث:

① 𝒛 = 𝒆− 
𝟐𝝅
𝟑
𝒊 

𝑧 = cos (−
2𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

2𝜋

3
) 

⇒ 𝑧 = −
1

2
−
√3

2
𝑖 

② 𝒛 = (𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟒
) − 𝒊 𝐬𝐢𝐧 (

𝝅

𝟒
))
𝟐

 

𝑧 = cos (
2𝜋

4
) − 𝑖 sin (

2𝜋

4
) 

⇒ 𝑧 = cos (
𝜋

2
) − 𝑖 sin (

𝜋

2
) 

⇒ 𝑧 = 0 − 𝑖 ⇒ 𝑧 = −𝑖 

 السؤال الرابع:

ȁ𝑧 + 𝜔ȁ2 + ȁ𝑧 − 𝜔ȁ2⏟            
𝑙1

= 2ȁ𝑧ȁ2 + 2ȁ𝜔ȁ2⏟        
𝑙2

 

⇒ 𝑙1 = ȁ𝑧 + 𝜔ȁ
2 + ȁ𝑧 − 𝜔ȁ2 

⇒ 𝑙1 = ሺ𝑧 + 𝜔ሻሺ𝑧ҧ + �̅�ሻ + ሺ𝑧 − 𝜔ሻሺ𝑧ҧ − �̅�ሻ 

⇒ 𝑙1 = 𝑧𝑧ҧ + 𝑧�̅� + 𝜔𝑧ҧ + 𝜔�̅� + 𝑧𝑧ҧ − 𝑧�̅� − 𝜔𝑧ҧ + 𝜔�̅� 

⇒ 𝑙1 = 2𝑧𝑧ҧ + 2𝜔�̅� = 2ȁ𝑧ȁ
2 + 2ȁ𝜔ȁ2 = 𝑙2 محققة 

 السؤال الخامس:

2𝑖𝑧 + 𝑧ҧ = 3 + 3𝑖 …① 

2𝑖𝑧ҧ−  بأخذ مرافق للمعادلة: + 𝑧 = 3 − 3𝑖 …② 

 :2𝑖−بـ ②نضرب 

2𝑖𝑧 + 𝑧ҧ = 3 + 3𝑖 …① 

−4𝑧ҧ − 2𝑖𝑧 = −6𝑖 − 6…② 

3𝑧ҧ− نجد: ②و  ①بجمع  = −3𝑖 − 3 

⇒ 𝑧ҧ = 1 + 𝑖 ⇒ 𝑧 = 1 − 𝑖 

 السؤال السادس:

{
2𝑧 + 3𝜔 = 2 + 3𝑖 …①

3𝑧 − 𝜔 = 3 − 𝑖 …②
 

}  :ሺ3ሻبـ ②نضرب 
2𝑧 + 3𝜔 = 2 + 3𝑖 …①

9𝑧 − 3𝜔 = 9 − 3𝑖 …②
 

11𝑧 :②و  ①بجمع  = 11 ⇒ 𝑧 = 1 

2  :①نعوّض في  + 3𝜔 = 2 + 3𝑖 ⇒ 𝜔 = 𝑖 

𝑧 = 𝑒0𝑖 أو  𝑒2𝜋𝑖        ,      𝜔 = 𝑒
𝜋
2
𝑖               
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 السؤال السابع:

𝑧2 − 2(1 + √2)𝑧 + 2(√2 + 2) = 0 

𝑎 = 1  ,   𝑏 = −2 − 2√2  ,   𝑐 = 2√2 + 4 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−2 − 2√2)
2
− 4ሺ1ሻ(2√2 + 4) 

⇒ Δ = 4 + 8√2 + 8 − 8√2 − 16 = −4 < 0 

Δ−√ للمعادلة حلّان عقديان مترافقان: = 2 

𝑧1 =
−𝑏 − 𝑖√−Δ

2𝑎
=
2 + 2√2 − 2𝑖

2
= 1 + √2 − 𝑖 

𝑧2 = 𝑧ҧ1 = 1 + √2 + 𝑖 

 السؤال الثامن:

1) 𝑃ሺ−1ሻ = ሺ−1ሻ3 − 𝛼ሺ−1ሻ2 + 𝛼ሺ−1ሻ + 7 = 0 

⇒ −1 − 𝛼 − 𝛼 + 7 = 0 ⇒ −2𝛼 = −6 ⇒ 𝛼 = 3 

2) 𝑃ሺ𝑧ሻ = 𝑧3 − 3𝑧2 + 3𝑧 + 7 

𝑧2 − 4𝑧 + 7

𝑧 + 1 𝑧3 − 3𝑧2 + 3𝑧 + 7

−𝑧3 − 𝑧2                  

     −4𝑧2 + 3𝑧 + 7
+4𝑧2 + 4𝑧   

                    7𝑧 + 7
                    −7𝑧 − 7

                              0

 

⇒ 𝑃ሺ𝑧ሻ = ሺ𝑧 + 1ሻሺ𝑧2 − 4𝑧 + 7ሻ 

𝑧1 ( إمّا:3 = −1 

𝑧2 أو: − 4𝑧 + 7 = 0 

𝑎 = 1  ,   𝑏 = −4  ,   𝑐 = 7 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ⇒ Δ = 16 − 4ሺ1ሻሺ7ሻ = −12 < 0 

Δ−√ للمعادلة حلّان عقديان مترافقان: = √12 

𝑧2 =
−𝑏 − 𝑖√−Δ

2𝑎
=
4 − √12𝑖

2
 

⇒ 𝑧2 =
4 − 2√3𝑖

2
= 2 − √3𝑖 

𝑧3 = 𝑧ҧ2 = 2 + √3𝑖 

 

 

 

 

 

 ورقة عمل منزلية في بحث الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

 المثلثي:اكتب كلّاً من الاعداد الآتية بالشكل 

① 𝑧 = √3 − 𝑖 

② 𝑧 =
√3 + 𝑖

1 + 𝑖
 

③ 𝑧 = −3(sin (
𝜋

8
) − 𝑖 cos (

𝜋

8
)) 

 السؤال الثاني:

 اكتب كلّاً من الاعداد الآتية بالشكل الأسي:

① 𝑧 =
cosሺ𝑥ሻ + 𝑖 sinሺ𝑥ሻ

cosሺ𝑥ሻ − 𝑖 sinሺ𝑥ሻ
 

② 𝑧 = −8𝑖𝑒
𝜋
6
𝑖  

③ 𝑧 = 8 + 8𝑒
𝜋
12
𝑖 

 السؤال الثالث:

 اكتب كلّاً من الأعداد الآتية بالشكل المثلثي:

① 𝑧 =
√2 + 𝑖

√2 − 𝑖
−
√2 − 𝑖

√2 + 𝑖
 

② 𝑧 = ሺ1 + 𝑖ሻ8 

 السؤال الرابع:

𝒖ليكن لدينا  =
𝒛−𝝎

𝟏+𝒛𝝎
 تخيلي علماً أن: 𝒖أثبت أن  

ȁ𝜔ȁ = 1 , ȁ𝑧ȁ = 1  ,   𝜔. 𝑧 ≠ −1 

 السؤال الخامس:

 لتكن لدينا المعادلة:

𝑧4 − 6𝑧3 + 24𝑧2 − 18𝑧 + 63 = 0 

𝑧1( أثبت أن 1 = √3𝑖 .حل للمعادلة واستنتج الحل الآخر 

 تكتب بالشكل:( علما  أن المعادلة السابقة 2

ሺ𝑧2 + 3ሻሺ𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏ሻ = 0 

 ثم أوجد الحليّن الآخرين للمعادلة. 𝑏و  𝑎أوجد قيم 
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 حل ورقة العمل المنزلية في بحث الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

① 𝒛 = √𝟑 − 𝒊 

𝑟 = √3 + 1 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
√3

2

sinሺ𝜃ሻ =
−1

2

⇒ 𝜃 = −
𝜋

6
 

⇒ 𝑧 = 2(cos (−
𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)) 

② 𝒛 =
√𝟑 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
 

𝜔1 = √3 + 𝑖 

𝑟 = √3 + 1 ⇒ 𝑟 = 2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
√3

2

sinሺ𝜃ሻ =
1

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

6
 

⇒ 𝜔1 = 2(cos (
𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
)) 

𝜔2 = 1 + 𝑖 

𝑟 = √1 + 1 = √2 

{
 

 cosሺ𝜃ሻ =
1

√2

sinሺ𝜃ሻ =
1

√2

⇒ 𝜃 =
𝜋

4
 

⇒ 𝜔2 = √2 (cos (
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

4
)) 

𝑧 =
𝜔1
𝜔2
=
2

√2
(cos (

𝜋

6
−
𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
−
𝜋

4
)) 

⇒ 𝑧 = √2(cos (−
𝜋

12
) + 𝑖 sin (−

𝜋

12
)) 

③ 𝒛 = −𝟑(𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟖
) − 𝒊 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟖
)) 

𝑧 = 3 (−sin (
𝜋

8
) + 𝑖 cos (

𝜋

8
)) 

⇒ 𝑧 = 3(cos (
𝜋

2
+
𝜋

8
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
+
𝜋

8
)) 

⇒ 𝑧 = 3(cos (
5𝜋

8
) + 𝑖 sin (

5𝜋

8
)) 

 السؤال الثاني:

① 𝒛 =
𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ + 𝒊 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ

𝐜𝐨𝐬ሺ𝒙ሻ − 𝒊 𝐬𝐢𝐧ሺ𝒙ሻ
 

𝑧 =
𝑒𝑥𝑖

𝑒−𝑥𝑖
= 𝑒2𝑥𝑖 

② 𝒛 = −𝟖𝒊𝒆
𝝅
𝟔
𝒊 

𝑧 = 8𝑒
(
𝜋
6
−
𝜋
2
)𝑖
= 8𝑒− 

𝜋
3
𝑖 

③  𝒛 = 𝟖 + 𝟖𝒆
𝝅
𝟏𝟐
𝒊 

𝑧 = 8 (1 + 𝑒
𝜋
12
𝑖) ⇒ 𝑧 = 8𝑒

𝜋
24
𝑖 (

1

𝑒
𝜋
24
𝑖
+ 𝑒

𝜋
24
𝑖) 

⇒ 𝑧 = 8𝑒
𝜋
24
𝑖 (𝑒− 

𝜋
24
𝑖 + 𝑒

𝜋
24
𝑖) = 8𝑒

𝜋
24
𝑖 (𝑒

𝜋
24
𝑖 + 𝑒− 

𝜋
24
𝑖) 

⇒ 𝑧 = 8𝑒
𝜋
24
𝑖 (2 cos (

𝜋

24
)) = 16𝑒

𝜋
24
𝑖 cos (

𝜋

24
) 

 السؤال الثالث:

① 𝒛 =
√𝟐 + 𝒊

√𝟐 − 𝒊
−
√𝟐 − 𝒊

√𝟐 + 𝒊
 

𝑧 =
(√2 + 𝑖)

2
− (√2 − 𝑖)

2

(√2 − 𝑖)(√2 + 𝑖)
 

⇒ 𝑧 =
2 + 2√2𝑖 − 1 − (2 − 2√2𝑖 − 1)

2 + 1
 

⇒ 𝑧 =
2 + 2√2𝑖 − 1 − 2 + 2√2𝑖 + 1

3
 

⇒ 𝑧 =
4√2𝑖

3
⇒ 𝑧 =

4√2

3
(cos (

𝜋

2
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
)) 

② 𝒛 = ሺ𝟏 + 𝒊ሻ𝟖 
𝑧 = ሺሺ1 + 𝑖ሻ2ሻ4 = ሺ1 + 2𝑖 − 1ሻ4 = ሺ2𝑖ሻ4 
⇒ 𝑧 = 16 ⇒ 𝑧 = 16ሺcosሺ0ሻ + 𝑖 sinሺ0ሻሻ 

 السؤال الرابع:

�̅� =
𝑧ҧ − �̅�

1 + 𝑧ҧ�̅�
=

1
𝑧
−
1
𝜔

1 +
1
𝑧𝜔

=

𝜔 − 𝑧
𝑧𝜔

𝑧𝜔 + 1
𝑧𝜔

 

⇒ �̅� =
𝜔 − 𝑧

𝑧𝜔 + 1
=
−ሺ𝑧 − 𝜔ሻ

1 + 𝑧𝜔
 

⇒ �̅� = −𝑢 ⇒  𝑢 تخيلي

 السؤال الخامس:

 في المعادلة: 3𝑖√( نعوّض 1

(√3𝑖)
4
− 6(√3𝑖)

3
+ 24(√3𝑖)

2
− 18(√3𝑖) + 63 = 0 

9 + 18√3𝑖 − 72 − 18√3𝑖 + 63 = 0 ⇒ 0 =  محققة 0

𝑧1 = √3𝑖  حل للمعادلة ⇐

 :𝑧1بما أن أمثال المعادلة السابقة أعداد حقيقية فالحل الآخر هو مرافق 

𝑧2 = 𝑧ҧ1 = −√3𝑖 

2) ሺ𝑧2 + 3ሻሺ𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏ሻ = 0 

𝑧4 + 𝑎𝑧3 + 𝑏𝑧2 + 3𝑧2 + 3𝑎𝑧 + 3𝑏 = 0 

⇒ 𝑧4 + 𝑎𝑧3 + ሺ𝑏 + 3ሻ𝑧2 + 3𝑎𝑧 + 3𝑏 = 0 
 بالمقارنة مع المعادلة الأساسية:

𝑎 = −6  ,   𝑏 + 3 = 24 ⇒ 𝑏 = 21 

⇒ ሺ𝑧2 + 3ሻሺ𝑧2 − 6𝑧 + 21ሻ = 0 

𝑧2 إمّا: + 3 = 0 ⇒ 𝑧2 = −3 

⇒ 𝑧2 = 3𝑖2 ⇒
𝑧1 = √3𝑖

𝑧2 = −√3𝑖
 

𝑧2 أو: − 6𝑧 + 21 = 0 

𝑎 = 1  ,   𝑏 = −6  ,   𝑐 = 21 

Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ⇒ Δ = 36 − 4ሺ1ሻሺ21ሻ = −48 < 0 

Δ−√ لها حلّان عقديان مترافقان: = √48 

𝑧3 =
−𝑏 + 𝑖√−Δ

2𝑎
=
6 + √48𝑖

2
 

⇒ 𝑧3 =
6 + 4√3𝑖

2
= 3 + 2√3𝑖 

𝑧4 = 𝑧ҧ3 = 3 − 2√3𝑖 
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ط
ت

عداد العقدية
لأ
ت ا

بيقا
 

سية
ن الهند

القواني
 

① 
طة 

ل نق
ك

𝑀
ሺ𝑥
,𝑦
ሻ

 
ي
عقد
لّ بعدد 

تمث
:

 

𝑧
=
𝑥
+
𝑦
𝑖 

② 
ع 
شعا
ل ل
ي الممث

العدد العقد
𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗

:
 

𝑧
𝐴
=
𝑥
𝐴
+
𝑖𝑦
𝐴

 

𝑧
𝐵
=
𝑥
𝐵
+
𝑖𝑦
𝐵

 

⇒
𝑧
𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗
=
𝑧
𝐵
−
𝑧
𝐴

 

③ 
ع:
شعا
ل ال

طو
 

| 𝑧
𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗ |
=
ඥ
𝑥
2
+
𝑦
2 

④ 
ت 
إذا كان

𝐼 
ف 
ص
منت

𝐴
𝐵

:
 𝑧
𝐼
=
𝑧
𝐴
+
𝑧
𝐵

2
 

⑤ 
ت 
إذا كان

𝐺 
ث 
ل المثل

ز ثق
رك
م

𝐴
𝐵
𝐶

:
 

𝑧
𝐺
=
𝑧
𝐴
+
𝑧
𝐵
+
𝑧
𝐶

3
 

⑥ 
ت 
إذا كان

𝐻 
سبة 

لأبعاد المتنا
ز ا
رك
م

ط:
للنقا

 
ሺ𝐴
,𝛼
ሻ, ሺ𝐵

,𝛽
ሻ , ሺ𝐶

,𝛿
ሻ

 𝑧
𝐻
=
𝛼
𝑧
𝐴
+
𝛽
𝑧
𝐵
+
𝛿
𝑧
𝐶

𝛼
+
𝛽
+
𝛿

 

⑦ 
سبة الذهبية:

الن
 𝑏
−
𝑎

𝑐
−
𝑎
=
ر
 مقدا

arg
( 𝑏
−
𝑎

𝑐
−
𝑎
)
=
( 𝐴
𝐶
⃗⃗⃗⃗
 ⃗,𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗)  

ฬ 𝑏
−
𝑎

𝑐
−
𝑎
ฬ
=
𝐴
𝐵

𝐴
𝐶

 

تفيدنا 
سبة الذهبية 

الن
بـ:

 

1
ن.
ساقي

ي ال
ساو

ث قائم ومت
ت مثل

( إثبا
 

2
ن.
ستقيمي

ي م
ز
ي وتوا

ساو
ت ت

( إثبا
 

3
زاوية 

س ال
ع )قيا

لا
ض
لأ
ي ا
ساو

ث مت
ت مثل

( إثبا
𝜋3

.)
 

سية
ت الهند

لا
حوي

الت
 

① 
ب: 

حا
س
لإن
ا

𝑇
 

𝑧
′
=
𝑧
+
𝑏
�⃗�   

ث 
حي

𝑏
�⃗�  

 
ع 
شعا
ل ل
ي الممث

ب.هو العدد العقد
حا
س
لإن
ا

 

② 
ي: 
حاك
الت

𝐻
 

𝑧
′
−
𝜔
=
𝑘
ሺ𝑧
−
𝜔
ሻ 

ث 
حي

𝜔 
ز.
رك
ل للم

ي الممث
العدد العقد

 

③ 
ن: 
را
الدو

𝑅
 

𝑧
′
−
𝜔
=
𝑒
𝜃
𝑖ሺ𝑧
−
𝜔
ሻ 

④ 
ي: 

ز
رك
ر الم

ظ
التنا

𝑆
𝑂

 

𝑧
′
−
𝜔
=
−
ሺ𝑧
−
𝜔
ሻ 

⑤ 
ي:
ر
حو
ر الم

ظ
التنا

 

1
ر 
حو
سبة للم

( بالن
𝑜
𝑥

:
 𝑧
′
=
𝑧ҧ 

2
ر 
حو
سبة للم

( بالن
𝑜
𝑦

:
 

𝑧
′
=
−
𝑧ҧ 

صّة:
خا
ت 
لا
حا

 

① 
ع:
لا
ض
ي أ
ز
ي هو متوا

ع
ربا
ن 
ت أ

لإثبا
 

ت 
نثب

ن
ن متقابلي

عي
شعا
ي 
ساو

ت
 

② 
ن 
ت أ

لإثبا
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

 
ربعّ:

هو م
 

⇒
( 𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗,𝐴
𝐷
⃗⃗⃗⃗
 ⃗)
=
𝜋2
−أو 

𝜋2
 

| 𝐴
𝐵
⃗⃗⃗⃗
 ⃗|
=
| 𝐴
𝐷
⃗⃗⃗⃗
 ⃗|  

ستفيد منها:
ن
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 التي تمثيلها الأعداد العقدية: 𝑪و  𝑩و  𝑨لتكن لدينا النقاط مثال: 

𝒂 = 𝟐 + 𝒊 , 𝒃 = 𝟑 + 𝟐𝒊 , 𝒄 = 𝟏 + 𝟐𝒊 
 والمطلوب:

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗و   𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗( اكتب الأعداد العقدية التي تمثل الأشعة 1  . 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

واستنتج أن المثلث متساوي  𝑨𝑩𝑪( احسب أطوال أضلاع المثلث 2

 الساقين.

( احسب 3
𝒄−𝒂

𝒃−𝒂
, 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗)واستنتج قياس الزاوية   𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  قائم؟ 𝑨𝑩𝑪وهل  (⃗ 

 [𝑨𝑩]و  [𝑨𝑪]ات منتصف 𝑱و  𝑰( أوجد الأعداد العقدية الممثلة لـ4

 على الترتيب.

 .𝑨𝑩𝑪مركز ثقل المثلث  𝑮( اوجد العدد العقدي الممثل لـ5

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط: 𝑴( أوجد العدد العقدي الممثل لـ6

ሺ𝑨, 𝟏ሻ  وሺ𝑩, 𝟐ሻ  وሺ𝑪, 𝟑ሻ 

 الحل:

1 )𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑏 − 𝑎 = 1 + 𝑖   

𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑐 − 𝑎 = −1 + 𝑖 

𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑐 − 𝑏 = −2 

2 )|𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = √1 + 1 = √2                              

|𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √1 + 1 = √2 

|𝑧𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √4 = 2 

𝐴𝐵المثلث متساوي الساقين  = 𝐴𝐶 

3 )
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
=
ሺ−1+𝑖ሻሺ1−𝑖ሻ

ሺ1+𝑖ሻሺ1−𝑖ሻ
=
−1+𝑖+𝑖+1

1+1
                   

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2 

𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ arg(

𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
) =

𝜋

2
 

 .𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث 

4 )𝑧𝐼 =
𝑎+𝑐

2
=
2+𝑖+1+2𝑖

2
=
3+3𝑖

2
=
3

2
+
3

2
𝑖 

𝑧𝐽 =
𝑎 + 𝑏

2
=
5 + 3𝑖

2
=
5

2
+
3

2
𝑖 

5 )𝑧𝐺 =
𝑎+𝑏+𝑐

3
=
6+5𝑖

3
= 2 +

5

3
𝑖                          

6 )𝑧𝑀 =
𝛼𝑎+𝛽𝑏+𝛾𝑐

𝛼+𝛽+𝛾
              

𝑧𝑀 =
1. 𝑎 + 2. 𝑏 + 3. 𝑐

6
=
2 + 𝑖 + 6 + 4𝑖 + 3 + 6𝑖

6
 

𝑧𝑀 =
11 + 11𝑖

6
=
11

6
+
11

6
𝑖 

 التحويلات الهندسية:

𝒛𝑨بفرض : ①مثال = 𝟏 + 𝟑𝒊  والشعاع�⃗⃗⃗� = 𝟐�⃗⃗� − 𝟑�⃗⃗�   أوجد

 . �⃗⃗⃗�وفق انسحاب شعاعه  𝑨صورة  ′𝑨العدد العقدي الممثل للنقطة 

 الحل:

𝑏 = 2 − 3𝑖 

𝑧′ = 𝑧𝐴 + 𝑏 = 1 + 3𝑖 + 2 − 3𝑖 ⇒ 𝑧
′ = 3 

𝒛𝑨نقطة يمثلها العدد العقدي  𝑨بفرض : ②مثال = 𝟏 + 𝟐𝒊  جد

وفق تحاك مركزه  𝑨صورة  ′𝑨العدد العقدي الممثل للنقطة 

𝝎ሺ𝟏 − 𝒊ሻ  ونسبته𝒌 = 𝟑. 

 الحل:

𝑧′ −𝜔 = 𝐾ሺ𝑧 − 𝜔ሻ 

𝑧′ − 1 + 𝑖 = 3ሺ1 + 2𝑖 − 1 + 𝑖ሻ 

𝑧′ − 1 + 𝑖 = 3ሺ3𝑖ሻ ⇒ 𝑧′ = 9𝑖 + 1 − 𝑖 

𝑧′ = 1 + 8𝑖 

𝒛𝑨نقطة يمثلها العدد العقدي  𝑨بفرض : ③مثال = 𝟑 + 𝟐𝒊  جد

وفق دوران مركزه  𝑨صورة  ′𝑨العدد العقدي الممثل للنقطة 

𝝎ሺ𝟑 − 𝒊ሻ  وزاوية
𝝅

𝟐
. 

 الحل:

𝑧′ −𝜔 = 𝑒𝑖𝜃ሺ𝑧 − 𝜔ሻ 

𝑧′ − 3 + 𝑖 = 𝑒𝑖
𝜋
2ሺ3 + 2𝑖 − 3 + 𝑖ሻ 

𝑧′ − 3 + 𝑖 = 𝑖ሺ3𝑖ሻ 

𝑧′ = −3+ 3 − 𝑖 = −𝑖 

𝒛𝑨نقطة يمثلها العدد العقدي  𝑨بفرض : ④مثال = 𝟏 − 𝟓𝒊  أوجد

وفق تناظر مركزه  𝑨صور  ′𝑨العدد العقدي الممثل للنقطة 

𝝎ሺ𝟏 + 𝒊ሻ 

 الحل:

𝑧𝐴
′ −𝜔 = −1ሺ𝑧𝐴 −𝜔ሻ 

𝑧𝐴
′ − 1 − 𝑖 = −1ሺ1 − 5𝑖 − 1 − 𝑖ሻ 

𝑧𝐴
′ = 6𝑖 + 1 + 𝑖 ⇒ 𝑧𝐴

′ = 1 + 7𝑖 

𝒛𝑨نقطة يمثلها العدد العقدي  𝑨بفرض : ⑤مثال = 𝟑 + 𝟐𝒊 

a أوجد العدد العقدي الممثل للنقطة )𝐵  صورة𝐴وفق تناظر محوره𝑥𝑥′ 

b أوجد العدد العقدي الممثل للنقطة )𝐶  صورة𝐴وفق تناظر محوره𝑦𝑦′  

 الحل:

a) 𝑧𝐵 = 𝑧ҧ𝐴 ⇒ 𝑧𝐵 = 3 − 2𝑖 

b) 𝑧𝐶 = −𝑧ҧ𝐴 ⇒ 𝑧𝐶 = −3 + 2𝑖 
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 أولى 𝟐𝟎𝟐𝟏دورة : ①تمرين

;ሺ𝑶في المستوي  �⃗⃗� , �⃗⃗� ሻ  نتأمل النقاط𝑨  و𝑩  و𝑪 :تمثلها الأعداد 

𝒂 = 𝟖  ,   𝒃 = −𝟒+ 𝟒𝒊  ,   𝒄 = −𝟒𝒊 

 والمطلوب:

( احسب العدد 1
𝒃−𝒄

𝒂−𝒄
قائم ومتساوي  𝑨𝑩𝑪واستنتج ان المثلث  

 الساقين.

  𝑨صورة  𝑫الممثل للنقطة  𝒅( جد العدد 2

وزاويته  𝑶وفق دوران مركزه     
𝝅

𝟒
 

 مربعاً. 𝑨𝑪𝑩𝑬ليكون الرباعي  𝑬( جد العدد العقدي الممثل للنقطة 3

 الحل:

1 )
𝑏−𝑐

𝑎−𝑐
=
−4+4𝑖+4𝑖

8+4𝑖
         

𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=
ሺ−4 + 8𝑖ሻ

ሺ8 + 4𝑖ሻ
.
ሺ8 − 4𝑖ሻ

ሺ8 − 4𝑖ሻ
 

𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=
−32 + 16𝑖 + 64𝑖 + 32

64 + 16
=
80𝑖

80
 

𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
= 𝑖 

arg (
𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
) = argሺ𝑖ሻ ⇒ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
 

ฬ
𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
ฬ = ȁ𝑖ȁ ⇒

𝐶𝐵

𝐶𝐴
= 1 ⇒ 𝐶𝐵 = 𝐶𝐴 

 ومتساوي الساقين. 𝐶قائم في  𝐴𝐵𝐶إذن المثلث 

2 )𝑧𝐷 − 𝑧𝑂 = 𝑒
𝜃𝑖ሺ𝑧𝐴 − 𝑧𝑂ሻ        

𝑑 = 𝑒
𝜋
4
𝑖ሺ8ሻ 

𝑑 = 8 (cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
) 

𝑑 = 8(
√2

2
+ 𝑖
√2

2
) = 4√2 + 4√2𝑖 

3            )𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑒 − 𝑎 = 𝑏 − 𝑐 ⇒ 𝑒 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 

𝑒 = 8 − 4 + 4𝑖 + 4𝑖 ⇒ 𝑒 = 4 + 8𝑖 

 

 

 

 

 

 نتأمل الشكل:استنتاج قيمة زاوية:  ②تمرين

 

 

 

 

 

 

𝑨  نقطة يمثلها العدد𝒛𝑨 و𝑩  نقطة يمثلها العدد𝒛𝑩 

𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝑩ሻ = 𝜷      ,       𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝑨ሻ = 𝜶 

 .𝑩و  𝑨اللذان يمثلان النقطتين  𝒛𝑨و  𝒛𝑩( عين العددين 1

( احسب 2
𝒛𝑨

𝒛𝑩
 بالشكل الجبري. 

المقدار  𝜷و  𝜶( احسب بدلالة 3
𝒛𝑨

𝒛𝑩
𝜶بالشكل الأسي واستنتج   − 𝜷 

 الحل:

1 )𝐴ሺ3,1ሻ ⇒ 𝑧𝐴 = 3 + 𝑖  ,   𝐵ሺ2, −1ሻ ⇒ 𝑧𝐵 = 2 − 𝑖   

2) 

𝑧𝐴
𝑧𝐵
=
ሺ3 + 𝑖ሻ

ሺ2 − 𝑖ሻ
.
ሺ2 + 𝑖ሻ

ሺ2 + 𝑖ሻ
=
6 + 3𝑖 + 2𝑖 − 1

4 + 1
 

𝑧𝐴
𝑧𝐵
=
5 + 5𝑖

5
= 1 + 𝑖 

3 ) 𝑧𝐴 = 3 + 𝑖                                        

𝑟 = √9 + 1 = √10   ,   𝜃 = 𝛼 

𝑧𝐴 = √10. 𝑒
𝛼𝑖 

𝑧𝐵 = 2 − 𝑖 

𝑟 = √4 + 1 = √5   ,   𝜃 = 𝛽 

𝑧𝐵 = √5. 𝑒
𝛽𝑖 

𝑧𝐴
𝑧𝐵
=
√10

√5
𝑒ሺ𝛼−𝛽ሻ𝑖 = √2𝑒ሺ𝛼−𝛽ሻ𝑖 

𝛼 − 𝛽 = argሺ𝑧𝐴ሻ − argሺ𝑧𝐵ሻ = arg (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
) = argሺ1 + 𝑖ሻ 

𝛼 − 𝛽 =
𝜋

4
 

 

 

 

 

 

𝑦 

𝑣  

1 

𝑜 

−1 

𝛽 
𝛼 1 

2 3 

𝐴 

𝐵 

𝑥 �⃗�  

𝐸 𝐵 

𝐶 𝐴 
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مباشر التوجيه كيفياً، لتكن  𝑨𝑩𝑪نتأمل في المستوي مثلثاً : ③تمرين

𝑴  منتصف[𝑩𝑪]  وليكن𝑨𝑭𝑩  و𝑨𝑪𝑫  مثلثين قائمين في𝑨 
 ومتساويي الساقين مباشرين.

إلى العددين  𝒄و𝒃ونرمز بالرمزين  𝑨نختار معلم مباشر مبدأه النقطة 

 .𝑪و  𝑩العقديين الذين يمثلان 

 𝑭الممثلة للنقاط  𝒎و 𝒅و 𝒇الأعداد العقدية  𝒄و  𝒃( احسب بدلالة 1

 بالترتيب. 𝑴و 𝑫و

( احسب 2
𝒅−𝒇

𝒎−𝒂
 هو  ሺ𝑨𝑴ሻثم استنتج أن  

 وأن: 𝑨𝑭𝑫ارتفاع فيالمثلث 

𝑭𝑫 = 𝟐𝑨𝑴 

 هي مركز 𝑨( نفرض أن 3

 الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة:

ሺ𝑫, 𝟐ሻ وሺ𝑭, 𝟑ሻ وሺ𝑪, 𝟏ሻ وሺ𝑩, 𝟏ሻ  احسب
𝒄

𝒃
ثم استنتج قياس  

𝑩𝑨�̂�. 

 الحل:

 مركز للدوران نجد: 𝐴( باعتبار 1

𝑓 = 𝑒−𝑖
𝜋
2ሺ𝑏ሻ ⇒ 𝑓 = −𝑖𝑏 

𝑑 = 𝑒𝑖
𝜋
2ሺ𝑐ሻ ⇒ 𝑑 = 𝑖𝑐 ⇒ 𝑚 =

𝑏 + 𝑐

2
 

2ሺ     
𝑑−𝑓

𝑚−𝑎
=
𝑖𝑐+𝑖𝑏
𝑏+𝑐

2

= 2𝑖 

arg (
𝑑 − 𝑓

𝑚 − 𝑎
) = argሺ2𝑖ሻ =

𝜋

2
 

(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ 𝐴𝑀 ⊥ 𝐹𝐷 

 𝐴𝐹𝐷هو إرتفاع في المثلث  ሺ𝐴𝑀ሻإذا  

ฬ
𝑑 − 𝑓

𝑚 − 𝑎
ฬ = ȁ2𝑖ȁ ⇒

𝐹𝐷

𝐴𝑀
= 2 ⇒ 𝐹𝐷 = 2𝐴𝑀 

3ሺ          𝑎 =
2𝑑+3𝑓+𝑐+𝑏

7
=
2𝑖𝑐−3𝑖𝑏+𝑐+𝑏

7
 

⇒ 𝑎 =
ሺ1 + 2𝑖ሻ𝑐 + ሺ1 − 3𝑖ሻ𝑏

7
= 0 

⇒ ሺ1 + 2𝑖ሻ𝑐 + ሺ1 − 3𝑖ሻ𝑏 = 0 

⇒ 𝑐 = −
1 − 3𝑖

1 + 2𝑖
𝑏 

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
=
𝑐

𝑏
= −

1 − 3𝑖

1 + 2𝑖
 

⇒
𝑐

𝑏
= −

ሺ1 − 3𝑖ሻሺ1 − 2𝑖ሻ

5
=
5 + 5𝑖

5
 

⇒
𝑐

𝑏
== 1 + 𝑖 

arg (
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) = argሺ1 + 𝑖ሻ =

𝜋

4
 

 اللتين يمثلهما العددين 𝑩و  𝑨نتأمل النقطتين : ④تمرين

𝒂 = 𝒃و  𝟐 = 𝟐. 𝒆𝒊
𝟑𝝅

 والمطلوب: [𝑨𝑩]منتصف  𝑰و  𝟒

                               𝑶𝑨𝑩( ارسم شكلاً مناسباً وبين طبيعة المثلث 1

, �⃗⃗�)ثم استنتج قياس الزاوية  𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

بالصيغة الجبرية والأسية  𝑰الممثل للنقطة  𝒛𝑰( احسب العدد العقدي 2

𝐜𝐨𝐬واستنتج كلاً من 
𝟑𝝅

𝟖
𝐬𝐢𝐧و  

𝟑𝝅

𝟖
. 

 الحل:

1 ) 

 

 

 

𝑂𝐴نلاحظ أن  = 𝑂𝐵 =  𝑂𝐼متساوي الساقين،  𝐴𝑂𝐵فالمثلث  2

 ومنه: 𝐴𝑂𝐵فهو منصف للزاوية  𝐴𝑂𝐵متوسط في المثلث 

(�⃗� , 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ) =

3𝜋
4
2
=
3𝜋

8
 

2 )𝐼  منتصف𝐴𝐵 نحول العدد ،𝑏 :إلى الشكل الجبري 

𝑏 = 2𝑒𝑖
3𝜋
4 ⇒ 𝑏 = 2(cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
) 

⇒ 𝑏 = 2(−
√2

2
+ 𝑖
√2

2
) = −√2 + 𝑖√2 

 الجبري:

𝑧𝐼 =
𝑎 + 𝑏

2
=
2 − √2 + √2𝑖

2
⇒ 𝑧𝐼 =

2 − √2

2
+
√2

2
𝑖 

 الأسي:

𝑟 = √(
2 − √2

2
)

2

+ (
√2

2
)

2

= √
4 − 4√2 + 2 + 2

4
 

⇒ 𝑟 = √
8 − 4√2

4
= √2 − √2 

𝜃 = (�⃗� , 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ) =
3𝜋

8
 

⇒ 𝑧𝐼 = √2 − √2. 𝑒
𝑖
3𝜋
8  

cos
3𝜋

8
=
𝑥

𝑟
=

2 − √2
2

ඥ2 − √2
=

2 − √2

2ඥ2 − √2
 

sin
3𝜋

8
=
𝑦

𝑟
=

√2
2

ඥ2 − √2
=

√2

2ඥ2 − √2
 

 

 

𝐵 𝑦 

𝑥 

𝐴 

𝐼 

𝑜 

3𝜋

8
 

𝐷 

𝐶 

𝐴 

𝐹 𝐵 

𝑀 
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 مجموعات نقطية وعددية:

 :𝑴ሺ𝒛ሻمجموعة النقاط 

 ȁ𝒛 − 𝒂ȁ = 𝒓 
𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل دائرة مركزها𝐴  ونصف قطرها𝑟. 

 ȁ𝒛 − 𝒂ȁ = ȁ𝒛 − 𝒃ȁ 
𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل مستقيم محور القطعة[𝐴𝐵] 

 𝑹𝒆ሺ𝒛ሻ =   عدد

𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل مستقيم شاقولي(𝑥 =  (عدد

 𝑰𝒎ሺ𝒛ሻ =  عدد

𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل مستقيم أفقي(𝑦 =  (عدد

 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛ሻ = 𝜽 

𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل نصف مستقيم مفتوح المبدأ يصنع الزاوية𝜃  مع محور

 ሺ𝑜𝑥ሻالفواصل 

 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛ሻ = 𝟎 

𝑀ሺ𝑧ሻ  تمثل القسم الموجب من محور الفواصلሺ𝑜𝑥ሻ 

 تذكر:

- 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝟏. 𝒛𝟐ሻ = 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝟏ሻ + 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝟐ሻ 

- 𝐚𝐫𝐠 (
𝒛𝟏

𝒛𝟐
) = 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝟏ሻ − 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝟐ሻ 

- 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛𝒏ሻ = 𝒏. 𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛ሻ 

𝒛𝟏ليكن : ①مثال  = 𝟐. 𝒆
𝝅

𝟒
𝒊

 

 التي تحقق كل من: 𝑴ሺ𝒛ሻ( عين مجموعة النقاط 1

𝐚𝐫𝐠ሺ𝒛. 𝒛𝟏ሻ =
𝝅

𝟐
   ,    𝐚𝐫𝐠 (

𝒛

𝒊
) =

𝝅

𝟐
 

.argሺ𝑧       الحل: 𝑧1ሻ =
𝜋

2
⇒ argሺ𝑧ሻ + argሺ𝑧1ሻ =

𝜋

2
 

argሺ𝑧ሻ +
𝜋

4
=
𝜋

2
⇒ argሺ𝑧ሻ =

𝜋

4
 

 تمثل نصف مستقيم مفتوح المبدأ  𝑀ሺ𝑧ሻمجموعة النقاط 

يصنع الزاوية   
𝜋

4
 ሺ𝑜𝑥ሻمع  

arg (
𝑧

𝑖
) =

𝜋

2
⇒ argሺ𝑧ሻ − argሺ𝑖ሻ =

𝜋

2
 

argሺ𝑧ሻ −
𝜋

2
=
𝜋

2
⇒ argሺ𝑧ሻ =

𝜋

2
+
𝜋

2
= 𝜋 

تمثل نصف مستقيم مفتوح المبدأ ويصنع الزاوية  𝑀ሺ𝑧ሻمجموعة النقاط 

𝜋  معሺ𝑜𝑥ሻ 

𝒂( بفرض: 2 = 𝟏 − 𝒊  ,   𝒃 = −𝟐 + 𝟑𝒊 

ȁ𝒛 − 𝟏 + 𝒊ȁ = ȁ𝒛 + 𝟐 − 𝟑𝒊ȁ و 

ȁ𝑧  الحل: − 𝑎ȁ = ȁ𝑧 − 𝑏ȁ 

 [𝐴𝐵]تمثل محور القطعة  𝑀ሺ𝑧ሻمجموعة النقاط 

 معادلته:إذا طلب إيجاد 

𝑧إيجاد معادلته نفرض  = 𝑥 + 𝑖𝑦 

ȁ𝑥 + 𝑖𝑦 − 1 + 𝑖ȁ = ȁ𝑥 + 𝑖𝑦 + 2 − 3𝑖ȁ 

ȁሺ𝑥 − 1ሻ + ሺ𝑦 + 1ሻ𝑖ȁ = ȁሺ𝑥 + 2ሻ + ሺ𝑦 − 3ሻ𝑖ȁ 

ඥሺ𝑥 − 1ሻ2 + ሺ𝑦 + 1ሻ2 = ඥሺ𝑥 + 2ሻ2 + ሺ𝑦 − 3ሻ2 

 نربع الطرفين وننشر:

𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1

= 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 

−2𝑥 + 2𝑦 + 2 = 4𝑥 + 4 − 6𝑦 + 9 

6𝑥 − 8𝑦 + 11 = 0 

3 )ȁ𝒛 − 𝟏 + 𝒊ȁ = 𝟓 

ȁ𝑧     الحل: − 𝑎ȁ = 5 

𝑟ونصف قطرها  𝐴تمثل دائرة مركزها  𝑀ሺ𝑧ሻمجموعة النقاط  = 5 

ሺ𝒛: ②مثال  + 𝟏ሻሺ�̅� − 𝟐ሻ العقدية  عين مجموعة الأعداد𝒛  ًعلما

 أن المقدار السابق حقيقي.

ሺ𝑧             الحل: + 1ሻሺ𝑧ҧ − 2ሻ = ሺ𝑧ҧ + 1ሻሺ𝑧 − 2ሻ 

𝑧𝑧ҧ − 2𝑧 + 𝑧ҧ − 2 = 𝑧𝑧ҧ − 2𝑧ҧ + 𝑧 − 2 
−2𝑧 + 𝑧ҧ = −2𝑧ҧ + 𝑧 
−3𝑧 = −3𝑧ҧ ⇒ 𝑧 = 𝑧ҧ 

 مجموعة الأعداد الحقيقية.مجموعة الأعداد يحقق 

𝒘بفرض: : ③مثال  =
�̅�

𝟏+�̅�
 :حيث    

𝒛 ≠ 𝒘و             𝟏− = 𝑿+ 𝒀𝒊             و𝒛 = 𝒙 + 𝒚𝒊 

 .𝒀و  𝑿كل من  𝒚و  𝒙( اكتب بدلالة 1

هي  𝑴ሺ𝒛ሻنت مجموعة النقاط اتخيلياً بحتاً ك 𝒘( أثبت أنه إذا كان 2

 ها نقطة.مندائرة محذوف 

 الحل:

1                             )𝑤 =
ሺ𝑥−𝑖𝑦ሻ

ሺ1+𝑥−𝑖𝑦ሻ
×
ሺ1+𝑥+𝑖𝑦ሻ

ሺ1+𝑥+𝑖𝑦ሻ
 

𝑤 =
𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦𝑖 − 𝑦𝑖 − 𝑥𝑦𝑖 + 𝑦2

ሺ1 + 𝑥ሻ2 + 𝑦2
 

𝑤 =
𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2

ሺ1 + 𝑥ሻ2 + 𝑦2
+

−𝑦

ሺ1 + 𝑥ሻ2 + 𝑦2
𝑖 

𝑋ومنه   =
𝑥2+𝑥+𝑦2

ሺ1+𝑥ሻ2+𝑦2
  ,    𝑌 =

−𝑦

ሺ1+𝑥ሻ2+𝑦2
 

𝑋تخيليا  بحتا  يجب أن يكون:  𝑤( حتى يكون 2 = 0 

𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2 = 0 

𝑥2نتمم:  + 𝑥 +
1

4
−
1

4
+ 𝑦2 = 0 ⇒ (𝑥 +

1

2
)
2
+ 𝑦2 =

1

4
 

−)تمثل دائرة مركزها  𝑀ሺ𝑧ሻمجموعة النقاط 
1

2
,  ونصف  (0

𝑟قطرها  =
1

2
 ሺ−1,0ሻولكن ما عدا النقطة  
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 ورقة عمل يدوية في بحث تطبيقات الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

ننشئ خارجه مثلثين  𝑨مثلث متساوي الساقين رأسه  𝑨𝑩𝑪ليكن 

ولتكن الأعداد  𝑨𝑪𝑭و  𝑨𝑩𝑱ومتساويي الساقين  𝑨قائمين في 

 العقدية:

𝒇  و𝒋  و𝒄  و𝒃  و𝒂  :تمثل النقاط𝑭  و𝑱  و𝑪  و𝑩  و𝑨  ،بالترتيب

 والمطلوب: 𝑨نتخذ معلم مبدأه النقطة 

  𝒇و  𝒋العددين  𝒄و  𝒃( احسب بدلالة 1

( اكتب العدد 2
𝒇−𝒃

𝒄−𝒋
 بالشكل الجبري. 

𝑱𝑪( أثبت أن: 3 = 𝑩𝑭  وأن المستقيمينሺ𝑪𝑱ሻ  وሺ𝑩𝑭ሻ .متعامدان 

,ሺ𝑱مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝑨( بفرض 4 𝟐ሻ  وሺ𝑭, 𝟑ሻ 

,ሺ𝑪و 𝟏ሻ   وሺ𝑩, 𝟏ሻ  احسب
𝒄

𝒃
 𝑩𝑨�̂�واستنتج قياس الزاوية  

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الثاني:

 النقاط التي تمثلها الأعداد العقدية 𝑪و  𝑩و  𝑨لتكن 

𝒄 = −𝒊  و𝒃 = −𝟏 − 𝟐𝒊  و𝒂 = 𝟐 + 𝒊 :والمطلوب 

أوجد 
𝑏−𝑎

𝑐−𝑎
 𝐶و 𝐵و 𝐴واستنتج أن النقاط  

 على إستقامة واحدة.

 السؤال الثالث:

 الممثلة للأعداد العقدية: 𝑩و  𝑨لتكن النقطتان 

𝒛𝑨 = −√𝟑+ 𝒊 , 𝒛𝑩 = −𝟐𝒊 

ونصف  𝑂تنتماين إلى دائرة مركزها  𝐵و  𝐴( أثبت أن النقطتان 1

 .2قطرها يساوي 

 𝐶الممثل للنقطة  𝑧𝐶بالشكل الأسي ثم جد العدد العقدي  𝑧𝐴( اكتب 2

 .𝐴𝐵𝐶التي تجعل المبدأ مركز ثقل المثلث 

 :( أثبت أن3

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖
𝜋
3ሺ𝑧𝐵 − 𝑧𝐴ሻ 

 .𝐴𝐵𝐶ثم استنتج طبيعة المثلث 

 

 السؤال الرابع:

𝒛النقطة التي يمثلها العدد العقدي  𝑴لتكن  = 𝟐 − 𝟑𝒊 

وفق التحويل  𝑴صورة  ′𝑴الممثل للنقطة  ′𝒛جد العدد العقدي 

 الموصوف في كل مما يلي:

1 )𝑇  الانسحاب الذي شعاعه�⃗⃗� = �⃗� + 2𝑣  

2 )𝐻  التحاكي الذي مركزه𝐴ሺ1 + 𝑖ሻ  2ونسبته 

3 )𝑅  الدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته−
𝜋

2
 

4 )𝑆  التناظر الذي مركزه𝐴ሺ−1 + 2𝑖ሻ 

5 )𝑆  التناظر المحوري الذي محوره𝑜𝑥 

 السؤال الخامس:

;ሺ𝑶نتأمل معلماً متجانساً  �⃗⃗� , �⃗⃗� ሻ 

 

 

 

 

 

 𝐵و𝐴الممثلين للنقاط 𝑧𝐵و  𝑧𝐴( اكتب بالشكل الجبري كل من العددين 1

𝑧( احسب 2 = 𝑧𝐴. 𝑧𝐵 .بالشكل الجبري 

𝛼( احسب قيمة 3 + 𝛽 

 السؤال السادس:

 𝐷و  𝐶و  𝐵و  𝐴أربع نقاط  𝑑و  𝑐و  𝑏و  𝑎تمثلّ الأعداد العقدية 

 يكون متوازي أضلاع إذا وفقط إذا كان: 𝐴𝐵𝐶𝐷أثبت أن الرباعي 

𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴 

𝐽 𝐹 

𝐶 𝐵 

1 2 3 

𝑥 

𝐴 
𝐵 

�⃗�  

𝑣  

1 

0 

𝑦 

𝛼 
𝛽 
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 الأعداد العقديةحل ورقة العمل اليدوية في بحث تطبيقات 

 السؤال الأول:

𝑎 =  مبدأ. 0

1 )𝐽  صورة𝐵  وفق دوران مركزه𝐴  وزاويته
𝜋

2
 

𝑗 − 𝑎 = 𝑒
𝜋
2
𝑖ሺ𝑏 − 𝑎ሻ ⇒ 𝑗 = 𝑖𝑏 

𝐹  صورة𝐶  وفق دوران مركزه𝐴  وزاويته−
𝜋

2
  

𝑓 − 𝑎 = 𝑒−
𝜋
2
𝑖ሺ𝑐 − 𝑎ሻ ⇒ 𝑓 = −𝑖𝑐 

2)  
𝑓−𝑏

𝑐−𝑗
=
−𝑖𝑐−𝑏

𝑐−𝑖𝑏
=
ሺ−𝑏−𝑖𝑐ሻ

ሺ𝑐−𝑖𝑏ሻ
.
ሺ𝑐+𝑖𝑏ሻ

ሺ𝑐+𝑖𝑏ሻ
 

𝑓 − 𝑏

𝑐 − 𝑗
=
−𝑏𝑐 − 𝑏2𝑖 − 𝑐2𝑖 + 𝑏𝑐

𝑐2 + 𝑏2
=
−𝑖ሺ𝑏2 + 𝑐2ሻ

ሺ𝑏2 + 𝑐2ሻ
 

𝑓 − 𝑏

𝑐 − 𝑗
= −𝑖 

3) arg (
𝑓−𝑏

𝑐−𝑗
) = argሺ−𝑖ሻ ⇒ (𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
 

ሺ𝐵𝐹ሻ  وሺ𝐶𝐽ሻ متعامدان 

ฬ
𝑓 − 𝑏

𝑐 − 𝑗
ฬ = ȁ−𝑖ȁ ⇒

𝐵𝐹

𝐽𝐶
= 1 ⇒ 𝐵𝐹 = 𝐽𝐶 

4)  𝑎 =
1𝑏+1𝑐+3𝑓+2𝑗

1+1+3+2
 

0 =
𝑏 + 𝑐 + 3ሺ−𝑖𝑐ሻ + 2ሺ𝑖𝑏ሻ

7
 

𝑏 + 𝑐 − 3𝑖𝑐 + 2𝑖𝑏 = 0 ⇒ 𝑐 − 3𝑖𝑐 = −𝑏 − 2𝑖𝑏 

ሺ1 − 3𝑖ሻ. 𝑐 = ሺ−1 − 2𝑖ሻ. 𝑏 

𝑐

𝑏
=
ሺ−1 − 2𝑖ሻ

ሺ1 − 3𝑖ሻ
.
ሺ1 + 3𝑖ሻ

ሺ1 + 3𝑖ሻ
 

𝑐

𝑏
=
−1 − 3𝑖 − 2𝑖 + 6

1 + 9
=
5 − 5𝑖

10
=
1

2
−
1

2
𝑖 

𝐵𝐴�̂� = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) 

𝐵𝐴�̂� = arg (
𝑐

𝑏
) = arg (

1

2
−
1

2
𝑖) 

𝑟 = √
1

4
+
1

4
=
√2

2
 

cos 𝜃 =

1
2

√2
2

=
1

√2

sin 𝜃 =
−
1
2

√2
2

= −
1

√2

⇒ 𝜃 = −
𝜋

4
⇒ 𝐵𝐴�̂� = −

𝜋

4
 

 

 السؤال الثاني:

𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
=
−1 − 2𝑖 − 2 − 𝑖

−𝑖 − 2 − 𝑖
=
−3 − 3𝑖

−2 − 2𝑖
 

𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
=
ሺ−3 − 3𝑖ሻ

ሺ−2 − 2𝑖ሻ
×
ሺ−2 + 2𝑖ሻ

ሺ−2 + 2𝑖ሻ
 

𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
=
6 − 6𝑖 + 6𝑖 + 6

4 + 4
=
3

2
 

arg (
𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
) = arg (

3

2
) 

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  ⃗   تقع على إستقامة واحدة. 𝐶و  𝐵و  𝐴مرتبطان خطيا  ومنه  ⃗ 

 السؤال الثالث:

1) |𝑧𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √3 + 1 = 2 , |𝑧𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √4 = 2 

ونصف  𝑂تنتميان إلى دائرة مركزها  𝐵و  𝐴مما يعني أن النقطتان 

 .2قطرها يساوي 

2) 𝑧𝐴 = −√3 + 𝑖 ⇒ 𝑟 = √3 + 1 = 2 

cos𝜃 = −
√3

2

sin𝜃 =
1

2

⇒ 𝜃 = 𝜋 −
𝜋

6
=
5𝜋

6
 

𝑧𝐴 = 2(cos (
5𝜋

6
) + 𝑖 sin (

5𝜋

6
)) = 2. 𝑒𝑖

5𝜋
6  

𝑧𝑂 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
 

0 =
−√3 + 𝑖 − 2𝑖 + 𝑧𝐶

3
⇒ 𝑧𝐶 = √3 + 𝑖 

3) 𝑙1 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 + √3 − 𝑖 = 2√3 

𝑙2 = 𝑒
𝑖
𝜋
3ሺ𝑧𝐵 − 𝑧𝐴ሻ 

𝑙2 = (cos (
𝜋

3
) + 𝑖 sin (

𝜋

3
)) (−2𝑖 + √3 − 𝑖) 

𝑙2 = (
1

2
+ 𝑖
√3

2
) (√3 − 3𝑖) 

𝑙2 =
√3

2
− 𝑖
3

2
+ 𝑖
3

2
+
3√3

2
= 2√3 

𝑙1 = 𝑙2   محققة 

وفق الدوران الذي مركزه  𝐵هي صورة النقطة  𝐶وهذا يعني أن النقطة 

+)وزاويته  𝐴النقطة 
𝜋

3
 متساوي الأضلاع. 𝐴𝐵𝐶والمثلث  (
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 السؤال الرابع:

1 ) 𝑧′ = 2 − 3𝑖 + 1 + 2𝑖 ⇒ 𝑧′ = 3 − 𝑖 

2) 𝑧′ − 1 − 𝑖 = 2ሺ2 − 3𝑖 − 1 − 𝑖ሻ 

⇒ 𝑧′ − 1 − 𝑖 = 2 − 8𝑖 ⇒ 𝑧′ = 3 − 7𝑖 

3) 𝑧′ = 𝑒− 
𝜋

2
𝑖ሺ2 − 3𝑖ሻ 

⇒ 𝑧′ = −𝑖ሺ2 − 3𝑖ሻ ⇒ 𝑧′ = −3 − 2𝑖 

4) 𝑧′ + 1 − 2𝑖 = −ሺ2 − 3𝑖 + 1 − 2𝑖ሻ 

⇒ 𝑧′ + 1 − 2𝑖 = −3 + 5𝑖 ⇒ 𝑧′ = −4 + 7𝑖 

5) 𝑧′ = 𝑧ҧ = 2 + 3𝑖 

 السؤال الخامس:

1) 𝐴ሺ3,1ሻ ⇒ 𝑧𝐴 = 3 + 𝑖 

𝐵ሺ2,1ሻ ⇒ 𝑧𝐵 = 2 + 𝑖 

2) 𝑧 = ሺ3 + 𝑖ሻሺ2 + 𝑖ሻ 

⇒ 𝑧 = 6 + 3𝑖 + 2𝑖 − 1 ⇒ 𝑧 = 5 + 5𝑖 

𝑧𝐴 = 3 + 𝑖 

𝑟 = √9 + 1 = √10 

𝜃𝐴 = 𝛼 ⇒ 𝑧𝐴 = √10𝑒
𝑖𝛼 

𝑧𝐵 = 2 + 𝑖 

𝑟 = √4 + 1 = √5 

𝜃𝐵 = 𝛽 ⇒ 𝑧𝐵 = √5𝑒
𝑖𝛽 

𝑧 = √10𝑒𝑖𝛼 . √5𝑒𝑖𝛽 = √50𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 

⇒ 𝑧 = 5√2𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 

 ( بالمقارنة بين الشكلين الجبري والأسي:3

5 + 5𝑖 = 5√2𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 

 :5نقسّم الطرفين على 

√2𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 = 1 + 𝑖 ⇒ 𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 =
1

√2
+
1

√2
𝑖 

𝑒ሺ𝛼+𝛽ሻ𝑖 = 1𝑒
𝜋
4
𝑖
 

𝛼  بالمقارنة نجد: + 𝛽 =
𝜋

4
 

 السؤال السادس:

 

 

 

𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑏 − 𝑎 = 𝑐 − 𝑑 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 

 

 ورقة عمل منزلية في بحث تطبيقات الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

 التي تمثلها الأعداد العقدية: 𝑫و 𝑪و 𝑩و 𝑨لتكن النقاط 

𝒂 = 𝟐 − 𝟐𝒊 , 𝒃 = −𝟏 + 𝟕𝒊 

𝒄 = 𝟒 + 𝟐𝒊 , 𝒅 = −𝟒− 𝟐𝒊 

 النقطة التي يمثلها العدد العقدي Ω( لتكن 1

 𝜔 = −1 + 2𝑖  أثبت وقوع النقاط𝐴 و𝐵 و𝐶 و𝐷  على دائرة واحدة

 .5ونصف قطرها  Ωمركزها 

 ثم برهن أن: 𝑒أحسب  𝐴𝐵منتصف  𝐸الممثل للنقطة  𝑒( ليكن العدد 2

𝑎 − 𝑒

𝑑 − 𝑒
=
𝑐 − 𝑒

𝑎 − 𝑒
 

 .𝐷𝐸𝐶في المثلث  ሺ𝐸𝐴ሻ( ماذا يمثل المستقيم 3

 السؤال الثاني:

هي قياسات الأساسية للزوايا الموجهة  𝜶و 𝜷و 𝝀تأمل الشكل حيث 

(𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑶𝑫⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ). 

 ( اكتب بالشكل الجبري الأعداد العقدية الممثلة للنقاط:1

𝑂  و𝐴  و𝐵  و𝐷 

𝐴𝐷⃗⃗و   𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗( اكتب الأعداد العقدية الممثلة للأشعة 2 ⃗⃗ بالشكلين   𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗و  ⃗ 

 (𝛾و  𝛽و  𝛼الجبري والأسي )بدلالة 

𝛼( استنتج قيمة 3 + 𝛽 + 𝛾 

 

 

 السؤال الثالث:

;ሺ𝑶في المستوي العقدي المنسوب إلى معلم متجانس  �⃗⃗� , �⃗⃗� ሻ  لتكن

 التي توافق بالترتيب الأعداد العقدية: 𝑴و 𝑩و 𝑨النقاط 

𝒂 =
√𝟑 + 𝟐

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊 

𝒃 = 𝟏 + 𝒊 ,𝒎 = 𝟏 

وفق دوران مركزه  𝐴صورة  𝐶الممثل للنقطة  𝑐( جد العدد العقدي 1

𝑀  وزاويته
𝜋

2
. 

وفق انسحاب شعاعه  𝐵صورة  𝐷الممثل للنقطة  𝑑( جد العدد العقدي 2

�⃗⃗� ሺ−1,0ሻ 

 السؤال الرابع:

;ሺ𝑂في معلم  �⃗� , 𝑣 ሻ  ونعرف النقطتين𝐴  و𝐵  الممثلتان بالعددين

𝑎العقديين  = 𝑏و  2− = 𝑖  ونفرض كل نقطة𝑀ሺ𝑧ሻ  

𝑧 =
𝑧𝑀 − 𝑎

𝑧𝑀 − 𝑏
 

𝑧حيث  ≠ 𝑖  ّعين𝑇  مجموعة النقاط𝑀  التي يكون عندها𝑧 . تخيليا  بحتا 

𝐷 𝐶 

𝐵 𝐴 



 

 
104 

 حل ورقة العمل المنزلية في بحث تطبيقات الأعداد العقدية

 السؤال الأول:

𝑟ونصف القطر  Ωሺ−1,2ሻ( المركز 1 = 5 

ሺ𝑥   معادلة الدائرة: + 1ሻ2 + ሺ𝑦 − 2ሻ2 = 25 

 :𝐴ሺ2,−2ሻنجرب 

ሺ2 + 1ሻ2 + ሺ−2 − 2ሻ2 = 25 

9 + 16 = 25 ⇒ 25 =  محققة 25

 تنتمي إلى الدائرة. 𝐴إذا  

 :𝐵ሺ−1,7ሻنجرب 

ሺ−1 + 1ሻ2 + ሺ7 − 2ሻ2 = 25 

0 + 25 =  محققة 25

 تنتمي إلى الدائرة. 𝐵إذا 

 :𝐶ሺ4,2ሻنجرب 

ሺ4 + 1ሻ2 + ሺ2 − 2ሻ2 = 25 

25 =  محققة 25

 تنتمي إلى الدائرة. 𝐶إذا  

 :𝐷نجرب 

ሺ−4 + 1ሻ2 + ሺ−2 − 2ሻ2 = 25 

9 + 16 = 25 ⇒ 25 =  محققة 25

 تنتمي إلى الدائرة. 𝐷إذا 

2) 𝑒 =
𝑎+𝑏

2
 

𝑒 =
2 − 2𝑖 − 1 + 7𝑖

2
=
1 + 5𝑖

2
=
1

2
+
5

2
𝑖 

𝑎 − 𝑒

𝑑 − 𝑒
=
𝑐 − 𝑒

𝑎 − 𝑒
 

ሺ𝑎 − 𝑒ሻ2 = ሺ𝑑 − 𝑒ሻሺ𝑐 − 𝑒ሻ 

𝑙1 = ሺ𝑎 − 𝑒ሻ
2 = (2 − 2𝑖 −

1

2
−
5

2
𝑖)
2

 

𝑙1 = (
3

2
−
9

2
𝑖)
2

 

𝑙1 = (
3

2
)
2

− 2(
3

2
) (
9

2
𝑖) + (

9

2
𝑖)
2

 

𝑙1 =
9

4
−
54

4
𝑖 −
81

4
 

𝑙1 = −
72

4
−
54

4
𝑖 = −18 −

27

2
𝑖 

𝑙2 = ሺ𝑐 − 𝑒ሻሺ𝑑 − 𝑒ሻ 

𝑙2 = (4 + 2𝑖 −
1

2
−
5

2
𝑖) (−4 − 2𝑖 −

1

2
−
5

2
𝑖) 

𝑙2 = (
7

2
−
1

2
𝑖) (−

9

2
−
9

2
𝑖) 

𝑙2 = −
63

4
−
63

4
𝑖 +
9

4
𝑖 −
9

4
 

𝑙2 = −
72

4
−
54

4
𝑖 = −18 −

27

2
𝑖 

𝑙1 = 𝑙2 محققة 

( وجدنا أن 3
𝑎−𝑒

𝑑−𝑒
=
𝑐−𝑒

𝑎−𝑒
 

arg (
𝑎 − 𝑒

𝑑 − 𝑒
) = arg (

𝑐 − 𝑒

𝑎 − 𝑒
) 

(𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 𝐷𝐸�̂�منصف داخلي للزاوية  ሺ𝐸𝐴ሻنستنتج 

 السؤال الثاني:

1) 𝑂ሺ0,0ሻ ⇒ 𝑧𝑂 = 0 

𝐴ሺ3,0ሻ ⇒ 𝑧𝐴 = 3 

𝐵ሺ6,0ሻ ⇒ 𝑧𝐵 = 6 

𝐷ሺ8,1ሻ ⇒ 𝑧𝐷 = 8 + 𝑖 
2) 𝑧𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 8 + 𝑖 

𝑟 = √64 + 1 = √65 

𝜃 = 𝛼 ⇒ 𝑧𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = √65𝑒
𝑖𝛼 

𝑧𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 5 + 𝑖 

𝑟 = √25 + 1 = √26 

𝜃 = 𝛽 ⇒ 𝑧𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = √26𝑒
𝑖𝛽 

𝑧𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 + 𝑖 

𝑟 = √4 + 1 = √5 

𝜃 = 𝛾 ⇒ 𝑧𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = √5𝑒
𝑖𝛾 

 ( بالمقارنة بين الشكلين الجبري الأسي:3

√65𝑒𝑖𝛼. √26𝑒𝑖𝛽 . √5𝑒𝑖𝛾 = ሺ8 + 𝑖ሻሺ5 + 𝑖ሻሺ2 + 𝑖ሻ 

⇒ √65 × 26 × 5𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 = ሺ40 + 8𝑖 + 5𝑖ሻሺ2 + 𝑖ሻ 

⇒ √65 × 130𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 = ሺ39 + 13𝑖ሻሺ2 + 𝑖ሻ 

⇒ √65 × 65 × 2𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 = 78 + 39𝑖 + 26𝑖 − 13 

⇒ 65√2𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 = 65 + 65𝑖 

⇒ 𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 =
1

√2
+
1

√2
𝑖 

⇒ 𝑒ሺ𝛼+𝛽+𝛾ሻ𝑖 = 𝑒
𝜋
4
𝑖 

⇒ 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 =
𝜋

4
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 السؤال الثالث:

1)  𝑐 − 𝑚 = 𝑖ሺ𝑎 − 𝑚ሻ  

𝑐 − 1 = 𝑖
√3 + 2

2
−
1

2
− 𝑖 

𝑐 − 1 =
√3

2
𝑖 −
1

2
⇒ 𝑐 =

1

2
+
√3

2
𝑖 

2)  𝑑 = 𝑏 − 1 ⇒ 𝑑 = 𝑖 

 السؤال الرابع:

 طريقة أولى:

𝑧′  تخيلي بحتargሺ𝑧ሻ =
𝜋

2
−أو 

𝜋

2
⇐ 

𝑧 =
𝑧𝑀 − 𝑎

𝑧𝑀 − 𝑏
 

⇒ arg (
𝑧𝑀 − 𝑎

𝑧𝑀 − 𝑏
) =

𝜋

2
−أو 

𝜋

2
 

⇒ (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
أو  −

𝜋

2
 

𝑀𝑧  تمثل دائرة قطرها𝐴𝐵  ما عدا النقطةሺ0,1ሻ 

 طريقة ثانية:

𝑧بفرض  = 𝑥 + 𝑦𝑖 

𝑧 =
ሺ𝑥 + 𝑖𝑦 + 2ሻ

ሺ𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖ሻ
.
ሺ𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖ሻ

ሺ𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖ሻ
 

⇒ 𝑧 =
𝑥2 − 𝑖𝑦𝑥 + 𝑖𝑥 + 𝑖𝑦𝑥 + 𝑦2 − 𝑦 + 2𝑥 − 2𝑖𝑦 + 2𝑖

𝑥2 + ሺ𝑦 − 1ሻ2
 

⇒ 𝑧 =
𝑥2 + 2𝑥 + 𝑦2 − 𝑦 + 𝑖𝑥 − 2𝑖𝑦 + 2𝑖

𝑥2 + ሺ𝑦 − 1ሻ2
 

 يكون المقدار تخيلي عندما:

𝑥2 + 2𝑥 + 𝑦2 − 𝑦 = 0 

⇒ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1 + 𝑦2 − 𝑦 +
1

4
−
1

4
= 0 

⇒ ሺ𝑥 + 1ሻ2 + (𝑦 −
1

2
)
2

−
5

4
= 0 

⇒ ሺ𝑥 + 1ሻ2 + (𝑦 −
1

2
)
2

=
5

4
 

ونصف قطرها  ሺ−1,0ሻتمثلّ دائرة مركزها 
√5

2
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ي
حليل التوافق

الت
 

ب
سا

ح
ن ال

قواني
 

ي
العامل

 

𝑛
! 

𝑛
!
=
𝑛
ሺ𝑛
−
1
ሻሺ𝑛

−
2
ሻ
…
×
3
×
2
×
1

 

𝑛
!
=
𝑛
ሺ𝑛
−
1
ሻ! 

ل 
ص
ر لن

ن الكبي
ر ودائما  نبدأ م

صا
خت
لإ
عند ا

خدم 
ست
ي

ر
صغي

ى ال
إل

 

1
!
=
1
   ,   0

!
=
1
 

ب
التراتي

 

𝑛
,𝑟
∈
𝑁
∗
⇒
𝑛
≥
𝑟
≥
1

 

𝑃
𝑛 𝑟
=

𝑛
!

ሺ𝑛
−
𝑟 ሻ!  

𝑃
𝑛 1
=
𝑛
   ,    𝑃

𝑛 𝑛
=
𝑛
! 

ق
التوافي

 

( 𝑛𝑟
)
=
𝑃
𝑛 𝑟

𝑟
!
=

𝑛
!

ሺ𝑛
−
𝑟ሻ!𝑟!  

ن 
عندما تكو

خدم 
ست
ي

𝑟 
جهولة

م
 

( 𝑛𝑟
)
=
(
𝑛

𝑛
−
𝑟 )

 

عندما:
ب 
سا
ح
ط ال

سي
ي تب

خدم ف
ست
ي

 

𝑟
>
𝑛2

 

( 𝑛1
)
=
𝑛
  ,   (

𝑛
𝑛
−
1
)
=
𝑛

 

( 𝑛𝑛
)
=
1
   ,   ( 𝑛0

)
=
1

 

 

ن
حدي

ي ال
شور ذ

من
 

ሺ𝑎
+
𝑏
ሻ
𝑛
=
𝑇
0
+
𝑇
1
+
⋯
+
𝑇
𝑛

 

ي 
ر ذ
شو
ي من

ل ف
حلو
حد ال

جاد أ
كيفية أي

ن:
حدي
ال

 

𝑻
𝒓
=
( 𝒏𝒓
)
𝒂
ሺ𝒏
−
𝒓
ሻ𝒃
𝒓 :خدم

ست
ي

 

1
ل 
جاد أمثا

( إي
𝑥
𝑛

 
ي 
حو
ي ي
حد الذ

أو ال
𝑥
𝑛

 

2
ن 
ع
ل 
ستق
ت الم

حد الثاب
جاد ال

( إي
𝑥 

 

ل 
)أمثا

𝑥
0

)
 

ب بالتباديل:
ضر

لا ن
ى 

مت
 

① 
. ب معا 

ح
س
ن ال

إذا كا
 

② 
شابهة.

جة مت
ر النتي

ص
عنا
ت 
إذا كان

 

③ 
ب.
طل
ي ال

ن ف
ب معي

رتي
ر ت
إذا ذك

 

ب بالتباديل؟
ضر

ف ن
كي

 

ختلفة
ر م
ص
عنا

 

ي
!الكل

 

ሺ𝑎
,𝑏
,𝑐 ሻ
=
3
! 

ሺ𝑎
,𝑏
ሻ
=
2
! 

شابهة
ر مت

ص
عنا
جد 
إذا و

 

ي
!الكل

شابه
!المت  

ሺ𝑎
,𝑎
,𝑏
ሻ
=

3
!

2
!
×
1
!
=
3
×
2
×
1

2
×
1

=
3
 

ሺ𝑎
,𝑎
,𝑎
,𝑏
,𝑏
ሻ
=

5
!

3
!
×
2
!
=
1
0
 

ظة:
ح
لا
م

 

ب 
ج
ل معادلة( ي

ح
ل )
جاهي

ن قيم م
عند تعيي

ل:
ح
ط ال

ر
ش
ب 
ن نكت

أ
 

ب:
راتي

ت
 

ت
ح
ت
≥
ق
فو

 

ق:
توافي

 
ت
ح
ت
≤
ق
فو

 

ر(
ن كبي

طعه
ر )تقا

ن أكب
حتي
ج
را
مت

 

ر(
صغي

ن 
طعه

ر )تقا
صغ

ن أ
حتي
ج
را
مت

 

ظة:
ح
لا
م

 
ج(
ق )نتائ

ر
ط
عدد ال

ب 
سا
ح
ل 
سائ
ي م

ف
 

ل:
سؤا
صيغة ال

ي 
جد ف

إذا و
 

① 
ل: 
لأق
ى ا
عل

طالع.
منها و

 

② 
ر: 
لأكث

ى ا
عل

ل.
ز
منها ونا

 

عداد:
لأ
شكيل ا

سائل ت
ي م

ت ف
ظا

ح
لا
م

 

① 
ي 
حو
عة الكليّة ت

جمو
ت الم

إذا كان

ر، 
صف
ال

ضع 
عدم و

ى 
لإنتباه إل

ب ا
ج
ي

ي 
ر ف
صف
ال

خانة
ر 
أكب

 

② 
ط، 

ر
ش
ن 
ر م
ن لدينا أكث

عندما يكو

ش 
رقام، نناق

لأ
ختلفة ا

عداد م
ب أ

طلو
والم

ت.
لا
حا
ز 
عامة ثم نمي

رة 
صو

ل ب
سؤا

ال
 

ب
ح
س

سائل ال
م

 

عادة
ي مع إ

ى التتال
عل

 
عادة

ن إ
ي دو

ى التتال
عل

 
معاً 

 

ي العد
ي ف
س
سا
لأ
خدم المبدأ ا

ست
ن

 

ل 
ب بتبادي

ر
ض
ن ن
ى أ
س
لا نن

و

ت 
عا
جمو

الم
ختلفة

ر م
ص
عنا
ن 
المؤلفة م

 

ص
جد تناق

لا يو
 

ص
جد تناق

يو
 

ق 
ن التوافي

خدم قانو
ست
ن

 

ل
ب بالتبادي

ر
ض
لا ن
و
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 التحليل التوافقي:

 :①مثال

 اختزل المقادير الآتية:

1 )
ሺ𝒏−𝟏ሻ!

𝒏!
−

𝒏!

ሺ𝒏+𝟏ሻ!
  2 )

ሺ𝟐𝒏ሻ!−ሺ𝟐𝒏−𝟏ሻ!

𝟐ሺ𝒏ሻ!−ሺ𝒏−𝟏ሻ!
 

 الحل:

1 )
ሺ𝑛−1ሻ!

𝑛!
−

𝑛!

ሺ𝑛+1ሻ!
=

ሺ𝑛−1ሻ!

𝑛.ሺ𝑛−1ሻ!
−

𝑛!

ሺ𝑛+1ሻ.𝑛!
=
1

𝑛
−

1

𝑛+1
 

2 )
ሺ2𝑛ሻ!−ሺ2𝑛−1ሻ!

2ሺ𝑛ሻ!−ሺ𝑛−1ሻ!
=
2𝑛.ሺ2𝑛−1ሻ!−ሺ2𝑛−1ሻ!

2𝑛.ሺ𝑛−1ሻ!−ሺ𝑛−1ሻ!
 

⇒
ሺ2𝑛 − 1ሻ!. [2𝑛 − 1]

ሺ𝑛 − 1ሻ!. [2𝑛 − 1]
=
ሺ2𝑛 − 1ሻ!

ሺ𝑛 − 1ሻ!
 

  :التراتيب𝑷𝒏
𝒓 

𝑃5
2 = 5 × 4 = 20 

𝑃10
3 = 10 × 9 × 8 = 720 

𝑃𝑛+1
3 = ሺ𝑛 + 1ሻ. ሺ𝑛ሻ. ሺ𝑛 − 1ሻ 

𝑷𝒏+𝟐التي تحقق:  𝒏عين : ①مثال
𝟒 = 𝟏𝟒𝑷𝒏

𝟑 

 الحل:

𝑛 شرط الحل:  + 2 ≥ 4
𝑛 ≥ 3 ∩ 𝑛 ≥ 2

 

⇒ 𝑛 ≥ 3 

ሺ𝑛 + 2ሻ. ሺ𝑛 + 1ሻ. 𝑛. ሺ𝑛 − 1ሻ = 14𝑛. ሺ𝑛 − 1ሻ. ሺ𝑛 − 2ሻ 

𝑛2 + 𝑛 + 2𝑛 + 2 = 14𝑛 − 28 

𝑛2 − 11𝑛 + 30 = 0 

ሺ𝑛 − 6ሻ. ሺ𝑛 − 5ሻ = 0 

𝑛إما:  − 6 = 0 ⇒ 𝑛 =  مقبول 6

𝑛أو:  − 5 = 0 ⇒ 𝑛 =  مقبول 5

  :التوافيق(
𝒏
𝒓
) 

(
8
3
) =

8 × 7 × 6

3 × 2 × 1
= 56 

(
10
2
) =

10 × 9

2 × 1
= 45 

 

 

 

 

 

 في كل حالة: 𝒏عين قيمة : ①مثال

1 )𝑷𝒏+𝟑
𝟑 = 𝟏𝟔(

𝒏 + 𝟐
𝟐
) 

2 )(
𝟏𝟓
𝟐𝒏
) = (

𝟏𝟓
𝒏 + 𝟑

) 

 الحل:

𝑛 ( شرط الحل:1 + 2 ≥ 2 𝑛 + 3 ≥ 3
𝑛 ≥ 0 ∩ 𝑛 ≥ 0

 

ሺ𝑛 + 3ሻሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ = 16 ×
ሺ𝑛 + 2ሻሺ𝑛 + 1ሻ

2 × 1
 

𝑛 + 3 = 8 ⇒ 𝑛 =  محققة 5

15  ( شرط الحل:2 ≥ 2𝑛 ≥ 0   ,    15 ≥ 3 + 𝑛 ≥ 0 

 تحت =تحت    إما : 

⇒ 2𝑛 = 𝑛 + 3 ⇒ 𝑛 = 3 ⇒  مقبول

 تحت +تحت  =أو: فوق 

⇒ 2𝑛 + 𝑛 + 3 = 15 ⇒ 3𝑛 = 12 ⇒ 𝑛 = 4 ⇒  مقبول

 أثبت صحة العلاقة:: ②مثال

(
𝒏 + 𝟏
𝒓 + 𝟏

)

(
𝒏
𝒓
)

=
𝒏 + 𝟏

𝒓 + 𝟏
 

 الحل:

𝐿1 =

ሺ𝑛 + 1ሻ!
ሺ𝑛 − 𝑟ሻ!. ሺ𝑟 + 1ሻ!

𝑛!
ሺ𝑛 − 𝑟ሻ!. 𝑟!

=
ሺ𝑛 + 1ሻ!

ሺ𝑟 + 1ሻ!
.
𝑟!

𝑛!
 

=
𝑛 + 1

𝑟 + 1
= 𝐿2 

 محققة.
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 منشور ذي الحدّين:

ሺ𝟏 انشر ما يلي: ①مثال  − 𝒊ሻ𝟓 

 الحل:

+(
5
0
) . 15. 𝑖0 = 1 

−(
5
1
) . 14. 𝑖1 = −5𝑖 

+(
5
2
) . 13. 𝑖2 = −10 

−(
5
3
) . 12. 𝑖3 = +10𝑖 

+(
5
4
) . 11. 𝑖4 = +5 

−(
5
5
) . 10. 𝑖5 = −𝑖 

⇒ ሺ1 − 𝑖ሻ5 = 1 − 5𝑖 − 10 + 10𝑖 + 5 − 𝑖 

⇒ ሺ1 − 𝑖ሻ5 = −4 + 4𝑖 

.𝒙𝟐ما هي أمثال الحد : ②مثال  𝒚  في منشور(
𝒚𝟐

𝒙
+
𝒙

𝒚
)
𝟖

 

 الحل:

𝑇𝑟 = (
8
𝑟
)(
𝑦2

𝑥
)

8−𝑟

(
𝑥

𝑦
)
𝑟

= (
8
𝑟
) ሺ𝑦2. 𝑥−1ሻ8−𝑟ሺ𝑥. 𝑦−1ሻ𝑟 

⇒ 𝑇𝑟 = (
8
𝑟
)𝑦16−2𝑟 . 𝑥−8+𝑟. 𝑥𝑟. 𝑦−𝑟 

⇒ 𝑇𝑟 = (
8
𝑟
)𝑦16−3𝑟𝑥−8+2𝑟 

8− يجب تحقق: 𝑥2حتى نحصل على  + 2𝑟 = 2 ⇒ 𝑟 = 5 

16 يجب تحقق: 𝑦حتى نحصل على  − 3𝑟 = 1 ⇒ 𝑟 = 5 

𝑟  المحققة للمنشور هي𝑟 = 5 

𝑇5 = (
8
5
)𝑦16−15𝑥−8+10 = 56𝑥2. 𝑦 

.𝑥2أمثال  𝑦  56هي 

 المبدأ الأساسي في العد:

طريقة يمكن يتألف مجلس إدارة نادي من خمس أعضاء بكم : ①مثال

 اختيار رئيس ونائب رئيس وأمين سر للنادي؟

 الحل:

5 × 4 × 3 =  طريقة 60

 

 

 

وكتابان  𝑨رف يحوي خمس كتب لمؤلفين ثلاث كتب للمؤلف : ②مثال

 .𝑩للمؤلف 

 ( بكم طريقة يمكن ترتيب الكتب على الرف.1

( بكم طريقة يمكن ترتيب الكتب على الرف بشرط أن يكون أول 2

 .𝑨كتابين للمؤلف 

( بكم طريقة يمكن ترتيب الكتب على الرف بشرط أن لا نضع كتابين 3

 متجاورين لنفس المؤلف.

 الحل:

1 )5 × 4 × 3 × 2 × 1 =     طريقة 120

2 )3 × 2 × 3 × 2 × 1 =     طريقة 36

3 )3 × 2 × 2 × 1 × 1 =     طريقة 12

,𝟏يحتوي صندوق على خمس كرات مرقمة : ③مثال 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓 

 نسحب كرتين على التتالي مع إعادة.

 كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب.( 1

( كم عدد النتائج المختلفة والتي تشتمل على كرتين مجموعهما عدد 2

 فردي.

 الحل:

1 )5 × 5 =       نتيجة 25

(ف,ز) ( 2 × {للتباديل}2 ⇒ 2 × 3 × 2 =       نتيجة 12

نريد تأليف لجنة مكونة من )مدير ونائب ومدير وأمين سر( : ④مثال

بكم طريقة يمكن اختيار اللجنة من مجموعة تضم خمسة أشخاص، 

علماً أنه في المجموعة شخصين متخاصمين لا يجتمعان في اللجنة 

 ذاتها؟

 الحل:

,𝐶متخاصمان و  𝐵و  𝐴نفرض أن  𝐶, 𝐶 غير متخاصمين 

 في نفس اللجنة هناك ثلاث حالات: 𝐵و  𝐴حتى ما يجتمع 

,ሺ𝐶إما:  𝐶, 𝐶ሻ ⇒ 3 × 2 × 1 = 6    

,ሺ𝐴أو:  𝐶, 𝐶ሻ × 3 ⇒ 1 × 3 × 2 × 3 = 18    

,ሺ𝐵أو:  𝐶, 𝐶ሻ × 3 ⇒ 1 × 3 × 2 × 3 = 18    

عدد الطرق الكلية = 6 + 18 + 18 =  طريقة 42
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𝑺لتكن المجموعة: : ⑤مثال = {𝟏, 𝟐, 𝟓, 𝟖, 𝟗} 

 ؟𝑺( كم عدداً مؤلفاً من ثلاث منازل مختلفة الأرقام يمكن تشكيله من 1

 ( كم عدداً زوجياً مؤلفاً من ثلاث منازل يمكن تشكيله؟2

 الأرقام مؤلفاً من ثلاث منازل يمكن تشكيله ( كم عدداً زوجياً ومختلف3

 𝟐𝟎𝟎( كم عدداً فردياً مؤلفاً من ثلاث منازل وهو أكبر تماماً من 4

 يمكن تشكيله؟

( كم عدداً فردياً مؤلف من ثلاث منازل مختلفة الأرقام وهو أكبر تماماً 5

 يمكن تشكيله؟ 𝟐𝟎𝟎من 

 الحل:

1 )5 × 4 × 3 =       عدد 60

2 )5 × 5 × 2 =       عدد 50

3 )4 × 3 × 2 =       عدد 24

4 )4 × 5 × 3 =       عدد 60

4(: 1( حالة )5 × 3 × 1 = 12 

3(: 2حالة )     × 3 × 1 = 9    

3(: 3حالة )     × 3 × 1 = 9    

نتيجة الأعداد = 12 + 9 + 9 =  عدد 30

 استخدام قانون التوافيق:

 نستخدم قانون التوافيق في المسائل التي لا تهتم بالترتيب مثل:

)( تشكيل لجان نشاط )عمل( 1
كلي

مطلوب
) 

عدد النقاط) ( تشكيل مثلثات من نقاط على دائرة2
𝟑

) 

عدد النقاط) ( تشكيل قطع مستقيمة3
𝟐

) 

𝟐( تشكيل الأشعة غير الصفرية 4 × عدد النقاط)
𝟐

) 

عدد النقاط) ( عدد المضلعّات الرباعية من نقاط على دائرة:5
𝟒

) 

عدد أقطار الدائرة)    ( عدد المستطيلات من نقاط على دائرة:6
𝟐

) 

الأشخاص)لمصافحة ( ا7

𝟐
) 

) ( تشكيل مجموعات جزئية8
الكليّ

المطلوب
) 

9 ً ) ( السحب معا
الكليّ

المطلوب
) 

 ( اختيار أسئلة في امتحان.10

 في شبكة أو مستطيلات ( تشكيل متوازيات أضلاع11

أفقي)
𝟐
) × شاقولي)

𝟐
) 

 رأس، يحسب بالشكل:  𝒏( عدد أقطار مضلع محدب مؤلفّ من 12

(
𝒏
𝟐
) − 𝒏 

 أشخاص )عدد الهدايا نفس عدد الاشخاص(( توزيع هدايا على 13

 !(الأشخاص)

( توزيع هدايا على أشخاص )عدد الهدايا أكثر من عدد الأشخاص 14

 بواحد(

الهدايا)
𝟐
) ×  !(الأشخاص)

رأس حيث  𝒏( عدد نقاط تلاقي أقطار مضلعّ محدّب مؤلفّ من 15

𝒏 ≥ 𝟓 

عدد النقاط = (
𝒏
𝟒
) + 𝒏 

وخمسة عمال، كم لجنة في احد مراكز الخدمة ثلاث مهندسين : ①مثال

 قوامها مهندس واحد وعاملان يمكننا تأليفها لمتابعة أعمال الخدمة؟

)      الحل:
3
1
) × (

5
2
) = 3 × 10 = 30 

نريد تأليف لجنة نشاط مؤلفة من ثلاث أشخاص مأخوذين من : ②مثال

 بنات. 𝟑شباب و 𝟒مجموعة تحوي 

 ( كم لجنة مختلفة يمكننا تأليفها.1

 وبنتين يمكن تأليفها.( كم لجنة مؤلفة من شب 2

 الحل:

 ( ما حدد النوع نعتمد على العدد الكلي1

(
7
3
) =

7 × 6 × 5

3 × 2 × 1
=  لجنة 35

2 )(
4
1
) × (

3
2
) = 4 × 3 =                     لجنة 12

 𝟐بيضاء و  𝟒كرات حمراء و  𝟑يحتوي صندوق على : ③مثال
 سوداء نسحب من الصندوق ثلاث كرات معاً.

 فقط. ( بكم طريقة نستطيع سحب كرتين حمراويين1

 ( بكم طريقة يمكن سحب كرتين بيضاء على الأقل.2

 الحل:

1 )ሺ𝑅, 𝑅, 𝑅′ሻ 

عدد الطرق = (
3
2
) × (

6
1
) = 3 × 6 =  طريقة 18

2 )ሺ𝑤, 𝑤,𝑤′ሻ أو ሺ𝑤,𝑤,𝑤ሻ 

عدد الطرق = (
4
2
) × (

5
1
) + (

4
3
) = 34 
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𝑺لتكن المجموعة : ④مثال = {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓}. 

 ( بكم طريقة يمكن تشكيل مجموعات جزئية مؤلفة ثلاث عناصر.1

من عنصرين مؤلفة ( بكم طريقة يمكن تشكيل مجموعات جزئية 2

 مجموعهما فردي.

من عنصرين مؤلفة ( بكم طريقة يمكن تشكيل مجموعات جزئية 3

 مجموعهما زوجي.

 الحل:

1 )(
5
3
) =

5×4×3

3×2×1
=        طريقة 10

 ( مجموعهما فردي يعني لازم واحد فردي وواحد زوجي2

(
3
1
) × (

2
1
) = 6 

 أو: العنصرين فردي.(إما: العنصرين زوجي  3

(
3
2
) + (

2
2
) = 4 

التقى عشر أصدقاء في حفل، كم عدد المصافحات التي جرت : ⑤مثال

 في الحفل إذا كل شخص صافح الأشخاص التسعة الآخرين؟

) الحل:
10
2
) =      مصافحة 45

؟ 𝟖أسئلة من أصل  𝟓بكم طريقة يستطيع طالب أن يجيب عن : ⑥مثال

علماً أن أول سؤالين  𝟖أسئلة من  𝟓وبكم طريقة يمكن أن يختار طالب 

 حلّهما إجباري؟

 الحل: 

(
8
5
) = (

8
3
) =

8 × 7 × 6

3 × 2 × 1
=  طريقة 56

(
6
3
) =

6 × 5 × 4

3 × 2 × 1
=  طريقة 20

كم عدد : ⑦مثال

متوازيات الأضلاع في 

الشكل المجاور: متوازي 

الأضلاع يحتاج مستقيمين 

 أفقيين ومستقيمين شاقوليين

 الحل: 

(
5
2
) × (

4
2
) = 10 × 6 =  متوازي أضلاع 60

 مسدس منتظم. 𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭في الشكل السابق : ⑧مثال

( ما عدد القطع المستقيمة الواصلة بين رأسين مختلفين في 1

 المسدس؟

 ؟يمكن تشكيلهاالتي  الغير صفرية ( ما عدد الأشعة2

 ( ما عدد المثلثات الواصلة بين ثلاث رؤوس؟3

الموجودة ( ما عدد المضلعات الرباعية التي يمكن تشكيلها من النقاط 4

 على الدائرة؟

( ما عدد المستطيلات التي يمكن تشكيلها من النقاط الموجودة على 5

 الدائرة؟

 الحل:

 ( القطعة المستقيمة تحتاج رأسين1

(
6
2
) =

6 × 5

2 × 1
=  قطعة 15

( أيضا  الشعاع يحتاج رأسين لكن 2

 لأنه هناك اتجاهين 2نضرب بـ

(
6
2
) × 2 = 15 × 2 =  شعاع 30

 ( المثلث يحتاج ثلاث رؤوس3

(
6
3
) =

6 × 5 × 4

3 × 2 × 1
=  مثلث 20

) ( عدد المضلعات الرباعية:4
6
4
) = (

6
2
) =  مضلعّ 15

عدد أقطار الدائرة)( عدد المستطيلات:   5
2

) = (
3
2
) =  مستطيل 3

 : ⑨مثال

 طلاب، بكم طريقة يمكنه التوزيع؟ 𝟓هدايا على 𝟓( يريد معلم توزيع 1

طلاب، بحيث يحصل كل طالب على  𝟒هدايا على 𝟓( يريد معلم توزيع 2

 هدية واحدة على الأقل، ما عدد النتائج لهذه العملية؟

 الحل:

 !𝑛شخص يتم بطرق  𝑛شغلة على  𝑛( توزيع 1

5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 =  طريقة 120

هدايا)( 2
2
)  !أشخاص×

⇒ (
5
2
) × 4! =

5 × 4

2 × 1
× 4 × 3 × 2 × 1 =  نتيجة 240

𝒏اقطار مضلع محدب عدد رؤوس  أثبت أن عدد :⑩مثال ≥ يعطى  𝟒

 بالصيغة:
𝒏ሺ𝒏−𝟑ሻ

𝟐
 

 الحل:

عدد الأقطار = عدد الرؤوس)
2

)  عدد الرؤوس−

⇒ عدد الأقطار = (
𝑛
2
) − 𝑛 

⇒ عدد الأقطار =
𝑛 × ሺ𝑛 − 1ሻ

2 × 1
− 𝑛 

⇒ عدد الأقطار =
𝑛2 − 𝑛

2
− 𝑛 

⇒ عدد الأقطار =
𝑛2 − 3𝑛

2
=
𝑛ሺ𝑛 − 3ሻ

2
 

𝐶 𝐵 

𝐸 𝐹 

𝐴 𝐷 
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 ورقة عمل يدوية في بحث التحليل التوافقي

 السؤال الأول:

 أربع طلاب واستاذين:مجموعة أشخاص في مدرسة مؤلفة من 

بكم طريقة يمكن ترتيب المجموعة برتل أحادي حيث يكون أستاذ في  -1

 بداية الرتل وأستاذ في نهاية الرتل.

 كم عدد المصافحات التي يمكن أن تجري بين جميع الأشخاص. -2

 بكم طريقة يمكن تشكيل لجنة مكونة من أستاذ وطالبين. -3

 السؤال الثاني:

2𝑥)شور ليكن لدينا المن +
1

√𝑥
)
10

 𝑥4أوجد الحد الذي يحوي  

 السؤال الثالث:

 التي تحقق: 𝒏عيّن قيمة 

3 (
2𝑛
3
) = 6𝑃𝑛

2 

 السؤال الرابع:

كرات )ثلاثة منهم حمراء وكرة بيضاء وكرة سوداء(  𝟓صندوق يحوي 

نسحب من الصندوق ثلاث كرات على التتالي مع إعادة، بكم طريقة 

 يمكن السحب في الحالات:

 الثلاثة من لون واحد.( الكرات 1

 ( الأولى حمراء والثانية بيضاء والثالثة سوداء.2

 السؤال الخامس:

𝑆لدينا المجموعة  = {1,2,3,4,5} 

 𝑆( كم عددا  زوجيا  مؤلفا ن من منزلتين مختلفتين يمكن تشكيله من 1

من ثلاث منازل مختلفة يمكن  300( كم عددا  فرديا  وأصغر من 2

 𝑆تشكيله من 

 لعمل اليدوية في بحث التحليل التوافقيحل ورقة ا

 السؤال الأول:

1) 2 × 4 × 3 × 2 × 1 × 1 =  طريقة 48

2) (
6
2
) =

6×5

2×1
=  مصافحة  15

3) (
2
1
) × (

4
2
) = 2 ×

4×3

2×1
=  لجنة 12

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الثاني:

𝑇𝑟 = (
𝑛
𝑟
) 𝑎𝑛−𝑟 𝑏𝑟 ⇒ 𝑇𝑟 = (

10
𝑟
) ሺ2𝑥ሻ10−𝑟 (

1

√𝑥
)
𝑟

 

⇒ 𝑇𝑟 = (
10
𝑟
) 210−𝑟𝑥10−𝑟 (𝑥−

1
2)
𝑟

 

⇒ 𝑇𝑟 = (
10
𝑟
)210−𝑟𝑥10−𝑟𝑥−

𝑟
2 

⇒ 𝑇𝑟 = (
10
𝑟
)210−𝑟𝑥10−

3
2
𝑟 

 𝑥4نبحث عن الحد الذي يحوي 

10 −
3

2
𝑟 = 4 ⇒ 20 − 3𝑟 = 8 ⇒ 𝑟 = 4 

𝑇4 = (
10
4
) 26𝑥4 =

10 × 9 × 8 × 7

4 × 3 × 2 × 1
× 64 × 𝑥4 

⇒ 𝑇4 = 13440𝑥
4 

 السؤال الثالث:

𝟑(
𝟐𝒏
𝟑
) = 𝟔𝑷𝒏

𝟐 

2𝑛 ≥ 3 ⇒ 𝑛 ≥
3

2
∩ 𝑛 ≥ 2 ⇒ 𝑛 ≥ 2 

3 ×
2𝑛ሺ2𝑛 − 1ሻሺ2𝑛 − 2ሻ

3 × 2 × 1
= 6 × 𝑛ሺ𝑛 − 1ሻ 

ሺ2𝑛 − 1ሻ2ሺ𝑛 − 1ሻ

6
= 𝑛 − 1 ⇒

2𝑛 − 1

3
= 1 

⇒ 2𝑛 − 1 = 3 ⇒ 𝑛 =  محققة 2

 السؤال الرابع:

 ( سحب ثلاث كرات من نفس اللون:1

ሺ𝑅, 𝑅, 𝑅ሻأوሺ𝑊,𝑊,𝑊ሻأوሺ𝐵, 𝐵, 𝐵ሻ 

ሺ3 × 3 × 3ሻ + ሺ1 × 1 × 1ሻ + ሺ1 × 1 × 1ሻ =  طريقة 29

 ( الأولى حمراء والثانية بيضاء والثالثة سوداء:2

 لا نضرب بالتباديل )لأنه حدد لنا الترتيب(

3 × 1 × 1 =  طريقة 3

 السؤال الخامس:

1 ) 4 × 2 = 8 

1  إمّا (2 × 3 × 2 = 6 

1  أو  × 3 × 3 = 9 

عدد الطرق = 6 + 9 = 15 
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 ورقة عمل منزلية في بحث التحليل التوافقي

 السؤال الأول:

𝑺لتكن المجموعة  = {𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒} 

( كم عددا  مختلف الأرقام مؤلف من ثلاث منازل يمكن تشكيله من 1

 𝑆عناصر المجموعة 

( إذا أردنا أن نضع رمز موبايل مكوّن من أربع خانات مختلفة مثنى 2

 ، بكم طريقة يمكن أن نضع هذا الرمز.𝑆مثنى مأخوذين من المجموعة 

 السؤال الثاني:

  ليكن لدينا المقدار:

(𝒙 +
𝟏

𝒙𝟐
)
𝒏

 

 𝑥ما الشرط حتى يحوي المنشور السابق على حد مستقل عن 

 السؤال الثالث:

خانة من الخانات الخمسة الآتية بأخذ العددين  نملئ عشوائياً كل

−𝟐 , 𝟑 

     

 ( بكم طريقة يمكن أن نملئ الخانات الخمسة.1

( بكم طريقة يمكن أن نملئ الخانات الخمسة بحيث يكون مجموع 2

 الأعداد عشرة.

 السؤال الرابع:

,𝟏}متماثلة مرقمة  𝟕مغلف يحوي  𝟐, 𝟑, … , نسحب ثلاث بطاقات  {𝟕

 ً  معا

 عدد النتائج الممكنة للسحب.( ما 1

( ما عدد النتائج المختلفة لظهور ثلاث ارقام مجموعها من مضاعفات 2

 2العدد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حل ورقة العمل المنزلية في بحث التحليل التوافقي

 السؤال الأول:

1 )  

 مئآت عشرات آحاد الناتج

48 3 4 4 

بقي ثلاث  

 أعداد

يمكن أخذ أي 

عدد من الأربعة 

 الباقية

1,2,3,4 

لا يمكن اختيار 

 الصفر

2) 5 × 4 × 3 × 2 =  رمز 120

 السؤال الثاني:

𝑇𝑟 = (
𝑛
𝑟
) 𝑎𝑛−𝑟𝑏𝑟 ⇒ 𝑇𝑟 = (

𝑛
𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟 (

1

𝑥2
)
𝑟

 

⇒ 𝑇𝑟 = (
𝑛
𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟ሺ𝑥−2ሻ𝑟 ⇒ 𝑇𝑟 = (

𝑛
𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑥−2𝑟 

⇒ 𝑇𝑟 = (
𝑛
𝑟
) 𝑥𝑛−3𝑟 

𝑛 − 3𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 =
1

3
𝑛 

 3من مضاعفات العدد  𝑛الشرط: 

 السؤال الثالث:

1) 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 32 

2) ሺ3,3,3,3, −2ሻ 

5 × 1 × 1 × 1 × 1 × 1 = 5 

 السؤال الرابع:

1) (
7
3
) =

7×6×5

3×2×1
= 35 

,ز) ( 2 ,ز (ز +  (ف,ف,ز)

(
3
3
) + (

4
2
) (
3
1
) = 19 
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ت
لا
ما
حت
لإ
ا

 

ث
حد
 ال
ل
ما
حت
إ

 𝑃
ሺ 𝐴
ሻ
=
𝑛
ሺ 𝐴
ሻ

𝑛
ሺ Ω
ሻ 

ث 
حي

𝑛
ሺ Ω
ሻ

 (
ج 
تائ
 ن
دد
ع

ء 
ضا
ف

ي 
الت
ج 
تائ
الن
ع 
مي
ج
ي 
 ه
ة(
ينّ
لع
ا

ن 
 أ
ن
مك
ي

ء 
را
ج
 إ
ند
ع
ا 
يه
عل
ل 
ص
ح
ن ا.
 م
بة
ر
ج
ت

 

ل
حي
ست
لم
 ا
ث
حد
ال

 

𝑃
ሺ 𝜙
ሻ
=
0

 

يد
لأك
 ا
ث
حد
ال

 

𝑃
ሺ Ω
ሻ
=
1

 

ن 
ثي
حد
 ل
ي
مال
حت
لإ
 ا
ل
لا
تق
س
لا
ا

𝐴 
و 
𝐵

 

𝑃
ሺ 𝐴
∩
𝐵
ሻ
=
𝑃
ሺ 𝐴
ሻ
×
𝑃
ሺ 𝐵
ሻ  

س
اك
مع
 ال
ث
حد
ال

 

𝑃
ሺ 𝐴
′ ሻ
=
1
−
𝑃
ሺ 𝐴
ሻ  

ل 
ما
حت
ا

𝐴 
ن 
  أ
ما
عل

𝐵 
قع
 و
قد

 𝑃
ሺ 𝐴
\𝐵
ሻ
=
𝑃
ሺ 𝐴
∩
𝐵
ሻ

𝑃
ሺ 𝐵
ሻ

 

ن
غا
ر
مو
دو
ن 
ني
وا
ق

 

𝑃
ሺ 𝐴
∪
𝐵
ሻ
=
𝑃
ሺ 𝐴
ሻ
+
𝑃
ሺ 𝐵
ሻ
−
𝑃
ሺ 𝐴
∩
𝐵
ሻ  

𝑃
ሺ 𝐴
′
∩
𝐵
′ ሻ
=
𝑃
ሺ 𝐴
∪
𝐵
ሻ′

 

=
1
−
𝑃
ሺ 𝐴
∪
𝐵
ሻ  

𝑃
ሺ 𝐴
′
∪
𝐵
′ ሻ
=
𝑃
ሺ 𝐴
∩
𝐵
ሻ′

 

=
1
−
𝑃
ሺ 𝐴
∩
𝐵
ሻ  

ي
وائ
ش
لع
 ا
ل
حو
مت
ال

 

ة 
ئي
وا
ش
ع
ة 
الي
تم
ح
 ا
بة
ر
ج
 لت
جة
تي
 ن
ل
 ك
ط
رب
 ن
ن
 أ
هو

ا.
 م
دد
بع

 

ي:
وائ
ش
ع
ل 
حو
مت
ة 
سأل
 م
ل
ح
ل

 

①
  

 لـ
يم
 ق
نّ
عي
ن

𝑥
 

② 
ي.
مال
حت
 ا
ن
نو
قا
ل 
دو
ج
ب 
كت
ن

 

ي:
ض
ريا
 ال
قع
تو
ال

 
𝐸
ሺ 𝑥
ሻ
=
Σ
𝑥
.𝑃
ሺ 𝑥
ሻ

 

ن:
باي
الت

 
𝑉
ሺ 𝑥
ሻ
=
𝐸
ሺ 𝑥
2
ሻ
−
(𝐸
ሺ 𝑥
ሻ )
2

 

ي:
ر
عيا
لم
 ا
ف
را
ح
لإن
ا

 
 

𝜎
𝑥
=
ඥ
𝑉
ሺ 𝑥
ሻ

 
دة
فائ

:
 

م 
ض
 ي
ل
دو
ج
ء 
شا
 إن
ن
مك
 ي
ن:
تي
غل
ش
ب 
ح
س
د 
عن

ة(
ين
لع
 ا
اء
ض
)ف
ج 
تائ
الن
ع 
مي
ج

 
ز:
ميّ
ون

 

ي 
تال
الت
ى 
عل

دة
عا
 إ
مع

 

ل 
دو
ج
ال

ل
ام
ك

 

ي 
تال
الت
ى 
عل

دة
عا
 إ
ن
دو

ر  
ط
الق
ف 
حذ
ن

ي
س
ئي
ر
ال

 

عا  
م

 

ر 
ط
الق
ف 
حذ
ن

ته
ح
 ت
ما
 و
ي
س
ئي
ر
ال

 

لة
شغ
ل 
ك

 
ن 
م ق
دو
صن

ل  
دو
ج
ال

ل
ام
ك

 

ت:
لا
شغ
ث 
لا
 ث
ب
ح
س
د 
عن

 

ب
ح
س
 ال
ن
كا
ا 
إذ

 

عا  
م

 

ب
تي
ر
الت
 ب
تم
نه
لا 

 

ق
في
وا
الت
م 
خد
ست
ن

 

𝑃
ሺ 𝐴
ሻ
=

(
ي
كل

ب
لو
ط
(م
ث
حد
 ال
ج
تائ
ن

(
ي
كل

ب
لو
ط
(م
ج
تائ
الن
ع 
مي
ج

 

ي 
تال
الت
ى 
عل

ن
دو
ب

 
دة
عا
إ

 

ب
تي
ر
الت
 ب
تم
نه

صة 
اق
تن
 م
ر
سو
 ك
اء
جد

 

دة
عا
 إ
مع
ي 
تال
الت
ى 
عل

 

ب
تي
ر
الت
 ب
تم
نه

 

اء
جد

 
صة

اق
تن
 م
ر
غي
ر 
سو
ك

 
ن 
يي
لائ
شو
ع
ن 
ولي
ح
مت
 ل
ي
مال
حت
لإ
 ا
ل
لا
قا
ست
لإ
ا

𝑥
,𝑦

 

① 
نة
عي
 ال
اء
ض
 ف
ب
كت
ن

 

② 
ل 
حو
مت
 ال
يم
 ق
نّ
عي
ن

𝑥 
ل 
حو
مت
وال

𝑦
 

③ 
ي
مال
حت
لا
 ا
ما
نه
نو
قا
ل 
دو
ج
ب 
كت
ن

 

④ 
م 
ض
 ي
ي
مال
حت
 ا
ن
نو
قا
ل 
دو
ج
ب 
كت
ن

𝑥 
و 
𝑦

 

ي
ول
رن
ب

 

ي 
تال
الت
ى 
عل
ر 
كث
 أ
أو
ت 
را
 م
ث
لا
 ث
ب
ح
س
د 
عن
م 
خد
ست
ي

أو
ة 
اد
ع
 إ
مع
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كث
 أ
أو
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را
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ث
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 ث
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ر
ج
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ر
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تك
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د(
ر
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جا
ح
وأ
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قو
 ن
عة
ط
 ق
ي
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ج
 ت
ل
مث
(
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نع
 :
ي
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رن
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ل
سائ
 م
ل
ح
ل

 

𝑛
=
ر
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 م
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ع
 

𝑝
=
ة)
حد
وا
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رة
لم
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ف )
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ط
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ح ا
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ما
حت
 ا

𝑞
=
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−
𝑝
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𝑥
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𝑝
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 الاحتمالات

يحتوي صندوق على خمس كرات، ثلاثة حمراء تحمل : ①تمرين

نسحب  𝟏و  𝟎وكرتان بيضاء اللون وتحمل الارقام  𝟐و  𝟏و  𝟎الأرقام 
 عشوائياً كرتين على التتالي دون إعادة.

 : الكرتان المسحوبتان لهما اللون ذاته،𝑨( الحدث 1
 𝑷ሺ𝑨ሻاحسب 

 : جداء رقمي الكرتين هو صفر، والمطلوب:𝑩( الحدث 2

a احسب احتمال الحدث )𝑩. 
b احسب احتمال )𝑩  علماً أن𝑨 .قد وقع 

c هل )𝑨  و𝑩 ًمستقلين احتماليا؟ 
يدل على مجموع رقمي الكرتين  𝒙( نعرف متحولاً عشوائياً 3

واكتب جدول قانونه  𝒙المستحوبتين، عينّ مجموعة قيم المتحول 
 الاحتمالي ثم احسب توقعه الرياضي، وتباينه وانحرافه المعياري.

 الحل:
 نكتب جدول فضاء العينة:

𝑊1 𝑊0 𝑅2 𝑅1 𝑅0  

ሺ𝑅0,𝑊1ሻ ሺ𝑅0,𝑊0ሻ ሺ𝑅0, 𝑅2ሻ ሺ𝑅0, 𝑅1ሻ  𝑅0 

ሺ𝑅1,𝑊1ሻ ሺ𝑅1,𝑊0ሻ ሺ𝑅1, 𝑅2ሻ  ሺ𝑅1, 𝑅0ሻ 𝑅1 

ሺ𝑅2,𝑊1ሻ ሺ𝑅2,𝑊0ሻ  ሺ𝑅2, 𝑅1ሻ ሺ𝑅2, 𝑅0ሻ 𝑅2 

ሺ𝑊0,𝑊1ሻ  ሺ𝑊0, 𝑅2ሻ ሺ𝑊0, 𝑅1ሻ ሺ𝑊0, 𝑅0ሻ 𝑊0 

 ሺ𝑊1,𝑊0ሻ ሺ𝑊1, 𝑅2ሻ ሺ𝑊1, 𝑅1ሻ ሺ𝑊1, 𝑅0ሻ 𝑊1 

𝑛ሺΩሻ = 20 

1 )𝑃ሺ𝐴ሻ =
8

20
=

4

10
 

2 )a ) 𝑃ሺ𝐵ሻ =
14

20
=

7

10
 

b ) 𝑃ሺ𝐵\𝐴ሻ =
𝑃ሺ𝐴∩𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐴ሻ
=

6

20
4

10

=
3

4
 

c) 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ =
6

20
 

𝑃ሺ𝐴ሻ × 𝑃ሺ𝐵ሻ =
4

10
×
7

10
=
7

25
 

⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ≠ 𝑃ሺ𝐴ሻ × 𝑃ሺ𝐵ሻ 

 الحدثين غير مستقلينّ احتماليا .

 ( يهمنا المجموع للعددين:3

𝑊1 𝑊0 𝑅2 𝑅1 𝑅0  

1 0 2 1  𝑅0 

2 1 3  1 𝑅1 

3 2  3 2 𝑅2 

1  2 1 0 𝑊0 

 1 3 2 1 𝑊1 

𝑛ሺΩሻ = 20  ,   𝑋 = {0,1,2,3} 

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ =
2

20
=
1

10
 , 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =

8

20
=
4

10
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ =
6

20
=
3

10
 , 𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ =

4

20
=
2

10
 

𝜀 3 2 1 0 𝑥 

1 
2

10
 

3

10
 

4

10
 

1

10
 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ =
16

10
 

6

10
 

6

10
 

4

10
 0 𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥2ሻ =
34

10
 

18

10
 

12

10
 

4

10
 0 𝑥2. 𝑃𝑥 

 التوقع الرياضي:

𝐸ሺ𝑥ሻ = Σ𝑥. 𝑃𝑥 =
16

10
=
8

5
 

𝑉ሺ𝑥ሻالتباين:        = 𝐸ሺ𝑥2ሻ − [𝐸ሺ𝑥ሻ]2 

𝑉ሺ𝑥ሻ =
17

5
−
64

25
=
85 − 64

25
=
21

25
 

𝜎𝑥 الانحراف المعياري: = ඥ𝑉ሺ𝑥ሻ = √
21

25
 

 يحوي على ثلاث كرات  𝒖𝟏نتأمل صندوق : ②تمرين

 يحوي على ثلاث كرات  𝒖𝟐وصندوق  𝟑و  𝟐و  𝟏مرقمة 

 .𝟔و  𝟓و  𝟒مرقمة 

 نسحب كرة من الصندوق الاول ثم كرة من الصندوق الثاني والمطلوب:

 اكتب فضاء العينة المرتبط بهذا الاختبار. -1

: سحب كرتين إحداهما على الأقل من مضاعفات 𝑨نعرّف الحدث  -2

 .ሺ𝟑ሻالعدد 

 𝟕: سحب كرتين مجموع رقميهما أكبر تماماً من 𝑩نعرّف الحدث 

 مستقلان احتماليا؟ً 𝑩و  𝑨هل 

3- 𝒙 .متحول عشوائي يدل بكل نتيجة سحب على العدد الأصغر 

a-  ما هي مجموعة قيم المتحول𝒙. 

b- ل العشوائي ما القانون الاحتمالي للمتحو𝒙. 

c-  احسب التوقع الرياضي𝑬ሺ𝒙ሻ. 

 الحل:

1-  

𝑛ሺΩሻ = 9 

2- 𝑃ሺ𝐴ሻ =
5

9
 , 𝑃ሺ𝐵ሻ =
3

9
 , 𝑃ሺ𝐴 ∩

𝐵ሻ =
3

9
    

𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ =
5

9
×
3

9
=
5

27
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ≠ 𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ 

𝐴  و𝐵 . غير مستقلين إحتماليا 

6 5 4  

ሺ1,6ሻ ሺ1,5ሻ ሺ1,4ሻ 1 

ሺ2,6ሻ ሺ2,5ሻ ሺ2,4ሻ 2 

ሺ3,6ሻ ሺ3,5ሻ ሺ3,4ሻ 3 
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3- 𝑥 = {1,2,3}      

𝜀 3 2 1 𝑥 

1 
3

9
 

3

9
 

3

9
 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ = 2 
9

9
 

6

9
 

3

9
 𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ = Σ𝑥𝑃𝑥 = 2 

يحتوي صندوق على ثلاث كرات زرقاء وكرتين خضراء : ③تمرين
 وكرة حمراء

المتحول  𝒙نسحب عشوائياً وفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق ليكن 
 الذي يمثل عدد الكرات الخضراء المسحوبة.

 .𝒙ما هي مجموعة قيم  -1

 الإحتمالي. 𝒙اكتب جدول قانون  -2

 احسب التوقع الرياضي والتباين والانحراف المعياري. -3

 الحل:

1) 𝑥 = { 0⏟
ሺ𝐺′,𝐺′,𝐺′ሻ

, 1⏟
ሺ𝐺,𝐺′,𝐺′ሻ

, 2⏟
ሺ𝐺,𝐺,𝐺′ሻ

} 

2) 

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ =
(
4
3
)

(
6
3
)
=
4

20
=
2

10
 

𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =
(
2
1
) (
4
2
)

(
6
3
)

=
6 × 2

20
=
6

10
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ =
(
2
2
) (
4
1
)

(
6
3
)

=
4 × 1

20
=
2

10
 

𝜀 2 1 0 𝑥 

1 
2

10
 

6

10
 

2

10
 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ = 1 
4

10
 

6

10
 0 𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥2ሻ =
14

10
 

8

10
 

6

10
 0 𝑥2. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ التوقع الرياضي: = Σ𝑥. 𝑃𝑥 = 1 

𝑉ሺ𝑥ሻ التباين: = 𝐸ሺ𝑥2ሻ − (𝐸ሺ𝑥ሻ)
2
=
14

10
− 1 =

4

10
 

𝜎𝑥 الإنحراف المعياري: = ඥ𝑉ሺ𝑥ሻ =
2

√10
 

 

 

 المخطط الشجري

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃ሺ𝐶ሻ = 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ + 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐶ሻ 

 فكرة الإحتمال الشرطي:

𝐵 معلوملقد سحبنا....  ⇐ 

𝑢 مطلوبفما احتمال.....  ⇐ 

𝑃(معلوم\مطلوب) =
𝑃(مطلوب ∩ (معلوم

𝑃(معلوم)
 

حدثين مرتبطين بتجربة عشوائية معروضة بالمخطط  𝑩و  𝑨: ①مثال
 الشجري المجاور.

 مستقلين احتمالياً. 𝑩و  𝑨حتى يكون الحدثان  𝑷عين قيمة 

 

 

 

 

 

 الحل:

𝐴  و𝐵 . مستقلان احتماليا 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ = 𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ…∗ 

𝑃ሺ𝐴ሻ =
1

4
 

 𝑃ሺ𝐵ሻ = 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ + 𝑃ሺ𝐴′ ∩ 𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐵ሻ =
1

4
×
1

3
+
3

4
𝑝 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ =
1

4
×
1

3
=
1

12
 

 :∗نعوض في 
1

12
=
1

4
(
1

12
+
3

4
𝑝) ⇒

1

3
=

1

12
+
3

4
𝑝 

3

4
𝑝 =

1

3
−
1

12
 

9𝑝 :12نضرب بـ = 4 − 1 ⇒ 9𝑝 = 3 ⇒ 𝑝 =
3

9
=
1

3
 

𝑩 

𝑩′ 

𝑩 

𝑩′ 

𝐴 

𝑨′ 

Ω 

𝐶

𝐷

𝐶

D

ሺ𝐴ሻ

B

Ω × 
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لدينا صندوق يحوي على كرتين سوداء وكرة حمراء نسحب : ②مثال
من الصندوق كرة ونسجل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثم نضاعف عدد 

 ثم نسحب مجدداً كرة: الكرات من لونها

 ( أعط مخططاً شجرياً للتجربة.1

 ( احسب احتمال أن تكون الكرة الثانية حمراء.2

( إذا علمت أن تكون الكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء اللون 3
 فما احتمال أن تكون الكرة الأولى سوداء؟

4 )𝒙  متحول عشوائي يربط بكل نتيجة للسحب عدد الكرات السوداء
 :المسحوبة

a-  ما هي مجموعة قيم𝒙. 

b-  احسب𝑷ሺ𝒙 = 𝟏ሻ. 

 الحل:

1 ) 

 

 

2 ) 

𝑃ሺ𝑅2ሻ =
1

3
×
2

4
+
2

3
×
1

5
=
3

10
 

3 )
𝑅2 معلوم

𝐵1 مطلوب
⇒  احتمال شرطي

𝑃ሺ𝐵1\𝑅2ሻ =
𝑃ሺ𝐵1 ∩ 𝑅2ሻ

𝑃ሺ𝑅2ሻ
=

2
3 ×

1
5

3
10

=
4

9
 

4 )a-  𝑥 = {0,1,2} 

b- 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =
1

3
×
2

4
+
2

3
×
1

5
=
1

6
+
2

15
                   

𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =
9

30
 

من الطلاب لعبة كرة المضرب  %𝟑𝟎في مدرستنا يمارس : ③مثال
من هؤلاء  %𝟓𝟓من الذكور وأن  %𝟔𝟎ونعلم أن مدرستنا تضم نسبة 

اختيار طالب ذكر ونرمز  𝑴نرمز بالرمز لا يلعبون لعبة كرة المضرب، 
اختيار طالب يلعب كرة  𝑻اختيار طالبة انثى ونرمز بالرمز  𝑭بالرمز 

المضرب، عند اختيار أحد الطلّاب الموجودين في المدرسة، أعط 
𝑷ሺ𝑭مخططاً شجرياً للتجربة، واحسب  ∩ 𝑻′ሻ 

 الحل:

 

 

 

 

 

 

𝑃ሺ𝑇ሻ =
30

100
 

𝐹ሺ𝑇′\𝐹ሻالمطلوب:                    = 𝑥 

𝑃ሺ𝑇ሻلدينا:  =
30

100
             

6

10
×
45

100
+
4

10
ሺ1 − 𝑥ሻ =

30

100
 

270

1000
+
40

100
ሺ1 − 𝑥ሻ =

30

100
 

27 + 40 − 40𝑥 = 30 ⇒ 40𝑥 = 37 ⇒ 𝑥 =
37

40
 

𝑃ሺ𝑇′\𝐹ሻ =
37

40
 

𝑃ሺ𝐹 ∩ 𝑇′ሻ =
40

100
×
37

40
=
37

100
 

 الإستقلال الإحتمالي لمتحولين:

صندوق يحوي على ثلاث كرات واحدة حمراء تحمل الرقم : ①تمرين

ሺ𝟏ሻ  واثنتان زرقاوين تحملان الرقمينሺ𝟑ሻ و ሺ𝟐ሻ  نسحب من
 الصندوق كرتين على التتالي مع إعادة: 

 𝒙  متحول عشوائي يدل على عدد الكرات الزرقاء، اكتب جدول
 قانونه الاحتمالي. 

 𝒚  متحول عشوائي يدل على مجموع رقمين الكرتين، اكتب جدول
 قانونه الاحتمالي. 

  اكتب جدول قانون احتمالي مشترك المتحولين𝒚, 𝒙 . 

  هل المتحولين𝒚, 𝒙  .ًمستقلان احتماليا 
 الحل:

𝐼𝐼 

𝐼 

𝑅1 𝐵2 𝐵3 

𝑅1 ሺ𝑅1, 𝑅1ሻ ሺ𝑅1, 𝐵2ሻ ሺ𝑅1, 𝐵3ሻ 

𝐵2 ሺ𝐵2, 𝑅1ሻ ሺ𝐵2, 𝐵2ሻ ሺ𝐵2, 𝐵3ሻ 

𝐵3 ሺ𝐵3, 𝑅1ሻ ሺ𝐵3, 𝐵2ሻ ሺ𝐵3, 𝐵3ሻ 

𝑛ሺΩሻ = 9 

 

 

 

  

6 5 4 3 2 𝑦𝑖 
1

9
 

2

9
 

3

9
 

2

9
 

1

9
 ℙ𝑖 

  

 

 

 

 

 

2 1 0 𝑥𝑖 
4

9
 

4

9
 

1

9
 ℙ𝑖 

𝐵2 4

5
 

1

5
 

𝑅2 

𝐵2 2

4
 

2

4
 

𝑅2 

𝐵1 

𝑅1 

2

3
 

1

3
 

Ω 

𝑀 

𝐹 
𝑇 

𝑇′ 

𝑇 

𝑇' 

55

100
 

45

100
 

40

100
 

𝑥 
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    ℙ[ሺ𝑥 = 0ሻ ∩ ሺ𝑦 = 2ሻ] =
1

9
 

ℙሺ𝑥 = 0ሻ × ℙሺ𝑦 = 2ሻ =
1

9
×
1

9
=
1

81
 

ℙ[ሺ𝑥 = 0ሻ ∩ ሺ𝑦 = 2ሻ] ≠ ℙሺ𝑥 = 0ሻ × ℙሺ𝑦 = 2ሻ 

, 𝑦إذن  𝑥  . غير مستقلان احتماليا 

 تكميلي: 2023 :②مثال

 أكمل الجدول المجاور الذي يمثل القانون الاحتمالي 

,ሺ𝑿لزوج من المتحولات العشوائية  𝒀ሻ علماً أن المتحولين 

 مستقلان احتمالياً. 𝒀و  𝑿العشوائيين 

𝒙 𝟎 𝟏 𝟐 قانون 𝒚 

𝒙 

𝟎. 𝟑    𝟎 

 𝟎. 𝟏𝟒   𝟏 

𝟏  𝟎. 𝟒  𝒚 قانون 
 الحل:

1 ) 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ = 0.7 

 مستقلين إحتماليا : 𝑦و  𝑥بما أن 

𝑃ሺ𝑥 = 1 ∩ 𝑦 = 2ሻ = 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ × 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ 

⇒
14

100
=
7

10
× 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ ⇒ 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ =

2

10
 

⇒ 𝑃ሺ𝑦 = 0ሻ =
4

10
 

𝑃ሺ𝑥 = 0 ∩ 𝑦 = 0ሻ = 𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ × 𝑃ሺ𝑦 = 0ሻ 

⇒ 𝑃ሺ𝑥 = 0 ∩ 𝑦 = 0ሻ = 0.3 × 0.4 = 0.12 

𝑃ሺ𝑥 = 0 ∩ 𝑦 = 1ሻ = 0.3 × 0.4 = 0.12 

𝑃ሺ𝑥 = 0 ∩ 𝑦 = 2ሻ = 0.3 × 0.2 = 0.06 

𝑃ሺ𝑥 = 1 ∩ 𝑦 = 0ሻ = 0.7 × 0.4 = 0.28 

𝑃ሺ𝑥 = 1 ∩ 𝑦 = 1ሻ = 0.7 × 0.4 = 0.28 
 

 برنولي:

 نكرّر عشر مرات تجربة إلقاء لقطعتي نقود متوازنتين.: ①مثال

 كل مرة الوجهين الظاهرين، احسب احتمال الحدث: نسجل في

𝑨 الحصول على وجهين :𝑯 .مرة واحدة على الأقل 

 الحل:

 فضاء العينة لرمي قطعتين:

Ω = {ሺ𝐻,𝐻ሻ, ሺ𝑇, 𝐻ሻ, ሺ𝐻, 𝑇ሻ, ሺ𝑇, 𝑇ሻ} 
𝑛 تجربة برنولية: =  : عدد الرميات.10

𝑝 =
1

4
 في مرة واحدة. 𝐻: احتمال ظهور وجهين 

𝑞 =
3

4
 .𝐻: احتمال عدم ظهور وجهين 

𝐾 =  : المرات المطلوبة.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

𝑘′ = 0 

𝑃ሺ𝐴′ሻ = 𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ = (
10
0
) (
1

4
)
0

(
3

4
)
10

= (
3

4
)
10

 

𝑃ሺ𝐴ሻ = 1 − 𝑃ሺ𝐴′ሻ = 1 − (
3

4
)
10

 

في لعبة كرة الطائرة المكونة من  𝑩و  𝑨يتواجه فريقان : ②مثال
 خمسة أشواط.

الشوط الواحد باحتمال يساوي  𝑨يكسب الفريق 
𝟏

𝟒
يربح الفريق الذي  

 يكسب أكبر عدد من الأشواط.

 في اللعبة؟ 𝑩ما احتمال أن يربح الفريق 

 الحل:

 تجربة برنولية:

𝑛 = 5 

𝑝𝐴 =
1

4
 , 𝑞𝐴 =

3

4
 

𝑘𝐴 = 0,1,2 

𝑃ሺ𝐵ሻ = 𝑃ሺ𝑥𝐴 = 0ሻ + 𝑃ሺ𝑥𝐴 = 1ሻ + 𝑃ሺ𝑥𝐴 = 2ሻ 

𝑃ሺ𝐵ሻ = (
5
0
) (
1

4
)
0

(
3

4
)
5

+ (
5
1
) (
1

4
)
1

(
3

4
)
4

+ (
5
2
) (
1

4
)
2

(
3

4
)
3

 

𝑃ሺ𝐵ሻ =
243

1024
+
405

1024
+
270

1024
=
918

1024
 

 أولى: 2017دورة : ③مثال

نلقي قطعة نقود غير متوازنة ثلاث مرّات متتالية، بحيث يكون احتمال 

ظهور الشعار في كل رمية 
𝟏

𝟑
المتحول العشوائي الذي يدل  𝒙، نعرّف 

اكتب مجموعة قيم المتحول العشوائي على عدد مرات ظهور الشعار، 

𝒙 .واكتب جدول قانونه الإحتمالي واحسب توقعه الرياضي وتباينه 

 الحل:

𝑛 = 3   ,   𝑝 =
1

3
   ,   𝑞 =

2

3
    ,   𝑘 = 𝑥 

𝑃ሺ𝑥 = 𝑘ሻ = (
𝑛
𝑘
) 𝑝𝑘 . 𝑞𝑛−𝑘 

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ = (
3
0
) (
1

3
)
0

. (
2

3
)
3

=
8

27
 

𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ = (
3
1
) (
1

3
)
1

(
2

3
)
2

=
12

27
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ = (
3
2
) (
1

3
)
2

(
2

3
)
1

=
6

27
 

𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ = (
3
3
) (
1

3
)
3

(
2

3
)
0

=
1

27
 

𝜀 3 2 1 0 𝑥 

1 1

27
 

6

27
 

12

27
 

8

27
 

𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ التوقعّ الرياضي: = 𝑛. 𝑝 = 3 ×
1

3
= 1 

𝑉ሺ𝑥ሻ    التباين: = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 3 ×
1

3
×
2

3
=
2

3
 

 

 

𝐵 𝐴 

0 5 

1 4 

2 3 

3 2 

4 1 

5 0 
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 ورقة عمل يدوية في بحث الإحتمالات

 السؤال الأول:

 ثلاث كرات سوداء وكرتان بيضاء. يحتوي صندوق على خمس كرات:

المتحول  𝒙نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق نسمي 
 الذي يقرن بكل نتيجة سحب عدد الكرات البيضاء المسحوبة.

واكتب جدول قانونه الاحتمالي واحسب توقعه  𝑥عين مجموعة قيم 
 وتباينه وانحرافه المعياري.

 السؤال الثاني:

𝑷ሺ𝑩ሻإذا كان  =
𝟏

𝟒
𝑷ሺ𝑨ሻو   =

𝟏

𝟐
𝑷ሺ𝑨 و  ∩ 𝑩ሻ =

𝟏

𝟏𝟎
 

𝑃ሺ𝐴و  𝑃ሺ𝐵′ሻ( احسب: 1 ∪ 𝐵ሻ  و𝑃ሺ𝐴′ ∩ 𝐵′ሻ  و𝑃ሺ𝐴\𝐵ሻ  

 مستقلان احتماليا ؟ 𝐵و  𝐴( هل 2

 السؤال الثالث:

يحتوي على كرة سوداء وكرتين بيضاء،  𝒖𝟏لدينا صندوقين، الصندوق 

على كرتين سوداء وكرتين بيضاء وكرة  𝒖𝟐ويحتوي الصندوق 
 حمراء.

 نختار عشوائياً أحد الصندوقين ونسحب منه كرة.

 حدث سحب كرة سوداء والمطلوب: 𝑩نسمي 
 ( أعط مخططا  شجريا  للتجربة.1

 𝑃ሺ𝐵ሻ( احسب 2
 .𝑢1كون من ( لقد سحبنا كرة سوداء ما احتمال أن ت3

 السؤال الرابع:
 يحوي صندوق على كرات حمراء وكرات بيضاء.

 عدد الكرات الحمراء يساوي ثلاث أضعاف عدد الكرات البيضاء.
( عند سحب كرة من الصندوق ما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة 1

 حمراء وما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بيضاء؟
ي مع إعادة الكرة المسحوبة في كل ( نسحب ثلاث كرات على التتال2

متحول عشوائي يدل على عدد الكرات الحمراء  𝒙مرة نعرّف 
 المسحوبة:

a-  ما هي قيم المتحول𝑥. 
b- .اكتب جدول قانونه الاحتمالي 
c- .احسب التوقع الرياضي والتباين 

 السؤال الخامس:

نلقي حجر نرد متوازن مرتين متتاليتين ونسجل رقمي الوجهين 

المتحول العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة  𝑥الظاهرين، ليكن 
مجموع رقمي الوجهين الظاهرين، اكتب القانون الاحتمالي للمتحوّل 

 واحسب توقعه الرياضي. 𝑥العشوائي 

 السؤال السادس:
,ሺ𝒙ن الاحتمالي لزوج المتحولين الجدول المجاور هو جدول القانو 𝒚ሻ 

 من المتحولات العشوائية.

 مستقلان احتماليا . 𝑦و  𝑥أكمل الجدول علما  أن 

𝑃𝑥 2 1 0  

𝟎. 𝟒    0 

 𝟎. 𝟎𝟒   1 

𝟎. 𝟒    2 

   𝟎. 𝟑 𝑃𝑦 

 

 

 حل ورقة العمل اليدوية في بحث الإحتمالات

 السؤال الأول:

𝑊 𝑊 𝐵 𝐵 𝐵  

ሺ𝐵,𝑊ሻ ሺ𝐵,𝑊ሻ ሺ𝐵, 𝐵ሻ ሺ𝐵, 𝐵ሻ  𝐵 

ሺ𝐵,𝑊ሻ ሺ𝐵,𝑊ሻ ሺ𝐵, 𝐵ሻ   𝐵 

ሺ𝐵,𝑊ሻ ሺ𝐵,𝑊ሻ    𝐵 

ሺ𝑊,𝑊ሻ     𝑊 

     𝑊 

𝑛ሺΩሻ = 10 

𝑥 .يهتم فقط بعدد الكرات البيضاء 

𝑥 = {0,1,2}  

 𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ =
3

10
   ,     𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =

6

10
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ =
1

10
 

𝜀 2 1 0 𝑥 

1 
1

10
 

6

10
 

3

10
 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ =
8

10
 

2

10
 

6

10
 0 𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥2ሻ = 1 
4

10
 

6

10
 0 𝑥2. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ التوقع الرياضي: = Σ𝑥. 𝑃𝑥 =
8

10
 

𝑉ሺ𝑥ሻ  التباين: = 𝐸ሺ𝑥2ሻ − [𝐸ሺ𝑥ሻ]2 

𝑉ሺ𝑥ሻ = 1 − (
8

10
)
2

=
36

100
 

𝜎𝑥  الانحراف المعياري: = ඥ𝑉ሺ𝑥ሻ = √
36

100
=

6

10
 

 السؤال الثاني:

1            )𝑃ሺ𝐵′ሻ = 1 − 𝑃ሺ𝐵ሻ = 1 −
1

4
=
3

4
 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ = 𝑃ሺ𝐴ሻ + 𝑃ሺ𝐵ሻ − 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ =
1

2
+
1

4
−
1

10
=
13

20
 

𝑃ሺ𝐴′ ∩ 𝐵′ሻ = 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ′ = 1 − 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ =
7

20
 

𝑃ሺ𝐴\𝐵ሻ =

1
10
1
4

=
4

10
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2 )𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ =
1

2
×
1

4
=
1

8
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ =
1

10
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ≠ 𝑃ሺ𝐴ሻ. 𝑃ሺ𝐵ሻ 

𝐴  و𝐵   غير مستقلين احتماليا 

 السؤال الثالث:

1 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 )𝑃ሺ𝐵ሻ =
1

2
×
1

3
+
1

2
×
2

5
=
11

30
    

3 )
𝐵 معلوم

𝑢1 مطلوب
⇒  احتمال شرطي

𝑃ሺ𝑢1\𝐵ሻ =
𝑃ሺ𝑢1 ∩ 𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐵ሻ
=

1
2
×
1
3

11
30

=
5

11
 

 السؤال الرابع:

 𝑎( بفرض عدد الكرات البيضاء 1

 3𝑎إذن فعدد الكرات الحمراء    

 .4𝑎عدد الكرات الكلية  ⇐

𝑃ሺ𝑅ሻ =
3𝑎

4𝑎
=
3

4
  ,   𝑃ሺ𝑊ሻ =

1

4
 

Ω = {(
𝑊,𝑊,𝑊
0

) , (
𝑊,𝑊, 𝑅
1

) , (
𝑊, 𝑅, 𝑅
2

) , (
𝑅, 𝑅, 𝑅
3

)} 

𝑛عدد السحبات  = 3 

𝑝نجاح الأحمر  =
3

4
 

𝑞 =
1

4
 , 𝑘 = 𝑥 = {0,1,2,3} 

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ = (
3
0
) . (
3

4
)
0

(
1

4
)
3

=
1

64
 

𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ = (
3
1
) . (
3

4
)
1

(
1

4
)
2

=
9

64
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ = (
3
2
) . (
3

4
)
2

(
1

4
)
1

=
27

64
 

𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ = (
3
3
) . (
3

4
)
3

(
1

4
)
0

=
27

64
 

3 2 1 0 𝑥 

27

64
 

27

64
 

9

64
 

1

64
 

𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ = 𝑛. 𝑝 = 3 ×
3

4
=
9

4
 

𝑉ሺ𝑥ሻ = 𝑛. 𝑝. 𝑞 = 3 ×
3

4
×
1

4
=
9

16
 

 السؤال الخامس:

6 5 4 3 2 1  

ሺ1,6ሻ ሺ1,5ሻ ሺ1,4ሻ ሺ1,3ሻ ሺ1,2ሻ ሺ1,1ሻ 1 

ሺ2,6ሻ ሺ2,5ሻ ሺ2,4ሻ ሺ2,3ሻ ሺ2,2ሻ ሺ2,1ሻ 2 

ሺ3,6ሻ ሺ3,5ሻ ሺ3,4ሻ ሺ3,3ሻ ሺ3,2ሻ ሺ3,1ሻ 3 

ሺ4,6ሻ ሺ4,5ሻ ሺ4,4ሻ ሺ4,3ሻ ሺ4,2ሻ ሺ4,1ሻ 4 

ሺ5,6ሻ ሺ5,5ሻ ሺ5,4ሻ ሺ5,3ሻ ሺ5,2ሻ ሺ5,1ሻ 5 

ሺ6,6ሻ ሺ6,5ሻ ሺ6,4ሻ ሺ6,3ሻ ሺ6,2ሻ ሺ6,1ሻ 6 

𝑥 = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 𝑥 

1

36
 

2

36
 

3

36
 

4

36
 

5

36
 

6

36
 

5

36
 

4

36
 

3

36
 

2

36
 

1

36
 

𝑃𝑥 

12

36
 

22

36
 

30

36
 

36

36
 

40

36
 

42

36
 

30

36
 

20

36
 

12

36
 

6

36
 

2

36
 

𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ التوقع الرياضي: = Σ𝑥. 𝑃𝑥 =
252

36
 

 السؤال السادس:

𝑃𝑥 2 1 0  

𝟎. 𝟒 0.08 0.2 0.12 0 

0.2 𝟎. 𝟎𝟒 0.1 0.06 1 

𝟎. 𝟒 0.08 0.2 0.12 2 

1 0.2 0.5 𝟎. 𝟑 𝑃𝑦 

 خطوة أولى:

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ + 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ + 𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ = 1 
0.4 + 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ + 0.4 = 1 ⇒ 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ = 0.2 

 مستقلان احتمالياً. 𝒚و  𝒙خطوة ثانية: بما أن 

𝑃[ሺ𝑥 = 1ሻ ∩ ሺ𝑦 = 2ሻ] = 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ × 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ 

0.04 = 0.2 × 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ ⇒ 𝑃ሺ𝑦 = 2ሻ =
0.04

0.2
= 0.2 

 خطوة ثالثة:

𝑃ሺ𝑦 = 1ሻ = 1 − 𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ − 𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ 
𝑃ሺ𝑦 = 1ሻ = 1 − 0.3 − 0.2 = 0.5 

 خطوة رابعة:

 مستقلان احتماليا . 𝑦و  𝑥بما أن 
𝑃[ሺ𝑥 = 0ሻ ∩ ሺ𝑦 = 0ሻ] = 𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ × 𝑃ሺ𝑦 = 0ሻ 
𝑃[ሺ𝑥 = 0ሻ ∩ ሺ𝑦 = 0ሻ] = 0.4 × 0.3 = 0.12 

 وبنفس الأسلوب نوجد جميع احتمالات التقاطعات.
 

𝐵

1

3
2

3 𝒘

𝐵
2

5

1

5 𝑹

𝑼𝟏

𝑼𝟐

1

2

1

2 2

5
𝒘
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 ورقة عمل منزلية في بحث الإحتمالات

 السؤال الأول:

 يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاء وثلاث خضراء وواحدة صفراء.

المتحول  𝒙نسحب عشوائياوًفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق ليكن 
 الذي يمثل عدد الألوان بين الكرات المسحوبة.

 .𝑥ما هي مجموعة قيم  -1

𝑃ሺ𝑥احسب كلا  من:  -2 = 3ሻ  ,   𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ 

𝑃ሺ𝑥استنتج:  -3 = 2ሻ   

 اسحب التوقع الرياضي. -4

 السؤال الثاني:

ووجهان  1وجهان مرقمان بالرقم  نلقي حجر نرد مرتين متتاليتين فيه

 .3ووجهان مرقمان بالرقم  2مرقمان بالرقم 

 اكتب فضاء العينة. -1

 ما احتمال الحصول على وجهين مجموعهما زوجي. -2

 .3ما احتمال الحصول على وجهين مجموعهما من مضاعفات العدد  -3

 السؤال الثالث:

احتمال ولادة طفل ذكر تتألف عائلة من ثلاث أطفال ونقبل عند كل ولادة 
يساوي احتمال ولادة انثى ونفرض أن الولادات هي أحداث مستقلة 

 احتمالياً والمطلوب:

 ما احتمال أن يكون الأطفال الثلاثة لهم نفس الجنس؟ -1

 ما احتمال كون الطفل الثالث ذكر؟ -2

متحول عشوائي يقرن بكل نتيجة عدد الأطفال الذكور لدى  𝑥نعرف  -3

 واكتب قانونه الاحتمالي. 𝑥أوجد  العائلة،

 السؤال الرابع:

حمراء وواحدة زرقاء، نسحب من  2صندوق يحوي ثلاث كرات، 
 كرات من لونها والمطلوب: 3الصندوق كرة ثم نعيدها ونضيف 

 أعط مخططا  شجريا  للتجربة. -1

 ما احتمال سحب كرة حمراء في المرة الثانية. -2

في المرة الثانية حمراء ما احتمال أن تكون اذا كانت الكرة المسحوبة  -3
 الأولى زرقاء

 

 

 

 

 

 

 

 

 حل ورقة العمل المنزلية في بحث الإحتمالات

 السؤال الأول:

 نتائج سحب ثلاث كرات ممكن أن تكون:

ሺ𝐵, 𝐵, 𝐵ሻ , ሺ𝐺, 𝐺, 𝐺ሻ 

ሺ𝐵, 𝐵, 𝐺ሻ , ሺ𝐵, 𝐵, 𝑌ሻ , ሺ𝐺, 𝐺, 𝐵ሻ , ሺ𝐺, 𝐺, 𝑌ሻ 

ሺ𝐵, 𝐺, 𝑌ሻ 

1- 𝑥 = {1,2,3}    

2- 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =
(43)+(

3
3
)

(8
3
)
=

5

56
      

𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ =
(
4
1
) × (

3
1
) × (

1
1
)

(
8
3
)

=
12

56
 

3- 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ + 𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ + 𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ = 1         

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ = 1 − 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ − 𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ = 1 −
5

56
−
12

56
=
39

56
 

𝜀 3 2 1 𝑥 

1 
12

56
 

39

56
 

5

56
 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ =
119

56
 

36

56
 

78

56
 

5

56
 𝑥. 𝑃𝑥 

𝐸ሺ𝑥ሻ التوقع الرياضي: = Σ𝑥. 𝑃𝑥 =
119

56
 

 السؤال الثاني:

3 3 2 2 1 1  

ሺ1,3ሻ ሺ1,3ሻ ሺ1,2ሻ ሺ1,2ሻ ሺ1,1ሻ ሺ1,1ሻ 1 

ሺ1,3ሻ ሺ1,3ሻ ሺ1,2ሻ ሺ1,2ሻ ሺ1,1ሻ ሺ1,1ሻ 1 

ሺ2,3ሻ ሺ2,3ሻ ሺ2,2ሻ ሺ2,2ሻ ሺ2,1ሻ ሺ2,1ሻ 2 

ሺ2,3ሻ ሺ2,3ሻ ሺ2,2ሻ ሺ2,2ሻ ሺ2,1ሻ ሺ2,1ሻ 2 

ሺ3,3ሻ ሺ3,3ሻ ሺ3,2ሻ ሺ3,2ሻ ሺ3,1ሻ ሺ3,1ሻ 3 

ሺ3,3ሻ ሺ3,3ሻ ሺ3,2ሻ ሺ3,2ሻ ሺ3,1ሻ ሺ3,1ሻ 3 

𝐴:الحصول على وجهين مجموعهما زوجي : 

𝑃ሺ𝐴ሻ =
20

36
 

𝐵 الحصول على وجهين مجموعهما من : 

𝑃ሺ𝐵ሻ  :3مضاعفات العدد  =
12

36
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 السؤال الثالث:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴:الأطفال الثلاث ن نفس الجنس : 

𝑃ሺ𝐴ሻ =
1

8
+
1

8
=
2

8
=
1

4
 

𝐶:الطفل الثالث ذكر : 

𝑃ሺ𝐶ሻ =
1

2
 

𝑥 = {0,1,2,3} 

𝑃ሺ𝑥 = 0ሻ =
1

8
 , 𝑃ሺ𝑥 = 1ሻ =

3

8
 

𝑃ሺ𝑥 = 2ሻ =
3

8
 , 𝑃ሺ𝑥 = 3ሻ =

1

8
 

3 2 1 0 𝑥 

1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
 

𝑃ሺ𝑥ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الرابع:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃ሺ𝑅2ሻ =
2

3
×
5

6
+
1

3
×
2

6
=
10

18
+
2

18
=
12

18
 

𝑃ሺ𝐵1\𝑅2ሻ =
𝑃ሺ𝑅2 ∩ 𝐵1ሻ

𝑃ሺ𝑅2ሻ
=

2
18
12
18

=
1

6
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑩 

𝑩 

𝑩 

𝑩 

𝑩 

𝑩 

𝑩 
𝑮 

𝑮 

𝑮 

𝑮 

𝑮 

𝑮 

𝑮 

𝑶 

𝑩𝟏 

𝑩𝟐 

𝑩𝟐 
𝑹𝟏 

𝑹𝟐 

𝑹𝟐 

𝑶 



 

 
122 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

غ
ي الفرا

شعة ف
لأ
ا

 

شعة
لأ
جمع ا

 

شال
طريقة 

 

ن 
عندما تكو

خدمها 
ست

ن
شعة متعاقبة

لأ
ا

 

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝐵
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

=
𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ 

 

ع
لا
ض

لأ
ي ا

طريقة متواز
ن  

عي
شعا

ن لل
عندما يكو

خدمها 
ست

ن

جمع هو 
ج ال

ن نات
البداية ذاتها ويكو

ق 
طل

ع المن
لا

ض
لأ
ي ا

ز
ر متوا

ط
ع ق

شعا

س البداية.
ن نف

م
 

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

=
𝐴
𝐷
ሬሬሬሬሬԦ 

 

ط
سّ

طريقة المتو
 

ن لهما البداية
عي

شعا
ن لدينا 

عندما يكو
 

ث يكو
ي مثل

ذاتها ف
جمعهما هو 

ن 

ع
شعا

 
ن البداية 

ق م
طل

ط المن
س
المتو

ب بـ
رو

ض
ذاتها م

2
 

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

=
2
𝐴
𝐼
ሬሬሬሬԦ 

 

ن
 قواني

① 
ع:

شعا
ت 

مركبا
 

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦሺ𝑥

𝐵
−
𝑥
𝐴
,𝑦
𝐵
−
𝑦
𝐴
,𝑧
𝐵
−
𝑧
𝐴
ሻ 
② 
𝑰 

ف 
ص

منت
ሾ𝑨
𝑩
ሿ

:
 

𝐼
൬ 𝑥
𝐴
+
𝑥
𝐵

2
, 𝑦
𝐴
+
𝑦
𝐵

2
, 𝑧
𝐴
+
𝑧
𝐵

2
൰
 

③ 
𝑮 

ث 
مركز ثقل المثل

𝑨
𝑩
𝑪

:
 

𝐺
൬ 𝑥
𝐴
+
𝑥
𝐵
+
𝑥
𝐶

3
, 𝑦
𝐴
+
𝑦
𝐵
+
𝑦
𝐶

3
, 𝑧
𝐴
+
𝑧
𝐵
+
𝑧
𝐶

3
൰
 

④ 
طعة 

طول ق
ب 

سا
ح

ሾ𝑨
𝑩
ሿ

:
 

𝐴
𝐵
=
ඥ
ሺ𝑥
𝐵
−
𝑥
𝐴
ሻ
2
+
ሺ𝑦
𝐵
−
𝑦
𝐴
ሻ
2
+
ሺ𝑧
𝐵
−
𝑧
𝐴
ሻ
2  
⑤ 

ع 
شعا

ظيم ال
ن

𝒖 ሬሬԦ ሺ𝒙
,𝒚
,𝒛
ሻ

 

ԡ
𝑢ሬԦ ԡ
=
ඥ
𝑥
2
+
𝑦
2
+
𝑧
2 

⑥ 
ن 

لتك
𝑨
ሺ𝒙
𝑨
,𝒚
𝑨
,𝒛
𝑨
ሻ

 ،
𝑴 

ظيرة 
ن

𝑨 
سبة 

بالن
للمبدأ:

 

𝑀
ሺ−
𝑥
𝐴
,−
𝑦
𝐴
,−
𝑧
𝐴
ሻ 

 ⑦
ط 

سبة للنقا
لأبعاد المتنا

ت مركز ا
حداثيا

جاد ا
اي

المثقلة:
 

ሺ𝐴
,𝛼
ሻ , ሺ𝐵

,𝛽
ሻ , ሺ𝐶

,𝛾
ሻ 

𝑀
൬ 𝛼
𝑥
𝐴
+
𝛽
𝑥
𝐵
+
𝛾
𝑥
𝐶

𝛼
+
𝛽
+
𝛾

, 𝛼
𝑦
𝐴
+
𝛽
𝑦
𝐵
+
𝛾
𝑦
𝐶

𝛼
+
𝛽
+
𝛾

, 𝛼
𝑧
𝐴
+
𝛽
𝑧
𝐵
+
𝛾
𝑧
𝐶

𝛼
+
𝛽
+
𝛾

൰ 

⑧ 
ت:

حداثيا
حور إ

ى م
ي إل

طة تنتم
نق

 

1-
 

𝑀
∈
ሺ𝑜
𝑥
ሻ
⇒
𝑀
ሺ𝑥
,0
,0
ሻ

 
2-

 
𝑀
∈
ሺ𝑜
𝑦
ሻ
⇒
𝑀
ሺ0
,𝑦
,0
ሻ

 
3-

 
𝑀
∈
ሺ𝑜
𝑧 ሻ
⇒
𝑀
ሺ0
,0
,𝑧 ሻ

 

⑨ 
سية:

ت الرئي
ستويا

ى الم
عل

طة 
ط نق

سق
م

 

 

ي
طّ
خ
ط ال

لإرتبا
ا

 

ن
عي

شعا
 

ن 
يكو

𝑢ሬԦ 
و 
𝑣Ԧ 

طّياً 
خ
ن 

طيا
رتب

م

ر 
خ
لآ
ن ا

ع
حدهما 

ج أ
إذا نت

ي:
ي، أ

حقيق
ربه بعدد 

ض
ب

 

𝑢ሬԦ
=
𝑘
𝑣Ԧ 

ن 
يكو

𝑢ሬԦ 
و 
𝑣Ԧ 

طّياً 
خ
ن 

طي
رتب

م

ن
عي

شعا
ت ال

ركبا
ت م

سب
إذا تنا

 

𝑢ሬԦ ሺ𝑥
,𝑦
,𝑧 ሻ 

𝑣Ԧ ሺ𝑥
′,𝑦

′,𝑧
′ሻ 

𝑥𝑥
′
=
𝑦𝑦
′
=
𝑧𝑧
′  

ي:
تفيد ف

 

𝐴 
و 
𝐵 

و 
𝐶 

ط
ث نقا

لا
ث

 

ن: 
إذا كا

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

 
و 

𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

 

ن 
عي

شعا
طّياً 

خ
ن 

طي
رتب

م
 

𝐴
⇐

 
و 
𝐵 

و 
𝐶 

 

حدة
ستقامة وا

ى إ
عل

تقع 
 

⇐ 
ط 

النقا
𝐴 

و 
𝐵 

و 
𝐶 

ي
ستو

ل م
شكّ

لا ت
 

⇐ 
طة 

النق
𝐴 

ى 
عل

تقع 

ستقيم 
الم

ሺ𝐵
𝐶
ሻ

 

ن: 
إذا كا

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

و 
𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

 
ن 

عي
شعا

طّياً 
خ
ن 

طي
رتب

ر م
غي

 

𝐴
⇐

 
و 
𝐵 

و 
𝐶 

ى 
عل

لا تقع 

حدة
ستقامة وا

إ
 

⇐ 
ط 

النقا
𝐴 

و 
𝐵 

و 
𝐶 

ي
ستو

ل م
شكّ

ت
 

شعة
ث أ

لا
ث

 

لأول:
شكل ا

ال
 

𝐴
𝑀
ሬሬሬሬሬሬԦ

=
𝛼
𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝛽
𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ 

ث 
حي

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

 
و 

𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

 
ر 

غي

طّياً 
خ
ن 

طي
رتب

م
 

شعة 
لأ
ا

𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

 
و 

𝐴
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

 
و 

𝐴
𝑀
ሬሬሬሬሬሬԦ

  
حد

ستوٍ وا
ي م

تقع ف
 

 

ي:
 تفيد ف

ط 
النقا

𝐴 
و 
𝐵 

و 
𝐶 

و 
𝑀 

حد
ستوٍ وا

ي م
تقع ف

 

 

ي:
شكل الثان

ال
 

𝜔ሬሬԦ
=
𝛼
𝑢ሬԦ
+
𝛽
𝑣Ԧ  ث

حي
𝑢ሬԦ 

و 
𝑣Ԧ

ن 
طي

رتب
ر م

غي

طياً 
خ

 

ع 
شعا

ل لل
حام

ستقيم ال
الم

𝜔ሬሬԦ
 

ي 
ي الذ

ستو
ي الم

ز
يوا

ن 
عي

شعا
ي ال

حو
ي

𝑢ሬԦ 
و 
𝑣Ԧ

 

ي:
تفيد ف

 

صّة
خا

حالة 
 

ن 
إذا كا

𝑢ሬԦ 
و 
𝑣Ԧ 

ن 
عي

شعا

طّياً 
خ
ن 

طي
رتب

م
 

⇐ 
ن 

يكو
𝑢ሬԦ 

و 
𝑣Ԧ 

و 
𝜔ሬሬԦ

 

طّياً 
خ
طة 

رتب
شعة م

ث أ
لا

ث

ن 
أياً كا

𝜔ሬሬԦ
 

غ
را

ن الف
م

 

𝐴
ሺ𝑥
,𝑦
,𝑧 ሻ 

𝐴
′ሺ𝑥
,0
,𝑧 ሻ 

𝑥
 

𝑦
 

𝑧 

𝐴
′ሺ0
,𝑦
,𝑧
ሻ 𝐴

′ሺ𝑥
,𝑦
,0
ሻ 

𝐴
 

𝐵
 

𝐶
 

𝐼 

𝐴
 

𝐵
 

𝐶
 

𝐷
 

𝐴
 

𝐵
 

𝐶
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 مكعب، والمطلوب: 𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯: ①مثال

 

 

 

 

 

 

 

 ( عبرّ عن المجموع الشعاعي بدلالة شعاع واحد1

𝒍 = 𝑨𝑭ሬሬሬሬሬԦ + 𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ − 𝟐 𝑱𝑰ሬሬሬԦ − 𝑫𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ 

 التي تحقق العلاقة: 𝑴( عين موقع 2

𝟏

𝟒
 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ +

𝟏

𝟐
 𝑩𝑮ሬሬሬሬሬሬԦ −

𝟏

𝟒
 𝑯𝑬ሬሬሬሬሬሬԦ =  𝑩𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦ 

  الحل:

1   )𝒍 = 𝑨𝑭ሬሬሬሬሬԦ + 𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ − 𝟐 𝑱𝑰ሬሬሬԦ − 𝑫𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ  

𝑙 = 2 𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ + 2 𝐼𝐽ሬሬሬԦ − 𝐷𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ = 2 𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ − 𝐷𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ 

𝑙 = 2 𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ − 𝐶𝐺ሬሬሬሬሬԦ = 2 𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ − 2 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ 

𝑙 = 2 𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ + 2 𝐽𝐶ሬሬሬሬԦ = 2 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

2)   𝑩𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦ =
𝟏

𝟒
 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ +

𝟏

𝟐
 𝑩𝑮ሬሬሬሬሬሬԦ −

𝟏

𝟒
 𝑯𝑬ሬሬሬሬሬሬԦ 

𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

4
 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ +

1

4
 𝐸𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ +

1

2
 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ  

𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

4
(𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ) +

1

2
𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ 

𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

4
 (2 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ) +

1

2
 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ =

1

2
 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ𝐺 +

1

2
 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ 

𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

2
 ( 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ) =

1

2
 ( 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ) 

𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

2
 ( 2 𝐵𝐽ሬሬሬሬԦ) = 𝐵𝐽ሬሬሬሬԦ  ⇒  𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =  𝐵𝐽ሬሬሬሬԦ 

𝑀  تنطبق على𝐽 

,𝑨ሺ𝟑نتأمل النقاط: : ②مثال 𝟐, 𝟏ሻ  و𝑩ሺ𝟏, 𝟐, 𝟎ሻ  و𝑪ሺ𝟑, 𝟏, −𝟐ሻ 

 والمطلوب:

 ليست على استقامة واحدة. 𝑪و  Bو  𝑨( أثبت أن النقاط 1

,𝑴ሺ𝒎,𝟏لتنتمي النقطة  𝒎( عينّ قيمة الوسيط 2 𝟑ሻ  إلى المستوي

ሺ𝑨𝑩𝑪ሻ. 

 الحل:

1 )𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ−2,0,−1ሻ  و𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦሺ0, −1,−3ሻ 

0

−1
≠
−1

−3
 

ليست على استقامة  𝐶و  𝐵و  𝐴الشعاعان غير مرتبطان خطياً فالنقاط 

 واحدة وهي تعين مستوي.

 

 

2 )𝑀 ∈ ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ  

𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝛼𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝛽𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

(
𝑚 − 3
−1
2

) = 𝛼 (
−2
0
−1
) + 𝛽(

0
−1
−3
) 

𝑚− 3 = −2𝛼…①

−1 = −𝛽…②

2 = −𝛼 − 3𝛽…③

 

𝛽: ②من  = 1 

2: ③نعوض في  = −𝛼 − 3 ⇒ 𝛼 = −5 

−𝑚: ①نعوض في  3 = −2ሺ−5ሻ ⇒ 𝑚 = 13 

نتخذ معلم  ሺ𝟏ሻمكعب طول ضلعه  𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯: ③مثال

,𝑨;𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ)متجانس:  𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ, 𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ) :والمطلوب  

 𝑵و  𝑴و  𝑯و  𝑪و  𝑨( أوجد إحداثيات 1

  ሾ𝑨𝑩ሿمنتصف  𝑴و حيث:     

 ሾ𝑪𝑮ሿمنتصف  𝑵و     

  𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬԦو  𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ( أثبت أن الشعاعين 2

 غير مرتبطين خطياً.    

 ( ادرس الارتباط الخطي للأشعة3

    𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ  و𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ  و𝑴𝑵ሬሬሬሬሬሬሬԦ .وماذا تستنتج 

 الحل:

1 )𝐶ሺ1,1,0ሻ , 𝐴ሺ0,0,0ሻ , 𝐻ሺ0,1,1ሻ 

𝑀൬
1

2
, 0,0൰ , 𝑁 ൬1,1,

1

2
൰ 

2 )𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬԦሺ0,1,1ሻ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦሺ1,1,0ሻ 

0

1
≠
1

1
 

 ሺ𝐴𝐻𝐶ሻالشعاعان غير مرتبطين خطياً فالشعاعان يشكلان مستوي 

3 )𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝛼𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ + 𝛽𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ 

(

 
 

1

2
1
1

2)

 
 
= 𝛼 (

1
1
0
) + 𝛽 (

0
1
1
) 

1

2
= 𝛼…①

1 = 𝛼 + 𝛽…②
1

2
= 𝛽…③

 

 : ③و  ①من  𝛽و  𝛼نجد 

1: ②نتحقق في  =
1

2
+
1

2
⇒ 1 =  محققة. 1

𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬԦ =
1

2
𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ +

1

2
𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ 

 مرتبطة خطياً. 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬԦو  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦو  𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬԦإذن الأشعة 

 ሺ𝐴𝐶𝐻ሻيوازي المستوي  𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬԦومنه نستنتج أن المستقيم الحامل لـ

 

𝐴 

𝐷 

𝐸 

𝐻 𝐺 

𝐶 

𝐵 

𝐹 𝐽 𝐼 

𝐺 

𝐶 

𝐵 𝐴 

𝐸 

𝐻 

𝐷 

𝐹 𝑁 

𝑀 



 

 
124 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

سبة
لأبعاد المتنا

 مركز ا

لأثقال
ن ا

تعيي
 

ت 
إذا كان

𝐺 
سبة 

لأبعاد المتنا
ز ا

رك
م

ط 
للنقا

ሺ𝐴
,𝛼
ሻ

 
و 

ሺ𝐵
,𝛽
ሻ

 
و 

ሺ𝐶
,𝛾
ሻ

 

عندئذٍ:
 

𝛼
𝐺
𝐴
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝛽
𝐺
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

+
𝛾
𝐺
𝐶
ሬሬሬሬሬԦ

=
0 ሬԦ 

ث 
حي

𝛼
+
𝛽
+
𝛾
≠
0

 

شاء
لإن

عدة ا
قا

 

ت 
إذا كان

𝐺 
سبة 

لأبعاد المتنا
ز ا

رك
م

ط 
للنقا

ሺ𝐴
,𝛼
ሻ

 
و 

ሺ𝐵
,𝛽
ሻ

 
عندئذٍ:

 

𝐴
𝐺
ሬሬሬሬሬԦ

=
𝛽

𝛼
+
𝛽
𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ 

ث 
حي

𝛼
+
𝛽
≠
0

 

 

ختزال
لإ
صية ا

خا
 

ت 
إذا كان

𝐼 
ف 

ص
منت

ሾ𝐴
𝐵
ሿ

 
 

⇐ 
ن 

تكو
𝐼 

لأبعاد 
ز ا

رك
م

ط:
سبة للنقا

المتنا
 

ሺ𝐴
,1
ሻ , ሺ𝐵

,1
ሻ 

ت 
إذا كان

𝐺 
ل 

ز ثق
رك

م

ث 
المثل

𝐴
𝐵
𝐶

 

⇐ 
ن 

تكو
𝐺 

لأبعاد 
ز ا

رك
م

ط:
سبة للنقا

المتنا
 

ሺ𝐴
,1
ሻ , ሺ𝐵

,1
ሻ , ሺ𝐶

,1
ሻ 

صّة
خا

ت 
لا
حا

 

ت 
إذا كان

𝐺 
ل 

ز ثق
رك

م

جوه 
ي الو

ع
ربا

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

 

⇐ 
ن 

تكو
𝐺 

لأبعاد 
ز ا

رك
م

ط:
سبة للنقا

المتنا
 

ሺ𝐴
,1
ሻ , ሺ𝐵

,1
ሻ 

ሺ𝐶
,1
ሻ  , ሺ𝐷

,1
ሻ 

ي:
تفيد ف

 

① 
طة

ن موقع نق
تعيي

 

② 
حدة

ستقامة وا
ى إ

عل
ط 

ع نقا
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 مركز الأبعاد المتناسبة:

,ሺ𝑨مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط:  𝑮لتكن : ①مثال 𝟏ሻ  وሺ𝑩,−𝟏ሻ 

,ሺ𝑪و  𝟐ሻ :والمطلوب 

 متوازيان. ሺ𝑪𝑮ሻو  ሺ𝑨𝑩ሻأثبت أن المستقيمين 

 الحل:

𝐺𝐴ሬሬሬሬሬԦ − 𝐺𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 2𝐺𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ 

𝐺𝐴ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ + 2𝐺𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ 

𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦ + 𝐺𝐴ሬሬሬሬሬԦ = −2𝐺𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

𝐵𝐴ሬሬሬሬሬԦ = −2𝐺𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

 ሺ𝐶𝐺ሻو  ሺ𝐴𝐵ሻالمستقيمان  ⇐مرتبطان خطياً  𝐺𝐶ሬሬሬሬሬԦو  𝐵𝐴ሬሬሬሬሬԦالشعاعان 

 متوازيان.

𝑨𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦتحقق: 𝑴لتكن : ②مثال =
𝟏

𝟑
𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ +

𝟒

𝟑
𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ  

,ሺ𝑨بصفتها مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑴عبر عن  𝜶ሻ  وሺ𝑩,𝜷ሻ 

,ሺ𝑪و  𝜸ሻ. 

 الحل:

 :3نضرب بـ

3𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 4𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

−3𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ + 4𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ + 4𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬԦ 

−3𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ = −𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ − 4𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ + 4𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬԦ 

−2𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ + 4𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬԦ = 0 

⇐ 𝑀  مركز أبعاد متناسبة للنقاطሺ𝐴,−2ሻ  وሺ𝐵, 1ሻ  وሺ𝐶, 4ሻ 

𝛾 = 4  , 𝛽 = 1  , 𝛼 = −2 

  فيه: 𝑨𝑩𝑪𝑫نتأمل رباعي وجوه : ③مثال

𝒌  :تحقق𝑨𝑲ሬሬሬሬሬሬԦ =
𝟏

𝟑
𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ 

𝑳  :تحقق𝑪𝑳ሬሬሬሬሬԦ =
𝟐

𝟑
𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ 

𝑰  :منتصفሾ𝑨𝑫ሿ 

𝑱   :منتصفሾ𝑩𝑪ሿ 

ف:   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط: 𝑮نعرِّّ

ሺ𝑨, 𝟐ሻ  وሺ𝑩, 𝟏ሻ  وሺ𝑪, 𝟏ሻ  وሺ𝑫, 𝟐ሻ :والمطلوب 

 واقعة على استقامة واحدة. 𝑱و  𝑰و  𝑮أثبت أن النقاط  -1

 واقعة على استقامة واحدة. 𝑳و 𝑲و  𝑮أثبت أن النقاط  -2

 في مستوٍ واحد. 𝑳و  𝑲و  𝑱و  𝑰استنتج وقوع  -3

 

 الحل:

1) 𝐼  منتصف⇐ ሾ𝐴𝐷ሿ 𝐼  مركز الأبعاد المتناسبة 

,ሺ𝐷للنقطتين  2ሻ  وሺ𝐴, 2ሻ 

   𝐽  منتصف𝐽 ⇐ ሾ𝐵𝐶ሿ  مركز الأبعاد المتناسبة 

,ሺ𝐵للنقطتين  1ሻ  وሺ𝐶, 1ሻ 

 مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺حسب الخاصية التجميعية     

,ሺ𝐽للنقطتين  2ሻ  و⇐ ሺ𝐼, 4ሻ 𝐺  و𝐼  و𝐽 .واقعة على استقامة واحدة 

2- 𝐾 ⇐ 𝐴𝐾ሬሬሬሬሬԦ =
1

3
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ مركز الأبعاد المتناسبة 

,ሺ𝐵للنقطتين  1ሻ  وሺ𝐴, 2ሻ 

   𝐿 ⇐ 𝐶𝐿ሬሬሬሬԦ =
2

3
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ  مركز الأبعاد المتناسبة 

,ሺ𝐷للنقطتين  2ሻ  وሺ𝐶, 1ሻ 

 مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺حسب الخاصية التجميعية    

,ሺ𝐾للنقطتين  3ሻ  و⇐ ሺ𝐿, 3ሻ 𝐺  و𝐾  و𝐿 .واقعة على استقامة واحدة 

𝐺من الطلب الأول:  -3 ∈ ሺ𝐼𝐽ሻ 

𝐺ومن الطلب الثاني:     ∈ ሺ𝐿𝐾ሻ 

فهما يعينان مستوٍ  𝐺متقاطعان في النقطة  ሺ𝐿𝐾ሻو  ሺ𝐼𝐽ሻالمستقيمان  ⇐

 واقعة في مستوٍ واحد. 𝐼و 𝐽و 𝐾و  𝐿النقاط  ⇐

  𝑨𝑩𝑪𝑫في رباعي الوجوه : ④مثال

  𝑮لتكون  𝜹و  𝜸و  𝜷و  𝜶عين 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط

 ሺ𝑨, 𝜶ሻ  وሺ𝑩,𝜷ሻ  وሺ𝑪, 𝜸ሻ  

,ሺ𝑫و  𝜹ሻ. 

 الحل:

⇐ 𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ =
1

3
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ𝐼, 3ሻ  مركز أبعاد متناسبة للنقطتينሺ𝐴, 2ሻوሺ𝐵, 1ሻ 

𝐽 منتصفሺ𝐽, 6ሻ ⇐ ሾ𝐶𝐼ሿ مركز أبعاد متناسبة للنقطتينሺ𝐶, 3ሻوሺ𝐼, 3ሻ 

 حسب عكس التجميعية:

ሺ𝐽, 6ሻ  :مركز أبعاد متناسبة للنقاطሺ𝐴, 2ሻ  وሺ𝐵, 1ሻ  وሺ𝐶, 3ሻ 

𝐺  منتصفሾ𝐷𝐽ሿ ⇐ ሺ𝐺, 12ሻ  مركز أبعاد متناسبة 

,ሺ𝐷للنقطتين  6ሻ  وሺ𝐽, 6ሻ 

 التجميعية:حسب عكس 

ሺ𝐺, 12ሻ :مركز الأبعاذ المتناسبة للنقاط 

ሺ𝐴, 2ሻ  وሺ𝐵, 1ሻ  وሺ𝐶, 3ሻ  وሺ𝐷, 6ሻ  

𝛿 = 6  , 𝛾 = 3  , 𝛽 = 1  , 𝛼 = 2 
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 .𝑩𝑪𝑫مركز ثقل المثلث  𝑮مجموعة نقاط، ولدينا  𝑴لتكن : ⑤مثال

 من الفراغ التي تحقق: 𝑴جد مجموعة النقاط 

‖𝑴𝑩ሬሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑴𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑴𝑫ሬሬሬሬሬሬሬԦ‖ = ‖𝟑𝑴𝑨ሬሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑴𝑩ሬሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑴𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑴𝑫ሬሬሬሬሬሬሬԦ ‖ 

 الحل:

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐵𝐶𝐷 ⇐ 𝐺مركز ثقل المثلث  𝐺بما أن 

ሺ𝐵, 1ሻ  وሺ𝐶, 1ሻ  وሺ𝐷, 1ሻ  

 حسب خاصية الإختزال:

⇒ 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ = 3𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ 

‖3𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ‖ = ‖3𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ − (𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ)‖ 

3‖𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ‖ = ‖3𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ − 3𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ‖ 

3‖𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ‖ = 3‖𝐺𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ‖ 

‖𝑀𝐺ሬሬሬሬሬሬԦ‖ = ‖𝐺𝐴ሬሬሬሬሬԦ‖ ⇒ 𝑀𝐺 = 𝐺𝐴 

𝑅ونصف قطرها  𝐺تمثل كرة مركزها  𝑀مجموعة النقاط  = 𝐺𝐴 

 الجداء السلمّي:

  𝑺_𝑨𝑩𝑪𝑫نتأمل الهرم : ①مثال

  𝟒قاعدته مربع طول ضلعه 

 وطول كل حرف  𝑺ورأسه 

  𝟒من حروفه الجانبية يساوي 

 هي المرتسم القائم  𝑶النقطة 

 على القاعدة. 𝑺للنقطة 

 والمطلوب:

.𝑺𝑨ሬሬሬሬሬԦ( احسب  1 𝑺𝑩ሬሬሬሬሬԦ 

.𝑨𝑺ሬሬሬሬሬԦثم  𝑪𝑨( احسب طول 2 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ  

,ሺ𝑨مركز الأبعاد للنقاط  𝑮( عين 3 𝟐ሻ وሺ𝑩, 𝟑ሻ وሺ𝑺, 𝟏ሻ 

 الحل:

𝐴𝑆�̂�متساوي الأضلاع  𝑆𝐴𝐵( المثلث 1 =
𝜋

3
⇐ 

𝑆𝐴ሬሬሬሬሬԦ. 𝑆𝐵ሬሬሬሬሬԦ = ‖𝑆𝐴ሬሬሬሬሬԦ‖. ‖𝑆𝐵ሬሬሬሬሬԦ‖. 𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
 

𝑆𝐴ሬሬሬሬሬԦ. 𝑆𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 4 × 4 ×
1

2
= 8 

 

 

 

 

 ( حسب فيثاغورث:2

𝐶𝐴2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 

𝐶𝐴2 = 16 + 16 = 32 

𝐶𝐴 = √32 = √16 × 2 = 4√2 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝑆ሬሬሬሬሬԦ = ‖𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ‖. ‖𝐴𝑆ሬሬሬሬሬԦ‖ cos(𝐶𝐴�̂�) 

 

 

 

 

 

 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝑆ሬሬሬሬሬԦ = 4√2 × 4 ×
2√2

4
= 16 

,ሺ𝐴مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐼( بفرض 3 2ሻ  وሺ𝑆, 1ሻ. 

𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ =
1

3
𝐴𝑆ሬሬሬሬሬԦ 

,ሺ𝐼مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐺حسب الخاصية التجميعية  3ሻ  و

ሺ𝐵, 3ሻ ⇐ 𝐺  منتصفሾ𝐵𝐼ሿ 

  𝒂مكعب طول ضلعه  𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯:②مثال

.𝑬𝑰ሬሬሬሬԦاحسب  -1 𝑬𝑨ሬሬሬሬሬԦ  و𝑬𝑰ሬሬሬሬԦ. 𝑭𝑪ሬሬሬሬሬԦ  

.𝑱𝑯ሬሬሬሬሬԦأثبت أن  -2 𝑱𝑫ሬሬሬሬሬԦ =
𝟑

𝟒
𝒂𝟐 

 الحل: 

1- 𝐸𝐼ሬሬሬሬԦ. 𝐸𝐴ሬሬሬሬሬԦ = 0            

𝐸𝐼ሬሬሬሬԦ. 𝐹𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0 

 فهو يعامد أي شعاع فيه  𝐵𝐶𝐺𝐹يعامد الوجه  𝐸𝐼ሬሬሬሬԦلإن 

2- 𝐽𝐻ሬሬሬሬԦ . 𝐽𝐷ሬሬሬሬԦ = ( 𝐽𝐺ሬሬሬሬԦ + 𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ )( 𝐽𝐶ሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ)     

𝐽𝐻ሬሬሬሬԦ . 𝐽𝐷ሬሬሬሬԦ =  𝐽𝐺ሬሬሬሬԦ. 𝐽𝐶ሬሬሬሬԦ + 𝐽𝐺ሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ⏟  
متعامدان

+ 𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ. 𝐽𝐶ሬሬሬሬԦ⏟  
متعامدان

+ 𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ 

𝐽𝐻ሬሬሬሬԦ . 𝐽𝐷ሬሬሬሬԦ =  𝐽𝐺ሬሬሬሬԦ. 𝐽𝐶ሬሬሬሬԦ + 𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ =
−𝑎

2
×
𝑎

2
+ 𝑎 × 𝑎 

𝐽𝐻ሬሬሬሬԦ . 𝐽𝐷ሬሬሬሬԦ =  −
𝑎2

4
+ 𝑎2 =

3

4
𝑎2  

 

 

 

𝑆 

𝐴 

𝐷 𝐶 

𝐵 

𝑜 

𝐴 

𝐷 

𝐸 

𝐻 𝐺 

𝐶 

𝐵 

𝐹 𝐽 𝐼 

𝑆 

𝐴 
𝑂 𝐶 2√2 2√2 

4 
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ى:
 إل

ج
حتا

ن
 

 :
ز
رك

م
Ω
ሺ 𝑥
0
,𝑦
0
,𝑧
0
ሻ

 
ة 

كر
 ال

لة
اد

مع
𝑺

 

 :
ر
ط

 ق
ف

ص
ن

𝑅
 

ا:
له

شك
 

𝑆
:ሺ
𝑥
−
𝑥
0
ሻ2
+
ሺ 𝑦
−
𝑦
0
ሻ2
+
ሺ 𝑧
−
𝑧 0
ሻ2
=
𝑅
2

 

رة
 ك

لة
اد

مع
ة 

اب
كت

ت 
لا
حا

 

① 
طر

لق
 ا
ف

ص
ون

ز 
رك

لم
 ا
لم

ع
 

لة
اد

مع
 ال

ي
 ف
ض

عوّ
 ن
ط

فق
 

② 
ز 

رك
 م

لم
ع

𝑨 
ة 

ط
نق

ن 
 م

مر
وت

𝑩
 

 :
ز
رك

لم
ا

𝐴
 

ر:
ط

الق
ف 

ص
ن

 𝑅
=
𝐴
𝐵

 

③ 
ا 
ره

ط
 ق

لم
ع

ሾ 𝑨
𝑩
ሿ

 

ز:
رك

لم
ا

 
𝐼 

ف 
ص

نت
م

ሾ 𝐴
𝐵
ሿ

 
ر:

ط
الق

ف 
ص

ن
 
𝐴
𝐵 2

 

④ 
ا 
ه
كز

مر
م 

عل
𝑨 

ي 
تو

س
لم

 ا
س

تم
و

𝑷
 

 :
ز
رك

لم
ا

𝐴
 

ر:
ط

الق
ف 

ص
ن

 𝑑
𝑖𝑠
𝑡ሺ
𝐴
,𝑃
ሻ  

ي 
تو

س
 م

رة
 ك

ن
بي
ي 

سب
لن
 ا
ضع

لو
ا

 

① 
ي 

تو
س
لم

 ا
مع

ك 
ر
شت

 ت
لا
ة 

ر
ك

ة:
ط

نق
ة 

بأي
 

𝑅
<
𝑑
𝑖𝑠
𝑡ሺ
𝐴
,𝑃
ሻ  

 

② 
ي:

تو
س
 م

ها
طع

يق
ة 

ر
ك

 𝑅
>
𝑑
𝑖𝑠
𝑡ሺ
𝐴
,𝑃
ሻ  

③ 
ي:

تو
س
 م

س
تم

ة 
ر
ك

 

𝑅
=
𝑑
𝑖𝑠
𝑡ሺ
𝐴
,𝑃
ሻ  

ال
مث

 :①
ب
كت
ا

 
لة
اد
مع

 
رة
لك
ا

 
ي
لت
ا

 
ها
كز
مر

 
𝑨
ሺ 𝟑
,𝟎
,𝟏
ሻ

 
ف
ص
ن

 
ها
طر

ق
 
𝟓

 

حل
ال

:
 

ሺ 𝑥
−
3
ሻ2
+
𝑦
2
+
ሺ 𝑧
−
1
ሻ2
=
2
5

 

ال
مث

②
 :

ا 
ه
كز

مر
ي 

لت
 ا
رة

لك
 ا
لة

اد
مع

ب 
كت

ا
𝑨
ሺ 𝟏
,𝟏
,−
𝟐
ሻ

 
ة 

ط
نق

بال
ر 

تم
و

𝑩
ሺ 𝟑
,𝟏
,𝟎
ሻ

.
 

ل:
ح
ال

 

𝑅
=
𝐴
𝐵
=
√
4
+
0
+
4
=
2
√
2
 

ሺ 𝑥
−
1
ሻ2
+
ሺ 𝑦
−
1
ሻ2
+
ሺ 𝑧
+
2
ሻ2
=
8

 

 



 

 
128 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ي
ستو

معادلة الم
 

ج
حتا

ن
:

 

① 
طة 

نق
𝐴
ሺ𝑥
0 𝑦
0 ,𝑧

0 ሻ
 

 ②
ظم 

نا
𝑛ሬԦ ሺ𝑎

,𝑏
,𝑐 ሻ

 

ر:
ش
ل الن

قب
 

𝑎
ሺ𝑥
−
𝑥
0 ሻ
+
𝑏
ሺ𝑦
−
𝑦
0 ሻ
+
𝑐 ሺ𝑧

−
𝑧
0 ሻ
=
0
 

ر:
ش
بعد الن

 

𝑎
𝑥
+
𝑏
𝑦
+
𝑐𝑧
+
𝑑
=
0
 

حالة 
①:

 

طة:
ظم والنق

علم النا
 

a
طة 

ر بالنق
ي الما

ستو
ب معادلة الم

( اكت

ظماً له
ع ..... نا

شعا
ل ال

...... ويقب
 

b
طة 

ر بالنق
ي الما

ستو
ب معادلة الم

( اكت

ي
ستو

ي الم
ز
...... ويوا

 

𝑃
:𝑎
𝑥
+
𝑏
𝑦
+
𝑐𝑧
+
𝑑
=
0
 

ظة: 
ح
لا

م
ر:

خ
ي آ

ستو
ي م

ز
ي يوا

ستو
م

 

𝑛ሬԦ
=
𝑛ሬԦ
′ሺ𝑎
,𝑏
,𝑐 ሻ 

   c
طة ...... ويعامد 

ر بنق
ي ما

ستو
( م

ستقيم ......
الم

 

حالة 
②:

 

ي:
ر
حو

ي الم
ستو

الم
 

    

طعة:  
ع الق

شعا
سه 

ظم نف
النا

𝑛ሬԦ
=
𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

 

ف.
ص

طة المنت
ي نق

طة ه
النق

 

حالة 
③:

 

ل:
جهو

ظم م
النا

 

a
ط:

ث نقا
لا

ر بث
ي ما

ستو
( م

 

   b
طة ....... 

ر بنق
ي ما

ستو
( م

 

ل 
ويقب

𝑢ሬԦ 
و 
𝑣Ԧ 

جيه له.
ي تو

ع
شعا

 

  c
ن 

طتي
ر بنق

( ما
𝐴 

و 
𝐵 

ويعامد 

ي:
ستو

م
 

   d
ن:

ستويي
طة ويعامد م

ر بنق
ي ما

ستو
( م

 

 

ظم؟؟؟
جد النا

ف نو
كي

 

ظم 
ض النا

ر
نف

𝑛ሬԦ ሺ𝑎
,𝑏
,𝑐 ሻ

 

ر 
غي

ن 
عي

شعا
رفة 

ل مع
لا

خ
ن 

جده م
نو

ظم.
طياً يعامدهما النا

خ
ن 

طا
رتب

م
 𝑛ሬԦ
⊥
1 ሬሬሬሬԦ
⇒
𝑛ሬԦ.
1 ሬሬሬሬԦ
=
0

 

معادلة
…
①

 

𝑛ሬԦ
⊥
2 ሬሬሬሬԦ
⇒
𝑛ሬԦ.
2 ሬሬሬሬԦ
=
0

 

معادلة
…
②

 

حد 
ض أ

ر
ل، نف

جاهي
ث م

لا
ن بث

ج معادلتي
ينت

ن.
ري

خ
لآ
ن ا

جهولي
جد الم

ل ونو
جاهي

الم
 

ظم معلوم 
ح النا

صب
في


 

 

ن 
ستويي

ي لم
سب

ضع الن
الو

𝑃 
و 
𝑄:

 

ي لـ
طّ

خ
ط ال

رتبا
لإ
سة ا

را
بد

𝑛ሬԦ
𝑃

 
و 

𝑛ሬԦ
𝑄

 

𝑛ሬԦ
𝑃

 
و 

𝑛ሬԦ
𝑄

 
طّياً:

خ
ن 

طا
رتب

م
 

ن:
طبقا

من
 

ن:
زيا

متوا
 

ت:
ركبا

ب الم
س
نن

 

𝑎𝑎
′
=
𝑏𝑏
′
=
𝑐𝑐
′
=
𝑑𝑑
′  

ت:
ركبا

ب الم
س
نن

 

𝑎𝑎
′
=
𝑏𝑏
′
=
𝑐𝑐
′
≠
𝑑𝑑
′  

𝑛ሬԦ
𝑃

 
و 

𝑛ሬԦ
𝑄

 
طّياً:

خ
ن 

طا
رتب

ر م
غي

 

𝑃 
و 
𝑄 

ن:
طعا

متقا
 

ن 
ي بي

سلمّ
جداء ال

سة ال
را

بد
𝑛ሬԦ
𝑃

 
و 

𝑛ሬԦ
𝑄

:
 

𝑛ሬԦ
𝑃
.𝑛ሬԦ
𝑄
=
0
 

𝑛ሬԦ
𝑃
.𝑛ሬԦ
𝑄
≠
0
 

𝑃 
و 
𝑄 

ن
ر متعامدا

غي
 

𝑃 
و 
𝑄 

ن
متعامدا

 𝑃 
و 
𝑄 

ك
ر
شت

ل م
ص

ن بف
ركا

شت
ي

 

𝑛ሬԦ 

𝑛ሬԦ
′ 

𝑛ሬԦ 
𝑛ሬԦ
′ 

𝐵
 

𝐶
 

𝐴
 𝑛ሬԦ 

𝑢ሬԦ 

𝑛ሬԦ 𝑣Ԧ 

𝐵
 

𝐴
 𝑛ሬԦ 

𝑛ሬԦ
′ 𝐴

 𝑛ሬԦ 
𝑛ሬԦ
′ 

𝑛ሬԦ
′′ 

𝐴
 

𝐼 
𝐵

 

جه
مو

 
ستقيم هو 

الم

ي
ستو

ظم الم
سه نا

 نف
𝑢ሬԦ 

𝑛ሬԦ 

𝑛ሬԦ 
𝑛ሬԦ
′ 
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ج:
حتا

ن
 

① 
طة 

نق
𝐴
ሺ𝑥
0 ,𝑦

0 ,𝑧
0 ሻ

 

② 
جّه 

مو
𝑢ሬԦ ሺ𝑎

,𝑏
,𝑐 ሻ

 

 

ستقيم
معادلة الم

 

حالة 
①:

 

طة:
جّه والنق

علم المو
 

a
طة 

ن النق
ر م

ستقيم الما
ب معادلة الم

( اكت

جّهاً له.
ع ....... مو

شعا
ل ال

........ ويقب
 

b
ستقيم 

ب معادلة الم
( اكت

ن 
طتي

ر بالنق
الما

....... و ........
ط 

حد النقا
ر ا

ختا
)ن

 

جّه 
ن المو

ويكو
𝐴
𝐵
ሬሬሬሬሬԦ

)
 

   c
طة ....... 

ر بالنق
ستقيم الما

ب معادلة الم
( اكت

ستقيم .........
ي الم

ز
ويوا

طّياً. 
خ
ن 

طا
رتب

ن م
جها

المو
 

      d
طة ...... 

ر بالنق
ستقيم الما

ب معادلة الم
( اكت

ي .........
ستو

ويعامد الم
 

حالة 
②:

 

ن:
ستويي

ك لم
ر
شت

ل الم
ص

ستقيم الف
م

 

𝑃
:𝑎
𝑥
+
𝑏
𝑦
+
𝑐𝑧
+
𝑑
=
0

 

𝑄
:𝑎
′𝑥
+
𝑏
′𝑦
+
𝑐
′𝑧
+
𝑑
′
=
0
 1

ل 
جاهي

حد الم
ض أ

ر
( نف

𝑡
 

2
ن.

ي المعادلتي
ل ف

جهو
ض هذا الم

( نعوّ
 

3
جد 

ن نو
ك للمعادلتي

ر
شت

ل الم
ح
( بال

لالة 
ن بد

ري
خ
لآ
ن ا

جهولي
الم

𝑡.
 

4
ح لدينا 

صب
( في

𝑥 
و 
𝑦 

و 
𝑧 

لالة 
بد

𝑡.
 

5
ب 

( نكت
ستقيم.

معادلة الم
 

 

𝑢ሬԦ 
و 

𝑢ሬԦ
′

 
طّياً:

خ
ن 

طي
رتب

م
 

ن 
ستقيمي

ي لم
سب

ضع الن
الو

𝑑 
و 

𝑑
′

:
 

ن 
جهي

ي للمو
طّ

خ
ط ال

رتبا
لإ
سة ا

را
بد

𝑢ሬԦ 
و

𝑢ሬԦ
′

:
 

𝑢ሬԦ 
و 

𝑢ሬԦ
′

 
طّياً:

خ
ن 

طي
رتب

ر م
غي

 

𝑑 
و 

𝑑
′

 
ن
زيا

متوا
 

𝑑 
و 

𝑑
′

 
ن
طبقا

من
 

ن 
طة م

خذ نق
نأ

𝑑 

ض قيمة لـ
ر
بف

𝑡
ي  

طة ف
ض النق

نعو
𝑑
′

 
 

ت 
لا
ت معاد

حقق
إذا ت

𝑑
′

 

ن
يكو

 

𝑑
:൝ 𝑥

1
=
𝑎
𝑡
+
𝑥
0

𝑦
1
=
𝑏
𝑡
+
𝑦
0

𝑧
1
=
𝑐𝑡
+
𝑧
0

    ,    𝑑
′:൝ 𝑥

2
=
𝑎
𝑠
+
𝑥
0

𝑦
2
=
𝑏
𝑠
+
𝑦
0

𝑧
2
=
𝑐𝑠
+
𝑧
0

 

ك لـ
ر
شت

ل الم
ح
بال

𝑑 
و 

𝑑
′

:
 

𝑥
1
=
𝑥
2  

𝑦
1
=
𝑦
2  

𝑧
1
=
𝑧
2  

ج قيمة لـ
إذا نت

𝑡 
أو 
𝑠

 
حيلة.

ست
ج معادلة م

إذا نت
 

𝑑 
و 

𝑑
′

 
ن 

طعا
متقا

جدها 
طة نو

بنق

ض 
بتعوي

𝑡 
ي 

ف
𝑑 

أو 
𝑠 

ي 
ف

𝑑
′

.
 

𝑑 
و 

𝑑
′

 
ن
خالفا

مت
 

شكلها:
 

𝑑
:൝ 𝑥

=
𝑎
𝑡
+
𝑥
0

𝑦
=
𝑏
𝑡
+
𝑦
0

𝑧
=
𝑐𝑡
+
𝑧
0

;𝑡
∈
⬚
ቐ

𝑅
ستقيم 

م

ሾ0
,+
∞
ሾ ستقيم

ف م
ص

ن

ሾ0
,1
ሿ ستقيمة

طعة م
ق

 

 

𝑃
 

𝑄
 

𝑑
 

ي هو 
ستو

ظم الم
نا

ستقيم
جه الم

سه مو
 نف

𝑢ሬԦ 
𝑛ሬԦ 

𝐴
 𝑢ሬԦ
′ 

𝑢ሬԦ 

𝐴
 

𝐵
 𝑢ሬԦ 
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ت:
ستويا

ث م
لا

ي لث
سب

ضع الن
الو

 

𝑃
:𝑎
1 𝑥
+
𝑏
1 𝑦
+
𝑐
1 𝑧
+
𝑑
1
=
0

 

𝑅
:𝑎
2 𝑥
+
𝑏
2 𝑦
+
𝑐
2 𝑧
+
𝑑
2
=
0

 

𝑄
:𝑎
3 𝑥
+
𝑏
3 𝑦
+
𝑐
3 𝑧
+
𝑑
3
=
0

  

ز:
ّ ي بينهما ونمي

سب
ضع الن

س الو
ر
ن وند

ستويي
ر م

ختا
ن

 
 

ن
زيا

متوا
 

 

ك
ر
شت

ل م
ص

ن بف
طعا

متقا
 

 

طة
ي نق

ك بأ
ر
شت

لا ت
لاثة 

ت الث
ستويا

الم
 

 

ستقيم 
ن م

ي بي
سب

ضع الن
س الو

ر
ند

ث
ي الثال

ستو
ك والم

ر
شت

ل الم
ص

الف
 

 

𝑑
 

𝑃
 

𝑡 

①
( 𝑡
=

عدد
)

 
طة 

ج نق
ينت

𝐼 
ي 

ث.ه
لا

ت الث
ستويا

طع الم
طة تقا

نق
 

② 
( عدد

=
عدد
)

 
ي 

حققة دوماً، أ
معادلة م

ك.
ر
شت

ل م
ص

ك بف
ر
شت

لاثة ت
ت الث

ستويا
الم

 

③ 
( عدد

=
0
)

 
ي 

ل، أ
ح
حيلة ال

ست
معادلة م

طة.
ي نق

ك بأ
ر
شت

لا ت
لاثة 

ت الث
ستويا

الم
 

𝑃
 

𝑄
 

𝑑
 

𝑅
 

𝐼 

𝑃
 

𝑄
 

𝑑
 𝑅

 

𝑃
 

𝑄
 

𝑑
 𝐼 

ستقيم 
ن م

ي بي
سب

ضع الن
الو

𝑑 
ي 

ستو
وم

𝑃
 

ظم 
ي للنا

سلمّ
جداء ال

سة ال
را

بد
𝑛ሬԦ 

جّه 
و المو

𝑢ሬԦ
 

𝑢ሬԦ.𝑛ሬԦ
=
0
 

𝑢ሬԦ.𝑛ሬԦ
≠
0
 

ي
ستو

ي الم
ز
ستقيم يوا

الم
 

ي
ستو

طع الم
ستقيم يق

الم
 

طّياً.
خ
ن 

طي
رتب

ر م
غي

جه 
ظم والمو

النا
 

ن
ر متعامدا

غي
ي 

ستو
ستقيم والم

الم
 

طّياً.
خ
ن 

طي
رتب

جه م
ظم والمو

النا
 

ن.
ي متعامدا

ستو
ستقيم والم

الم
 

ي:
ستو

ستقيم مع الم
طع الم

طة تقا
جاد نق

إي
 

1
ي.

ستو
ي معادلة الم

ستقيم ف
طية للم

سي
ت الو

لا
ض المعاد

( نعوّ
 

2
حد 

ل وا
جهو

ج معادلة بم
( تنت

𝑡
جد قيمة 

، نو
𝑡.

 

3
ض قيمة 

( نعوّ
𝑡 

طع.
طة التقا

ج نق
طية فتنت

سي
ت الو

لا
ي التمثي

ف
 

𝑢ሬԦ 

𝑛ሬԦ 

𝑢ሬԦ 
𝑛ሬԦ 

𝑑
 

𝑃
 

𝑡 
𝐼 

طع
طة التقا

نق
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,𝑨ሺ𝟎المار بالنقطة  𝑷اكتب معادلة المستوي السؤال الأول:  𝟏, −𝟐ሻ 

,𝒏ሬሬԦሺ𝟏,−𝟒و يقبل  𝟐ሻ  ناظماً له ثم احسب بعد النقطة𝑩ሺ−𝟏, 𝟐, 𝟒ሻ 

 𝑷عن المستوي 

 الحل: 
,𝐴 ሺ0,1نقطة    𝑛ሬԦ ሺ1,−4,2ሻناظم  −2ሻ  

𝑃 ∶ ሺ𝑥 − 0ሻ − 4 ሺ 𝑦 − 1 ሻ + 2ሺ𝑧 + 2 ሻ = 0 

𝑃 ∶ 𝑥 − 4𝑦 + 4 + 2𝑧 + 4 = 0  

 𝑃 ∶ 𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 + 8 = 0  

𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ𝐵, 𝑃ሻ =
|−1 − 4ሺ2ሻ + 2ሺ4ሻ + 8|

√1 + 16 + 4
=

7

√21
 

⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐵, 𝑃ሻ =
7√21

21
=
√21

3
 

;ሺ𝑶نتأمل معلماً السؤال الثاني:  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦሻ  فيه النقاط 

𝑨ሺ𝟏, 𝟎, 𝟏ሻ  𝑩ሺ−𝟐 , 𝟑 , 𝟏 ሻ   𝑪ሺ 𝟐 , 𝟏 , −𝟏 ሻ 

, 𝑪,𝑩أثبت أن النقاط  -1 𝑨 .تعين مستوي، اكتب معادلته 

  𝑺أثبت أن الكرة  -2

𝑺: ሺ𝒙 − 𝟏ሻ𝟐 + ሺ𝒚 + 𝟏ሻ𝟐 + ሺ𝒛 − 𝟑ሻ𝟐 =
𝟏

𝟑
 

 𝑷تمس المستوي 

 الحل: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ −3 , 3 , 0 ሻ   𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ሺ 1 , 1 , 2 ሻ  

−3

1 
≠
3

1
≠
0

−2
 

⇐ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ  ًغير مرتبطين خطيا⇐ 𝐶, 𝐵, 𝐴 تعين مستو 

𝑛ሬԦ ሺ 𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ  ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ −3𝑎 + 3𝑏 = 0…① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 0…② 

𝑏نفرض  =  :①  فينعوض  1

⇒ −3𝑎 + 3 = 0 ⇒ 𝑎 = 1 

1 :②نعوض في  + 1 − 2𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 1  

 𝑛ሬԦሺ1,1,1ሻ  ,   𝐴ሺ1,0,1ሻنختار 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ ∶ 1ሺ𝑥 − 1ሻ + 1ሺ𝑦 − 0ሻ + 1ሺ𝑧 − 1ሻ = 0  

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

2) 𝑆 ∶ ሺ𝑥 − 1 ሻ2 + ሺ𝑦 + 1ሻ2 + ሺ𝑧 − 3 ሻ2 =
1

3
 

,Ω ሺ 1مركزها  −1,3, ሻ    نصف قطرها𝑅 =
1

√3
 

𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ Ω , ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ ሻ =
|1 − 1 + 3 − 2|

√ 1 + 1 + 1
=
1

√3
 

𝑑𝑖𝑠𝑡 ( Ω, ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ) =
1

√3
= 𝑅 ⇒ ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ تمس 𝑆 الكرة 

 المعرفيّن وفق: 𝑸و  𝑷لدينا المستويين السؤال الثالث: 

𝑷: 𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟏 = 𝟎 
𝑸: 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

,𝑨ሺ𝟏والنقطة  𝟏, 𝟐ሻ  : والمطلوب 

  𝒅متقاطعان بفصل مشترك  𝑸 و𝑷( أثبت أن 1

 𝑸 و𝑷ويعامد المستويين  𝑨المار من  𝑹( اكتب معادلة المستوي 2

 الحل: 

𝑛ሬԦ𝑃 ሺ 1,−1,2ሻ     𝑛ሬԦ𝑄  ሺ 2 ,1,1ሻ 

⇒
1

2
≠
−1

1
≠
2

1
 

𝑛ሬԦ𝑃 , 𝑛ሬԦ𝑄  ًغير مرتبطين خطيا⇐ 𝑃, 𝑄  متقاطعان بمستقيم𝑑 

 𝑅وي معادلة المست -2

,𝑛ሬԦ𝑅ሺ 𝑎ناظم و     𝐴ሺ 1,1,2ሻنقطة  𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ𝑅 ⊥ 𝑛ሬԦ𝑃  ⇒ 𝑛ሬԦ𝑅 . 𝑛ሬԦ𝑃 = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 + 2𝑐 = 0…① 

𝑛ሬԦ𝑅 ⊥ 𝑛ሬԦ𝑄 ⇒ 𝑛ሬԦ𝑅 . 𝑛ሬԦ𝑄 = 0 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0…② 

𝑐نفرض  = 1  

𝑎 − 𝑏 + 2 =  ن①…0

2𝑎 + 𝑏 + 1 = 0…② 

3𝑎 :②مع  ① نجمع =  −3 ⇒ 𝑎 = −1    

1−  :①نعوض في  − 𝑏 + 2 = 0 ⇒ 𝑏 = 1 

⇒ 𝑛ሬԦ𝑅ሺ−1,1,1ሻ 

𝑅: − 1ሺ𝑥 − 1ሻ + ሺ𝑦 − 1ሻ + ሺ𝑧 − 2ሻ = 0 

⇒ −𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

,𝑨ሺ𝟏لتكن لدينا النقطتان:  السؤال الرابع: 𝟎, −𝟏ሻ  و𝑩ሺ𝟑, 𝟏, 𝟎ሻ 

 ሾ𝐴𝐵ሿالمستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑃( اكتب معادلة المستقيم 1

 معادلته: 𝑄( ليكن لدينا المستوي 2

𝑄: 4𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0 

 𝑄و  𝑃ادرس الوضع النسبي للمستويين 

 الحل: 

ሾ𝐴𝐵ሿ: 𝐼منتصف  𝐼( النقطة 1 (2,
1

2
, −

1

2
) 

𝑛ሬԦ𝑃 الناظم: = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ2,1,1ሻ 

𝑃: 2ሺ𝑥 − 2ሻ + 1 ൬𝑦 −
1

2
൰ + 1൬𝑧 +

1

2
൰ = 0 

⇒ 𝑃: 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 

2- 𝑛ሬԦ𝑃ሺ 2,1,1ሻ  , 𝑛ሬԦ𝑄  ሺ4,2,2ሻ  

2

4
=
1

2
=
1

2
⇒
1

2
=
1

2
=
1

2
 

𝑛ሬԦ𝑄 , 𝑛ሬԦ𝑃  ًمرتبطين خطيا⇐ 𝑃 , 𝑄 متوازيان 
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,𝑨ሺ 𝟎 لتكن النقاط:السؤال الخامس:  𝟏, −𝟏ሻ  𝑩ሺ 𝟐, 𝟏, −𝟐ሻ 

 ሺ𝑨𝑩ሻاكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -1

 𝒅يوازي المستقيم  ሺ𝑨𝑩ሻأثبت أن المستقيم  -2

𝒅:{

𝒙 = 𝒕 + 𝟐
𝒚 = 𝟒

𝒛 = −
𝒕

𝟐
+ 𝟒 

; 𝒕 ∈ 𝑹 

 الحل:

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ 2,0,−1ሻ           𝐴 ሺ0,1,−1ሻ 

1- 

ሺ𝐴𝐵ሻ: ൝
𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 1

𝑧 = −𝑡 − 1
; 𝑡 ∈ 𝑅 

2- 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ2,0,−1ሻ      𝑢ሬԦ ൬ 1,0, −
1

2
൰ 

2𝑢ሬԦ =  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ 

⇐  𝑢ሬԦ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ  ًمرتبطين خطيا 

⇐ ሺ𝐴𝐵ሻ  و𝑑 متوازيان 

 المعرف بالعلاقة: 𝑷ليكن المستوي السؤال السادس: 

𝑷: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

,𝑨ሺ𝟏و النقطتين  𝟎, 𝟎ሻ     𝑩 ሺ 𝟎, 𝟏, 𝟏ሻ :والمطلوب 

 𝑨𝑩اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -1

  𝑷لا يعامد المستوي  ሺ𝑨𝑩ሻأثبت أن المستقيم  -2

, 𝑨المار من  𝑸اكتب معادلة المستوي  -3 𝑩  و يعامد المستوي𝑷 

 الحل: 

 𝐴𝐵المستقيم  -1

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦو موجه   𝐴 ሺ 1,0,0ሻنقطة  = 𝑢ሬԦ ሺ−1,1,1ሻ 

ሺ𝐴𝐵ሻ: ൝
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 𝑡

  ; 𝑡 ∈ 𝑅 

2- 𝑢ሬԦ ሺ −1 , 1 , 1ሻ      𝑛ሬԦሺ 1,1,1ሻ    

−1

1
≠
1

1
≠
1

1
 

𝑛ሬԦ و 𝑢ሬԦ  ًغير مرتبطين خطيا⇐ 𝑑 , 𝑃 غير متعامدان 

𝑛ሬԦ𝑄ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ𝑄 ⊥ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ𝑄 . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ −𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0…①  

𝑛ሬԦ𝑄 ⊥ 𝑛ሬԦ𝑃  ⇒  𝑛ሬԦ𝑄, 𝑛ሬԦ𝑃 = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0…  ② 

𝑐بفرض  = 1 

⇒ −𝑎 + 𝑏 + 1 = 0…  ①  

𝑎 + 𝑏 + 1 = 0…  ②  

2𝑏  :②مع  ①جمع ب + 2 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

𝑎  :②نعوض في − 1 + 1 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 

, 𝐴ሺ 1,0,0ሻ    𝑛ሬԦ ሺ 0نختار  −1 , 1ሻ  

⇒ 0ሺ𝑥 − 1ሻ − 1 ሺ𝑦 − 0ሻ + 1ሺ𝑧 − 0ሻ = 0 

𝑄: − 𝑦 + 𝑧 = 0 

;𝑶)في معلم متجانس المسألة الأولى:  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ) :لدينا النقاط 

𝑨ሺ −𝟏, 𝟐,−𝟐ሻ  و𝑩ሺ−𝟏,−𝟏, 𝟏ሻ  و𝑵ሺ𝟑, 𝟑, 𝟑ሻ :والمطلوب 

و يقبل  𝑨المار من  𝚫اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -1

𝒖ሬሬԦሺ 𝟐, −𝟏 , 𝟏ሻ  شعاعاً موجهاً له، ثم اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم𝒅 

,𝒗ሬሬԦሺ 𝟏و يقبل  𝑩المار من  𝟏, −𝟏ሻ  شعاعاً موجهاً له 

 يطلب تعيين إحداثياتها𝑪متقاطعان بنقطة 𝒅و𝚫أثبت أن المستقيمان  -2

  𝚫و  𝒅المحدد بالمستقيمين  𝑷اكتب معادلة المستوي  -3

 واحسب مساحته  𝑪قائم في  𝑨𝑩𝑪أثبت أن المثلث  -4

  𝑵𝑨𝑩𝑪احسب حجم الرباعي  -5

عن  𝑨 استنتج بعد النقطة 𝑪 فيقائم  𝑪𝑩𝑵 أثبت أن المثلث -6

 ሺ𝑪𝑩𝑵ሻالمستوي

 الحل: 

  Δالمستقيم 

,𝑢ሬԦሺ 2و الشعاع الموجه   𝐴ሺ −1,2,−2ሻالنقطة   −1,1ሻ 

Δ ∶  ൝
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡 − 2

   ∶ 𝑡 ∈ 𝑅 

  𝑑المستقيم 

 𝑣Ԧሺ 1,1,−1ሻو الشعاع الموجه   𝐵ሺ−1,−1,1ሻالنقطة 

𝑑 ∶  ൝
𝑥 = 𝑠 − 1
𝑦 = 𝑠 − 1
𝑧 = −𝑠 + 1

 ∶ 𝑠 ∈ 𝑅 

2- 𝑢ሬԦሺ2, −1,1ሻ    𝑣Ԧሺ 1,1, −1ሻ  

2

1
≠
−1

1
≠
1

−1
 

𝑢ሬԦ, 𝑣Ԧ  ًغير مرتبطين خطيا⇐ Δ, 𝑑 غير متوازيان 

2𝑡 − 1 = 𝑠 − 1…  ①  

−𝑡 + 2 = 𝑠 − 1…② 

𝑡 − 2 =  −𝑠 + 1 …  ③ 

  ① و نجمع مع ሺ−1ሻبـ ②نضرب 

3𝑡 − 3 = 0 ⇒ 3𝑡 = 3 ⇒ 𝑡 = 1 

1− :②نعوض في  + 2 = 𝑠 − 1 ⇒ 1 = 𝑠 − 1 ⇒ 𝑠 = 2 

1 :③نتحقق في  − 2 = −2 + 1 ⇒ −1 =  محققة  1−

𝑡نعوض  =   Δفي   1

𝑥 = 2 − 1
𝑦 = −1 + 2
𝑧 = 1 − 2

} ⇒  𝐶ሺ1,1, −1ሻ 
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  𝑃المستوي  -3

,𝑛ሬԦሺ𝑎و ناظم  𝐶ሺ1,1,−1ሻنقطة  𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑢ሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝑢ሬԦ = 0 ⇒ 2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0…①  

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑣Ԧ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝑣Ԧ = 0 ⇒  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0…② 

𝑏بفرض  = 1 

2𝑎 − 1 + 𝑐 = 0…① 

𝑎 + 1 − 𝑐 = 0…② 

3𝑎  :②مع  ①نجمع = 0 ⇒ 𝑎 = 0  

𝑐  :①نعوض في  = 1 

𝑛ሬԦሺ0,1,1ሻ    𝐶ሺ1,1,−1ሻ 

𝑃 ∶ 0ሺ𝑥 − 1ሻ + 1 ሺ 𝑦 − 1ሻ + 1ሺ𝑧 + 1ሻ = 0 

𝑃: 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝐶𝐴ሬሬሬሬሬԦ ሺ−2 ,1 , −1ሻ      𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ −2,−2,2ሻ  

⇒ 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬԦ . 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 4 − 2 − 2 = 0 

⇐ 𝐴𝐵𝐶  قائم في𝐶 

𝑆 =
𝐶𝐴 . 𝐶𝐵

2
=
√4 + 1 + 1 × √ 4 + 4 + 4

2
 

𝑆 =
√6 × √12

2
=
√72

2
=
√2 × 36

2
=
6

√2
 

5)  𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝑁, 𝑃ሻ = ℎ =
|3+3|

√1+1
=

6

√2
 

𝑉 =
1

3
𝑆ℎ =

1

3
×
6

√2
×
6

√2
⇒ 𝑉 = 6 

 

 

 

 

 

 

 

6) 𝑉 =
1

3
𝑆𝐶𝐵𝑁ℎ 

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ−2,−2,2ሻ   ,   𝐶𝑁ሬሬሬሬሬԦሺ2,2,4ሻ 

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ = −4 − 4 + 8 = 0 

𝑆𝐶𝐵𝑁 =
𝐶𝐵 × 𝐶𝑁

2
=
√12 × √24

2
=
√12 × √12√2

2
 

⇒ 𝑆𝐶𝐵𝑁 = 6√2 

⇒ 𝑉 =
1

3
𝑆𝐶𝐵𝑁 × 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, ሺ𝐶𝐵𝑁ሻ) 

⇒ 6 =
1

3
× 6√2 × 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, ሺ𝐶𝐵𝑁ሻ) 

⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, ሺ𝐶𝐵𝑁ሻ) =
3

√2
 

;𝑶)في معلم متجانس المسألة الثانية:  𝒊Ԧ: 𝒋Ԧ; 𝒌ሬሬԦ) :لدينا النقاط 

𝑨ሺ𝟐, 𝟏, 𝟎ሻ, 𝑩ሺ𝟎, 𝟏, 𝟐ሻ, 𝑪ሺ𝟑,−𝟑, 𝟑ሻ 

 تعين مستوي يطلب إيجاد معادلته  𝑪,𝑩,𝑨أثبت أن النقاط  -1

,𝑫ሺ−𝟐المار من  𝒅اكتب معادلة المستقيم  -2 𝟏, 𝟏ሻ  و يعامد

 ሺ𝑨𝑩𝑪ሻالمستوي 

 ሺ𝑨𝑩𝑪ሻعلى المستوي  𝑫مسقط  ′𝑫جد  -3

  ሺ𝑨𝑩𝑪ሻفي المستوي  𝑫استنتج بعد النقطة  -4

  ሾ𝑨𝑩ሿاكتب معادلة الكرة التي قطرها  -5

 الحل: 

1- 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ −2 , 0 , 2 ሻ          𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ሺ 1, −4,3ሻ  

−2

1
≠
0

−4
≠
2

3
 

⇐ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ  ًغير مرتبطين خطيا 

⇐ 𝐶, 𝐵, 𝐴 ليست على استقامة واحدة فهي تعين مستو 

𝑛ሬԦ ሺ 𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ −2𝑎 + 2𝑐 = 0…① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑎 − 4𝑏 + 3𝑐 = 0…② 

𝑎بفرض  = 1  

2−  ①نعوض في  + 2𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 1  

1  ②نعوض في  − 4𝑏 + 3 = 0 ⇒ 𝑏 = 1 

𝑛ሬԦሺ1,1,1ሻ       𝐴ሺ2,1,0ሻ 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ ∶ ሺ𝑥 − 2 ሻ + ሺ𝑦 − 1 ሻ + ሺ𝑧 − 0ሻ = 0 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

 𝑑المستقيم  -2

𝐷 ሺ −2,1, 1ሻ  و الموجه هو𝑢ሬԦ = 𝑛ሬԦሺ1,1,1ሻ 

𝑑 ∶  ൝
𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡 + 1

  ; 𝑡 ∈ 𝑅 

𝐴 

𝑁 

𝐵 

𝐶 
𝐶 

𝐴 

𝑁 

𝐵 
ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, ሺ𝐶𝐵𝑁ሻ) 
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3-  
𝐷′ ← 𝑑

↙ ↖
ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ→ 𝑡

 

𝑡 − 2 + 𝑡 + 1 + 𝑡 + 1 − 3 = 0 
3𝑡 − 3 = 0 ⇒ 𝑡 = 1 

𝑥 = 1 − 2
𝑦 = 1 + 1
𝑧 = 1 + 1

} 𝐷′ሺ −1,2,2ሻ 

4- 𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ𝐷, 𝐴𝐵𝐶ሻ = 𝐷𝐷′                 

𝐷𝐷′ = ඥሺ−1 + 2ሻ2 + ሺ2 − 1ሻ2 + ሺ2 − 1ሻ2 

𝐷𝐷′ = √1 + 1 + 1 = √3 
 𝑆الكرة  -5

𝐼  منتصفሾ𝐴𝐵ሿ 𝐼 ሺ1,1,1ሻ ⇐ 

𝑅 =
𝐴𝐵

2
=
√4 + 0 + 4

2
=
2√2

2
= √2 

𝑆: ሺ𝑥 − 1ሻ2 + ሺ𝑦 − 1ሻ2 + ሺ𝑧 − 1ሻ2 = 2 

;𝑶)في معلم متجانس المسألة الثالثة:  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ)  نتأمل النقطة

𝑨ሺ𝟐,−𝟏, 𝟐ሻ :والمستويان 

𝑷: 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 
𝑸: 𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟓 = 𝟎 

 والمطلوب:

 ، اكتب تمثيلاً وسيطياً له.𝒅متقاطعان بمستقيم  𝑸و  𝑷( أثبت أن 1

ويعامد الفصل المشترك  𝑨المار بالنقطة  𝑹( اكتب معادلة المستوي 2

 𝑸و  𝑷للمستويين 

 𝒅على المستقيم  𝑨مسقط  ′𝑨( جد إحداثيات 3

 𝒅عن المستقيم  𝑨( استنتج بعد النقطة 4

 الحل:

1) 𝑛ሬԦ𝑃ሺ2,−1,1ሻ  ,   𝑛ሬԦ𝑄ሺ1,1,2ሻ 
2

1
≠
−1

1
≠
1

2
 

𝑛ሬԦ𝑃 𝑃غير مرتبطين خطّياً  𝑛ሬԦ𝑄و  ⇐  متقاطعان بفصل مشترك 𝑄و  ⇐

 :𝑑إيجاد التمثيل الوسيطي للمستقيم 

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0…①

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0…②
 

𝑧بفرض  = 𝑡: 

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑡 − 4 = 0…①

𝑥 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0…②
 

3𝑥 :②و  ①بجمع المعادلتين  + 3𝑡 − 9 = 0 ⇒ 𝑥 = 3 − 𝑡 

3 :②نعوّض في  − 𝑡 + 𝑦 + 2𝑡 − 5 = 0 ⇒ 𝑦 = 2 − 𝑡 

⇒ 𝑑: ൝
𝑥 = 3 − 𝑡
𝑦 = 2 − 𝑡
𝑧 = 𝑡

   ; 𝑡 ∈ 𝑅 

𝑛ሬԦالناظم:  𝐴ሺ2,−1,2ሻ( النقطة: 2 = 𝑢ሬԦሺ−1,−1,1ሻ 
𝑅:−ሺ𝑥 − 2ሻ − ሺ𝑦 + 1ሻ + ሺ𝑧 − 2ሻ = 0 

⇒ 𝑅:−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

3 ) 
𝐴′← 𝑑
↙ ↖
𝑅→ 𝑡

 

−3 + 𝑡 − 2 + 𝑡 + 𝑡 − 1 = 0 ⇒ 𝑡 = 2 
𝑥 = 3 − 2
𝑦 = 2 − 2
𝑧 = 2

} ⇒  𝐴′ሺ1,0,2ሻ 

4) 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐴, 𝑑ሻ = 𝐴𝐴′ 

𝐴𝐴′ = √1 + 1 + 0 = √2 

 المسألة الرابعة:

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭  موشور قائم قاعدته𝑨𝑩𝑪  

 نتأمل المعلم  𝑨مثلث قائم في 

;𝑨)المتجانس  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ): 

𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝟑𝒊Ԧ , 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ = 𝟑𝒋Ԧ  ,   𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ = 𝟑𝒌ሬሬԦ 

 .𝑬و 𝑫و 𝑪و 𝑩و 𝑨( جد إحداثيات النقاط 1

 مركز ثقل المثلث 𝑳( جد إحداثيات 2

ሺ𝑩𝑪𝑬ሻ  ثم أثبت أنሺ𝑨𝑳ሻ يعامد المستوي 

ሺ𝑩𝑪𝑬ሻ .واكتب معادلته 

 المار  𝚫( جد تمثيل وسيطي للمستقيم 3

 .ሺ𝑩𝑪𝑬ሻويعامد المستوي  𝑨من 

 .ሺ𝑩𝑪𝑬ሻعلى المستوي  𝑨مسقط  ′𝑨( جد إحداثيات 4

 .ሺ𝑩𝑪𝑬ሻعن المستوي  𝑨( استنتج بعد 5

وتمس المستوي  𝑨التي مركزها  𝑺( استنتج أن معادلة الكرة 6

ሺ𝑩𝑪𝑬ሻ  :هي من الشكل𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟑 

ሺ𝑬( احسب حجم رباعي الوجوه 7 − 𝑨𝑩𝑪ሻ. 

 الحل:

1 )        𝐴ሺ0,0,0ሻ , 𝐵ሺ3,0,0ሻ , 𝐶ሺ0,3,0ሻ 

𝐷ሺ0,3,3ሻ , 𝐸ሺ0,0,3ሻ 

2 )𝐿  مركز ثقلሺ𝐵𝐶𝐸ሻ: 

𝐿ሺ1,1,1ሻ 

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦሺ−3,3,0ሻ , 𝐵𝐸ሬሬሬሬሬԦሺ−3,0,3ሻ 
−3

−3
≠
0

3
  ً  غير مرتبطين خطيا

𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦሺ1,1,1ሻ 

𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐸ሬሬሬሬሬԦ = −3 + 0 + 3 = 0 ⇒ 𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦ ⊥ 𝐵𝐸ሬሬሬሬሬԦ 

𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ = −3 + 3 + 0 = 0 ⇒ 𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦ ⊥ 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ 

ሺ𝐴𝐿ሻ  عمودي على المستويሺ𝐵𝐶𝐸ሻ. 

 :𝐵ሺ3,0,0ሻنختار ، ሺ𝐵𝐶𝐸ሻمعادلة المستوي 

ሺ𝐴𝐿ሻ  يعامدሺ𝐵𝐶𝐸ሻ :𝑛ሬԦ = 𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦ 

1ሺ𝑥 − 3ሻ + 1ሺ𝑦 − 0ሻ + 1ሺ𝑧 − 0ሻ = 0 

ሺ𝐵𝐶𝐸ሻ: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

𝑢ሬԦوالموجه:   𝐴ሺ0,0,0ሻ( النقطة: 3 = 𝐴𝐿ሬሬሬሬሬԦሺ1,1,1ሻ 

Δ: {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ 𝑅 

4 )𝐴′  نقطة تقاطعΔ  والمستويሺ𝐵𝐶𝐸ሻ: 

𝑡 + 𝑡 + 𝑡 − 3 = 0 ⇒ 𝑡 = 1 

Δ: 𝑥نعوض في  = 1 , 𝑦 = 1 , 𝑧 = 1 ⇒ 𝐴′ሺ1,1,1ሻ 

5 )𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐴, 𝐵𝐶𝐸ሻ = ሾ𝐴𝐴′ሿ      

ሾ𝐴𝐴′ሿ = √1 + 1 + 1 = √3 

⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐴, 𝐵𝐶𝐸ሻ = √3 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝐷 𝐸 

𝐹 
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𝑟ونصف القطر:   𝐴ሺ0,0,0ሻ( المركز: 6 = ሾ𝐴𝐴′ሿ = √3 

𝑆: ሺ𝑥 − 0ሻ2 + ሺ𝑦 − 0ሻ2 + ሺ𝑧 − 0ሻ2 = (√3)
2
 

𝑆: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3 

7 )𝑉 =
1

3
𝑆. ℎ ⇒ 𝑆𝐴𝐵𝐶 =

ሾ𝐴𝐵ሿሾ𝐴𝐶ሿ

2
=
3×3

2
=
9

2
     

ℎ = ሾ𝐸𝐴ሿ = 3 ⇒ 𝑉 =
1

3
×
9

2
× 3 =

9

2
 

  لة الخامسة:أالمس

;𝑶)في معلم متجانس  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ)  :لدينا𝑨ሺ𝟐, 𝟏, 𝟐ሻ :والمستويان 

𝑷: 𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

𝑸:𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

 متعامدان. 𝑷  و 𝑸أثبت أن  (1

 .𝑷  و 𝑸عن كل من المستويين  𝑨احسب بعد  (2

 .𝑷  و 𝑸عن الفصل المشترك للمستويين  𝑨استنتج بعد  (3

 .𝑷  و 𝑸اكتب تمثيلاً وسيطياً للفصل المشترك للمستويين  (4

,𝑩 ሺ𝟒المار من  𝑹اكتب معادلة المستوي  (5 𝟏, 𝟐ሻ  ويعامد𝒅. 

 . 𝑷  و 𝑸 و 𝑹نقطة تقاطع  ′𝑩جد  (6

,𝑴ሺ𝒙عين مجموعة النقاط  (7 𝒚, 𝒛ሻ  التي تحقق𝑴𝑨ሬሬሬሬሬሬሬԦ.𝑴𝑩ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝟎 

 الحل:

1- 𝑛ሬԦ𝑃ሺ1, 1, −2ሻ    ,    𝑛ሬԦ𝑄ሺ1, 1, 1ሻ 

𝑛ሬԦ𝑃 . 𝑛ሬԦ𝑄 = 1 + 1 − 2 = 0 

 المستويان متعامدان. ⟸

2-        

𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ𝐴, 𝑃ሻ =
|2 + 1 − 4 − 1|

√1 + 1 + 4
=
2

√6
 

𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ𝐴, 𝑄ሻ =
|2 + 1 + 2|

√1 + 1 + 1
=
5

√3
  

3-        𝑑𝑖𝑠𝑡 ሺ𝐴, 𝑑ሻ2 = (
5

√3
)
2
+ (

2

√6
)
2

 

𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐴, 𝑑ሻ2 =
25

3
+
4

6
=
27

3
= 9 

𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐴, 𝑑ሻ = √9 = 3 

4- {
𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0              
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0                    

 

𝑥بفرض:  = 𝑡 

𝑡 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0…① 

𝑡 + 𝑦 + 𝑧 = 0…② 

 

 :①من  ②نطرح 

−3𝑧 − 1 = 0 ⇒ 𝑧 = −
1

3
 

𝑡 :②نعوض في  + 𝑦 −
1

3
= 0 ⇒ 𝑦 = −𝑡 +

1

3
 

𝑑: 

{
 
 

 
 

   

 𝑥 = 𝑡                                      

𝑦 = −𝑡 +
1

3
             ∶ 𝑡 ∈ 𝑅

𝑧 = −
1

3
                                       

 

5-            𝐵ሺ4, 1, 2ሻ    ,     𝑛ሬԦ = 𝑢ሬԦሺ1, −1, 0ሻ 

𝑅: ሺ𝑥 − 4ሻ − 1ሺ𝑦 − 1ሻ + 0ሺ𝑧 − 2ሻ = 0  

𝑅: 𝑥 − 𝑦 − 3 = 0 

  𝑑على المستقيم  𝐵مسقط  `𝐵هي  𝑃  و 𝑄 و 𝑅نقطة تقاطع المستويات  -6

⟸ 𝐵`  نقطة تقاطع𝑑 و  𝑅 

𝐵`   ⇐     𝑑                 

↙     ↖ 

𝑅  ⇒    𝑡 

𝑡 + 𝑡 −
1

3
− 3 = 0 ⇒ 2𝑡 =

10

3
⇒ 𝑡 =

5

3
 

   

 𝑥 =
5

3
                  

𝑦 = −
5

3
+
1

3
= −

4

3
          

𝑧 = −
1

3
                     }

 
 

 
 

  ⇒      𝐵` ൬
5

3
, −
4

3
,−
1

3
൰ 

7-   𝐴ሺ2, 1, 2ሻ   ,    𝐵ሺ4, 1, 2ሻ     ,    𝑀ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ(ሺ2 − 𝑥ሻ, ሺ1 − 𝑦ሻ, ሺ2 − 𝑧ሻ) 

𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ(ሺ4 − 𝑥ሻ, ሺ1 − 𝑦ሻ, ሺ2 − 𝑧ሻ) 

𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ = 0 

ሺ2 − 𝑥ሻሺ4 − 𝑥ሻ + ሺ1 − 𝑦ሻ2 + ሺ2 − 𝑧ሻ2 = 0 

8 − 2𝑥 − 4𝑥 + 𝑥2 + 1 − 2𝑦 + 𝑦2 + 4 − 2𝑧 + 𝑧2 = 0 

𝑥2 − 6𝑥 + 9 − 9 + 8 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0 

ሺ𝑥 − 3ሻ2 + ሺ𝑦 − 1ሻ2 + ሺ𝑧 − 2ሻ2 = 1 

,ሺ3تمثل كرة مركزها  𝑀مجموعة النقاط  1, 2ሻ  نصف قطرهاሺ1ሻ. 
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 المسألة السادسة:

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯  مكعب طول 

 ሾ𝑩𝑮ሿمنتصف  𝑰، 𝟐ضلعه 

𝑶  :𝟐تحقق العلاقة𝑨𝑶ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑨𝑮ሬሬሬሬሬԦ 

 ;𝑨) نختار معلماً: 
𝟏

𝟐
𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ  ,

𝟏

𝟐
𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ  ,

𝟏

𝟐
𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ) 

, 𝑰جد إحداثيات رؤوس المكعب وجد إحداثيات النقاط  .1 𝑶. 

 .ሺ𝑶𝑩𝑮ሻاكتب معادلة المستوي  .2

 ሾ𝑩𝑮ሿمعادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  𝑸اكتب  .3

 ሺ𝑶𝑰ሻاكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  .4

, ሺ𝑶𝑩𝑮ሻهو الفصل المشترك للمستويين  ሺ𝑶𝑰ሻأثبت أن  .5 𝑸 

.𝑶𝑩ሬሬሬሬሬሬԦاحسب  .6 𝑶𝑮ሬሬሬሬሬሬԦ   واستنتج𝐜𝐨𝐬(𝑮𝑶�̂�) 

 الحل:

1) 

𝐴ሺ0, 0, 0ሻ         𝐵ሺ2, 0 , 0ሻ      𝐶ሺ2, 2, 0ሻ         𝐷ሺ0, 2 , 0ሻ 

𝐸ሺ0, 0, 2ሻ         𝐹ሺ2, 0 , 2ሻ      𝐺ሺ2, 2, 2ሻ         𝐻ሺ0, 2 , 2ሻ 

𝑂ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

2𝐴𝑂ሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬԦ 

2 [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

2
2
2
]  

2𝑥 = 2     ⇒      𝑥 = 1
2𝑦 = 2      ⇒      𝑦 = 1
2𝑧 = 2       ⇒       𝑧 = 1

}    ⇒    𝑂ሺ1, 1, 1ሻ 

𝐼 ൬
4

2
,
2

2
,
2

2
൰ ⇒ 𝐼ሺ2, 1, 1ሻ 

2 ) 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ ሺ1, −1,−1ሻ    ,     𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ ሺ1, 1, 1ሻ 

1

1
≠
−1

1
 

𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ  و𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ .ًغير مرتبطين خطيا 

𝑂ሺ1, 1, 1ሻ    ,      𝑛ሬԦሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ ⇒  𝑛ሬԦ . 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒   𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0…① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ . 𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0…② 

𝑐بفرض  = 1 

𝑎 − 𝑏 − 1 = 0    ……① 

𝑎 + 𝑏 + 1 = 0    ……② 

2𝑎: نجد ②و  ①بجمع  = 0    ⇒     𝑎 = 0    

0:               ②نعوض في  + 𝑏 + 1 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

𝑛ሬԦሺ0,−1, 1ሻ               𝑂ሺ1, 1, 1ሻ 

ሺ𝑂𝐵𝐺ሻ: 0ሺ𝑥 − 1ሻ − ሺ𝑦 − 1ሻ + ሺ𝑧 − 1ሻ = 0 

ሺ𝑂𝐵𝐺ሻ: −𝑦 + 𝑧 = 0 

 𝐵𝐺منتصف  𝐼( النقطة 3

𝐼ሺ2, 1, 1ሻ    ,    𝑛ሬԦ = 𝐵𝐺ሬሬሬሬሬԦሺ0, 2, 2ሻ 

𝑄: 0ሺ𝑥 − 2ሻ + 2ሺ𝑦 − 1ሻ + 2ሺ𝑧 − 1ሻ = 0 

𝑄: 2𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0 

4 )𝑂ሺ1, 1, 1ሻ     ,     𝑢ሬԦ = 𝑂𝐼ሬሬሬሬԦሺ1,0,0ሻ      

ሺ𝑂𝐼ሻ:  ൝  
 𝑥 = 𝑡 + 1 
𝑦 = 1     
𝑧 = 1    

  ∶ 𝑡 ∈ 𝑅 

في معادلة المستوي  ሺ𝑂𝐼ሻ( نعوض التمثيلات الوسيطية للمستقيم 5

ሺ𝑂𝐵𝐺ሻ 

⇒ −1 + 1 = 0    ⇒     0 = ةمحقق    0  

𝑂𝐼  محتوى في المستويሺ𝑂𝐵𝐺ሻ  نعوض التمثيلات الوسيطية للمستقيم

ሺ𝑂𝐼ሻ  في معادلة المستوي𝑄 

⇒  2 + 2 − 4 = 0    ⇒     0 =  محققة    0

𝑂𝐼  محتوى في المستوي𝑄 

, ሺ𝑂𝐵𝐺ሻهو الفصل المشترك للمستويين ሺ𝑂𝐼ሻالمستقيم  𝑄 

6 )𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ .  𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = 1 − 1 − 1 = −1          

𝑐𝑜𝑠(𝐺𝑂�̂�) =
𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ .  𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ

‖𝑂𝐵ሬሬሬሬሬԦ‖ .  ‖𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ‖
=

−1

√3 × √3
= −

1

3
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 معادلة الأسطوانة:
,ሺ𝒐محورها  -1 𝒊Ԧሻ: 

,𝑨ሺ𝒂مركزا قاعدتيها  𝟎, 𝟎ሻ و𝑩ሺ𝒃, 𝟎, 𝟎ሻ ونصف قطرها𝒓 

𝒉 = |𝒃 − 𝒂| 

𝑦2معادلتها:  + 𝑧2 = 𝑟2 
𝑎شرطها:  ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

,ሺ𝒐محورها  -2 𝒋Ԧሻ: 

,𝑨ሺ𝟎مركزا قاعدتيها  𝒂, 𝟎ሻو𝑩ሺ𝟎, 𝒃, 𝟎ሻ ونصف قطرها𝒓 

𝑥2معادلتها:  + 𝑧2 = 𝑟2 

𝑎شرطها:  ≤ 𝑦 ≤ 𝑏 

,𝒐)محورها  -3 𝒌ሬሬԦ): 

,𝑨ሺ𝟎مركزا قاعدتيها  𝟎, 𝒂ሻ و𝑩ሺ𝟎, 𝟎, 𝒃ሻ ونصف قطرها𝒓 

𝑥2معادلتها:  + 𝑦2 = 𝑟2 

𝑎شرطها:  ≤ 𝑧 ≤ 𝑏 

 لا تحوي معادلة الاسطوانة على متغير المحور.ملاحظة: 

,ሺ𝒐اكتب معادلة اسطوانة محورها مثال:  𝒋Ԧሻ  ومركزا قاعدتيها

𝑶ሺ𝟎, 𝟎, 𝟎ሻ  و𝑸ሺ𝟎, 𝟖, 𝟎ሻ  𝟐ونصف قطرها. 

 الحل:

{
𝑥2 + 𝑧2 = 𝑟2

𝑦𝑜 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑄
 

{
𝑥2 + 𝑧2 = 4
0 ≤ 𝑦 ≤ 8

 

,ሺ𝒐اكتب معادلة اسطوانة محورها مثال:  𝒊Ԧሻ  ومركز قاعدتهاሺ𝒐ሻ 

 .𝟔√ونصف قطرها 

 الحل:

𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 

𝑦2 + 𝑧2 = 6 

,𝒐)اكتب معادلة اسطوانة محورها مثال:  𝒌ሬሬԦ)  ومركزا قاعدتيها

𝑶ሺ𝟎, 𝟎, 𝟎ሻ  و𝑨ሺ𝟎, 𝟎, 𝟕ሻ  ثم بين أي النقاط التالية  𝟑ونصف قطرها

,𝑫ሺ𝟑تنتمي للاسطوانة:  𝟎, 𝟑ሻ  و𝑸(√𝟔, √𝟑, 𝟗) 

 الحل:
 معادلة الاسطوانة:

{
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

𝑧𝑜 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝐴
 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 9
0 ≤ 𝑧 ≤ 7

 

 :𝐷ሺ3,0,3ሻاختبار 

ሺ3ሻ2 + ሺ0ሻ2 = 9 

⇒ 9 = 9 ⇒  محققة

0 ≤ 𝑧𝐷 = 3 ≤ 7 ⇒  محققة

𝐷 تنتمي إلى الاسطوانة 

,𝑄(√6اختبار  √3, 9): 

(√6)
2
+ (√3)

2
= 9 

⇒ 9 = 9 ⇒  محققة

0 ≤ 𝑧𝑄 = 9 ≤ 7 ⇒  غير محققة

𝑄 لا تنتمي للاسطوانة 

 

 

 

 

 

,𝑴ሺ𝒙صف مجموعة النقاط مثال:  𝒚, 𝒛ሻ :التي تحقق 

{
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝟓
𝟏 ≤ 𝒛 ≤ 𝟒

 

 الحل:

,𝑜)تمثل اسطوانة محورها  𝑀مجموعة النقاط  𝑘ሬԦ)  ونصف قطرها𝑟 =

 𝐵ሺ0,0,4ሻو  𝐴ሺ0,0,1ሻومركزا قاعداتيها  5

 معادلة المخروط:
,ሺ𝒐محوره  -1 𝒊Ԧሻ: 

,𝑨ሺ𝒉ومركز قاعدته  𝒐رأسه  𝟎, 𝟎ሻ  ونصف قطرها𝒓. 

𝑦2معادلته:  + 𝑧2 −
𝑟2

ℎ2
𝑥2 = 0 

0شرطه:  ≤ 𝑥 ≤ ℎ 

,ሺ𝒐محوره  -2 𝒋Ԧሻ: 

,𝑨ሺ𝟎ومركز قاعدته  𝒐رأسه  𝒉, 𝟎ሻ  ونصف قطرها𝒓. 

𝑥2معادلته:  + 𝑧2 −
𝑟2

ℎ2
𝑦2 = 0 

0شرطه:  ≤ 𝑦 ≤ ℎ 

,𝒐)محوره  -3 𝒌ሬሬԦ): 

,𝑨ሺ𝟎ومركز قاعدته  𝒐رأسه  𝟎, 𝒉ሻ  ونصف قطرها𝒓. 

𝑥2معادلته:  + 𝑦2 −
𝑟2

ℎ2
𝑧2 = 0 

0شرطه:  ≤ 𝑧 ≤ ℎ 

,ሺ𝒐ومحوره  𝒐اكتب معادلة المخروط الذي رأسه مثال:  𝒊Ԧሻ  وقاعدته

,𝑩ሺ𝟒الدائرة التي مركزها  𝟎, 𝟎ሻ  𝟑ونصف قطرها. 

 الحل:

ℎ = 4  ,   𝑟 = 3 

൝𝑦
2 + 𝑧2 −

𝑟2

ℎ2
𝑥2 = 0

0 ≤ 𝑥 ≤ ℎ

 

൝𝑦
2 + 𝑧2 −

9

16
𝑥2 = 0

0 ≤ 𝑥 ≤ 4
 

,𝒐)ومحوره  𝒐اكتب معادلة المخروط الذي رأسه مثال:  𝒌ሬሬԦ)  وقاعدته

,ሺ𝟎الدائرة التي مركزها  𝟎, 𝟓ሻ  ثم بين إن كانت النقطتان  𝟐نصف قطرها

𝑸ሺ𝟐, 𝟎, 𝟓ሻ  و𝑻(𝟐, 𝟐√𝟑,  تنتميان إلى المخروط أم لا؟ (𝟏𝟎

 الحل:

ℎ = 5  ,   𝑟 = 2 

൝𝑥
2 + 𝑦2 −

𝑟2

ℎ2
𝑧2 = 0

0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ

 

൝𝑥
2 + 𝑦2 −

4

25
𝑧2 = 0

0 ≤ 𝑧 ≤ 5
 

 :𝑄ندرس انتماء 

ሺ2ሻ2 + ሺ0ሻ2 −
4

25
ሺ5ሻ2 = 0 

⇒ 4 − 4 = 0 ⇒  محققة

0 ≤ 5 ≤ 5 ⇒  محققة

𝑄 ∈  المخروط

𝑇: ሺ2ሻ2ندرس انتماء  + (2√3)
2
−

4

25
ሺ10ሻ2 = 0 

⇒ 16 − 16 = 0 ⇒  محققة

0 ≤ 10 ≤ 5 ⇒  غير محققة

𝑇 ∉  المخروط 
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 ①ورقة عمل يدوية هندسة 
 السؤال الأول:

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯 ،مكعب 

𝑰  منتصف𝑬𝑭  

 𝑨𝑬منتصف  𝑱و

 عبّر عن المجموع الشعاعي  -1

 بدلالة شعاع واحد:

𝒂ሻ  𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ + 𝑫𝑮ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑬𝑭ሬሬሬሬሬԦ 

𝒃ሻ   𝟐𝑨𝑱ሬሬሬሬԦ + 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑪𝑮ሬሬሬሬሬԦ 

 التي تحقق: 𝑴عين موقع  -2

𝒂ሻ  𝟐𝑨𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑫𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑮𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝟐𝑰𝑭ሬሬሬሬԦ 

𝒃ሻ   𝑩𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑩𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑫𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑰𝑮ሬሬሬሬԦ + 𝑰𝑱ሬሬሬԦ 

محور التراتيب، تبعد عن الواقعة على  𝑯عينّ النقطة  السؤال الثاني:

𝑩 و  𝑨 :بعداً متساوياً حيث 𝑨ሺ𝟐, 𝟏, 𝟏ሻ      ,     𝑩ሺ−𝟏, 𝟎, 𝟐ሻ 

 لتقع النقاط: 𝒂  و 𝒃ن عيّ السؤال الثالث: 

𝑩ሺ𝟑, 𝟐, 𝟏ሻ       ,        𝑨ሺ𝟐, 𝟑, 𝟎ሻ       ,      𝑴ሺ𝒂, 𝒃, 𝟐ሻ 

 على استقامة واحدة.

 السؤال الرابع:

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯 ،مكعب 

𝑱  تحقق𝑩𝑱ሬሬሬሬԦ =
𝟑

𝟒
𝑩𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ 

𝑰  تحقق𝑫𝑰ሬሬሬሬሬԦ =
𝟏

𝟒
𝑫𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ 

,𝑨; 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ)نتخذ معلماً متجانس  𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ , 𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ) 

 تعين مستوي 𝑮  و 𝑱  و 𝑬أثبت أن النقاط  .1

,𝑯𝑰ሬሬሬሬሬԦادرس الارتباط الخطي للأشعة:  .2 𝑬𝑱ሬሬሬሬԦ , 𝑬𝑮ሬሬሬሬሬԦ 

 ሺ𝑬𝑮𝑱ሻوالمستوي  ሺ𝑯𝑰ሻماذا تستنتج فيما يخص المستقيم  .3

 السؤال الخامس:

𝑨𝑩𝑪𝑫  رباعي وجوه منتظم 

  والمطلوب: 𝟒طول ضلعه 

.𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦاحسب  -1 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ  

.𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦو  𝑩𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ  و𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ. 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬԦ.  

 .𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦيعامد  𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦأثبت أن  -2

 ، ሾ𝑨𝑩ሿمنتصف  𝑰نضع  -3

  ሾ𝑪𝑫ሿمنتصف  𝑱و

𝑰𝑱ሬሬሬԦأثبت أن:  =
𝟏

𝟐
𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑩𝑪ሬሬሬሬሬሬԦ +

𝟏

𝟐
𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ  :ثم تحقق أن𝑨𝑩 ⊥ 𝑰𝑱 

مركز ثقل المثلث  𝑮، و 𝑨𝑩𝑪𝑫مركز ثقل الرباعي  𝑶نضع  -4

ሺ𝑩𝑪𝑫ሻ  أثبت أن𝑨  و𝑶  و𝑮 .على استقامة واحدة 

𝑫𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦالتي تحقق:  𝑴حدد موقع  -5 =
𝟏

𝟐
(𝑫𝑨ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑫𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ) − 𝑩𝑰ሬሬሬሬሬԦ 

 

 

 

 

 ①ورقة عمل يدوية هندسة حل 
 السؤال الأول:

1 )a) 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ + 𝐷𝐺ሬሬሬሬሬԦ − 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ + 𝐹𝐸ሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ = 2𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ 

b) 2𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐺ሬሬሬሬሬԦ = 2𝐴𝐽ሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐹ሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ = 2𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ 

2 )a ) 2𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐷𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝐺𝐷ሬሬሬሬሬԦ + 2𝐼𝐹ሬሬሬሬԦ 

⇒ 2𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ + 2𝐼𝐹ሬሬሬሬԦ ⇒ 2𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 2𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ + 2𝐼𝐹ሬሬሬሬԦ 

⇒ 2𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 2𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ 

𝑀  تنطبق على𝐹 

b) 𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ + 𝐷𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝐼𝐺ሬሬሬሬԦ + 𝐼𝐽ሬሬሬԦ 

⇒ 𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐺ሬሬሬሬሬԦ + 𝐺𝐼ሬሬሬሬԦ + 𝐼𝐽ሬሬሬԦ ⇒ 𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐵𝐽ሬሬሬሬԦ 

𝑀  تنطبق على𝐽 

 السؤال الثاني:

𝐻ሺ0, 𝑦, 0ሻ 

𝐻𝐴 = 𝐻𝐵 

ඥ4 + ሺ1 − 𝑦ሻ2 + 1 = ඥ1 + 𝑦2 + 4 

⇒ ඥሺ1 − 𝑦ሻ2 + 5 = ඥ𝑦2 + 5 ⇒ ሺ1 − 𝑦ሻ2 + 5 = 𝑦2 + 5 

⇒ 1− 2𝑦 + 𝑦2 + 5 = 𝑦2 + 5 ⇒ 1 = 2𝑦 ⇒ 𝑦 =
1

2
 

𝐻 ൬0,
1

2
, 0൰ 

 السؤال الثالث:

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ1, −1,1ሻ  ,   𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦሺ𝑎 − 2, 𝑏 − 3,2ሻ 

1

𝑎 − 2⏟  
①

=
−1

𝑏 − 3⏟  
②

=
1

2⏟
③

 

 :②و  ①من 
1

2
=

−1

𝑏−3
⇒ 𝑏 − 3 = −2 ⇒ 𝑏 = 1 

 :③و  ①من 
1

𝑎−2
=
1

2
⇒ 2 = 𝑎 − 2 ⇒ 𝑎 = 4 

 

 

 

 

𝐴 

𝐷 

𝐸 

𝐻 𝐺 

𝐶 

𝐵 

𝐹 

𝐽 
𝐼 

𝐵 

𝐴 

𝐷 

𝐶 

𝐼 

𝐺 𝐽 

𝐴 

𝐷 

𝐸 

𝐻 𝐺 

𝐶 

𝐵 

𝐹 

𝐽 

𝐼 
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 السؤال الرابع:

1) 𝐸ሺ0,0,1ሻ  , 𝐺ሺ1,1,1ሻ  ,   𝐽 (1,
3

4
, 0) 

𝐼 ൬
1

4
, 1,0൰   ,   𝐻ሺ0,1,1ሻ 

𝐸𝐺ሬሬሬሬሬԦሺ1,1,0ሻ  ,   𝐸𝐽ሬሬሬሬԦ ൬1,
3

4
, 1൰ 

1

1
≠
1

3
4

≠
0

−1
 

 النقاط تعينّ مستوي. ⇐الأشعة غير مرتبطة خطّياً 

2) 𝐻𝐼ሬሬሬሬԦ (
1

4
, 0,−1) 

𝐻𝐼ሬሬሬሬԦ = 𝛼𝐸𝐺ሬሬሬሬሬԦ + 𝛽𝐸𝐽ሬሬሬሬԦ 

(

1

4
0
−1

) = 𝛼 (
1
1
0
) + 𝛽 (

1
3

4
−1

) 

⇒
1

4
= 𝛼 + 𝛽…① 

⇒ 0 = 𝛼 +
3

4
𝛽…② 

⇒ −1 = −𝛽…③ 

𝛽 نجد: ③من  = 1 

 :①نعوّض في 
1

4
= 𝛼 + 1 ⇒ 𝛼 = −

3

4
 

0 :②نتحقق في  = −
3

4
+
3

4
⇒ 0 =  محققة 0

ً  𝐸𝐽ሬሬሬሬԦو  𝐸𝐺ሬሬሬሬሬԦو  𝐻𝐼ሬሬሬሬԦالأشعة  ⇐  مرتبطة خطيا

 ሺ𝐸𝐺𝐽ሻيوازي المستوي  ሺ𝐻𝐼ሻ( المستقيم 3

 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الخامس:

1- 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ = ‖𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ‖‖𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ‖ 𝑐𝑜𝑠(𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ, 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ) 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 4 × 4 × 𝑐𝑜𝑠ሺ60ሻ = 8        

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ = −𝐵𝐴ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 4 × 4 × 𝑐𝑜𝑠ሺ60ሻ = 8 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 4 × 4 × 𝑐𝑜𝑠ሺ60ሻ = 8 

2- 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ(𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ) 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ − 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 4 × 4 × 𝑐𝑜𝑠ሺ60ሻ − 4 × 4 × 𝑐𝑜𝑠ሺ60ሻ 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 8 − 8 = 0 

⇐ ሺ𝐴𝐵ሻ  وሺ𝐶𝐷ሻ .متعامدان 

3- 𝑙1 = 𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 𝐼𝐵ሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐽ሬሬሬሬԦ = 𝐼𝐵ሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝑙1 =
1

2
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ +

1

2
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 𝑙2      

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ൬
1

2
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ +

1

2
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ൰ 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐼𝐽ሬሬሬԦ =
1

2
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ2 + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬԦ +

1

2
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐼𝐽ሬሬሬԦ =
1

2
ሺ4ሻ2 − 8 +

1

2
ሺ0ሻ = 8 − 8 + 0 = 0 

⇐ (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ)  و(𝐼𝐽ሬሬሬԦ) .متعامدان 

⇐مركز ثقل  𝐺لدينا  -4 𝐵𝐶𝐷 𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاطሺ𝐵, 1ሻ 

,ሺ𝐶و  1ሻ  وሺ𝐷, 1ሻ 

,ሺ𝐴مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐴𝐵𝐶𝐷 ⇐ 𝑂مركز ثقل  𝑂و  1ሻ  و

ሺ𝐵, 1ሻ  وሺ𝐶, 1ሻ  وሺ𝐷, 1ሻ 

,ሺ𝐴مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑂حسب الخاصية التجميعية:  1ሻ  و

ሺ𝐺, 3ሻ ⇐ 𝐴  و𝑂  و𝐺 .واقعة على استقامة واحدة 

5- 𝐷𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ =
1

2
(2𝐷𝐼ሬሬሬሬԦ) − 𝐵𝐼ሬሬሬሬԦ ⇒ 𝐷𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐷𝐼ሬሬሬሬԦ + 𝐼𝐵ሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐷𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ   

 𝐵تنطبق على  𝑀النقطة 

 

 

 



 

 
140 

 ②ورقة عمل يدوية هندسة 

;𝑶)لدينا في معلم السؤال الأول:  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ) :النقاط 

𝑨ሺ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ    ,    𝑩ሺ𝟏, 𝟐, 𝟏ሻ    ,    𝑪ሺ𝟒, 𝟎, 𝟎ሻ 

 والمطلوب:

 تعين مستوي. 𝑨  و 𝑩  و 𝑪أثبت أن النقاط  -1
 تعطى بالعلاقة: ሺ𝑨𝑩𝑪ሻأثبت أن معادلة المستوي  -2

𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟑𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

, 𝑸ليكن المستويان  -3 𝑷: 

𝑷: 𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 − 𝟒 = 𝟎 

𝑸: 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟓 = 𝟎 

التمثيلات  𝒅أثبت أن المستويان يتقاطعان في الفصل المشترك 

 الوسيطية التالية: 

𝒅:  ൝  
 𝒙 = 𝒕 − 𝟐    
𝒚 = 𝟑            
𝒛 = 𝒕             

 ; 𝒕 ∈ 𝑹 

,  ሺ𝑨𝑩𝑪ሻما هي نقطة تقاطع المستويات  -4 𝑸  , 𝑷 

 السؤال الثاني:

 :′𝒅و  𝒅ليكن ليدنا المستقيمين 

𝒅: ൝  
 𝒙 = 𝟑𝑺 + 𝟐
𝒚 = −𝑺 − 𝟏
𝒛 = 𝑺 + 𝟏

 ∶  𝑺 ∈ 𝑹   ,   𝒅′: ൝  
 𝒙 = 𝒕 + 𝟏
𝒚 = 𝟐𝒕 − 𝟑
𝒛 = −𝒕 + 𝟐

 ∶  𝒕 ∈ 𝑹 

,  `𝒅أثبت أن  .1 𝒅  متقاطعان بنقطة𝑰 .جد إحداثياتها 

,  `𝒅المحدد بالمستقيمين  𝑷اكتب معادلة المستوي  .2 𝒅. 

 السؤال الثالث:

,𝑨ሺ𝟏ليكن:     𝟏, 𝟏ሻ 

𝑷: 𝒙 − 𝒚 + 𝟑𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

𝑸: − 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟔𝒛 + 𝟓 = 𝟎 

 .𝑷ويوازي  𝑨المار من  𝑹اكتب معادلة المستوي  -1

 .𝑹يوازي المستوي  𝑸أثبت أن  -2

 السؤال الرابع:

,𝑩ሺ𝟒لتكن  𝟐, 𝟏ሻ               𝑨ሺ𝟎, 𝟏, 𝟐ሻ 

 .ሺ𝑨𝑩ሻ. اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم 1

 .ሺ𝑨𝑩ሻويعامد  𝑨. اكتب معادلة المستوي المار من 2

 .𝑨وتمر من  𝑩. اكتب معادلة الكرة التي مركزها 3

 

 

 

 السؤال الخامس:

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯 :متوازي مستطيلات فيه 

𝑨𝑬 = 𝑨𝑫 = 𝟏  ,   𝑨𝑩 = 𝟐 

𝑰  منتصفሾ𝑨𝑩ሿ  و𝑱  منتصفሾ𝑪𝑮ሿ 

;𝑨)نتخذ معلم: 
𝟏

𝟐
𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ, 𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ, 𝑨𝑬ሬሬሬሬሬԦ). 

 .𝑫و  𝑱و  𝑰( أوجد إحداثيات 1

𝒄𝒐𝒔متعامدان واحسب  ሺ𝑰𝑱ሻو  ሺ𝑫𝑰ሻ( أثبت أن 2 𝑰𝑱�̂� 

 .𝑫𝑰𝑱( احسب مساحة المثلث 3

 .ሺ𝑫𝑰𝑱ሻ( اكتب معادلة المستوي 4

 .ሺ𝑫𝑰𝑱ሻعن المستوي  𝑯( احسب بعد 5

 .𝑯𝑫𝑰𝑱( احسب حجم رباعي الوجوه 6

 .ሺ𝑯𝑫𝑰ሻعن المستوي  𝑱( استنتج بعد 7
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 ②ورقة عمل يدوية هندسة حل 
 السؤال الأول:

1) 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ0,1,1ሻ  ,   𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦሺ3,−1,0ሻ 

0

3
≠
1

−1
 

 النقاط تعينّ مستوي ⇐الأشعة غير مرتبطة خطّياً 

2) 𝑛ሬԦሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑏 + 𝑐 = 0…① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 3𝑎 − 𝑏 = 0…② 

𝑐بفرض  = 𝑏 :①نعوّض في  1 + 1 = 0 ⇒ 𝑏 = −1 

3𝑎 :②نعوض في  + 1 = 0 ⇒ 𝑎 = −
1

3
 

⇒ 𝑛ሬԦ ൬−
1

3
, −1,1൰ ⇒ 𝑛ሬԦሺ−1,−3,3ሻ 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ: 1ሺ𝑥 − 4ሻ + 3ሺ𝑦 − 0ሻ − 3ሺ𝑧 − 0ሻ = 0 

⇒ ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ: 𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0 

3)  𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 4 = 0 

2𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 − 5 = 0 

𝑧بفرض  = 𝑡: 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑡 − 4 = 0 

2𝑥 + 3𝑦 − 2𝑡 − 5 = 0 

 :②ونجمع مع  ሺ−2ሻبـ ①نضرب 

−𝑦 + 8 − 5 = 0 ⇒ 𝑦 = 3 
𝑥 :①نعوض في  + 6 − 𝑡 − 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑡 − 2 

𝑑: ൝
𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 3
𝑧 = 𝑡

   ; 𝑡 ∈ 𝑅 

4 )
𝐼 ← 𝑑

↙ ↖
ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ→ 𝑡

 

𝑡 − 2 + 9 − 3𝑡 − 4 = 0 ⇒ 𝑡 =
3

2
 

𝑥 =
3

2
− 2

𝑦 = 3

𝑧 =
3

2 }
 
 

 
 

⇒ 𝐼 ൬−
1

2
, 3,
3

2
൰ 

 السؤال الثاني:

𝑢ሬԦሺ3, −1,1ሻ   ,   𝑣Ԧሺ1,2,−1ሻ 

3

1
≠
−1

2
≠
1

−1
 

𝑑الأشعة غير مرتبطة خطّياً   غير متوازيين. ′𝑑و  ⇐

3𝑠 + 2 = 𝑡 + 1…①

−𝑠 − 1 = 2𝑡 − 3…②

𝑠 + 1 = −𝑡 + 2…③

 

0 :③و  ②نجمع  = 𝑡 − 1 ⇒ 𝑡 = 1 

𝑆 :③نعوّض في  + 1 = −1 + 2 ⇒ 𝑆 = 0 

0 :①نتحقق في  + 2 = 1 + 1 ⇒ 2 =  محققة 2

 :𝑑في معادلة  𝑆نعوّض 

𝑥 = 2
𝑦 = −1
𝑧 = 1

} ⇒ 𝐼ሺ2, −1,1ሻ 

,𝑛ሬԦሺ𝑎 بفرض: 𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑢ሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝑢ሬԦ = 0 ⇒ 3𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0…① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝑣Ԧ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝑣Ԧ = 0 ⇒ 𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0…② 

𝑎بفرض  = 1: 

3 − 𝑏 + 𝑐 = 0…① 

1 + 2𝑏 − 𝑐 = 0…② 

4 :②و  ①بجمع  + 𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 = −4 

3 :①نعوض في  + 4 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −7 

𝑛ሬԦሺ1,−4,−7ሻ  ,   𝐼ሺ2, −1,1ሻ 

𝑃: ሺ𝑥 − 2ሻ − 4ሺ𝑦 + 1ሻ − 7ሺ𝑧 − 1ሻ = 0 

⇒ 𝑃: 𝑥 − 4𝑦 − 7𝑧 + 1 = 0 

 السؤال الثالث:

1) 𝐴ሺ1,1,1ሻ   ,    𝑛ሬԦ𝑃 = 𝑛ሬԦ𝑅ሺ1, −1,3ሻ 

𝑅: 1ሺ𝑥 − 1ሻ − 1ሺ𝑦 − 1ሻ + 3ሺ𝑧 − 1ሻ = 0 

⇒ 𝑅: 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 3 = 0 

2) 𝑛ሬԦ𝑅ሺ1,−1,3ሻ  ,   𝑛ሬԦ𝑄ሺ−2,2,−6ሻ 

−2

1
=
2

−1
=
−6

3
⇒ −2 = −2 = −2 

 الأشعة مرتبطة خطياً والمستويان متوازيان.

 الرابع:السؤال 

1) 𝐴ሺ0,1,2ሻ   ,    𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 𝑢ሬԦሺ4,1,−1ሻ 

ሺ𝐴𝐵ሻ ൝
𝑥 = 4𝑡
𝑦 = 𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡 + 2

    ; 𝑡 ∈ 𝑅 

2 ) 𝐴ሺ0,1,2ሻ   ,   𝑛ሬԦ = 𝑢ሬԦሺ4,1, −1ሻ 

𝑃: 4ሺ𝑥 − 0ሻ + ሺ𝑦 − 1ሻ − ሺ𝑧 − 2ሻ = 0 

⇒ 𝑃: 4𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 

3) 𝐵ሺ4,2,1ሻ    ,    𝑅 = 𝐵𝐴 = √16 + 1 + 1 = √18 

𝑆: ሺ𝑥 − 4ሻ2 + ሺ𝑦 − 2ሻ2 + ሺ𝑧 − 1ሻ2 = 18 
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 السؤال الخامس:

1 )𝐼ሺ1,0,0ሻ  ,   𝐽 (2,1,
1

2
)   ,   𝐷ሺ0,1,0ሻ 

2 )𝐷𝐼ሬሬሬሬԦሺ1,−1,0ሻ  ,   𝐼𝐽ሬሬሬԦ (1,1,
1

2
) 

𝐷𝐼ሬሬሬሬԦ. 𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 1 − 1 + 0 = 0 

 قائم. 𝐷𝐼𝐽متعامدان فالمثلث  ሺ𝐼𝐽ሻو  ሺ𝐷𝐼ሻالمستقيمان 

𝑐𝑜𝑠 𝐼𝐽�̂� =
المجاور

الوتر
=
𝐼𝐽

𝐷𝐽
 

𝐼𝐽 = √1 + 1 +
1

4
=
3

2
 

𝐷𝐽 = √4 + 0 +
1

4
=
√17

2
 

𝑐𝑜𝑠 𝐼𝐽�̂� =

3
2

√17
2

=
3

√17
 

 .𝐼قائم في  𝐷𝐼𝐽( المثلث 3

𝐷𝐼 = √1 + 1 + 0 = √2 

𝑆 =
𝐷𝐼 × 𝐼𝐽

2
=
√2 ×

3
2

2
=
3√2

4
 

4 )𝐷𝐼ሬሬሬሬԦሺ1,−1,0ሻ  ,   𝐼𝐽ሬሬሬԦ (1,1,
1

2
) 

1

1
≠
−1

1
  ً  غير مرتبطين خطيا

,𝑛ሬԦሺ𝑎بفرض:  𝑏, 𝑐ሻ 

𝑛ሬԦ. 𝐷𝐼ሬሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏 = 0…① 

𝑛ሬԦ. 𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 +
1

2
𝑐 = 0…② 

𝑏بفرض  = 1 ⇐ 𝑎 = 1 

 :②نعوض في 

1 + 1 +
1

2
𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −4 

𝑛ሬԦሺ1,1,−4ሻ 

 𝐼ሺ1,0,0ሻنختار: 

 ሺ𝐷𝐼𝐽ሻمعادلة 

1ሺ𝑥 − 1ሻ + 1ሺ𝑦 − 0ሻ − 4ሺ𝑧 − 0ሻ = 0 

ሺ𝐷𝐼𝐽ሻ: 𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 − 1 = 0 

 

5 )𝐻ሺ0,1,1ሻ  

𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐻, 𝐷𝐼𝐽ሻ =
|0 + 1 − 4 − 1 |

√1 + 1 + 16
 

𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐻, 𝐷𝐼𝐽ሻ =
4

3√2
 

6 )𝑣 =
1

3
𝑆𝐷𝐼𝐽 × ℎ 

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐻, 𝐷𝐼𝐽ሻ =
4

3√2
 

𝑣 =
1

3
×
3√2

4
×

4

3√2
=
1

3
 

 

7 )𝑣 =
1

3
𝑆𝐻𝐷𝐼 . 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐽, 𝐻𝐷𝐼ሻ 

 .𝐷القائم في  𝐻𝐷𝐼نحسب مساحة المثلث 

𝑆𝐻𝐷𝐼 =
𝐻𝐷 × 𝐷𝐼

2
=
1 × √2

2
=
√2

2
 

⇒ 𝑣 =
1

3
𝑆𝐻𝐷𝐼 . 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐽, 𝐻𝐷𝐼ሻ 

⇒
1

3
=
1

3
×
√2

2
× 𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐽, 𝐻𝐷𝐼ሻ 

𝑑𝑖𝑠𝑡ሺ𝐽, 𝐻𝐷𝐼ሻ =
2

√2
= √2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐷 

𝐻 

𝐽 

𝐼 

𝐻 

𝐽 

𝐼 

𝐷 
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 هندسة منزليةورقة عمل 
 السؤال الأول:

𝑨𝑩𝑪𝑫 رباعي وجوه فيه 

𝑰  منصفهሾ𝑨𝑫ሿ  

 :ሾ𝑨𝑪ሿمنتصف  𝑱و

 أثبت أن:

𝒂ሻ  𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ + 𝑪𝑨ሬሬሬሬሬԦ + 𝟐𝑰𝑱ሬሬሬԦ = 𝑪𝑨ሬሬሬሬሬԦ 

𝒃ሻ − ൬𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ +
𝟏

𝟐
𝑫𝑨ሬሬሬሬሬሬԦ൰ + 𝑪𝑱ሬሬሬሬԦ = −

𝟏

𝟐
𝑪𝑫ሬሬሬሬሬሬԦ 

 متوازي سطوح فيه: 𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯 السؤال الثاني:

𝑩𝑪 = 𝑪𝑮 = 𝟏  ,   𝑨𝑩 = و  °𝟒𝟓يساوي  𝑫�̂�𝑩وقياس الزاوية  𝟐

𝑰  منتصفሾ𝑬𝑭ሿ :المطلوب 

 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ .  𝑨𝑫ሬሬሬሬሬሬԦاحسب  -1
 التي تحقق: 𝑴عين موقع  -2

𝑨𝑴ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ − 𝑭𝑩ሬሬሬሬሬሬԦ +
𝟏

𝟐
𝑮𝑯ሬሬሬሬሬሬԦ 

ሺ𝒖ሬሬԦإذا علمت أن  السؤال الثالث: + 𝒗ሬሬԦሻ  يعامدሺ𝒖ሬሬԦ − 𝒗ሬሬԦሻ  أثبت أن𝒖ሬሬԦ , 𝒗ሬሬԦ 

 لهم نفس الطول.

,𝑶; 𝒊Ԧ)في معلم متجانس السؤال الرابع: 𝒋Ԧ , 𝒌ሬሬԦ):النقطتان 

𝑨ሺ𝟐, 𝟏, −𝟐ሻ,𝑩ሺ−𝟏, 𝟐, 𝟏ሻ :والمستوي 

𝑷: 𝟑𝒙 − 𝒚 − 𝟑𝒛 − 𝟖 = 𝟎 

 .𝑷يعامد المستوي  ሺ𝑨𝑩ሻأثبت أن  -1

المسقط  `𝑨ثم عين  ሺ𝑨𝑩ሻاكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -2

 .𝑷على  𝑨القائم للنقطة 

 ادرس الوضع النسبي للمستويات الثلاث: السؤال الخامس:

𝑷:−𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟑𝒛 − 𝟓 = 𝟎 

𝑸: 𝟑𝒙 − 𝒚 − 𝟒𝒛 + 𝟓 = 𝟎 

𝑹:𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎 

,𝑶)نتأمل في معلم متجانس السؤال السادس:  𝒊Ԧ, 𝒋Ԧ, 𝒌ሬሬԦ) :النقاط 

𝑨ሺ𝟐, 𝟒, 𝟑ሻ , 𝑩ሺ𝟒,−𝟐, 𝟑ሻ 

𝑪ሺ𝟏,−𝟏, 𝟏ሻ , 𝑫ሺ𝟑, 𝟑, −𝟑ሻ 

 لا تقع على إستقامة واحدة 𝑪و  𝑩و  𝑨( أثبت أن النقاط 1

 .ሺ𝑨𝑩𝑪ሻ( اكتب معادلة المستوي 2

 .ሺ𝑨𝑩𝑪ሻوالعمود على  𝑫المار من  𝜟( اكتب معادلة المستقيم 3

 .ሺ𝑨𝑩𝑪ሻعلى المستوي  𝑫مسقط  ′𝑫( استنتج 4

,𝑴ሺ𝒙( عين مجموعة النقاط 5 𝒚, 𝒛ሻ :التي تحقق 

𝑴𝑨ሬሬሬሬሬሬሬԦ.𝑴𝑩ሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝟎 

 

 هندسة منزليةورقة عمل حل 
 السؤال الأول:

a) 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬԦ + 2𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 2𝐶𝐼ሬሬሬሬԦ + 2𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 2𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ = 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬԦ 

b) −(𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ +
1

2
𝐷𝐴ሬሬሬሬሬԦ) + 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ⏟            

𝑙1

= −
1

2
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ⏟  
𝑙2

 

𝑙1 = −(𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ + 𝐷𝐼ሬሬሬሬԦ) + 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ = −𝐶𝐼ሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝑙1 = 𝐼𝐶ሬሬሬሬԦ + 𝐶𝐽ሬሬሬሬԦ = 𝐼𝐽ሬሬሬԦ 

بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الثالثة القطعة المستقيمة الواصلة 

 وتساوي نصف طولها:

2𝐼𝐽ሬሬሬԦ = 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝐼𝐽ሬሬሬԦ =
1

2
𝐷𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝐼𝐽ሬሬሬԦ = −

1

2
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 𝑙2 

⇒ 𝑙1 = 𝑙2 محققة 

 السؤال الثاني:

1) 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ = ‖𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ‖‖𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ‖ cos(𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ, 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ) 

⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ. 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬԦ = 2 × 1 ×
1

√2
= √2 

2 ) 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ − 𝐹𝐵ሬሬሬሬሬԦ +
1

2
𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ + 𝐵𝐹ሬሬሬሬሬԦ +
1

2
𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ +
1

2
𝐺𝐻ሬሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐹ሬሬሬሬሬԦ + 𝐹𝐼ሬሬሬሬԦ 

⇒ 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝐴𝐼ሬሬሬሬԦ 

𝑀  منطبق على𝐼 

 السؤال الثالث:

𝑢ሬԦبما أن  + 𝑣Ԧ  و𝑢ሬԦ − 𝑣Ԧ :متعامدان أي 

ሺ𝑢ሬԦ + 𝑣Ԧሻ. ሺ𝑢ሬԦ − 𝑣Ԧሻ = 0 ⇒ 𝑢ሬԦ2 − 𝑣Ԧ2 = 0 

ԡ𝑢ሬԦԡ2 − ԡ𝑣Ԧԡ2 = 0 ⇒ ԡ𝑢ሬԦԡ2 = ԡ𝑣Ԧԡ2 

ԡ𝑢ሬԦԡ = ԡ𝑣Ԧԡ 

 السؤال الرابع:

1 ) 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ−3,1,3ሻ  ,   𝑛ሬԦሺ3,−1,−3ሻ 

−3

3
=
1

−1
=
3

−3
⇒ −1 = −1 = −1 

𝑛ሬԦ  و𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ  مرتبطين خطياً والمستقيمሺ𝐴𝐵ሻ يعامد المستوي 

2) 𝐴ሺ2,1,−2ሻ    ,    𝑢ሬԦሺ3, −1,−3ሻ 

ሺ𝐴𝐵ሻ: ൝
𝑥 = 3𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = −3𝑡 − 2

  ; 𝑡 ∈ 𝑅 

𝐵 

𝐴 

𝐷 

𝐶 

𝐼 

𝐽 
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 السؤال الخامس:

 :𝑄و  𝑃لندرس تقاطع المستويين 

𝑛ሬԦ𝑃ሺ−1,2,3ሻ  ,   𝑛ሬԦ𝑄ሺ3,−1,−4ሻ 

−
1

3
≠
2

−1
 

𝑃الأشعة غير مرتبطة خطياً   𝑑متقاطعين في  𝑄و  ⇐

−𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 5 = 0…  ① 

3𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 5 = 0…  ② 

 :3بـ ①نضرب 

−3𝑥 + 6𝑦 + 9𝑧 − 15 = 0…  ① 

3𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 5 = 0…  ② 

 : ②و  ①بجمع 

5𝑦 + 5𝑧 − 10 = 0…  ③   

 :5على  ③بقسمة 

𝑦 + 𝑧 − 2 = 0…  ③   

𝑧نفرض  = 𝑡: 

𝑦 = 2 − 𝑡 

 :①نعوض في 

−𝑥 + 4 − 2𝑡 + 3𝑡 − 5 = 0 

⇒ 𝑥 = 𝑡 − 1 

𝑑: ൝
𝑥 = 𝑡 − 1
𝑦 = 2 − 𝑡
𝑧 = 𝑡

 ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 :𝑅في معادلة  𝑑بتعويض معادلات  𝑅مع  𝑑ندرس تقاطع 

−2 + 2𝑡 + 6 − 3𝑡 − 2𝑡 + 2 = 0 

⇒ 𝑡 = 2 

 :𝑑في  𝑡نعوض 

𝑥 = −1 + 2 = 1 

𝑦 = 2 − 2 = 0 

𝑧 = 2 

𝑃  و𝑄  و𝑅  تتقاطع في𝐼ሺ1,0,2ሻ 

 

 

 

 

 السؤال السادس:

1 )𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦሺ2, −6,0ሻ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦሺ−1,−5,−2ሻ     

2

−1
≠
−6

−5
≠
0

−2
 

⇐ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ  و𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ .غير مرتبطين خطياً فالنقاط ليست على إستقامة واحدة 

2 )𝑛ሬԦሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ     

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 0 

⇒ 2𝑎 − 6𝑏 = 0…  ① 

𝑛ሬԦ ⊥ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ ⇒ 𝑛ሬԦ. 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ = 0 

⇒ −𝑎 − 5𝑏 − 2𝑐 = 0…  ② 

𝑏نفرض  = 1: 

2𝑎 − 6ሺ1ሻ = 0 ⇒ 𝑎 = 3 

 :②نعوض في 

−3 − 5 − 2𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −4 

𝑛ሬԦሺ3,1,−4ሻ 

 𝐶ሺ1,−1,1ሻنختار: 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ: 3ሺ𝑥 − 1ሻ + 1ሺ𝑦 + 1ሻ − 4ሺ𝑧 − 1ሻ = 0 

ሺ𝐴𝐵𝐶ሻ: 3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0 

𝑢ሬԦوالناظم:   𝐷ሺ3,3,3ሻ( النقطة: 3 = 𝑛ሬԦሺ3,1,−4ሻ 

𝛥: ൝
𝑥 = 3𝑡 + 3
𝑦 = 𝑡 + 3
𝑧 = −4𝑡 − 3

 ; 𝑡 ∈ 𝑅 

4 )𝐷′  تقاطع𝛥  معሺ𝐴𝐵𝐶ሻ: 

9 + 9𝑡 + 3 + 𝑡 + 2 + 16𝑡 + 2 = 0 

⇒ 26𝑡 = −26 ⇒ 𝑡 = −1 

 :𝛥نعوض في 

𝑥 = 0 , 𝑦 = 4 , 𝑧 = 1 ⇒ 𝐷′ሺ0,4,1ሻ 

5 )𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦሺ2 − 𝑥, 4 − 𝑦, 3 − 𝑧ሻ  

𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦሺ4 − 𝑥,−2 − 𝑦, 3 − 𝑧ሻ 

𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬԦ.𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬԦ = 0 

ሺ2 − 𝑥ሻሺ4 − 𝑥ሻ + ሺ4 − 𝑦ሻሺ−2 − 𝑦ሻ + ሺ3 − 𝑧ሻ2 = 0 

𝑥2 − 6𝑥 + 𝑦2 − 2𝑦 + 𝑧2 − 6𝑧 + 9 = 0 

ሺ𝑥 + 3ሻ2 + ሺ𝑦 − 1ሻ2 + ሺ𝑧 − 3ሻ2 = 10 

 ሺ−3,1,3ሻتمثل كرة مركزها  𝑀مجموعة النقاط 

 10√ونصف قطرها 



 




