
 

 عليه الله صلىمع مختارات من أحاديث رسول الله       
 صحيح البخاريمن كتاب  أجمعين وصحبه آله وعلى 

 
   

  

راغ   ي  الف 
عة  ف   الأ ش 

 أفكار الأشعةب خاصةنوطه 

13/7/1444 

 لطلاب الثالث الثانوي العلمي

      ل رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْاوقَُ       وقَلُ رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا    وقَُل رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا     وَقُل رَّبِّ زدِنْيِ علِمًْا    وقَلُ رَّبِّ زدِْنيِ علِمًْا

 القسم الثالث

 2022-2017تدريبات ومسائل الوحدة الثالثة + أسئلة الدورات المتعلقة بالأشعة حل وتوضيح 

 م. نور محمد بسيم أشقر و      أ.د. برلنت صبري مطيط

 تحميل القسم الأول والثاني يرجى زيارة الموقع أدناهل 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/ 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/


74 

 

berlantcommunication@gmail.com 963943608577+ شقرنورأ     963941114148+ برلنت مطيط  

 --في الفراغ  ستقيمات والمستوياتالم --
 80( صفحة 1)تدرب 

التي  𝑡نقطتان مختلفتان. في الحالات الآتية عيّن  𝐵و 𝐴النقطتان 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗تحقق  ⃗⃗ = 𝑡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

1) 𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴,−2) 

,𝐵)و 1). 

𝑀 لنقطتين م.أ.م (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽) 

 𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 ≠ 0 

 
𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴,−2) و(𝐵,  ، ومنه(1

−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 0⃗ ⟹ 

−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ −𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ومنه

𝑡 = −1 

2) 𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 2) 

,𝐵)و 3). 

𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, ,𝐵)و (2  ، ومنه(3

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 0⃗ ⟹ 

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 5𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

3

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 ومنه

𝑡 =
3

5
 

 81( صفحة 2تدرب )

مركز الأبعاد المتناسبة  𝑀لتكون  𝛽و 𝛼أعط في الحالات الآتية 

,𝐴)للنقطتين  𝛼) و(𝐵, 𝛽). 

1    𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
2

7
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀 لنقطتين م.أ.م (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,     𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

2

7
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝛽 = 𝛽  و  2 + 𝛼 = 7 ⇒ {
𝛽 = 2
𝛼 = 5

 

 

2   2 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

2 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝛽 = 𝛽  و  1− + 𝛼 = 2 ⇒ {
𝛽 = −1
𝛼 = 3

 

 

3    𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝛽 = 𝛽  و  3− + 𝛼 = 1 ⇒ {
𝛽 = −3
𝛼 = 4

 

 
 81( صفحة 3تدرب )

في الشكل الآتي التدريجات متساوية. عبر في كل حالة عن كل 

بصفتها مركز الأبعاد المتناسبة  𝐶و 𝐵و 𝐴لنقاط واحدة من ا

 للنقطتين الأخريين.

 
𝐴  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐵 و𝐶   عندئذ 

5𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐵  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐴 و𝐶   عندئذ 

2𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐶  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐴 و𝐵   عندئذ 

−2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 5𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  أو   0⃗  ⃗ − 5𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 
𝐴  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐵 و𝐶   عندئذ 

4𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ أو  0⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐵  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐴 و𝐶   عندئذ 

6𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  أو   0⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐶  مركز أبعاد متناسبة لـ𝐴 و𝐵   عندئذ 

6𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 4𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  أو   0⃗  ⃗ − 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 

 فَهِجْرت ه   وَرَس وله اللِ  إلِى هِجْرَت ه   كَانتَْ  فمََنْ  ، نَوَى مَا مْرِىء  ا لِك لِِّ  وَإنَّمَا ، باِلنِِّيَّاتِ  الأعَْمَال   إِنَّمَا " : صلى الله عليه وسلم اللهه  قاَلَ رَسُولُ 

له اللِ  إلى نْياَ هِجْرَت ه   كَانتَْ  وَمَنْ  ، وَرَس و  هَا امْرأةَ   أوَ ، ي صِيْب هَا لِد    "إلَيْهِ  هَاجَرَ  مَا إلِى فَهِجْرَت ه   ، ينَْكِح 

 

 

 

 

 

 

 

تم التحميل من موقع علوم للجميع 

https://www.3lom4all.com 
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 81( صفحة 4تدرب )

بحيث  𝑦و 𝑥. في كل حالة مما يأتي، جد عددين 𝐴𝐵𝐶نتأمل مثلثاً 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

1) 𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴,−1) 

,𝐵)و ,𝐶)و (1 1) . 

𝑀 لـ المتناسبة الأبعاد مركز (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾) 

𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛾 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0 

 

− 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗ ⇒  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝑥 = 1, 𝑦 = 1 

2) 𝑀  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, ,𝐵)و (3 1) 

,𝐶)و 2) . 

 

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 2 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 0⃗  

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 

6𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

⟹ 𝑥 =
1

6
, 𝑦 =

1

3
 

 81( صفحة 5تدرب )

 𝛾و 𝛽و 𝛼. في كل حالة مما يأتي، جد الأعداد 𝐴𝐵𝐶 نتأمل مثلثاً 
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑀لتكون  𝛼) و(𝐵, 𝛽) 

,𝐶)و 𝛾). 

1  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑀 لـ المتناسبة الأبعاد مركز (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾) 

,𝑥 فيوجد 𝑦 حيثب 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 من القسم الأول( 20صفحة )راجع ما ورد 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛽

𝛼+𝛽+𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 بالمقارنة نجد

𝛽 = 2 , 𝛾 = −1 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛼 = 0 

2  𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
𝛼

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

 بالمقارنة نجد

𝛼 = 1 , 𝛾 = −1 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛽 = 1 

 

3  𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝛼

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

𝛼 = 3 , 𝛽 = 2 

 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛾 = −4 

 

4  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟
𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

2

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

𝛽 = 2 , 𝛾 = 1 
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1 ⟹ 𝛼 = 1 

 جارَه ، ي ؤْذِ  فلا الآخِرِ  واليوَمِ  باللَِّّ  ي ؤْمِن   كانَ  مَن " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  قال: عنه الل رضي هريرة أبي عن

تْ  أوْ  خَيْرًا فَلْيَق لْ  الآخِرِ  واليوَمِ  باللَِّّ  ي ؤْمِن   كانَ  ومَن ضَيْفَه ، فلَْي كْرِمْ  الآخِرِ  واليوَمِ  باللَِّّ  ي ؤْمِن   كانَ  ومَن  "لِيصَْم 
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 81( صفحة 6تدرب )

مركز  𝐼لتكون  𝛾و 𝛽و 𝛼 مثالجد الأ انطلاقاً من الشكل المجاور.

,𝐴)الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝛼) و(𝐵, 𝛽) و(𝐶, 𝛾).  واستنتجλ 

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗التي تحقق   ⃗ + 𝜆𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

 
𝐵′  منتصف⟸ [𝐴𝐶]  فهي مركز أبعاد متناسبة لـ 

(𝐴, 1), (𝐶, 1)⏟        
2=1+1 مجموع الوزنين

(𝐵′,2)

 

𝐼  منتصف[𝐵𝐵′]  أي للنقطتين نفس الوزن( فهي مركز أبعاد(
 متناسبة 

(𝐵′, 2), (𝐵, 2)⏟        
(𝐼,4)

 

,𝐼)ومنه حسب الخاصة التجميعية   مركز أبعاد متناسبة لـ  (4

(𝐴, 1), (𝐵, 2), (𝐶, 1) 

مركز أبعاد  𝐺، 𝐺في  𝐴𝐵ويقطع  𝐼مار من  𝐺𝐶لدينا 

,𝐴)متناسبة لـ  1), (𝐵,  ، أي(2

1𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⟹ 𝜆 = 2 

 81( صفحة 7تدرب )

 𝐾لتكون  δو 𝛾و 𝛽و 𝛼جد الأمثال  انطلاقاً من الشكل المجاور.
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝛼) و(𝐵, 𝛽) و(𝐶, 𝛾) 

,𝐷)و 𝛿) . 

 
 من الشكل نجد:

 

𝐼  منتصف [𝐵𝐶] 

⟸ 

 كز أبعاد متناسبة لـفهي مر

(𝐵, 1), (𝐶, 1)⏟        
(𝐼,2)

 

𝐽  منتصف [𝐼𝐷] 

 ⟸)أي للنقطتين نفس الوزن( 

 فهي مركز أبعاد متناسبة لـ

(𝐷, 2), (𝐼, 2)⏟        
(𝐽,4)

 

,𝐽)ومنه حسب الخاصة التجميعية   مركز أبعاد متناسبة لـ  (4

(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 2) 

𝐾  منتصف⟸ [𝐴𝐽] 

 سبة لـفهي مركز أبعاد متنا

(𝐴, 4), (𝐽, 4)⏟      
(𝐾,8)

 
 

,𝐾)ومنه حسب الخاصة التجميعية   مركز أبعاد متناسبة لـ  (8

(𝐴, 4), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 2) 

 81( صفحة 8تدرب )

𝐴𝐵𝐶𝐷  رباعي وجوه. استعمل الخاصة التجميعية لتعيين

 في الحالات الآتية: 𝐺موضع النقطة 

1) 𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, ,𝐵)و (1 1) 

,𝐶)و ,𝐷)و (1 3). 

 
(𝐴, 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1)⏟            

(𝐼,3)

, (𝐷, 3)
⏟                

(𝐺,6)

 

، فتكون 𝐶و 𝐵و 𝐴نلاحظ تساوي الأوزان عند النقاط 
(𝐼, مركز الأبعاد المتناسبة لهذه النقاط مركز ثقل المثلث  (3

𝐴𝐵𝐶 . 

,𝐼)نلاحظ أنّ الثقلين للنقطتين  ,𝐷)و (3 متساويين  (3
,𝐺)ن مركز الأبعاد المتناسبة فيكو لهاتين النقطتين منتصف  (6
[𝐼𝐷]. )وهو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربع( 

 

هاجِر   مَن هَجَرَ  ما نهََى اللَّّ   عنْه" ونَ  مِن لِسانِهِ  ويدَِهِ، والم  سْلِم  سْلِم   مَن سَلِمَ  الم   قاَلَ  رَس ول   اللِ  صلى الله عليه وسلم: " الم 
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2) 𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴,−1) و(𝐵, 2) 

 .(𝐷,−2)و (𝐶,−1)و

 
(𝐴,−1), (𝐶, −1)⏟          

(𝐼,−2)

, (𝐷,−2)
⏟                

(𝐽,−4)

, (𝐵, 2)

⏟                    
(𝐺,−2)

 

متساويين،  (𝐶,−1)و (𝐴,−1)الثقلين في نلاحظ أنّ 
,𝐼)فمركز الأبعاد المتناسبة لهما   .[𝐴𝐶]يقع منتصف  (2−

,𝐼)نلاحظ أنّ الثقلين في  متساويين،  (𝐷,−2)و (2−
,𝐽)فمركز الأبعاد المتناسبة لهما   .[𝐷𝐼]يقع منتصف  (4−

ومنه مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربع هو مركز 
,𝐽)المتناسبة لـ الأبعاد  ,𝐵)و (4−  .(𝐺,−2)وهو  (2

3) 𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, ,𝐵)و (1 2) 

,𝐶)و ,𝐷)و (3 6). 

 
(𝐴, 1), (𝐵, 2)⏟        

(𝐼,3)

, (𝐶, 3)
⏟            

(𝐽,6)

, (𝐷, 6)

⏟                
(𝐺,12)

 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة لـ  ,𝐵)و (1 ,𝐼)هو  (2 3) 

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗وحيث يكون 
2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

,𝐼)لاحظ أنّ الثقلين في ن ,𝐶)و (3 متساويين،  (3

,𝐽)فمركز الأبعاد المتناسبة لهما    .[𝐼𝐶]يقع منتصف  (6

,𝐽)نلاحظ أنّ الثقلين في  ,𝐷)و (6 متساويين،  (6
,𝐺)فمركز الأبعاد المتناسبة لهما   .[𝐷𝐽]يقع منتصف  (12

 )وهو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربع(

 84حة ( صف1تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

 :𝑑أعط معادلة وسيطية للمستقيم 

وموجه بالشعاع  𝐴(−1,2,0)يمر بالنقطة  𝑑المستقيم  (1

�⃗� (0,1, −1). 

�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝑑: {

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ  

�⃗� (0,1, −1), 𝐴(−1,2,0) 

𝑑: {
𝑥 = −1
𝑦 = 2 + 𝑡
𝑧 = −𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 
2) 𝑑 = (𝐴𝐵)  حيث𝐴(2,1,  .𝐵(3,−1,1)و (1−

= �⃗�الشعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, ويمر  شعاع توجيه للمستقيم، (2,2−

 𝐴بالنقطة 

 

𝑑: {
𝑥 = 2 + 𝑡
𝑦 = 1 − 2𝑡
𝑧 = −1 + 2𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 

لاً  أنَّ  " عنهما: الل رضي عمرو بن الل عبد عن  :قالَ  خَيْرٌ؟ الإسْلَامِ  أي   وسلَّمَ: عليه الل   صَلَّى النبيَّ  سَألََ  رَج 

 "تعَْرِفْ  لَمْ  ومَن عَرَفْتَ  مَن علىَ السَّلَامَ  رَأ  وتقَْ  الطَّعاَمَ، ت طْعِم  
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 84( صفحة 2تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

. أعط تمثيلاً وسيطياً 𝐵(2,3,1)و 𝐴(−2,1,0)تأمّل النقطتين ن

 لكلّ  من

 .(𝐴𝐵)المستقيم  (1

 

= �⃗�الشعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ويمر بالنقطة  شعاع توجيه للمستقيم، (4,2,1)⃗ 

𝐴 

𝑑: {
𝑥 = −2 + 4𝑡
𝑦 = 1 + 2𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 .[𝐴𝐵]القطعة المستقيمة  (2

 

𝑑: {
𝑥 = −2 + 4𝑡
𝑦 = 1 + 2𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ [0,1] 

 .(𝐴𝐵]نصف المستقيم  (3

 

𝑑: {
𝑥 = −2 + 4𝑡
𝑦 = 1 + 2𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ [0,∞[ 

 .(𝐵𝐴]نصف المستقيم  (4

 

 𝑩 النقطة مبدؤهو ،𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−𝟒,−𝟐,−𝟏) توجيهه شعاع

𝑑: {
𝑥 = 2 − 4𝑡
𝑦 = 3 − 2𝑡
𝑧 = 1 − 𝑡

, 𝑡 ∈ [0,∞[ 

 ملاحظة

 𝑡أو إذا لم نشأ أن نغير شعاع التوجيه، نغير عندها مجال الـ 

𝑑: {
𝑥 = 2 + 4𝑡
𝑦 = 3 + 2𝑡
𝑧 = 1 + 𝑡

, 𝑡 ∈] − ∞, 0] 

 84( صفحة 3تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  مكعب طول ضلعه𝐼 فيه .𝐼  منتصف[𝐵𝐶] 

. نتأمّل المعلم [𝐸𝐻]منتصف  𝐾و [𝐶𝐷]منتصف  𝐽و

(𝐴; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

 .(𝐹𝐽)و (𝐼𝐾) أعط تمثيلاً وسيطياً لكل من (1

 
 نكتب إحداثيات النقاط في هذا المعلم:

𝐷(0,1,0) 𝐶(1,1,0) 𝐵(1,0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐻(0,1,1) 𝐺(1,1,1) 𝐹(1,0,1) 𝐸(0,0,1) 

𝐼  منتصف[𝐵𝐶] 

𝐼 (1,
1

2
, 0)  

 [𝐶𝐷]منتصف  𝐽و

𝐽 (
1

2
, 1,0) 

 [𝐸𝐻]منتصف  𝐾و

𝐾 (0,
1

2
, 1) 

 

ً   𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝐼نقطة مار بال (𝐼𝐾)المستقيم   شعاعاً موجها

 
 

 "لِنَفْسِهِ  ي حِب   ما لأخِيهِ  ي حِبَّ  حتَّى أحَد ك مْ، ي ؤْمِن   لَ  " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 
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𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1) 

(𝐼𝐾): {

𝑥 = 1 − 𝑡

𝑦 =
1

2
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

ً   𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝐹مار بالنقطة  (𝐹𝐽)المستقيم   شعاعاً موجها

𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ (−
1

2
, 1, −1) 

(𝐹𝐽): {
𝑥 = 1 −

1

2
𝑡

𝑦 = 𝑡
𝑧 = 1 − 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 𝐼تقع النقاط  ؟ هل(𝐹𝐽)و (𝐼𝐾)أيتقاطع المستقيمان  (2
 في مستو واحد؟  𝐹و 𝐾و 𝐽و

 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1)نلاجظ أنَّ مركبات الشعاعين 

−) 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗و
1

2
, 1, فالشعاعين غير مرتبطين  ،غير متناسبة (1−

 خطياً، أي أنهما غير متوازيان.

عدم الارتباط الخطي لا يعني بالضرورة أنهما 
 متقاطعان، فقد يكونان متقاطعين أو متخالفين.

نتأكد من كونهما متقاطعين أو لا بحل معادلتي 
 ً )هنا تبدل رمز الوسيط في إحدى  المستقيمين حلاً مشتركا

معادلتي المستقيمين، وتتأكد من أن الحل الناتج يحقق المعادلات 
 .الثلاث(

(𝐼𝐾) = (𝐹𝐽):

{
 
 

 
 1 − 𝑡 = 1 −

1

2
𝑠 ⇒ 𝑡 =

1

2
𝑠

1

2
= 𝑠

𝑡 = 1 − 𝑠

 

𝑠 نلاحظ من المعادلة الثانية أنَّ  =
1

2
، بتعويض هذه القيمة في 

 المعادلة الأولى والثالثة نجد:

𝑡 =
1

4
𝑡و  =

1

2
 وهذا تناقض. 

 فالمستقيمان غير متقاطعين.

 (𝐹𝐽)و (𝐼𝐾)لأنّ  لا تقع في مستو واحد 𝐹و 𝐾و 𝐽و 𝐼النقاط 
 غير متوازيين وغير متقاطعين.

 87( صفحة 1تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

وأعط  𝒫2و 𝒫1في الحالات الآتية تحقق من تقاطع المستويين 

 تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك.

1   𝒫1: 𝑥 + 𝑦 = :𝒫2 و 2 𝑥 + 𝑧 = 1 

 خطياً  مرتبطين غير ناظميهما كان إذا مستويان يتقاطع

 مشتركاً  حلاً  المعادلتين بحل ينتج المشترك الفصل

 هما 𝒫2، وناظم 𝒫1نَّ ناظم المستوي نلاحظ أ

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1,1,0) و𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,0,1) 

ً لعدم تناسب مركباتهما  غير مرتبطين خطيا
1

1
≠
0

1
، فهما 

 متقاطعان.

 ً  لإيجاد معادلة الفصل المشترك نحل المعادلتين حلاً مشتركا

{
𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 𝑧 = 1

 

نكتب اثنين ك لاستنتاج التمثيل الوسيطي للفصل المشتر
 .𝑡من المجاهيل بدلالة الآخر ثم نفرضه 

{
𝑦 = 2 − 𝑥
𝑧 = 1 − 𝑥

 

𝑥نفرض  = 𝑡 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 2 − 𝑡
𝑧 = 1 − 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 

2  𝒫1 : − 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = :𝒫2 و 3 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 

 هما 𝒫2، وناظم 𝒫1نلاحظ أنَّ ناظم المستوي 

𝑛1⃗⃗⃗⃗ (−1,1,1) و𝑛2⃗⃗⃗⃗ (2, −1,2) 

ً لعدم تناسب مركباتهما غير مر تبطين خطيا
2

−1
≠
−1

1
، فهما 

 متقاطعان.

 ً  لإيجاد معادلة الفصل المشترك نحل المعادلتين حلاً مشتركا

{
−𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3 ⇒ 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 − 3
2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 + 2𝑧 − 1

 

 نعوض الأولى في الثانية والثانية في الأولى لنجد:

{
𝑥 = 2𝑥 + 2𝑧 − 1 + 𝑧 − 3
𝑦 = 2(𝑦 + 𝑧 − 3) + 2𝑧 − 1

 

⟹ {
𝑥 = 4 − 3𝑧
𝑦 = 7 − 4𝑧

 

𝑧نفرض  = 𝑡 

𝑑: {
𝑥 = 4 − 3𝑡
𝑦 = 7 − 4𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 

 "أجْمَعِينَ  اسِ والنَّ  ووَلَدِهِ  والِدِهِ  مِن إليَْهِ  أحَبَّ  أك ونَ  حتَّى أحَد ك مْ، ي ؤْمِن   لَ  " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 
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 87( صفحة 2تدرب ) 

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

وبيّن إذا كان  ′𝑑في الحالات الآتية أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم 

𝑑 ∥ 𝑑′  أو كان𝑑  منطبقاً على𝑑′. 

1  𝑑: {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = −𝑡

𝑧 = 2𝑡 − 1
, 𝑑′: {

3𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 1
𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0

 

𝑑′ مشتركاً  حلاً  المعادلتين بحل ينتج المشترك الفصل 

 مرتبطين توجيههما شعاعي كان إذا مستقيمان وازىيت

 خطياً 

𝑑′: {
𝑦 = 3𝑥 − 2𝑧 − 1 
𝑧 = 𝑥 − 𝑦             

 

 ي الأولى لنجد:نعوض الأولى في الثانية والثانية ف

∽ {
𝑦 = 1 − 𝑥
𝑧 = −1 + 2𝑥

 

𝑥نفرض  = 𝑡 لتكون المعادلة الوسيطية للمستقيم ،𝑑′ 

𝑑′: {
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 1 − 𝑡
𝑧 = −1 + 2𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 𝑑نلاحظ أنّ شعاع توجيه المستقيم 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (1, −1,2) 

 ′𝑑وشعاع توجيه المستقيم 

𝑢𝑑′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1, −1,2) 

، وغير منطبقان فالمستقيمان متوازيانالشعاعان مرتبطان خطياً 
𝑡ه من أجل لأنَّ  = ,0,0)النقطة  0 −1) ∈ 𝑑 ـ   .′𝑑ولا تنتمي ل

 

2  𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 2

𝑧 = 𝑡 + 1
, 𝑑′: {

𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 3
𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 5

 

𝑑′: {
𝑥 = 3 − 𝑦 + 2𝑧
𝑦 = −5 + 𝑥 − 2𝑧

 

∽ {
𝑥 = 4 + 2𝑧
𝑦 = −1

 

𝑧نفرض  = 𝑡ة للمستقيم ، لتكون المعادلة الوسيطي𝑑′ 

𝑑′: {
𝑥 = 4 + 2𝑡
𝑦 = −1
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 𝑑نلاحظ أنّ شعاع توجيه المستقيم 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (2,0,1) 

 ′𝑑وشعاع توجيه المستقيم 

𝑢𝑑′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2,0,1) 

الشعاعان مرتبطان خطياً فالمستقيمان متوازيان، وغير منطبقان 
𝑡لأنَّه من أجل  = (1,2,1−)النقطة  0 ∈ 𝑑 ـ ولا   .′𝑑تنتمي ل

 
 87( صفحة 3تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

وعين  𝒫مع المستوي  𝑑في الحالات الآتية أثبت تقاطع المستقيم 

 إحداثيات نقطة التقاطع.

1) 𝑑 = (𝐴𝐵)  حيث𝐴(−1,2,3) و𝐵(1,2, −1) ،

:𝒫و 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. 

 تعامد عدم إثبات خلال من والتقاطع التوازي عدم نثبت

 المستقيم توجيه شعاع مع المستوي ناظم

 للمستقيم الوسيطية المعادلة نوجد التقاطع نقطة لتعيين

 مشتركاً  حلاً  المستوي معادلة مع ونحلها

𝑑شعاع توجيه المستقيم  = (𝐴𝐵) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,−4) 

 𝒫ناظم المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 + 0 − 4 = −2 ≠ 0 

 قاطع للمستوي لا يوازيه.لمستقيم وبالتالي ا

𝑑المعادلات الوسيطية للمستقيم  = (𝐴𝐵)  المار من𝐴 

𝑑: {
𝑥 = −1 + 2𝑡
𝑦 = 2

𝑧 = 3 − 4𝑡
, 𝑡 ∈ ℝ 

لإيجاد نقطة التقاطع نعوض هذه المعادلات في معادلة المستوي 
𝒫 نجد 

𝑥⏟
−1+2𝑡

+ 𝑦⏟
2

+ 𝑧⏟
3−4𝑡

= 1 ⇒ 4 − 2𝑡 = 1 ⟹ 𝑡 =
3

2
 

,2,2)معادلة المستقيم نجد النقطة  في 𝑡بتعويض قيمة  −3) 

 

ينَ  إنَّ  " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ينَ  ي شَادَّ  ولنَْ  ي سْرٌ، الدِِّ د وا غَلَبَه ، إلَّ  أحَدٌ  الدِِّ وا، وقاَرِب وا، فَسَدِِّ  واسْتعَِين وا وأبَْشِر 

وْحَةِ  بالغدَْوَةِ  لْجَةِ  مِنَ  وشيء   والرَّ  "الد 
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2) 𝑑  يمر بالنقطة𝐴(2,−1,0)       ويوجهه الشعاع

�⃗� = 𝑖 − 2𝑗 و ،𝒫:
𝑥

2
+
𝑦

3
−
𝑧

6
= 1. 

 𝑑شعاع توجيه المستقيم 

�⃗� (1, −2,0) 

 𝒫ناظم المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

2
,
1

3
,−
1

6
) 

�⃗� . 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
−
2

3
+ 0 = −

1

6
≠ 0 

 لي المستقيم قاطع للمستوي لا يوازيه.وبالتا

 𝐴المار من  𝑑المعادلات الوسيطية للمستقيم 

𝑑: {
𝑥 = 2 + 𝑡
𝑦 = −1 − 2𝑡

𝑧 = 0
 

لإيجاد نقطة التقاطع نعوض هذه المعادلات في معادلة المستوي 
𝒫 نجد 

1

2
𝑥⏟

2+𝑡

+
1

3
𝑦⏟

−1−2𝑡

−
1

6
𝑧⏟
0

= 1 ⇒ 

1 +
1

2
𝑡 −

1

3
−
2

3
𝑡 = 1 ⟹ −

1

6
𝑡 =

1

3
⇒ 𝑡 = −2 

 .(0,3,0)في معادلة المستقيم نجد النقطة  𝑡بتعويض قيمة 

 
 87( صفحة 4تدرب )

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

 .𝒫والمستوي  𝑑في الحالات الآتية، ادرس تقاطع المستقيم 

1  𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡

𝑧 = 1 − 3𝑡
, 𝒫: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 

 𝑑م شعاع توجيه المستقي

�⃗� (2,1, −3) 

 𝒫ناظم المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −1,1) 

�⃗� . 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 − 1 − 3 = −2 ≠ 0 

 وبالتالي المستقيم قاطع للمستوي لا يوازيه.

في  الوسيطية للمستقيم نقطة التقاطع نعوض المعادلات يجادلإ
 نجد 𝒫معادلة المستوي 

 

𝑥⏟
2𝑡−1

− 𝑦⏟
𝑡

+ 𝑧⏟
1−3𝑡

= 1 ⇒ 

2𝑡 − 1 − 𝑡 + 1 − 3𝑡 = 1 ⟹ −2𝑡 = 1 

⇒ 𝑡 = −
1

2
  

 التقاطع في معادلة المستقيم نجد نقطة 𝑡بتعويض قيمة 

(−2,−
1

2
,
5

2
). 

 

2  𝑑: {
𝑥 = 𝑠 + 1
𝑦 = 2𝑠 + 1
𝑧 = 8𝑠 − 3

, 𝒫: 2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = 0 

 𝑑شعاع توجيه المستقيم 

�⃗� (1,2,8) 

 𝒫ناظم المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,3, −1) 

�⃗� . 𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 + 6 − 8 = 0 

 وازي المستوي ولا يقطعه.وبالتالي المستقيم ي

ً أنّه بحل المعادلات حلاً مشتركاً نحصل على  ونلاحظ أيضا
 تناقض

2 𝑥⏟
𝑠+1

+ 3 𝑦⏟
2𝑠+1

− 𝑧⏟
8𝑠−3

= 0 

2𝑠 + 2 + 6𝑠 + 3 − 8𝑠 + 3 = 0 ⇒ 0 = −8 

 وهذا مرفوض إذاً لا يمكن أن يتقاطع المستقيم مع المستوي.

 
 

سْلِمِ  سِباب   " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ   "ك فْرٌ  وقِتال ه   س وقٌ،ف   الم 
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 90تدرب: صفحة 

;𝑂)ساً نعطي في هذه الفقرة معلماً متجان 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). 

في كل من الحالات الآتية نعطي معادلات ثلاثة مستويات، حل 

الجملة الخطية الموافقة وبيّن إذا كانت هذه المستويات تشترك في 

 نقطة فقط، أو في مستقيم مشترك، أو لا تشترك بأية نقطة:

1  {
𝒫1: 5𝑥 +     𝑦 +    𝑧 = −5
𝒫2: 2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1
𝒫3:     𝑥 −    𝑦 +    𝑧 =    1

 

لزمك )السّؤال لا يُ  طريقة غاوسفي هذه الفقرة نستخدم 
 باستخدام طريقة معينة فأنت مخير في استخدام أي طريقة(

{

5𝑥 +     𝑦 +    𝑧 = −5    
2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1   
   𝑥 −    𝑦 +    𝑧 =    1   

 

دلة أول حد من المعا أمثال أن يكون يفضل: الخطوة الأولى
، نلاحظ أنّ هذا غير محقق في هذا الترتيب 1 اً ساويمالأولى 

)أمثال الحد  5على الأولى معادلة الالمعطى، لذا إما نقسم 
 الأول(، أو نبدل بترتيب المعادلات بين الأولى والثالثة.

~{

   𝑥 −    𝑦 +    𝑧 =    1    (𝐿1)

2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1    (𝐿2)

5𝑥 +     𝑦 +    𝑧 = −5     (𝐿3)
 

: نقوم بحذف الحد الأول من المعادلة الثانية الخطوة الثانية
 والثالثة باستخدام المعادلة الأولى

~{

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1              (𝐿1)            

    15𝑦 − 9𝑧 = −3        (𝐿2 − 2𝐿1)

     6𝑦 − 4 𝑧 = −10     (𝐿3 − 5𝐿1)
 

~{

 𝑥 −  𝑦 +  𝑧 = 1           (𝐿1)        

5𝑦 − 3𝑧 = −1      (𝐿2
′ )

3𝑦 − 2 𝑧 = −5     (𝐿3
′ )

 

: نقوم بحذف الحد الثاني من المعادلة الثالثة لثةالخطوة الثا
 باستخدام المعادلة الثانية

~{

 𝑥 −  𝑦 +  𝑧 = 1             (𝐿1)                 

 5𝑦 − 3𝑧 = −1         (𝐿2
′ )           

         −
1

5
 𝑧 = −

22

5
  (𝐿3

′ −
3

5
𝐿2
′ )

 

~{

𝑥 − 𝑦 +   𝑧 = 1          (𝐿1)     

5𝑦 − 3𝑧 = −1       (𝐿2
′ )

             𝑧 = 22        (𝐿3
′′)

 

من المعادلة الثالثة،  𝑧: تنتج معنا قيمة المتغير الخطوة الرابعة

 .𝑥ثم  𝑦للحصول على قيمة نقوم بالتعويض بطريقة عَودية 

𝑧 = 22 ⟹ 𝑦 = 13 ⟹ 𝑥 = −8 

 (8,13,22−)هي  فقط ومنه المستويات تتقاطع في نقطة واحدة

 

2  {

𝒫1: 𝑥 − 2𝑦 − 3 𝑧 = 3
𝒫2: 2𝑥 −   𝑦 − 4𝑧 = 7
𝒫3:  3𝑥 − 3𝑦 − 5𝑧 = 8

 

{

𝑥 − 2𝑦 − 3 𝑧 = 3     (𝐿1)

2𝑥 −   𝑦 − 4𝑧 = 7     (𝐿2)

3𝑥 − 3𝑦 − 5𝑧 = 8     (𝐿3)
 

~{

𝑥 − 2𝑦 − 3 𝑧 = 3     (𝐿1)                                

   3𝑦 + 2𝑧 =    1     (𝐿2 − 2𝐿1) = (𝐿2
′ )

   3𝑦 + 4𝑧 = −1     (𝐿3 − 3𝐿1) = (𝐿3
′ )

 

~{

𝑥 − 2𝑦 − 3 𝑧 = 3      (𝐿1)               

   3𝑦 + 2𝑧 = 1      (𝐿2
′ )          

               2𝑧 = −2   (𝐿3
′ − 𝐿2

′ )  

 

 ومنه نجد

𝑧 = −1 ⟹ 𝑦 = 1 ⟹ 𝑥 = 2 

لجملة المعادلات حل وحيد، ومنه المستويات تتقاطع في نقطة 
,2,1)واحدة فقط هي  −1). 

 

3  {

𝒫1: 2𝑥 −   𝑦 + 3𝑧 = 0
𝒫2:    𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 0
𝒫3:  3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 0

 

{

  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 0     (𝐿1)

2𝑥 −   𝑦 + 3𝑧 = 0     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 0     (𝐿3)
 

~{

  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 0     (𝐿1)           

      −5𝑦 +  𝑧 = 0     (𝐿2 − 2𝐿1)

     −10𝑦 + 2𝑧 = 0     (𝐿3 − 3𝐿1)
 

~{

  𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿1)    

      −5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿2
′ )    

     −5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿3
′ )  

 

𝑳𝟐)نلاحظ أنَّ 
′ ) = (𝑳𝟑

′  ، ومنه حل الجملة يكافئ(

~{
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿1)     

−5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿2
′ )

 

وا " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ر  وا، ول يَسِِّ ر  وا،وبَ  ت عَسِِّ ر  وا ول شِِّ  "ت نفَِِّر 
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 وهي معادلة مستقيم )الفصل المشترك للمستويين

(−5𝑦 + 𝑧 = 𝑥  و  0 + 2𝑦 + 𝑧 = 0 

{
𝑥 = −2𝑦 − 𝑧
𝑧 = 5𝑦           

 

⟹ {
𝑥 = −7𝑦
𝑧 = 5𝑦   

 

ومنه لجملة المعادلات عدد لا نهائي من الحلول ممثلاً بمعادلة 
 المستقيم

∆: {
𝑥 = −7𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 

4  {

𝒫1: 2𝑥 −  𝑦 + 3𝑧 = 2
𝒫2:  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1
𝒫3:  3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 3  

 

{

  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1     (𝐿1)

2𝑥 −  𝑦 + 3𝑧 = 2     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 3     (𝐿3)
 

~{

𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1     (𝐿1)                  

   − 5𝑦 + 𝑧 = 0     (−2𝐿1 + 𝐿2)

  −10𝑦 + 2𝑧 = 0     (−3𝐿1 + 𝐿3)
 

~{

  𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)    

      −5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿2
′ )    

     −5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿3
′ )  

 

𝑳𝟐)حظ أنَّ نلا
′ ) = (𝑳𝟑

′  ، ومنه حل الجملة يكافئ(

~{
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1     (𝐿1)     

−5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿2
′ )

 

 وهي معادلة مستقيم )الفصل المشترك للمستويين

(−5𝑦 + 𝑧 = 𝑥  و  0 + 2𝑦 + 𝑧 = 1 

{
𝑥 = 1 − 2𝑦 − 𝑧
𝑧 = 5𝑦           

 

⟹ {
𝑥 = 1 − 7𝑦
𝑧 = 5𝑦   

 

معادلات عدد لا نهائي من الحلول ممثلاً بمعادلة ومنه لجملة ال
 المستقيم

∆: {
𝑥 = 1 − 7𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 5𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 

 

5  {

𝒫1: 2𝑥 −  𝑦 + 3𝑧 = 2
𝒫2:  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1
𝒫3: 3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 4 

 

{

  𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1     (𝐿1)

2𝑥 −  𝑦 + 3𝑧 = 2     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = 4     (𝐿3)
 

~{

𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1     (𝐿1)                              

   − 5𝑦 + 𝑧 = 0     (−2𝐿1 + 𝐿2) = (𝐿2
′ )

   −10𝑦 + 2𝑧 = 1     (−3𝐿1 + 𝐿3) = (𝐿3
′ )

 

~{

𝑥 + 2𝑦 +   𝑧 = 1     (𝐿1)              

   − 5𝑦 + 𝑧 = 0     (𝐿2
′ )           

                  0 = 1     (−2𝐿2
′ + 𝐿3

′ )
 

نلاحظ أن المساواة غير محققة في السطر الثالث، ومنه لا يوجد 

حل مشترك للمعادلات الثلاث، وتكون مجموعة حلول الجملة 

 .∅ هي المجموعة الخالية

 

6  {

𝒫1:    𝑥 +   𝑦 +   𝑧 =    1
𝒫2:    𝑥 − 2𝑦 +   𝑧 =    1
𝒫3: 3𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 = −1

 

{

  𝑥 +   𝑦 +   𝑧 =    1     (𝐿1)

𝑥 − 2𝑦 +   𝑧 =    1     (𝐿2)

3𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 = −1     (𝐿3)
 

~{

𝑥 +   𝑦 +   𝑧 =    1     (𝐿1)                   

   − 3𝑦     = 0       (−𝐿1 + 𝐿2)    

   −7𝑦    = −4     (−3𝐿1 + 𝐿3)
 

، ومنه لا من السطر الثاني والثالث 𝑦التناقض في قيمة نلاحظ 

يوجد حل مشترك للمعادلات الثلاث، وتكون مجموعة حلول 

 .∅الجملة هي المجموعة الخالية 

 

ينِ، في ي فقَِِّهْه   خَيْرًا به اللَّّ   ي رِدِ  مَن " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ة   هذِه تزَالَ  ولنَْ  ي عْطِي، واللَّّ   قاسِمٌ  أنا وإنَّما الدِِّ  الأ مَّ

ِ، أمْرِ  علىَ مَةً قائِ  ه مْ  ل اللَّّ ر  مْ، مَن يضَ   "اللَِّّ  أمْر   يَأتِْيَ  حتَّى خالَفهَ 
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 السابق مراجعة لفكرة التدريب

 

 حالات من الممكن أن نصادفها ثلاثهناك  بثلاثة مجاهيل عند حل جملة ثلاث معادلات خطية

 نقطة تقاطع المستويات الثلاث( مثليلحل المشترك )ونتج باي للجملة حل وحيد فقط

 في حال تساوى سطران أو أكثر للجملة عدد ل نهائي من الحلول

 ∆في حال تساوى سطران فإن حلول الجملة تمثل مستقيم 

 )المستويات الثلاث طبوقة( اً ثلاث أسطر فإن حلول الجملة تمثل مستوي يفي حال تساو

 ∅وحلول المعادلة هي  نحصل على تناقض عند الحل المشترك قليس للجملة حل على الإطلا

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

 

قاَلَ: لا  .لَهَا أعْدَدْتَ  أنَّ رَجُلًا سَألََ النبيَّ صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ عَنِ السَّاعَةِ، فَقاَلَ: مَتىَ السَّاعَة؟ُ قَالَ: ومَاذاَعن أنس رضي الله عنه 

َ ورَسوله صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ، فَقَالَ: أنْتَ مع مَن أحْبَبْتَ. قاَلَ أنَسٌ: فَما فَرِحْناَ بشيشيءَ، إلاَّ  ِ  أن ِي أحُِبُّ اللََّّ ءٍ، فَرَحَناَ بقوَْلِ النبي 

ه وسلَّمَ وأبَاَ بَكْرٍ، وعُمَرَ، وأرَْجُو أنْ أكُونَ معهُمْ صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ: أنْتَ مع مَن أحْبَبْتَ قاَلَ أنَسٌ: فأنَا أحُِبُّ النبيَّ صَلَّى اللهُ علي

 .بحُب ِي إيَّاهُمْ، وإنْ لَمْ أعْمَلْ بمِثلِْ أعْمَالِهِمْ 
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 --في الفراغ  مستقيمات متقاطعة --
 خواص عامة خواص رباعي الوجوه

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐺رباعي وجوه ما. ولتكن  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 
مركز ثقل  𝐾ذاتها. وليكن  1ؤوسه مزوّدة جميعها بالأمثال لر

 [𝐶𝐷]و [𝐴𝐵]منتصفي  𝐽و 𝐼. وكذلك ليكن 𝐵𝐶𝐷المثلث 
 بالترتيب.

نسمّي القطعة المستقيمة التي تصل الرأس بمركز ثقل  (1
في رباعي الوجوه. نهدف إلى متوسطاً الوجه المقابل 

دة هي إثبات تلاقي المتوسطات جميعها في نقطة واح
 مركز ثقل رباعي الوجوه. 𝐺. ولهذا نسمي 𝐺النقطة 

 
a)  َّاستعمل الخاصة التجميعية لتثبت أن𝐺  تقع على

[𝐴𝐾]  َّوأن𝐴𝐺 =
3

4
𝐴𝐾. 

𝐾  مركز ثقل المثلث𝐵𝐶𝐷 ومنه ،(𝐾, مركز الأبعاد  (3
,𝐵)المتناسبة للنقاط  1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

𝐺 ـ مركز الأبعاد المتناسبة  ,𝐴)ل 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

مركز الأبعاد  𝐺وبالتالي حسب الخاصة التجميعية تكون 
,𝐴)المتناسبة لـ  1), (𝐾, 3). 

 وتحقق [𝐴𝐾]تنتمي للقطعة المستقيمة  𝐺إذن فإنَّ 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

b)  َّأثبت بالمثل أن𝐺  تقع على المتوسطات الثلاثة
 الأخرى.

,𝐾1)، ومنه 𝐴𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝐾1بفرض  مركز  (3

,𝐴)الأبعاد المتناسبة للنقاط  1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

𝐺 ـ مركز الأبعاد المتناسبة  ,𝐴)ل 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

مركز الأبعاد  𝐺وبالتالي حسب الخاصة التجميعية تكون 

,𝐵)المتناسبة لـ  1), (𝐾1, 3). 

 

 
 وتحقق [𝐵𝐾1]تنتمي للقطعة المستقيمة  𝐺إذن فإنَّ 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐵𝐾1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

بسبب الدور المتناظر الذي تؤديه رؤوس رباعي الوجوه نستنتج 
تقع على جميع متوسطات رباعي الوجوه وتقسم كلاً منها  𝐺أنَّ 

:1بنسبة  3. 

نهدف في هذا السّؤال إلى إثبات أنَّ القطع المستقيمة  (2
ي الواصلة بين منتصفات الأحرف المتقابلة في رباع

تقع في منتصف  𝐺، وأنَّ 𝐺الوجوه تتلاقى أيضاً في 
 كل منها.

 
a)  َّأثبت أن𝐺  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين

(𝐼, ,𝐽)و (2 تقع في منتصف  𝐺. واستنتج أنَّ (2
[𝐼𝐽]. 

𝐼  منتصف[𝐴𝐵] فتكون ،(𝐼, مركز الأبعاد المتناسبة  (2

,𝐴)للنقطتين  ,𝐵)و (1 1).  

𝐽  منتصف[𝐶𝐷] فتكون ،(𝐽, مركز الأبعاد المتناسبة  (2
,𝐶)للنقطتين  ,𝐷)و (1 1) . 

َ رَفيِقٌ  ..": صلى الله عليه وسلم اللِ  قاَلَ رَس ول   فْقَ  يحُِبُّ  إنَّ اللََّّ  "..في الأمْرِ كُل ِهِ  الر ِ
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 لـ  مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺بما أنّ 

(𝐴, 1), (𝐵, 1)⏟        , (𝐶, 1), (𝐷, 1)⏟         

,𝐼)فهي تكون مركز الأبعاد المتناسبة لـ  ,𝐽)و (2 ، وتقع (2

 .𝐽و 𝐼لتساوي الثقلين في  [𝐼𝐽]منتصف 

b) 2يها في أثبت صحة الخاصة المشار إل.) 

 بنفس الأسلوب المتبع في الطلب السابق يمكن إثبات ذلك.

بسبب الدور المتناظر الذي تؤديه رؤوس أو نكتب اختصاراً "
تقع أيضاً في منتصف جميع القطع  𝐺رباعي الوجوه نستنتج أنَّ 

المستقيمة التي يصل كل منها بين منتصفي ضلعين متقابلين في 
 "رباعي الوجوه.

 يمات متقاطعةمسألة مستق

 𝑆و 𝑅و 𝑄و 𝑃رباعي وجوه ما. ولنعرّف النقاط  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 
 كما يأتي:

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗ و  ⃗   ⃗ =

1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝑄⃗⃗   و  ⃗  ⃗⃗  ⃗ =

3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    

 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  و ⃗ 

 .(𝑅𝑆)و (𝑃𝑄)نريد إثبات تلاقي المستقيمين 

1) (a  َّأثبت أن𝑃 لنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة ل

(𝐵, ,𝐶)و (4 مركز الأبعاد المتناسبة  𝑄. وأنَّ (1

,𝐴)للنقطتين  ,𝐷)و (1 3). 

 

𝑃 نقطتينلل م.أ.م (𝐶, 1), (𝐵, 4) 

  𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 4 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ;  1 + 4 ≠ 0  

  ننطلق من العلاقة المعطاة وصولاً إلى العلاقة المطلوبة.

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟

𝐵𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

  

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 0⃗ = −

4

5
𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

5
𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 4𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑃وبالتالي  ,𝐶)و (4 1) 

𝑄 نقطتينلل م.أ.م (𝐴, 1), (𝐷, 3) 

𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3 𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  ;  1 + 3 ≠ 0 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⟹ 0⃗ = −

1

4
𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⟹ 𝑄𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑄وبالتالي  ,𝐷)و (1 3) 

b)  لتكن𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, 1) 

,𝐵)و ,𝐶)و (4 ,𝐷)و (1 تقع على  𝐺. بين أنَّ (3

 .(𝑃𝑄)المستقيم 

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, ,𝐵)و (1 ,𝐶)و (4 1) 
,𝐷)و ,𝑃)، فهي مركز الأبعاد المتناسبة لـ (3 ,𝑄)و (5 4) 

(𝐶, 1), (𝐵, 4)⏟        
(𝑃,5)

,𝐴)و  1), (𝐷, 3)⏟        
(𝑄,4)

 

 .(𝑃𝑄)تقع على المستقيم  𝐺إذن 

، (𝑅𝑆)تقع أيضاً على  𝐺أثبت بأسلوب مماثل أنَّ  (2

 متقاطعان. (𝑅𝑆)و (𝑃𝑄)فالمستقيمان 

𝑅 نقطتينل م.أ.م (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽) 

𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛼

𝛼 + 𝛽
 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 لدينا 

𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝛼 = 1, 𝛽 = 4 

𝑆 لنقطتين م.أ.م (𝐶, γ), (𝐷, δ) 

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛾

𝛾 + 𝛿
 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 لدينا

𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝛾 = 1, 𝛿 = 3 

,𝑅)إذن  ,𝐴)مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  (5 ,𝐵)و (1 4) 

,𝑆)و ,𝐶)اد متناسبة للنقطتين مركز أبع (4 ,𝐷)و (1 3) 

مركز أبعاد متناسبة لـ  𝐺ومنه حسب الخاصة التجميعية تكون 
(𝑅, ,𝑆)و (5  .(𝑅𝑆)وبالتالي تقع على المستقيم  (4

 .𝐺في  متقاطعان (𝑅𝑆)و (𝑃𝑄)فالمستقيمان 

 (𝐼𝐺). أثبت تلاقي المستقيمين [𝐴𝐶]منتصف  𝐼لتكن  (3

 اطعهما.، وعيّن نقطة تق(𝐵𝐷)و

 للباقيتين م.أ.م امهاحدإ تكان إذا واحدة استقامة على نقاط ةثلاث تقع

، ي عْجِب ه   وسلَّمَ  عليه الل   صَلَّى النبي   كانَ عن عائشة رضي الل عنها قالت: " ن  لِهِ، تنََع لِهِ، في التَّيَم   وترََج 

 "ك لِِّهِ  شَأنِْهِ  وفي وط ه ورِهِ،
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𝐼  منتصف[𝐴𝐶]  فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 1) 
,𝐶)و 1) ، 

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝑇لتكن  ,𝐷)و (4 3) 

𝑇 ∈ (𝐵𝐷) 

 ناسبة للنقاط مركز الأبعاد المت 𝐺حسب الخاصة التجميعية تكون 

(𝐷, 3), (𝐵, 4)⏟        
(𝑇,7)

,𝐴)و  1), (𝐶, 1)⏟        
(𝐼,2)

 

 تقع على استقامة واحدة، ومنه تكون 𝑇و 𝐺و 𝐼وبالتالي 

𝑇 ∈ (𝐼𝐺) 

هي  𝑇متقاطعان في نقطة  (𝐼𝐺)و (𝐵𝐷)أي أنَّ المستقيمان 
,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,𝐷)و (4 3). 

𝐵𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

7
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

 بعد نقطة عن مستو

;𝑂)نتأمّل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقاط𝐴(𝑎, 0,0) 

,𝐵(0و 𝑏, ,𝐶(0,0و (0 𝑐)  حيث𝑎 و𝑏 و𝑐  أعداداً موجبة
 (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝑂تماماً. نهدف إلى إثبات علاقة بين بعُد 

 .𝑂𝐶و 𝑂𝐵و 𝑂𝐴والمسافات 

 
 

1) (a  َّأثبت أن
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑧

𝑐
= معادلة للمستوي  1

(𝐴𝐵𝐶). 

  نقاط ثلاثة من مار مستوي معادلة 

𝐶(0,0, 𝑐) 𝐵(0, 𝑏, 0) 𝐴(𝑎, 0,0) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−𝑎, 0, 𝑐) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−𝑎, 𝑏, 0) 

نوجد معادلة المستوي إما باستنتاج الناظم )حيث يكون عمودي 
على الشعاعين(، أو من خلال معرفة مجموعة نقاط المستوي 

,𝑀(𝑥قاط هي مجموعة الن 𝑦, 𝑧) التي تحقق 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(𝑥 − 𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝛼(−𝑎, 𝑏, 0) + 𝛽(−𝑎, 0, 𝑐) 

⇒

{
 
 

 
 
𝑥 − 𝑎 = −𝛼𝑎 − 𝛽𝑎        (1)       

𝑦 = 𝛼𝑏 ⇒ 𝛼 =
𝑦

𝑏
   (2)

𝑧 = 𝛽𝑐 ⇒ 𝛽 =
𝑧

𝑐
    (3)

 

 (1)في  (3)و (2)نعوض 

𝑥 − 𝑎 = −
𝑦

𝑏
𝑎 −

𝑧

𝑐
𝑎 ⟹

𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑧

𝑐
= 1 

,𝑎حيث  𝑏, 𝑐 ≠ 0. 

b)  للمستقيم ً  𝑂المار بالنقطة  ∆استنتج تمثيلاً وسيطيا

 .(𝐴𝐵𝐶)عمودياً على المستوي 

) �⃗�هو  (𝐴𝐵𝐶)نلاحظ أنَّ ناظم المستوي 
1

𝑎
,
1

𝑏
,
1

𝑐
وهو أيضاً  (

 ، وبالتالي تكون معادلة المستقيم∆شعاع موجه للمستقيم 

∆:

{
 
 

 
 𝑥 =

𝑡

𝑎

𝑦 =
𝑡

𝑏

𝑧 =
𝑡

𝑐

, 𝑡 ∈ ℝ 

مع المستوي  ∆نقطة تقاطع المستقيم  𝐻لتكن  (2

(𝐴𝐵𝐶). 
a)  احسب إحداثيات𝐻  بدلالة𝑎 و𝑏 و𝑐. 

لإيجاد إحداثيات نقطة التقاطع نحل معادلة المستقيم 
 والمستوي حلاً مشتركاً 

𝑡

𝑎2
+
𝑡

𝑏2
+
𝑡

𝑐2
= 1 ⟹ 𝑡 =

𝑎2𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
 

 هي 𝐻ومنه نقطة التقاطع 

(
𝑎 𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏2𝑐  

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
) 

b)  َّتحققّ أن𝐻 اعات المثلث هي نقطة تلاقي ارتف𝐴𝐵𝐶. 

 نتحقق من أنَّ 

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

ا مِن نَفْسِكَ، فوََ  جَالُ، فَاجْعَلْ لنَاَ يوَْما ِ صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ: غَلَبَناَ عَليَْكَ الر ِ ا لقَِيهَُنَّ عَدَهُنَّ يَوْما قالتِ الن ِسَاءُ للنبي 

، فَكانَ فِيما قاَلَ لهنَّ  مُ  امْرَأةٌَ  مِنْكُنَّ  ما :فيِهِ، فوََعَظَهُنَّ وأمََرَهُنَّ ثلًََثةَا مِن ولدَِهَا، إلاَّ كانَ لهََا حِجَاباا مِنَ النَّارِ  تقُدَ ِ

 .واثنْتَيَْنِ؟ فقَاَلَ: واثنَْتيَْنِ  :امْرَأةٌَ  فقَالتِ 
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𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
𝑎 𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
− 𝑎,

𝑎2𝑏 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏2𝑐 

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −𝑏, 𝑐) 

𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 −
𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
+

𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
= 0 

⟹ 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
𝑎 𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
− 𝑏,

𝑎2𝑏2𝑐 

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−𝑎, 0, 𝑐) 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
+ 0 +

𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
= 0 

⟹ 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
𝑎 𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
,

𝑎2𝑏2𝑐 

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
− 𝑐) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−𝑎, 𝑏, 0) 

𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
+

𝑎2𝑏2 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
+ 0 = 0 

⟹ 𝐶𝐻⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

𝑡أنَّ  2كان من الممكن أن نخفف من هذه الكتابة لو فرضنا بداية الطلب  = 𝑡0 =
𝑎2𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2+𝑎2𝑐2+𝑎2𝑏2
=

1
1

𝑎2
 +

1

𝑏2
+
1

𝑐2

 

 وكتبنا على أساسها.

c)  نضعℎ = 𝑂𝐻  َّأثبت أن
1

ℎ2
=

1

𝑎2
+

1

𝑏2
+

1

𝑐2
. 

𝑂𝐻لنحسب الطول  = ℎ  حيث𝐻 (
𝑡0

𝑎
,
𝑡0

𝑏
,
𝑡0

𝑐
) , 𝑂(0,0,0) 

⇒ 𝑂𝐻2 = ℎ2 = 𝑡0
2 (
1

𝑎2
 +

1

𝑏2
+
1

𝑐2
) =

(
1
𝑎2
 +

1
𝑏2
+
1
𝑐2
)

(
1
𝑎2
 +

1
𝑏2
+
1
𝑐2
)
2 ⇒

1

ℎ2
=
1

𝑎2
+
1

𝑏2
+
1

𝑐2
 

𝑡في حال لم نفرض فرضية أنّ  = 𝑡0 =
𝑎2𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2+𝑎2𝑐2+𝑎2𝑏2
=

1
1

𝑎2
 +

1

𝑏2
+
1

𝑐2

 سنضطر إلى كتابة ما يلي 

ℎ2 = (
𝑎 𝑏2𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
)

2

+ (
𝑎2𝑏 𝑐2

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
)

2

+ (
𝑎2𝑏2𝑐  

𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑏2
)

2

 

ℎ2 = (
1

𝑏2𝑐2

𝑎 𝑏2𝑐2
+
𝑎2𝑐2

𝑎 𝑏2𝑐2
+
𝑎2𝑏2

𝑎 𝑏2𝑐2

)

2

+ (
1

𝑏2𝑐2

𝑎2𝑏 𝑐2
+
𝑎2𝑐2

𝑎2𝑏 𝑐2
+
𝑎2𝑏2

𝑎2𝑏 𝑐2

)

2

+ (
1

𝑏2𝑐2

𝑎2𝑏2𝑐 
+
𝑎2𝑐2

𝑎2𝑏2𝑐 
+
𝑎2𝑏2

𝑎2𝑏2𝑐 

)

2

 

ℎ2 = (
1

1
𝑎 
+
𝑎
𝑏2
+
𝑎
𝑐2

)

2

+ (
1

𝑏
𝑎2
+
1
𝑏
+
𝑏
𝑐2

)

2

+ (
1

𝑐
𝑎2
+
𝑐
𝑏2
+
1
𝑐

)

2

 

ℎ2 =
1

𝑎2
(

1

1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2

)

2

+
1

𝑏2
(

1

1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2

)

2

+
1

𝑐2
(

1

1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2

)

2

 

ℎ2 =

1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2

(
1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2
)
2 =

1

1
𝑎2

 +
1
𝑏2
+
1
𝑐2

⇒
1

ℎ2
=
1

𝑎2
+
1

𝑏2
+
1

𝑐2
 

ُ له، فَغفَرََ بطَرِيقٍ  يَمْشِي رَجُلٌ  بيْنَما ":صلى الله عليه وسلم اللِ  س ول  رَ  قاَلَ  ، وجَدَ غُصْنَ شَوْكٍ علىَ الطَّرِيقِ، فأخَذهَُ، فَشَكَرَ اللََّّ

 "له
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 -- تمرينات ومسائل الوحدة الثالثة --
 94المسألة الأولى: صفحة 

 𝐼عدداً حقيقياً، و 𝛼رباعي الوجوه. وليكن  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 
معرّفتان  𝐹و 𝐸النقطتان . [𝐶𝐷]منتصف  𝐽و [𝐴𝐵]منتصف 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗بالعلاقتين   ⃗ = 𝛼𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗و ⃗   ⃗ = 𝛼𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ هي  𝐻. وأخيراً ⃗ 
 .[𝐸𝐹]منتصف 

هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐸تحققّ أنَّ  (1
(𝐴, 1 − 𝛼) و(𝐷, 𝛼) وكذلك أنَّ النقطة ،𝐹  هي

,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  1 − 𝛼) 

,𝐶)و 𝛼). 

 روري للحلالرسم ليس ض

𝐸 نقطتينلل م.أ.م (𝐴, 1 − 𝛼), (𝐷, 𝛼) 

 (1 − 𝛼) 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗   

 ننطلق من العلاقة المعطاة

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ (1 − 𝛼) 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐴)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐸ومنه  1 − 𝛼) 

,𝐷)و 𝛼) 

𝐹 نقطتينلل م.أ.م (𝐵, 1 − 𝛼), (𝐶, 𝛼) 

(1 − 𝛼) 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗   

 ننطلق من العلاقة المعطاة

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (1 − 𝛼) 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛼 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

,𝐵)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐹ومنه  1 − 𝛼) 
,𝐶)و 𝛼) 

2) (a  َّالنقطة أثبت أن𝐻  هي مركز الأبعاد المتناسبة

,𝐴)للنقاط  1 − 𝛼) و(𝐵, 1 − 𝛼) و(𝐶, 𝛼) 
,𝐷)و 𝛼). 

  التجميعية الخاصة 

,𝐸)لدينا  ,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (1 1 − 𝛼) 
,𝐷)و 𝛼) 

,𝐹)ولدينا  ,𝐵)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (1 1 − 𝛼) 

,𝐶)و 𝛼) 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ية ومنه حسب الخاصة التجميع
(𝐴, 1 − 𝛼) و(𝐵, 1 − 𝛼) و(𝐶, 𝛼) و(𝐷, 𝛼)  هو مركز

,𝐸)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,𝐹)و (1 منتصف ويقع  (1
[𝐸𝐹]  لتساوي الثقلين في𝐸 و𝐹 فهو يقع على النقطة ،𝐻. 

b)  استنتج وقوع النقاط𝐼 و𝐽 و𝐻 .على استقامة واحدة 

𝐼 نقطتينلل م.أ.م 𝐽, 𝐼 

,𝐼)لدينا  2 − 2𝛼)     مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين
(𝐴, 1 − 𝛼) و(𝐵, 1 − 𝛼) 

,𝐽)ولدينا  2𝛼)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐷, 𝛼) 

,𝐶)و 𝛼) 

,𝐼)هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  𝐻إذاً  2 − 2𝛼) 

,𝐽)و 2𝛼) ومنه النقاط ،𝐼 و𝐽 و𝐻 تقع على استقامة واحدة. 

 94مسألة الثانية: صفحة ال

𝐴𝐵𝐶𝐷  .أثبت في كل من الحالتين الآتيتين أنَّ رباعي وجوه

ع النقطة  𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝑀النقاط   .𝑀تقع في مستو واحد، ثمَّ وضّه

1   𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 يكفي واحد مستو في 𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝑀 لنقاطا أنَّ  لإثبات

,𝐵) لـ بةالمتناس الأبعاد مركز𝑀إثبات 𝛼), (𝐶, 𝛽), (𝐷, 𝛾) 

 𝛼𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝛾 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗   

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
𝐷𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

⇒ 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

𝛼 ∈ ℝ  وبالتالي𝐸 

من الممكن أن تكون 

أي نقطة على المستقيم 

(𝐴𝐷) والنقطة ،𝐹 

 كذلك بحيث يتحقق

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗و  ⃗ = 𝛼𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ُ تعََالَى في ظِل ِهِ يوَمَ لا ظِلَّ إلاَّ ظِلُّهُ: إمَامٌ عَدْلٌ، وشَاب   يظُِلُّهُمُ  سَبْعةٌَ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قَالَ  ِ، ورَجُلٌ  اللََّّ نَشَأَ في عِباَدَةِ اللََّّ

قَا عليه، ورَجُلٌ دَعَتهُْ امْرَأةٌَ  ِ، اجْتمَعا عليه وتفَرََّ  ذاَتُ مَنْصِبٍ وجَمَالٍ فقَالَ: قَلْبهُُ مُعَلَّقٌ في المَسَاجِدِ، ورَجُلًَنِ تحََابَّا في اللََّّ

َ، ورَجُلٌ تصََدَّقَ بصَدَقةٍَ فأخْفَاهَ  َ خَالِياا، ففَاَضَتْ عَيْناَهُ إن يِ أخََافُ اللََّّ  "ا حتَّى لا تعَْلمََ شِمَالهُُ ما تنُْفِقُ يمَِينهُُ، ورَجُلٌ ذكََرَ اللََّّ
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⇒ 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

,𝐵) مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝑀ومنه  1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 
  .𝐵𝐶𝐷وهي مركز ثقل المثلث 

 .تقع في مستو واحد 𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝑀النقاط ف

2   𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

,𝐵) مركز الأبعاد المتناسبة لـ 𝑀ومنه  1), (𝐶, 1), (𝐷, 2) 

,𝐼)ز الأبعاد المتناسبة لـ وتكون مرك 2), (𝐷,  𝐼حيث ، (2
 .[𝐷𝐼]تقع منتصف  𝑀، ومنه [𝐵𝐶]منتصف 

 .تقع في مستو واحد 𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝑀فالنقاط 

 94المسألة الثالثة: صفحة 

;𝑂)نعطي معلماً متجانساً في الفراغ  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) نعُطي النقطتين .

𝐴(1,0,0) و𝐵(4,3, −3). 

مراكز الأبعاد المتناسبة  𝑀لنقاط أتكون مجموعة ا (1

,𝐴)للنقطتين  1 − 𝛼) و(𝐵, 𝛼)  عندما تتحول𝛼  في

ℝ هي نفسها المستقيم المار بالنقطة ،𝐴  وشعاع

+ 𝑖 هتوجيه 𝑗 − �⃗�   ؟ 

𝑀  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين(𝐴, 1 − 𝛼) 
,𝐵)و 𝛼)  عندما تتحول𝛼  فيℝ  وبالتالي𝑀  تقع على المستقيم

(𝐴𝐵)  ومجموعة النقاط𝑀  تشكل المستقيم(𝐴𝐵). 

يتناسب مع  (𝐴𝐵)نحاول تعيين شعاع توجيه للمستقيم 
 المطلوب

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,3, −3) = 3(1,1, −1) 

= �⃗�نلاحظ أنّ الشعاع 
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,1, شعاع توجيه  (1−

 .𝐴المار من النقطة  (𝐴𝐵) للمستقيم

عة نقاط المستقيم هي نفسها مجمو 𝑀مجموعة النقاط وبالتالي 

+ 𝑖وشعاع توجيهه  𝐴المار بالنقطة  𝑗 − �⃗� . 

مراكز الأبعاد المتناسبة  𝑀أتكون مجموعة النقاط  (2

,𝐴)للنقاط  1 − 𝑥 − 𝑦) و(𝐵, 𝑥) و(𝑂, 𝑦)  عندما

، هي نفسها المستوي المار بالنقطة ℝفي  𝑦و 𝑥تتحول 

𝑂  ويقبل𝑖  و𝑖 + 𝑗 − �⃗�  شعاعي توجيه؟ 

𝑀 ز الأبعاد المتناسبة للنقاط مراك(𝐴, 1 − 𝑥 − 𝑦) 
,𝐵)و 𝑥) و(𝑂, 𝑦)  عندما تتحول𝑥 و𝑦  فيℝ وبالتالي ،𝑀 

تشكل المستوي  𝑀ومجموعة النقاط  (𝑂𝐴𝐵)تقع على المستوي 
(𝑂𝐴𝐵). 

+ 𝑖و  𝑖ويقبل  𝑂نلاحظ أنَّ المستوي المار بالنقطة  𝑗 − �⃗�  
ويقبل  𝑂المار من  (𝑂𝐴𝐵)هو نفسه المستوي  شعاعي توجيه

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,3, 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗و (3−  شعاعي توجيه (1,0,0)⃗ 

 حيث نلاحظ أنَّ 

𝑖 + 𝑗 − �⃗� =
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑖 = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الجواب إذن هو نعم.

 94المسألة الرابعة: صفحة 

مركز ثقل المثلث  𝐼رباعي الوجوه. وليكن  𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن 

𝐵𝐶𝐷و ،𝐽  منتصف[𝐴𝐼] و𝐾  نظيرة𝐴  بالنسبة إلى𝐼 عبّر .
 𝐶و 𝐵و 𝐴بصفتهما مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐾و 𝐽عن 
 بعد تزويدها بأمثال مناسبة. 𝐷و

 
 

𝐼  مركز ثقل المثلث𝐵𝐶𝐷 𝐽  منتصف[𝐴𝐼] 

⇓ ⇓ 

𝐼 مركز أبعاد متناسبة للنقاط 

(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1)⏟            
(𝐼,3)

 

𝐽 مركز أبعاد متناسبة للنقاط 

(𝐴, 3), (𝐼, 3)⏟      
(𝐽,6)

 

,𝐽)ومنه   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  (6

(𝐴, 3), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

 

𝐼 

هِنُ مِن دُهْنِهِ، أوْ يَمَسُّ  رَجُلٌ  يَغْتسَِلُ  لَا  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  رُ ما اسْتطََاعَ مِن طُهْرٍ، ويَدَّ يوَمَ الجُمُعَةِ، ويتَطََهَّ

قُ بيْنَ اثنْيَْنِ، ثمَُّ يصَُل ِي ما كُتِبَ له، ثمَُّ ينُْصِتُ إذاَ تكََلَّمَ  ، إلاَّ غُفِرَ له ما الإمَامُ مِن طِيبِ بيَْتِهِ، ثمَُّ يخَْرُجُ فلً يفَُر ِ

 "بيْنَهُ وبيْنَ الجُمُعَةِ الأخُْرَى
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𝐼  مركز ثقل المثلث𝐵𝐶𝐷 𝐾  نظيرة𝐴  بالنسبة إلى𝐼 

⇓ ⇓ 

𝐼 مركز أبعاد متناسبة للنقاط 

(𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1)⏟            
(𝐼,3)

 
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⏟

𝐴𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝐾𝐼⃗⃗ ⃗⃗ 

= 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  

2𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ − 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 

 𝐼لاحظ أنه نتج في هذه العلاقة أنَّ الوزن المرتبط بالنقطة 
,𝐼)وهو ما لا نريده )زبط الثوابت بحيث يكون  2هو  3) 

 كما فرضنا من قبل(

𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ −
1

2
𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 3𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗−

3

2
𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗  

,𝐼)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  𝐾ومنه  ,𝐴)و (3 −
3

2
). 

,𝐾)التالي وب
3

2
 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  (

(𝐴,−
3

2
) , (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

 95المسألة الخامسة: صفحة 

 --الوقوع على استقامة واحدة--

مركز ثقل  𝐼متوازي سطوح، وليكن  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻ليكن 

تقع على استقامة  𝐹و 𝐼و 𝐷. أثبت أنَّ النقاط 𝐴𝐻𝐶المثلث 
 . [𝐷𝐹]على  𝐼عيّهن موقع واحدة. و

 

 : من خلال الارتباط الخطي نثبتطريقة الأولىال

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗  

مركز  𝐼، وبالتالي 𝐴𝐻𝐶مركز ثقل المثلث  𝐼ننطلق من أنَّ 
 أبعاد متناسبة للنقاط

(𝐴, 1), (𝐻, 1), (𝐶, 1)⏟            
(𝐼,3)

 

⟹ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

 𝐷، لذلك نحاول إدخال 𝐷إثباتها  لدينا في العلاقة التي نريد

⟹ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ +𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ +𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+ 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ +𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= 0⃗  

⟹ 𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

+ 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  

⟹𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟      
𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 3𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ⟹ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  

  .تقع على استقامة واحدة 𝐹و 𝐼و 𝐷النقاط وبالتالي 

: من خلال أخذ معلم )المعلم هنا ليس ثانيةالطريقة ال

𝐷;𝐷𝐴⃗⃗)متجانس(  ⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐼ثم نثبت أنَّ  (𝐷𝐹)نكتب معادلة المستقيم  ∈ (𝐷𝐹). 

 لدينا إحداثيات النقاط في هذا المعلم:

𝐴(1,0,0) 𝐹(1,1,1) 𝐷(0,0,0) 

 𝐻(0,0,1) 𝐶(0,1,0) 

 وبالتالي تكون إحداثياتها 𝐴𝐻𝐶مركز ثقل المثلث  𝐼لدينا 

𝐼

(

 
 1⏞
𝑥 مجموع

3
,
1⏞

𝑦 مجموع

3
,
1⏞

𝑧 مجموع

3

)

 
 

 

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه  (𝐷𝐹)معادلة المستقيم  ومار  (1,1,1)⃗ 
 𝐷بالنقطة 

(𝐷𝐹): {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

𝐼نلاحظ أنَّ النقطة  (
1

3
,
1

3
,
1

3
 )حيث،(𝐷𝐹)تنتمي للمستقيم  (

𝑡 عندما تكونتكون النقطة من المستقيم  = وبالتالي  )1/3

 ، ويكونتقع على استقامة واحدة 𝐹و 𝐼و 𝐷النقاط 

1

3
𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  

 95ة: صفحة سادسالمسألة ال

 --تعيين نقطة تلاقي مستقيمات--

 𝑄و 𝑃، ولتكن ]0,1[من  𝑥لتكن . 𝐴𝐵𝐶𝐷 نتأمّل رباعي وجوه
 النقاط التي تحققّ 𝑆و 𝑅و

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝑆⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

. أثبت تلاقي [𝐵𝐷]و [𝐴𝐶]هما منتصفا الحرفين  𝐽و 𝐼النقطتان 
 في نقطة واحدة. (𝑄𝑆)و (𝑃𝑅)و (𝐼𝐽)المستقيمات 

 

𝐺 

حالُ  تشَُدُّ  لا ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ   "إلاَّ إلى ثلًثةِ مَساجِدَ: مَسجِدِ الحَرامِ، ومَسجِدي، ومَسجِدِ بيَتِ المَقدِسِ  الر ِ
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 تنتمي 𝐺 نقطة أنَّ  نثبت المتناسبة، الأبعاد فكرة خلال من

  (𝑄𝑆)و (𝑃𝑅)و (𝐼𝐽) من لكلّ  

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇓ ⇓ 

𝑄  مركز أبعاد متناسبة
,𝐴)للنقطتين  𝛼) و(𝐷, 𝛿) 

𝛿 = 𝑥, 𝛼 + 𝛿 = 1 

𝑃  مركز أبعاد متناسبة
,𝐴)للنقطتين  𝛼) و(𝐵, 𝛽) 

𝛽 = 𝑥, 𝛼 + 𝛽 = 1 

⇓ ⇓ 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥) (𝐴, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥) 

𝐶𝑆⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐶𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇓ ⇓ 

𝑆  مركز أبعاد متناسبة
,𝐵)للنقطتين  𝛽) و(𝐶, 𝛾) 

𝛽 = 𝑥, 𝛽 + 𝛾 = 1 

𝑅  مركز أبعاد متناسبة
,𝐷)للنقطتين  𝛿) و(𝐶, 𝛾) 

𝛿 = 𝑥, 𝛿 + 𝛾 = 1 

⇓ ⇓ 

(𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥) (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥) 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   𝐺لتكن 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥) 

 التجميعية الخاصة بحس

𝐺 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥)⏟          
(𝑃,1)

, (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥)⏟          
(𝑅,1)

 

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة
,𝑃)للنقاط  ,𝑅)و (1 1) 

⟸ 𝐺 ∈ (𝑃𝑅) 

𝐺  منتصف[𝑃𝑅] 

𝐺 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐷, 𝑥)⏟          
(𝑄,1)

, (𝐶, 1 − 𝑥), (𝐵, 𝑥)⏟          
(𝑆,1)

 

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة
,𝑆)للنقاط  ,𝑄)و (1 1) 

⟸ 𝐺 ∈ (𝑄𝑆) 

𝐺  منتصف[𝑄𝑆] 

𝐺 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 1 − 𝑥), (𝐶, 1 − 𝑥)⏞            
الثقلان متساويان

⏟            
(𝐼,2−2𝑥)

, (𝐵, 𝑥), (𝐷, 𝑥)⏞        
الثقلان متساويان

⏟        
(𝐽,2𝑥)

 

 [𝐵𝐷]و [𝐴𝐶]فا منتص 𝐽و 𝐼حيث 

𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة
,𝐼)للنقاط  2 − 2𝑥) 
,𝐽)و 2𝑥) 

⟸ 𝐺 ∈ (𝐼𝐽) 

في  لاقىتت (𝑄𝑆)و (𝑃𝑅)و (𝐼𝐽)المستقيمات ومنه نستنتج أنَّ 
 رباعي الوجوه. رؤوسهي مركز الأبعاد المتناسبة ل 𝐺نقطة  

 96المسألة السابعة: صفحة 

 --قدماً إلى الأمام--

تحققّ    [𝐴𝐵]نقطة من  𝐴𝐵𝐶𝐷 .𝐾رباعي وجوه نتأمّل 

𝐴𝐾 =
1

3
𝐴𝐵و ،𝐿  نقطة من القطعة المستقيمة[𝐶𝐷]  ّتحقق

𝐶𝐿 =
2

3
𝐶𝐷 ًوأخيرا .𝐼  هي منتصف[𝐴𝐷]و ،𝐽  هي منتصف

[𝐵𝐶] نعرّف .𝐺  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, 2) 
,𝐵)و ,𝐶)و (1 ,𝐷)و (1 2). 

1) (a نقاط أثبت أنَّ ال𝐺 و𝐼 و𝐽 .تقع على استقامة واحدة 

 

𝐺 لـ متناسبة أبعاد مركز 𝐼 و𝐽 

𝐼  هي منتصف[𝐴𝐷] و𝐽  هي منتصف[𝐵𝐶] 

⇓ ⇓ 

𝐼  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐴, 2), (𝐷, 2) 

𝐽  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐵, 1), (𝐶, 1) 

𝐺 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐵, 1), (𝐶, 1)⏟        
(𝐽,2)

, (𝐴, 2), (𝐷, 2)⏟        
(𝐼,4)

 

 مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺حسب الخاصة التجميعية تكون 
,𝐼)للنقطتين  ,𝐽)و (4 تقع على  𝐽و 𝐼و 𝐺النقاط ، ومنه (2

 .استقامة واحدة

b)  أثبت أنَّ النقاط𝐺 و𝐾 و𝐿 .تقع على استقامة واحدة 

𝐺 لـ متناسبة أبعاد مركز 𝐾 و𝐿 

𝐶𝐿 =
2

3
𝐶𝐷 𝐴𝐾 =

1

3
𝐴𝐵 

⇓ ⇓ 

𝐿  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐶, 1), (𝐷, 2) 

𝐾  مركز أبعاد متناسبة لـ
(𝐵, 1), (𝐴, 2) 

𝐺 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 2), (𝐵, 1)⏟        
(𝐾,3)

, (𝐶, 1), (𝐷, 2)⏟        
(𝐿,3)

 

 مركز الأبعاد المتناسبة 𝐺حسب الخاصة التجميعية تكون 

,𝐿)للنقطتين  ,𝐾)و (3 تقع على  𝐿و 𝐾و 𝐺النقاط ه ، ومن(3
 .استقامة واحدة

ُ  الذي المُؤْمِنِ  مَثلَُ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قَالَ  ةِ، رِيحُها طَي بٌِ وطَعْمُها طَي ِبٌ، القرُْآنَ  يَقْرَأ كَمَثلَِ الأتُرُْجَّ

يْحانةَِ،  يقَْرَأُ  الذي القرُْآنَ كَمَثلَِ التَّمْرَةِ، لا رِيحَ لها وطَعْمُها حُلْوٌ، ومَثلَُ المُنافقِِ  يقَْرَأُ  لا الذي المُؤْمِنِ  ومَثلَُ  القرُْآنَ مَثلَُ الرَّ

 ،  "القرُْآنَ كَمَثلَِ الحَنْظَلةَِ، ليسَ لها رِيحٌ وطَعْمُها مُر   يقَْرَأُ  لا الذي ومَثلَُ المُنافقِِ رِيحُها طَي ِبٌ وطَعْمُها مُر 
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 في مستو  واحد. 𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼استنتج وقوع النقاط  (2

 واحد مستو في يقعان متقاطعان مستقيمان

𝐺وجدنا أنَّ  ∈ [𝐼𝐽] و𝐺 ∈ [𝐿𝐾] ومنه ،[𝐼𝐽] و[𝐿𝐾] 
 .𝐺يتقاطعان في 

 .تقع في مستو  واحد 𝐿و 𝐾و 𝐽و 𝐼ومنه النقاط 

 96لثامنة: صفحة المسألة ا

هي نقاط  𝑅و 𝑄و 𝑃. والنقاط 𝐴𝐵𝐶𝐷نتأمّل رباعي وجوه 
 متوازيات أضلاع. 𝐴𝐶𝑅𝐷و 𝐴𝐵𝑄𝐷و 𝐴𝐵𝑃𝐶تجعل 

 .(𝐵𝑅)و (𝐶𝑄)و (𝐷𝑃)نهدف إلى إثبات تلاقي المستقيمات 

1) (a  أثبت أنَّ النقطة𝑃  هي مركز الأبعاد المتناسبة

,𝐵)و (𝐴,−1)للنقاط  ,𝐶)و (1 1). 

 

 اطللنق المتناسبة الأبعاد مركز هي 𝑃 كانت إذا

(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  ً   تتحقق عندئذ   𝑀 النقطة كانت وأيا

𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + γ𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 متوازي أضلاع وبالتالي: 𝐴𝐵𝑃𝐶لدينا 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

⟹ (1 + 1 − 1)𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
0⃗⃗ 

 

,𝐵)و (𝐴,−1)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑃 ومنه 1) 
,𝐶)و 1). 

b)  عبّر بالمثل عن𝑄  بصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط

𝐴 و𝐵 و𝐷 وكذلك، عبّر عن .𝑅  بصفتها مركز أبعاد

 .𝐷و 𝐶و 𝐴متناسبة للنقاط 

 .كما فعلنا في الطلب السابق

  بالتالي:متوازي أضلاع و 𝐴𝐵𝑄𝐷لدينا 

𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

⟹ (1 + 1 − 1)𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
0⃗⃗ 

 

,𝐵)و (𝐴,−1)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑄ومنه  1) 
,𝐷)و 1). 

 متوازي أضلاع وبالتالي: 𝐴𝐶𝑅𝐷لدينا 

𝐴𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

⟹ (1 + 1 − 1)𝐴𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
0⃗⃗ 

 

,𝐶)و (𝐴,−1)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑅ومنه  1) 
,𝐷)و 1). 

، وهي مركز أبعاد متناسبة 𝐼بالاستفادة من نقطة  (2

، ومن الخاصة 𝐷و 𝐶و 𝐵و 𝐴مُختارة للنقاط 

 (𝐶𝑄)و (𝐷𝑃)التجميعية، أثبت تلاقي المستقيمات 

 على هذه المستقيمات. 𝐼، وعيّن موقع (𝐵𝑅)و

 د المتناسبة للنقاط مركز الأبعا 𝐼لتكن 

(𝐴,−1), (𝐵, 1), (𝐶, 1), (𝐷, 1) 

مركز الأبعاد المتناسبة  𝐼حسب الخاصة التجميعية تكون 
,𝑃)للنقطتين   1), (𝐷, 1) 

(𝐴,−1), (𝐵, 1), (𝐶, 1)⏟            
(𝑃,1)

, (𝐷, 1) 

 .[𝐷𝑃]وبالتالي تقع منتصف 

,𝑄)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐼و  1), (𝐶, 1) 

(𝐴,−1), (𝐵, 1), (𝐷, 1)⏟              
(𝑄,1)

, (𝐶, 1) 

 .[𝐶𝑄]وبالتالي تقع منتصف 

,𝑅)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   𝐼و  1), (𝐵, 1) 

(𝐴,−1), (𝐶, 1), (𝐷, 1)⏟              
(𝑅,1)

, (𝐵, 1) 

 .[𝐵𝑅]وبالتالي تقع منتصف 

، والتي 𝐼تتلاقى في  (𝐵𝑅)و (𝐶𝑄)و (𝐷𝑃)المستقيمات  ومنه

 .[𝐵𝑅]و [𝐶𝑄]و [𝐷𝑃]لمستقيمة تقع منتصف كل من القطع ا

 

 

 

 

𝐼 

 وإلَّ  أكَلَه ، اشْتهََاه   إنِ  قطَ ؛ طَعاَمًا وسلَّمَ  عليه الل   صَلَّى النبي   عَابَ  ما" قال: عنه الل رضي هريرة أبي عن

 "ترََكَه  
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 97المسألة التاسعة: صفحة 

ً من الفراغ، وعدداً  𝐶و 𝐵و 𝐴ثلاث نقاط نتأمّل  من  𝑘حقيقيا
إلى مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺𝑘. ترمز [1,1−]المجال 

(𝐴, 𝑘2 + ,𝐵)و (1 𝑘) و(𝐶,−𝑘). 

قطعة المستقيمة منتصف ال 𝐼و 𝐶و 𝐵و 𝐴مثلّ النقّاط  (1
[𝐵𝐶] وأنشئ النقطتين ،𝐺1 و𝐺−1. 

 اطللنق المتناسبة الأبعاد مركز هي 𝐺 كانت إذا

(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  ً   تتحقق عندئذ   𝑀 النقطة كانت وأيا

𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + γ𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 
,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺𝑘لدينا  𝑘2 + 1) 

,𝐵)و 𝑘) و(𝐶,−𝑘) ومنه ،𝐺1  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط
(𝐴, ,𝐵)و (2 ,𝐶)و (1  أي (1−

2𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
0⃗⃗ 

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 2𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

⟹𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗  

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺−1وبالمثل  2) 
,𝐶)و (𝐵,−1)و  أي (1

2𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
0⃗⃗ 

− 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 2𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

 إجباري وليس اختياري( في الطريقتين)الرسم  طريقة ثانية:

𝐺1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 2), (𝐵, 1)⏟        
(𝐾,3)

, (𝐶, −1)
⏟              

(𝐺1 ,2)

 

= 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗حيث 
2

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐺1⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

3

2
𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐺−1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

(𝐴, 2), (𝐶, 1)⏟        
(𝐿,3)

, (𝐵, −1)
⏟              

(𝐺−1,2)

 

𝐶𝐿⃗⃗حيث  ⃗⃗ =
2

3
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗ 𝐵𝐺−1⃗⃗و  ⃗  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

3

2
𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 
2) (a  أثبت أنّه مهما كان العدد𝑘  كان  [1,1−]من

𝐴𝐺𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
𝑘

1+𝑘2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺𝑘لدينا  𝑘2 + 1) 
,𝐵)و 𝑘) و(𝐶,−𝑘) تأياً كان 𝑘  ومنه ،[1,1−]من 

(𝑘2 + 1)𝐴𝐺𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑘2 + 1)𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      
0⃗⃗ 

+ 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑘𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑘

𝑘2 + 1
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝑘

1 + 𝑘2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

b) يّرات التابع ادرس تغ𝑓  [1,1−]المعرف على المجال 

𝑓(𝑥)بالصيغة  = −
𝑥

1+𝑥2
. 

𝑓(𝑥) = −
𝑥

1 + 𝑥2
 

 ، ومشتقه[1,1−]التابع مستمر واشتقاقي على المجال 

𝑓′(𝑥) = −
1 + 𝑥2 − 2𝑥2

(1 + 𝑥2)2
= −

1 − 𝑥2

(1 + 𝑥2)2
 

 ر نلاحظ أن المقام موجب دائماً، وأنَّ المقدا

1 − 𝑥2 ≥ 0 , 𝑥 ∈ [−1,1] 

، وينعدم فقط [1,1−]وبالتالي المشتق سالب على طول المجال 
 عند

𝑥2 = 1 ⟹ 𝑥 = ∓1 

 وجدول التغيرات

   1  0  −1 𝑥 

   0 −− −− −− 0 𝑓′(𝑥) 

−
1

2
 ↘ 0 ↘ 

1

2
 𝑓(𝑥) 

c)  استنتج مجموعة النقاط𝐺𝑘  عندما تتحول𝑘  في المجال

[−1,1]. 

 الطلب السابق أنه إذا كانت نستنتج من

𝑘 ∈ [−1,1] ⟹ 𝑦 = 𝑓(𝑘) ∈ [−
1

2
,
1

2
] 

 ومنه

𝐴𝐺𝑘⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑦𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑦 ∈ [−
1

2
,
1

2
]  

تمثل القطعة المستقيمة  𝐺𝑘فإنَّ مجموعة النقاط بالتالي و
[𝐺1𝐺−1]. 

 

ا في حَجْرِ رَسولِ ة رضي الله عنه: عن عمر بن أبي سلم ِ  كُنْتُ غُلًَما عليه وسلَّمَ، وكَانَتْ يدَِي  اللهُ  صَلَّى اللََّّ

حْفَةِ، فَقالَ لي رَسولُ  ِ  تطَِيشُ في الصَّ َ  سَم ِ  ،غُلًَمُ  يا :عليه وسلَّمَ  اللهُ  صَلَّى اللََّّ ا يلَِيكَ اللََّّ ، وكُلْ بيَمِينكَِ، وكُلْ ممَّ

 .كَ طِعْمَتي بَعْدُ فَما زَالَتْ تلِ
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 التي تحقق 𝑀المكونة من النقاط  ℰعيّن المجموعة  (3

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖ = ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
2𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖ 

⟹ ‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ 

التي تشكل المستوي  𝑀هي مجموعة النقاط  ℰومنه المجموعة 
 .[𝐺1𝐺−1]المحوري للقطعة 

 التي تحقق 𝑀المكونة من النقاط  ℱعيّن المجموعة  (4

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖ = ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

‖2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

‖2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
−𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

+𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
−𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ 

‖2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖−(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)‖ 

‖2𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖−2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ 

⟹ ‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ‖ 

التي تشكل الكرة التي  𝑀تمثل مجموعة النقاط  ℱالمجموعة 

 .‖ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗‖ونصف قطرها يساوي  𝐺1مركزها 

 يمكن الحل بأكثر من طريقة بحيث تنتج العلاقة  ملاحظة

‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐶𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

 أو

‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐵𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ 

 ولكن النتيجة تبقى واحدة.

;𝑂)نزوّد الفضاء بمعلم متجانس  (5 𝑖, 𝑗, 𝑘) ونفترض .

 𝐴(0,0,2)معطاة كما يأتي:  𝐶و 𝐵و 𝐴أنَّ النقاط 

 ℱو ℰو 𝐺𝑘، وأنَّ 𝐶(−1,2,5)و 𝐵(−1,2,1)و
 معرّفة كما في السّابق.

a)  احسب إحداثيات النقطتين𝐺1 و𝐺−1 َّوأثبت أن ،

 متقاطعتان. ℱو ℰالمجموعتين 

b)  احسب نصف قطر الدائرةΓ  الناتجة من تقاطع

 .ℱو ℰالمجموعتين 

 

 
𝐺1  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط(𝐴, 2), (𝐵, 1), (𝐶, −1) 

{
  
 

  
 𝑥𝐺1 =

𝛼𝑥𝐴 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 𝑦𝐺1 =
𝛼𝑦𝐴 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾

𝑧𝐺1 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 

{
  
 

  
 𝑥𝐺1 =

2(0) + 1(−1) − 1(−1)

2 + 1 − 1
= 0

𝑦𝐺1 =
2(0) + 1(2) − 1(2)

2 + 1 − 1
= 0

𝑧𝐺1 =
2(2) + 1(1) − 1(5)

2 + 1 − 1
= 0

 

 𝐺1(0,0,0)ومنه 

𝐺−1  م.أ.م للنقاط(𝐴, 2), (𝐵,−1), (𝐶, 1) 

{
  
 

  
 𝑥𝐺−1 =

2(0) − 1(−1) + 1(−1)

2 + 1 − 1
= 0

𝑦𝐺−1 =
2(0) − 1(2) + 1(2)

2 + 1 − 1
= 0

𝑧𝐺−1 =
2(2) − 1(1) + 1(5)

2 + 1 − 1
= 4

 

𝐺−1(0,0,4)  

 ℱو ℰلإثبات التقاطع نكتب معادلة 

الذي  [𝐺1𝐺−1]هي معادلة المستوي المحوري لـ  ℰمعادلة 

𝐺1𝐺−1⃗⃗ناظمه  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ منتصف  𝑁(0,0,2)ومار من  (0,0,4) 
[𝐺1𝐺−1]وهي بالتالي ، 

𝑧 = 2 

ونصف قطرها  𝐺1هي معادلة الكرة التي مركزها  ℱمعادلة 

‖ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗‖يساوي  = √1 + 4 + 1 =  ، وهي6√

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6 

:  بالحل المشترك للمعادلتين نجد أنَّ

𝑥2 + 𝑦2 = 2 

، وهي عبارة عن دائرة مركزها ℱو ℰوهي تمثل نقاط تقاطع 

 .2√رها نصف قطو (0,0)

جُلُ  إنَّ مِن أكْبرَِ الكَبائرِِ أنْ يَلْعنََ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ِ، وكيفَ  الرَّ والِدَيْهِ. قيلَ: يا رَسولَ اللََّّ

جُلُ  يلَْعنَُ  جُلُ  يَسُبُّ  :والِدَيْهِ؟ قالَ  الرَّ جُلِ  أبا الرَّ هُ الرَّ  "، فيََسُبُّ أباهُ، ويَسُبُّ أمَُّ
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;𝑂)معلماً متجانساً نتأمّل  𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ مركز ثقل  𝐺. ليكن (⃗ 

 .𝐴𝐵𝐶المثلث 

عمودي على  (𝑂𝐺)، وتحقق أنَّ 𝐺احسب إحداثيات  (1
(𝐴𝐵𝐶) . 

𝐶(0,0,1) 𝐵(0,1,0) 𝐴(1,0,0) 𝑂(0,0,0) 

{
 
 

 
 𝑥𝐺 =

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶
3

=
1

3

 𝑦𝐺 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
=
1

3

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
=
1

3

 

⟹ 𝐺 (
1

3
,
1

3
,
1

3
) 

، يكفي إثبات (𝐴𝐵𝐶)عمودي على  (𝑂𝐺)لإثبات أنَّ 
في  )أو شعاعين موجهين( تعامده مع مستقيمين متقاطعين

(𝐴𝐵𝐶) َّأي نثبت أن ، 

{
(𝑂𝐺) ⊥ (𝐴𝐵) ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

(𝑂𝐺) ⊥ (𝐴𝐶) ⟺ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

3
,
1

3
,
1

3
) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
1

3
+
1

3
+ 0 = 0 ⟹ (𝑂𝐺) ⊥ (𝐴𝐵) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
1

3
+ 0 +

1

3
= 0 ⟹ (𝑂𝐺) ⊥ (𝐴𝐶) 

 
 𝐵′(0,2,0)و 𝐴′(2,0,0)تعرّف النقاط  (2

 .(′𝐴′𝐵′𝐶)المستوي  𝐶′(0,0,3)و

(a  اكتب معادلة للمستوي(𝐴′𝐵′𝐶′). 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ (𝐴′𝐵′𝐶′)   عندئذ 

𝐴′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  خطياً  مرتبطة  

,𝑀(𝑥بفرض  𝑦, 𝑧)  نقطة من المستوي(𝐴′𝐵′𝐶′)   عندئذ
,𝛼يقيان يوجد عددان حق 𝛽 يحققان 

𝐴′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛼𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝐴′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

(𝑥 − 2, 𝑦, 𝑧) = 𝛼(−2,2,0) + 𝛽(−2,0,3) 

 ومنه

{
 
 

 
 
𝑥 − 2 = −2𝛼 − 2𝛽

𝑦 = 2𝛼 ⟹ 𝛼 =
𝑦

2

𝑧 = 3𝛽 ⟹ 𝛽 =
𝑧

3

 

  :معادلة المستوي نعوض المعادلة الثانية والثالثة بالأولى نجد

3𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 6  

 
b)  َّأثبت أن𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  تنتمي إلى المستقيم(𝐴𝐶)  إذا

}بحيث  𝑘وُجد عدد 
𝑥 = 1 − 𝑘
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑘

 

الذي شعاع  (𝐴𝐶)الوسيطية للمستقيم  تلنكتب المعادلا

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗توجيهه   𝐴(1,0,0)ويمر بالنقطة  (1,0,1−)⃗ 

𝑑: {
𝑥 = −𝑘 + 1
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑘

, 𝑘 ∈ ℝ 

 تحقق معادلة المستقيم فهي تنتمي إليه. 𝑀واضح أنَّ 

c) سب إحداثيات النقطة اح𝐾  المشتركة بين المستقيم

(𝐴𝐶)  والمستوي(𝐴′𝐵′𝐶′). 

نحل المعادلتين حلاً مشتركاً )نعوض المعادلات الوسيطية 
 للمستقيم في معادلة المستوي(

−3𝑘 + 3 + 2𝑘 = 6 ⟹ 𝑘 = −3 

,𝐾(4,0هي  𝐾النقطة  إحداثياتنجد  ومنه −3). 

3) (a  احسب إحداثيات النقطة𝐿 شتركة بين المستقيم الم

(𝐵𝐶)  والمستوي(𝐴′𝐵′𝐶′) . 

الذي شعاع  (𝐵𝐶)لنكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم  

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗توجيهه   ⃗(0,  𝐵(0,1,0)ويمر بالنقطة  (1,1−

𝑑: {
𝑥 = 0

𝑦 = −𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

، (′𝐴′𝐵′𝐶)والمستوي  (𝐵𝐶)المستقيم لإيجاد نقطة تقاطع 
 عوض المعادلات الوسيطية للمستقيم في معادلة المستوي،ن

−3𝑡 + 3 + 2𝑡 = 6 ⟹ 𝑡 = −3 

⟹ 𝐿(0,4, −3) 

b)  أثبت توازي المستقيمات(𝐴𝐵) و(𝐴′𝐵′) و(𝐾𝐿). 

 الخطي الارتباط

تي يدُْعَوْنَ يوَمَ القِيامَةِ ":صلى الله عليه وسلم اللِ  ول  رَس   قاَلَ  ا إنَّ أمَُّ لِينَ  غُرًّ مِن آثارِ الوُضُوءِ، فَمَنِ اسْتطَاعَ مِنكُم أنْ يطُِيلَ  مُحَجَّ

تهَُ فلَْيَفْعلَْ    "غُرَّ
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𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (−2,2,0) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) 𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0) 

 نلاحظ أنَّ 

𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 4𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 متوازية. (𝐾𝐿)و (′𝐴′𝐵)و (𝐴𝐵)مستقيمات فال

بدلالة  (′𝐴′𝐵′𝐶)و (𝐴𝐵𝐶)عيّن تقاطع المستويين  (4

 النقاط المعرّفة سابقاً.

{
𝐾 ∈ (𝐴𝐶) ⟹ 𝐾 ∈ (𝐴𝐵𝐶)

𝐿 ∈ (𝐵𝐶) ⟹ 𝐿 ∈ (𝐴𝐵𝐶)
 

 (𝐴𝐵𝐶)مشتركتان بين المستويين  𝐿و 𝐾فالنقطتان 
يقعان على الفصل المشترك لهما، ومنه فهما  (′𝐴′𝐵′𝐶)و

 هو الفصل المشترك للمستويين المذكورين. (𝐾𝐿)المستقيم 

 98المسألة الحادية عشرة: صفحة 

𝐴𝐵متوازي مستطيلات فيه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻ليكن  = 2 
𝐵𝐶و = 𝐺𝐶 = هي  𝐽و [𝐴𝐵]هي منتصف  𝐼. النقطة 1

 .[𝐶𝐺]منتصف 

;𝐴)نتأمّل المعلم المتجانس 
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) . 

 .𝐼𝐽و 𝐷𝐽احسب المسافتين  (1

 
 نكتب إحداثيات النقاط في هذا المعلم المعطى

𝐴(0,0,0), 𝐼(1,0,0), 𝐵(2,0,0), 𝐶(2,1,0), 𝐽 (2,1,
1

2
) 

𝐷(0,1,0), 𝐸(0,0,1), 𝐹(2,0,1), 𝐺(2,1,1),𝐻(0,1,1) 

𝐽 (2,1,
1

2
) 𝐼(1,0,0) 𝐷(0,1,0) 

𝐷𝐽 = √4 + 0 +
1

4
=
√17

2
 

𝐼𝐽 = √1 + 1 +
1

4
=
3

2
 

متعامدان. واحسب  (𝐼𝐽)و (𝐷𝐼)أثبت أنَّ المستقيمين  (2

cos 𝐼𝐽�̂� 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  (1,1,
1

2
) 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ (1, −1,0) 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  =? 0 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 1 − 1 + 0 = 0 ⇒ (𝐷𝐼) ⊥ (𝐼𝐽) 

)نستطيع استخدام النسب المثلثية  𝐼قائم في  𝐷𝐼𝐽فالمثلث 
 ستفادة من الطلب السابق(والا

cos 𝐼𝐽�̂� =
𝐼𝐽

𝐷𝐽
=

3

√17
 

3) (a  أعط معادلة للمستوي(𝐷𝐼𝐽). 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ (𝐷𝐼𝐽)   عندئذ 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ , 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  مرتبطة  ً  خطيا

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝛽𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗  

(𝑥, 𝑦 − 1, 𝑧) = 𝛼(1,−1,0) + 𝛽 (2,0,
1

2
) 

{

𝑥 = 𝛼 + 2𝛽
𝑦 − 1 = −𝛼 ⟹ 𝛼 = 1 − 𝑦

𝑧 =
1

2
𝛽 ⟹ 𝛽 = 2𝑧

 

 نعوض المعادلة الثانية والثالثة بالأولى نجد معادلة المستوي:

𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 − 1 = 0  

b)  احسب بعد𝐻  عن المستوي(𝐷𝐼𝐽). 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐻, (𝐷𝐼𝐽)) =
|𝑎𝑥𝐻 + 𝑏𝑦𝐻 + 𝑐𝑧𝐻 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|0 + 1 − 4 − 1|

√1 + 1 + 16
=

4

3√2
 

 .𝐻𝐷𝐼𝐽وجوه احسب حجم رباعي ال (4

حجم رباعي الوجوه 
الارتفاع × مساحة القاعدة 

3
= 

𝑉 =
1

3
. 𝑆𝐷𝐼𝐺 . ℎ, ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐻, (𝐷𝐼𝐽)) 

 

قاَلَ: لا شيءَ، إلاَّ أن ِي  .لَهَا أعْدَدْتَ  : ومَاذاَعَنِ السَّاعَةِ، فَقَالَ: مَتىَ السَّاعَة؟ُ قَالَ  صلى الله عليه وسلمأنَّ رَجُلًا سَألََ النبيَّ عن أنس رضي الله عنه 

َ ورَسوله صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ، فَقاَلَ: أنْتَ مع مَن أحْبَبْتَ. قَالَ أنَسٌ: فَما فَرِحْنَا بشيءٍ، فَرَحَ  ِ صَلَّى اللهُ عليه أحُِبُّ اللََّّ نَا بقوَْلِ النبي 

وإنْ أنَسٌ: فأناَ أحُِبُّ النبيَّ صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ وأبََا بَكْرٍ، وعُمَرَ، وأرَْجُو أنْ أكُونَ معهُمْ بحُب ِي إيَّاهُمْ، وسلَّمَ: أنْتَ مع مَن أحْبَبْتَ قَالَ 

 لَمْ أعْمَلْ بمِثلِْ أعْمَالِهِمْ 
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 = 𝐷𝐼𝐽مساحة المثلث القائم 
جداء طولي الضلعين القائمتين

2
 

𝑆𝐷𝐼𝐺 =
𝐷𝐼 . 𝐼𝐽

2
=
√2 .

3
2

2
=
3√2

4
 

𝑉 =
1

3
. 𝑆𝐷𝐼𝐺 . ℎ =

1

3
.
3√2

4
.
4

3√2
=
1

3
  

5) (a  للمستقيم ً  𝐽المار بالنقطة  𝑑أعط تمثيلاً وسيطيا

 .(𝐻𝐷𝐼)عمودياً على المستوي 

𝐽مار بالنقطة  𝑑مستقيم  (2,1,
1

2
وشعاع توجيهه  (

�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

شعاع توجيه المستقيم ننطلق من الفرض المعطى   �⃗�لتعيين 
وبالتالي عمودي على  (𝐻𝐷𝐼)على المستوي بأنه عمودي 

 توجيهالشعاعي 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ (0,0,1) 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ (1, −1,0) 

{ �⃗� ⊥ 𝐷𝐻
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗� . 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑐 = 0

�⃗� ⊥ 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗� . 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑎 − 𝑏 = 0
 

𝑏باختيار  =  نجد 1

�⃗� (1,1,0) 

  𝑑ومنه تكون معادلة المستقيم 

𝑑: {

𝑥 = 2 + 𝑡
𝑦 = 1 + 𝑡

𝑧 =
1

2

, 𝑡 ∈ ℝ 

b)  احسب إحداثيات النقطة𝐽′  نقطة تقاطع المستقيم𝑑 

 .(𝐻𝐷𝐼)والمستوي 

 𝐻ومار من  �⃗� (1,1,0)ناظمه  (𝐻𝐷𝐼)معادلة المستوي 

𝑥 + 𝑦 = 1  

في معادلة  𝑑نعوض المعادلات الوسيطية للمستقيم 
 ،(𝐻𝐷𝐼)المستوي 

2 + 𝑡 + 1 + 𝑡 = 1 ⇒ 𝑡 = −1 

⟹ 𝐽′ (1,0,
1

2
) 

c)  جد بطرائق مختلفة بعُد النقطة𝐽  عن المستوي

(𝐻𝐷𝐼). 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐽, (𝐻𝐷𝐼)) =
|𝑎𝑥𝐽 + 𝑏𝑦𝐽 + 𝑐𝑧𝐽 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|2 + 1 − 1|

√1 + 1 + 0
=
2

√2
= √2 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐽, (𝐻𝐷𝐼)) = 𝐽𝐽′ = √1 + 1 + 0 = √2 

𝑉 =
1

3
. 𝑆𝐻𝐷𝐼 . ℎ ⇒ ℎ =

1

𝑆𝐻𝐷𝐼
=

2

𝐻𝐷. 𝐷𝐼
= √2 
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;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) نتأمّل الهرم ،𝑆 − 𝑂𝐴𝐵𝐶 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗حيث   ⃗ = 𝑖  و𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑖 + 𝑗  و𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑗  و𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗�  .
0عدداً يحقق  𝑡وليكن  < 𝑡 < . نهدف إلى تعيين مقطع الهرم 1

𝑥الذي معادلته  𝒫بالمستوي  + 𝑦 = 𝑡 وتعيين قيمة ،𝑡  التي
 أعظمية.تجعل مساحة المقطع 

1) (a  يقطع المستوي𝒫  المستقيمات(𝑂𝐴) و(𝑂𝐶) 

 𝐻و 𝐺و 𝐹و 𝐸و 𝐷في  (𝑆𝐴)و (𝑆𝐵)و (𝑆𝐶)و
 بالترتيب. ارسم شكلاً وبيّن طبيعة هذا المقطع.

 

 
b)  أثبت أنّ الرباعي𝐷𝐸𝐹𝐻  مستطيل، وعبّر عن

 .𝑡مساحته بدلالة 

 .نثبت أنه متوازي أضلاع فيه زاوية قائمة

 لنكتب إحداثيات النقاط في المعلم المعطى

𝑂(0,0,0), 𝐴(1,0,0), 𝐵(1,1,0), 𝐶(0,1,0), 𝑆(0,0,1) 

,𝐷 نقاطاللتعيين إحداثيات  𝐸, 𝐹, 𝐻 قاطع المستوي مع ن
,𝐷، نلاحظ أنَّه من السهل الحصول على النقطتين الهرم 𝐸 

{
𝐷 ∈ (𝑂𝐴) ⟹ 𝑦 = 0, 𝑧 = 0       
𝐷 ∈ 𝒫 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 ⟹ 𝑥 = 𝑡

⇒ 𝐷(𝑡, 0,0)  

{
𝐸 ∈ (𝑂𝐶) ⟹ 𝑥 = 0, 𝑧 = 0       
𝐸 ∈ 𝒫 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 ⟹ 𝑦 = 𝑡

⇒ 𝐸(0, 𝑡, 0)  

نكتب معادلتي المستقيمين  𝐹,𝐻للحصول على إحداثيات 
(𝑆𝐶) و(𝑆𝐴) 

الرسم مبين في الشكل المجاور، 

حيث المقطع عبارة عن مضلع 

ي ف 𝑧خماسي. )لاحظ أنه لا يوجد 

معادلة المستوي وبالتالي يكون 

 .(𝑂𝑧المستوي موازياً للمحور 

ُ  جَعلََ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  حْمَةَ  اللََّّ ا مِئةََ جُزْءٍ، فأمْسَكَ عِنْدَهُ تِسْعَ  الرَّ ا، وأنَْزَلَ في الأرْضِ جُزْءا ةا وتِسْعِينَ جُزْءا

ا، فَمِنْ ذلكَ الجُزْءِ يتَرَاحَمُ الخَلْقُ، حتَّى ترَْفَعَ الفرََسُ حافرَِها عن ولدَِها، خَشْيَةَ أنْ تصُِيبَهُ   "واحِدا
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 ، (𝑆𝐴)معادلة المستقيم 

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه   ⃗(1,0, −1)  

 𝑆ومار من النقطة 

(𝑆𝐴): {

𝑥 = 𝑠1
𝑦 = 0

𝑧 = 1 − 𝑠1
, 

 𝑠1 ∈ ℝ 

 ، (𝑆𝐶)معادلة المستقيم 

𝑆𝐶⃗⃗شعاع توجيهه  ⃗⃗  (0,1, −1)  

 𝑆ومار من النقطة 

(𝑆𝐶): {
𝑥 = 0
𝑦 = 𝑠2

𝑧 = 1 − 𝑠2

, 

 𝑠2 ∈ ℝ 

{
𝐹 ∈ (𝑆𝐶) ⟹ 𝑥 = 0, 𝑧 = 1 − 𝑦                       
𝐹 ∈ 𝒫 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 ⟹ 𝑦 = 𝑡 ⇒ 𝑧 = 1 − 𝑡

 

⇒ 𝐹(0, 𝑡, 1 − 𝑡)  

{
𝐻 ∈ (𝑆𝐴) ⟹ 𝑦 = 0, 𝑧 = 1 − 𝑥                       
𝐻 ∈ 𝒫 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 ⟹ 𝑥 = 𝑡 ⇒ 𝑧 = 1 − 𝑡

 

⇒ 𝐻(𝑡, 0,1 − 𝑡)  

𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−𝑡, 𝑡, 0) 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−𝑡, 𝑡, 0) 

𝐷𝐸⃗⃗نلاحظ أنَّ  ⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0, 𝑡 − 1) 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0,0, 𝑡 − 1) 

= 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗نلاحظ أنَّ  𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 )يمكن كتابة إحدى المساواتين فقط(

ضلعين متقابلين متوازي أضلاع لتساير  𝐷𝐸𝐹𝐻ومنه الرباعي 

𝐷𝐸⃗⃗لإثبات أنّه مستطيل يكفي أن نثبت أنّ  فيه. ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 + 0 + 0 = 0 

 مستطيل.  𝐷𝐸𝐹𝐻الرباعي  بالتاليو

، )انتبه 𝐷𝐸و 𝐻𝐷لحساب المساحة نحسب طول كل من 
0حيث  هنا إلى أخذ الجواب الذي يعطيك قيمة موجبة < 𝑡 < 1) 

𝐻𝐷 = √(𝑡 − 1)2 = {
+𝑡 − 1 < مرفوض 0

−𝑡 + 1 > مقبول 0
 

𝐷𝐸 = √𝑡2 + 𝑡2 = √2 𝑡 

 وبالتالي مساحة المستطيل

𝑆(𝐷𝐸𝐹𝐻) = √2 𝑡(1 − 𝑡) 

c)  احسب إحداثيات النقطة𝐺 ثمَّ مساحة المثلث ،𝐹𝐺𝐻 
 . 𝑡بدلالة 

 ، (𝑆𝐵)معادلة المستقيم 

𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه   ⃗(1,1,−1)  

 𝑆ومار من النقطة 

(𝑆𝐵): {

𝑥 = 𝑠3
𝑦 = 𝑠3

𝑧 = 1 − 𝑠3
, 

 𝑠3 ∈ ℝ 

{
𝐺 ∈ (𝑆𝐵) ⟹ 𝑥 = 𝑠3, 𝑦 = 𝑠3, 𝑧 = 1 − 𝑠3

𝐺 ∈ 𝒫 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 ⟹ 2𝑠3 = 𝑡 ⇒ 𝑠3 =
𝑡

2

 

⇒ 𝐺 (
𝑡

2
,
𝑡

2
, 1 −

𝑡

2
)  

استخدام أكثر من ، يمكن 𝐹𝐺𝐻لحساب مساحة المثلث 
اع مقسمة طريقة، إما بأن تقول بأنّ المساحة هي القاعدة بالارتف

، (𝐻𝐹)عن المستقيم  𝐺، وتحسب الارتفاع بحساب بعد 2على 
 .أو بأن تحسب أطوال أضلاعه وتستنتج نوعه وتطبق المناسب

𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−
𝑡

2
,
𝑡

2
, −
𝑡

2
) 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

𝑡

2
, −
𝑡

2
,−
𝑡

2
) 

𝐺𝐹 =
√3

2
𝑡 𝐻𝐹 = √2 𝑡 𝐺𝐻 =

√3

2
𝑡 

𝐺𝐻ين حيث نلاحظ أنَّ المثلث متساوي الساق = 𝐺𝐹 وبالتالي ،
 .[𝐻𝐹]منتصف  𝑁حيث  𝐺𝑁ارتفاع المثلث هو نفسه المتوسط 

𝑁 (
𝑡

2
,
𝑡

2
, 1 − 𝑡) 

⟹ 𝐺𝑁 =
𝑡

2
 

 𝐹𝐺𝐻وبالتالي مساحة المثلث 

𝑆(𝐹𝐺𝐻) =
1

2
𝐻𝐹. 𝐺𝑁 =

√2

4
𝑡2 

d)  استنتج عبارة𝒜(𝑡)  مساحة المقطع المنشود بدلالة

𝑡. 

𝒜(𝑡) = 𝑆(𝐷𝐸𝐹𝐻) + 𝑆(𝐹𝐺𝐻)

= √2 𝑡 − √2 𝑡2 +
√2

4
𝑡2

= √2 𝑡 −
3√2

4
𝑡2 

، واستنتج قيمة ]0,1[على المجال  𝒜ادرس اطراد  (2

𝑡 .التي تجعل مساحة المقطع أعظمية 

𝒜(𝑡) = √2 𝑡 −
3√2

4
𝑡2, 𝑡 ∈ ]0,1[ 

 ومشتقه ]0,1[اشتقاقي على المجال  𝒜(𝑡)التابع 

𝒜′(𝑡) = √2 −
3√2

2
𝑡   

𝒜′(𝑡) = 0 ⇒ 𝑡 =
2

3
 

 ويكون جدول التغيرات

1  
2

3
  −1 𝑡 

∥ −− 0 ++ ∥ 𝒜′(𝑡) 

∥ ↘ 
√2

3
 ↗ ∥ 𝒜(𝑡) 

 وبالتالي تكون المساحة أعظمية عند 

𝑡 =
2

3
 

𝒜(𝑡)وتكون قيمتها  =
√2

3
. 

رَجُلًا بالفسُُوقِ، ولا يرَْمِيهِ بالكُفْرِ؛ إلاَّ ارْتدََّتْ عليه إنْ لَمْ يَكُنْ صاحِبهُُ  رَجُلٌ  يرَْمِي لا ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 

 "كَذلكَ 
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 𝑂𝐴𝐶استنتج أنّ المستوي المار بمركز ثقل المثلث  (3

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗و ⃗  شعاعي توجيه يوافق مقطعاً أعظمي  ⃗ 

 المساحة.

نكتب معادلة هذا المستوي، ثم نلاحظ أنها نفس معادلة 

𝑡عندما  𝒫المستوي  =
2

3
. 

𝐶(0,1,0) 𝐴(1,0,0) 𝑂(0,0,0) 

 𝑂𝐴𝐶مركز ثقل المثلث  𝑀لتكن 

𝑀(
1

3
,
1

3
, 0) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0) 𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,0,1) 

,�⃗� (𝑎لنعين  𝑏, 𝑐) ناظم المستوي المطلوب 

{ �⃗� ⊥ 𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑐 = 0

�⃗� ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ −𝑎 + 𝑏 = 0
 

𝑎ولتكن  𝑎نختار قيمة لـ  = 𝑏فتكون  1 =  ، ومنه1

�⃗� (1,1,0) 

 وبالتالي معادلة المستوي 

𝑥 −
1

3
+ 𝑦 −

1

3
+ 0 = 0 ⇒ 𝑥 + 𝑦 =

2

3
 

𝑡عندما تعطي  𝒫معادلة المستوي وهي نفس  =
2

3
أكبر مساحة  

 . للمقطع

م 
هاء ت 

ت  ل الله الأن  ض  ف  ب 

ل  ع مسائ  مي  ج 
من  

عة   سم الأ ش 
ات  ق  ب  درن  ون 

راغ   ي  الف 
ف 

 

  

 "صَدَقةٌَ  مَعروفٍ  كُلُّ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 
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 -- تمرينات ومسائل امتحانية --
 :2017 الأولى دورةال الثالث في سؤالال

مبدأ الإحداثيات  𝑂التي مركزها  𝑆اكتب معادلة للكرة  -1

𝑅ونصف قطرها  = √3. 
   الذي معادلته                𝒫تحقق أنَّ المستوي  -2

𝒫: 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 3 =  .𝑆يمس الكرة  0

 

 

 

 :2017دورة الأولى الالأولى في مسألة ال

 .2مكعب طول حرفه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻في الشكل المجاور 

;𝐴)نتأمّل المعلم المتجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ):  

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2�⃗� , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝑗 , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑖  

 .(𝐺𝐵𝐷)اكتب معادلة للمستوي  -1
 .(𝐸𝐶)وسيطياً للمستقيم  اكتب تمثيلاً  -2
مع المستوي  (𝐸𝐶)جد إحداثيات نقطة تقاطع المستقيم  -3

(𝐺𝐵𝐷). 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗التي تحقق  𝑀جد إحداثيات النقطة  -4 ⃗⃗ =
1

3
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 .(𝐸𝐶)و (𝐻𝑀)أثبت تعامد المستقيمين  -5

 

 

 

 

 

 
 

 :2017 ثانيةالدورة الفي  الثاني سؤالال

,𝑑 اكتب شعاعي التوجيه للمستقيمين 𝑑′ 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = −3𝑡 + 2
𝑧 = −3𝑡 + 3

, 𝑡 ∈ ℝ, 

 𝑑′: {
𝑥 = 𝑠

𝑦 = 3𝑠 − 3
𝑧 = −𝑠 + 1

, 𝑠 ∈ ℝ  

,𝑑وهل المستقيمان  𝑑′ .يقعان في مستوي واحد؟ علل إجابتك 

 

 

 

 :2017 ثانيةدورة الال في الرابع سؤالال

;𝑂)المعلم المتجانس  في نتأمّل 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) النقطتين ،𝐴(2,0,1) 

والمطلوب: اكتب معادلة المستوي المحوري  𝐵(1,−2,1)و
 . [𝐴𝐵]للقطعة المستقيمة 

 

 

 

 :2017 ثانيةدورة الفي ال التمرين الثاني

𝐴𝐵𝐶𝐷 رباعي وجوه و𝑎  ،عدد حقيقي𝐼 و𝐽 هما  على الترتيب
نقطتان تحققان العلاقتين:  𝐹و 𝐸و [𝐶𝐷]و [𝐴𝐵]منتصفا 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗و ⃗   ⃗ = 𝑎. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗ هي منتصف  𝐻وأخيراً  ⃗ 
[𝐸𝐹] َّأثبت أن .𝐻, 𝐽, 𝐼 .تقع على استقامة واحدة 

 

 

 

 
 

 "غَرْساا، فأكَلَ منه إنْسانٌ أوْ دابَّةٌ، إلاَّ كانَ له به صَدَقَةٌ  غَرَسَ  مُسْلِمٍ  مِن ما ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 

ول أولً حل حا

الأسئلة بنفسك 

وكتابة الطرق 

 الممكنة للحل 
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  :2017السؤال الثالث في الدورة الأولى ل ح

الشكل العام لمعادلة الكرة التي مركزها النقطة  -1
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  ونصف قطرها𝑅 :هو 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

ونصف  𝑂(0,0,0)وبالتالي فإنّ معادلة الكرة التي مركزها 

𝑅قطرها  =  هي 3√

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3 

:𝒫يمس المستوي  -2 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

𝑅يساوي  𝑂الكرة إذا كان بعده عن مركزها  = √3، 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑂, 𝒫) =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|0 − 0 + 0 + 3|

√(1)2 + (−1)2 + (1)2
=
𝟑

√𝟑
= √𝟑 = 𝑅 

 يمس الكرة. 𝒫المستوي وبالتالي 

 :2017المسألة الأولى في الدورة الأولى  حل

,𝐵,𝐷لدينا إحداثيات النقاط  -1 𝐺 في هذا المعلم 

𝐺(2,2,2) 𝐷(0,2,0) 𝐵(2,0,0) 

للمستوي والذي   �⃗�تاج إلى تعيين ناظم لتعيين معادلة المستوي نح
 يكون عمودي على مستقيمين متقاطعين فيه

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,2,2) 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−2,2,0) �⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

�⃗� ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ �⃗� . 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒ −2𝑎 + 2𝑏 = 0

⇒ 𝑎 = 𝑏  

�⃗� ⊥ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ �⃗� . 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2𝑏 + 2𝑐 = 0

⇒ −𝑐 = 𝑏  

𝑏باختيار  = 𝑎يكون  1 = 1, 𝑐 =  ومنه 1−

�⃗� (1,1, −1) 

,�⃗� (1,1الذي ناظمه  (𝐺𝐵𝐷)وبالتالي معادلة المستوي  −1) 
 𝐵ومار من النقطة 

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐵) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐵) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐵) = 0 

𝑥 − 2 + 𝑦 − 𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 2  

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه  (𝐸𝐶)المستقيم  -2  𝐸ومار بـ  ⃗ 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2, −2) 𝐶(2,2,0) 𝐸(0,0,2) 

(𝐸𝐶): {

𝑥 = 𝑥𝐸 + 𝑥𝐸𝐶  𝑡
𝑦 = 𝑦𝐸 + 𝑦𝐸𝐶  𝑡
𝑧 = 𝑧𝐸 + 𝑧𝐸𝐶  𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

(𝐸𝐶): {
𝑥 = 2 𝑡
𝑦 = 2 𝑡

𝑧 = 2 − 2 𝑡
, 𝑡 ∈ ℝ 

نعوض الإحداثيات الوسيطية للمستقيم في معادلة  -3
 (𝐺𝐵𝐷)المستوي 

(2𝑡) + (2𝑡) − (2 − 2𝑡) = 2 

6𝑡 = 4 ⟹ 𝑡 =
2

3
 

𝑡نعوض  =
2

3
 تكونفي الإحداثيات الوسيطية للمستقيم ف 

 إحداثيات نقطة التقاطع

(
4

3
,
4

3
,
2

3
) 

4- 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2, −2) 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧 − 2) 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

3
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (

𝑥
𝑦

𝑧 − 2
) =

1

3
(
2
2
−2
) 

⟹

{
 
 

 
 𝑥 =

2

3

𝑦 =
2

3

𝑧 = 2 −
2

3
=
4

3

⇒ 𝑀(
2

3
,
2

3
,
4

3
) 

5- (𝐸𝐶) ⊥ (𝐻𝑀) ? 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2, −2) 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
2

3
,−
4

3
,−
2

3
) 𝐻(0,2,2) 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗يكفي إثبات أنَّ   ⃗. 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2.
2

3
− 2.

4

3
+ 2.

2

3
=
4

3
−
8

3
+
4

3
= 0 

(𝐸𝐶)ومنه  ⊥ (𝐻𝑀). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

بنَىَ بيَْتاا فأحْسَنَهُ وأجَْمَلَهُ، إلاَّ مَوْضِعَ لبَنَِةٍ  الأنْبيِاءِ مِن قبَْلِي، كَمَثلَِ رَجُلٍ  ومَثلََ  مَثلَِي إنَّ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 

نَةُ، وأنا مِن زاوِيَةٍ، فجََعلََ النَّاسُ يطَُوفوُنَ به، ويَعْجَبوُنَ له، ويقولونَ: هَلًَّ وُضِعَتْ هذِه اللَّبِنَة؟ُ قالَ: فأنا اللَّبِ 

 "خاتِمُ النَّبي يِنَ 

 

 

 

 

 

 

تم التحميل من موقع علوم للجميع 

https://www.3lom4all.com 

mailto:berlantcommunication@gmail.com


103 

 

berlantcommunication@gmail.com 963943608577+ شقرنورأ     963941114148+ برلنت مطيط  

 :2017السؤال الثاني في الدورة الثانية  حل

,�⃗� (1هو  𝑑شعاع توجيه المستقيم  −3,−3) 

⃗⃗′𝑢هو  ′𝑑شعاع توجيه المستقيم   ⃗(1,3, −1) 

لإثبات أن المستقيمان يقعان بمستو  واحد إما يكونان متوازيان 
حيث يكون شعاعا التوجيه مرتبطان خطياً أو متقاطعان )حيث 
نتأكد من أنّ المستقيمان متقاطعان أو متخالفان من خلال الحل 

 المشترك لمعادلتي المستقيمين(

⃗⃗′𝑢 و �⃗� أولاً: واضح أنّ مركبات الشعاعين  غير متناسبة ⃗ 

1

1
≠
−3

3
 

 ومنه المستقيمان غير متوازيان

 ندرس إمكانية وجود نقطة مشتركة بينهما

𝑑 = 𝑑′: {
𝑡 + 1 = 𝑠        (1)

−3𝑡 + 2 = 3𝑠 − 3     (2)

−3𝑡 + 3 = −𝑠 + 1    (3)
 

نحل اثنتان من المعادلات حل مشترك ونتأكد من الحل من 
 نجد: (2)في  (1)المعادلة المتبقية، نعوض 

−3𝑡 + 2 = 3𝑡 + 3 − 3 ⇒ 6𝑡 = 2 ⇒ 𝑡 =
1

3
 

⟹ 𝑠 =
1

3
+ 1 =

4

3
 

 (3)نعوض الحل الناتج في 

−3(
1

3
) + 3 = −(

4

3
) + 1 

2 ≠ −
1

3
 

  ومنه المستقيمان متخالفان وغير متقاطعان.

 :2017السؤال الرابع في الدورة الثانية حل 

 إما ننطلق من حقيقة أنَّ طريقة أولى: 

,𝑀(𝑥إذا كانت  𝑦, 𝑧) للقطعة  نقطة من المستوي المحوري
[𝐴𝐵] :ّفإن 

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ 𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

....... 

يمر من النقطة  [𝐴𝐵]المستوي المحوري للقطعة طريقة ثانية: 

𝑁  منتصف[𝐴𝐵]  ويقبل الشعاع𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ناظماً له ⃗ 

𝐵(1,−2,1) 𝐴(2,0,1) 

𝑁 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

) 

𝑁 (
3

2
,
−2

2
,
2

2
) = (

3

2
,−1,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = (−1,−2,0) 

 ومنه معادلة المستوي تكون

−1(𝑥 −
3

2
) − 2(𝑦 + 1) + 0(𝑧 − 1) = 0 

⇒ 𝑥 + 2𝑦 +
1

2
= 0 

 :2017التمرين الثاني في الدورة الثانية حل 

,𝐼مركز أبعاد متناسبة للنقطتين  𝐻بإثبات أنَّ يمكن إثبات ذلك  𝐽 

 ننطلق من المعطيات:

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

,𝐸)وبالتالي   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1

(𝐷, 𝑎), (𝐴, 1 − 𝑎) 

𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐹)وبالتالي   مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1

(𝐶, 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎) 

وبالتالي هي مركز الأبعاد المتناسبة  [𝐴𝐵]منتصف  𝐼لدينا 

,𝐴)للنقطتين  1 − 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎) وتكون ،(𝐼, 2 − 2𝑎) 

وبالتالي هي مركز الأبعاد المتناسبة  [𝐶𝐷]منتصف  𝐽ولدينا 
,𝐶)للنقطتين  𝑎), (𝐷, 𝑎) وتكون ،(𝐽, 2𝑎) 

 المتناسبة ومنه حسب الخاصة التجميعية يكون مركز الأبعاد
 للنقاط الأربعة

(𝐴, 1 − 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎), (𝐶, 𝑎), (𝐷, 𝑎) 

,𝐸)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,𝐹)و (1 ، ويكون (1

، وهو بالتالي النقطة 𝐹و 𝐸لتساوي الثقلين في  [𝐸𝐹]منتصف 
(𝐻, 2). 

ً يكون مركز الأبعاد المتناسبةو  حسب الخاصة التجميعية أيضا
 للنقاط الأربعة

(𝐴, 1 − 𝑎), (𝐵, 1 − 𝑎), (𝐶, 𝑎), (𝐷, 𝑎) 

,𝐼)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  2 − 2𝑎) و(𝐽, 2𝑎) 

,𝐻)وبالتالي  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (2
(𝐼, 2 − 2𝑎) و(𝐽, 2𝑎) وبالتالي النقاط ،𝐻, 𝐽, 𝐼  تقع على
 استقامة واحدة.

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ُ في حاجَتِهِ المُسْلِمِ  أخُو المُسْلِمُ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ   "، لا يظَْلِمُهُ ولا يسُْلِمُهُ، ومَن كانَ في حاجَةِ أخِيهِ كانَ اللََّّ
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 :8201لأولى الدورة ا في نيالثا سؤالال

;𝑂)في المعلم المتجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  لتكن النقطة𝐴(1,−2,0) 

:𝒫الذي معادلته:  𝒫والمستوي  𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 
 والمطلوب:

، ثم اكتب معادلة الكرة 𝒫عن المستوي  𝐴احسب بعد النقطة 
  .𝒫وتمس المستوي  𝐴التي مركزها 

 

 

 

 :8120دورة الأولى في ال ثانيةالمسألة ال

;𝑂)معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) لدينا النقاط ،𝐴(1,1,0) 

 . المطلوب:𝐶(4,0,0)و 𝐵(1,2,1)و

,𝐶أثبت أنَّ النقاط  -1 𝐵, 𝐴 .ليست على استقامة واحدة 
تعطى بالعلاقة  (𝐴𝐵𝐶)أثبت أنَّ معادلة المستوي  -2

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0. 
 معادلتهما: 𝒬,𝒫ليكن المستويان  -3

𝒫: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 4 = 0 

𝒬: 2𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 − 5 = 0 

أثبت أنَّ المستويان يتقاطعان في الفصل المشترك له التمثيلات 
 الوسيطية التالية:

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 3
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

,(𝐴𝐵𝐶)ما هي نقطة تقاطع المستويات  -4 𝒬, 𝒫؟ 
 .𝑑عن المستقيم  𝐴احسب بعُد  -5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  :8201 نيةثاالدورة الفي  الثاني سؤالال

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻  متوازي سطوح، فيه𝐴𝐵 = 2         ،

𝐵𝐶 = 𝐺𝐶 = والنقطة  °45يساوي  𝐷𝐴�̂�وقياس الزاوية  1
𝐼  منتصف[𝐸𝐹] :والمطلوب 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .1  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
التي تحقق العلاقة         𝑀عيّن موضع النقطة  .2

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

 

 

 

 

 

 

 :8201 ثانيةدورة الفي ال سألة الأولىمال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) ، :لدينا النقاط𝐶(4,0,0), 

𝐵(1,0, −1), 𝐴(2,1,3), 𝐸(1, −1,1), 𝐷(0,4,0)، 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗جد  .1  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
ليست واقعة على استقامة  𝐸و 𝐷و 𝐶أثبت أنَّ النقاط  .2

 واحدة.

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ  .3  (𝐶𝐷𝐸)يعامد المستوي  ⃗ 
 (𝐶𝐷𝐸)اكتب معادلة المستوي  .4
 (𝐶𝐷𝐸)عن المستوي  𝐵احسب بعُد  .5
وتمس المستوي  𝐵اكتب معادلة الكرة التي مركزها  .6

(𝐶𝐷𝐸). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ِ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ِ  ،يؤُْمِنُ  لا واللََّّ ِ  ،يؤُْمِنُ  لا واللََّّ ؟ِ قالَ: الذي .يؤُْمِنُ  لا واللََّّ يأَمَْنُ  لا قيلَ: ومَن يا رَسولَ اللََّّ

 "قَهُ ئِ جارُهُ بَوا
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  :2018السؤال الثاني في الدورة الأولى  حل

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
|𝑎𝑥𝐴 + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|1 − 4 + 0 − 1|

√(1)2 + (2)2 + (1)2
=
4

√6
 

,𝑥𝐴)لمعادلة الكرة التي مركزها النقطة العام الشكل  𝑦𝐴, 𝑧𝐴) 
 هو: 𝑅ونصف قطرها 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 + (𝑧 − 𝑧𝐴)
2 = 𝑅2 

 يكون  𝒫وتمس المستوي  𝐴معادلة الكرة التي مركزها في 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒫) =
4

√6
 

 وبالتالي المعادلة المطلوبة

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 + 𝑧2 =
8

3
 

 :2018المسألة الثانية في الدورة الأولى  حل

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ن ينثبت أنَّ الشعاع -1  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ ً يغير مرتبط ⃗   ن خطيا

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, −1,0) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,1,1) 

 نلاحظ أن مركبات الشعاعين غير متناسبة 

0

3
≠
1

−1
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗وبالتالي الشعاعان   ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  ً ، ومنه النقاط غير مرتبطين خطيا

𝐴 و𝐵 و𝐶 .ليست على استقامة واحدة 

الذي ناظمه  (𝐴𝐵𝐶)لنكتب معادلة المستوي  -2
�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐)  ومار بالنقطة𝐴. 

,�⃗� (𝑎نعين  𝑏, 𝑐)  بالاستفادة من كونه عمودي على كل مستقيم
 ستقيمين متقاطعين(بالمستوي )نختار م

�⃗� ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ �⃗� . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 0 + 𝑏 + 𝑐 = 0

⇒ 𝑏 = −𝑐  

�⃗� ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ �⃗� . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 3𝑎 − 𝑏 = 0

⇒ 𝑏 = 3𝑎  

𝑏نختار  = 𝑐فيكون  1 = 𝑎و 1− =
1

3
 

�⃗� (
1

3
, 1, −1) 

 (𝐴𝐵𝐶)وبالتالي معادلة المستوي 

𝑎(𝑥 − 𝑥𝐴) + 𝑏(𝑦 − 𝑦𝐴) + 𝑐(𝑧 − 𝑧𝐴) = 0 
1

3
(𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) − 𝑧 = 0 

1

3
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 =

4

3
 

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 − 4 = 0 

نتأكد من أنّ ناظميهما غير مرتبطين خطياً ثم نحل  -3
 معادلتيهما حلاً مشتركاً.

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2, −1), 𝑛𝒬⃗⃗ ⃗⃗ (2,3, −2) 

واضح أن مركباتهما غير متناسبة 
1

2
≠
2

3
، وبالتالي المستويان 

معادلتين حلاً )نحل ال لهمامتقاطعان. لنعيين الفصل المشترك 
 مشتركاً بحيث نكتب اثنان من المجاهيل بدلالة المجهول الثالث(

𝒫: 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑧 − 2𝑦 + 4 

𝒬: 2𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 − 5 = 0 ⇒ 𝑧 = 𝑥 +
3

2
𝑦 −

5

2
 

 نعوض الأولى في الثانية نجد

𝑥 = 𝑥 +
3

2
𝑦 −

5

2
− 2𝑦 + 4 ⇒ 

3𝑦 − 5 − 4𝑦 + 8 = 0 ⇒ 𝑦 = 3 

𝑧وبفرض  = 𝑡 نجد 

{
𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 3
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 وهي معادلة الفصل المشترك المطلوب.

,(𝐴𝐵𝐶)نقطة تقاطع المستويات  -4 𝒬, 𝒫  هي ذاتها
 (𝐴𝐵𝐶)مع المستوي  𝑑نقطة تقاطع 

في معادلة المستوي  𝑑لذا نعوض الإحداثيات الوسيطية للمستقيم 
(𝐴𝐵𝐶) 

𝑡 − 2 + 3(3) − 3𝑡 − 4 = 0 ⇒ 𝑡 =
3

2
 

𝑡وبالتالي نقطة التقاطع هي النقطة الموافقة لـ  =
3

2
 وتكون 

(−
1

2
, 3,
3

2
) 

لا تنتمي إلى  𝐴(1,1,0)أنّ النقطة  لاحظأولاً ن -5
 𝑑المستقيم 

,𝐴′(𝑥لتكن  𝑦, 𝑧)  مسقط النقطة𝐴  على المستقيم𝑑  عندئذ ،
 يكون

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (1,0,1) 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑥 − 1, 𝑦 − 1, 𝑧) 

{
1  𝐴′ ∈ 𝑑 ⇒ {

𝑥 = 𝑡 − 2
𝑦 = 3
𝑧 = 𝑡

2  𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑥 − 1 + 𝑧 = 0

 

 نجد: 2في  1بتعويض 

𝑡 − 2 − 1 + 𝑡 = 0 ⇒ 𝑡 =
3

2
 

′𝐴وبالتالي تكون النقطة  (−
1

2
, 3,

3

2
) 

 𝑑عن المستقيم  𝐴ومنه نجد بعد 

𝐴𝐴′ = √(−
3

2
)
2

+ (2)2 + (
3

2
)
2

= √
17

2
 

 

 

ةٍ رَبَطَتهَْا، فَلَمْ تطُْعِمْهَا، ولَمْ تدََعْهَا تأَكُْلُ مِن خَشَاشِ الأرْضِ  النَّارَ  امْرَأةٌَ  دَخَلَتِ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ   "في هِرَّ
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  :2018السؤال الثاني في الدورة الثانية  حل

1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. cos𝐷𝐴�̂� 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2 × (1) × cos 45° =
2

√2
= √2 

2. 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

− 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⏟
𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗

 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ 

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  

 .𝐼تنطيق على  𝑀ومنه فإنّ النقطة 

 :2018ي الدورة الثانية المسألة الأولى ف حل

1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−1,−4) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,4,0) 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,−1,1) 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗نثبت أنّ الشعاعين  .2  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  ً  غير مرتبطين خطيا

واضح أنَّ المركبات غير متناسبة 
−4

−3
≠

4

−1
، وبالتالي 

𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ً ومنه غير م ⃗  ليست  𝐸و 𝐷و 𝐶النقاط رتبطين خطيا
 .واقعة على استقامة واحدة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗إذا كان  .3 عمودي على مستقيمين متقاطعين في  ⃗ 
 المستوي فهو عمودي عليه.

 نثبت أنَّ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1)(−4) + (−1)(4) + (−4)(0)

= 4 − 4 =  محققة 0

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1)(−3) + (−1)(−1) + (−4)(1)

= 3 + 1 − 4 =  محققة 0

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗وبالتالي   .(𝐶𝐷𝐸)يعامد المستوي  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝐶يمر من النقطة  (𝐶𝐷𝐸)المستوي  .4 ناظماً  ⃗ 
,𝑥0)نقطة مار من مستوي معادلة له.  𝑦0, 𝑧0) 

,�⃗� (𝑎 هوناظم 𝑏, 𝑐) 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

 (𝐶𝐷𝐸)وبالتالي معادلة المستوي 

−(𝑥 − 4) − 𝑦 − 4𝑧 = 0 

𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 − 4 = 0 

 يعطى .5

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵, (𝐶𝐷𝐸)) =
|𝑎𝑥𝐵 + 𝑏𝑦𝐵 + 𝑐𝑧𝐵 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|1 + 0 − 4 − 4|

√(1)2 + (1)2 + (4)2
=

7

√18
=

7

3√2
 

 

نقطة شكل معادلة الكرة التي مركزها ال .6
(𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑧𝐵)  ونصف قطرها𝑅 :هو 

(𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 + (𝑧 − 𝑧𝐵)
2 = 𝑅2 

,𝐵(1,0في معادلة الكرة التي مركزها  وتمس المستوي  (1−
(𝐶𝐷𝐸)  يكون 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵, (𝐶𝐷𝐸)) =
7

√18
 

 وبالتالي المعادلة المطلوبة

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 + (𝑧 + 1)2 =
49

18
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 "خانَ  آيَةُ المُنافقِِ ثلًَثٌ: إذا حَدَّثَ كَذبََ، وإذا وعَدَ أخْلَفَ، وإذا اؤْتمُِنَ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 
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 :9201الدورة الأولى  في رابعال سؤالال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )، نتأمّل النقطتين 𝐴(1,0,1) 

  𝐵(0,1,1)و

ً للمستقيم  (1 ويقبل  𝐴المار من  𝑑اكتب تمثيلاً وسيطيا
 �⃗� (2,2,1)شعاع توجيه له 

 متعامدان. 𝑑و (𝐴𝐵)لمستقيمين أثبت أنَّ ا (2

 

 

 

 :9201دورة الأولى في ال ولىالمسألة الأ

ل في  ,𝐴)معلم متجانس نتأمَّ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗ المكعب ،(⃗ 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻:المطلوب . 

اكتب في هذا المعلم إحداثيات كل من النقاط  (1
𝐴, 𝐶, 𝐻, 𝐹, 𝐷. 

 .(𝐴𝐶𝐻)لمستوي لمعادلة  اكتب (2
 :الذي معادلته 𝒫 لمستويأثبت أنَّ ا (3

𝒫:−2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 1 = 0 

 .(𝐴𝐶𝐻)يوازي المستوي 

,𝐹أثبت أنَّ  𝐴𝐶𝐻مركز ثقل المثلث  𝐼بفرض  (4 𝐼, 𝐷 
 على استقامة واحدة.

 Ω(1,−1,1)التي مركزها  𝑆كتب معادلة للكرة ا (5

𝑅ونصف قطرها  = وبيّن أنّ المستوي  .3√
(𝐴𝐶𝐻)  يمس الكرة𝑆. 

 

 

 

 
 

  :9201 ثانيةالدورة الفي  رابعال لسؤاال

;𝑂)في معلم متجانس نتأمّل  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) انالنقطت 𝐴(2,1, −2) 

 والمستوي 𝐵(−1,2,1)و

𝑃: 3𝑥 − 𝑦 − 3𝑧 − 8 = 0 

 .𝑃يعامد المستوي  (𝐴𝐵)أثبت أنَّ المستقيم  (1
ً للمستقيم  (2 ، ثم عينّ (𝐴𝐵)اكتب تمثيلاً وسيطيا

 .𝑃على  𝐴لقائم للنقطة المسقط ا ′𝐴إحداثيات النقطة 

 

 

 

 

 

 :9201 ثانيةدورة الالمسألة الأولى في ال

ل  ;𝑂)في معلم متجانس نتأمَّ 𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقطة𝐴(1,2,0) 

 والمستويات:

𝑃: 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0 

𝑄: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0      

𝑅: 𝑥 − 𝑧 − 1 = 0              

 والمطلوب:

,𝑄أثبت أنَّ المستويين  (1 𝑃 فصل مشترك متقاطعان بΔ ،
 اكتب تمثيلاً وسيطياً له.و

 .𝐴ويمر بالنقطة  Δيعامد  𝑅تحقق أنَّ المستوي  (2
,𝑅 المستويات أثبت أنَّ  (3 𝑄, 𝑃  تتقاطع بنقطة𝐼  يطلب

 تعيين إحداثياتها.
 .Δعن المستقيم  𝐴ستنتج بعد النقطة ا (4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ِ إخْواناا، ولا يحَِلُّ لِمُسْلِمٍ أنْ تبَاغَضُوا لا ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ، ولا تحَاسَدُوا، ولا تدَابرَُوا، وكُونوُا عِبادَ اللََّّ

 "يهَْجُرَ أخاهُ فوَْقَ ثلًَثةَِ أيَّامٍ 
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  :9201في الدورة الأولى  رابعالسؤال ال حل

 �⃗� (2,2,1)وشعاع توجيه  𝐴مار من  𝑑 المستقيم (1

𝑑: {
𝑥 = 1 + 2𝑡
𝑦 = 2𝑡
𝑧 = 1 + 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

، أي نثبت أنَّ نثبت أنَّ شعاعي التوجيه متعامدان (2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ �⃗� ، 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1,0), �⃗� (2,2,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. �⃗� = −1(2) + 1(2) + 0(1) = 0 

 متعامدين. 𝑑و (𝐴𝐵)المستقيمين ومنه نجد أنَّ 

 :9201في الدورة الأولى  ولىألة الأالمس حل

 في هذا المعلم: النقاط إحداثيات (1

𝐷(0,1,0) 𝐶(1,1,0) 𝐵(1,0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐻(0,1,1) 𝐺(1,1,1) 𝐹(1,0,1) 𝐸(0,0,1) 

 ، (𝐴𝐶𝐻)لتعيين معادلة للمستوي  (2

معادلة مستوي مار من نقطة وناظمه معلوم،    طريقة أولى:
 ً ,�⃗� (𝑎نعين ناظما 𝑏, 𝑐) لمستوي حيث يكونل                     

�⃗� ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ ⊥ �⃗� و ⃗  𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

........ 

من خلال الارتباط الخطي لثلاثة أشعة، حيث يكون  :طريقة ثانية
,𝑀(𝑥مجموعة النقاط  (𝐴𝐶𝐻)المستوي  𝑦, 𝑧) :التي تحقق 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

....... 

 المستويالشكل العام لمعادلة  :طريقة ثالثة

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

نقاط من المستوي نعوضها في الشكل  ةنستفيد من معرفتنا لثلاث
معادلات بحلها حلاً مشتركاً نحصل على  ثلاثالعام فينتج لدينا 

 معادلة المستوي المطلوب.

{
𝐴 ∈ (𝐴𝐶𝐻) ⇒ 0 + 0 + 0 + 𝑑 = 0
𝐶 ∈ (𝐴𝐶𝐻) ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 0 + 𝑑 = 0
𝐻 ∈ (𝐴𝐶𝐻) ⇒ 0 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0

 

 ومنه نجد أنَّ 

𝑑 = 0, 𝑎 + 𝑏 = 0, 𝑏 + 𝑐 = 0 

,𝑎باختيار قيمة لأحد المجاهيل  𝑏, 𝑐 ولتكن ،𝑎 =  نجد 1

𝑎 = 1, 𝑏 = −1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 0 

 بالشكل: (𝐴𝐶𝐻)وبالتالي تكون معادلة المستوي 

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

 نثبت أنَّ ناظميهما مرتبطان خطياً، (3

 (𝐴𝐶𝐻)لدينا ناظم المستوي 

�⃗� (1, −1,1) 

 𝒫وناظم المستوي 

𝑛𝒫⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2,−2) 

نلاحظ أن مركبات الشعاعين متناسبة 
1

−2
=
−1

2
=

1

−2
 

ً وبالتالي  (𝐴𝐶𝐻)و 𝒫المستويان  فالناظمين مرتبطان خطيا
 متوازيان.

, 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗نثبت الارتباط الخطي للشعاعين  (4 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐼 (
1

3
,
2

3
,
1

3
) 

𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,1, −1) 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ (−
2

3
,
2

3
,−
2

3
) 

ظ أنَّ المركبات متناسبة نلاح
−2/3

−1
=
2/3

1
=
−2/3

−1
 

= 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗أو نكتب 
2

3
𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

,𝐹فالشعاعان مرتبطان خطياً، وبالتالي النقاط  𝐼, 𝐷  على
 استقامة واحدة.

لمعادلة الكرة التي مركزها النقطة  العام الشكل (5

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  ونصف قطرها𝑅 :هو 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 

 ومنه معادلة الكرة المطلوبة

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 3 

 𝛺الكرة إذا كان بعده عن مركزها  (𝐴𝐶𝐻) يمس المستوي

𝑅يساوي  = √3، 

𝑑𝑖𝑠𝑡(Ω, (𝐴𝐶𝐻)) =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|1 + 1 + 1|

√(1)2 + (−1)2 + (1)2
=
𝟑

√𝟑
= √𝟑 

 .𝑆يمس الكرة  (𝐴𝐶𝐻)المستوي وبالتالي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ِ صَلَّى اللهُ  " :عنهما الل رضي عمرو بن الل عبد عن شاا، وإنَّه لَمْ يَكُنْ رَسولُ اللََّّ  عليه وسلَّمَ فاَحِشاا ولَا مُتفََح ِ

 " أخْلًَقاا كانَ يقولُ: إنَّ خِيَارَكُمْ أحَاسِنكُُمْ 
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  :2019السؤال الرابع في الدورة الثانية  حل

نثبت أنَّ شعاع توجيه المستقيم مرتبط خطياً مع ناظم  (1
المستوي )أي يوازي الناظم(، وبالتالي يكون المستقيم 

 .على المستويعمودي 

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (3, −1,−3) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,1,3) 

 نلاحظ أنَّ الشعاعان مرتبطان خطياً لأن المركبات متناسبة

−3

3
=
1

−1
=
3

−3
= −1 

 .𝑃يعامد المستوي  (𝐴𝐵)لمستقيم وبالتالي ا

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗شعاع توجيهه  (𝐴𝐵)المستقيم  (2  𝐴ويمر بالنقطة  ⃗ 

(𝐴𝐵): {
𝑥 = 2 − 3𝑡
𝑦 = 1 + 𝑡
𝑧 = −2 + 3𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

، يؤول الحل 𝑃عمودي على المستوي  (𝐴𝐵)بما أنّ المستقيم 
فقط إلى إيجاد نقطة تقاطع المستقيم مع المستوي، نعوض 

 الإحداثيات الوسيطية للمستقيم في معادلة المستوي

3(2 − 3𝑡) − (1 + 𝑡) − 3(−2 + 3𝑡) − 8 = 0 

6 − 9𝑡 − 1 − 𝑡 + 6 − 9𝑡 − 8 = 0 

−19𝑡 = −3 ⇒ 𝑡 =
3

19
 

𝐴′ (2 −
9

19
, 1 +

3

19
,−2 +

9

19
) 

𝐴′ = (
29

19
,
22

19
,−
29

19
) 

 :2019المسألة الأولى في الدورة الثانية  حل

لإثبات التقاطع نتحقق من عدم الارتباط الخطي  (1
 لناظمي المستويين.

𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (2, −1,2) 𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (1,1,1) 

واضح أنَّ المركبات غير متناسبة 
1

2
≠

1

−1
,𝑄ن يفالمستوي  𝑃 

 .نمتقاطعي

,𝑄نحل معادلتي  ∆لتعيين  𝑃  ً  حلاً مشتركا

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 2 = 0    (1)    

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0      (2) 

 بجمع المعادلتين نجد:

3𝑥 + 3𝑧 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 + 𝑧 = 1 ⇒ 𝑥 = 1 − 𝑧 

𝑧 بفرض = 𝑡  يكون𝑥 = 1 − 𝑡  (2)نعوض في 

1 − 𝑡 + 𝑦 + 𝑡 − 1 = 0 ⇒ 𝑦 = 0 

 ∆وبالتالي المعادلات الوسيطية للفصل المشترك 

∆: {
𝑥 = 1 − 𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

نتحقق من التعامد من خلال التحقق من الارتباط  (2
 .∆وشعاع توجيه  𝑅الخطي بين ناظم المستوي 

𝑢∆⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1) 𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗ (1,0, −1)  

نلاحظ أنَّ الشعاعان مرتبطان خطياً لأن المركبات متناسبة 
1

−1
=
−1

1
 ، أو نكتب

𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑢∆⃗⃗⃗⃗  

 .Δد يعام 𝑅المستوي ومنه 

 𝑅تحقق معادلة المستوي  𝐴نتأكد من أنّ النقطة 

1 − 0 − 1 = ⇒ محققة 0 𝐴 ∈ 𝑅 

وتكون هي ذاتها  ،Δمع  𝑅نعين نقطة تقاطع المستوي  (3
 تقاطع المستويات الثلاث، 𝐼النقطة 

 نعوض الإحداثيات الوسيطية للمستقيم في معادلة المستوي

(1 − 𝑡) − 𝑡 − 1 = 0 ⇒ 𝑡 = 0 

 ومنه

𝐼(1,0,0) 

، 𝑅تنتمي إلى  𝐴، والنقطة 𝑅على عمودي  ∆بما أنّ  (4
 𝐴𝐼مساوياً لـ  Δعن المستقيم  𝐴بعد النقطة فيكون 

𝐴𝐼 = √0 + (−2)2 + 0 = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ةَ  ولَا  حَوْلَ  لا: أدُلُّكَ علىَ كَلِمَةٍ مِن كَنْزِ الجَنَّةِ قلُتُ: بَلَى، قاَلَ  ألَا  .." :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ِ  إلاَّ  قوَُّ  "باللَّّ
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 :2020الدورة الأولى  في ثانيال سؤالال

:𝑃1نتأمّل المستويين  2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0        ،
𝑃2: 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 =  والمطلوب 0

 قن أنَّ المستويين متعامدان.تي -1
 اكتب تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك. -2

 

 

 :2020الدورة الأولى  التمرين الرابع في

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) لتكن النقاط:  

𝐴(1,0,0), 𝐵(4,3, −3), 𝐶(−1,1,2), 𝐷(0,0,1) 

 والمطلوب:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ  -1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗   غير مرتبطين خطياً. ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ت أنَّ الأشعة أثب -2 ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗   مرتبطة خطياً. ⃗ 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐷استنتج أنَّ النقطة  -3

,𝐴)المثقلة  𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  َّحيث أن𝛾, 𝛽, 𝛼 
 أعداد حقيقية يطلب تعيينها.

 

 

 :2020دورة الأولى المسألة الأولى في ال

(𝐸𝐴𝐵𝐶𝐷)  هرم رباعي رأسه𝐸 دته مربع طول ضلعه قاع
3 ،[𝐴𝐸]  عمودي على المستوي(𝐴𝐵𝐶𝐷) و𝐸𝐴 = 3 

,𝐴)متجانس المعلم نختار ال
1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

3
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  المطلوب:و (⃗ 

,𝐴إحداثيات  عيّن -1 𝐵, 𝐶, 𝐷. 
 .(𝐸𝐵𝐶)لمستوي امعادلة  جد -2
ً للمستقيم المار من  -3 ويعامد  𝐴اكتب تمثيلاً وسيطيا

 (𝐸𝐵𝐶)المستوي 

 𝐴هي المسقط القائم لـ  [𝐸𝐵]منتصف  𝐻استنتج أنَّ  -4
 (𝐸𝐵𝐶)على المستوي 

 (𝐴𝐸𝐵𝐶)احسب حجم رباعي الوجوه  -5

 
 

  

  :2020 ثانيةالدورة الفي  الرابع سؤالال

;𝑂)نتأمّل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )            المستوي

𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 + 2 = ,𝐴(1,1 والنقطة  0 −2)  

 .𝑃المستوي  لا تنتمي إلى 𝐴 نقطةبت أنَّ الأث -1
والموازي  𝐴المار من  𝒬معادلة للمستوي  اكتب -2

 .𝑃للمستوي 

 

 

 :2020 ثانيةالدورة ال التمرين الثالث في

,′𝑑المستقيمان  𝑑 :معرفان وسيطياً وفق 

𝑑′: {
𝑥 = 2𝑠 − 1
𝑦 = 𝑠 − 2
𝑧 = 3𝑠 − 2

 , 𝑠 ∈ ℝ    

𝑑: {
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

 , 𝑡 ∈ ℝ  و 

,′𝑑أثبت أنَّ  -1 𝑑  متقاطعان ثم عيّن إحداثيات𝐼  نقطة
 التقاطع.

,′𝑑جد معادلة للمستوي المحدد بالمستقيمين  -2 𝑑 

 

 

 :2020 ثانيةدورة الالمسألة الأولى في ال

نقطة تقاطع القطرين  𝑂، 2طول حرفه  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺مكعب 
[𝐻𝐵], [𝐴𝐺]انس . نختار المعلم المتج

(𝐴,
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,

1

2
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  المطلوب: (⃗ 

,𝑂,𝐻جد إحداثيات النقاط  -1 𝐺, 𝐵, 𝐴 
 (𝐺𝑂𝐵)أعط معادلة للمستوي  -2

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗احسب  -3  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ cosواستنتج  ⃗  𝐺𝑂�̂� 
 (𝐷𝐶)اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -4
 (𝐺𝑂𝐵)يوازي المستوي  (𝐷𝐶)أثبت أنَّ المستقيم  -5
,𝛾لحقيقية جد الأعداد ا -6 𝛽, 𝛼  حتى تكون النقطة𝐷 

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝛾) 

,𝐴)و 𝛼) و(𝐵, 𝛽) 

 

دْقَ  إنَّ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ، وإنَّ البرَِّ  يهَْدِي الص ِ جُلَ ليَصَْدُقُ حتَّى يَكونَ  يَهْدِي إلى البرِ ِ إلى الجَنَّةِ، وإنَّ الرَّ

يقاا. وإنَّ الكَذِبَ  جُلَ لَيَكْذِبُ حتَّى يكُْتبََ عِنْ  يهَْدِي إلى الفجُُورِ، وإنَّ الفجُُورَ  يهَْدِي صِد ِ ِ إلى النَّارِ، وإنَّ الرَّ دَ اللََّّ

 "كَذَّاباا
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  :2020السؤال الثاني في الدورة الأولى  حل

 نتأكد من أنَّ ناظميهما متعامدان، -1

𝑛𝑃2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (1,1,−1) 𝑛𝑃1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2,−1,1) 

𝑛𝑃1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑛𝑃2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(1) − 1(1) + 1(−1) = 0 

⇒ 𝑛𝑃1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑛𝑃2⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 وبالتالي المستويان متعامدان.

 بحل المعادلتين حلاً مشتركاً، -2

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0  (1) 

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0        (2) 

 بجمع المعادلتين نجد:

3𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −
1

3
 

𝑧وبفرض  = 𝑡  تكون ،𝑦 = 𝑡 −
1

3
، وبالتالي المعادلات 

 الوسيطية للفصل المشترك

{
 
 

 
 𝑥 = −

1

3

𝑦 = 𝑡 −
1

3
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

 :2020التمرين الرابع في الدورة الأولى  حل

 نلاحظ عدم تناسب مركبات الشعاعين -1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,1,2) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,3, −3) 
3

−2
≠
3

1
 

 فهما غير مرتبطين خطياً.

2- 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ، لإثبات الارتباط الخطي للأشعة (1,0,1−)⃗ 

,𝛼عددين الثلاثة نثبت وجود  𝛽 ∈ ℝ يثبح 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(
−1
0
1
) = 𝛼 (

3
3
−3
) + 𝛽 (

−2
1
2
) 

⇒ {

3𝛼 − 2𝛽 = −1    (1)

3𝛼 + 𝛽 = 0     (2)

−3𝛼 + 2𝛽 = 1    (3)
 

𝛽، نجد أن (3)و (2)بجمع  =
1

3
نجد     (2)، نعوض في 

𝛼 = −
1

9
 (1)، نتأكد من صحة هذه القيم بتعويضها في 

3 (−
1

9
) −

2

3
= −

1

3
−
2

3
=  محققة 1−

𝐴𝐷⃗⃗وبالتالي الأشعة  ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و ⃗   ⃗  ً  ويكون مرتبطة خطيا

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

9
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 انطلاقاً مما سبق نحاول أن نصل إلى علاقة من الشكل -3

𝛼 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛾 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

9
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

9
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) +

1

3
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

(1 +
1

9
−
1

3
) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −

1

9
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

7

3
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

1

9
𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

1

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ,

7

3
−
1

9
+
1

3
≠ 0 

⇒ 𝛼 =
7

3
, 𝛽 = −

1

9
, 𝛾 =

1

3
 

 :2020المسألة الأولى في الدورة الأولى  حل

1-                    𝐸(0,0,3) 

𝐷(0,3,0) 𝐶(3,3,0) 𝐵(3,0,0) 𝐴(0,0,0) 

 (-108راجع صفحة -)يحل بأكثر من طريقة  -2

 (𝐸𝐵𝐶)الشكل العام لمعادلة المستوي 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

{
𝐸 ∈ (𝐸𝐵𝐶) ⇒ 0 + 0 + 3𝑐 + 𝑑 = 0
𝐵 ∈ (𝐸𝐵𝐶) ⇒ 3𝑎 + 0 + 0 + 𝑑 = 0
𝐶 ∈ (𝐸𝐵𝐶) ⇒ 3𝑎 + 3𝑏 + 0 + 𝑑 = 0

 

𝑐نختار قيمة ولتكن من أجل  =  ، فيكون1

𝑑 = −3, 𝑎 = 1, 𝑏 = 0 

 (𝐸𝐵𝐶) ن معادلة المستويومنه تكو

𝑥 + 𝑧 − 3 = 0 

بما أنَّ المستقيم يعامد المستوي يكون ناظم المستوي  -3
�⃗� (1,0,1) ،شعاع توجيه للمستقيم 

  �⃗�ويوجهه  𝐴ومنه المعادلات الوسيطية للمستقيم المار من 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑡

 

 [𝐸𝐵]منتصف  𝐻إحداثيات  -4

𝐻 (
3

2
, 0,
3

2
) 

هو نقطة تقاطع  (𝐸𝐵𝐶)على المستوي  𝐴لـ  المسقط القائم
، نعوض المعادلات (𝐸𝐵𝐶)مع المستوي  3المستقيم في الطلب 

 الوسيطية للمستقيم في معادلة المستوي

𝑡 + 𝑡 − 3 = 0 ⇒ 𝑡 =
3

2
 

)ومنه نقطة التقاطع هي 
3

2
, 0,

3

2
 .𝐻وهي ذاتها النقطة  (

 يعطى قانون الحجم -5

𝑉(𝐴𝐸𝐵𝐶) =
1

3
𝑆(𝐴𝐸𝐵). |𝑩𝑪| 

𝑉(𝐴𝐸𝐵𝐶) =
1

3
(
1

2
𝐴𝐸. 𝐸𝐵) . 3 

𝑉(𝐴𝐸𝐵𝐶) =
1

2
3. √9 + 0 + 9 =

9√2

2
 

 "..صَدَقةٌَ  الطَّي ِبَةُ  الكَلِمَةُ  .." :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ 
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  :2020السؤال الرابع في الدورة الثانية  حل

 لا تحقق معادلة المستوي 𝐴نثبت أنَّ النقطة  -1

2(1) + 1 − 3(−2) + 2 =? 0 

3 + 6 + 2 ≠ 0 ⇒ 𝐴 ∉ 𝑃 

، معادلة مستوي مار 𝑃هو ذاته نظيم  𝒬يكون نظيم  -2

,�⃗� (2,1ونظيمه  𝐴من  −3) 

2(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 1) − 3(𝑧 + 2) = 0 

𝒬:  2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 − 9 = 0 

 :2020التمرين الثالث في الدورة الثانية حل 

نتأكد من أنهما غير متوازيين ثم نحل المعادلات  -1
 ً  .الوسيطية حلاً مشتركا

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (1,2, −1) 𝑢𝑑′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2,1,3) 

نلاحظ أنَّ المركبات غير متناسبة 
2

1
≠
1

2
وبالتالي غير مرتبطان  

 خطياً أي غير متوازيين. بالحل المشترك نجد

{
2𝑠 − 1 = 𝑡 + 2     (1)

𝑠 − 2 = 2𝑡 + 1       (2)

3𝑠 − 2 = −𝑡          (3)
 

5𝑠نجد:   (3)و (1)بجمع  = 5 ⇒ 𝑠 =  (3)، نعوض في 1

𝑡نجد  =  (2)، نتأكد من صحة هذه القيم بتعويضها في 1−

1 − 2 = 2(−1) +  محققة  1

ن المستقيمان متقاطعان، لتعيين نقطة التقاطع نعوض ومنه يكو
𝑡 = 𝑠 ، أو𝑑في معادلات  1− =   ′𝑑في معادلات 1

𝐼(1, −1,1) 

,�⃗� (𝑎نعيّن  -2 𝑏, 𝑐)  ناظماً للمستوي حيث يكون عمودي

𝑢𝑑⃗⃗و  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗′𝑢𝑑على كل من  ⃗⃗  

�⃗� . 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⟹ 𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 = 0 

�⃗� . 𝑢𝑑′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 2𝑎 + 𝑏 + 3𝑐 = 0 

𝑎فرض ب =  نجد 1

{
𝑐 = 2𝑏 + 1     (1)

2 + 𝑏 + 3𝑐 = 0    (2)
 

 نجد: (2)في  (1)نعوض 

2 + 𝑏 + 6𝑏 + 3 = 0 ⇒ 𝑏 = −
5

7
 

𝑐نجد:  (1)نعوض في  = −
3

7
، ومنه معادلة المستوي المار 

,�⃗� (1وناظمه  𝐼من  −
5

7
, −

3

7
) 

𝑥 − 1 −
5

7
(𝑦 + 1) −

3

7
(𝑧 − 1) = 0 

7𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 − 9 = 0  

 :2020لدورة الثانية المسألة الأولى في ا حل

𝐷(0,2,0) 𝐶(2,2,0) 𝐵(2,0,0) 𝐴(0,0,0) 

𝐻(0,2,2) 𝐺(2,2,2) 𝐹(2,0,2) 𝐸(0,0,1) 

𝑂(1,1,1)  حيث𝑂  منتصف[𝐴𝐺]. 

 (-108راجع صفحة -)يحل بأكثر من طريقة  -2

 (𝐺𝑂𝐵)الشكل العام لمعادلة المستوي 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

{
𝐺 ∈ (𝐺𝑂𝐵) ⇒ 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 + 𝑑 = 0   (1)

𝑂 ∈ (𝐺𝑂𝐵) ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0      (2)

𝐵 ∈ (𝐺𝑂𝐵) ⇒ 2𝑎 + 0 + 0 + 𝑑 = 0      (3)
 

 نجد (1)من  (3)بطرح 

𝑏 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑏 = −𝑐  

 نجد: (2)نعوض في 

𝑑 = −𝑎  

𝑎نجد:  (3)في نعوض  = 𝑑وبالتالي  0 = 0 

𝑏نختار قيمة لـ  = 𝑐فتكون  1 = −1 

 (𝐺𝑂𝐵)ومنه تكون معادلة المستوي 

(𝐺𝑂𝐵): 𝑦 − 𝑧 = 0 

3- 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,1,1), 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(1, −1,−1) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 1(1) + 1(−1) + 1(−1) = −1 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ‖𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. cos 𝐺𝑂�̂� 

−1 = √3√3 cos 𝐺𝑂�̂� ⟹ cos𝐺𝑂�̂� = −
1

3
 

وشعاع توجيهه  𝐷مار من  (𝐷𝐶)المستقيم  -4

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0,0) 

(𝐷𝐶): {
𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 2
𝑧 = 0

, 𝑡 ∈ ℝ 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗نثبت أنَّ شعاع توجيهه  -5 عمودي على ناظم  ⃗ 
,�⃗� (0,1المستوي   أي نثبت أن (1−

�⃗� . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

�⃗� . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 + 0 + 0 =  محققة 0

 .(𝐺𝑂𝐵)يوازي المستوي  (𝐷𝐶)المستقيم وبالتالي 

 علاقة من الشكلنبحث عن  -6

𝛼 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛽 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛾 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ;  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0 

 ي الأضلاعلدينا حسب قاعدة متواز

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +  𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⟹ 𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝐷وبالتالي  1) 
,𝐴)و  .(𝐵,−1)و (1

 

 

 

 
 

؟ِ عن عبد الله بن مسعود رضي الله عنه:  سَألَْتُ النبيَّ صَلَّى اللهُ عليه وسلَّمَ: أيُّ العَمَلِ أحَبُّ إلى اللََّّ

لًَةُ  :قالَ  ؟ قالَ: ب وقْتِهَا علىَ الصَّ ِ قالَ: حدَّثنَي قالَ: ثمَُّ أي  ؟ قالَ: الجِهَادُ في سَبيلِ اللََّّ رُّ الوَالِدَيْنِ قالَ: ثمَُّ أي 

، ولوَِ اسْتزََدْتهُُ لَزَادَنِي  .بهِنَّ
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 :2120الدورة الأولى  في رابعال سؤالال

;𝑂)نتأمّل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) :النقاط الآتية ،

𝐷(6,2,5), 𝐶(5,0,5), 𝐵(1,−2,1), 𝐴(2,0,1) 
 والمطلوب:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗أثبت أنَّ  (1  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين خطياً. ⃗ 
,𝛽عيّن العددين الحقيقيين  (2 𝛼                  بحيث

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ واستنتج أنَّ النقاط  ⃗ 
𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 .تقع في مستو واحد 

 

 

 

 

 :2120دورة الأولى المسألة الأولى في ال

;𝑂)م متجانس في معل 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) :نتأمّل النقاط ،

𝐷(3,1,1), 𝐶(−3,4,−1), 𝐵(2,1,1), 𝐴(−1,2,3) .
 المطلوب:

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗جد  (1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و ⃗   (𝐴𝐵)و (𝐴𝐶)، وبيّن أنّ المستقيمين  ⃗ 
 متعامدان.

 (𝐴𝐵𝐶)يعامد المستوي  �⃗� (2,4,1)أثبت أنّ الشعاع  (2

 .(𝐴𝐵𝐶)واكتب معادلة للمستوي 
ً للمستقيم  جد تمثيلاً  (3  𝐷المار من النقطة  𝑑وسيطيا

 .(𝐴𝐵𝐶)والعمودي على المستوي 
ثم احسب حجم  (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝐷احسب بعد  (4

𝐷الهرم  − 𝐴𝐵𝐶. 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  𝐺بفرض أنّ  (5

(𝐶, 2), (𝐵,−1), (𝐴, أثبت أنّ المستقيمين  (1
(𝐴𝐵) و(𝐶𝐺) متوازيان. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  :2120 ثانيةالدورة الفي  ثانيال سؤالال

;𝑂)نتأمّل في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقطة 𝐴(2,1,2) 

:𝑃المستوي و 2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 4 =   . المطلوب:0

 .𝑃المستوي  عن 𝐴 احسب بعد (1
لمستوي ا تمسو 𝐴 التي مركزها الكرةاكتب معادلة  (2

𝑃. 

 

 

 

 

 :2120 ثانيةدورة الالفي  تمرين الثانيال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) ،النقاط:  لدينا

𝐴(1,3,0), 𝐵(0,6,0),𝑁(0,0,3),𝑀(0,6,2) . 

 المطلوب:

 (𝐴𝑀𝑁)اكتب معادلة للمستوي  (1
ويعامد  𝑂المار من  ∆اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  (2

 .(𝐴𝑀𝑁)المستوي 
𝑧أثبت أنَّ المستوي الذي معادلته  (3 − 1 = هو  0

 .[𝐵𝑀]المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 
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  :2021السؤال الرابع في الدورة الأولى  حل

 نتأكد من أن مركبات الشعاعين (1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,4) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,−2,0) 

غير متناسبة 
−1

3
≠
0

4
 وبالتالي الشعاعين غير مرتبطين خطياً. 

𝐴𝐷⃗⃗لدينا  (2 ⃗⃗  ⃗(4,2,4) ، 

(
4
2
4
) = 𝛼 (

−1
−2
0
) + 𝛽 (

3
0
4
) 

⇒ {

4 = −𝛼 + 3𝛽              (1)

2 = −2𝛼 ⇒ 𝛼 = −1   (2)

4 = 4𝛽 ⇒ 𝛽 = 1      (3)
 

بتعويضها في  (3)و (2)من نتأكد من القيم التي حصلنا عليها 
(1) 

4 = −(−1) +  محققة  (1)3

𝐴𝐷⃗⃗وبالتالي الأشعة الثلاثة  ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ مرتبطة خطياً مما يعني  ⃗ 

,𝐷نقاط أن ال 𝐶, 𝐵, 𝐴 تقع في مستو واحد. 

 :1202المسألة الأولى في الدورة الأولى  حل

 لدينا (1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2, −4) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3, −1,−2) 

(𝐴𝐵)برهان أن  ⊥ (𝐴𝐶)  يكافئ برهان أن𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ويكفي لذلك أن نبرهن أن   ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3(−2) − 1(2) − 2(−4)
= −6 − 2 + 8 = 0 

 متعامدان. (𝐴𝐵)و (𝐴𝐶)المستقيمين ومنه فإن 

، أي نثبت أنّ نثبت أنه يعامد مستقيمين متقاطعين فيه (2

�⃗� . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = . �⃗�و 0 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

�⃗� . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(3) + 4(−1) + 1(−2) = 6 − 4 − 2

= 0 ⇒ �⃗� ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

�⃗� . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(−2) + 4(2) + 1(−4) = −4 + 8 − 4

= 0 ⇒ �⃗� ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 .(𝐴𝐵𝐶)يعامد المستوي  �⃗� (2,4,1)ومنه فإن الشعاع 

,𝑥0)مستوي مار من نقطة معادلة  𝑦0, 𝑧0)  وناظمه

�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

 𝐴(−1,2,3)من ومار   �⃗�ناظمه  (𝐴𝐵𝐶)معادلة المستوي 

2(𝑥 + 1) + 4(𝑦 − 2) + (𝑧 − 3) = 0 

2𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 − 9 = 0  

نه يقبل ناظم بما أن المستقيم عمودي على المستوي فإ (3
 المستوي كشعاع توجيه،

ويقبل  𝐷المار من  𝑑وبالتالي المعادلات الوسيطية للمستقيم 
�⃗� (2,4,1) شعاع توجيه له 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 3
𝑦 = 4𝑡 + 1
𝑧 = 𝑡 + 1

, 𝑡 ∈ ℝ 

 (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  𝐷بعد  (4

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) =
|𝑎𝑥𝐷 + 𝑏𝑦𝐷 + 𝑐𝑧𝐷 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|2(3) + 4 + 1 − 9|

√(2)2 + (4)2 + (1)2
=

2

√21
= ℎ 

𝑉(𝐷𝐴𝐵𝐶) =
1

3
𝑆(𝐴𝐵𝐶). ℎ 

 ، ومنه𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶لدينا المثلث 

𝐴𝐵 = √(3)2 + (−1)2 + (−2)2 = √14 

𝐴𝐶 = √(−2)2 + (2)2 + (−4)2 = √24 

𝑆(𝐴𝐵𝐶) =
1

2
𝐴𝐵. 𝐴𝐶 =

1

2
√14 × 24 

𝑆 =
1

2
√2 × 7 × 8 × 3 =

4

2
√21 = 2√21 

⇒ 𝑉(𝐷𝐴𝐵𝐶) =
1

3
2√21.

2

√21
=
4

3
 

,𝐶)م.أ.م لـ  𝐺بما أنَّ  (5 2), (𝐵,−1), (𝐴,  فإن (1

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 نحاول أن نصل إلى علاقة من الشكل

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟
−𝐴𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

− 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇒ −(𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ومنه يكون الشعاعين   ⃗, 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  (𝐴𝐵)مرتبطين خطياً وبالتالي  ⃗ 

 .متوازيان (𝐶𝐺)و
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  :2021السؤال الثاني في الدورة الثانية  حل

 𝑃عن المستوي  𝐴بعد  (1

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) =
|𝑎𝑥𝐴 + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

=
|2(2) + 1 − 2(2) − 4|

√(2)2 + (1)2 + (−2)2
=
3

3
= 1 

شكل معادلة الكرة التي مركزها النقطة  (2
𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  ونصف قطرها𝑅 :هو 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 + (𝑧 − 𝑧𝐴)
2 = 𝑅2 

 𝑃وتمس المستوي  𝐴(2,1,2)في معادلة الكرة التي مركزها 
 يكون 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑃) = 1 

 وبالتالي المعادلة المطلوبة

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 1 

 :2021التمرين الثاني في الدورة الثانية حل 

 (-108راجع صفحة -)يحل بأكثر من طريقة  (1

 (𝐴𝑀𝑁)الشكل العام لمعادلة المستوي 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

{
𝐴 ∈ (𝐴𝑀𝑁) ⇒ 𝑎 + 3𝑏 + 0 + 𝑑 = 0
𝑀 ∈ (𝐴𝑀𝑁) ⇒ 0 + 6𝑏 + 2𝑐 + 𝑑 = 0
𝑁 ∈ (𝐴𝑀𝑁) ⇒ 0 + 0 + 3𝑐 + 𝑑 = 0

 

𝑐نختار قيمة ولتكن من أجل  =  ، فيكون1

𝑑 = −3, 𝑏 =
1

6
, 𝑎 =

5

2
 

 (𝐴𝑀𝑁)ومنه تكون معادلة المستوي 

5

2
𝑥 +

1

6
𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

(𝐴𝑀𝑁):  15𝑥 + 𝑦 + 6𝑧 − 18 = 0 

وبالتالي يقبل  (𝐴𝑀𝑁)يعامد و 𝑂مار من  ∆المستقيم  (2
 �⃗� (15,1,6)ناظم المستوي شعاع توجيه له 

∆: {
𝑥 = 15 𝑡
𝑦 = 𝑡
𝑧 = 6 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

مار من  [𝐵𝑀]المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  (3

𝐼  منتصف[𝐵𝑀]  ويقبل𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ناظماً له  

𝐼(0,6,1) 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (0,0,2) 

,𝑥0)مستوي مار من نقطة معادلة  𝑦0, 𝑧0) وناظمه 
�⃗� (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 

 [𝐵𝑀]المستوي المحوري للقطعة المستقيمة ومنه معادلة 

0 + 0 + 2(𝑧 − 1) = 0 ⇒ 𝑧 − 1 = 0 

 وهي ذات المعادلة المعطاة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

ُ  إلاَّ  إلهََ  لا: عليه وسلَّمَ يقولُ عِنْدَ الكَرْبِ  اللهُ  كانَ النبيُّ صَلَّى " :عنه الل رضي عباس بن الل عبد عن العلَِيمُ  اللََّّ

ُ  إلاَّ  إلَهَ  لا الحَلِيمُ، ُ  إلاَّ  إلَهَ  لا رَبُّ العرَْشِ العظَِيمِ، اللََّّ مَوَاتِ ورَبُّ الأرْضِ رَبُّ العرَْشِ الكَرِيمِ  اللََّّ  "رَبُّ السَّ
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  :2220الدورة الأولى  في ثانيال سؤالال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  النقاط لدينا

𝐶(0,0,1), 𝐵(0,1,0), 𝐴(2,0,0) :والمطلوب 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ احسب -1  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  .cos(𝐵𝐴�̂�)واستنتج  ⃗ 

، عين 𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺إذا كانت النقطة  -2
 من الفراغ التي تحقق العلاقة: 𝑀مجموعة النقاط 

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

 

 

 

 

 :2220دورة الأولى المسألة الأولى في ال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  لدينا النقطة𝐴(1,1,2) 

 :𝑄و 𝑃والمستويان 

𝑃: 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 

𝑄: 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 المطلوب:و

متقاطعان بفصل مشترك  𝑄و 𝑃أثبت أنَّ المستويين  -1

𝑑. 
 .𝑑م اكتب التمثيل الوسيطي للمستقي -2
ويعامد كلاً من  𝐴المار من  𝑅اكتب معادلة للمستوي  -3

 .𝑄و 𝑃المستويين 
 𝑑الناتجة من تقاطع المستقيم  𝐵جد إحداثيات النقطة  -4

 .𝑅والمستوي 
 .𝑑عن المستقيم  𝐴احسب بعد النقطة  -5
وتمس  𝐴التي مركزها النقطة  𝑆اكتب معادلة الكرة  -6

 .𝑄المستوي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  :2220 ثانيةالدورة ال الثاني في سؤالال

;𝑂)في معلم متجانس  𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) طتانلدينا النق 𝐴(0,1, −1) 

 والمطلوب: 𝐵(1,−1,1)و

,𝑀(𝑥المكونة من النقاط  𝑆أعط معادلة للمجموعة  𝑦, 𝑧)  التي
𝑀𝐴تحقق  = 𝑀𝐵  وما طبيعة المجموعة𝑆. 

 

 

 

 

 

 :2220 ثانيةدورة الالمسألة الأولى في ال

;𝑂)متجانس المعلم الفي  𝑖 , 𝑗 , �⃗� )  :نتأمل النقاط𝐴(2,−2,2) 

 . والمطلوب:𝐷(0,0,1)و 𝐶(1,0,1)و 𝐵(1,1,0)و

 لا تقع على استقامة واحدة. 𝐷و 𝐶و 𝐵تحقق أنَّ النقاط  -1
2-  : 𝑦أثبت أنَّ + 𝑧 − 1 = هي معادلة للمستوي  0

(𝐵𝐶𝐷). 
ً للمستقيم  -3  𝐴مار من النقطة ال ∆أعط تمثيلاً وسيطيا

 .(𝐵𝐶𝐷)ويعامد المستوي 
على  𝐴المسقط القائم للنقطة  𝐾عيّن إحداثيات النقطة  -4

 .(𝐵𝐶𝐷)المستوي 
 قطراً لها. [𝐴𝐷]اكتب معادلة للكرة التي تقبل  -5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ُ: إذا ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  سَي ئِةَا، فلً تكَْتبُوُها عليه حتَّى يَعْمَلَها، فإنْ عَمِلهَا  يَعْمَلَ  أنْ  عَبْدِي أرادَ  يقولُ اللََّّ

لْها فاكْتبُوُها له حَسَنَةا فلََمْ يَعْمَ  يَعْمَلَ  أنْ  أرادَ  فاكْتبُوُها بمِثلِْها، وإنْ ترََكَها مِن أجْلِي فاكْتبُوُها له حَسَنَةا، وإذا

، فإنْ عَمِلهَا فاكْتبُوُها له بعَشْرِ أمْثالِها إلى سَبْعِ مِئةَِ ضِعْفٍ 
 "حَسَنَةا
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  :2202في الدورة الأولى  ثانيالسؤال ال حل

 لدينا -1

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,0,1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,1,0) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2(−2) + 1(0) + 0(1) = 4 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−2)2 + (1)2 + 0 = √5 

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−2)2 + 0 + (1)2 = √5 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos(𝐵𝐴�̂�) 

4 = 5 cos(𝐵𝐴�̂�) ⇒ cos(𝐵𝐴�̂�) =
4

5
 

هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺إذا كانت  -2
(𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛾)  وأياً كانت النقطة𝑀   عندئذ

 تتحقق 

𝛼 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + γ𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

 وبالتالي:، 𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺لدينا 

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

‖6𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

6
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
√5

6
 

مسافة قدرها  𝐺التي تبعد عن نقطة ثابتة  𝑀ط مجموعة النقا
√5

6
𝑅ونصف قطرها  𝐺كرة مركزها تمثل هي و،  =

√5

6
. 

 :2202المسألة الأولى في الدورة الأولى  حل

 مرتبطين خطياً غير نثبت أنَّ ناظميهما  -1

𝑛𝑄⃗⃗ ⃗⃗  (2,1,1) 𝑛𝑃⃗⃗ ⃗⃗ (1, −1,2) 

نلاحظ أنَّ المركبات غير متناسبة 
1

2
≠
−1

1
وبالتالي الشعاعان  

 ن خطياً والمستويان متقاطعان.اغير مرتبط

2-  ً  بحل معادلتي المستويين حلاً مشتركا

𝑃:  𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0 

𝑄:  2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 

 بجمع المعادلتين نجد:

3𝑥 + 3𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = −𝑧 

 نجد: 𝑃نعوض في 

−𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑧 − 1 

𝑧بفرض  = 𝑡نجد المعادلات الوسيطية للفصل المشترك ، 

𝑑: {
𝑥 = −𝑡
𝑦 = 𝑡 − 1
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

وبالتالي فهو يعامد  𝑄و 𝑃كلاً من يعامد  𝑅المستوي  -3
 𝑑، وبالتالي فإن شعاع توجيه 𝑑فصلهما المشترك 

 يكون ناظماً له

𝑛𝑅⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗ (−1,1,1) 

𝑛𝑅⃗⃗وناظمه  𝐴(1,1,2)معادلة مستوي مار من  ⃗⃗ (−1,1,1) 

−(𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) + (𝑧 − 2) = 0 

𝑅:  − 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

 𝑅في معادلة  𝑑نعوض المعادلات الوسيطية للمستقيم  -4

𝑡 + 𝑡 − 1 + 𝑡 − 2 = 0 ⇒ 𝑡 = 1 

 نعوض في معادلات المستقيم، نجد

𝐵(−1,0,1) 

، 𝑑عمودي على  𝑑و 𝑅تنتمي للمستوي  𝐴النقطة  -5
نقطة  𝐵و 𝐴يساوي المسافة بين  𝑑عن  𝐴بعد وبالتالي 

 تقاطع المستقيم مع المستوي

𝐴𝐵 = √(−1 − 1)2 + (0 − 1)2 + (1 − 2)2 

𝐴𝐵 = √6 

6- 𝑆  كرة مركزها النقطة𝐴(1,1,2) ونصف قطرها 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝑄) =
|𝑎𝑥𝐴 + 𝑏𝑦𝐴 + 𝑐𝑧𝐴 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

𝑅 =
|2(1) + 1(1) + 1(2) + 1|

√(2)2 + (1)2 + (1)2
=
6

√6
= √6 

 وتكون المعادلة بالشكل:

𝑆: (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

لَعِ أعْلًهُ،  بالن ِساءِ  اسْتوَْصُوا ..":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ا؛ فإنَّهُنَّ خُلِقْنَ مِن ضِلَعٍ، وإنَّ أعْوَجَ شَيءٍ في الض ِ خَيْرا

ا بالن ِساءِ  مُهُ كَسَرْتهَُ، وإنْ ترََكْتهَُ لَمْ يزََلْ أعْوَجَ، فاسْتوَْصُوافإنْ ذهََبْتَ تقُِي  "خَيْرا
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  :2022حل السؤال الثاني في الدورة الثانية 

𝑀𝐴2 = 𝑀𝐵2 

(0 − 𝑥)2 + (1 − 𝑦)2 + (−1 − 𝑧)2 

= (1 − 𝑥)2 + (−1 − 𝑦)2 + (1 − 𝑧)2 

 بالنشر نجد:

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1 

= 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 + 𝑧2 − 2𝑧 + 1 

 وبالإصلاح نجد:

2𝑥 − 4𝑦 + 4𝑧 − 1 = 0 

يساوي  𝐴تمثل مجموعة النقاط التي بعدها عن  𝑆المجموعة 
 [𝐴𝐵]وهي عبارة عن المستوي المحوري للقطعة  𝐵بعدها عن 

 . (𝐴𝐵)ويعامد  [𝐴𝐵]المستوي المار من منتصف 

 :2022حل المسألة الأولى في الدورة الثانية 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗نتحقق من كون الشعاعين  -1  ⃗, 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗   غير مرتبطين
 خطياً 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−1,−1,1) 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0, −1,1) 

واضح أن المركبات غير متناسبة 
0

−1
≠
−1

−1
وبالتالي الشعاعان  

ً والنقاط  لا تقع على استقامة  𝐷و 𝐶و 𝐵غير مرتبطان خطيا
 واحدة، وتشكل مستوياً.

في المعادلة  𝐷و 𝐶و 𝐵ممكن أن تعوض النقاط  -2
المعطاة وتتأكد من أن النقاط تحقق المعادلة، أو تكتب 
 معادلة المستوي وتستنتج أنها ذات المعادلة المعطاة.

 (𝐵𝐶𝐷)الشكل العام لمعادلة المستوي 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

{
𝐵 ∈ (𝐵𝐶𝐷) ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 0 + 𝑑 = 0
𝐶 ∈ (𝐵𝐶𝐷) ⇒ 𝑎 + 0 + 𝑐 + 𝑑 = 0
𝐷 ∈ (𝐵𝐶𝐷) ⇒ 0 + 0 + 𝑐 + 𝑑 = 0

 

𝑐يمة ولتكن من أجل نختار ق =  ، فيكون1

𝑑 = −1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 

 (𝐵𝐶𝐷)ومنه تكون معادلة المستوي 

𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

 وهي ذات المعادلة المعطاة.

ويعامد المستوي  𝐴مار من النقطة  ∆المستقيم  -3
(𝐵𝐶𝐷)  وبالتالي يقبل ناظم المستوي(𝐵𝐶𝐷) 
�⃗� (0,1,1) شعاعاً موجهاً له، فتكون معادلاته 

∆: {
𝑥 = 2

𝑦 = −2 + 𝑡
𝑧 = 2 + 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

𝐴، و(𝐵𝐶𝐷)عمودي على  ∆بما أنَّ  -4 ∈ ، فإن ∆
هو  (𝐵𝐶𝐷)على المستوي  𝐴المسقط القائم للنقطة 

، نعوض المعادلات نقطة تقاطع المستقيم مع المستوي
 (𝐵𝐶𝐷)في معادلة المستوي  ∆الوسيطية لـ 

−2 + 𝑡 + 2 + 𝑡 − 1 = 0 ⇒ 𝑡 =
1

2
 

 𝐾م لنحصل على النقطة نعوض في معادلات المستقي

𝐾 (2,−
3

2
,
5

2
) 

5- [𝐴𝐷] يقع  كرةوبالتالي مركز ال كرةقطر في ال

يساوي نصف  كرةونصف قطر ال [𝐴𝐷]منتصف 
 [𝐴𝐷]طول 

 [𝐴𝐷]منتصف  𝐼لتكن 

𝐼 (1, −1,
3

2
) 

𝐴𝐷 = √(−2)2 + (2)2 + (−1)2 = 3 

𝑅 =
1

2
𝐴𝐷 =

3

2
 

 وبالتالي معادلة الكرة

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 −
3

2
)
2

=
9

4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

ُ تعَالىَ " :صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  ، وأنا معهُ إذا ذكََرَنِي، فإنْ ذكََرَنِي في نَفْسِهِ ذكََرْتهُُ بي عَبْدِي ظَن ِ  عِنْدَ  أنا: يقولُ اللََّّ

بَ في نفَْسِي، وإنْ ذكََرَنِي ف بْتُ إليَْهِ ذِراعاا، وإنْ تقَرََّ بَ إلَيَّ بشِبْرٍ تقَرََّ ي مَلٍََ ذَكَرْتهُُ في مَلٍََ خَيْرٍ منهمْ، وإنْ تقََرَّ

بْتُ إليَْهِ باعاا، وإنْ أتانِي يَمْشِي أتيَْتهُُ هَرْوَلَةا   "إلَيَّ ذِراعاا تقََرَّ
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 الحمد لله في البدء والختام وصلى الله على سيدنا محمد وعلى آله وصحبه وسلم

 
 

 

 مع تمنياتنا لكم بالتوفيق والنجاح

 
 

 الموقع أدناه رجى زيارةيتحميل القسم الأول والثاني ل 

https://sites.google.com/site/appmaths2020/  

ِ إلى ال حَبيِبَتانِ  كَلِمَتانِ  ":صلى الله عليه وسلم اللِ  رَس ول   قاَلَ  حْمَنِ، خَفِيفتَانِ علىَ الل ِسانِ، ثقَِيلَتانِ في المِيزانِ: سُبْحانَ اللََّّ رَّ

ِ العظَِيمِ   "وبحَِمْدِهِ، سُبْحانَ اللََّّ
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