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القطع المكافئ هو المحل الهندسي لجميع نقاط المستو التي يكون بُعدها عن نقطة  
مى  والصيغة القياسية لمعادلة القطع المكافئ المفتوح رأسيًّا تسمى   يساوي بُعدها عن مستقيم معلوم يسّ

ا إلى أسفل، وعندما تكون c موجبة، فإن  هي 2 = 4c (y - k)(x - h)، وعندما تكون c سالبة، فإن المنحنى يكون مفتوحً
 . (y - k)   2  = 4c  (x - h)   ا الصيغة القياسية لمعادلة القطع المكافئ المفتوح أفقيًّا فهي ا إلى أعلى. أمّ المنحنى يكون مفتوحً

ا إلى  ا  إلى جهة اليسار، وعندما تكون c موجبة، فإن المنحنى يكون مفتوحً ، فإن المنحنى يكون مفتوحً وعندما تكون c سالبةً
جهةاليمين.

د خصائص القطع المكافئ   2  = 12 (y + 4)   (x - 3) ، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.  حدّ
المعادلة في صورتها القياسية والحد التربيعي هو x، وهذا يعني أن المنحنى مفتوح رأسيًّا. وبما أن 4c = 12 فإن c = 3 ؛ لذا 

فهو مفتوح إلى أعلى.
وبما أن المعادلة في الصورة:  2 = 4c  (y - k) (x - h)  ؛ إذن: h = 3 و k = -4. استعمل قيم h, k, c لتحديد خصائص 

القطع المكافئ.
y = k - c  y = -7 الدليل :    (h, k)   (3, -4)  :الرأس

|4c| طول الوتر البؤري: 12   x = h  x = 3 محور التماثل:    (h, k + c)   (3, -1)  :البؤرة
عينِّ الرأس والبؤرة ومحور التماثل والدليل والوتر البؤري، مستعملاً بعض النقاط الأخر التي تحقق معادلة القطع المكافئ، 

ا بنهايتَي الوتر البؤري، ويجب أن يكون متماثلاً حول محور التماثل. ثم ارسم منحنًى يمر بالرأس ويمتد مارًّ

x 0 2 4 6

y -3   1 __ 
4

  -3   11 __ 
12

  -3   11 __ 
12

  -3   1 __ 
4

  


د خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كلٍّ ممَّا يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا: حدّ

1 (   (y + 1)   2  = 8 (x - 3) 
y

C07-002A-893808

O x

2 (   (x + 2)   2  = 4 (y - 1) 

C07-003A-893808

y

xO

−4

−4−8

8

12

4

4 8

3 (   (y − 3)   2  = 2 (x - 6) 
y

x
O

C07-004A-893808

4 8 12

4

8

12

4 (   1 ___ 
12

     (x − 3)   2  =  (y + 2) 
y

x
O

−2

−4

4

8

2

4 8 12

C07-005A-893808



y
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يمكن استعمال خصائص معينة لتحديد معادلة القطع المكافئ.
 اكتب معادلة القطع المكافئ، إذا كانت بؤرته (3- ,4-) ورأسه (3- ,1)، ثم مثّله بيانيًّا.

 ، (h + c, k)  فإن المنحنى مفتوح أفقيًّا؛ لذا فالبؤرة هي ، y بما أن البؤرة والرأس مشتركان في الإحداثي
وعليه تكون قيمة c هي 5- = 1 - 4-، ولمّا كانت c سالبة، فإن المنحنى مفتوح إلى جهة اليسار.

.h, c, k اكتب معادلة القطع المكافئ في الصورة القياسية مستعملاً القيم
الصورة القياسية      (y - k)   2  = 4c  (x - h)   

c = -5, h = 1, k = -3     [y -  (-3)  ]    2 = 4 (-5)  (x - 1)   
ط بسِّ     (y + 3)   2  = -20 (x - 1)   

. (y + 3)   2  = -20 (x - 1)   :الصورة القياسية للمعادلة هي
مثّل بيانيًّا الرأس والبؤرة ومحور التماثل والوتر البؤري، ثم ارسم القطع المكافئ.


اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخصائص المعطاة في كلٍّ ممَّا يأتي، ثم مثّل منحناه بيانيًّا: 

البؤرة  (5 ,1-) ، والرأس  (5 ,2)  ) 1

C07-007A-893808

x

y

−4

8

12

4

4 8−8 −4 O

البؤرة  ; (4 ,1)، ومفتوح إلى أسفل ; ويحوي  (1 ,3-)  ) 2

C07-008A-893808

x

y

−4

−8

8

4 8−8 O

الدليل ;y = 6، ومفتوح إلى أسفل،  ) 3
والرأس  (3 ,5) 

C07-009A-893808

x4 8−4

y

O

4

8

−8

−4

البؤرة ;(1 ,1.5)، ومفتوح إلى جهة اليمين، ومعادلة ) 4
x = 0.5 الدليل

C07-079A-893808

x

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8



y

O

−4

−12

4

2 4−2−8 −4 x
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 يوضح الشكل الآتي مرآةً عاكسةً على شكل ) 1
قطع مكافئ، ويمكن نمذجة مقطع طولي للمرآة بالمعادلة  

x   2  = 16y، أوجد المسافة بين الرأس والبؤرة في هذه 

المرآة.

C07-010A-893808
مي قميص يحمل شعار الفريق الفائز ) 2  رُ

بعـد المبـاراة في الهـواء بواسـطة جهـاز بسرعـة ابتدائيـة 
  y = -16 x   2  + 32x + 5 :32، إذا كانت المعادلة ft / s
. تمثل ارتفاع القميص y (بالقدم) فوق الأرض بعد x ثانيةً

a (.اكتب معادلة القطع المكافئ في الصورة القياسية

b ( ما أقصى ارتفاع يصل إليه القميص؟

 أُنشئت قنطرة على شكل قطع مكافئ فوق ) 3
بوابة إحد الكليات الجامعية كما في الشكل: 

2

40 ft

10 ft

C07-011A-893808

a ( .اكتب معادلة القطع المكافئ

b (.مثّل منحنى القطع المكافئ بيانيًّا

y

xO 20−20

5

−10

−20

−30

 تبدو السلسلة المعدنية لأحد الجسور المعلقة ) 4
على شكل قطع مكافئ، والدعامات الرأسية موضحة 

كما في الشكل الآتي.

60 ft

400 ft

10 ft

C07-013A-893808
a ( . اكتب معادلة السلسلة المعدنية

b (أوجد طول الدعامة الرأسية التي تبعد عن المركز 
100 قدمٍ.

4-1
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يوضح الشكل المجاور نقطة ثابتة  F (1, 1)، والمستقيم d الذي معادلته
y = -x - 2. إذا كانت P (x, y)  تحقق الشرط PD = PF، فإن P تقع على 

قطع مكافئ. وهدفنا هو إيجاد معادلة القطع المكافئ المائل، وهو المحل الهندسي 
.y = -x - 2 لجميع النقاط التي لها البعد نفسه عن (1 ,1) والمستقيم

: أوجد معادلة المستقيم m الذي يمر بالنقطة P(x, y) وعمودي على  أولاً
 ،y و x بدلالة D للنقطة (a, b)  وأوجد الإحداثيين ،D(a, b) عند d المستقيم

ثم استعمل 2  = (PF )  2  ( PD) ؛ لإيجاد معادلة القطع المكافئ.

ارجع إلى المناقشة أعلاه. 

1 ( .m أوجد معادلة المستقيم

2 (.D(a, b) =  (  x - y - 2
 _________ 

2
    ,   

y - x - 2
 _________ 

2
استعمل معادلتَي المستقيمين m و d؛ لتوضح أن إحداثيَّي النقطة D هما  (   

 استعمل إحداثيات ,F, P, D، والعلاقة    2  =   (PF)   2   (PD)  ؛ لإيجاد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته F، ودليله ) 3
.d المستقيم

ر إجابتك.) 4 a)  لكل قطع مكافئ محور تماثل، أوجد معادلة محور التماثل للقطع المكافئ المشار إليه أعلاه، وبرّ

b (. ر إجابتك استعمل إجابتك من الجزء a؛ لإيجاد إحداثيَّي رأس القطع المكافئ، وبرّ

y

F (1, 1)
D (a, b)

P (x, y )

y = -x - 2

d

m

xO

4-1
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 هو المحل الهندسي لمجموعة نقاط المستوي التي  
ا ثابتًا. والصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص هي:  يكون مجموع بُعديها عن نقطتين ثابتتين تسميان   يساوي مقدارً

 2   (x - h)      حيث المحور الأكبر أفقي. وفي هذه الحالةa   2    هو مقام
 ________ 

 a  2 
    +    

  (y - k)   2 
 ________ 

 b  2  
   = 1

. x الحد الذي يحوي
     عندما يكون المحور الأكبر رأسيًّا.

(x - h)   2 
 ________ 

 b  2 
   +   

  (y - k)   2 
 ________ 

 a  2 
والصورة القياسية هي 2 =   

. c  2  =  a  2  -  b  2   وفي كلتا الحالتين يكون ،y هي مقام الحد الذي يحوي  a   2  وفي هذه الحالة فإن

     (x + 2)   2 
 ________ 

9
   +   

  (y - 1)   2 
 ________ 

25
د خصائص القطع الناقص الذي معادلته 1 =    حدِّ

المعادلة في الصورة القياسية.
a ؛ إذن a=5, b =3, c=4، استعمل هذه القيم لتحديد  2>b 2, c 2=a 2-b 2=25-9=16, a 2=25, b 2=9

 . y فإن المحور الأكبر يوازي محور y مقام الحد الذي يحوي a 2 رأسي القطع الناقص ومحوريه، بما أن 
رأسي  الاتجاه :   

(h, k) المركز:    (1 ,2-)   
(h, k ± c) البؤرتان:   (3- ,2-)  , (5 ,2-)  
(h, k ± a) الرأسان:   (4- ,2-)  , (6 ,2-)  
(h ± b, k) الرأسان المرافقان:   (1 ,1)  , (1 ,5-)  

2a طول المحور الأكبر ،x = h  10 وطوله ،x = -2 المحور الأكبر :  
2b طول المحور الأصغر ، y = k   6 وطوله ، y = 1 المحور الأصغر:  


د خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كلٍّ ممَّا يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا. حدِّ

1 (   
  (x + 5)   2 

 ________ 
64

   +   
  (y + 2)   2 

 ________ 
25

  = 1

C07-015A-893808

x

y

−4

−8

8

4

4−8 −4 O

2 (   
  (x + 2)   2 

 ________ 
25

    +    
  (y + 1)   2 

 ________ 
9

    = 1

C07-016A-893808

y

xO 4 8−4−8

4

8

−8

3 (   
  (x + 3)   2 

 ________ 
9

   +   
  (y - 1)   2 

 ________ 
16

   = 2

C07-017A-893808

y

xO 4 8−4−8

8

−8

−4

4 (   
  (x - 2)   2 

 ________ 
25

   +   
  (y + 3)   2 

 ________ 
64

   = 1

C07-018A-893808

y

xO 4 8−4−8

−4

C FF VV

y

xO



y

xO 4 8−8

4

8

−8

C07-014A-893808
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لمت معادلة قطع مخروطي، فبإمكانك أن تحدد نوعه باستعمال خصائص  إذا عُ
(x - h)   2  +   (y - k)   2  =  r  2    :هي r وطول نصف قطرها (h, k) المعادلة. الصيغة القياسية لمعادلة دائرة مركزها

د نوع القطع المخروطي الذي تمثله. اكتب كل معادلة من المعادلتين الآتيتين في الصورة القياسية، ثم حدّ
a (4x 2  + 9y 2  + 24x - 36y + 36 = 0

المعادلة الأصلية    4x 2  + 9y 2  + 24x - 36y + 36 = 0  
بإكمال المربع.   4 (x 2  + 6x + ?)  + 9 (y 2  - 4y + ?)  = -36 + ? + ?  

   (-   4 __ 
2

  )   
2
  = 4 ,   (  6 __ 

2
  )   

2

  = 9   4 (x 2  + 6x + 9)  + 9 (y 2  - 4y + 4)  = -36 + 36 + 36  

بالتحليل.    4  (x + 3)   2  + 9  (y - 2)   2  = 36  

بقسمة الطرفين على 36      
  (x + 3)   2 

 ________ 
9

   +   
  (y - 2)   2 

 ________ 
4

    = 1  

ا مركزه (2 ,3−). ا ناقصً  2   (x - h)  ،فإن المنحنى يمثل قطعً
 ________ 

a 2
    +   

  (y – k)   2 
 _______ 

b 2
    = 1

لمّا كانت صيغة المعادلة هي:     
b (x 2  - 16x - 8y + 80 = 0

المعادلة الأصلية     x 2  - 16x - 8y + 80 = 0  
بإكمال المربع.    (x 2  − 16x + ?)  − 8y + 80 = 0  

  (  16 ___ 
2

  )   
2

  = 64  (x 2  − 16x + 64)  − 8y + 80 - 64 = 0  
حلل .    (x − 8)   2  − 8 (y − 2)  = 0   

بجمع (y-2)8 للطرفين       (x − 8)   2  = 8  (y − 2)   
ا مكافئًا رأسه (2 ,8). ، فإن المنحنى يمثل قطعً لمّا كان التربيع لحدٍّ واحدٍ


اكتب كل معادلة مما يأتي في الصورة القياسية، ثم حدد نوع القطع المخروطي المرتبط بها:

1 ( y 2  + 2y + 6x 2  - 24x = 52 ( y 2  + 2y + x 2  - 24x = 24

3 ( 4x - 8 + y 2  + 4y = 04 ( x 2  + 4x + y 2  - 2y - 49 = 0

5 ( 4x 2  + 8x + 5y 2  - 30y - 11 = 06 ( 6x 2  + 24x + 2y - 10 = 0
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 في أحد المتاحف، توجد صالة همس ) 1
ا  صوتي على شكل قطع ناقص، طول الصالة 84 قدمً

ا. وعرضها 46 قدمً
a ( ا مركزها  اكتب معادلة تمثل شكل الصالة، مفترضً

عند نقطة الأصل والمحور الأكبر أفقي.

b (.ي البؤرتين أوجد موقعَ

 لوحة على شكل قطع ناقص. إذا كان ) 2
 .48 cm الاختلاف المركزي 0.60، وطول اللوحة

a ( فاكتب معادلة القطع الناقص، إذا كان مركز اللوحة 
عند نقطة الأصل.

b ( ما عرض اللوحة؟ 

 مدخل نفق على شكل نصف قطع ناقص كما في ) 3
الشكل. 

40 ft

15 ft

C07-021A-893808

a (.اكتب المعادلة التي تمثل القطع الناقص 

b ( 10 عن ft احسب ارتفاع النفق فوق نقطة تبعد 
المركز. 

 يزداد طول نصف قطر بركة لتجميع الماء ) 4
المتدفق من أرض مجاورة بمعدل cm 100 لكل يوم على 

نحو ما هو موضح أدناه.

700 cm

 بيت

200 cm

a ( ،مثّل بيانيًّا الدائرة التي تمثل الماء على الشكل أعلاه 
وأوجد البعد بين مركز البركة والبيت. 

y

x
O 200−200

200

−200

b ( ،إذا استمرت بركة الماء في الاتساع بالمعدل نفسه 
فبعد كم يوم يصل الماء إلى البيت؟ 

c ( اكتب معادلة بركة الماء في الوقت الحالي ومعادلتها 
عندما يصل الماء إلى البيت.
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،a ≠ 0, b ≠0, n > 0 :حيث ،     x __ a     
n
  +     

y
 __ 

b
     

n

مجموعة المنحنيات التي تكون معادلاتها في الصورة: 1 =  
.( Lamé(1795-1870)تسمى عائلة منحنيات لامي، نسبة إلى عالم الفيزياء والرياضيات الفرنسي لامي

د نوع المنحنى الناتج في كل مرة:) 1  مثّل كلاًّ من المعادلتين الآتيتين بيانيًّا، وحدّ

a (     x __ 
2

     
2
  +     

y
 __ 

2
     

2

  = 1

b (     x __ 
3

     
2
  +     

y
 __ 

2
     

2

  = 1

بناءً على سؤال 1، هل تضم مجموعة منحنيات لامي الدائرة والقطع الناقص.) 2
 

 استعمل قيم a, b, n المعطاة في كلٍّ من الحالات الآتية في معادلة عائلة منحنيات لامي،  ) 3
واكتب المعادلة الناتجة في كل حالة ، ثم مثّلها بيانيًّا على الشبكة البيانية المجاورة.

a (a = 2, b = 3, n = 4

b (a = 2, b = 3, n = 6

c (a = 2, b = 3, n = 8

 __   x   لقيم n الصحيحة الموجبة الزوجية الكبيرة؟) 4
2

     
n
  +     

y
 __ 

3
     

n

ما الشكل الذي يقترب إليه منحنى 1 =  

y

xO 1

1

y

xO 1

1
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القطع الزائد هو المحل الهندسي لجميع نقاط المستو التي يكون الفرق  

ا ثابتًا والصورة القياسية لمعادلة القطع الزائد  المطلق بين بعديها عن نقطتين ثابتتين تسميان البؤرتين، مقدارً

 عندما يكون المحور القاطع أفقيًّا، والصورة القياسية لمعادلة القطع الزائد هي:
(x -  h)  2 

 ________ 
 a  2 

    -    
  (y - k)   2 

 ________ 
 b  2 

هي:   1 =    

    عندما يكون المحور القاطع رأسيًّا 
  (y - k)   2 

 ________ 
 a  2 

   -   
(x -  h)  2 

 ________ 
 b  2 

    = 1

.a 2  + b 2  = c 2 وفي كلتا الحالتين يكون: 

 y  2 ، ثم مثّل منحناه بيانيًّا.
 ___ 

16
   -    x  2  ___ 

4
   = 1

د خصائص القطع الزائد الذي معادلته     حدّ
، x ا، لذا فإن المركز عند نقطة الأصل، ولمّا كان الحد المطروح يحوي المعادلة بالصورة القياسية. كلٌّ من h و k يساوي صفرً

فإن المحور القاطع رأسي، أوجد قيم a, b, c ، واستعملها لتحديد الرأسين والبؤرتين.
.c لإيجاد قيمة b و a استعمل قيمتَي .b = 2 و a = 4 ّفإن ، b 2 a و 4 =  2 بما أن 16 = 

a, b, c العلاقة بين    c 2  = a 2  + b 2  
a = 4 , b = 2     c 2  =  4  2  +  2  2  

بالتبسيط.  √  = c أو 4.47 تقريبًا 
___

 20    
د خصائص القطع الزائد. حدّ

 √   ,0) البؤرتان:(h, k) (0 ,0) المركز:
___

 20  ) ,  (0, -  √ 
___

 20  ) (h, k ± c)

 __ y = 2x, y = -2xy - k = ±   aخطَّا التقارب :(h, k ± a) (4- ,0)  , (4 ,0) الرأسان:
b

   (x - h)

أنشئ جدول قيم لتمثيل منحنى القطع الزائد. 
x y

-2 -5.7, 5.7
-1 -4.5, 4.5

0 -4, 4
1 -4.5, 4.5
2  -5.7, 5.7


د خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كلٍّ مما يأتي، ثم مثّله بيانيًّا. حدّ

1 (   
(y - 3)2

 ________ 
25

   -    
(x + 2)2

 ________ 
9

   = 1

y

xO 4 8−4−8

4

−8

−4

C07-025A-893808

2 (   
  (x - 1)   2 

 ________ 
16

   -   
  (y + 2)   2 

 ________ 
36

   = 1

y

xO−4−8

4

8

−8

−4

C07-024A-893808

4 8

2 

y

xO 4 8−4−8

8

−8

C07-022A-893808
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يمكن استعمال خصائص معينة لتحديد معادلة القطع الزائد.  

اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص التالية: رأساه (2- ,4-) ,(2- ,2)، وبؤرتاه
. (4, -2), (-6, -2)

.a, b, c متساويان للرأسين، فإن المحور القاطع أفقي، أوجد المركز، وقيم y بما أن احداثيَّي

نقطة منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين الرأسين أو البؤرتين المركز (2- ,1-)   

المسافة بين أيٍّ من الرأسين والمركز.  a =   √ 
________________

  (-4+1)2+(-2+2)2    = 3  

المسافة بين أيٍّ من البؤرتين والمركز.  c =   √ 
________________

  (4+1)2+(-2+2)2    = 5  

c 2  = a 2  + b 2  b =    √ 
______

 25 - 9    = 4  

.(x + 1)   2 
 ________ 

9
   -   

  (y + 2)   2 
 ________ 

16
   = 1

x؛ لذا فمعادلة القطع الزائد هي:      2 a ترتبط بالحد  2 بما أن المحور القاطع أفقي، فإن 


اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في كلٍّ ممَّا يأتي:

البؤرتان هما (4 ,0) ,(4- ,0) ، وطول المحور المرافق 6) 1

2 (.  y = -   4 __ 5   x +   2 __ 5  َو  ،  y =    4 __ 5   x -    22 ___ 5   الرأسان هما (6- ,3) ,(2 ,3) ، وخطَّا التقارب هما

الرأسان هما (2 ,10) ,(2 ,6) ، والبورتان هما (2 ,12) ,(2 ,4)) 3
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ي ) 1  المركز السطحي لزلزالٍ يقع على أحد فرعَ
منحنى القطع الزائد الذي معادلته:

 2  ( x - 50) ، حيث تقع 
 _________ 

1600
    -    

(y - 35 )  2 
 _________ 

2500
   = 1  

راسمات الزلازل عند البؤرتين.
a (.مثّل القطع الزائد بيانيًّا

y

x
O 40 80

20

40

80

C07-026A-893808

b (.ي راسمتَي الزلازل أوجد إحدثيات موقعَ

 يسقط ضوء مصباح على جدار، فيتكون ظلٌّ ) 2
حدوده على شكل قطع زائد، معادلته: 

3 (.
y  2 

 ____ 
196

   -    x  2  ____ 
121

   = 1
 
  

a (.مثّل القطع الزائد بيانيًّا

y

x
O 8 16−8−16

8

16

−8

C07-028A-893808

b (. اكتب معادلتَي خطَّي التقارب 

c ( .أوجد الاختلاف المركزي

ان من حدود منطقة لعب عشبية على ) 4  حدّ
شكل قطع زائد كما هو موضح في الشكل أدناه: 

C07-027A-893808

y

x
O

(3, 4)

a ( اكتب معادلة القطع الزائد الذي يمثل حدود منطقة 
اللعب.

b (الإحداثي تمثل إذا كانت كل وحدة على المستو 
ft 3، فما أضيق عرض لمنطقة اللعب؟ 

 يكون مسار ظل مؤشر الساعة الشمسية على ) 5
شكل قطعٍ زائدٍ غالبًا. 

a ( ،اكتب معادلتَي القطع الزائد بالصورة القياسية 
إذا كان المركز يقع في نقطة الأصل، والمسار المار 

بالمحور القاطع يبعد mm 2 عن إحد البؤرتين، 
و mm 12 عن المركز.

b (.مثّل أحد القطعين الزائدين بيانيًّا

C07-078A-893808

x

y

−8

−4

4

8

8 16−16 −8 O
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ر أن معادلة قطع زائد مركزه نقطة الأصل ومحوره القاطع أفقي هي: تذكّ
، c  2  =  a  2  +  b  2  حيث، (c, 0) , (-c, 0):والبؤرتان هما . x  2  ___  a  2    -   

 y  2 
 ___  b  2    = 1   

والرأسان هما: (a, 0-) , (a, 0)، ومعادلتا خطَّي التقارب هما: 
y = ±   b __ a   x، والشكل المجاور يمثل منحنى هذا القطع الزائد. 

ماذا يحدث لهذا المنحنى عندما تزيد قيمة c بلا حدود أو تقل بلا حدود؟ 

استعمل القطع الزائد المشار إليه أعلاه للإجابة عن الأسئلة 1-4 . 
ا لتوضح أنه عندما تقترب c من 0، ) 1  اكتب دليلاً مقنعً

. فإن البؤرتين والرأسين والمركز للقطع الزائد، تصبح جميعها نقطةً واحدةً

x بيانيًّا، ) 2 2  - y 2  = 1,  x  2  -  y  2  = 0.1,  x  2  -  y  2  = 0.01 :ا لتمثّل القطوع  استعمل الحاسبة البيانية أو حاسوبً
حيث تتعلق هذه القطوع الزائدة بقيم متناقصة لـِ c، وصف التغيرات في المنحنيات، وما الشكل الذي تقترب إليه 

عندما تقترب c من 0؟

 افترض أن a تبقى ثابتة، وأنّ c تقترب من الما لانهاية، فكيف يتغير شكل القطع الزائد؟ ) 3

، وأنّ c تقترب من الما لانهاية، فكيف يتغير شكل القطع الزائد؟) 4  افترض أن b تبقى ثابتةً

2-2

-2

-4

-4

-2

y

x

البؤرةالبؤرة
O-4 4
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بإمكانك أن تحدد نوع القطع المخروطي عندما تكون معادلته معطاة بالصورة: 
. B 2  - 4AC باستعمال المميز ، Ax 2  + Bxy + Cy 2  + Dx + Ey + F = 0



 B  2  - 4AC = 0قطع مكافئ

 B  2  - 4AC < 0 , A ≠ C  B ≠ 0قطع ناقص

 B  2  - 4AC < 0 , B = 0 , A = Cدائرة

 B  2  - 4AC > 0قطع زائد

د نوع القطع المخروطي الذي تمثله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها في الصورة القياسية:  حدّ
a (2x 2  + 6y 2  - 8x + 12y - 2 = 0

بما أن: A = 2 وَ B = 0 وَ C = 6، فإن المميز يساوي:
B2 - 4AC =  0  2  - 4(2)(6) = -48

ا، ولمّا كانت A ≠ C فإنه قطع ناقص. ا ناقصً المميز أصغر من 0 ، لذا يجب أن يكون القطع المخروطي دائرةً أو قطعً
b (5x 2  + 8xy - 2y 2  + 4x - 3y + 10 = 0

بما أن: A = 5 وَ B = 8 وَ C = -2، فإن المميز يساوي:
.B2 - 4AC = 82 - 4(5)(-2) = 104

المميز أكبر من 0؛ لذا فإن القطع المخروطي قطع زائد.
c (12x 2  + 12xy + 3y 2  - 7x + 2y - 6 = 0

بما أن: A = 12 وَ B = 12 وَ C = 3، فإن المميز يساوي:
B2 - 4AC = 122 - 4(12)(3) = 0

المميز يساوي 0 ؛ لذا فإن القطع المخروطي قطع مكافئ.


د نوع القطع المخروطي الذي تمثله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها في الصورة القياسية: حدّ
1 ( 4x 2  + 4y 2  - 2x - 9y + 1 = 02 ( 10x 2  + 6y 2  - x + 8y + 1 = 0

3 ( -2x 2  + 6xy + y 2  - 4x - 5y + 2 = 04 ( x 2  + 6xy + y 2  - 2x + 1 = 0

5 ( 5x 2  + 2xy + 4y 2  + x + 2y + 17 = 06 ( x 2  + 2xy + y 2  + x + 10 = 0

7 ( 25x 2  + 100x − 54y = −2008 ( 16x 2  + 100x − 54y 2  = −100
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في المستو Ax 2  + Bxy + Cy 2  + Dx + Ey + F = 0 :يمكن كتابة المعادلة
ي الإحداثيات بزاوية   xy في الصورة:  A(x ′ ) 2+C(y′) 2  + Dx ′ + Ey ′ + F = 0 في المستوx ′y ′ ، وذلك بتدوير محورَ

θ، ويمكن إيجاد المعادلة في المستوx ′ y ′  باستعمال الصيغتين:

x=x′cosθ-y′sinθ,y=y′cosθ+x′sinθ

 ،x ′y ′ في المستو x  2  - 2xy - 4 y  2  +   1 __ 
2

استعمل θ = 45° لكتابة الصيغة القياسية للمعادلة:  0 =   
وحددّ نوع القطع المخروطي الذي تمثله.

.x , y أوجد معادلتَي ،B 2- 4AC > 0 ّالقطع المخروطي هو قطع زائد؛ لأن

y = x ′ sin θ + y ′ cos θ    x , y صيغتا الدوران   x = x ′ cos θ − y ′ sin θ

=     
√ 

__
 2   ___ 

2
   x ′ +     

√ 
__

 2   ___ 
2

   y ′   sin   π __ 
4

   =     
√ 

__
 2   ___ 

2
   , cos   π __ 

4
   =     

√ 
__

 2   ___ 
2

    =     
√ 

__
 2   ___ 

2
   x ′ −     

√ 
__

 2   ___ 
2

   y ′  

بالتعويض في المعادلة الأصلية.

x 2   − 2xy     − 4y 2   +   1 __ 
2

   = 0  

.x , y بالتعويض عن    (   
  √ 

__
 2  x ′ -   √ 

__
 2   y ′
 ___________ 

2
   )   

2

 − 2 (   
  √ 

__
 2  x ′ -   √ 

__
 2  y ′
 ___________ 

2
   )  (   

  √ 
__

 2  x ′ +   √ 
__

 2  y ′
 ___________ 

2
   )   − 4  (   

  √ 
__

 2  x ′ +   √ 
__

 2  y ′
 ___________ 

2
   )   

2

 +   1 __ 
2

       = 0

 __ 1     بإيجاد مفكوك ذات 
2

   (x ′ )  2  - x ′y ′ +   1 __ 
2

   (y ′ )  2  - (x ′ )  2  + (y ′ )  2  - 2 (x ′ )  2  - 4x ′y ′ - 2 (y ′ )  2  +   1 __ 
2

   = 0

الحدين.

بالتبسيط.         -   5 __ 
2

   (x ′ )  2  - 5  x ′  y ′ -   1 __ 
2

    (y ′ )  2  +   1 __ 
2

   = 0

5(x ′ )  2  + 10x ′y ′+ (y ′ )  2  = 1 :فتكون معادلة القطع الزائد بدوران °45 هي


د نوع القطع  استعمل قيمة θ المعطاة؛ لكتابة الصورة القياسية لكل معادلة من المعادلتين الآتيتين في المستوx ′y ′  ، ثم حدّ

المخروطي الذي تمثله:

1 ( x 2  - 4x + y 2 = 2, θ =   π __ 
4

  2 ( 8x 2  - 5y 2  = 40, θ = 30°
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 إذا كانت معادلة مقطع عرضي لطبق قمر ) 1
y ′ =   1 __ 

8
   x ′ 2 اصطناعي بعد دورانه بزاوية قياسها °60 هي

a (.x y اكتب المعادلة في المستو 

b (.مثّل المعادلة بيانيًّا 
y

x

 افترض أن معادلة ناقل حركة السيارة ) 2
على شكل قطع ناقص بعد دورانه بزاوية °60 في 

 .   
(x ′)2

 _____ 
16

   +   
(y ′)2

 _____ 
20

المستوx ′y ′  ، هي: 1 =   

a (. xy اكتب معادلة القطع الناقص في المستو 

b (.مثّل المعادلة بيانيًّا

C07-080A-893808

x

y

O

ا لقطوع مكافئة بعد دورانها، ) 3  ترسم سعاد صورً
وتريد أن تمثل القطع 2  = 12(y ′ - 4)  ( x ′ - 3) بيانيًّا، 

. xy إذا دار بزاوية °45 في المستو

a (. xy أوجد رأس القطع في المستو

b (.xy أوجد معادلة محور التماثل في المستو 

c (.xy ارسم المنحنى في المستو 

C07-033A-893808

y

x

 إذا دار قطع زائد °40 في اتجاه عقارب الساعة، ) 4
فما قياس الزاوية اللازمة لدورانه حتى يعود إلى موقعه 

الأصلي؟

 أشكال: يمكن تمثيل مقطعٍ من مرآة عاكسة بالمعادلة: ) 5
د نوع القطع  25x، حدّ 2  + 13xy + 2y 2  = 100

الذي تمثله  المرآة العاكسة.
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y
تمثيل منحنيات معادلات القطوع المكافئة والناقصة والزائدة المائلة بالنسبة 

للمحورين x , y، أكثر صعوبة مقارنة بمنحنيات المعادلات 
التي درستها.

وغالبًا ما تستعمل التمثيل البياني لمعادلتين بسيطتين؛ 
ا. فمثلاً ، يمكن الحصول على  لإيجاد التمثيل البياني لمعادلات أكثر تعقيدً

 y منحنى القطع الناقص في الشكل المجاور بإضافة الإحداثي
لكل نقطة على الدائرة، إلى الإحداثي y لكل نقطة مناظرة من المستقيم.

د نوع المنحنى لكل تمثيل: مثّل كلاًّ من المعادلتين الآتيتين بيانيًّا، ثم حدّ

1 (   y = 6 - x ±   √ 
_______

 4 - x 2  
y

xO 1

1

2 ( y = x ±   √ 
__

 x  
y

x
O

1

1

د نوع المنحنى لكل تمثيل: ؛ لتمثيل كلٍّ من المعادلتين الآتيتين بيانيًّا، ثم حدّ استعمل ورقةً بيانيةً منفصلةً

3 (   y = 2x ±   √ 
___________

 7 + 6x - x 2  4 ( y = - 2x ±   √ 
____

 -2x  

y

xO 1

1

B

A

B

A

y = x + 6 ± √4x - x2

y = ± √4x - x2

y = x + 6
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تُستعمل  لوصف المركبتين (الأفقية والرأسية) لمعادلة،والمتغير 
ا قياس الزاوية. الوسيط قيمة اختيارية تكون عادة إما الزمن وإمّ

مثِّل بيانيًّا المنحنى المعطى بالمعادلتين الوسيطيتين على الفترة المعطاة:
  .x = -3 + 4t , y =  t  2  + 3 , -4 ≤ t ≤ 4

،t ِلكل قيمة لـ (x, y) 4-، ثم  مثّل بيانيًّا النقطة ≤ t ≤ 4 في الفترة t ن جدولاً من بعض قيم كوِّ
ثم صل بين النقاط بمنحنى.

t -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

x -19 -15 -11 -7 -3 1 5 9 13

y 19 12 7 4 3 4 7 12 19

اكتب المعادلتين الوسيطيتين x = 4t - 2 , y =  t  2  + 1 بالصورة الديكارتية.

المعادلة الأولى     x = 4t - 2  
.t ِالحل بالنسبة لـ     

x + 2
 _____ 

4
   = t  

x + 2   بدلاً من t في المعادلة الثانية.
 _____ 

4
ض    عوِّ    y =   


 

 
    


    
x + 2

 _____ 
4

    

 
 
    


   
2

  - 2  

.    x + 2
 _____ 

4
ربّع       =   

x 2 + 4x + 4
 ___________ 

16
   - 2

ط بسِّ    =   x
2
 ___ 

16
   +   x __ 

4
   -   7 __ 

4
   

  y =   x
2
 ___ 

16
   +   x __ 

4
   -   7 __ 

4
المعادلة الديكارتية هي: 


1 (x = t 2  + 4 , y =   t __ 

6
   - 3; -4 ≤ t ≤ 4  :مثِّل بيانيًّا المنحنى المعطى بالمعادلتين الوسيطيتين على الفترة المعطاة

C07-035A-893808

y

x
O

−4

−8

−12

−4

4

4 8 12 16 20

 __ x =   t بالصورة الديكارتية . ) 2
3

   , y =   √ 
_
 t   + 2 :اكتب المعادلتين الوسيطيتين

1

C07-034A-893808

y

xO

−8

−8−16

16

24

8

8 16

2
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تستعمل المعادلات الوسيطية غالبًا في معادلات حركة المقذوفات، فإذا قُذف جسم بزاوية غير قائمة، 
 y والمسافة الرأسية ،x = t v  

0
  cos θ :بالمعادلة x وبالتالي يمكن إيجاد المسافة الأفقية ،  v  

0
تميل θ على الأفق وبسرعة ابتدائية  

h  الارتفاع الابتدائي.  
0
y = t v  ، حيث g ثابت الجاذبية الأرضية ،و t الزمن،و    

0
  sin θ -   1 __ 

2
   gt 2  +  h  

0
بالمعادلة: 

ركل ماجد كرة قدم بسرعة ابتدائية مقدارها ft/s 35، وبزاوية تميل °48 على الأفق، إذا كان ارتفاع 
الكرة قدمين عند ركلها، فما المسافة الأفقية التي تقطعها قبل ارتطامها بالأرض؟ 

خطوة 1: ارسم شكلاً يوضح الموقف. 

2 ft

35 ft/sec

48˚

C07-037A-893808

خطوة 2: اكتب معادلة وسيطية لموقع الكرة الرأسي.

المعادلة الوسيطية لموقع الكرة الرأسي     y = t v  
0
  sin θ -   1 __ 

2
   g t  2  +  h  

0
 

v  
0
  = 35, θ = 48°, g = 32,  h  

0
  = 2   = t(35) sin (48) -   1 __ 

2
  (32)t 2  + 2  

خطوة 3:  مثّل معادلة الموقع الرأسي بيانيًّا، وأوجد نقطة تقاطع المنحنى مع y = 0 باستعمال الحاسبة البيانية. فتكون القيمة 
1.7 ثانية تقريبًا.

خطوة 4:  حدد موقع الكرة الأفقي عند 1.7 ثانية.
المعادلة الوسيطية للموقع الأفقي    x = t v 0  cos θ

v  
0
  = 35, θ = 48°, t = 1.7   = 1.7(35) cos 48  

باستعمال الآلة الحاسبة.   ≈ 39.8  
ستقطع الكرة مسافة أفقية مقدارها ft 39.8 قبل ارتطامها بالأرض.


 ركل خالد كرة بسرعة ابتدائية مقدارها ft/s 28، وبزاوية تميل على الأفق °56 من ارتفاع 4 أقدام، فما المسافة الأفقية ) 1

التي تقطعها الكرة قبل أن ترتطم بالأرض؟ 

 ضرب عمر كرة تنس أرضي بسرعة ابتدائية مقدارها ft/s 38، وبزاوية تميل على الأفق °42 من ارتفاع 1.5 قدم، ) 2
فما المسافة الأفقية التي تقطعها الكرة إذا لم يعترضها الخصم؟
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 أُطلق صاروخ بسرعة ابتدائية مقدارها ) 1
m/s 5، وبزاوية تميل على الأفق °8، فما المسافة الأفقية 

التي يقطعها الصاروخ بعد s 0.4 ؟

 تلعب سميرة وسارة لعبة القرص ) 2
الطائر، حيث ترمي سميرة القرص إلى سارة بسرعة 

ابتدائية مقدارها ft/s 38، وبزاوية تميل على الأفق 28°، 
ومن ارتفاع 4 أقدام، وقد كانت سارة تبعد عن سميرة 

ا. مسافة 40 قدمً
a ( ما ارتفاع القرص عن الأرض عندما يصل إلى 

سارة؟ 

b ( ما أقصى ارتفاع للقرص الطائر؟ 

 يضرب وليد كرة تنس بسرعة ابتدائية ) 3
مقدارها ft/s 42 في الثانية، وبزاوية تميل على الأفق 
°16، ومن ارتفاع قدمين، إذا كانت المسافة بينه وبين 

ا، وارتفاع الشبكة 3 أقدام، فهل تتخطَّى  الشبكة 20 قدمً
الكرة الشبكة؟ 

 يرمي محمد كرة سلة بسرعة ابتدائية مقدارها ) 4
ft/s 28، وبزاوية تميل على الأفق °60، إذا رمى محمد 

الكرة من ارتفاع 5 أقدام ، فاكتب معادلتين لتحدد 
المسافة الرأسية والمسافة الأفقية للكرة.

 يضرب بلال كرة جولف بسرعة ابتدائية ) 5
مقدارها ft/s 100، وبزاوية تميل على الأفق 39°

a ( .اكتب معادلات وسيطية لمسار الكرة 

b (.أوجد أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة

 يضرب سلمان كرة البيسبول بسرعة ) 6
ابتدائية مقدارها ft/s 120 من ارتفاع 3 أقدام، وبزاوية 

تميل على الأفق 34°.

3 ft

120 ft/sec

34˚

C07-042A-893808

a (  ما المسافة الأفقية التي تقطعها الكرة قبل أن ترتطم 
بالأرض؟ 

b ( ما أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة؟ 

c ( ويبعد 400 قدمٍ عن ،  إذا كان ارتفاع السياج 8 أقدامٍ
ح ذلك. موقع سلمان، فهل تجتاز الكرة السياج؟ وضّ
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ا مكافئًا عند تمثيله بيانيًّا على مستو إحداثي. يمثل مسار قذيفة بعد انطلاقها قطعً
y

xO
الزمن

فاع
لارت

ا

على افتراض أن الجاذبية الأرضية هي القوة الوحيدة المؤثرة في القذيفة،
ومعادلة مسار قذيفة في المستو الإحداثي هي:

 , y = -  (   
g
 __________ 

2  v  0   2   cos  2 α
   )  x  2 + (tan α)x

 ،32 ft/ s  2 , 9.8  أو m/ s  2 تسارع الجاذبية الأرضية ويساوي g حيث
و v  0  السرعة الابتدائية ,وα زاوية انطلاق القذيفة مع الأفق.

.120 m/s اكتب معادلة مسار قذيفة تنطلق بزاوية °10 مع الأفق، وبسرعة ابتدائية مقدارها 

y = -  (   9.8 ______________  
2 (120)  2   cos  2 10°

   )  x  2  + (tan 10°)x

y = -0.00035 x  2  + 0.18x  

أوجد معادلة المسار لكلٍّ من القذيفتين الآتيتين:

أُطلقت قذيفة بزاوية مقدارها °80 مع الأفق،  ) 1
.200 ft/s وبسرعة ابتدائية مقدارها

أُطلقت قذيفة بزاوية مقدارها °40 مع الأفق،  ) 2
.150 m/s وبسرعة ابتدائية مقدارها
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ا

7
 4 ا


اا ا

ص معينة لتحديد معادلة القطع المكافئ.
صائ

مالت ا اا يمكن استعمال خ
ًّا. له بياني - ,1)، ثم مثّ

-) ورأسه (3
4, -

ت بؤرته (3
ب معادلة القطع المكافئ، إذا كان

 اكت
 ، ( h + c, k) ًّا؛ لذا فالبؤرة هي   س مشتركان في الإحداثي y ، فإن المنحنى مفتوح أفقي

بما أن البؤرة والرأ
ت c سالبة، فإن المنحنى مفتوح إلى جهة اليسار.

ا كان -، ولمّ
4 - 1 = -

وعليه تكون قيمة c هي 5
.h

, c, k صورة القياسية مستعملاً القيم
ب معادلة القطع المكافئ في ال

اكت
صورة القياسية 

ال
 

 
  ( y - k)    2  = 4c  (x - h

)  
 

c = -
5, h = 1, k = -

3
    [ y -  (-

3
)  ]     2 = 4 (-

5
)  (x - 1

)  
 

ط
ِّ بس

 
 

  ( y + 3)    2  = -
20 (x - 1

)  
 

. ( y + 3)    2  = -
20 (x - 1

صورة القياسية للمعادلة هي:   (
ال

س والبؤرة ومحور التماثل والوتر البؤري، ثم ارسم القطع المكافئ.
ًّا الرأ ل بياني مثّ

ا
ًّا:  ل منحناه بياني َّا يأتي، ثم مثّ ص المعطاة في كلٍّ مم

صائ
ب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخ

1اكت
 (
 

 ( 2, 5
) س  

) ، والرأ -
1, 5

) البؤرة  

C
07-

007A
-
893808

x

y

−
4 8 124

4
8

−
8

−
4

O

  ( y -
 5)    2  =

 -
1

2
 (x -

 2
) 

2
 (
 

 ( -
3, 1

) )، ومفتوح إلى أسفل ; ويحوي   1, 4) البؤرة  ; 

C
07-

008A
-
893808

x

y

−
4

−
8 8

4
8

−
8

O

  (x -
 1

)   2  =
 -

4
 ( y -

 5
)  

3
 (
 

الدليل ;y = 6، ومفتوح إلى أسفل، 
 ( 5, 3

) س  
والرأ

C
07-

009A
-
893808

x
4

8
−

4

y

O 4 8

−
8

−
4

  (x -
 5

)   2  =
 -

1
2

 ( y -
 3)  

4
 (
 

ين، ومعادلة
البؤرة ;(1 ,1.5)، ومفتوح إلى جهة اليم

x = 0.5 الدليل

C
07-

079A
-
893808

x

y

O−
4

−
8

−
4

−
8

84

4
8

 (x -
 1

)  =
 2

   ( y -
 1)    2 

ام

y

O−
4

−
12 4

2
4

−
2

−
8

−
4

x
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اا ا

ُعدها عن نقطة  سي لجميع نقاط المستو التي يكون ب
ا القطع المكافئ هو المحل الهند اب ل اا ا ل

ًّا صيغة القياسية لمعادلة القطع المكافئ المفتوح رأسي
ّمى  ا  وال ُعدها عن مستقيم معلوم يس تسمى  ا  يساوي ب

ًا إلى أسفل، وعندما تكون c موجبة، فإن  x - h)، وعندما تكون c سالبة، فإن المنحنى يكون مفتوح
)

2 = 4c (y - k) هي
 . ( y - k)    2  = 4c  (x - h

ًّا فهي   ( صيغة القياسية لمعادلة القطع المكافئ المفتوح أفقي
ّا ال ًا إلى أعلى. أم المنحنى يكون مفتوح

ًا إلى  ًا  إلى جهة اليسار، وعندما تكون c موجبة، فإن المنحنى يكون مفتوح ، فإن المنحنى يكون مفتوح وعندما تكون c سالبةً
ين.

جهةاليم
ًّا. ل منحناه بياني x - 3) ، ثم مثِّ

)   2  = 12 ( y + 4
) ص القطع المكافئ   

صائ
ّد خ  حد

ًّا. وبما أن 4c = 12 فإن c = 3 ؛ لذا  صورتها القياسية والحد التربيعي هو x، وهذا يعني أن المنحنى مفتوح رأسي
المعادلة في 

فهو مفتوح إلى أعلى.
ص 

صائ
h لتحديد خ

, k, c استعمل قيم .k = -
x - h)  ؛ إذن: h = 3 و 4

) 2 = 4c  ( y - k) صورة:  
وبما أن المعادلة في ال

القطع المكافئ.
y = k - c

 y = -
7

الدليل : 
  ( h

, k)  
  ( 3, -

4
) س:  

الرأ
|4c|

طول الوتر البؤري: 12 
 x = h

 x = 3
محور التماثل: 

  ( h
, k + c)  

  ( 3, -
1

) البؤرة:  
ض النقاط الأخر التي تحقق معادلة القطع المكافئ، 

س والبؤرة ومحور التماثل والدليل والوتر البؤري، مستعملاً بع
ِّ الرأ عين

ب أن يكون متماثلاً حول محور التماثل.
َي الوتر البؤري، ويج ًّا بنهايت س ويمتد مار

ًى يمر بالرأ ثم ارسم منحن

x
0

2
4

6

y
-

3   1 
__ 4   

-
3   11 

__ 
12   

-
3   11 

__ 
12   

-
3   1 

__ 4   

ا
ًّا: ل منحناه بياني َّا يأتي، ثم مثِّ ص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كلٍّ مم

صائ
ّد خ 1حد

 (
 

  ( y +
 1)    2  =

 8 (x -
 3

) 
y

C
07-

002A
-
893808

O
x

2
 (
 

  (x +
 2 )   2  =

 4 ( y -
 1)  

C
07-

003A
-
893808

y

x
O−
4

−
4

−
8

8 124

4
8

3
 (
 

  ( y −
 3)    2  =

 2 (x -
 6

) 
y

x
O

C
07-

004A
-
893808

4
8

12

4 8 12

4
 (
 

  1 
___ 
12      (x −

 3
)   2  =

  ( y +
 2)  

y

x
O

−
2

−
4

4 82

4
8

12

C
07-

005A
-
893808

ام

y

x
O

  ( 3
, -

1)   :
  ( 5

, -
1)   :

x =
 1

 :
y =

 -
1

 :
8

 :

 ( -
2

, 1)   :
  ( -

2
, 2)   :

y =
 0

 :
x =

 -
2

 :
4

 :

 ( 6
, 3)   :

  ( 6
   1

 
__ 
2

  , 3)   :
x =

 5
   1

 
__ 
2

   :
y =

 3
 :

2
 :

  ( 3
, 1)   : ( 3

, -
2)    :

 y =
 -

5
 :

x =
 3

 :
1

2
 :

4-1
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 لاا اا ا

F، والمستقيم d الذي معادلته  ( 1, 1
) ضح الشكل المجاور نقطة ثابتة  

يو
P، فإن P تقع على 

D = P
F شرط

) P  تحقق ال x, y
) ت 

- = y. إذا كان
x - 2

سي 
قطع مكافئ. وهدفنا هو إيجاد معادلة القطع المكافئ المائل، وهو المحل الهند

.y = -
x - 2 لجميع النقاط التي لها البعد نفسه عن (1 ,1) والمستقيم

P وعمودي على 
(x, y) الذي يمر بالنقطة m

: أوجد معادلة المستقيم  أولاً
 ،y و x بدلالة D للنقطة (a, b)  ين

D، وأوجد الإحداثي
(a, b) عند d المستقيم

P) ؛ لإيجاد معادلة القطع المكافئ.
D )  2  = (P

F )  2 ثم استعمل

1ارجع إلى المناقشة أعلاه. 
 (

 .m
أوجد معادلة المستقيم 

x-
y+

(b-
a

)=
0

2
 (

.D
(a, b) =  (   x -

 y -
 2 

_________ 
2  

   ,   y -
 x -

 2 
_________ 

2  
  ) َّي النقطة D هما   ضح أن إحداثي

m و d؛ لتو
ين 

َي المستقيم استعمل معادلت

-
a+

b=
-

x+
ym


a=

   x -
 y -

 2
 

_________ 
2

 
 a+

b=
-

2d

b
 =

    y -
 x -

 2
 

_________ 
2

 
 

3
 (

P)  ؛ لإيجاد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته F، ودليله 
D

)   2  =   (P
F

F، والعلاقة    2   (
, P

, D
ت ,

 استعمل إحداثيا
.d المستقيم

x 2-
2

xy+
y 2-

8
x-

8
y=

0

4
 (

ك.
ّر إجابت a)  لكل قطع مكافئ محور تماثل، أوجد معادلة محور التماثل للقطع المكافئ المشار إليه أعلاه، وبر

dF
(1

,1
)

y=
xy=

x,

b
 (

ك .
ّر إجابت س القطع المكافئ، وبر

َّي رأ ك من الجزء a؛ لإيجاد إحداثي
استعمل إجابت

dF
(0

,0
) (0

,0
)



y

F
(1, 1)

D
(a

, b)

P
(x, y)

y =
 -

x -
 2

d

m

x
O
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اا ا

1
 (

ً عاكسةً على شكل  ضح الشكل الآتي مرآة
 اات يو

قطع مكافئ، ويمكن نمذجة مقطع طولي للمرآة بالمعادلة  
س والبؤرة في هذه 

ين الرأ
x   2  = 16y، أوجد المسافة ب

المرآة.

C
07-010A

-893808

 4

2
 (

ص يحمل شعار الفريق الفائز 
ُمي قمي  ا اا ر

سرعـة ابتدائيـة 
بعـد المبـاراة في الهـواء بواسـطة جهـاز ب

  y = -
16 x   2  + 32x + 5 :ت المعادلة

ft / s 32، إذا كان
. ض بعد x ثانيةً

ص y (بالقدم) فوق الأر
aتمثل ارتفاع القمي

 (
صورة القياسية.

ب معادلة القطع المكافئ في ال
اكت

   (x -
 1

)   2  =
 -

   1
 

___ 
1

6
    ( y -

 2
1)  

 

b
 (

ص؟ 
صل إليه القمي

صى ارتفاع ي
ما أق

2
1ft

3
 (

ت قنطرة على شكل قطع مكافئ فوق 
نشئ  ا أُ

ت الجامعية كما في الشكل: 
بوابة إحد الكليا

2

40 ft

10 ft

C
07-

011A
-

893808

a
 (

ب معادلة القطع المكافئ. 
اكت

x 2=
-

4
0y



b
 (

ًّا. ل منحنى القطع المكافئ بياني مثّ

y

x
O

20
−

20

5

−
10

−
20

−
30

4
 (

 ج تبدو السلسلة المعدنية لأحد الجسور المعلقة 
ضحة 

ت الرأسية مو
على شكل قطع مكافئ، والدعاما

كما في الشكل الآتي.

60 ft

400 ft 10 ft

C
07-

013A
-

893808
a

 (
ب معادلة السلسلة المعدنية . 

اكت
x 2=

8
0

0y


b
 (

 أوجد طول الدعامة الرأسية التي تبعد عن المركز
. 100 قدمٍ
2

2.5ft


4-1
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 اا اا ا
ص 

صائ
ك أن تحدد نوعه باستعمال خ

ت معادلة قطع مخروطي، فبإمكان
ُلم  اا ا ا إذا ع

 (x -
 h

)   2  +
   ( y -

 k)    2  =
  r  2    :هي r ف قطرها

ص
h) وطول ن

, k) صيغة القياسية لمعادلة دائرة مركزها
المعادلة. ال

ّد نوع القطع المخروطي الذي تمثله. صورة القياسية، ثم حد
ين في ال

ين الآتيت
ب كل معادلة من المعادلت

اكت
a

 
(

4x
2 + 9y

2 + 24x - 36y + 36 = 0
صلية 

المعادلة الأ
 

 4x
2 + 9y

2 + 24x - 36y + 36 = 0
 

بإكمال المربع.
 

 
4 (x

2 + 6x + ? )  + 9 ( y
2 - 4y + ?)   = -

36 + ? + ?
 

   ( -
   4 
__ 2   )    2  =

 4 ,   (   6 
__ 2   )    2  =

 9
 

 
4 (x

2 + 6x + 9 )  + 9 ( y
2 - 4y + 4)   = -

36 + 36 + 36
 

بالتحليل.
 

 
 4  (x + 3

)   2  + 9  ( y - 2)    2  = 36
 

ين على 36
بقسمة الطرف

 
 

     (x +
 3 )   2  

________ 
9  

  +
     ( y -

 2)    2  
________ 

4  
   =

 1
 

.(−
ًا مركزه (2 ,3 ًا ناقص - x)  ،فإن المنحنى يمثل قطع

 h
)   2  

________ 
a

2  
   +

     ( y – k)    2  
_______ 

b
2  

   =
 1 صيغة المعادلة هي:     

ت 
ا كان bلمّ
 

(
x

2 - 16x - 8y + 80 = 0
صلية 

المعادلة الأ
 

 
 

x
2 - 16x - 8y + 80 = 0

 
بإكمال المربع.

 
 

 (x
2 − 16x + ? )  − 8y + 80 = 0 

 
  (   16 

___ 
2   )    2  =

 64
 (x

2 − 16x + 64 )  − 8y + 80 - 64 = 0 
 

حلل .
 

 
 

(x − 8
)   2  − 8 ( y − 2)   = 0  

 
ين 

-y)8 للطرف
بجمع (2

 
 

 
  (x − 8

)   2  = 8  ( y − 2)   
 

ًا رأسه (2 ,8). ًا مكافئ ، فإن المنحنى يمثل قطع ٍّ واحدٍ ا كان التربيع لحد لمّ
اا

صورة القياسية، ثم حدد نوع القطع المخروطي المرتبط بها:
ب كل معادلة مما يأتي في ال

1اكت
 (
 

y
2 + 2y + 6x

2 - 24x = 5

;    ( y +
 1)    2  

________ 
3

0
 

   +
     (x -

 2
)   2  

________ 
5

 
   =

 1

2
 (
 

y
2 + 2y + x

2 - 24x = 24

; (x-
1

2
) 2+

( y+
1

)  2=
1

6
9

3
 (
 

4x - 8 + y
2 + 4y = 0

;( y+
2

)  2=
-

4 (x-
3

)
4

 (
 

x
2 + 4x + y

2 - 2y - 49 = 0
; (x+

2
) 2+

( y-
1

)  2=
5

4

5
 (
 

4x
2 + 8x + 5y

2 - 30y - 11 = 0

;     (x +
 1

)   2  
________ 

1
5

 
   +

      ( y -
 3)    2  

________ 
1

2
 

   =
 1

6
 (
 

6x
2 + 24x + 2y - 10 = 0

;  (x +
 2

)   2  =
 -

   1
 

__ 
3

   (y -
 1

7
)

ام
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 اا اا ا
سي لمجموعة نقاط المستوي التي 

اا اا  هو المحل الهند اا بل  اا  اا ا ل
ص هي: 

صورة القياسية لمعادلة القطع الناق
ًا. وال ًا ثابت ين تسميان  ا  يساوي مقدار

ين ثابتت
ُعديها عن نقطت يكون مجموع ب

ث المحور الأكبر أفقي. وفي هذه الحالةa   2    هو مقام
- x)      حي

 h
)   2  

________ 
 a  2  

   +
      ( y -

 k)    2  
________ 

 b  2   
  =

 1

. x الحد الذي يحوي
ًّا. - x)     عندما يكون المحور الأكبر رأسي

 h
)   2  

________ 
 b  2  

  +     ( y -
 k)    2  

________ 
 a  2  

صورة القياسية هي 2 =  
وال

. c  2  =  a  2  -  b  2   ين يكون
وفي هذه الحالة فإن  a   2  هي مقام الحد الذي يحوي y، وفي كلتا الحالت

     (x +
 2 )   2  

________ 
9  

  +
     ( y -

 1)    2  
________ 

25  
  =

ص الذي معادلته 1 
ص القطع الناق

صائ
ِّد خ حد
صورة القياسية.

المعادلة في ال
=a، استعمل هذه القيم لتحديد 

5, b =
3, c=

a ؛ إذن 4
2>

b
2, c

2=
a

2-
b

2=
25-

9=
16, a

2=
25, b

2=
9

 . y فإن المحور الأكبر يوازي محور y مقام الحد الذي يحوي a
ص ومحوريه، بما أن 2

سي القطع الناق
رأ

سي 
رأ

 
 

 
الاتجاه :

(h
, k)

 
  ( -

2, 1
)  

 
 

 
المركز:

(h
, k ± c)

  ( -
2, 5)  ,  ( -

2, -
3

)  
 

البؤرتان: 
(h

, k ± a)
  ( -

2, 6)  ,  ( -
2, -

4
)  

 
الرأسان: 

(h ± b, k)
  ( -

5, 1)  ,  ( 1, 1
)  

 
 

الرأسان المرافقان:
2a طول المحور الأكبر ،x = h 

- = x، وطوله 10 
2

 
 

المحور الأكبر :
2b صغر

 y = k ، طول المحور الأ
 

 
y = 1 ، وطوله 6

 
 

صغر:
المحور الأ

ا
ًّا. ل منحناه بياني َّا يأتي، ثم مثِّ ص المعطاة معادلته في كلٍّ مم

ص القطع الناق
صائ

ِّد خ 1حد
 (
 

    (x +
 5 )   2  

________ 
64  

  +
     ( y +

 2)    2  
________ 

25  
 =

 1

C
07-

015A
-
893808

x

y

−
4

−
8 84

4
−

8
−

4
O

2
 (
 

    (x +
 2 )   2  

________ 
25  

   +
      ( y +

 1)    2  
________ 

9  
   =

 1

C
07-

016A
-
893808

y

x
O

4
8

−
4

−
8

4 8

−
8

3
 (
 

    (x +
 3 )   2  

________ 
9  

  +
     ( y -

 1)    2  
________ 

16  
  =

 2

C
07-

017A
-
893808

y

x
O

4
8

−
4

−
8

8

−
8

−
4

4
 (
 

    (x -
 2

)   2  
________ 

25  
  +

     ( y +
 3)    2  

________ 
64  

  =
 1

C
07-

018A
-
893808

y

x
O

4
8

−
4

−
8

−
4

C
F

F
V

V y

x
O

ام

y

x
O

4
8

−
8

4 8

−
8

C
07-

014A
-
893808

 ( -
5

, -
2

)  
 (-

5
±

   √
 ___ 
3

9
  , -

2 ) 
  ( -

1
0

, -
2

)  ,( 6
, -

2
)  

 ( -
5, 3

)  ,( -
5, -

7
)  

1
6 y =

 -
2


1

0 x =
 -

5

 ( -
2

, -
1

)  
 ( -

6
, -

1
)  ,( 2

, -
1

)  
  ( -

7
, -

1
)  ,( 3

, -
1

)  
 ( -

2
, -

4
)  ,( -

2
, 2

)  
1

0 y =
 -

1


6 x =
 -

2

 ( -
3

, 1
)  

 (-
3

, 1
±

   √
 __ 
7

  ) 
( -

3
, 5

)  ,( -
3

, -
3

)  
( 0

, 1
)  ,( -

6
, 1

)  
8x =

 -
3

 


6y =
 1

 

 ( 2
, -

3
)  

 (2
, -

3
±

   √
 ___ 
3

9
  ) 

  ( 2
, -

1
1

)  ,( 2
, 5

)  
 ( 7

, -
3

)  ,( -
3

, -
3

)  
1

6 x =
 2


1

0 y =
 -

3
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ات لمحم لا
،a ≠ 0, b ≠

0, n > 0 :ث
   ، حي   x 

__ a       n  +
      y __ b       n  =

صورة: 1 
ت التي تكون معادلاتها في ال

مجموعة المنحنيا
. ( Lam

é(1795-
سي لامي(1870

ت الفرن
ضيا

ت لامي، نسبة إلى عالم الفيزياء والريا
1تسمى عائلة منحنيا

 (
ّد نوع المنحنى الناتج في كل مرة: ًّا، وحد ين بياني

ين الآتيت
ل كلاًّ من المعادلت a مثّ

 (
 

     x __ 2       2  +
      y __ 2       2  =

 1




b
 (

 
     x __ 3       2  +

      y __ 2       2  =
 1


2

 (
ص.

ت لامي الدائرة والقطع الناق
ضم مجموعة منحنيا

ً على سؤال 1، هل ت بناء


 3
 (

ت لامي،  
ت الآتية في معادلة عائلة منحنيا

 استعمل قيم a, b, n المعطاة في كلٍّ من الحالا
ًّا على الشبكة البيانية المجاورة. لها بياني ب المعادلة الناتجة في كل حالة ، ثم مثّ

aواكت
 (

a = 2, b = 3, n = 4

     x 
__ 
2

      4  +
      y 

__ 
3

      4  =
 1

 

b
 (

a = 2, b = 3, n = 6

     x 
__ 
2

      6  +
      y 

__ 
3

      6  =
 1

 

c
 (

a = 2, b = 3, n = 8

     x 
__ 
2

      8  +
      y 

__ 
3

      8  =
 1

 4
 (

صحيحة الموجبة الزوجية الكبيرة؟
   لقيم n ال   x __ 2       n  +

      y __ 3       n  =
ب إليه منحنى 1 

ما الشكل الذي يقتر

 4 6

y

x
O

1

1

y

x
O

1

1




 
ا
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 اا اا ا
1

 (
س 

ف، توجد صالة هم
 ا ا في أحد المتاح

ًا  صالة 84 قدم
ص، طول ال

صوتي على شكل قطع ناق
ًا. ضها 46 قدم

aوعر
 (

ًا مركزها  صالة، مفترض
ب معادلة تمثل شكل ال

 اكت
صل والمحور الأكبر أفقي.

عند نقطة الأ

  
 x  2  

_____ 
1

7
6

4
   +

    y  2  
____ 
5

2
9

   =
 1

 

b
 (

ين.
َي البؤرت أوجد موقع


 3

4ft
2

 (
ص. إذا كان 

 ات لوحة على شكل قطع ناق
 .48 cm

ف المركزي 0.60، وطول اللوحة 
aالاختلا

 (
ص، إذا كان مركز اللوحة 

ب معادلة القطع الناق
 فاكت

صل.
عند نقطة الأ

   x  2  
____ 
5

7
6

   +
   

 y  2  
_______ 
3

6
8

.6
4

    =
 1

 

b
 (

ض اللوحة؟ 
 ما عر

3
8.4cm

3
 (

ص كما في 
ف قطع ناق

ص
 ق مدخل نفق على شكل ن

الشكل. 

40 ft

15 ft

C
07-

021A
-

893808

a
 (

ص.
ب المعادلة التي تمثل القطع الناق

 اكت

   x  2  
____ 
4

0
0

   +
    y  2  
____ 
2

2
5

   =
 1

 

b
 (

ب ارتفاع النفق فوق نقطة تبعد ft 10 عن 
 احس

المركز. 
≈

1
3ft



4
 (

ف قطر بركة لتجميع الماء 
ص

 ب يزداد طول ن
cm 100 لكل يوم على 

ض مجاورة بمعدل 
المتدفق من أر

ضح أدناه.
نحو ما هو مو

700 cm

 بيت

200 cm

a
 (

ًّا الدائرة التي تمثل الماء على الشكل أعلاه،  ل بياني  مثّ
ت. 

ين مركز البركة والبي
وأوجد البعد ب

y

x
O

200
−

200 200

−
200

;9
0

0yd


b
 (

ت بركة الماء في الاتساع بالمعدل نفسه، 
 إذا استمر

ت؟ 
صل الماء إلى البي

فبعد كم يوم ي
7



c
 (

ت الحالي ومعادلتها 
ب معادلة بركة الماء في الوق

 اكت
ت.

صل الماء إلى البي
عندما ي

x 2+
y 2=

4
0

0
0

0
;


x 2+

y 2=
8

1
0

0
0

0



3031







15
4

4-3



ص معينة لتحديد معادلة القطع الزائد. 

صائ
يمكن استعمال خ 

- ,2)، وبؤرتاه
2), (-

4, -
ص التالية: رأساه (2

صائ
ب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخ

اكت
. (4, -

2), (-
6, -

2)

.a
, b

, c ين، فإن المحور القاطع أفقي، أوجد المركز، وقيم
َّي y متساويان للرأس بما أن احداثي

ين
ين أو البؤرت

ين الرأس
صلة ب

ف القطعة المستقيمة الوا
ص

نقطة منت
 (-

1, -
المركز (2

 

ين والمركز.
ٍّ من الرأس ين أي

المسافة ب
 a =   √

 ________________ 
 

(-
4+

1)
2+

(-
2+

2)
2   = 3

 

ين والمركز.
ٍّ من البؤرت ين أي

المسافة ب
 c =   √

 ________________ 
 

(4+
1)

2+
(-

2+
2)

2   = 5
 

c
2 = a

2 + b
2

 b =    √
 ______ 
25 -

 9    = 4
 

. (x +
 1 )   2  

________ 
9  

  -
     ( y +

 2)    2  
________ 

16  
  =

 1 x؛ لذا فمعادلة القطع الزائد هي:     
a ترتبط بالحد 2

بما أن المحور القاطع أفقي، فإن 2


َّا يأتي: ص المعطاة في كلٍّ مم

صائ
ب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخ

1اكت
 (

- ,0) ، وطول المحور المرافق 6
البؤرتان هما (4 ,0) ,(4

y 2
__ 
7 -

  x 2
__ 
9 =

1 
2

 (
.  y = -   4 __ 5    x +   2 __ 5   َ y =    4 __ 5  ،  و    x -    22 

___ 
5 ب هما   

ا التقار - ,3) ,(2 ,3) ، وخطَّ
الرأسان هما (6

(y+
2

) 2
_______ 

1
6 

-
  (x-

3
) 2

_______ 
2

5 
=
1 

3
 (

الرأسان هما (2 ,10) ,(2 ,6) ، والبورتان هما (2 ,12) ,(2 ,4)
(x-

8
) 2

_______ 
4 

-
  (y-

2
) 2

_______ 
1

2 
=
1 
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سي لجميع نقاط المستو التي يكون الفرق 

القطع الزائد هو المحل الهند 

صورة القياسية لمعادلة القطع الزائد 
ًا وال ًا ثابت ين، مقدار

ين تسميان البؤرت
ين ثابتت

ين بعديها عن نقطت
المطلق ب

صورة القياسية لمعادلة القطع الزائد هي:
ًّا، وال - x) عندما يكون المحور القاطع أفقي

  h
)  2  

________ 
 a  2  

   -
      ( y -

 k)    2  
________ 

 b  2  
   =

هي:   1 

ًّا  )      عندما يكون المحور القاطع رأسي y -
 k)    2  

________ 
 a  2  

  -
   (x -

  h
)  2  

________ 
 b  2  

   =
 1

.a
2 + b

2 = c
ين يكون: 2

وفي كلتا الحالت

ًّا. ل منحناه بياني   y  2 ، ثم مثّ
___ 
16    -

    x  2  
___ 
4    =

 1 ص القطع الزائد الذي معادلته    
صائ

ّد خ حد
، x ا كان الحد المطروح يحوي صل، ولمّ

ًا، لذا فإن المركز عند نقطة الأ صفر
صورة القياسية. كلٌّ من h و k يساوي 

المعادلة بال
ين.

ين والبؤرت
سي، أوجد قيم a, b, c ، واستعملها لتحديد الرأس

فإن المحور القاطع رأ
.c لإيجاد قيمة b و a َي b ، فإنّ a = 4 و b = 2. استعمل قيمت

a و 4 = 2
بما أن 16 = 2

a, b, c ين
العلاقة ب

 
 

 
c

2 = a
2 + b

2
 

a = 4 , b = 2
 

 
 

 c
2 =  4  2  +  2  2

 
بالتبسيط.

ًا  √  = c أو 4.47 تقريب
 ___ 
20   

 
ص القطع الزائد.

صائ
ّد خ حد
المركز:

 ( 0, 0)  
(h

,  k)
البؤرتان:

 (0,   √
 ___ 
20  ) ,  (0, -

  √
 ___ 
20  ) 

(h
,  k ± c)

الرأسان:
 ( 0, 4)  ,  ( 0, -

4
)  

(h
, k ± a)

ب :
ا التقار خطَّ

y = 2x, y = -
2x

y - k = ±   a __ b    (x - h
)

أنشئ جدول قيم لتمثيل منحنى القطع الزائد. 
x

y
-

2
-

5 .7, 5.7
-

1
-

4 .5, 4.5
0

-4, 4
1

-4.5, 4.5
2

 -
5.7, 5.7


ًّا. له بياني ص القطع الزائد المعطاة معادلته في كلٍّ مما يأتي، ثم مثّ
صائ

ّد خ 1حد
 (
 

  (y -
 3)

2 
________ 

25  
  -

    (x +
 2)

2 
________ 

9  
  =

 1

y

x
O

4
8

−
4

−
8

4

−
8

−
4

C
07-

025A
-
893808

2
 (
 

    (x -
 1

)   2  
________ 

16  
  -

     ( y +
 2)    2  

________ 
36  

  =
 1

y

x
O

−
4

−
8

4 8

−
8

−
4

C
07-

024A
-
893808

4
8

2


y

x
O

4
8

−
4

−
8

8

−
8

C
07-

022A
-
893808


 ( -

2
, 3

)  
  ( -

2
, 8

)  ,( -
2

, -
2

)  
  (-

2
, 3

±
   √

 ___ 
3

4
  ) 

y-
3=

±
  5
__ 3 (x+

2)


 ( 1

, -
2

)  
  ( 5

, -
2

)  ,( -
3

, -
2

)  
  (1

∓
 2

  √
 ___ 
1

3
  , -

2 ) 
y+

2=
±

 3
__ 2 (x-

1
)



3233




 
ا

17
 4 ا

4-3


احا اا
صل ومحوره القاطع أفقي هي:

ر أن معادلة قطع زائد مركزه نقطة الأ تذكّ
، c  2  =  a  2  +  b  2  ث

-) , (c, 0) ،حي
c, 0):والبؤرتان هما . x  2  

___ 
 a  2    -    y  2  

___ 
 b  2    = 1    

ب هما: 
ي التقار ، ومعادلتا خطَّ (a, 0) , (-

a, 0) :والرأسان هما
، والشكل المجاور يمثل منحنى هذا القطع الزائد.  y = ±   b __ a    x

ث لهذا المنحنى عندما تزيد قيمة c بلا حدود أو تقل بلا حدود؟ 
ماذا يحد

 . 1-
1استعمل القطع الزائد المشار إليه أعلاه للإجابة عن الأسئلة 4

 (
ب c من 0، 

ضح أنه عندما تقتر
ًا لتو ب دليلاً مقنع

 اكت
.ً صبح جميعها نقطةً واحدة

ين والمركز للقطع الزائد، ت
ين والرأس

فإن البؤرت

0
a 0c

0<
a<

c 
x0




x
  y 2

 (
ًّا،  x بياني

2 - y
2 = 1,  x  2  -  y  2  = 0.1,  x  2  -  y  2  = 0.01 :ل القطوع ًا لتمثّ  استعمل الحاسبة البيانية أو حاسوب

ب إليه 
ت، وما الشكل الذي تقتر

ت في المنحنيا
ف التغيرا

ص
صة لـِ c، و

ث تتعلق هذه القطوع الزائدة بقيم متناق
حي

ب c من 0؟
عندما تقتر


 

  
y=

-
x y=

x





3
 (

ف يتغير شكل القطع الزائد؟ 
ب من الما لانهاية، فكي

ض أن a تبقى ثابتة، وأنّ c تقتر
 افتر


 


 (±

a
,0

)
x=

ax=
-

a




4
 (

ف يتغير شكل القطع الزائد؟
ب من الما لانهاية، فكي

، وأنّ c تقتر ض أن b تبقى ثابتةً
 افتر

 


 


 c


2
-

2

-
2

-
4

-
4

-
2 y

x

البؤرة
البؤرة

O
-

4
4
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اا ا
1

 (
َي   ل المركز السطحي لزلزالٍ يقع على أحد فرع

منحنى القطع الزائد الذي معادلته:

ث تقع 
حي

 ، (x -
 50 )  2  

_________ 
1600  

   -
    (y -

 35 )  2  
_________ 

2500  
  =

 1  

ين.
ت الزلازل عند البؤرت

aراسما
 (

ًّا. ل القطع الزائد بياني مثّ
y

x
O

40
80

20 40 80C
07-

026A
-
893808

b
 (

َي الزلازل. َي راسمت ت موقع
أوجد إحدثيا

(-
1

4
,3

5
),(1

1
4

,3
5

)


2
 (

صباح على جدار، فيتكون ظلٌّ 
ضوء م

  يسقط 
حدوده على شكل قطع زائد، معادلته: 

3
 (

. y  2  
____ 
196    -

    x  2  
____ 
121    =

 1    a
 (

ًّا. ل القطع الزائد بياني مثّ

y

x
O

8
16

−
8

−
16

8 16

−
8

C
07-

028A
-
893808

b
 (

ب .
ي التقار َي خطَّ ب معادلت

 اكت
y =

 ±
   1

4
 

___ 
1

1
   x  

 

c
 (

ف المركزي. 
أوجد الاختلا

     √
 �

�
 

3
1

7
   

______ 
1

4
 

 
 

4
 (

ب عشبية على 
ّان من حدود منطقة لع  مات حد

ضح في الشكل أدناه: 
شكل قطع زائد كما هو مو

C
07-

027A
-
893808

y

x
O

(3, 4 )

a
 (

ب معادلة القطع الزائد الذي يمثل حدود منطقة 
 اكت

ب.
اللع

     ( y -
 4)    2  

________ 
4

 
   -

     (x -
 3

)   2  
________ 

3
 

   =
 1

 

b
 (

ت كل وحدة على المستو الإحداثي تمثل
 إذا كان

ب؟ 
ض لمنطقة اللع

ضيق عر
ft 3، فما أ

1
2ft

5
 (

شر الساعة الشمسية على 
  يكون مسار ظل مؤ

ًا.  aشكل قطعٍ زائدٍ غالب
 (

صورة القياسية، 
َي القطع الزائد بال ب معادلت

 اكت
صل، والمسار المار 

إذا كان المركز يقع في نقطة الأ
ين، 

m 2 عن إحد البؤرت
m

بالمحور القاطع يبعد 
m 12 عن المركز.

m
و 

   x  2  
____ 
1

4
4

   -
     y  2  
___ 
5

2
   =

 1
;    y  2  

____ 
1

4
4

   -
    x  2  
___ 
5

2
   =

 1
 

b
 (

ًّا. ين الزائدين بياني
ل أحد القطع مثّ





C
07-

078A
-
893808 x

y

−
8

−
4 4 8

8
16

−
16

−
8

O
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 اا ا ا اا
في المستو A

x
2 + B

xy + C
y

2 + D
x + E

y + F = 0 :يمكن كتابة المعادلة ا ا ا
ت بزاوية 

ي الإحداثيا
َ ك بتدوير محور

A في المستوx ′y ′ ، وذل
(x ′ )  2  + C

(y ′ )  2  + D
x ′ + E

y ′ + F = 0  :صورة
 xy في ال

ين:
صيغت

θ، ويمكن إيجاد المعادلة في المستوx ′ y ′  باستعمال ال

x = x ′ cos θ - y ′ sin θ , y = y ′ cos θ + x ′ sin θ 

 ،x ′y ′ في المستو x  2  - 2xy - 4 y  2  +   1 __ 2 صيغة القياسية للمعادلة:  0 =   
استعمل θ = 45° لكتابة ال

ّ نوع القطع المخروطي الذي تمثله. وحدد
.x , y َي B، أوجد معادلت

2- 4A
C > 0 ّالقطع المخروطي هو قطع زائد؛ لأن

y = x ′ sin θ + y ′ cos θ
 

 
 

x , y صيغتا الدوران
 

 
x = x ′ cos θ − y ′ sin θ

=
     √

 __ 
2   

___ 
2    x ′ +

     √
 __ 
2   

___ 
2    y ′

 
 

sin
   π

 
__ 
4    =

     √
 __ 
2   

___ 
2    , cos   π

 
__ 
4    =

     √
 __ 
2   

___ 
2   

 
 

=
     √

 __ 
2   

___ 
2    x ′ −

     √
 __ 
2   

___ 
2    y ′

 

صلية.
ض في المعادلة الأ

بالتعوي

x
2

 
 

− 2xy
 

 
 

 
−

 4y
2

 
 +

   1 
__ 2    =

 0
 

.x , y ض عن
بالتعوي

   (      √
 __ 
2  x ′ -

   √
 __ 
2   y ′ 

___________ 
2  

  )    2 −
 2 (      √

 __ 
2  x ′ -

   √
 __ 
2  y ′ 

___________ 
2  

  )   (      √
 __ 
2  x ′ +

   √
 __ 
2  y ′ 

___________ 
2  

  )    −
 4  (      √

 __ 
2  x ′ +

   √
 __ 
2  y ′ 

___________ 
2  

  )    2 +
   1 __ 2        =

 0

ت 
 بإيجاد مفكوك ذا

    1 
__ 2    (x ′ )  2  -

 x ′y ′ +
   1 
__ 2    (y ′ )  2  -

 (x ′ )  2  +
 (y ′ )  2  -

 2 (x ′ )  2  -
 4x ′y ′ -

 2 (y ′ )  2  +
   1 
__ 2    =

 0

الحدين.

بالتبسيط.
 

 
 

 
 

 
 

 -   5 __ 2    (x ′ )  2  - 5  x ′  y ′ -   1 __ 2     (y ′ )  2  +   1 __ 2    = 0

5(x ′ )  2  + 10x ′y ′+ (y ′ )  2  = 1 :فتكون معادلة القطع الزائد بدوران °45 هي

ا
ّد نوع القطع  ين في المستوx ′y ′  ، ثم حد

ين الآتيت
صورة القياسية لكل معادلة من المعادلت

استعمل قيمة θ المعطاة؛ لكتابة ال
1المخروطي الذي تمثله:

 (
 

x
2 - 4x + y

2 =
 2, θ =

   π
 

__ 
4   

(x ′ )  2  +
 (y ′)  2  -

 2
  √

 �
 

2
  x ′ +

2
  √

 �
 

2
  y ′ -

 2
 =

 0



2
 (
 

8x
2 - 5y

2 = 40, θ =
 30°

1
9

(x ′ )  2  -
 2

6
  √

 �
 

3
  x ′y ′ -

7
(y ′ )  2  =

 1
6

0



ام
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 اا ا ا اا
صورة: 

ك أن تحدد نوع القطع المخروطي عندما تكون معادلته معطاة بال
 اا ا ا بإمكان

. B
2 - 4A

C باستعمال المميز ، A
x

2 + B
xy + C

y
2 + D

x + E
y + F = 0

ا ا 
ا

قطع مكافئ
B  2  - 4A

C = 0 

ص
قطع ناق

B  2  - 4A
C < 0 , A ≠ C  B ≠ 0 

دائرة
B  2  - 4A

C < 0 , B = 0 , A = C 

قطع زائد
B  2  - 4A

C > 0 

صورة القياسية:
ّد نوع القطع المخروطي الذي تمثله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها في ال  حد

a
 

(
2x

2 + 6y
2 - 8x + 12y - 2 = 0

َ C = 6، فإن المميز يساوي: َ B = 0 و بما أن: A = 2 و
B

2 - 4A
C =  0  2  - 4(2)(6) = -

48

ص.
ت A ≠ C فإنه قطع ناق

ا كان ًا، ولمّ ًا ناقص ً أو قطع ب أن يكون القطع المخروطي دائرة
صغر من 0 ، لذا يج

المميز أ
b

 
(

5x
2 + 8xy - 2y

2 + 4x - 3y + 10 = 0
- = C، فإن المميز يساوي:

2 َ َ B = 8 و بما أن: A = 5 و
.B

2 - 4A
C = 8

2 - 4(5)(-
2) = 104

المميز أكبر من 0؛ لذا فإن القطع المخروطي قطع زائد.
c

 
(

12x
2 + 12xy + 3y

2 - 7x + 2y - 6 = 0
َ C = 3، فإن المميز يساوي: َ B = 12 و بما أن: A = 12 و

B
2 - 4A

C = 12
2 - 4(12)(3) = 0

المميز يساوي 0 ؛ لذا فإن القطع المخروطي قطع مكافئ.
ا

صورة القياسية:
ّد نوع القطع المخروطي الذي تمثله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها في ال 1حد

 (
 

4x
2 + 4y

2 - 2x - 9y + 1 = 0


2
 (
 

10x
2 + 6y

2 - x + 8y + 1 = 0


3
 (
 

-
2x

2 + 6xy + y
2 - 4x - 5y + 2 = 0


4

 (
 

x
2 + 6xy + y

2 - 2x + 1 = 0


5
 (
 

5x
2 + 2xy + 4y

2 + x + 2y + 17 = 0


6
 (
 

x
2 + 2xy + y

2 + x + 10 = 0


7
 (
 

25x
2 + 100x − 54y = −

200


8

 (
 

16x
2 + 100x − 54y

2 = −
100



ام
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y االإ اباإ 
ا اا

صة والزائدة المائلة بالنسبة 
ت القطوع المكافئة والناق

ت معادلا
تمثيل منحنيا

ت 
ت المعادلا

صعوبة مقارنة بمنحنيا
للمحورين x , y، أكثر 

التي درستها.
ين؛ 

ين بسيطت
ًا ما تستعمل التمثيل البياني لمعادلت وغالب

صول على 
ًا. فمثلاً ، يمكن الح ت أكثر تعقيد

لإيجاد التمثيل البياني لمعادلا
 y ضافة الإحداثي

ص في الشكل المجاور بإ
منحنى القطع الناق

لكل نقطة على الدائرة، إلى الإحداثي y لكل نقطة مناظرة من المستقيم.

ّد نوع المنحنى لكل تمثيل: ًّا، ثم حد ين بياني
ين الآتيت

ل كلاًّ من المعادلت 1مثّ
 (
 

  y =
 6 -

 x ±
   √

 _______ 
4 -

 x
2 

y

x
O

1

1

y =
 6 -

 x ±
 √

4 -
 x

2

y =
 6 -

 x

y =
 ±

 √
4 -

 x
2



2
 (
 

y =
 x ±

   √
 __ 
x  

y

x
O

1

1

y =
 x

y =
 x ±

 √
x

y =
 ±

 √
x


ّد نوع المنحنى لكل تمثيل: ًّا، ثم حد ين بياني

ين الآتيت
؛ لتمثيل كلٍّ من المعادلت صلةً

3استعمل ورقةً بيانيةً منف
 (
 

  y =
 2x ±

   √
 ___________ 
7 +

 6x -
 x

2 




4
 (
 

y =
 -

 2x ±
   √

 ____ 
-

2x  




y

x
O

1

1

B

A

B

A y =
 x +

 6 ±
 √

4x -
 x

2

y =
 ±

 √
4x -

 x
2

y =
 x +

 6
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 اا ا ا اا
1

 (
ضي لطبق قمر 

ت معادلة مقطع عر
 االت إذا كان

y ′ =
   1 
__ 8    x ′ 2 صطناعي بعد دورانه بزاوية قياسها °60 هي

aا
 (

.x y ب المعادلة في المستو
 اكت

    x  2  
___ 
3

2
   +

     √
 �

 
3

   
____ 
1

6
   x y +

   3
 

___ 
3

2
    y  2  +

 
 

    √
 �

 
3

   
____ 
2

   x -
   1

 
__ 
2

   y  =
 0

b
 (

ًّا. ل المعادلة بياني  مثّ
y

y'

x

x'

60 ˚

2
 (

ض أن معادلة ناقل حركة السيارة 
 افتر

 ا ا
ص بعد دورانه بزاوية °60 في 

على شكل قطع ناق

 .    (x ′)
2 

_____ 
16    +

   (y ′)
2 

_____ 
20    =

aالمستوx ′y ′  ، هي: 1 
 (

. xy ص في المستو
ب معادلة القطع الناق

 اكت

1
7

x
2 +

 2
  √

 �
 

3
  xy +

 1
9

y
2 -

 3
2

0
 =

 0
 

b
 (

ًّا. ل المعادلة بياني مثّ

C
07-

080A
-
893808

x

y

O

3
 (

ًا لقطوع مكافئة بعد دورانها،  صور
  ترسم سعاد 

ًّا،  وتريد أن تمثل القطع 2  = 12(y ′ - 4)  ( x ′ - 3) بياني
. xy إذا دار بزاوية °45 في المستوa

 (
. xy س القطع في المستو

أوجد رأ

 ( -
     √

 �
 

2
   

____ 
2

  ,   7
  √

 �
 

2
   

_____ 
2

 
 )  

 

b
 (

.xy أوجد معادلة محور التماثل في المستو 

y =
 3

  √
 �

 
2

   -
 x

 

c
 (

.xy ارسم المنحنى في المستو 

C
07-

033A
-
893808

y

45 ˚

y'

x x'

4
 (

ب الساعة، 
 مق إذا دار قطع زائد °40 في اتجاه عقار

س الزاوية اللازمة لدورانه حتى يعود إلى موقعه 
فما قيا

صلي؟
الأ

 4
0

°

5
 (

 أشكال: يمكن تمثيل مقطعٍ من مرآة عاكسة بالمعادلة: 
ّد نوع القطع  25x، حد

2 + 13xy + 2y
2 = 100

الذي تمثله  المرآة العاكسة.
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4-5

ف جسم بزاوية غير قائمة، 
ذ ت، فإذا قُ

ت حركة المقذوفا
ًا في معادلا ت الوسيطية غالب

 اات تستعمل المعادلا
 y والمسافة الرأسية ،x = t v

 0   cos θ :بالمعادلة x وبالتالي يمكن إيجاد المسافة الأفقية ،  v
 0 سرعة ابتدائية  

تميل θ على الأفق وب
h  الارتفاع الابتدائي.

 0 ضية ،و t الزمن،و  
ت الجاذبية الأر

ث g ثاب
y = t v  ، حي

 0   sin θ -
   1 
__ 2    gt

2 +  h
 0 بالمعادلة: 

/ft 35، وبزاوية تميل °48 على الأفق، إذا كان ارتفاع 
s سرعة ابتدائية مقدارها

ركل ماجد كرة قدم ب
ض؟ 

ين عند ركلها، فما المسافة الأفقية التي تقطعها قبل ارتطامها بالأر
الكرة قدم

ف. 
ضح الموق

: ارسم شكلاً يو خطوة 1

2 ft

35 ft/sec

48 ˚

C
07-

037A
-
893808

سي.
ب معادلة وسيطية لموقع الكرة الرأ

خطوة 2: اكت

سي 
المعادلة الوسيطية لموقع الكرة الرأ

 
 

 y = t v
 0   sin θ -

   1 
__ 2    g t  2  +  h

 0
 

v
 0   = 35, θ = 48

°, g = 32,  h
 0   = 2 

 
 

= t(35) sin (48) -
   1 
__ 2   (32)t

2 + 2
 

ًّا، وأوجد نقطة تقاطع المنحنى مع y = 0 باستعمال الحاسبة البيانية. فتكون القيمة  سي بياني
ل معادلة الموقع الرأ خطوة 3:  مثّ

ًا. 1.7 ثانية تقريب

خطوة 4:  حدد موقع الكرة الأفقي عند 1.7 ثانية.
المعادلة الوسيطية للموقع الأفقي 

 
 

x = t v 0   cos θ

v
 0   = 35, θ = 48°, t = 1.7 

 
 

= 1.7(35) cos 48
 

باستعمال الآلة الحاسبة.
 

 
≈ 39.8

 
ض.

ستقطع الكرة مسافة أفقية مقدارها ft 39.8 قبل ارتطامها بالأر

ا1
 (

سرعة ابتدائية مقدارها ft/s 28، وبزاوية تميل على الأفق °56 من ارتفاع 4 أقدام، فما المسافة الأفقية 
 ركل خالد كرة ب

ض؟ 
التي تقطعها الكرة قبل أن ترتطم بالأر

 2
5ft

2
 (

سرعة ابتدائية مقدارها ft/s 38، وبزاوية تميل على الأفق °42 من ارتفاع 1.5 قدم، 
ضي ب

س أر
ب عمر كرة تن

ضر
 

صم؟
ضها الخ

فما المسافة الأفقية التي تقطعها الكرة إذا لم يعتر
 4

6.6ft

 ام
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لت ااا
ف المركبتين (الأفقية والرأسية) لمعادلة،والمتغير 

ُستعمل  االت ا  لوص  لالت ا ت
ا اا

س الزاوية.
ّا قيا الوسيط قيمة اختيارية تكون عادة إما الزمن وإم

ين على الفترة المعطاة:
ين الوسيطيت

ًّا المنحنى المعطى بالمعادلت ل بياني مثِّ
  . x = -

3 + 4t , y =  t  2  + 3 , -
4 ≤ t ≤ 4

،t ِلكل قيمة لـ (x, y) ًّا النقطة ل بياني -، ثم  مثّ
4 ≤ t ≤ 4 في الفترة t ض قيم

ِّن جدولاً من بع كو
ين النقاط بمنحنى.

صل ب
ثم 

t
-

4
-

3
-

2
-

1
0

1
2

3
4

x
-

19
-

15
-

11
-

7
-

3
1

5
9

13

y
19

12
7

4
3

4
7

12
19

صورة الديكارتية.
ين x = 4t - 2 , y =  t  2  + 1 بال

ين الوسيطيت
ب المعادلت

اكت

المعادلة الأولى
 

 
 

 x = 4t - 2
 

.t ِالحل بالنسبة لـ
 

   x +
 2 

_____ 
4  

  =
 t

 

+ x   بدلاً من t في المعادلة الثانية.
 2 

_____ 
4  

ض  
ِّ عو

 
 

 
y =

               x +
 2 

_____ 
4  

              2  -
 2

 

.    x +
 2 

_____ 
4  

ّع   رب
 

 
 

=
   x

2 +
 4x +

 4 
___________ 

16  
  -

 2

ط
ِّ بس

 
 

 
=

   x
2 

___ 
16    +

   x __ 4    -
   7 
__ 4   

 

  y =
   x

2 
___ 
16    +

   x __ 4    -
   7 
__ 4 المعادلة الديكارتية هي: 

ا1
 (

x = t
2 + 4 , y =   t __ 6    - 3; -

4 ≤ t ≤ 4  :ين على الفترة المعطاة
ين الوسيطيت

ًّا المنحنى المعطى بالمعادلت ل بياني مثِّ
y=

 √
 ��

 
3

x+
2

C
07-

035A
-
893808

y

x
O−
4

−
8

−
12

−
4

4

4
8

12
16

20

2
 (

 y =
   √

 �
�

 
3

x   +
 2

صورة الديكارتية . 
= x بال

   t __ 3    , y =
   √

 _ t   +
ين: 2 

ين الوسيطيت
ب المعادلت

اكت

1 ام

C
07-

034A
-
893808

y

x
O−
8

−
8

−
16

16 248

8
16

2 ام
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االت اا لات
ًّا على مستو إحداثي. ًا عند تمثيله بياني ًا مكافئ يمثل مسار قذيفة بعد انطلاقها قطع

y

x
O

الزمن

الارتفاع

ضية هي القوة الوحيدة المؤثرة في القذيفة،
ض أن الجاذبية الأر

على افترا
ومعادلة مسار قذيفة في المستو الإحداثي هي:

 , y =
 -

  (    
g 

__________ 
2  v  0    2   cos  2 α

   )   x  2 +
 (tan

 α
)x

 ،32 ft/ s  2 , 9.8  أو m
/ s  2 ضية ويساوي

ث g تسارع الجاذبية الأر
حي

سرعة الابتدائية ,وα زاوية انطلاق القذيفة مع الأفق.
v  0  ال و 

.120 m
/

s سرعة ابتدائية مقدارها
ب معادلة مسار قذيفة تنطلق بزاوية °10 مع الأفق، وب

 اكت

y =
 -

  (    
9.8 

______________ 
 

2 (120)  2   cos  2 10°    )   x  2  +
 (tan

 10°)x

y  = -
0.00035 x  2  + 0.18x

 

ين:
ين الآتيت

1أوجد معادلة المسار لكلٍّ من القذيفت
 (
 

ت قذيفة بزاوية مقدارها °80 مع الأفق، 
طلق أُ

.200 ft/s سرعة ابتدائية مقدارها
وب

y=
-

0.0
1

3x 2+
5.6

7
x

2
 (
 

ت قذيفة بزاوية مقدارها °40 مع الأفق، 
طلق أُ

.150 m
/s سرعة ابتدائية مقدارها

وب
y=

-
0.0

0
0

3
7x 2+

0.8
4

x

ام
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لت ااا
1

 (
سرعة ابتدائية مقدارها 

صاروخ ب
طلق   ا أُ

m 5، وبزاوية تميل على الأفق °8، فما المسافة الأفقية 
/s

صاروخ بعد s 0.4 ؟
التي يقطعها ال

1.9
8m



2
 (

ص 
ب سميرة وسارة لعبة القر

 ا اا تلع
سرعة 

ص إلى سارة ب
ث ترمي سميرة القر

الطائر، حي
ابتدائية مقدارها ft/s 38، وبزاوية تميل على الأفق 28°، 

ت سارة تبعد عن سميرة 
ومن ارتفاع 4 أقدام، وقد كان

ًا. aمسافة 40 قدم
 (

صل إلى 
ض عندما ي

ص عن الأر
 ما ارتفاع القر

سارة؟ 
2.5

3ft


b
 (

ص الطائر؟ 
صى ارتفاع للقر

 ما أق
8.9

7ft
3

 (
سرعة ابتدائية 

س ب
ب وليد كرة تن

ضر
  ا ي

مقدارها ft/s 42 في الثانية، وبزاوية تميل على الأفق 
ين 

ت المسافة بينه وب
ين، إذا كان

°16، ومن ارتفاع قدم
ى  ًا، وارتفاع الشبكة 3 أقدام، فهل تتخطَّ الشبكة 20 قدم

الكرة الشبكة؟ 
 3.8ft

2
0ft

4
 (

سرعة ابتدائية مقدارها 
  ل يرمي محمد كرة سلة ب

ft/s 28، وبزاوية تميل على الأفق °60، إذا رمى محمد 
ين لتحدد 

ب معادلت
الكرة من ارتفاع 5 أقدام ، فاكت

المسافة الرأسية والمسافة الأفقية للكرة.


y=
t(2

8
)sin(6

0
)-

1
6t 2+

5
;

x=
t(2

8
)co

s(6
0

)

5
 (

سرعة ابتدائية 
ف ب

ب بلال كرة جول
ضر

 ي
ج 

aمقدارها ft/s 100، وبزاوية تميل على الأفق 39°
 (

ت وسيطية لمسار الكرة. 
ب معادلا

 اكت
x=

1
0

0
tco

s3
9

°,


y=
1

0
0

tsin3
9

°-
1

6t 2

b
 (

صل إليه الكرة.
صى ارتفاع ت

أوجد أق
 6

1.9ft
6

 (
سرعة 

ب سلمان كرة البيسبول ب
ضر

  ا ي
ابتدائية مقدارها ft/s 120 من ارتفاع 3 أقدام، وبزاوية 

تميل على الأفق 34°.

3 ft

120 ft/sec

34˚

C
07-

042A
-
893808

a
 (

 ما المسافة الأفقية التي تقطعها الكرة قبل أن ترتطم  
ض؟ 

بالأر
4

2
1.6ft


b

 (
صل إليه الكرة؟ 

صى ارتفاع ت
 ما أق

7
3.3

6ft


c
 (

، ويبعد 400 قدمٍ عن   إذا كان ارتفاع السياج 8 أقدامٍ
ك.

ح ذل
ّ موقع سلمان، فهل تجتاز الكرة السياج؟ وض
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