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 Linear Algebra)( الجبر الخطي :القسم الثاني

 

 السادسالفصل 

 Matrix Algebraجبر المصفوفات 

 

 تعريف

,1 حقلاً تبديلياً وليكن لدينا العددين الطبيعيين Kليكن  ≥npبأمثال من الحقل مصفوفة  نسمي 

Kالتطبيق ، : ; ( , )n p ijA K i j a× → →`  ونرمز لهذا التطبيق  `

:بـ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

npnn

p

p

ij

aaa

aaa
aaa

aA

…
…………

…
…

21

22221

11211

)( 

)( مع العمود رقم i)( يوجد في نقطة تقاطع السطر رقم ijaحيث  j . ونرمز لمجموعة

) بـKالمصفوفات فوق الحقل  )n pM K×تمثل مجموعة المصفوفات ذات  و التي pn× 

 هي مصفوفة A أو نقول أن ×pn هي مصفوفة من الدرجة A وتقول إن kعنصراً من 

 .k عموداً من عناصر الحقل pراً و سطnبـ

 

 ملاحظة

niمن أجل  )1  فإنها نرمز بـ=…1,, ) ( , , ) n
i i ipR A a a K=  i)(ري رقم ط للشعاع الس…∋

 .Aمن المصفوفة 

pjومن أجل  )1 فإننا نرمز بـ=…1,, ) ( , , ) n
j j jnC A a a K=  j للشعاع العمودي رقم …∋

 .Aمن المصفوفة 
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 العمليات على المصفوفات. 1

  المصفوفات المتساوية و جمع المصفوفات والمصفوفات الأولية-1

) مصفوفتين من ,BAلتكن  )n pM K× حيث ( ), ( )ij ijA a B b= = 

 ( , ) ;n p ij iji j a b A B∀ ∈ × = ⇔ =` ` 

 )( ijCBA ) هي مصفوفة من += )n pM K× وحيث  

( , ) ;n p ij ij iji j c a b∀ ∈ × = +` ` 

) فعندئذ نعرف K∈λ إذا كان  )n pA M Kλ  : بالشكل التالي∋×

. ( ); ( , ) ; .ij n p ij ijA d i j d aλ λ= ∀ ∈ × =` ` 

 : أي أن0k الحيادي ا المصفوفة الصفرية هي المصفوفة التي كل عناصره

0 ( ); ( , ) ; 0n p ij n p ij Kf i j f× = ∀ ∈ × =` ` 

 

 مثال

 : حيث×43 مصفوفتين من الدرجة B و Aلتكن 
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 المصفوفة الأوليةتعريف 

) المصفوفة الأوليةنعرف  )kl n pE M K×∈ حيث ,n pk l∈ ∈`  : بالشكل التالي`

0 0 0

( ) 0 1 0

0 0 0

kl ik jlE δ δ
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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… …
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 kاً ما عدا العنصر الذي يقع في السطر أي هي المصفوفة التي جميع عناصرها أصفار

 .1 حيث هذا العنصر يساوي lوالعمود 

 ملاحظة

klδ1  هو ما يسمى برمز كرونيكر ويعرف كما يلي
0kl

k l
k l

δ
=⎧

= ⎨ ≠⎩
 

 

 )1(مبرهنة 

)إن  ( ), ,.)n pM K× n هو فضاء شعاعي منتهي ذو + p× بعداً وأساسه الجملة المكونة من 

)  حيثklEالمصفوفات  ), n pk l ∈ ×` `. 

 :الإثبات

)إثبات إن  ( ), ,.)n pM K× وهو .  فضاء شعاعي ينتج مباشرة من تعريف الفضاء الشعاعي+

 ويمكن إثبات ذلك بسهولة. klEتهي البعد لأن أساسه هي الجملة المكونة من المصفوفات من

, ,n p kl kl
k l

A M A a E∀ ∈ =∑∑ 

)أي هي مولدة وهي حرة لأن بفرض أن  ) n p
kl Kλ 0kl فإن∋× kl n p

k l
Eλ ×=∑∑ 

11 1

1

... 0 ... 0

... 0 ... 0

p

n np

λ λ

λ λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )0, ,kl n pk lλ⇒ = ∀ ∈ ×` ` 

,وبالتالي مجموعة المصفوفات الأولية تشكل أساساً أي الفضاء  ( )n pM K بعده n p×. 

 :توضيح
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2ليكن  2 ( )A M R×∈حيث : 

1 2 1 0 0 1 0 0 0 0
1 2 5 9

5 9 0 0 0 0 1 0 0 1
A ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0 9
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 2
5 9

A⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

11إذن  22

1 0 0 0
,

0 0 0 1
E E⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

11 هي جملة مولدة وكذلك هي حرة لأن 11 12 12 21 21 22 22 220E E E Eλ λ λ λ+ + + = 

11 12 12 22 0λ λ λ λ⇒ = = = = 

 

 منقول مصفوفة -2

)لتكن  )n pA M K×∈ نسمي المصفوفة ( )t
p nA M K×∈ المعرفة بالشكل التالي

~
( )t

ijA a= 

)حيث  Aمنقول المصفوفة ), ;n p ij jii j a a∀ ∈ × =�` إن التطبيق  .`

( ) ( ): ; t
n p p nT M K M K A A× ×→  .هو تشاكل تقابلي→

 مثال

1 إذا كانت 2
5 9

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 فإن    5
2 9

t A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 5
1 2 4

2 9
5 9 0

4 0

tB B
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ةملاحظ

)كل عنصر من ) مصفوفة عموديةأو  (مصفوفة سطريةنسمي  )1 pM K×)  أو من

( )1nM K× (على الترتيب. 

 

 Matrix  Multiplication)(جداء المصفوفات  -3
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)لتكن  )( )ij n mA a M K×= ) و ∋ )( )jk m pB b M K×= B,نعرف جداء المصفوفتين . ∋ A 

) : بالشكل التاليABونرمز له بـ )( )ij n pAB c M K×=  :حيث ∋

( )
1

, ;
m

n p ij ik kj
k

i j c a b
=

∀ ∈ × =∑` ` 

 مثال

)لتكن  ) ( )1 3 3 1,X M Y M× ×∈ ∈\ ) حيث \ , , ), ( , , )tX a b c Y x y z=   عندئذٍ=

( )
x

XY a b c y ax by cz
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + + ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

\ 

 . هو عدد ثابتXYأي جداء 

Yأما  Xفتحسب كما يلي  ( ) ( )3 3

x xa xb xc
Y X y a b c ya yb yc M

z za zb zc
×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

\ 

XY: لاحظ أن Y X≠ 

 

 مثال

1لتكن  2
,

3 4
a b

A B
c d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 عندئذٍ 

(1 2) (1 2)
2 2

3 4 3 4
(3 4) (3 4)

a b
c d a c b d

AB
a c b da b

c a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + +⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1: لاحظ أن 2 3 2 4
3 4 3 2 4

a b a b a b
BA

c d c d c d
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

ABلاحظ أيضاً أنه ليس من الضروري أن تكون  BA= .يوجد الكثير من القيم لـ, , ,a b c d 

ABبحيث يكون BA≠. 

 Matrix  Multiplication)(جداء المصفوفات خواص 

 ملاحظة

)إذا كانت  ), ( )m p n mB M K A M K× ×∈  : كما يليABن أن نكتب  فيمك∋
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1

p

n n p

R A C B R A C B
C AB

R A C B R A C B

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# % #

"
 

 )2(مبرهنة 

)إذا كانت  ), ( )m p n mB M K A M K× ×∈ )  فإن∋ ) ( )( )1 ... pAB AC B AC B= 

 :الإثبات

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

; 1 .
j

j j

n n j

R A R A C B
AC B C B j p

R A R A C B

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= = ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# # 

 

 )1(نتيجة 

)1 إذا كانت -1 )mB M k×∈  أي 
1

m

b
B

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)فإن # ) ( )1 1 m mAB b C A b C A= + +". 

1  إذا كانت -2 ( )mA M k×∈  1 أي( ,..., )nA a a=  فإن( ) ( )1 1 m mAB a R A a R A= + +" 

 :الإثبات

 لاحظ أن -1

( )

( )

( ) ( )

1 1 11 1 1

1 1

11 1 1

1 1

1 1

m m

n m n nm m

m m

n nm m

m m

R A b a b a b
AB

R A b a b a b

a b a b

a b a b

b C A b C A

⎛ ⎞ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + +

"
# # #

"

# " #

"

 

 . يبرهن بطريقة مشابهة-2

 

 )3(مبرهنة 

)لتكن  )n mA M K×∈و ( )m pB M K×∈و ( )p qC M K×∈ عندئذ: 
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1- ( ) ( )A BC AB C=) الجداء تجميعي.( 

2- ; ( ) ( ) ( )k AB A B A Bλ λ λ λ∀ ∈ = = 

3- ( )A B A Bλ λ λ+ =  ).الجداء توزيعي على الجمع (+

4- 0 0 , 0 0k n m m p n pA A× × ×= = 

 :تالإثبا

)إن  ) ( )( )( )1( ) ,..., qA BC A B C C C C=  حيث( )iC C هو العمود رقم j من المصفوفة 

C . نجد أن )2(استناداً إلى المبرهنة ( ) ( )( )1( ) ,..., qA BC A BC C BC C= 

) إذن )( ) ( )( )( )1( ) ,..., qA BC A BC C A BC C= . بما أن( )
1 j

j

pj

c
C C

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 : عندئذ#

( ) ( )1 1 , 1, ,j j pj pBC c C B c C B j q= + + ="  :نجد ان) 1(حسب النتيجة . "

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1

1

j j pj p

j pj p

p j j

A BC A c C B c C B

c AC B c AC B

AC B AC B C AB C

= + +

= + +

= + + =

"

"

"

 

)إذاً  ) ( )A BC AB C= .إن إثبات بقية الخواص ينتج مباشرة من التعاريف. 

 

 )4(مبرهنة 

)لتكن  )n mA M K×∈و ( )m pB M K×∈عندئذ   

1- ( )t t tAB B A= 

2- ( )t tA A= 

3- ( ) ( )2, , t t tK A B A Bλ µ λ µ λ µ∀ ∈ + = + 

 .يترك كتمرينسهل والإثبات 
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 (Square Matrices) المربعة المصفوفات. 2

  المربعةالمصفوفاتتعريف 

nل مصفوفة من الدرجة كn من الدرجةمصفوفة مربعةنسمي  n× بعناصر من الحقل K .

)نرمز لمجموعة المصفوفات المربعة بـ )nM K .إذا كانت( )nA M K∈ُكما يلي مثل فإنها ت 

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n
ij

n n nn

a a a
a a a

A a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # % #
"

) حيث  ) 2, ,n iji j a K∀ ∈ ∈` 

)نسمي العناصر من الشكل  )
n

ii i
a

∈`
 .القطر الرئيسي 

 

 تعريف المصفوفة الواحدية

)إن المصفوفة الواحدية هي المصفوفة  )n nI M K∈والعرفة بالشكل التالي : 

1 0 0
0 1 0

0 0 1

nI

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # % #
"

 

 

 )5(مبرهنة 

)إن البنية  )( ), ,nM K + ) المزودة  بقانوني تشكيل داخليين × ) ( ),+ ) على × )nM K)  جداء

)هي حلقة حيث ) و جمع المصفوفات )n nI M K∈هو الحيادي بالنسبة للقانون الداخلي ( ).. 

 )6(مبرهنة 

)إن البنية  )( ), ,.,nM K + ) وحيث K تشكل جبراً فوق الحقل × ) ( ),+  هما قانوني تشكيل ×

)داخليين على  )nM K و(   معرف كما يلي خارجين تشكيل هو قانو .(

( ) ( ). : ; , .K E E x x xλ λ λ× → → = 
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 (Matrix Trace) فةمصفو أثر

)لتكن  :تعريف )nA M K∈نعرف أثر المصفوفة .  مصفوفة مربعةAونرمز له بـ ( )Tr A 

) بالعلاقة التالية ) 11
1

n

nn ii
i

Tr A a a a
=

= + + =∑". 

إن أثر المصفوفة : مثال
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

11109
765
321

A 

)هو  ) 1 6 11 18Tr A = + + = 

 

 )7(مبرهنة 

,)(لتكن  KMBA n∈فإن :  

1- )()( ATrATr t=. 

2- ; ( ) ( )k Tr A Tr Aλ λ λ∀ ∈ = 

3- ( ) ( ) ( )Tr A B Tr A Tr B+ = + 

4- ( ) ( )Tr AB Tr BA=. 

 :الإثبات

 .واضح ومباشر من التعاريف 3 ـ 1من 

ABCاصر القطر الرئيسي للمصفوفة  حسب تعريف جداء المصفوفات فإن عن4  تعطى =

nibaCبالشكل التالي kiik

n

k
ii ,,1;

1

…==∑
=

 :وبالتالي 

1 1
( ) ( )

n n

ik ki
i k

Tr C Tr AB a b
= =

= =∑∑ 

1 1 1

n n n

ki ik kk
k i k

b a C
= = =

′= =∑∑ ∑ 

C حيث BA′ و  =
1

n

kk ki ik
i

c b a
=

′ = إذن  ∑
1 1

( ) ( )
n n

ik ki
i k

Tr C a b Tr C
= =

′= أي أن  ∑∑=

( ) ( )Tr AB Tr BA=. 
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) قواعد الحساب في حلقة المصفوفات -3 )nM K 

) الحلقة -1 )nM Kغير تبديلية . 

 مثال

⎟⎟لتكن 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43
21

& B
dc
ba

A  يكون لاحظنا أنه ليس من الضروري أنAB BA= 

 

) الحلقة -2 )nM K0ست تامة أي ليAB = ⇒ ( 0) ( 0)A B= ∨ = 

 مثال

⎟⎟ لاحظ أن
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
00

52
00

,
00
00

01
00

BA 0 علماً أن 0
0 0

AB
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

) بما أن -3 )nM K جمع المصفوفات والقانون +)( هي حلقة بالنسبة للقانون الداخلي 

 .ننا نستطيع تطبيق القوانين والصيغ المستخدمة في الحلقات فإ×)(الخارجي 

, إذا كان :مثلاً ( )nA B M K∈ . إذا كانAB BA= وليكن p N∈فإن : 

∑
=

−=+
p

k

kpkk
p

p BACBA
0

)(  

))(( 121 −−− +++−=− ppppp ABAABABA "  

))(()( 12 −++++−=− p
nn

p
n AAAIAIAI "  

 ملاحظة

ونسمي . pA=0 وخصوصاً عندما Aالأخيرة في حالة حساب قوى مصفوفة نستخدم العلاقة 

p إذا وجد مصفوفة معدومة القوة  .pA=0 فإن `∋

 

 مثال

لتكن لدينا المصفوفة
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
001
100

A. 32احسب , AA ومن ثم استنتج nA حيث Nn∈. 

 :الحل

AA t=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

001
100
010

010
001
100

010
001
100

2  
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3
23

100
010
001

010
001
100

001
100
010

. IAAA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==  

AAIAلاحظ أن  == .3
AAAAA و4 t=== 245 356 وأن. . IAAAA t  .. وهكذا===

 :nAية التي تعطى إذن نستطيع أن نستنتج أن العلاقات التال

…,2,1;3
3 === pIAA pn  

…,2,1;213 ==== − pAAAA tpn  

…,2,1;3
313 ==== − pIAAA pn  

 

 بعض المصفوفات الشهيرة. 3

 Diagonal Matrices)( المصفوفات القطرية -1

)وهي المصفوفات من )nM Kالشكل : 

n
nn

n

KddddDiag

d

d
d

D ∈=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ),,();,,(

00

00
00

11
2

1

……

"
#%##

"
"

 

 )(Scalar Matricesلمصفوفات السلمية ا -2

)  من المربعةهي المصفوفات )nM Kالشكل : 

KIM n ∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

== λ

λ

λ
λ

λ ;

00

00
00

"
#%##

"
"

 

 )8(مبرهنة 

إن مجموعة المصفوفات السلمية ومجموعة المصفوفات القطرية هما جبرين جزئيين من 

)الفضاء  )nM K. 

)ة المصفوفات السلمية تشاكل تقابلياً الفضاء الشعاعي بالإضافة إلى أن مجموع , , )K + ×. 
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 ملاحظة

 :إن جداء مصفوفتين قطريتين هو مصفوفة قطرية نحصل عليها كما يلي

1 1 1 1( , , ) ( ` , , ` ) ( ` , , ` )n n n nDiag d d Diag d d Diag d d d d=… … … 

)),,((),,( ومنه 22
1

2
1 nn ddDiagddDiag …… =. 

 

i- المثلثية العليا (Upper Triangular matrix): 

 ة المربعة الشكلوهي المصفوف

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nn

n

n

u

uu
uuu

U

…
#%##

…
…

00

0 222

11211

2( , ) ; 0;n iji j N u i j∀ ∈ = > ⇔ 

ii- المثلثية الدنيا (Lower Triangular Matrix): 

 :هي المصفوفة المربعة من الشكل

11

21 22 2

1 2

0 0
0

( , ) ; 0;n ij

n n nn

l
l l

L i j N l i j

l l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∀ ∈ = <
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

# # % #
…

 

 

 Symmetric, Skew- symmetric) المصفوفات المتناظرة والمصفوفات التخالفية -4
matrices) 

)لمصفوفة المربعة نقول عن ا )nA M K∈ أنها متناظرة إذا وفقط إذا كان AA t= ونرمز 

)لمجموعة المصفوفات المتناظرة بـ )nS K. 

)ونقول عن المصفوفة المربعة  )nA M K∈ أنها تخالفية إذا وفقط إذا كان AA t=− . ونرمز

)لمجموعة المصفوفات التخالفية  بـ )nA k. 

 :إذا كانت مصفوفة متناظرة فهذا يعني أن

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

A

…
…………

…
…

…
…………

…
…

21

22221

12111

21

22221

11211

 

jiijn: أي أن aaNji =∈∀ ;),( 2 
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  مثال

إن المصفوفة 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

543
432
321

A هي مصفوفة متناظرة لأن AAt =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

543
432
321

 

 

 )9(مبرهنة 

) هي فضاء شعاعي جزئي من kSn)(إن مجموعة المصفوفات المتناظرة  )nM K بعده 

2
)1( +nn . إن مجموعة المصفوفات التخالفية( )nA K هي أيضاً فضاء جزئي من ( )nM K 

بعده 
2

)1( −nnوحيث ( ) ( ) ( )n n nM K S K A K= ⊕ 

 :الإثبات

)من السهل جدا إثبات أن كل من ), ( )n nS K A K هو فضاء جزئي من ( )nM K وذلك واضح 

 .من تعريف من هاتين المجموعتين

)(2لتكن الجملة 
)(

nNijijE
∈

) التي تشكل الأساس القانوني للفضاء )nM K . عندئذ الجملة

TnijijSS ∈= } وحيث)()( }2( , ) ;n nT i j N i j= ∈ و ≥
,

( , ) ;
:

ii
n ij

ij ji

E i j
i j T S

E E i j
=⎧⎪∀ ∈ = ⎨ + ≠⎪⎩

 

) تشكل أساساً للفضاء Sإن  )nS Kولدينا ( )( ) ( 1)dim ( )
2n n

n nS K card T +
= =. 

)الجملة  ) ( ), ; ,i j nS S i j T′ ′ ′= )}2حيث  ∋ , ) ; }n nT i j N i j′ = ∈ < 

1ij;و ij jiS E E i j n′ = − ≤ < )نكون أساساً للفضاء  ≥ )nA Kوبالتالي  

( ) ( ) ( 1)dim
2n n

n nA K Card T −′= )أخيراً لنفرض أن . = ) ( )n nM S K A K∈ ∩ 

MMMأي tt 0nMإذن  =−=  فإن  ومن جهة أخرى=

( );nM M k∀ ∈( ) ( )1 1
2 2

t tM M M M M= + + يمكن التحقق من ذلك بسهولة وكذلك −

)يمكنك إثبات أن )1 ( )
2

t
nM M A K− ) وأن ∋ )1 ( )

2
t

nM M S K+  إذن نستنتج أن∋

( ) ( ) ( )n n nM K S K A K= ⊕. 

 

 

 



 14

 (Invertible Matrix)المصفوفات القلوبة  -5

 تعريف

)لتكن  )nA M K∈نقول أن.  مصفوفة مربعة A قلوبة إذا وفقط إذا وجدت المصفوفة 

( )nB M K∈بحيث يكون nIBAAB  kGLn)(ونرمز لمجموعة المصفوفات القلوبة بـ ==

 

 )10(مبرهنة 

)),((إن البنية  ×kGLn هو المصفوفة  هي زمرة غير تبديلية وعنصرها الحياديnI. 

 :الإثبات

 .kGLn)(واضح ومباشر من تعريف 

 مثال

)لتكن لدينا  ), nA B M K∈ ولنفرض أن nAB 0nB قلوبة فإن Aأثبت أن إذا كانت. =0 =. 

 :الحل

) قلوبة عندئذٍ يوجد حسب التعريف مصفوفة Aإن  )nA M K′∈ حيث nAA A A I′ ′= = 

)إذن     ) 0nA AB A′ 0n و بالتالي    =′ nI B إذن . لأن ضرب المصفوفات عمليـة تجميعيـة       =

0nB =. 

 

  )11( مبرهنة

)لتكن  )nA M K∈ .الخواص التالية متكافئة: 

1-)(kGLA n∈ 

2- Aقابلة للقلب من اليسار أي  :( );n nB M K BA I∃ ∈ = 

3- Aقابلة للقلب من اليمين أي  :( );n nB M K AB I∃ ∈ = 

4- ( )1 1 1; 0 0n n nX M K AX X×∀ ∈ = ⇒ = 

5- nArg =)( 
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 )(The matrix of linear map مصفوفة تطبيق خطي .4

 تعريف

),,(لتكن  .Kعلى الحقل  منتهي البعد Eليكن لدينا الفضاء الشعاعي 1 neee  أساس =…

nnexexx عندئذ∋Exليكن . Eلـ ++=  e بالأساس x مصفوفة الشعاعنسمي   11"

  n×1المصفوفة من القياس 

( )
1

1( )e n

n

x
Mat x M K

x
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# 

 تعريف

),,(لتكن  1 pxxS       عندئذEٍاع من الفضاء  شعp جملة مكونة من =…

1
1, , ;

n

j ij i
i

j p x x e
=

∀ =  المصفوفة من القياس e بالجملة S مصفوفة الجملةسمي نُ …∑=

pn×والمعرفة كما يلي : 

( )
11 1

1

( )
p

e n p

n np

x x
Mat S M K

x x
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# % #

…
 

 تعريف

EFإذا كان  PEnF وحيث K فضائين شعاعيين معرفين على الحقل , == dim,dim .

),,(ولتكن  1 peee ),,( وE أساساً لـ=… 1 nfff ),(ليكن . F أساس لـ=… FELu∈ 

uf بالنسبة للأساسين u مصفوفة التطبيق الخطينسمي . خطيتطبيق    المصفوفة,

)()(

1

111

, kM
aa

aa
uMat pn

npn

p

fe ×∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
…

#%#
…

 

∑ حيث
=

=∈∀
n

i
iijjn faeuNj

1
,)(وبكلام آخر ;)( uMat feهي مصفوفة الجملة  

))(,),(()( 1 peueueu …= 
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 )12(مبرهنة 

dimو K فضاء شعاعي منتهي البعد على الحقل Eليكن  E p=  1(أساسه ,,( peee  F و=…

dim وKفضاء شعاعي منتهي البعد على الحقل  F n= أساسه ),,( 1 nfff  عندئذٍ =…

)التطبيق ), ,: ( , ) ; ( )e f n p e fL E F M K u Mat uφ ×→  .هو تشاكل فضاءات شعاعية تقابلي →

 .أي هو تطبيق خطي تقابل

 مثال

3ليكن  2:U →\  بالشكل ف تطبيق خطي معر\

,),,(;),,(),(التالي 3 zyxzyxuRzyx  e=)}0,1,1,()1,1,0,()1,0,1{(لتكن. ∀∋=−

 :لاحظ أن.  على الترتيب\2و \3ن أساسين لكل مf=)}2,1,()1,2{(و

211 00)0,0()0,1,1()( ββ −=== ueu  

212 )1,1()1,1,0()( ββ −=−== ueu  

213 3
1

3
1)1,1()1,0,1()( ββ −=== ueu  

,ومنه

10 1
3( )
10 1
3

e fMat u

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 

 (Rank of Matrix) رتبة مصفوفة .5

 تعريف

)لتكن  )n pA M K×∈ 1),(,)( وليكن ACAC p…نسمي رتبة المصفوفة .  أعمدة هذه المصفوفة

Aونرمز لذلك بـ )(Arg رتبة الجملة ))(,),(( 1 ACACC p…=أي أن  

)(dim)( CvectArg =  

 ملاحظة

 : إن العمليات التالية

)رمز لذلك بـ  ن. ين أعمدة مصفوفة أو بين أسطرهاالتبديل ب -1 ) 2; ,i j nC C i j ∈R ` 

 نرمز .أخر) أو سطر(بسلمي و إضافته إلى عمود ) أو سطر( ضرب عمود عملية -2

)لذلك بـ   ) 2; , ,i i j nC C C i j Kλ λ← + ∈  بالعمود iC، أي نقوم بتبديل العمود  `∋

i jC Cλ+ و ( ) 2, ,ni j Kλ∈ ∈`. 
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 . على المصفوفاتالعمليات الأوليةتسمى 

 : حيثA أوجد رتبة المصفوفة :مثال

 

1 2 3 4 5

0 2 5 1 5
0 0 2 3 4
4 2 11 11 11
2 0 6 9 7

a a a a a

A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 

1 2 1 3 1 4 2 1 3 5 2 1 3
1 1 1, , , ,
2 2 2

0 2 5 6 12
0 0 2 5 6
4 0 7 0 0
2 1 4 2 0

a a a a a a a a a a a a a− + + − + + +

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⇒
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

 :لنفرض أن

1234413312211 2
1,

2
1 aaaabaabaabab −++=+=−==  

12355 2
1 aaaab −++=  

52412321نقوم بالعمليات الأولية التالية  2 bbbbbbbb    على ونحصل−++

0 2 3 10 12
0 0 2 5 6
4 0 3 0 0
2 1 0 0 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

1ثم نجري بالعمليات الأولية  2 3 2 1 4 2 5 4 2
62 ( 2 )
5

b b b b b b b b b b− + + −   فنجد+

0 2 3 10 0
0 0 2 5 0
4 0 3 0 0
0 1 0 0 0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

): إذن ) 4rg A = 
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 ملاحظة

 .نلاحظ أن رتبة مصفوفة هو عدد الأعمدة أو الأسطر المستقلة خطياً

 

 )13( مبرهنة

FEuليكن  EF تطبيق خطي حيث :→  وحيث K فضائين شعاعيين فوق الحقل ,

),,( 1 peee ),,( وE أساس =… 1 nfff , ولتكن F أساس =… ( )e fA Mat u= 

)()(عندئذٍ Argurg = 

 :الإثبات

)Im(dim)()),(,)((لدينا  1 peueurguurg …== 

∑  فإن التطبيقF أساس لـfوبما أن 
=

× =→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

n

i
iif

n

nf fyY
y

y
YFkM

1

1

1 )(;)(: ϕϕ هو #

pjjf تقابل خطي ويحقق ما يلي NjeuAC ∈∀= ;)())((ϕ 

:   إذن
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
1

1

( ) , ,

, ,

f f p

p

rg u rg C A C A

rg C A C A rg A

ϕ ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

= =

…

…
 

 )2( نتيجة

)إذا كانت  )n pA M K×∈ فإن )()( ArgArg t= 

 

 تغيير الأساس .6

 تعريف

),,( وليكن K فضاءً شعاعياً منتهي البعد فوق الحقل E ليكن  1 neee  E أساساً للفضاء =…

),,(و 1 nfff  المصفوفة f إلى eنسمي مصفوفة الانتقال من . E آخر للفضاء  أساساً=…

2( , , )f
e e nP Mat f f= …. 
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 )14( مبرهنة

),,(وليكن . kليكن الفضاء شعاعياً منتهي البعد على حقل  1 neee . أساساً لهذا الفضاء =…

)(ولتكن  ijPP ) مصفوفة من الفضاء = )nM K. ُكون جملة الأشعة عندئذٍ ت),,( 1 nfff …= 

∑حيث 
=

=
n

i
iijj ePf

1

)(  إذا وفقط وإذا كانت المصفوفةE أساساً للفضاء . ijPP  .قابلة للقلب =

 :الإثبات

;  المعرف كما يليEL)( التطبيق الخطي في uليكن  ( )n j jj u e f∀ ∈ عندئذٍ `=

( )eP Mat u=وبالتالي : 

fأساس لـ Ef ) تولد ⇔ )( ) ( )( )P n rg P n rg u E⇔ = ⇔ =   قلوبة⇔

 

 )15( مبرهنة

efولتكن . ∋Exليكن . K فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل Eليكن  . Eن لـأساسي ,

)لتكن  ), ( )e fX Mat x X Mat x′= f:  عندئذٍ=
eX P X ′=. 

 :الإثبات

∑
=

==∈∃∈∀
n

ni
iinn

n
n eexKEx

1
1 ;)(; αααα …  

∑
=

=++=∈∃∈∀
n

j
jjnn

n
n fffxKEx

1
111 ;),.(; βββββ "…  

 :حيث

1 1

,

n n

X X
α β

α β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #  

ولكن 
1

;
n

n j ij i
i

j f p e
=

∀ ∈ وبالتالي `∑=
1 1 1 1 1

.
n n n n n

j j j ij i ij j i
j j i i j

x f P e P eβ β β
= = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

∑ولكن 
=

=
n

i
iiex

1

αإذن ∑∑ ∑
== =

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i
ii

n

i

n

j
ijij eeP

11 1
.).. αβ  أي أن 

1
,

n

n i ij j
j

i pα β
=

∀ ∈ =∑` 

f  نستنتج أنو
eX P X ′=. 
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 مثال

2Eليكن  = )2,1,()3,1( وليكن لدينا الشعاعين \ 21 ff =  

a- أثبت أن الجملة ),( 21 fff 2E هي أساس لـ= = \. 

b- أكتب مصفوفة الانتقال من الأساس القانوني ( ) ( ){ }1,0 , 0,1e  .fساس  إلى الأ=

C- (4,1)2 إذا كانx = ),( بالأساسxأوجد إحداثيات الشعاع . \∋ 21 fff =. 

 :الحل

a- 2
1 2; ( , )x x x x∀ ∈ )2عندئذٍ نستطيع أن نجد \= , )λ µ   بحيث يكون\∋

),( 2121 xxff =+ µλ2,1()3,1(),(  أي( 21 xx=+ µλ 21  إذن 32, xx =+=+ µλµλ 

)3(
2
1, 21 µλµλ −=−=⇒ xx 1 2 2 12 2 3 2x x x xµ µ µ⇒ − = − ⇒ = − ∈\  

ℜ∈−=−=⇒ 211 3 xxx µλ  

2ن إذا كانوهي حرة لأ . مولدةfإذن 
1 2( , ) ; 0f fλ µ λ µ∀ ∈ + +=0 فإن \= µλ 

032و =+ µλ 0 أي أن== µλ إذن fأساس لـ E. 

b-  إن( ) 2
1 2,f f E∈211)0,1()1,0()2,1(  إذن =+⇒+= µλµλ eef 2,1  وبالتالي == µλ 

2122جد أنوبنفس الشكل ن 331 eeeef  أي أن. =+=+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
11f

eP  

 :حظ أنلا

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

21

21

2

1

31
21

3
2

e
e

P
e
e

ee
ee

f
f f

e

t

 

f
e

f
e

tt ePfePf =⇒=  

C-  1نلاحظ أن 2 1 2(4,1) 4(1,0) (0,1) 4 1 4e e e e= + = + = x(4,1)2 وبما أن+ =  فإن \∋

21)1,4( ff µλ 4 إذا كان هفإن) 15(حسب المبرهنة  =+
,

1
X X

λ
µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  فإن

4 1 1
1 2 3

X PX
λ
µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

132,4 =+=+⇒ µλµλ  

13284 إذن =+−⇒−= λµµλ  7وبالتالي−=µ  4)7(11ونستنتج أن =−−=λ 



 21

,11) هو الشعاع f في الأساس x=)1,4(إذن إحداثيات  7)tX ′ = −.  

 

 (Similar Matrix) المصفوفات المتشابهة .7

 تعريف

)  لتكن ), nA B M K∈نقول عن .  مصفوفتين مربعتينBA,ان إذا وفقط تحقق ت أنهما متشابه

)  الشرط التالي ) 1;nP GL K B PAP −∃ ∈ = 

 ملاحظة

BAلنرمز للمصفوفات المتشابهة بـ  ).أثبت ذلك(فؤ  تُعرف علاقة تكا≅)(العلاقة   عندئذٍ≅

 )16( مبرهنة

ين من بعت مصفوفتين مر,BAلتكن . K فضاء شعاعياً منتهي البعد فوق الحقل Eإذا كان 

( )nM K.  إنAB,يق الخطي  متشابهتين إذا وفقط إذا وجد التطبFEu   أساسين  و:→

fe,لـ E  حيث)(),( uMatBuMatA fe ==. 

 

 )17( مبرهنة

) مصفوفتين مربعتين من ,ABإذا كانت  )nM K ولنفترض أن BA  الشروط التالية  عندئذ≅

 :محققة

1- BA tt ≅ 

2- ( ) ( )Tr A Tr B= 

3- * 1( ) ( )k k k kk A B A PB P −∀ ∈ ⇒ ≅ ∧ =` 

11 قابلة للقلب وB قابلة للقلب فإن A إذا كانت -4 −− ≅ BA. 

 واضح: الإثبات
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 تدريبات

 التمرين الأول

p*عرف المصفوفة معدومة القوة إذا وجد عدد ن  مصفوفة A إذا كانت pA=0 حيث `∋

)(أثبت أن . معدومة القوة AI n−مصفوفة قلوبة . 

  :الحل

 :في القسم الثاني من هذا الفصل وجدنا أن

))(()( 1−+++−=− p
nn

p
n AAIAIAI " 

  ومنهpA=0 حيث ∋NP* معدومة القوة فإنه يوجد Aبما أن 

)()0( 1−+++=− p
nn AAII " 

nأي 
p

nn IAAIAI =+++− − ))(( 1" 

)(ومنه المصفوفة  AIn   قابلة للقلب ومقلوبها هو المصفوفة−
1 1( ) ( )p

n nI A I A A− −− = + + +"  

 

 التمرين الثاني

)2ليكن  , )a b ⎟⎟ ولتكن \∋
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
a

A
0

2 مصفوفة من 0 ( )M ,2 احسب \ AAn حيث n∀ ∈` 

 :الحل

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2
2

2
000
aab

a
ab

a
ab

a
A  

 :تالي تكتب بالشكل الAلاحظ أن المصفوفة 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
a

bab
a

A
0

0
0
000

 

21 AA +=  
 :لاحظ أيضاً أن

2
2

1 00
00

0
00

0
00

o
bb

A =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

 :وأن

*
2 ;

0
0

Nn
a

a
A N

n
n ∈∀⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  
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 :وبالتالي
*

1 2 1 2
1

; ( )
n

n n k k n k
n

k
n A A A C A A −

=

∀ ∈ = + =∑`  

"++++= −− 2
2

2
1

21
21

1
2

0
1

0 n
n

n
n

n
n AACAACAAC  

22
1

21
1

2
0
1

0 00 ++++= − "n
n

n
n AACAAC  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

−

−
−

1

1
1

212 00
0

00
00

0
0

n

n

n

n
nn a

n
a

a
AnAA  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= − 0

00
0

0
1nn

n

nbaa
a

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− nn

n

anba
a

1

0  

⎟⎟ لاحظ أننا نحصل على n=2من أجل 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

02
02

2

ba
a

A 

 

 التمرين الثالث

 Jordan Matrix نسمي المصفوفة التالية مصفوفة 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100

010
001
000

#%##
…
…
…

J 

n* حيث nJ و استنتج 2Jأحسب  ∈`. 

 

 الرابعالتمرين 

 بين أن المصفوفة التالية قابلة للقلب

1 1 3
2 1 0
1 1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 .احسب مقلوب هذه المصفوفة
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الخامسالتمرين

)ليكن ) 2, ni j lkA ولتكن`∋ I Eλ= λ حيث+ لة للقلب قابAمصفوفة أثبت أن ال\∋

.احسب مقلوبهاو

 السادسالتمرين

1بين أن المصفوفتين 0 0 0
,

0 1 1 0
B A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. غير متشابهتين

سابع الالتمرين

.أثبت أن لمصفوفتين متشابهتين نفس الأثر ونفس الرتبة

A,أوجد مصفوفتين Bالأثر ونفس الرتبة ولكنهما غير متشابهتينلهما نفس.


